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1 概要
差分方程式の不動点のまわりでの安定性解析においては，線形化行列の固有値を調べることが一

般的な手法の 1つである [1]．この方法は Jacobi行列の計算，すなわち微分演算を必要とするため，
max演算を含む超離散系などの微分不可能な力学系に対して適用することが困難である．超離散力
学系の不動点のまわりでの挙動は様々なモデルで解析がなされているが [2, 3]，個々のモデルの枠を
超えて統一的に研究されているものはほとんどない．そこで，本研究では超離散系を含む力学系をト
ロピカル半環の意味で線形化することを考える．トロピカル半環における零元は −∞ であるため，
この意味での n次元空間の原点はすべての座標が −∞であるような n次元ベクトルである．本研究
ではこのような無限遠点でのまわりでトロピカル Jacobi行列を定義し，その最大固有値の値によっ
て力学系の安定性を判定できることを示す．

2 トロピカル半環
トロピカル半環（max-plus代数）とは集合 Rmax := R ∪ {−∞}上に加法 ⊕と乗法 ⊗をそれぞれ

a⊕ b := max(a, b), a⊗ b := a+ b (a, b ∈ Rmax)

で定義した代数系である．加法 ⊕についての単位元（零元）は ε := −∞，乗法 ⊗についての単位元
は 0である．2つの演算 ⊕と ⊗は加法に関する逆元の存在を除いて環の公理をみたしており，この
ような代数系は一般に半環とよばれる．なお，除法は a⊘ b := a− bで定義されている．トロピカル
半環上のベクトルや行列の演算は，通常の線形代数の場合と同様に定義される．零ベクトル，すなわ
ちトロピカル線形空間の原点は ε := (ε, . . . , ε)⊤ で与えられる．行列 A ∈ Rn×n

max に対して，スカラー
λ ∈ Rn

max と非自明なベクトル x ∈ Rn
max \ {ε}が存在して

A⊗ x = λ⊗ x

が成り立つとき，λを Aの固有値，xを λに属する Aの固有ベクトルという．トロピカル行列の固
有値については，次の結果が知られている．

命題 1（[4]） 行列 A ∈ Rn×n
max の最大固有値は，Aを重み付き隣接行列に持つ有向グラフの最大平均

閉路重みに一致する．行列 Aが既約であるときはこれが唯一の固有値である．

命題 2（[5]） 既約行列 A ∈ Rn×n
max の唯一の固有値を λとするとき，正の整数 T と σ が存在して，

A⊗(t+σ) = λ⊗σ ⊗A⊗t

が任意の t ≥ T について成り立つ．
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3 差分方程式のトロピカル線形化
以下ではベクトル値関数 f : Rn

max → Rn
max で定義される差分方程式

x(t+1) = f(x(t))

が無限遠点 εを不動点に持つ，すなわち f(ε) = εが成り立つ場合を考える．関数 g : Rn
max → Rmax

と i = 1, . . . , nに対して，極限
Dig := lim

xi→ε
g((ε, . . . , xi, . . . , ε)

⊤)⊘ xi

が Rmax において存在するとき，これを ε におけるトロピカル偏微分係数と定義する．また，
g = (g1, . . . , gn)

⊤ : Rm
max → Rn

max について，εにおけるトロピカル偏微分係数 Djgi がすべて存在
するとき，εにおけるトロピカル Jacobi行列を Jg := (Djgi) ∈ Rm×n

max で定義する．
トロピカル線形空間 Rn

max の 2点 x = (x1, . . . , xn)
⊤,y = (y1, . . . , yn)

⊤ の距離を
d(x,y) = max

i=1,2,...,n
|exi − eyi |

で定義する．また，∥x∥ = d(x, ε)とする．無限遠点 εを不動点にもつ関数 f : Rn
max → Rn

max と行
列 A ∈ Rn×n

max を考える．任意の α > 0に対してある δ > 0が存在して
∥x∥ < δ ⇒ d(f(x), A⊗ x) < α∥x∥

が成り立つとき，f は Aでトロピカル線形近似可能であるという．以上の準備のものとで，差分方
程式の安定性に関する次の定理を示すことができる．

定理 3 ベクトル値関数 f : Rn
max → Rn

max が εを不動点に持ち，かつ A ∈ Rn×n
max でトロピカル線形

近似可能であるとき，A = Jf が成り立つ．さらにこのとき，Jf の最大固有値が負なら εは漸近安
定な不動点であり，Jf の最大固有値が正なら εは不安定な不動点である．

トロピカル半環では減法が定義できないため，原点 εについて得られた安定性の結果を，このまま
の形では原点以外の不動点の場合に適用できない．そのため，ε以外の点でのトロピカル偏微分の定
義を改めて考える必要があるが，それは今後の課題である．

謝辞 本研究は JSPS科研費 22K13964の助成を受けたものです．
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1 概要
箱玉系 [1]とは，玉１つを収容できる箱を横１列に並べ，配置した玉をあるルールに従って右へ運

ぶ系である．これを空間二次元に拡張する．[2] つまり，あるルールに従って玉を右へ 1回，上へ 1

回運ぶ系を考え，これを二次元箱玉系と呼ぶ．このとき，元の玉と同じ配置に戻る「周期パターン」
があり，これに着目する．本研究の最終目標は，周期パターンとなる形状についての一般条件を求め，
無限系列を具体的に提示することである．講演では，部分的に解決した結果について解説を行う．

2 箱玉系の二次元化
箱玉系では，図 1 のように時間発展が見られる．玉の運び方は，現在対象としている箱が空の場

合，手持ちの玉があればそのうちの 1つを箱に入れ，手持ちの玉がなければ何もしない．箱に玉があ
る場合は，その玉を取り出して手に持つ．なお，手に持てる玉の個数に上限はないとする．

図 1: 箱玉系の時間発展

ここから, 箱玉系を空間二次元に拡張する．まず箱玉系と同様に玉を用意し，箱を縦，横に碁盤の
ように並べる．次に，運搬人（玉を移し替える人）は，任意の時刻 nで各行に対して玉を右へ動かす．
玉の動かし方は箱玉系と同様である．各行に対して全ての箱を一巡したら，次は各列に対して玉を上
へ動かす．各列に対して全ての箱を一巡したら，時刻が 1増えて n+ 1になる. 例を図 2に示す．

t=n t=n+1

図 2: 二次元箱玉系の箱と玉の並べ方

3 二次元箱玉系の周期パターン
二次元箱玉系において，一般に図形パターンを時間発展させるとその形は崩れ，元には戻らない．

しかし，中には時間が経つと，元と同じパターンに戻るものが存在し，これを周期パターンと呼ぶ．
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周期パターンとして，長方形など簡単な例以外のものが 3例見つかっている（図 3）．[2]ただしそれ
らは，プログラムによる探索が可能な，大きさが 6× 6以内のもののみである．なお，簡単のため，
左右方向，上下方向の移動が終了した後の玉の配置をそれぞれ赤，青で示している．

図 3: 二次元箱玉系の周期パターン例

4 新たな周期パターンの探索
大きさが 7× 7以上の周期パターンはプログラムによる探索が困難なため，既出の 3例から周期

パターンとなる必要条件を導いていく．まず，一辺 xの正方形から、右上と左下を切り取って周期パ
ターンを作ると考える．その操作の例を図 4に示す．正方形の右上，左下を矢印の位置から切り取っ
ていき，下，右へ向かって進むマスの数をそれぞれ C1[s]，C2[s]とする．（sは，これらの配列の要
素数とする．）このとき，C1[s], C2[s]は対称的，が周期パターンとなる必要条件の一つ目である．
また，周期パターンの各列の玉の数を，左の列から順に B1[x]に，各行の玉の数を，下の行から順
に B2[x]に入れる．このとき，B1[x] = B2[x]が周期パターンとなる必要条件の二つ目である．これ
らの二つの条件を元に，C言語でプログラムを作成し，新たに 63個の周期パターン（無限系列を含
む）を発見した．これらの詳細について，講演にて紹介する．
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x = 5, s = 3

C1[3] = (1, 2, 2)

C2[3] = (2, 2, 1)

B1[5] = (1, 3, 4, 3, 2)

B2[5] = (1, 3, 4, 3, 2)

図 4: 周期パターンの考察
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1 概要
max-plus演算で定義される再帰方程式について，解の周期性を利用して高階化を行う．このよう

な高階化を行うと，一般に再帰性が失われるが，任意の初期値から一定の安定多様体に落ち込む系が
得られることが多い．講演では，このような高階化の手法について説明し，解の挙動について具体例
を示しながら説明する．解の漸近性を示すために重要な量となるのがリャプノフ関数であるが，最終
的に落ち込む安定多様体の max-plus表現を利用すると，いくつかの系でリャプノフ関数を構成する
ことに成功した．この関数の構成方法，および，時間発展における関数の単調性の証明などについて
説明を行う．

2 再帰方程式の高階化
周期 5の再帰方程式

Xn+1 = max(0, Xn)−Xn−1 (1)

を, 解の周期性に着目して高階化すると, 例えば次の 5つの方程式が得られる.

Xn+1 = max(0, Xn−2)−Xn (2)

Xn+1 = max(0,max(0, Xn−1)−Xn−2)−Xn−1 (3)

Xn+1 = max(0, Xn)− (max(0, Xn−2)−Xn−3) (4)

Xn+1 = max(0, Xn−2, Xn−1) +Xn −Xn−1 −max(0, Xn−1) (5)

Xn+1 = max(0, Xn−1, 2Xn +Xn−2)−Xn−2 −Xn−1 −Xn (6)

また, 周期 8の再帰方程式
Xn+1 = max(0, Xn)− 2Xn −Xn−1 (7)

の高階化として,　例えば次のようなものがある.

Xn+1 = max(0, Xn−1, 2Xn−1 +Xn−2)−Xn−2 − 3Xn−1 − 2Xn (8)

3 リアプノフ関数
安定多様体の max-plus表現を利用すると, (3)のリアプノフ関数は

Cn = x+ z −max(0, y) (9)

と書ける. ここで, (3)の相空間の座標に対する写像は,x
y
z

 →

 y
z

max(x, y, 0)− x− y

 (10)
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と書ける. ここで Cn( ̸= 0)上の任意の点を初期値にスタートしても, いずれは Cn = 0に落ち込むこ
とが予想される.

4 リアプノフ関数の広義単調性の証明
|Cn| − |Cn+1| ≥ 0を示す. リアプノフ関数 Cn = Xn−1 +Xn+1 −max(0, Xn)に (3)式を変形し
た Xn+1 = max(Xn−2, Xn−1, 0)−Xn−2 −Xn−1 を代入することで,

|Cn| − |Cn+1| = max(x, x+ 2y, 0, z, 2x+ 3z, 2x+ y + 3z, 3y, 3y + z, 3x+ 2z, 3x+ 3z)

−max(2x+ 3z, 2x+ y + 3z, 2x+ z, 2x+ y + z, z, 3y + z) (11)

となるが, ここで 2 番目の max 内の下線部以外は全て 1 番目の max の項に含まれている. さらに,

2 つの下線部の値は, 1 番目の max による凸包に含まれているので, (実際, 2x + z = (x + (3x +

2z))/2, 2x+ y + z = ((x+ 2y) + (3x+ 2z))/2である.)(11)式は,

|Cn| − |Cn+1| = max(x, x+ 2y, 0, z, 2x+ 3z, 2x+ y + 3z, 3y, 3y + z, 3x+ 2z, 3x+ 3z, 2x+ z, 2x+ y + z)

−max(2x+ 3z, 2x+ y + 3z, 2x+ z, 2x+ y + z, z, 3y + z) (12)

と書いても構わない. したがって, 2番目の maxの全ての項は 1番目の maxの中に含まれている.

以上より, |Cn| − |Cn+1| ≥ 0であることが示せた.

5 逆超離散化された再帰方程式の広義単調性の証明
(3)式とそのリアプノフ関数を逆超離散化すると,

xn+1 =
1 + xn−2 + xn−1

xn−2xn−1

fn =
xn−1xn+1

1 + xn
+

1 + xn

xn−1xn+1

(13)

のようになる. この fn について逆超離散化された差分方程式を用いると,

fn − fn+1 =
xn−1(1 + xn−1 − xn−2xn)

2(1 + xn−1 + xn−2(2 + xn−1 + xn))

xn−2(1 + xn−2)(1 + xn−1)(1 + xn−2 + xn−1)(1 + xn)(1 + xn−1 + xn)
(14)

となる. よって, xn > 0の範囲で fn ≥ fn+1 となり, fn は n → ∞で最小値 2に収束し, このとき
xn−1xn+1

1+xn
= 1が成り立ち, 超離散化の結果と符合する.
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1 概要
本発表では, ロバストカオス (robust chaos)を生じる超離散 max-plusモデルの性質について報告
する. ロバストカオスは周期窓の出ないカオスとして知られており, 特に区分線形力学系にてその存
在が確認されてきた [1]. ロバストカオスを生じる代表的な二次元力学系として, 以下の Lozi写像が
知られている. {

Xn+1 = 1 + Yn − aXn

Yn+1 = bXn
(1)

ここで a, bは分岐パラメータであり, 例えば b = 0.3と固定し aを 0.1から大きくしていくと, 周期
窓のない分岐ダイアグラムを見出すことができる.

我々はこれまで, 以下の二次元 max-plus離散モデルの力学的性質について議論してきた [2, 3].{
Xn+1 = Yn +max(0, TXn)

Yn+1 = B −max(0, DXn)
(2)

ここで, B および T,D(≥ 0)は分岐パラメータである. 式 (2)はいくつかの力学系モデルからトロピ
カル差分化を介して得られる超離散方程式の一般化になっている. 例えば, T = D のとき, 式 (2)は
解糖系の数理モデルとして知られる Selkovモデルの超離散方程式に対応し [4], T = 0, D > 0のと
きは, ネガティブフィードバックを有する力学モデルの超離散方程式に対応する [5]. 更に式 (2)は次
の max-plus離散モデルの特別な場合として考えることができる.{

Xn+1 = Yn +max(L1Xn, R1Xn)

Yn+1 = B −max(L2Xn, R2Xn)
(3)

ただし, B および L1, L2, R1, R2 は分岐パラメータであり, Li ≤ Ri (i = 1, 2)を仮定する.

式 (3)は特別な場合として Lozi写像 (1)のダイナミクスを含む. 実際, Lozi写像 (1)に対して変数
変換

−Xn → Xn, − (1 + Yn) → Yn, (4)

を行い, |Xn| = max(Xn,−Xn)に注意すれば, Lozi写像と力学的に同値 (区分的位相共役)な離散力
学系 {

Xn+1 = Yn +max(−aXn, aXn)

Yn+1 = −1− bXn
(5)

を導出することができる. 式 (5)を max-plus Lozi写像と呼ぼう. そして, この max-plus Lozi写像
(5)は, 式 (3)に対してパラーメタを R1 = a, R2 = −a, R2 = L2 = −b, B = −1と定めた式に対
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応する. 図 1 はmax-plus Lozi写像の (a)ストレンジアトラクター (a = 1.7, b = 0.3)と (b)分岐ダ
イアグラムである. (b)において, 周期窓が無いことが確認できる. なお, これらの力学的性質は Lozi

写像 (2)のそれと力学的同値である.

(a) (b)
図 1. 式 (5)における (a) ストレンジアトラクター (a = 1.7, b = 0.3) および (b) 分岐ダイアグラム.

さて, 式 (3) が超離散方程式の一般化として得られた過程を念頭において, max-plus Lozi 写像を
超離散化によって導出する微分・差分方程式について考える. 本発表では, トロピカル Selkovモデル
型の以下の差分方程式を採用する.
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式 (6) は超離散化によって式 (5) となる一方, 連続力学系 dx/dt = −x + y(xa + x−a), dy/dt =

1/2− yx−b の正値差分化によって導出できる. 本発表では, 式 (6)の時間幅 τ を大きくすることで周
期倍分岐が起こり系がカオスとなること, そして超離散化によって式 (5)へ一致していき, カオスの
ロバスト性が生じていくことを示す.
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