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2021/9/7（火）

会場名 Ａ会場 B会場 C会場 D会場 E会場 F会場 G会場

9:10ー10:30
[研究部会主催 OS]
科学技術計算と数

値解析(1)

[研究部会主催 OS]
数理医学

[研究部会主催 OS]
数理政治学

[一般講演]
数値線形代数

[一般講演]
応用数理(1)
09:10ー10:10

[正会員主催 OS]
応用力学系(1)

[正会員主催 OS]
先進的環境におけ
る数値計算と関連

HPC技術(1)

10:50ー12:10
[研究部会主催 OS]
科学技術計算と数

値解析(2)

[研究部会主催 OS]
応用可積分系(1)

[研究部会主催 OS]
幾何学的形状生成

(1)

[研究部会主催 OS]
折紙工学(1)

[一般講演]
応用数理(2)
10:50ー11:50

[正会員主催 OS]
応用力学系(2)

[正会員主催 OS]
先進的環境におけ
る数値計算と関連

HPC技術(2)

昼休み

13:20ー14:40
[研究部会主催 OS]
科学技術計算と数

値解析(3)

[研究部会主催 OS]
応用可積分系(2)

[研究部会主催 OS]
幾何学的形状生成

(2)

[研究部会主催 OS]
折紙工学(2)

[研究部会主催 OS]
応用カオス(1)
13:20ー14:40

[正会員主催 OS]
応用力学系(3)

[研究部会主催 OS]
連続体力学の数理

(1)

15:00ー16:20
[研究部会主催 OS]
科学技術計算と数

値解析(4)

[研究部会主催 OS]
応用可積分系(3)

15:00ー16:00

[研究部会主催 OS]
幾何学的形状生成

(3)

[研究部会主催 OS]
折紙工学(3)

[研究部会主催 OS]
応用カオス(2)
15:00ー16:00

[一般講演]
最適化

15:00ー15:40

[研究部会主催 OS]
連続体力学の数理

(2)

16:40ー18:00 [一般講演]
数値解析(1)

[研究部会主催 OS]
応用可積分系(4)

16:40ー17:40

[研究部会主催 OS]
幾何学的形状生成

(4)

[研究部会主催 OS]
折紙工学(4)

[研究部会主催 OS]
応用カオス(3)
16:40ー17:40

[一般講演]
微分方程式・力学

系

[研究部会主催 OS]
連続体力学の数理

(3)
16:40ー17:40
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2021/9/8（水）

会場名 Ａ会場 B会場 C会場 D会場 E会場 F会場 G会場

9:10ー10:30 [研究部会主催 OS]
数理設計(1)

[正会員主催 OS]
Max‐plus代数とそ

の応用(1)

[研究部会主催 OS]
数論アルゴリズムと

その応用(1)
09:30ー10:30

[正会員主催 OS]
機械学習の数理(1)

[正会員主催 OS]
現象の数理モデリ
ングと数理解析(1)

[研究部会主催 OS]
ウェーブレット(1)

09:10ー10:10

[正会員主催 OS]
データ駆動型モデリ
ングへの幾何学的
力学・計算代数学

的アプローチ

10:50ー12:10 [研究部会主催 OS]
数理設計(2)

[正会員主催 OS]
Max‐plus代数とそ

の応用(2)

[研究部会主催 OS]
数論アルゴリズムと

その応用(2)
10:50ー11:50

[正会員主催 OS]
機械学習の数理(2)

11:00ー12:00

[正会員主催 OS]
現象の数理モデリ
ングと数理解析(2)

[研究部会主催 OS]
ウェーブレット(2)

ムーンショット型
研究開発制度

説明会

昼休み

13:20ー14:40

15:00ー15:15

15:15ー16:15

16:30ー17:30

17:30ー17:50

18:15ー 懇親会

ポスターセッション

日本応用数理学会・会長挨拶

総合講演(1)
田中 久美子（東京大学先端科学技術研究センター）：「自然言語の長相関」

総合講演(2)
松井 充（三菱電機株式会社）：「共通鍵暗号今昔物語」

表彰式
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2021/9/9（木）

会場名 Ａ会場 B会場 C会場 D会場 E会場 F会場

9:10‐‐10:30
[研究部会主催 OS]
行列・固有値問題
の解法とその応用

(1)

[研究部会主催 OS]
機械学習

09:10ー10:20

[正会員主催 OS]
非線形問題のシミュ
レーションと可視化

(1)

[研究部会主催 OS]
数理的技法による
情報セキュリティ(1)

[研究部会主催 OS]
位相的データ解析

(1)

[正会員主催 OS]
時間遅れと数理(1)

10:50‐‐12:10
[研究部会主催 OS]
行列・固有値問題
の解法とその応用

(2)

[研究部会主催 OS]
計算の品質(1)
11:10ー12:10

[正会員主催 OS]
非線形問題のシミュ
レーションと可視化

(2)

[研究部会主催 OS]
数理的技法による
情報セキュリティ(2)

10:50ー11:50

[研究部会主催 OS]
位相的データ解析

(2)

[正会員主催 OS]
時間遅れと数理(2)

昼休み

13:20‐‐14:40
[研究部会主催 OS]
行列・固有値問題
の解法とその応用

(3)

[研究部会主催 OS]
計算の品質(2)

[正会員主催 OS]
非線形問題のシミュ
レーションと可視化

(3)

[研究部会主催 OS]
離散システム(1)

[一般講演]
数値解析(2)

[研究部会主催 OS]
数理ファイナンス(1)

15:00‐‐16:20
[研究部会主催 OS]
行列・固有値問題
の解法とその応用

(4)

[研究部会主催 OS]
計算の品質(3)

[一般講演]
数理モデリング

[研究部会主催 OS]
離散システム(2)

[正会員主催 OS]
FreeFEMの開発と利

用(1)

[研究部会主催 OS]
数理ファイナンス(2)

16:40‐‐18:00
[一般講演]
数値解析(3)
16:40ー17:40

[研究部会主催 OS]
計算の品質(4)
16:40ー17:40

[正会員主催 OS]
FreeFEMの開発と利

用(2)

[研究部会主催 OS]
数理ファイナンス(3)

16:40ー17:40
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9月 7日 第 1セッション
A 09:10–10:30

[研究部会主催OS]

科学技術計算と数値解析

(1)

B 09:10–10:30

[研究部会主催OS]

数理医学

C 09:10–10:30

[研究部会主催OS]

数理政治学

D 09:10–10:30

[一般講演]

数値線形代数

E 09:10–10:10

[一般講演]

応用数理 (1)

F 09:10–10:30

[正会員主催OS]

応用力学系 (1)

G 09:10–10:30

[正会員主催OS]

先進的環境における数値

計算と関連 HPC 技術

(1)

1. 吸着粒子内の拡散と競争吸
着を考慮したクロマトグラフ
ィーモデルの直交選点有限要素
法 (OCFEM)による時空間の
定式化
○大久保 孝樹

2. 微圧縮弾性体に対する分離
型時間積分の安定性解析
○山田 貴博（横浜国立大学）

3. ◎ 2次元遷音速流問題にお
ける Tricomi 方程式の変数分
離解の記述する速度場
○高橋 幸聖（京都大学大学院
情報学研究科）, 川越 大輔（京
都大学大学院情報学研究科）,
磯 祐介（京都大学大学院情報
学研究科）

4. ◎膨張する円周上における
Kuramoto–Sivashinsky 方程
式に対する Crank–Nicolson
スキームの解の存在性・一意
性・収束性
○小林 俊介（京都大学）, 矢崎
成俊（明治大学）

1. 肝がん悪性化シグナルの数
理モデルによる解析 [40 分]
○中村 直俊（大阪大学・数理・
データ科学教育研究センター）

2. 肝がん細胞内シグナル伝達
に対する統計学的アプローチ
[40 分]
○朝倉 暢彦（大阪大学 数理・
データ科学教育研究センター）

1. 議席配分問題における公平
性と最小議席数の関係について
○諸星 穂積（政策研究大学院
大学）

2. Uninformedな消費者が存
在する空間競争における純戦略
均衡の新たな例
○中川 訓範（静岡大学）, 河合
信之輔（静岡大学）

3. ◎複雑ネットワークの中心
性と人の集まりやすさについて
○田村 和広（静岡大学大学院
自然科学系教育部）

4. 人流による空間的伝播
○守田 智（静岡大学）, 中川
訓範（静岡大学）

1. Fast verification for pos-
itive solutions to M-tensor
multi-linear systems
○宮島 信也（岩手大学）

2. Fast validation for Per-
ron vectors of a kind of
weakly irreducible nonnega-
tive tensors
○宮島 信也（岩手大学）

3. ◎指定領域内の多項式固
有値問題に対する Sakurai-
Sugiura法と Ehrlich-Aberth
法の組み合わせについて
○皆川 凜太朗（名古屋大学）,
曽我部 知広（名古屋大学）, 剱
持 智哉（名古屋大学）, 張 紹
良（名古屋大学）

4. ブロック赤黒順序付けされ
た摂動付き修正不完全分解前処
理の収束性解析
○塩谷 明美（電気通信大学）,
山本 有作（電気通信大学）

1. 写真から真の姿を知る「あ
りのままディスプレイ」の提案
○杉原厚吉（明治大学研究・知
財戦略機構先端数理科学インス
ティテュート）

2. 水底地形の作成に関する計
測とデータ解析手法および解析
結果についての考察
○渡辺 雅二（岡山大学）, 岩
上 聡（株式会社　アースライ
ズカンパニー）, 爲賀 雅彦（株
式会社　アースライズカンパ
ニー）, 真田 将英（株式会社　
アースライズカンパニー）, 毛
利 道明（株式会社　アースラ
イズカンパニー）, 岩上 義隆
（株式会社　アースライズカン
パニー）, 岡本 尚己（株式会社
　アースライズカンパニー）,
麻生 良祐（株式会社　アース
ライズカンパニー）, 神保 秀
司（岡山大学）

3. 変分オートエンコーダを用
いた多種の翼生成
○米倉 一男（東京大学）, 和
田 一成（東京大学）, 鈴木 克
幸（東京大学）

1. ◎エレメンタリーセルオー
トマトンの Koopman スペク
トル解析
○多賀 圭理（早稲田大学）, 加
藤譲（東京工業大学）,河原吉
伸（九州大学／理化学研究所）,
山崎 義弘（早稲田大学）, 中尾
裕也（東京工業大学）

2. ◎力学系のリザバー計算
○原 誠人（京都大学）, 国府
寛司（京都大学）

3. ◎全域木を持つ DAGを対
象としたグラフラプラシアンの
固有値に関する考察
○本田 悠希（近畿大学）, 中島
弘之（近畿大学大学院 システ
ム工学研究科）

4. Traveling pulses with os-
cillatory tails, figure-eight-
like stack of isolas, and sen-
sitive dependence on initial
data in heterogeneous media
○西浦 廉政（北海道大学）, 渡
辺 毅（公立諏訪東京理科大）

1. CPU における batched
BLAS のためのタスクスケジ
ューリング戦略
○椋木 大地（理化学研究所）,
廣田 悠輔（福井大学）, 今村
俊幸（理化学研究所）

2. ブロック低ランク行列の近
似固有値計算
○伊田 明弘（海洋研究開発機
構）

3. 二次元分割を用いた並列三
次元 FFTにおける計算と通信
のオーバーラップの自動チュー
ニング
○高橋 大介（筑波大学）

4. 高精度行列-行列積ライブラ
リの実装選択パラメタの特徴量
解析
○片桐 孝洋（名古屋大学）, 青
木 将太（名古屋大学大学院情
報学研究科）, 大島 聡史（名古
屋大学情報基盤センター）, 永
井 亨（名古屋大学情報基盤セ
ンター）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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9月 7日 第 2セッション
A 10:50–12:10

[研究部会主催OS]

科学技術計算と数値解析

(2)

B 10:50–12:10

[研究部会主催OS]

応用可積分系 (1)

C 10:50–12:10

[研究部会主催OS]

幾何学的形状生成 (1)

D 10:50–12:10

[研究部会主催OS]

折紙工学 (1)

E 10:50–11:50

[一般講演]

応用数理 (2)

F 10:50–12:10

[正会員主催OS]

応用力学系 (2)

G 10:50–12:10

[正会員主催OS]

先進的環境における数値

計算と関連 HPC 技術

(2)

1. 複雑な境界を持つ領域への
代用電荷法による数値等角写像
の方法について
○岡野 大（愛媛大学）, 佐竹
希一（愛媛大学）

2. 非整数階拡散方程式に対す
る代用電荷法の適用について
○大江 貴司（岡山理科大学）

3. 複素自励系の時間大域解に
関する精度保証について
○新田 光輝（電気通信大学）,
山本 野人（電気通信大学）

4. ◎自然境界条件を伴う楕円
型正則化による移流方程式の数
値計算
○今川 真城（京都大学）, 川
越 大輔（京都大学）, 藤原 宏
志（京都大学）, 磯 祐介（京都
大学）

1. Max-Plus 版 2 次元 Ni-
cholson-Bailey モデルの解に
ついて
○高橋 大輔（早稲田大学）, 太
田 順也（早稲田大学）

2. ◎合成順序の交換による
max-min 方程式と解の構成
○北川 宗詢（早稲田大学基幹
理工学研究科）, 高橋 大輔（早
稲田大学基幹理工学研究科）

3. ◎ファジーセルオートマト
ンの漸近挙動解析
○山本 航（早稲田大学）, 高橋
大輔（早稲田大学）

4. ◎ファジーセルオートマト
ンルール 184 へ慣性の効果を
取り入れた拡張モデルの解析
○東 康平（東京大学数理科学
研究科）

1. rulingの交差を考慮した直
感的な操作による曲線折りの形
状モデリング手法
○大橋 芳（筑波大学）, 三谷
純（筑波大学）

2. ◎双対タイリング折紙の剛
体折り
○安達 瑛翔（京都大学大学院
工学研究科建築学専攻）, 舘 知
宏（東京大学大学院総合文化研
究科広域システム科学系）, 山
口 泰（東京大学大学院総合文
化研究科広域システム科学系）

3. ◎切れ目を有する剛体折紙
の曲面近似のための折線配置最
適化
○早川 健太郎（京都大学大学
院）, 大崎 純（京都大学大学
院）

4. 法線マップ画像操作による
可展面変形インタフェースの提
案
○西澤 郁弥（筑波大学）, 三谷
純（筑波大学）

1. ◎凸多角形紙片上の折り線
が平行な山谷付き平坦折り問題
[16 分]
○根芝 冴（電気通信大学）, 伊
藤 大雄（電気通信大学）

2. 切頂八面体のスポンジ膜：
基本展開図のタイリングと変形
構造 [16 分]
○奈良知惠（明治大学研究・知
財戦略機構）, 小林 祐貴（大阪
市立大学工学部）, 桐原 靖也
（大阪市立大学工学部）

3. Logical Matrix Repre-
sentations in Map Fold-
ing[16 分]
○賈 伊陽（成蹊大学）, 三谷
純（筑波大学）, 上原 隆平（北
陸先端科学技術大学院大学）

4. フィボナッチ折紙の展開 [16
分]
○日詰 明男（武蔵野美術大学
特別講師、龍谷大学客員教授）

5. エネルギー密度に着目した
折紙構造の振動制御 [16 分]
○佐々木淑恵（明治大学）, 萩
原 一郎（明治大学）

1. 結晶構造シミュレータの開
発について
○秋山 正和（明治大学先端
数理科学インスティチュート
(MIMS)）, 高田 悠（明治大学
先端数理科学インスティチュー
ト (MIMS)）, 桂 ゆかり（（国
研）物質・材料研究機構　統
合型材料開発・情報基盤部門
（MaDIS））, 森戸 春彦（東北
大学金属材料研究所（東北大金
研））

2. 与えられたアルファベット
上の文字列の位相半群における
球の体積公式
○小谷野 仁（農研機構）, 林田
守広（松江工業高等専門学校）

3. 大規模並列計算による格子
の最短ベクトル探索の効率化に
ついて
○柏原 賢二（東京大学）

1. 半離散力学系の連続対称性
と保存則
○彭 林玉（慶應義塾大学）,
Hydon Peter（University of
Kent）

2. 変分法による空間Hill問題
の周期軌道の存在証明
○柴山 允瑠（京都大学）, 梶
原 唯加（京都大学）, 井口 翔
太（京都大学）

3. ◎近可積分系に対する正則
レベル集合近傍における非可積
分性のための十分条件
○本永 翔也（京都大学）, 矢ヶ
崎 一幸（京都大学）

4. 力学系の可積分性に関する
最近の研究結果について
○矢ヶ崎 一幸（京都大学大学
院情報学研究科）

1. ◎ GPUに適した近似逆行
列前処理の簡略化手法
○鈴木 謙吾（北海道大学）, 深
谷 猛（北海道大学）, 岩下 武
史（北海道大学）

2. ◎大規模電磁場解析向け反
復法の前処理における最適な加
速係数の決定方法
○桝井 晃基（大阪大学）

3. Wisteria/BDEC-01
(Odyssey) における並列多重
格子法ソルバーの開発と性能
評価
○中島 研吾（東京大学）, 河
合 直聡（東京大学）

4. GMRES(m)法に対する低
精度演算・データの積極的導入
の可能性に関する検証
○深谷 猛（北海道大学, JST
さきがけ）, 岩下 武史（北海道
大学）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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9月 7日 第 3セッション
A 13:20–14:40

[研究部会主催OS]

科学技術計算と数値解析

(3)

B 13:20–14:40

[研究部会主催OS]

応用可積分系 (2)

C 13:20–14:40

[研究部会主催OS]

幾何学的形状生成 (2)

D 13:20–14:40

[研究部会主催OS]

折紙工学 (2)

E 13:20–14:20

[研究部会主催OS]

応用カオス (1)

F 13:20–14:40

[正会員主催OS]

応用力学系 (3)

G 13:20–14:40

[研究部会主催OS]

連続体力学の数理 (1)

1. 一般化近単調回帰と常微分
方程式の数値計算の誤差推定
松田 孟留（理化学研究所）, ○
宮武 勇登（大阪大学）

2. ◎最適化に適した安定な数
値解法について
○牛山 寛生（東京大学大学院
情報理工学系研究科）, 佐藤 峻
（東京大学大学院情報理工学系
研究科）, 松尾 宇泰（東京大学
大学院情報理工学系研究科）

3. ◎閉曲線に対するヘルフリ
ッヒ流方程式の構造保存数値解
法の構築
○宮﨑 瑛士（名古屋大学大学
院工学研究科）, 剱持 智哉（名
古屋大学大学院工学研究科）,
曽我部 知広（名古屋大学大学
院工学研究科）, 張 紹良（名古
屋大学大学院工学研究科）

4. ◎拘束条件の保存性に着目
した Einstein方程式の数値計
算法
○星野 秀朋（早稲田大学大学
院）, 米田 元（早稲田大学）

1. ◎Neimark-Sacker分岐を
示す超離散モデルについて
○大森 祥輔（早稲田大学先進
理工学部物理学科）, 山崎 義弘
（早稲田大学先進理工学部物理
学科）

2. Neimark-Sacker 分岐を示
すトロピカル差分化されたモデ
ルと超離散モデルとの関係につ
いて
○山崎 義弘（早稲田大学 先進
理工学部）, 大森 祥輔（早稲田
大学 先進理工学部）

3. ◎ CAモデルを用いた自動
運転車の交通流に与える影響に
ついて：流量制御と速度制御の
比較
○金城 佳世（お茶の水女子大
学　理学専攻　物理科学領域）,
友枝 明保（関西大学　総合情
報学部）

4. ◎量子系に現れるダークソ
リトン
○金城 佳世（お茶の水女子大
学）, 出口 哲生（お茶の水女子
大学）, 佐藤 純（東京工芸大
学）

1. ◎均一な六角形ユニットを
有する円筒機構の静的構造解析
○堺 雄亮（京都大学）, 大崎
純（京都大学）

2. 区分的に連続な曲線と曲面
の幾何
○小磯 深幸（九州大学）, 奥
田 健斗（九州大学　マス・フォ
ア・インダストリ研究所）

3. ◎ Geometry of aniso-
tropic double crystals
○新川 恵理子（東北大学 材料
科学高等研究所）, 小磯 深幸
（九州大学 マス・フォア・イン
ダストリ研究所）

4. 離散曲面に対する非等方的
エネルギーの停留曲面の幾何
○軸丸 芳揮（九州大学マス・
フォア・インダストリ研究所）

1. ◎蛇腹折りを活かした
Book Foldingアート作品の展
開図生成方法の提案
○蘇 単（筑波大学）, 山本 陽
平（筑波大学）, 三谷 純（筑波
大学）

2. ◎平織りのホール問題にお
ける局所平坦折り可能な解候補
の生成とプリーツの交差への応
用
○中里 陸（筑波大学　システ
ム情報工学研究群）, 山本 陽平
（筑波大学　システム情報工学
研究群）, 三谷 純（筑波大学　
システム情報系）

3. 折り紙制作時に生じる誤差
を考慮した展開図補正法の提案
○廣瀬 智也（筑波大学）, 三谷
純（筑波大学）

4. ◎三角形のタイリングを用
いた平織りの作図法
○山本 陽平（筑波大学 情報シ
ステム研究科）, 中里 陸（筑波
大学　情報システム研究科）,
三谷 純（筑波大学　情報シス
テム系）

1. レーザーカオスにおけるの
モードの同時性
○桑島 史欣（福井工業大学）,
Jarrahi Mona（UCLA）,
Cakmakyapan Semih
（UCLA）, 森川 治（海保大）,
白尾 拓也（福井工業大学）,
岩尾 憲幸（福井工業大学）,
栗原 一嘉（福井大教育）, 和
田 健司（大阪府立大）, 北原
英明（福井大遠赤セ）, 中嶋
誠（阪大レーザー研）, 谷 正
彦 （福井大遠赤セ）

2. 3 自由度ループ結合カオス
系の解析
○加納 拓実（京都大学 物理統
計学分野研究室）, 梅野 健（京
都大学 物理統計学分野研究室）

3. ◎拡張超一般化 Boole変換
における K=2Nにおける臨界
指数
○大久保 健一（大阪大学）, 梅
野 健（京都大学）

4. 世界間隔を不変にする可解
カオスについてー可解カオス宇
宙モデルー
○梅野 健（京都大学）

1. ◎受動歩行における吸引領
域の変化とそのメカニズム
○岡本 耕太（京都大学）, 青井
伸也（京都大学）, 大林 一平
（岡山大学）, 国府 寛司（京都
大学）, 泉田 啓（京都大学）,
土屋 和雄（京都大学）

2. ◎片持ち弾性送水管に生じ
る自励振動の実験による複素振
動モードの抽出
○樋口 永祐（筑波大学）, 藪
野 浩司（筑波大学）, 山下 清
隆（福井工業大学）

3. ◎摂動を受けるレイリー・
ベナール対流に現れるラグラン
ジュ・コヒーレント構造と流体
輸送の実験的解析
○渡辺 昌仁（早稲田大学大学
院）, 吉村 浩明（早稲田大学）

4. ◎環境変動を考慮した時間
遅れを伴う化学反応ネットワー
クの Persistence
○小松 弘和（豊田工業高等専
門学校）

1. 動的に非対称な成分からな
る混合溶媒中でのゲルダイナミ
クス
○田中 良巳（横浜国大）, 土井
正男（北京航空航天大）

2. Slip rate of earthquake
faulting modeled by a cross-
correlation of two Bessel
processes
○平野 史朗（立命館大学）

3. ◎Comoving mesh meth-
od:移動境界問題に対する汎用
型有限要素法
○砂山 洋祐（金沢大学 自然科
学研究科 数物科学専攻）, 木
村 正人（金沢大学）, Rabago
Julius Fergy（金沢大学）

4.◎Quasi-stationary Ste-
fan-type scheme for solving
shape identification prob-
lems
○ Rabago Julius Fergy
（Kanazawa University）, 木
村 正人（Kanazawa Univer-
sity）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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9月 7日 第 4セッション
A 15:00–16:20

[研究部会主催OS]

科学技術計算と数値解析

(4)

B 15:00–16:00

[研究部会主催OS]

応用可積分系 (3)

C 15:00–16:20

[研究部会主催OS]

幾何学的形状生成 (3)

D 15:00–16:20

[研究部会主催OS]

折紙工学 (3)

E 15:00–16:00

[研究部会主催OS]

応用カオス (2)

F 15:00–15:40

[一般講演]

最適化

G 15:00–16:20

[研究部会主催OS]

連続体力学の数理 (2)

1. ◎超双対数に基づく離散勾
配の表現
○井元 佑介（京都大学）

2. 佐藤超函数論に基づく無限
区間上での関数近似、数値微分
および数値不定積分
○緒方秀教（電気通信大学大学
院情報理工学研究科情報・ネッ
トワーク工学専攻）

3. 二重指数関数型数値積分公
式による行列符号関数の数値計
算
中屋 貴博（東京大学 大学院情
報理工学系研究科 卒）, ○田
中 健一郎（東京大学 大学院情
報理工学系研究科，JST さき
がけ）

4. ◎数値計算における丸め誤
差の確率論的性質の観察
○宮武 朋晃（大阪大学情報科
学研究科）

1. Lax 形式を利用した離散
Nahm 方程式から得られる
Kahan-Hirota-Kimura 型の
差分方程式について
○木村 欣司（福井大学）

2. ◎ Pfaffian解を持つ Hun-
gry Lotka-Volterra 型方程式
とソリトン解
○志波 直明（早稲田大学基幹
理工学研究科）, 田中 悠太, 中
田 健太（早稲田大学基幹理工
学研究科）, 丸野 健一（早稲田
大学理工学術院）

3. ◎捩率一定空間曲線および
torsion angle 一定空間離散曲
線に対する楕円テータ函数によ
る明示公式
○重富 尚太（九州大学大学院
数理学府）, 梶原 健司（九州大
学マス・フォア・インダストリ
研究所）

1. ◎可積分変換による離散極
小曲面の構成
○安本 真士（九州大学）

2. 相似幾何学における空間曲
線の時間発展に現れる sine-
Gordon 方程式
○軸丸 芳揮（九州大学マス・
フォア・インダストリ研究所）,
梶原 健司（九州大学マス・フ
ォア・インダストリ研究所）,
Schief Wolfgang（ニューサウ
スウェールズ大学）

3. 相似幾何による S字型離散
対数型美的曲線の生成法
井ノ口 順一（筑波大学数理物
質系数学域）, 軸丸 芳揮（九州
大学マス・フォア・インダスト
リ研究所）, ○梶原 健司（九州
大学マス・フォア・インダスト
リ研究所）, 三浦 憲二郎（静
岡大学創造科学技術大学院）,
Schief Wolfgang（University
of New South Wales）

4. ◎ Parametric identifica-
tion of Logarithmic Aes-
thetic Curves based on sim-
ilarity transformations
〇グライフ ズリタ セバスティ
アン エリアス（九州大学大学
院数理学府）

1. 折畳み缶に関する検討
○崎谷 明恵（明治大学）, 萩原
一郎（明治大学）

2. Development of digital
technology to eliminate
the unnaturalness of
fanning two-dimensional
photographs and paintings
○山崎 桂子（明治大学）, ディ
アゴ ルイス（明治大学）, 萩
原 一郎（明治大学）

3. 折紙構造を可能とする部分
加熱捩じり加工法の特徴
○楊 陽（明治大学）, 趙 希禄
（埼玉工業大学）,萩原一郎（明
治大学）

4. ◎曲率半径を変更した円筒
ハニカム構造のせん断弾性係数
の評価
○山口雅貴（明治大学大学院）,
石田 祥子（明治大学）

1. ◎リザバーコンピューティ
ングにおける教師の動的な選択
○海老原瑞馬（福岡工業大学）,
津田 一郎（中部大学）, 山口
裕（福岡工業大学）

2. ◎ CycleGAN を用いた繰
り返し画像変換に現れるアトラ
クタダイナミクスの分析
○遠原 由規（福岡工業大学）,
山口 裕（福岡工業大学）

3. ◎ GANを用いたカオス時
系列生成
○田中 悠貴（福岡工業大学）,
山口 裕（福岡工業大学）

1. ◎最適化に現れる常微分方
程式の本質的な収束レート
○牛山 寛生（東京大学大学院
情報理工学系研究科）, 佐藤 峻
（東京大学大学院情報理工学系
研究科）, 松尾 宇泰（東京大学
大学院情報理工学系研究科）

2. ３階テンソルに対する
HOOI 法の局所最適化の順序
について
○張 田穎（名古屋大学）, 曽
我部 知広（名古屋大学）, 剱
持 智哉（名古屋大学）, 張 紹
良（名古屋大学）

1. ◎ Numerical reliability
of vortex filament evolu-
tion under the regularized
Biot–Savart law
○ Lee Yu Hsun（京大情報）

2. ◎ A convective bound-
ary condition for the in-
compressible Navier-Stokes
equations.
○ Simon John Sebastian
（Kanazawa University）, 野
津 裕史（Kanazawa Univer-
sity）

3. 非ホロノミック拘束を受け
る連続体の微分形式による運動
の定式化
○深川 宏樹（DeepFlow 株式
会社）

4. On universal approxima-
tion property of a partial
differential equation-based
neural network
○本多 泰理（東洋大学）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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9月 7日 第 5セッション
A 16:40–18:00

[一般講演]

数値解析 (1)

B 16:40–17:40

[研究部会主催OS]

応用可積分系 (4)

C 16:40–18:00

[研究部会主催OS]

幾何学的形状生成 (4)

D 16:40–18:00

[研究部会主催OS]

折紙工学 (4)

E 16:40–17:40

[研究部会主催OS]

応用カオス (3)

F 16:40–18:00

[一般講演]

微分方程式・力学系

G 16:40–17:40

[研究部会主催OS]

連続体力学の数理 (3)

1. 非線形差分とその応用
○降籏大介（大阪大学サイバー
メディアセンター）

2. 3 段 2 次の Implicit-
Explict ルンゲークッタ法の安
定性
○大野 博（茨城大学）

3. ◎ Hamilton-Jacobi-Bell-
man 方程式に対する風上差分
法の収束証明
○井上 大輔（株式会社豊田中
央研究所）, 伊藤 優司（株式会
社豊田中央研究所）, 吉田 広
顕（株式会社豊田中央研究所）,
柏原 崇人（東京大学大学院数
理科学研究科）, 齊藤 宣一（東
京大学大学院数理科学研究科）

4. 有限要素法による双曲型偏
微分方程式の構造保存数値計算
○土屋 拓也（八戸工業大学）

1. 例外型直交多項式に付随す
るグラフ上の量子ウォーク
○三木 啓司（気象大学校）, 辻
本 諭（京都大学）, Vinet Luc
（Université de Montréal）

2. 離散戸田方程式のソリトン
解から得られるタイリングのよ
い分配関数
○上岡 修平（京都大学）

3. ◎ Askey-Wilson 多項式
から導かれる一般化 hook-
content 公式
○伊藤 眞麻（京都大学大学院
情報学研究科）, 上岡 修平（京
都大学大学院情報学研究科）

1. 離散キルヒホフ弾性棒の明
示公式
川久保 哲（兵庫県立大学）, ○
松浦 望（久留米工業大学）

2. Darboux transforma-
tions and discretization of
the mKdV equation
○ラスマン ウィエン（神戸大
学）, Cho Joseph（Vienna
Institute of Technology）,
瀬野 智也（神戸大学）

3. 2 つの互いに平行な超平面
上に自由境界を持つ平均曲率一
定超曲面の安定性
○小磯 深幸（九州大学）, 宮本
雲平（秋田県立大学）

4. 球面 2次Bezier曲線のG2
接続とその有理化
○三浦 憲二郎（静岡大学）,
Gobithaasan R.U.（マレーシ
ア大学トレンガヌ校）, 乾 正
知（茨城大学）, 關根 惟敏（静
岡大学）, 臼杵 深（静岡大学）

1. 立方体の表面の最小跡と最
遠点写像 [16 分]
○山岸 義和（龍谷大学）, 大福
優介（龍谷大学）

2. ◎薄板の曲げ変形による曲
線折り紙の形状決定手法に関す
る基礎的研究 [16 分]
○張 天昊（東京大学）, 川口
健一（東京大学）

3. ◎回転対称なWaterbomb
Tessellation による波状曲面-
一般展開図における安定性解
析-[16 分]
○今田 凜輝（東京大学）, 舘
知宏（東京大学）

4. 剛性異方性を持つサンドイ
ッチ材を用いた曲線折紙機構
[16 分]
○武重 日香里（株式会社
LIXIL）, 小野 勝男（株式会
社 LIXIL）, 安達 瑛翔（京都
大学）, 須藤 海（東京大学）,
舘 知宏（東京大学）

5. 有限要素法による遮音特性
シミュレーション技術の折紙コ
アへの応用 [16 分]
○阿部 綾（明治大学）, 萩原
一郎（明治大学）

1. 拡張型カオス尺度の計算式
の改良について
○井上 啓（山陽小野田市立山
口東京理科大学）

2. ◎修正カオス尺度を用いた
交通流モデルのカオスの定量化
○谷 知樹（山陽小野田市立山
口東京理科大学）, 井上 啓（山
陽小野田市立山口東京理科大
学）

3. 安定分布に基づく無限分解
可能分布の一般表現について
○梅野 健（京都大学大学院情
報学研究科数理工学専攻）

1. ◎メトリックグラフ上の反
応拡散方程式のフロント定在波
の存在と安定性
○岩崎 悟（大阪大学）, 神保
秀一（北海道大学）, 森田 善久
（龍谷大学）

2. ◎メトリックグラフ上の熱
拡散方程式と観測システムにお
ける状態決定問題
○岩崎 悟（大阪大学）

3. Multiple existence of
positive even function
solutions for a two point
boundary value problem on
some very narrow possible
parameter set
○渡辺 宏太郎（防衛大学校）,
田中 敏（東北大学）, 塩路 直
樹（元横浜国立大学）

4. 流体方程式の自己相似解の
再考
○大木谷 耕司（京都大学 数理
解析研究所）

1. 半導体問題の有限要素離散
化と特異な係数行列をもつ非線
形問題の解法
○鈴木 厚（大阪大学 サイバー
メディアセンター）

2. ◎ Maxwell 方程式に対す
る選点法を用いた isogeomet-
ric境界要素法における斜交メ
ッシュ上での Calderonの前処
理に関する一考察
○竹内 祐介（京都大学）, 新納
和樹（京都大学）

3. ◎ Isogeometric 離散化に
基づく面垂直応力を考慮した
Kirchhoff–Loveシェル定式化
-平面応力シェルとの比較・検
討-
○谷口 靖憲（早稲田大学）, 滝
沢 研二（早稲田大学）, Tez-
duyar Tayfun（Rice Univer-
sity）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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9月 8日 第 1セッション
A 09:10–10:30

[研究部会主催OS]

数理設計 (1)

B 09:10–10:30

[正会員主催OS]

Max-plus代数とその応

用 (1)

C 09:30–10:30

[研究部会主催OS]

数論アルゴリズムとその

応用 (1)

D 09:10–10:30

[正会員主催OS]

機械学習の数理 (1)

E 09:10–10:30

[正会員主催OS]

現象の数理モデリングと

数理解析 (1)

F 09:10–10:10

[研究部会主催OS]

ウェーブレット (1)

G 09:10–10:30

[正会員主催OS]

データ駆動型モデリング

への幾何学的力学・計算

代数学的アプローチ

1. ◎ Self-Attention Net-
workに基づくコンクリート構
造物打撃時の加速度応答を用
いた内部欠陥のトポロジー同
定
○嶋田 雅也（長岡技術科学大
学 機械創造工学専攻）

2. Body-fitted topology
optimization: a novel
framework for optimal de-
sign and thermal modelling
of full-scale 3D natural
convection problems
○ Li Hao（Kyoto Univ.）,
Kondoh Tsuguo（Kyoto
Univ.）, Jolivet Pierre
（Institut de Recherche en
Informatique de Toulouse）,
Furuta Kozo（Kyoto
Univ.）, Yamada Takayuki
（The Univ. of Tokyo）,
Zhang Heng（Waseda
Univ.）, Izui Kazuhiro
（Kyoto Univ.）, Nishiwaki
Shinji（Kyoto Univ.）

3. スカラー波動方程式の係数
同定問題に対するH1勾配法に
おけるパラメータ選択方法の検
討
○代田 健二（愛知県立大学情
報科学部）

4. 形状最適化解析を対象にし
た Karhunen-Loeve 展開によ
るモデル次元縮退
丹後 秀一（名古屋大学）, 下元
翼（名古屋大学）, ○畔上 秀幸
（名古屋大学）

1. ◎Max-plus対称行列の代
数的固有ベクトルの直交性
○西田 優樹（同志社大学）, 渡
邉 扇之介（福知山公立大学）,
渡邊 芳英（同志社大学）

2. 競争拡散方程式のセル・オー
トマトン化
○村田 実貴生（東京農工大学）

3. ◎Kaczmarz法の超離散化
とmin-plus代数におけるダイ
クストラ法との対応
○西山 智也（芝浦工業大学大
学院理工学研究科）, 福田 亜
希子（芝浦工業大学システム理
工学部）

4. ◎非自励離散基本戸田軌道
の導出とその超離散化について
○小林 克樹（京都大学大学院
情報学研究科）

1. 高次元の数独解の構成
○足立 智子（東邦大学）

2. 有限体上楕円曲線の 3次の
指標
○白勢 政明（公立はこだて未
来大学）

3. ◎探索 Ring-LWE 問題に
対する Kannan の埋め込み法
の拡張
○中邑 聡史（NTT 社会情報
研究所）, 安田 雅哉（立教大
学）

1. 平均場ニューラルネット
ワークの収束率保証付き最適
化
○二反田 篤史（九州工業大学
大学院情報工学研究院知能情報
工学研究系）

2. ◎メビウス型包除積分ニ
ューラルネットワークの項数削
減による精度と解釈
○板橋 将之（九州工業大学）,
本田 あおい（九州工業大学）

3. ◎包除積分ニューラルネッ
トの多層化とパーセプトロンに
よる構成について
○長瀬 准平（芝浦工業大学）,
石渡 哲哉（芝浦工業大学）, 本
田 あおい（九州工業大学）

4. 包除積分ネットワークモデ
ルと tノルム・コノルム演算の
関係
○本田あおい（九州工業大学）,
長瀬 准平（芝浦工業大学）, 石
渡 哲哉（芝浦工業大学）

1. 星状グラフの分岐点におけ
る 2 種競争拡散系のフロント
解の通過・停止
森田 善久（龍谷大学 先端理工
学部）, ○中村 健一（金沢大学
理工研究域）, 荻原 俊子（城西
大学 理学部）

2. ◎円領域内のパルス運動に
関わる修正ヘルムホルツ方程式
のノイマン問題に対する基本解
近似解法
○田中 吉太郎（公立はこだて
未来大学）, 栄 伸一郎（北海道
大学）, 落合 啓之（九州大学）

3. 自発的に振動する薄膜の数
理モデル
○小林 康明（北海道大学 電子
科学研究所）

4. Temporal coherency of
mechanical stimuli modu-
lates tactile form perception
○仲谷 正史（慶應義塾大学）

1. フーリエ・メリン変換を用
いたスケールパラメータと平行
移動パラメータの推定
○守本 晃（大阪教育大学）, 芦
野 隆一（大阪教育大学）, 萬代
武史（大阪電気通信大学）

2. 周波数領域にコンパクト・
サポートを持つ Hilbert 変換
ペア・ウェーブレットによる連
続ウェーブレット係数 [40 分]
○戸田 浩

1. ハミルトニアンニューラル
ネットワークの近似性能評価
陳 鈺涵（神戸大学）, 松原 崇
（大阪大学）, ○谷口 隆晴（神
戸大学）

2. ◎深層離散時間ラグランジ
ュ力学モデル
○青嶋 雄大（大阪大学大学院
基礎工学研究科）, 松原 崇（大
阪大学大学院基礎工学研究科）,
谷口 隆晴（神戸大学大学院シ
ステム情報学研究科）

3. ◎二相混合体理論に基づく
キャビテーションクラウドの非
定常挙動に関する数値解析
○牛奥 隆博（早稲田大学大学
院）, 吉村 浩明（早稲田大学）

4. ◎データ駆動型アプローチ
による神経ネットワークのダイ
ナミクス推定
○井上 広明（神戸大学）, 大森
敏明（神戸大学）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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9月 8日 第 2セッション
A 10:50–12:10

[研究部会主催OS]

数理設計 (2)

B 10:50–12:10

[正会員主催OS]

Max-plus代数とその応

用 (2)

C 10:50–11:50

[研究部会主催OS]

数論アルゴリズムとその

応用 (2)

D 11:00–12:00

[正会員主催OS]

機械学習の数理 (2)

E 10:50–12:10

[正会員主催OS]

現象の数理モデリングと

数理解析 (2)

F 10:50–12:10

[研究部会主催OS]

ウェーブレット (2)

G 10:50–12:10

研究開発制度説明会

1. 美的評価指標を考慮した位
相最適化手法の提案
○竹内 謙善（香川大学）, 壺
井 丈二（西日本電信電話株式
会社）, 荒川 雅生（香川大学）

2. ニット素材を対象とする超
弾性構成則の提案
○竹内 謙善（香川大学）, 野々
川 舞（株式会社アシックス）,
高橋 秀長（名古屋大学）, 畔上
秀幸（名古屋大学）

3. 流体構造連成を考慮した内
部流れ場領域の形状最適化
○片峯 英次（岐阜工業高等専
門学校）, 河合 竜雅（長岡技術
科学大学）, 山下 響生（サント
リープロダクツ (株)）

4. トポロジー最適化による電
磁波と音波に対するアンディテ
クタブルクロークについて
○藤井 雅留太（信州大学学術
研究院工学系）

1. Max-plus 代数における対
称式
○久保 奨（公立鳥取環境大学）

2. ◎ Haskell を用いた Min-
Max-Plus 方程式の求解
○佐川 恭平（長岡技術科学大
学）, 五島 洋行（法政大学）

3. ◎加重平均型 3 値 3 近傍
ファジー CA の収束性と数え
上げ
○山﨑功貴（同志社大学大学院
理工学研究科）, 西田 優樹（同
志社大学研究開発推進機構）,
渡邉 扇之介（福知山公立大学
情報学部）, 福田 亜希子（芝浦
工業大学システム理工学部）,
渡邊 芳英（同志社大学理工学
部）

4. ◎Max-plus代数を用いて
導出される離散粒子系の 3 次
元基本図
○延東 和茂（群馬工業高等専
門学校）

1. Radical Isogenies on
Montgomery Curves
○小貫 啓史（東京大学大学院
情報理工学系研究科）, 守谷
共起（東京大学大学院情報理
工学系研究科）

2. ◎種数 5の非超楕円曲線を
定義する方程式の明示的構成と
その応用
○工藤 桃成（東京大学）, 原
下 秀士（横浜国立大学環境情
報研究院）

3. Legendre 型の楕円曲線を
用いた超特異性判定アルゴリ
ズムの効率化
○橋本 侑知（東京大学）, 縫田
光司（九州大学）

1. 符号拡散による 2値クラス
分類器とその応用
儀我 美保（東京大学）, 儀我
美一（東京大学）, ○大塚 岳
（群馬大学）, 梅田 典晃（工学
院大学）

2. ODE-net の解析学的定式
化について
○石渡 通徳（大阪大学）, 猪奥
倫左（東北大学）, 和田出 秀光
（金沢大学）

3. ◎積分表現ニューラルネッ
トが定める積分方程式の一般解
○園田 翔（理化学研究所）, 石
川勲（愛媛大・理化学研究所）,
池田 正弘（理化学研究所）

1. 自己駆動粒子の間欠振動運
動
○末松 信彦（明治大学総合数
理学部現象数理学科）

2. 濃度場と相互作用する自己
駆動粒子の形状と運動の関係性
○北畑 裕之（千葉大学）

3. 樟脳粒の数理モデルに対す
る中心多様体縮約理論
○池田 幸太（明治大学総合数
理学部）

4. Surface PDE: math-
ematical modeling and
numerical approximation
○ GINDER Elliot（明治大
学　総合数理学部　現象数理
学科）, 村松 拓真（明治大学
大学院　先端数理科学研究科
　現象数理科学専攻）, 大手
雄登（明治大学大学院　先端
数理科学研究科　現象数理科
学専攻）

1. Parseval Frame に関する
不等式について [40 分]
○萬代 武史（大阪電気通信大
学）, 芦野 隆一（大阪教育大
学）, 守本 晃（大阪教育大学）

2. ◎減衰条件を弱めた H2-
MRA の具体的構成 [40 分]
○橋本 紘史（筑波大学）, 木下
保（筑波大学）

内閣府『ムーンショット型研究
開発制度』における数理科学研
究に向けて
○若山 正人（ムーンショッ
ト型研究開発制度・数理科学
分科会主査, 東京理科大学,
JST/CRDS)

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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9月 8日 午後
ポスターセッション 13:20–14:40

P01. ☆スキップ接続付き DNN モデルの二次最適化における適応的 Damping 効果，○藤森 岳（東京理科大学理学部第一部応用数学科）, 長瀬 准平（芝浦工業大学）, 長沼 大樹（モントリオール大学, Mila）

P02. ☆摩擦付き質点バネ系の非平衡熱力学モデルに対するエネルギー保存型数値解法，○搗本 有望（神戸大学）, 谷口 隆晴（神戸大学）

P03. 離散相対論的戸田方程式から導かれる交通流モデル，○関口 真基（東京都立荻窪高等学校）, 岩崎 雅史（京都府立大学）, 山本 有作（電気通信大学）, 石渡 恵美子（東京理科大学）

P04. ☆反応時間変化を考慮した 2 次元最適速度モデルの安定性の検討，○長濱 章仁（電気通信大学大学院情報理工学研究科）, 和田 隆広（奈良先端科学技術大学院大学先端科学技術研究科）, 友枝 明保（関西大学総合情報学部）

P05. Integrability of the Zakharov-Shabat systems by quadrature: An application of differential Galois theory to integrable nonlinear PDEs，○矢ヶ崎 一幸（京都大学）

P06. ☆ Alternating-Method による Max-Plus 線形方程式の解空間の近似，○大鋸 康隆（同志社大学大学院理工学研究科）, 西田 優樹（同志社大学研究開発推進機構）, 渡邊 芳英（同志社大学理工学部）

P07. ☆先端測定データ解析に向けた超並列モンテカルロ法計算，○岩本 晴道（鳥取大院工）, 本山 裕一（東大物性研）, 吉見 一慶（東大物性研）, 福島 孝治（東大総合文化）, 星 健夫（鳥取大院工, KEK 物構研低速陽電子）

P08. 積分区間分割によるピーク型関数の数値積分，○平山 弘（神奈川工科大学）, 小宮 聖司（神奈川工科大学創造工学部自動車システム開発工学科）

P09. ☆アークに重みのある時間付きマークグラフの Max-plus 発展方程式，○北井 健介（同志社大学大学院理工学研究科数理環境科学専攻）, 西田 優樹（同志社大学研究開発推進機構）, 渡邊 芳英（同志社大学理工学部）

P10. ☆原点シフト付きロトカ・ボルテラ系に対する超離散化から得られる箱玉系の性質について，○岡 来美（京都大学）, 関口 真基（東京都立荻窪高等学校）, 岩崎 雅史（京都府立大学）, 山本 有作（電気通信大学）, 石渡 恵美子
（東京理科大学）

P11. ☆観測演算子の推測に深層学習を用いるデータ同化推定，○秋田 康輔（大阪大学大学院情報科学研究科情報基礎数学専攻）, 宮武 勇登（大阪大学サイバーメディアセンター）, 降籏 大介（大阪大学サイバーメディアセンター）

P12. 重力崩壊する時空における Einstein 方程式の高精度数値計算，○土屋 拓也（八戸工業大学）, 浦川 遼介（株式会社スカイディスク）, 米田 元（早稲田大学）

P13. ☆ 1 次元格子上の空間離散モデルにおける拡散誘導不安定化，○南 彩菜（公立はこだて未来大学大学院）, 田中　吉太郎 (公立はこだて未来大学)

P14. ☆ Belousov-Zhabotinsky反応を用いた sin波を生成するレザバー計算の提案とシミュレーション，○豊田 和人（公立はこだて未来大学）, 香取勇一（公立はこだて未来大学）, 櫻沢繁（公立はこだて未来大学）, 高木清二（公
立はこだて未来大学）, 田中吉太郎（公立はこだて未来大学）

会長挨拶 15:00–15:15

日本応用数理学会 会長　秋葉 博

総合講演 (1) 15:15–16:15

田中 久美子（東京大学先端科学技術研究センター）：「自然言語の長相関」

総合講演 (2) 16:30–17:30

松井 充（三菱電機株式会社）：「共通鍵暗号今昔物語」

表彰式 17:30–17:50

懇親会 18:15–

☆：年会優秀ポスター賞対象
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9月 9日 第 1セッション
A 09:10–10:30

[研究部会主催OS]

行列・固有値問題の解法

とその応用 (1)

B 09:10–10:20

[研究部会主催OS]

機械学習

C 09:10–10:30

[正会員主催OS]

非線形問題のシミュレー

ションと可視化 (1)

D 09:10–10:30

[研究部会主催OS]

数理的技法による情報セ

キュリティ(1)

E 09:10–10:30

[研究部会主催OS]

位相的データ解析 (1)

F 09:10–10:30

[正会員主催OS]

時間遅れと数理 (1)

1. 特異値分解のための両側ヤ
コビ法の複素数行列に対する効
率的な実装法
○宮前 隆広（福井大学）, 高
田 雅美（奈良女子大学）, 木
村 欣司（福井大学）, 中村 佳
正（大阪成蹊大学）

2. ◎拡張 q-戸田方程式の固有
値計算への応用
○渡邉 凌斗（京都府立大学　
生命環境学部　環境・情報科学
科）, 新庄 雅斗（同志社大学　
理工学部）, 岩崎 雅史（京都府
立大学　生命環境学部）

3. ◎実対称帯行列に対する分
割統治法の計算量削減のための
摂動処理順序の提案
○平岡 俊佑（福井大学）, 廣田
悠輔（福井大学）

4. 実数シフトのレゾルベント
少数から構成されたフィルタに
よる実対称定値一般固有値問題
の固有値が下端付近の固有対の
近似解法について
○村上 弘（東京都立大学）

1. ◎ベイズ計測 中性子散乱
スペクトル解析への導入 (企
画講演)[35 分]
○片上 舜（東京大学大学院新
領域創成科学研究科）, 有馬
孝尚（東京大学大学院新領域
創成科学研究科）, 永田 賢二
（National Institute for Ma-
terials Science (NIMS)）, 岡
田 真人（東京大学大学院新領
域創成科学研究科）

2. ◎ Discriminator optimal
transport (企画講演)[35 分]
○田中 章詞（理研）

1. バーチャルリアリティ可視
化によるプラズマ対向壁と高速
トリトン粒子衝突点の解析
○大谷 寛明（核融合科学研究
所）, 増﨑 貴（核融合科学研究
所）, 小川 国大（核融合科学研
究所）, 石黒 静児（核融合科学
研究所）

2. ニューラルネットワークを
用いた偏微分方程式の解法
○田中 健太郎（京都大学）, 家
瑞 欧（京都大学）, 小山田 耕
二（京都大学）

3. ◎大規模文化遺跡のデジタ
ルアーカイブデータの統合型高
精細可視化
○ハン コウ（立命館大学）

4. ◎深層学習を用いたアップ
サンプリングに基づく３次元計
測データのエッジ強調可視化
○李 威特（立命館大学情報理
工学研究科 CG 第一研究室）

1. ◎ Tamarin prover と
Tamarin proverを用いた少な
い入力で検証できる方法（企画
講演）[80 分]
○中林 美郷（NTT 社会情報
研究所）

1. 位相的データ解析を用いた
タンパク質の立体構造の解析
○一宮 尚志（岐阜大学医学部）

2. ◎乱流中の慣性粒子の分布
の位相的データ解析
○岡 省吾（岡山大学）, 石原
卓（岡山大学）

3. ◎半順序木空間の inter-
leaving 距離
○宇田 智紀（東北大学）

4. 流線トポロジカルデータ解
析による大気ブロッキング現象
の抽出と形態分類
○坂上 貴之（京都大学大学院
理学研究科）, 宇田 智紀（東北
大学材料科学高等研究所）, 稲
津 將（北海道大学大学院理学
研究院）, 古賀 一基（京都大学
大学院理学研究科）

1. ある分布型の時間遅れを持
つ微分方程式の周期解について
○中田 行彦（青山学院大学理
工学部）

2. 遅延微分方程式の爆発問題
についての考察
○石渡 哲哉（芝浦工業大学シ
ステム理工学部）, 中田 行彦
（青山学院大学理工学部）

3. 時間遅れをもつ粘性 Burg-
ers方程式の解の性質について
○上田 好寛（神戸大学）, 久保
隆徹（お茶の水女子大学）

4. A spectral method for
viscous Burgers equation
with a time delay
○高安 亮紀（筑波大学）, 久保
隆徹（お茶の水女子大学）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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9月 9日 第 2セッション
A 10:50–12:10

[研究部会主催OS]

行列・固有値問題の解法

とその応用 (2)

B 11:10–12:10

[研究部会主催OS]

計算の品質 (1)

C 10:50–12:10

[正会員主催OS]

非線形問題のシミュレー

ションと可視化 (2)

D 10:50–11:50

[研究部会主催OS]

数理的技法による情報セ

キュリティ(2)

E 10:50–12:10

[研究部会主催OS]

位相的データ解析 (2)

F 10:50–12:10

[正会員主催OS]

時間遅れと数理 (2)

1. Projection method for
eigenproblems of linear non-
square matrix pencils
○保國 惠一（筑波大学）

2. 行列実数乗の数値積分に対
する定数倍の前処理について
○立岡 文理（名古屋大学）, 曽
我部 知広（名古屋大学）, 剱
持 智哉（名古屋大学）, 張 紹
良（名古屋大学）

3. ◎非対称な線形行列方
程式に対する global GP-
BiCGstab(L) 法の提案
○堀内 一樹（東京理科大学）,
相原 研輔（東京都市大学）, 鈴
木 俊夫（東京理科大学）, 石渡
恵美子（東京理科大学）

4. Analysis of the stabilized
GMRES method
○速水 謙（国立情報学研究所
/ 総合研究大学院大学 名誉教
授）, LIAO Zeyu（総合研究大
学院大学 複合科学研究科 情報
学専攻）, 保國 惠一（筑波大学
システム情報系）, YIN Jun-
Feng（School of Mathemati-
cal Sciences, Tongji Univer-
sity）

1. 非線形遅延微分方程式の概
周期解のガレルキン近似解の導
出 –精度保証に向けて–
○大石 進一（早稲田大学）

2. ◎遅延 van der Pol-
Duffing 方程式の非周期解の
数値計算
○高松 尚輝（早稲田大学応
用数理学科）, 齊藤 優輝（早
稲田大学）, 大石 進一（早稲
田大学）, 関根 晃太（東洋大
学）, 倉本 一姫（早稲田大
学）, 中野 夏樹（早稲田大
学）, 三浦 悠希（早稲田大学）

3. ◎遅延 van der Pol-
Duffing 方程式に対する逆分
岐図を用いた分数調波解の解
析
○齊藤 優輝（早稲田大学基幹
理工学研究科数学応用数理専
攻）, 高松 尚輝（早稲田大学
基幹理工学研究科数学応用数
理専攻）, 大石 進一（早稲田
大学）, 関根 晃太（東洋大学）

1. ◎適応的な区分的多項式型
陰関数曲面の生成
○工藤 雅也（立命館大学大学
院）

2. ◎画像再構成問題に現れる
鞍点型連立一次方程式に対する
ブロック構造を利用した前処理
の適用とその性能評価
○石川翔大（筑波大学理工情報
生命学術院）, 多田野 寛人（筑
波大学計算科学研究センター）,
齋藤 歩（山形大学大学院理工
学研究科）

3. Group-wise 更新による
Block GPBiCG法の近似解高
精度化
○多田野 寛人（筑波大学）, 倉
本 亮世（株式会社 JAL イン
フォテック）

4. EFG 型鞍点問題に対する
改良型変数低減法の収束特性
○神谷 淳（山形大学大学院理
工学研究科）, 高山 彰優（山形
大学大学院理工学研究科）, 齋
藤 歩（山形大学大学院理工学
研究科）

1. ◎ 一 般 化 Merkle-
Damg̊ard 構造に対する計算
機支援証明
○福留 直宙（茨城大学）, 米
山 一樹 (茨城大学)

2. ProVerif を用いた Policy-
based Chameleon Hashによ
る修正可能なブロックチェーン
の形式化
○杉山 航平（信州大学）, 荒井
研一（長崎大学大学院工学研究
科）, 岡崎 裕之（信州大学）,
布田 裕一（東京工科大学コン
ピュータサイエンス学部）, 三
重野 武彦（エプソンアヴァシ
ス株式会社）

3. 解読不能なY00量子暗号装
置とそのセッション鍵合意に向
けて
○岩越 丈尚（三重大学）

1. ◎Mapperに基づく細胞分
化の位相的流れ解析
○井元 佑介（京都大学高等研
究院ヒト生物学高等研究拠点）,
中村 友紀（京都大学白眉セン
ター，京都大学高等研究院ヒ
ト生物学高等研究拠点）, 小島
洋児（京都大学 iPS 細胞研究
所）, 夏川 浩明（京都大学学
術情報メディアセンター）, 平
岡 裕章（京都大学高等研究院
高等研究センター，京都大学高
等研究院ヒト生物学高等研究拠
点）, 斎藤 通紀（京都大学大学
院医学研究科，京都大学高等研
究院ヒト生物学高等研究拠点）

2. ◎ Introduction to the
Definition, Construction
and Classification of Weaves
○ Mahmoudi Sonia（To-
hoku University）

3. ◎ TDA的損失関数の確率
的劣勾配法に関する収束定理
○池 祐一（東京大学）

4. 焼結鉱 3 次元 CT 画像の
パーシステントホモロジーと
非負行列分解による解析
○大林 一平（岡山大学）, 木
村 正雄（高エネルギー加速器
研究機構）

1. ◎平面上のある微分遅れ系
の線型安定性のための臨界遅れ
の導出
○西口 純矢（東北大学材料科
学高等研究所 数学連携グルー
プ）

2. 遅れの確率的切り替えによ
る安定領域の拡張
○大平 徹（名古屋大学大学院
多元数理科学研究科）

3. ある遅延微分方程式におけ
るネットワーク構造の解挙動へ
の影響について
○宮崎 倫子（静岡大学工学部
数理システム工学科・大阪大学
大学院基礎工学研究科）

4. A delayed HIV infection
model with the homeostatic
proliferation of CD4+ T
cells
○竹内 康博（青山学院大学）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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9月 9日 第 3セッション
A 13:20–14:40

[研究部会主催OS]

行列・固有値問題の解法

とその応用 (3)

B 13:20–14:40

[研究部会主催OS]

計算の品質 (2)

C 13:20–14:40

[正会員主催OS]

非線形問題のシミュレー

ションと可視化 (3)

D 13:20–14:40

[研究部会主催OS]

離散システム (1)

E 13:20–14:40

[一般講演]

数値解析 (2)

F 13:20–14:40

[研究部会主催OS]

数理ファイナンス (1)

1. ◎リーマン多様体上の非線
形共役勾配法の新たな枠組みと
数値線形代数への応用
○佐藤 寛之（京都大学）

2. 非負制約付き 2次計画問題
に対する適応型射影 SOR 法
○宮武 勇登（大阪大学）, 曽我
部 知広（名古屋大学）

3. CP-ALSについての HPC
からの考察と試み
○今村 俊幸（国立研究開発法
人理化学研究所）

4. ベイズ推定による超並列計
算の性能予測
○星 健夫（鳥取大）, 小橋 恒
士（鳥取大）, 山本 有作（電通
大）, 深谷 猛（北大）

1. 定常 Kolmogorov 問題の
対称性破壊分岐点に対する精
度保証付き数値計算
○渡部 善隆（九州大学）, 蔡
姝婷（福建江夏学院）

2. 板の振動に関わる重調和作
用素の厳密な固有値評価
○劉 雪峰（新潟大学理学部）,
和田 薫（新潟大学大学院自然
科学研究科）

3. ◎ Verified computation
for optimization problems
with maximum norm con-
straint condition
○ガリンド シェリーメイ（新
潟大学大学院自然科学研究科）,
劉 雪峰（新潟大学理学部）

4. ◎ Helmholtz 方程式の非
斉次 Neumann 境界値問題に
対する定量的な事後誤差評価
○中野 泰河（新潟大学大学院
自然科学研究科）, 劉 雪峰（新
潟大学理学部）

1. ◎辺要素有限要素法による
高温超伝導テープ線材中の磁気
遮蔽電流密度解析
○山口 敬済（総合研究大学院
大学）, 大谷 寛明（核融合科学
研究所）, 佐竹 真介（核融合科
学研究所）, 柳 長門（核融合科
学研究所）

2. HTS 薄膜内遮蔽電流密度
解析で現れる連立一次方程式
の高速数値解法 -H行列に基づ
く前処理法の開発-
○齋藤 歩（山形大学）

3. 超伝導リニア加速システム
の数値シミュレーション：電磁
石の形状最適化
○高山 彰優（山形大学）, 山口
敬済（総合研究大学院大学）,
齋藤 歩（山形大学）, 神谷 淳
（山形大学）

4. ◎経験的モード分解を用い
た東京都 COVID-19新規感染
者のトレンド解析
○董 然（東京工科大学）, 生野
壮一郎（東京工科大学）

1. ◎漸化式を用いた多面体上
の格子点の数え上げ
○松下 祐樹（東京大学情報理
工学系研究科数理情報学専攻）,
平井 広志（東京大学情報理工
学系研究科数理情報専攻）

2. ◎分割的付値斜体における
Dieudonné 行列式の付値計算
○大城 泰平（東京大学）

3. ◎ 2× 2型分割多項式行列
の行列式次数を求める組合せ的
多項式時間アルゴリズム
○岩政 勇仁（京都大学）

4. 弱順序に対する極大マトロ
イドの唯一性
○谷川 眞一（東京大学）

1. ◎不連続 Galerkin 時間離
散化手法による離散勾配法の高
精度化
○剱持 智哉（名古屋大学大学
院工学研究科）

2. ◎ハミルトン系からなる連
成系のシンプレクティック性に
ついて
○寺川 峻平（神戸大学大学院
システム情報学研究科）, 谷口
隆晴（神戸大学大学院システム
情報学研究科）

3. IMT 型変換と周期的 Sinc
近似による数値不定積分
○緒方秀教（電気通信大学大学
院情報理工学研究科情報・ネッ
トワーク工学専攻）

4. ◎McKean-Vlasov型確率
微分方程式の関数近似を用いた
数値解析
○遠藤 康矢（東京工業大学情
報理工学院数理・計算科学系）,
中野 張（東京工業大学情報理
工学院数理・計算科学系）

1. バ リ ア・オ プ ション の
Greeks 計算と時間非一様な
Markov 過程の効率的サンプ
ル パス生成方法
○石谷 謙介（東京都立大学）

2. 固有関数展開を用いたデリ
バティブ価格付け問題における
漸近展開の導出
○宮本学（みずほ証券, 東京都
立大学大学院）, 田中敬一（東
京都立大学）

3. Stochastic delay equa-
tion の解の確率密度関数の下
からの評価について
○中津 智則（芝浦工業大学）

4. 遅延型確率微分方程式を用
いたオプションの価格付け
○中村 魁（芝浦工業大学）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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9月 9日 第 4セッション
A 15:00–16:20

[研究部会主催OS]

行列・固有値問題の解法

とその応用 (4)

B 15:00–16:20

[研究部会主催OS]

計算の品質 (3)

C 15:00–16:20

[一般講演]

数理モデリング

D 15:00–16:20

[研究部会主催OS]

離散システム (2)

E 15:00–16:20

[正会員主催OS]

FreeFEM の開発と利

用 (1)

F 15:00–16:20

[研究部会主催OS]

数理ファイナンス (2)

1. 動的モード分解に対して収
束を保証する平均化手法につい
て
○相島 健助（法政大学）

2. ◎虚数時間発展法による電
子状態計算手法の開発
○王 欽林（法政大学情報科学
部研究科）, 善甫 康成（法政大
学情報科学部）

3. ◎Preconditioning行列を
用いた Chambolle-Pock アル
ゴリズムの高速化と CT 画像
再構成への応用
○金 鎔采（筑波大学）

4. ◎ Passty frameworkを用
いた Chambolle-Pock アルゴ
リズムの高速化と CT 画像再
構成への応用
○金 鎔采（筑波大学）

1. Swift-Hohenberg 方程式
の厳密な数値求積法
○高安 亮紀（筑波大学）

2. ◎優解劣解法による微分方
程式の解の精度保証法とニュー
ラルネットワーク近似への応用
○田中 一成（早稲田大学）, 矢
田部 浩平（早稲田大学）

3. ◎楕円型方程式と放物型方
程式に対する半離散ガレルキン
近似の誤差定数について
○水口 信（中央大学）, 中尾
充宏（早稲田大学）, 関根 晃太
（東洋大学）, 大石 進一（早稲
田大学）

4. ◎ 1次元エノン方程式の分
岐図に対する計算機援用解析
○浅井 大晴（早稲田大学）, 田
中 一成（早稲田大学）, 関根
晃太（東洋大学）, 大石 進一
（早稲田大学）

1. ◎確率微分方程式による
COVID-19 のモデル化とパラ
メータの推定
○仲佐 和泰（東京工業大学 情
報理工学院数理・計算科学系）,
中野 張（東京工業大学 情報理
工学院 数理・計算科学系）

2. 超関数を用いた渦列及びせ
ん断層の数理モデルについて
○石井 良夫（創価大学　理工
学部　情報システム工学科）

3. ◎ Marangoni 効果により
駆動される液滴の運動の常微分
方程式系による記述
○須田 智晴（慶應義塾大学）,
須田 沙織（京都大学）, 大
村 拓也（Max Planck Insti-
tute for Terrestrial Microbi-
ology）, 市川正敏（京都大学）

4. ◎表皮数理モデルを用いた
基底膜形状と培養皮膚への応用
○大野 航太（中央大学）, 小林
康明（北海道大学）, 熊本 淳一
（北海道大学）, 傳田 光洋（資
生堂）, 長山 雅晴（北海道大
学）

1. ◎グラフの重み更新を用い
た順位決定のための主成分分析
による重み補正
○浅見 唯葉（お茶の水女子大
学大学院）, 服部 佳也乃（お茶
の水女子大学大学院）, 三輪 華
子（お茶の水女子大学大学院）,
萩田 真理子（お茶の水女子大
学）

2. ◎評価値合計順の彩色アル
ゴリズムとウェルシュパウエル
の彩色アルゴリズムの比較
○関根 彩桂（お茶の水女子大
学大学院）, 萩田 真理子（お茶
の水女子大学）, 伊藤 貴之（お
茶の水女子大学）

3. Paley行列のRIPとPaley
graph extractor
○佐竹 翔平（熊本大学 大学院
先端科学研究部 (工学系)）

4. On random point con-
figurations on Q-polynomial
schemes
○平尾 将剛（愛知県立大学情
報科学部）

1. FreeFEM を用いた変分不
等式型き裂進展シミュレーショ
ン
○高石 武史（武蔵野大学工学
部）

2. ◎ Riemann-Cartan 多様
体による転位のモデル化と力
学場の有限要素解析
○小林 舜典（大阪大学大学院
基礎工学研究科）, 垂水 竜一
（大阪大学大学院基礎工学研究
科）

3. FreeFEM による超弾性体
の有限変形解析と形状最適化へ
の応用
○畔上 秀幸（名古屋大学）, 竹
内 謙善（香川大学）

4. FreeFEM によるろう付け
形状予測と実形状部品への適用
○小川洋（株式会社デンソー）,
鈴木 厚（大阪大学　サイバー
メディアセンター）

1. 情報アプローチによる
First-to-Default Swap プレ
ミアムのダイナミクスについ
て
○高田 英行（東邦大学理学部
情報科学科）, 中川 秀敏（一橋
大学大学院経営管理研究科）

2. ◎信用格付判別問題に対す
る回帰結合型ニューラルネット
ワークモデルの有効性検証
○門田 賢征（青山学院大学大
学院）, 山中 卓（青山学院大
学）

3. わが国における市場取引を
活用した燃料調達・発電・電力
卸売の最適化
○遠藤 操（一般財団法人 電力
中央研究所）

4. ◎ Collective model for
life insurance and its exam-
ple
○井田 有紀（立命館大学）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象

15



9月 9日 第 5セッション
A 16:40–17:40

[一般講演]

数値解析 (3)

B 16:40–17:40

[研究部会主催OS]

計算の品質 (4)

C

　

D

　

E 16:40–18:00

[正会員主催OS]

FreeFEM の開発と利

用 (2)

F 16:40–17:40

[研究部会主催OS]

数理ファイナンス (3)

1. 四面体の最大角条件と同値
な幾何学的条件について
○土屋 卓也（愛媛大学）, 小
林 健太（一橋大学）, 石坂 宏
樹（愛媛大学）, 鈴木 遼（愛媛
大学）

2. 重調和波動方程式の有限要
素解析と擬似波面を用いた境界
条件
○加藤 初弘（山梨大学）

3. シミュレーションにおける
局所性と並列性の離散微分形式
による実現
○深川 宏樹（DeepFlow 株式
会社）, 石原 拓哉（DeepFlow
株式会社）

1. 行列積に対するエラーフ
リー変換の多倍長精度計算へ
の応用について
○尾崎 克久（芝浦工業大学）

2. ◎２ステップ型反復改良法
を用いた連立１次方程式の高精
度計算法
○寺尾 剛史（理化学研究所計
算科学センター）, 尾崎 克久
（芝浦工業大学）,今村俊幸（理
化学研究所計算科学センター）

3. ◎実対称固有値分解に対す
る反復改良法の高速化
○内野 佑基（芝浦工業大学大
学院 理工学研究科）, 尾崎 克
久（芝浦工業大学 システム理
工学部）, 荻田 武史（東京女子
大学 現代教養学部）

　 　 1. FreeFEM 講習会　– 3 次
元領域での流れ問題の並列計算
[80 分]
○鈴木 厚（大阪大学 サイバー
メディアセンター）, 高石 武史
（武蔵野大学）

1. ◎ CIR モデルと squared
Bessel process の部分積分公
式
○田村 勇真（立命館大学大学
院）

2. Expected power utility
maximization with delay for
insurers under 4/2 stochas-
tic volatility model.
○畑 宏明（一橋大学大学院経
営管理研究科）, 安田 和弘（法
政大学理工学部）

3. マートン問題に対する PIA
の考察
○安田 和弘（法政大学）

○：登壇者　　◎：若手優秀講演賞対象
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自然言語の長相関
田中 久美子 1

1東京大学 先端科学技術研究センター
e-mail : kumiko@cl.rcast.u-tokyo.ac.jp

概 要
さまざまな複雑系の系列において、長相関が

成り立つことが知られるが、自然言語の系列に
おけるその態様は、近年まで明らかにされては
こなかった。本稿では、単語の間隔系列に長相
関が示されることを述べる。その上で、その長
相関と、文や文列の構造の特殊な性質との関係
を論じる。また、マルコフから深層学習へと変
化してきた言語モデルが、同じ性質をどのよう
に再現するかを示し、近年の言語技術の前線を
考察する。

1 はじめに
言語の研究は長く人文科学の中に位置付けら

れてきた。それは、言語が「意味」という心理上
の価値を表現する系であることを一つの要因と
する。その大きな潮流の外で、言語を数理的対
象と捉え、独創性に富む研究を展開してきた数
理科学の過去の偉人たちがいる。そのアプロー
チは主に２つに分かれる：論理的なものと統計
的なものである。前者は、Frege[30]に端を発
し、文の意味を論理式として形式的に表現する
ことを試みる。このアプローチはKripkeの可
能世界 [29]の考え方やMontague文法 [17] へ
とつながり、意味を形式的に扱う形式意味論へ
と結実した。現在では、形式意味論を基礎とし
て、文から得られる論理式の推論として、文書
の意味を捉えることが、工学としての自然言語
処理分野の一分野として探究されている。
後者については、Yuleによる文書量に寄らな
い統計量を模索する研究 [27]や、Shannonによ
る自然言語のエントロピーレートを計測などを
挙げることができる [20]。また、同時期に示さ
れたZipf則 [28]やMandelbrotによる言語の数
理的考察 [14]は、言語を複雑系として捉える一
つの源である。
複雑系として経済や生物データを捉えること

は、大きな学術領域を形成してきた一方で、自
然言語を「複雑系」と捉える視点は、細々と続く
に留められ、未だにまとまったコミュニティは
ない。これまで、言語学や自然言語処理といっ

図 1. 『白鯨』に対する Zipf則ならびに Heaps則

た学問分野の外で、統計学者や物理学者が独自
の成果を、さまざまな分野に亘って散発的に発
表することが続けられてきた。とはいえ、言語
を複雑系として捉えるその視点は、少しづつ言
語研究の領域—言語学、自然言語処理、認知科
学、言語哲学へと浸透し、現在では、国際的な
言語学大辞典 [3]の次の改訂において、「数学と
物理の観点からの言語」の大セクションを立て
る動きにすらなっている。
筆者は、このような流れの中で、複雑系の視
点からの言語の数理的性質の研究に取組み、そ
の前線を [22, 32]にまとめた。本稿では、その
中から紡がれる帰結の一つを紹介し、その末に、
今、言語の数理研究として問題となることにつ
いて論じる。

2 複雑系としての言語
複雑系の定義は難しく、どの教科書において
も数ページに亘る論が展開される。本稿の範囲
では、部分や要素の振る舞いだけからは、全体
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の振る舞いを理解することが難しいような系と
して捉えるものとする。複雑系では、ミクロ・
マクロに亘る、異なるスケールの相互作用があ
り、その帰結の一つは冪乗則である [24]。その
代表がZipf則であり、文書においては、文書中
の単語の頻度 (y)と、その頻度順位 (x)の間に、
y ∝ 1/xの関係が成立する。
たとえば、『白鯨』(の原著Moby Dick, Her-

man Melville著、単語列の長さは約 25万 5000

単語)の、頻度順位に対する頻度の関係を図 1

の第一図に示した。概ねZipf則が成り立ってい
ることがわかる。この Zipf則の意味するとこ
ろは、系の開放性である。Zipf則は、ある一定
量以上の大きさの文書のどの部分をとっても、
文書を連結したコーパスにおいても成り立つ性
質である。Zipf則は、対象文書の 1回かぎり
の単語が全異なり語彙数の中の大きな部分を占
めることも意味する。このことは、語彙が文書
長に応じて増え続けること—つまり、系の開放
性—を示唆する。この性質をより直接的に示し
ているのが、Heaps則である。図 1の二番目
は、『白鯨』に対するHeaps則を表し、文書量
(横軸)に対する語彙量 (縦軸)の関係を示してい
る。図からは文書量に応じて語彙量が増え、両
対数で線形の冪となる様子が読み取れる。この
図は、語彙が系の大きさに応じて無限に増えゆ
く開放系であることを直接的に示唆する。Zipf

則とHeaps則には数学的関係が知られ、その一
例として [13]を挙げることができる。
このような冪乗則は、系のマクロな性質を示

すが、それが得られる諸源にはミクロな要素の
振る舞いがある。言語の系における「ミクロ」
とは、単語の関係が織りなす構造であり、それ
は、長く言語学の中で捉えられてきた。Zipf則
が単語の分節や意味に関わる可能性があること
などが知られるが、ミクロとマクロの関係はほ
とんどが未踏である。その前線については、拙
著 [22, 32]にまとめられている。言語の開放性
は、言語の特性を考察する上で、要素の集合を
「有限」として近似することはできないことを
示唆する。

Zipf 則はそうはいっても、要素の分布につ
いてのもので、独立同一分布に概ねしたがう系
列—たとえば『白鯨』をシャッフルして得られる
系列—においても、そのまま成り立ち、Heaps

則もほぼ同様である。しかし、言語とは系列、
すなわち、単語（あるいは文字)が一列に並ぶ
列を形成する点に大きな特徴がある。Zipf則の

研究は 1912年にすでに報告があるとする記述
も見られるなど [18]、その歴史は長い一方で、
言語の系列の複雑系科学の視点からの研究は、
1990年前後より行われてきたものである。本
稿では、要素集合の開放性をふまえた上で、言
語の系列の性質を中心として、以下、論を展開
する。

3 言語の「弱い」長相関
言語には長い記憶がある。長期記憶とは、直

近の短い記憶を超える、長い距離や時間を経た
参照のことである。実際、人はコロナを百年前
のスペイン風邪と対比させるし、古代ギリシャ
時代のフレーズを今も用いたりもする。
長期記憶の計量法には、複数のアプローチが

あるが、その内の一つが長相関である。長相関
は離れた二部分が相関することを示し、さまざ
まな自然・社会の複雑系において報告されてい
る。系列の部分系列の相関の度合いが何らかの
関数 C(s)で計測できるものとして、二部分の
距離 s > 0に対してそれが次の式のように冪で
減衰することが、長相関と定義される。

C(s) ∝ s−γ , 0 < γ < 1 (1)

−γは、長相関の減衰の度合いを表す冪指数で
ある。「冪で減衰すること」とは「減衰がとて
も遅い」、つまり、データはどこでも似ており、
また、単語の影響は遠く離れた部分にも及ぶこ
とを示唆する。
C(s)としては、主に二つの関数についての結
果がこれまでに報告されている。第一は離散的
な要素から成る、長さmの系列X = X1, X2, . . .

, Xi, . . . , Xmに対して適用する以下の相互情報
量 I(s)である。

I(s) ≡∑
a,b

P (Xi = a,Xi+s = b) log P (Xi=a,Xi+s=b)
P (Xi=a)P (Xi+s=b)

(2)

言語の場合には、系列は単語列 (や文字列)であ
り、距離 sだけ離れた二つの系列中の要素Xi,

Xi+sが単語 (あるいは文字)a,bとなる相互情報
量を計測し、それをすべての a,bの場合につい
て平均する。
第二は、自己相関関数である。自己相関関数
は、数値系列に対する関数である。要素Xiが数
値で、その平均と分散を µ, σと記述し、s > 0
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として以下として定義される。

ACF(s) ≡ 1

(m− s)σ2
m−s∑
i=1

(Xi − µ)(Xi+s − µ)

(3)

ACF(s)は、XiとXi+sの共分散を計測しσ2で
正規化したもの、と捉えることもできる。結果
の値は−1から 1の範囲をとる。系列中の要素
に相関がない場合、ACF(s)は 0付近の微小な
値をとる。たとえば、一様ランダムに、1と 0

が半々づつ現れるような列においては、自己相
関はほぼゼロとなる。自己相関関数を用いて、
経済データ他、さまざまな複雑系で長相関が報
告されてきたが、非数値離散系列である言語に
対してこれをどのように適用するかは自明では
ない。
一つの方法は、単語列を単語の間隔長の数値

列に変換し、それをX として自己相関関数を
適用するものである [23]。間隔の系列は、数理
分野でも離散非数値の対象を扱う常套手段で
ある。たとえば、文 D =“Oh Romeo Romeo

wherefore art thou Romeo”において、Romeo

は、2,3,7番目に出現している。この出現位置
の系列 [2,3,7]において、第 i+ 1番目の出現位
置からの第 i番目の位置の差を i番目の間隔と
捉えると、3 − 2 = 1, 7 − 3 = 4であり、間隔
系列がX = [1, 4]と得られる。
この方法は、系列の中で単一の単語Romeoを

対象として間隔系列を形成するが、このままで
は高頻度の単語に対してしか系列を構築するこ
とができない。低頻度の単語は系の rare events

相当であり、それを数理的に扱う方法はどれも
同じである：複数の rare eventsを一つと捉え、
その集合の振る舞いを調べるのである。統計の
分野では極値解析 [31]としてそのアプローチは
知られ、また自然言語処理分野でも、低頻度単
語をすべて同一の単語として扱うことは、たと
えば [16]に報告されるようにさかんに行われて
いる。この考え方を敷衍し、間隔系列を低頻度
単語に対しても構成することができる。
低頻度の単語を含む単語集合を定義し、そ

の中の単語を全て「同じ一種類の単語」と捉
え、間隔系列を構成することができる。たと
えば、単語集合を {Romeo,wherefore}の二単
語と考えるならば、そのいずれかは、上の文の
2,3,4,7番目に出現する。このため、間隔系列は
X = [1, 1, 3]と得られる。このように、対象と
する単語の集合を定義し、集合中の単語は全て

図 2. 『白鯨』に対する長相関。上図は相互情報量 I(s)、
下図は間隔系列に対する自己相関関数 ACF(s)。二つの
図が異なる手法に基づくことを区別するため、相互情報
量のプロットは青で示されている。

同じ一種類の単語であると捉え、系列内の間隔
長の系列を構成し、その数値系列において自己
相関関数を計測する [23]。今回もこの方法に基
づき、本稿では、系列の全長の ψ = 1/16分の
単語を稀な順に集合に入れ、その単語の間隔の
系列を得て、それに対して自己相関関数を適用
する。
『白鯨』の単語列に対し、この二つの関数を
適用した結果を図 2 に示す。図はいずれも両
対数で示されており、冪減衰する場合には、プ
ロットは直線状に並ぶ。上図は、相互情報量の
ものであるが、冪で減衰しているとは到底言い
難い。相互情報量は、DNAや音楽などで冪減衰
を示すことが知られている [12]が、言語では成
り立たないと結論付ける他はなく、この「成り
立たない」事実は従来より報告されている [11]。
その理由の一つは、上の式 (2)における a,bの
組み合わせの多さにある。DNA の要素の異な
り数は 4つしかないのに対し、自然言語の単語
は、前述のように文書長に対して増える。統計
をとるような長さの文書においては、単語の異
なり数は数万に及び、a,bの組み合わせの数が
非常に大きいため、相互情報量はほとんどの s

に対して同じような値をとってしまう。とはい
え、自己相関関数の場合同様に、低頻度単語を
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図 3. 列と木構造

まとめて一単語として扱うことを始め、さまざ
まに語彙に対して工夫をしたとしても、相互情
報量において冪減衰を得ることはできず、開放
性以外にも要因があることが示唆される。
一方、『白鯨』の間隔系列を得て、自己相関

関数で計測した結果が、図 2の第二図に示され
ている。プロットは冪となり、長相関が成立し
ている。この場合、低頻度単語は一単語として
まとめられていることが長相関が見られる一因
ではある。とはいえ、この手法を 1000以上の
文学作品を利用して計測してみると、その 1/6

程度の文書においては、長相関のプロットがば
らけ気味となったり、プロットのごく少数がマ
イナスの値をとったりなど、長相関が安定して
見られる、というわけではない [22, 32]。自然
言語の長期記憶については、本稿で紹介する方
式以外の計測方法を利用しても観測されている
ことから [10]、自然言語に長相関を生み出す性
質があることは、ほぼ間違いないのであるが、
その現れはどうにも「希薄」で「弱い」もので
ある、と考察せざるをえないのである。

4 長相関と木構造
相互情報量を利用して長相関が成り立つ条件

については、数学的な論述がある。それをふま
えると、開放性だけが長相関の「弱さ」の原因
であるわけではないことが示唆される。

LinとTegmarkは、列が木構造により組織さ
れる場合、I(s)が距離 s に従って冪で減衰する
場合があることを、数学的に証明した [12]。こ
の証明の概要を説明するための模式図を図 3に
示す。図の下に系列が灰色丸で示されている。
列には、メタ構造としての木構造がある。木の

節が白丸、節の関係が枝で示されている。論述
は、言語に限らない一般論とはなるが、言語の
場合には、灰色丸が単語、白丸が言語の品詞や
文法上の要素と捉えることができる。
系列がマルコフ列である場合、次の式に示す

ように、I(s)が指数的に減衰することを示すこ
とができる。

I(s) ∝ exp(−ks) (4)

ただし、kはマルコフ遷移確率行列の第二固有
値に関わる値である。マルコフ列の場合、一要
素離れる度に、二つの部分列の相関は、概ねそ
れに関わる量の分だけ小さくなり、二部分列の
関係は、その距離 s相当分となる。マルコフ列
の特性から、距離 sに対する指数関数となるこ
とは、直感的に理解される。
一方、列の要素が木構造により組織される場
合、s 離れた二つの要素間の本当の距離は sで
はない。灰色の丸の関係は木の中の親子の要素
の関係である。木構造といってもいろいろであ
るが、ここでは、木が完全木に類する構造であ
る場合について考える。その場合には、図 3に
示されているように、距離 sだけ離れた二要素
間の本当の距離とは、木構造中の共通の祖先ま
での距離 log s相当である。この場合、二要素
の I(s)は、上の式 (4)の距離を表す sに、log s

を代入して得ることができる。すると、
I(s) ∝ exp(−k log s) = s−k (5)

と、冪関数となる。このように、列が木構造か
ら編成される場合、相互情報量を用いて長相関
が成り立つ。以上の精密な数学的論述は [12]に
示されている。

5 自然言語の文構造・文列の構造
言語において木構造は、まずもって文で捉え

られてきた。そのような試みの代表が句構造文
法 [4]である。句構造文法を用いて、例文の構
造を図示したものが、図 4に挙げられている。
この「花子は桃子が書いた本を読んだ」という
文においては、主語「花子は」は述語「読んだ」
に係るが、その構造がこの文構造に示されてい
る。前節の図 3の灰色の丸が単語、白丸が句
や品詞と捉えると、文のこの構造は木構造であ
る。そして、列が木構造により編成されると長
相関が成り立つ、という前節の論証をふまえる
と、自然言語においても文の木構造を一因とし
て、長相関が成り立つように思われる。
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図 4. 自然言語の例文の木構造

しかし、3節で説明したことによると、自然
言語では、相互情報量を (2)の定義のまま適用
するのでも、低頻度単語を工夫して適用するの
でも、長相関は成り立たないのである。この事
実と、前節の論述をふまえ、自然言語の長相関
がどのような性質を持つのかを考えなければな
らない。自然言語における相互情報量に長相関
が観測されない理由の一端に、自然言語の木構
造の特性が、その要因の一つになっている可能
性がある。
前節の論証は、完全木—全ての葉が木の中で

同じ深さで、内部節点の枝数が同じであるよう
な木—に類する木構造を前提としている。その
ような時、図 3に示したように、木は上に三
角の構造をとる。このような場合、全ての二単
語が、列中のその距離 sに対して log sで関係
する。しかし、木構造の形は完全木とは限らな
い。より線形に近いような構造も木構造ではあ
る。木構造から線形に近くなると、列中の sの
距離にある二単語の実際の距離は、log sから
sへと近づく。そのような場合の長相関は、式
(4)に示す指数に近づく。
そして、実際の自然言語の文構造は、完全木

よりははるかに線形に近い木構造であることが
従来より言われている。図 4の例文の構造は、
確かに木構造として示されてはいる。しかし、
「桃子」以降の文の構造をみると、それは、実
際のところは線形である。木構造を為すのは、
主語述語の関係のみで、他は線形なのである。
このように、文において、線形に近い木構造が
大半を占めることは、日本語に限った話ではな
い。どの言語であっても、ほんの一部だけが木
構造となり、後は実質線形の構造となることが
知られている。
以上においては、図 3で考えた長相関と木構

造の関係を「文」において考察した。しかし、
自然言語の単語の系列は一文を超えて在る。文
書とは、文の系列である。4節の論を敷衍し、
図 3 の灰色の丸を文と捉えて考察することが
できる。その場合、単語の場合と同様に、文列
の中で、文同士に関わりが無かったり、あるい
は文の関わりがマルコフである場合には、長相
関は現れない。
文の列の構造も、文構造の記述方式を敷衍し
て、木構造として捉えられてきた [8]。文の列の
関係は文構造の場合とは異なり、照応や前提な
ど、より意味的に組織される。このような意味
を数理的に厳密に扱う手段は、本稿の冒頭で述
べたように、論理学的な系譜の上に形式意味論
として整えられてきた。その探究の中でも、文
列の構造は、線に近い木構造であると言われて
いる [1]。たとえば、この記事もそのようになっ
ているだろう。この記事は文の列から成る。文
はそれまでの文列をふまえて逐次的に解釈され
ることが前提となっている。しかし、マルコフ
列のように、直近の文列だけにより、次の文が
決まるわけではない。文頭から直前まで関係し
ているのである。事実、これまでも、1節や 3

節を、そこから離れた節からところどころで参
照してきている。このように、文書には線形を
超え、木として表現される構造がある。では、
どのような木構造かといえば、それは、またし
ても、線形に近い木構造であることが直感され
る。すべての文が木構造として遠くを参照する
わけではなく、逐次で得られる局所的な結論が、
別の逐次で得られる局所的な結論とところどこ
ろ関係するのである。
以上、自然言語においては、単語列としての
文においても、文列としての文書においても、
何やら「線形に近い木構造」のようなものがあ
り、そのような再帰的なミクロ構造を要因の一
つとして、3節で述べた「弱い」長相関が現れ
ると予想することができるのである。自然言語
の系列は、自己相関関数で長相関が成り立つこ
とからも、マルコフ列とはいえない。とはいえ、
マルコフ列である部分が大きな部分を占めるこ
とも、また事実であるのである。
どの程度が木で、どの程度が線なのか、とい
うことについて、そしてそれがどのような数理
モデルにより表現され得るのか、については、
未だあまり明らかにされていない。文の構造に
ついては今や巨大なコーパスが 150ケ国語で整
備されており [5]、その木構造の特性をこの観
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図 5. 言語モデルの長相関。上がマルコフ (Kneser-Ney 5
グラム)の系列 [9]、中央がRNNに工夫を凝らしたLSTM
(AWD-MosCache-LSTM)の系列 [21]、最後が前線の言
語モデルのGPT2[19]のもの。最初の二つはWall Street
Journalを学習したもの、最後はインターネットデータを
含む大きなコーパスを学習したもの [19]。この図は擬似
系列に対するものであり、実際の文書に対するものでは
ないことを区別するため、点群の色は黄色で示している。

点で調べることが今後課題となる。文列におい
ては、文以上に未踏である。現在は、文と文の
関係の記述方式が整理され、さまざまなコーパ
スが構築されつつある途上にある。そのコーパ
スを用いて、今後構造の特性を解析する必要が
ある。
長相関がどのように「弱い」もので、その原

因に、どのような文や文列の構造があるのか、
そして、そこにどのように開放性が関わるのか、
を明らかにすることは今後の大きな課題として
残されている。

6 言語モデルの長相関
以上の性質を理解する別の観点からのアプ
ローチの一つとして、自然言語の性質を再現す
る生成モデルを構築することがあるだろう。言
語の系列の生成モデルは言語モデルと言われ、
翻訳など自然言語処理の基礎となる。言語モデ
ルとは、系列を生成するモデルのパラメータを、
コーパスを元に推定したもので、ある系列に後
続する要素の確率を与える。言語モデルは、線
形を基礎として作られてきており、歴史的には、
マルコフモデルから始まり、近年では、深層学
習言語モデルが基礎となった。
言語モデルが得られると、それを元に、言語
の擬似系列を確率的に生成することができる。
そのような擬似系列に対して、以上の長相関
が成り立つかどうかを、実験的に吟味すること
ができる。本節では、3節で概説した手法によ
り、擬似系列の長相関を調べてみる。図 5 は、
さまざまな言語モデルが生成した系列から、3

節で述べたように、間隔系列に対して自己相関
関数を調べたものである。第一図は、マルコフ
モデルの結果で、単語の低頻度問題を緩和する
Kneser-Ney手法 [9]を利用した 5gram(6重マ
ルコフ)言語モデルの結果である。マルコフモ
デルから単純なRNNに基づく言語モデルまで、
どの言語モデルを用いたとしても、ほぼ同様の
結果となり、長相関は見られない。

RNNは理論的には記憶を有するとはいえ、
長期記憶を再現することが難しいことが知られ
ており [2]、RNNを改良したLSTMが提案され
た [7]。この LSTM辺りから、長相関に変化が
現れる。2018年の段階では、LSTMには記憶を
強化するためにさまざまな工夫が凝らされてお
り、[15, 6, 26]の技術を付与した言語モデルを
利用して擬似系列を生成し、長相関を吟味した
結果 [21]が、図 5の中央図となる。ここでは、
概ね長相関は成り立ち始めているが、未だに位
置が全体に低く、また点群がばらけている。

2019年に、Transformer[25]という、RNNを
基礎とはしない別のアーキテクチャが提案され、
大規模な言語モデルが構築されるようになった。
その一つは OpenAIが提案しているGPTとい
うものである。その一つである GPT2という
言語モデルの生成する擬似並列に対し、長相関
を示したものが図 5の最後の図である。プロッ
ト群は図の上方に位置し、全体に自己相関が強
く成り立っていることが見てとれるだろう。
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とはいえ、よくよく目を凝らしてみると、プ
ロットは若干怪しげな S字曲線を描いており、
s = 100付近で急激に減衰する傾向にある。こ
れは、GPT2の限界に原因があり、GPT2が保
有することができる文脈が1024単語程度という
制約があるためである。この図の横軸は、間隔
系列における間隔数の距離であり、間隔数 100

程度で長相関は一気に減衰していることがわか
る。また、s < 10の場合のプロットも、自然言
語の場合の振る舞いとは事なり、Transformer

の「文脈」の数理が、自然言語のそれとは異な
ることが示唆される。
以前は、対象の性質が理解された後に、その

理解を工学へと応用することが一般的に行わ
れてきた。深層学習が席巻する昨今では、対象
の性質を理解しないまま、包括的に技術が立脚
する。言語モデルがすべて学習するのだから、
系の性質を探究することなど無用である、とい
う考えが強く主張されるのである。とはいえ、
ニューラルネットワークはブラックボックスで
あるのだから、自然言語の系列の特性が数理的
に理解されたことにはならない。自然言語の長
相関を再現する陽な数理モデルが得られてこ
そ、言語の系列の特性の理解が得られた、とい
えると思われるのである。

7 結論
本稿では、自然言語の長相関を考察した。要

素の開放性と、文や文列の構造の特殊性—線構
造に近い木構造である特性—を原因として、長
相関の現れは「弱い」ことが確認された。自然
言語を特徴付けるある種の非定常性ががあるの
であり、それを理解することは我々の言語の特
殊性を知り、工学の内実を問い直す上で必要と
なると思われる。
言語の長相関の実態を明らかにするためには、

文においても、文列においても、言語の「線形
に近い木構造」の数理を調べなければならない。
また、それがどのように「弱い」長相関を生成
するのか、また、その「弱さ」に、どのように
単語の開放性が関わるのか、を考察しなければ
ならない。そして、Zipf則他、諸冪乗則を全て
再現する、「陽な」生成モデルが得られた時、言
語の系列についての理解は一歩進むであろう。
さらに、なぜ「線形に近い木構造」を人の言語
が有しているのかについて、人間の認知との関
わりをふまえて明らかにすることは、人の言語
だけでなく、人の特性や限界を知るきっかけと

なるだろう。
最後に、本稿の大元は [22, 32]にまとめられ
ているさまざまな既存論文である。本稿の 1節
と 6節以外の中央部分を、高校生向けに易しく
まとめたアウトリーチ版が、[33]に掲載済みで
もあることをここに断っておく。
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共通鍵暗号今昔物語 
 
   松井充 
     三菱電機株式会社 開発本部 

     e-mail: Matsui.Mitsuru@ab.MitsubishiElectric.co.jp 

 

1 はじめに 
 暗号は今やそれなしでは社会が一日も成り

立たない普遍的な技術であるが、個人が日常的

に暗号を使う社会になったのは 2000 年ごろか

らである。本稿では共通鍵ブロック暗号をとり

あげ、現在利用されている暗号アルゴリズムの

基礎となる技術が作られた 1990 年代の取り組

みを振り返るとともに、暗号強度に関して当時

提唱された予想のうち今も残る未解決問題を

紹介する。 

 

2 差分解読法の衝撃 
1970 年代に米国で標準化されたブロック暗

号 DESは当時世界中で利用されており、暗号研

究者にとってDESは最高峰の研究対象であった。

1990年に Bihamと Shamirによって発表された

差分解読法[1]は、この DES を理論的ながら解

読できること示した発明としてアカデミアを

超え世界的に注目を集めるニュースとなった。 

それまでの暗号解読は、暗号アルゴリズムを

ブラックボックスとして扱うか、暗号アルゴリ

ズムごとの個別の手法を追求するかのどちら

かであった。これに対して差分解読法は、暗号

アルゴリズムの内部を解析する汎用的な手段

を与えたという点で画期的であった。 

差分解読法の基本的なアイデアは、類似した

平文から類似した暗号文があらわれるような

場合を見つけだし、それを手掛かりに秘密鍵を

求めるという素朴なものであり、それゆえに応

用範囲も広く、現在にいたるまでさまざまなバ

リエーションが提案されている。差分解読法は

現代ブロック暗号理論の礎を築いたと言える。 

 

3 線形解読法の登場 
1993年に Matsuiによって発表された線形解

読法[2]は、ブロック暗号を線形近似すること

で、より簡単なアルゴリズムに置き換えて秘密

鍵を求めるという、これも素朴な発想から生ま

れたものであった。近似によって解読の対象と

する方程式は確率的になるが、解読に用いるデ

ータ量が多ければ、その解が正しい確率すなわ

ち解読が成功する確率もまた増加するという

関係にある。 

線形解読法は差分解読法と同じく暗号アル

ゴリズム内部の小さなコンポーネントから解

析を開始し、それを徐々にアルゴリズム全体に

拡大するという手法をとる、汎用的な解読手法

であるが、差分解読法が解読者に選択平文のシ

ナリオを要求するのに対して、この解読法は既

知平文のシナリオで成り立つので、汎用性はよ

り高いと言える。 

DES に関しては既知平文のシナリオであって

も線形解読法は差分解読法よりも効率がよく、

1994 年には線形解読法による初の計算機を用

いた DES の解読実験成功が報告された[3]。な

おDESの設計者は差分解読法を以前より知って

おり、差分解読法で解読が困難になるよう DES

を設計したと言われている。 

 
4 パス探索アルゴリズム 
差分解読法と線形解読法はともに、最も効果

的な解読を目指すためには、平文と暗号文を結

びつける確率的関係式のうち最も「よい」もの

を見つける必要がある。これがパス探索アルゴ

リズムであり、DESに関しては Matsuiにより差

分解読法と線形解読法の双方に関して branch-

and-bound 法用いて最適なものが発見されてい

る[4]。 

一般に branch-and-bound 法でパス探索をす

るとブロックサイズに関して指数時間が必要

となるので、現実的な時間で探索が終了する保

証はなく、また探索にかかる時間を事前に見積

もることも困難であるため、部分的な探索ある

いは理論的な上界で代用されることが多い。

DES に関して branch-and-bound 法で当時の計

算機でも数分で最適なものに到達できたには

幸運であったと言わなければならない。 

このパス探索アルゴリズムは暗号解読のた

めのツールであるとともに、暗号評価のための

ツールでもある点は重要である。さまざまなブ

ロック暗号に対してパス探索を効率化する研

究は現在も活発に行われている。 
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5 ＡＥＳの誕生 
1997年から 2000年にかけて DESにかわる米

国政府標準暗号AESを決めるコンテストが実施

された。世界中から応募を募り、3 年間にわた

る公開ディスカッションを経て選ばれたのは、

当時ベルギーの学生だった Rijmenと Daemenが

提案した Rijndael（ラインデール）という暗号

で、これが AESとなった[5]。 

 AES コンテストは、それまで別々であった暗

号理論のコミュニティーと暗号実装のコミュ

ニティーが結びついたという意味でもきわめ

て意義深い三年間であった。差分解読法や線形

解読法に対する防御など理論的な設計ととも

に、ソフトウエアやハードウエアで実装したと

きのサイズや速度がこれほど議論されたこと

はそれまでなく、その後の共通鍵暗号のあるべ

き姿に決定的な影響を与えた。 

 Rijndaelはシンプルな構造を持ち、あらゆる

プラットフォームで小型かつ高性能を実現で

きるという優秀なブロック暗号アルゴリズム

である。ブロック暗号と言えば AESと言われる

時代がここに誕生した。 

 

6 残された問題 
AES の内部で利用される唯一の非線形要素で

ある関数 Sは、位数 256の有限体 GF(256)上の

関数 S(x)=1/x (但し S(0)=0 とする)をもとに

作られている。これは差分解読法と線形解読法

に関して現在知られている最もよい、すなわち

解読に関して強い関数のひとつであるが、これ

が本当に最もよいものであるかどうかは現在

も知られていない。この未解決問題は次のよう

に定式化される。以下 Nを偶数とし、Sを GF(2N)

からそれ自身への全単射関数、式中に現れるシ

ンボルはすべて GF(2N)の元とする。 

 

[Problem 1] 

次の値が 2となる Sは存在するか？ 

    MAXΔP≠0,ΔC #{x|S(x+ΔP)+S(x)=ΔC} 

 

この値が小さいということは、類似した平文

から類似した暗号文が頻繁に現れることは（い

かなるΔP とΔC の組に対しても）ないという

ことを示しており、それは差分解読法に関して

S が強いということを意味している。したがっ

てこのとり得る最小値が研究の対象である。 

AESで利用される関数 Sはこの値が 4である

が、現時点ではこの値が 2となる関数 Sの存在

が知られているのは N=6 の場合だけで[6]、そ

の他の場合に2となることがあるかどうかは知

られておらず重要な未解決問題とされている。 

 

[Problem 2] 

次の値が 2N/2+1よりも小さい Sは存在するか？ 

MAXΓP,ΓC≠0|2#{x|(x・ΓP)=(S(x)・ΓC)}-2N| 

 

ここで・は内積（ビットごとの論理和を取っ

たのちパリティを取るのと等価な演算）を示し

ている。この式中の絶対値は、S が線形ならば

0 となるので線形関数からの距離を示している。

線形解読法はこれをアルゴリズムの偏りとみ

なすので、この最大値が小さいと線形解読法に

対して Sが強いということを示している。 

一般にこの値は 2(N+1)/2以上であることが証明

されているが、N が偶数の時この値は整数では

ないのでこれは厳密な下界にはならない。一方

すべての N においてこの値が 2N/2+1になる S は

知られているので（AESの関数Sもそのひとつ）、

この値が 2N/2+1未満になるような S が存在する

かどうかが未解決問題である。 

 Problem 1にまつわる研究は数多くあるもの

の、Problem 2に関するものは筆者が知る限り

ほとんどない。実用的にはN=8の場合が重要で、

この場合によりよい関数 Sが見つかると、次世

代暗号設計が加速するほどのインパクトがあ

ると考えられるが、今のところそのようなこと

が起きる気配はないというのが現状である。 
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吸着粒子内の拡散と競争吸着を考慮したクロマトグラフィーモデルの直交

選点有限要素法(OCFEM)による時空間の定式化 
 
   大久保 孝樹1 
     1函館高専名誉教授 

     e-mail: ohkubo@hakodate-ct.ac.jp 

 

1  概要 
 クロマトグラフィーは化学工学の水質分析

や成分の精製分離の分野に用いられており実

用化されている．T.Guらは，クロマトカラム内

の粒子内(吸着粒子内，イオン交換樹脂粒子内

など)の拡散と競争吸着(イオン交換反応など

も)を考慮したモデルとカラム内の移流拡散吸

着(反応)を融合させた厳密なモデルを用い，カ

ラム内を有限要素法で粒子内を直交選点法で

定式化し，具体的に数値計算結果と実験との整

合性を確認している．今回の研究目的は，カラ

ム内の離散化を T.Gu らの有限要素法と時間積

分数値解法の Gear らの方法を用いず，時空間

の定式化として微分作用素(行列)を用いた直

交選点有限要素法(OCFEM)によって定式化して，

数値計算のOCFEMによる実用化を探っていくこ

とを目的とする．また，著者らは，粒子内の拡

散・競争吸着の厳密なモデルを LDF近似で表し

たモデルで，成分の精製分離に用いられる回分

モデルと擬似移動層クロマトモデル(連続操

作)の数値計算を行っており，今後，T.Gu らの

厳密モデルとの整合性の確認について研究し

ていく考えである． 

 

2  T.Guらのモデルと OCFEMによる定式化 
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )

( ) 

( )

( ) ( )

( )

2

, 12

2
2

1 0

:

11 0

:
. .

0, 0, , 0, , (3,4)

. .

10,

bi bi bi
i bi pi r

Li

piS
p pi p pi i

bi bi pi pi

bi
bi

Li

C C C C C
Pe z z

C
C C r

r r r

I C

C C z C C r z

BC

Cz C
Pe z




  




=

  
−  + + + − =

  

     
− + − =  

     

= = =


= −



　

移流拡散吸着方程式(1)

粒子内の拡散を考慮した粒子内モデル式(2)

初期条件

境界条件

( )

0

(5)fi

i

C
C


=

( )

( )

0

2

2

, 1

1
0

1, 0 0 (6)

0, 0,

1, (7)

impfi

impi

bi bi

pi

pi
i bi pi r

C
C

C Cz
z z

C
r

r
C

r Bi C C
r

 

 

=


= 



  
= = = 

  


= =




= = −



　　　例として

より妥当

球形粒子に関して：

, 1

0

,
:
:

:

:

:

:
:
:
: ( 0 )
: ( / )
: ( / )

: ( / )

bi

pi

S
pi

pi r

fi

i

P

p

L

C
C

C

C

C

C
L
R
R R
z z z L
r r R R

vt L
Pe


=

=

=

=

ここで

カラム内液相内の成分濃度

粒子内液相内の成分濃度

粒子内固相表面の吸着濃度

粒子表面の液相の成分濃度

カラム入口部の供給濃度の時間変化

カラム入口部の供給濃度

カラムの長さ

粒子半径

粒子座標 で中心

カラム軸方向の無次元距離

粒子半径方向の中心からの無次元距離

無次元時間

( )2

: ( / )
:
:
:

: ( )

: (3 (1 ) / )
:
:

:

i bi

bi

pi

i p pi p

i i i b b

b

p

i

vL D
v
D
D

D L R v

Bi

Bi Biot

 

   





−

カラム内の液相のペクレ数

カラム内の液相内の流速

カラム内の液相内の拡散係数

粒子内の液相内の分子拡散係数

無次元係数

無次元係数

カラム内の空隙率

粒子内の空隙率

物質移動の 数

27



日本応用数理学会 2021 年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7--9)  Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会 

 

 

① カラム内の回分モデルを OCFEMによって定

式化する． 

 微分作用素(行列)を以下のように定義すると 

 

 

 

(1)式は以下のようになる． 

 

 

 

 

要素境界条件(要素接続条件)は以下のように

なる． 

 

境界条件は以下のようになる． 

  

 

 

 

② 粒子モデル(2)の直交選点法による定式化 

ここで、 

 

とおく． 

拡散項は以下のように変形できる． 

  

 

 

(2)式は，以下のように表される． 
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(16)式に(17)式を代入すると次式が得られる． 

 

 

 

 

 

 

ここで，微分作用素(行列)を以下のように定義

する．但し、球形の中心に対して対称な濃度分

布であるので，直交多項式は遇関数として r2

に関する多項式とする．r=0 の境界条件は必要

としない．この多項式の根を用いて微分作用素

行列を Lagrangeの補間式より計算する． 

 

 

 

微分作用素(行列)によって(20)式を定式化す

ると，次式を得る． 

  

 

 

 

 

境界条件は，  

 

 

 

ここで，IEは，局所選点番号 p，要素 kから全

体選点番号 bを関係付ける関数である． 

(21)式の     は，(19)式で表される成分

i(j)の i 行 j 列の正方行列でその各要素は Cp
に関して非線形である． 

 

3 まとめ 
 カラム内の定式化式(9)～(12),粒子内の定

式化式(19)(21)(22)より、(21)式の非線項(19)

式を繰り返し計算の初期値(計算結果値)を与

えることによって定数化して線形の連立方程

式を解き，その結果を用いて繰り返し計算をし

て収束させることが可能と考えられる． 

 
謝辞：T.Guらの文献を紹介してくれた株式
会社オルガノの岡田氏に感謝します． 
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微圧縮弾性体に対する分離型時間積分の安定性解析
山田 貴博
横浜国立大学
e-mail : tyamada@ynu.ac.jp

1 はじめに
固体構造の動的有限要素解析における陽的時

間積分法は，条件付き安定ではあるが，位相誤
差が少ないことから波動伝播現象の計算に適し
た手法である．この陽的時間積分法をゴム材料
のような微圧縮弾性体に適用する場合，数値安
定性が弾性波動における P波速度で表された
クーラン数で決定されるため，非常に小さな時
間刻みが必要となる．
この制約を緩和するため，筆者は拘束条件

付きハミルトン系に対する時間積分法である
Rattel法 [1]を拡張して得られた手法 [2]を微
圧縮弾性体に適用した [3]．この手法では，微圧
縮性を変位と圧力を未知数とする u-p混合型有
限要素法により考慮し，求解手続きを工夫する
ことで，圧力自由度のみの連立１次方程式を解
くアルゴリズムを導いている．得られた手法は，
P波の伝播に対しては陰解法，S波の伝播に対
しては陽解法となるような分離型時間積分と解
釈することができ，数値安定性は S波のクーラ
ン数で決定されるものであることを数値実験に
よって確認している．本報告では，提案する手
法の理論的な安定性解析について考察する．

2 分離型時間積分
領域 Ω で定義された密度 ρの微圧縮均質等
方弾性体の動的問題を考える．時刻 t に依存す
る変位 u を未知数とし, 外力が作用しないもの
とすると，運動方程式は次式で表される．

ρ
∂2u

∂t2
= ∇ · σdev −∇p (1)

ここで，σdev は偏差応力，p は圧力であり，等
容変形成分と体積変形成分を分離した構成則に
よりせん断弾性係数 G と体積弾性係数K を用
いてそれぞれ以下で与えられる．

σdev = G

{
∇u+ (∇u)t − 2

3
I∇ · u

}
(2)

p = −K∇ · u (3)

本研究では，変位と圧力を独立な未知数とする
混合型定式化を考え，偏差応力は変位から計算

される従属変数と考える．このとき，式 (2)の
偏差応力を代入した式 (1)と式 (3)を支配方程
式とする．
いま，空間離散化に LBBK条件を満足する
混合型有限要素法を適用し，本研究で提案する
Rattle法を拡張した時間積分法 [3]を用いると，
離散化方程式は 2つのステージで表されるもの
として，以下で与えられる．
[ステージ 1]

Vn+
1
2 =

1

∆t

(
Un+1 −Un

)
(4)

2

∆t
M

(
Vn+

1
2 −Vn

)
= −KUn + CPn (5)

SPn = −1

2
Ct
(
Un + Un+1 −∆tVn

)
(6)

[ステージ 2]

2

∆t
M

(
Vn+1 −Vn+

1
2

)
= −KUn+1 + CPn+1 (7)

SPn+1 = −1

2
Ct
(
Un + Un+1 + ∆tVn+1

)
(8)

ここで，Un,Vn,Pnは，それぞれ時刻 tn に対
応する n ステップの有限要素近似された変位
unh，速度 vnh，圧力 pnh に対するパラメータベ
クトルである．また，∆t = tn+1− tn は時間刻
みであり，Vn+

1
2 は nステップと n+ 1ステッ

プの中間時刻における速度に対応するベクトル
である．さらに，Mは質量行列, Kは偏差成
分に対する剛性行列，Cは体積ひずみと圧力の
積に対応する行列，Sは圧力のコンプライアン
スに対する行列であり，それぞれ以下で定義さ
れる． ∫

Ω
ρuh ·wh dx = WtMU∫

Ω
∇swh : σdev(uh) dx = WtKU∫

Ω
qh∇ · uh dx = QtCtU,∫
Ω

1

K
phqh dx = QtSP
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ここで，W,Qは，uh, phの許容変数であるwh,

qhに対応するパラメータベクトルである．圧力
については，１つの時間ステップにPnとPn+1

が各時間ステップで計算されるものとして現
れる．
さらに，質量行列M を対角化された集中化

質量行列 M̂ に置き換えると，変位と速度の消
去が可能となり，各ステージにおいて離散化方
程式を圧力のみの連立１次方程式に帰着させて
計算を行うアルゴリズムが得られる [3]．

3 安定性解析
離散化された変位，速度Un,Vnは，以下のよ
うにKer(Ct)と Im(C)の元に直交分解できる．

Un = Ũn + Ūn, Vn = Ṽn + V̄n (9)

Ũn, Ṽn ∈ Ker(Ct), Ūn, V̄n ∈ Im(C)

Cの定義より，Ũn, Ṽnは等容変形成分，Ūn, V̄n

は体積変形成分を意味している．また，剛性行
列は式 (2)を用いて等容変形成分により定義さ
れていることから，次式が成り立つ．

KŪn = 0 (10)

このとき，直交分解された変位と速度のベクト
ルにより，離散化方程式も分離される．
等容変形成分 Ũn, Ṽnについての離散化方程

式は以下のように表される．

Ṽn+
1
2 =

1

∆t

(
Ũn+1 − Ũn

)
(11)

2

∆t
M̂

(
Ṽn+

1
2 − Ṽn

)
= −KŨn (12)

2

∆t
M̂

(
Ṽn+1 − Ṽn+

1
2

)
= −KŨn+1 (13)

これは，Verlet法と一致する．したがって，等
容変形成分に対しては条件付き安定な陽的時間
積分を用いていることとなる．
一方，体積変形成分 Ūn, V̄nについての離散
化方程式は以下の通りである．
[ステージ 1]

V̄n+
1
2 =

1

∆t

(
Ūn+1 − Ūn

)
(14)

2

∆t
M̂

(
V̄n+

1
2 − V̄n

)
= CPn (15)

SPn = −1

2
Ct
(
Ūn + Ūn+1 −∆tV̄n

)
(16)

[ステージ 2]

2

∆t
M̂

(
V̄n+1 − V̄n+

1
2

)
= CPn+1 (17)

SPn+1 = −1

2
Ct
(
Ūn + Ūn+1 + ∆tV̄n+1

)
(18)

ここで，圧力Pn,Pn+1と速度 V̄n+
1
2 を消去し，

K̄ = CS−1Ctを体積変形に関する剛性行列と
して導入すると次の陰的時間積分に帰着される．

1

∆t
M̂
(
Ūn+1 − Ūn

)
=

1

2

(
M̂ +

∆t2

4
K̄

)(
V̄n + V̄n+1

)
(19)

1

∆t

(
M̂ +

∆t2

4
K̄

)(
V̄n+1 − V̄n

)
= −1

2
K̄
(
Ūn + Ūn+1

)
(20)

得られた体積変形成分に対する離散化方程式
の安定性解析を行うため，質量行列 M̂と体積
変形に関する剛性行列 K̄による次の一般化固
有値問題を考える．

−ω2M̂W̄ = K̄W̄ W̄ ∈ Im(C) (21)

この固有値問題の固有値ωiと固有ベクトルW̄i

を用いて，式 (19)(20)をモード分解すると，変
位のモードパラメータ ūni と速度のモードパラ
メータ v̄ni に関する次の漸化式が得られる．{

ūn+1
i

v̄n+1
i

}
=

 4−ω2
i ∆t

2

4+ω2
i ∆t

2 ∆t

− 16ω2
i ∆t

(4+ω2
i ∆t

2)2
4−ω2

i ∆t
2

4+ω2
i ∆t

2

{ūni
v̄ni

}
(22)

このとき，上式の行列の２つの固有値は絶対値
１の共役複素数となる．したがって，体積変形
成分に対する時間積分は無条件安定であると言
える．
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2次元遷音速流問題におけるTricomi方程式の変数分離解の記述する速度
場

高橋 幸聖, 川越 大輔, 磯 祐介
京都大学大学院情報学研究科
e-mail : taka hijiri@acs.i.kyoto-u.ac.jp

1 概要
Tricomi 方程式 ψss − sψθθ = 0 は、2 次元
定常遷音速流の振る舞いを hodograph上で記
述したものに対して、遷音速領域上での近似を
行って得られる偏微分方程式であり、いわゆる
混合型に分類される。本研究では、従来の研究
とは逆の発想に立ち、Tricomi方程式の解に対
応する物理空間での挙動を論じる。具体的には
Tricomi方程式の変数分離解に着目し、この特
解が一つの流れを表していると仮定した上で、
速度場への Legendre変換を経由して、変数分
離解の物理的な現象面での流れの再現を行った。
本講演では、その過程を説明すると共に、導か
れた流れの概形の図示を行う。

2 導出
2次元Euclid平面における断熱条件下での理

想気体の渦無し定常等エントロピー流を考察の
対象とする。この断熱気体の比熱比をγと表す。
速度場の位置ベクトルを (x, y) ∈ R2または

z = x+ iy ∈ Cと書く。また、速度場の成分を
qまたは (u, v)と書く。速度の絶対値を q、偏
角を θと表す。
考察する流れが barotropic (順圧)であるこ
とから、Bernoulliの法則と合わせて、密度 ρ、
マッハ数M を、速さ qのみの函数とみなすこ
とができる。特に、M = 1となる qの値を q∗
と表し、q = q∗のときの ρの値を ρ∗と表す。
衝撃波が存在しない、またはエントロピー増

大を無視できる、と仮定すると、渦無しの条件
uy−vx = 0および連続の条件 (ρu)x+(ρv)y = 0

より、この速度場上で、ポテンシャル ϕ(z)と
流れ函数 ψ(z)が存在する。このポテンシャル
や流れ函数が満たす方程式が非線型であるため
に、直接的な解析は困難である。
ここで、hodograph変換を導入する。hodo-

graphは、流れの振る舞いを速度平面で表現し
たものであり、2次元の速度ベクトルを独立変
数として扱う。位置を速度に対応させる写像を
考えると、この写像はヤコビアンが非零である

点の近傍で微分同相写像となるため、この正則
点の近傍では速度場上の物理量を速度変数の函
数とみなせる。
このとき、hodograph上で ϕ, ψ の線型連立
偏微分方程式を得られる。これをChaplygin方
程式系という。
また、変数変換

σ :=

∫ q

q∗

ρ

ρ∗q
dq

を施すと、Chaplygin方程式は
K(σ)ψθθ + ψσσ = 0,

K :=
(
ρ∗
ρ

)2
(1−M2)

と簡略化できる。この変数変換について、σ ≈ 0

は q ≈ q∗に 1対 1対応する。
上の断熱気体におけるKを遷音速領域σ ≈ 0

で近似するモデルとして、Tricomi気体を導入
する。この気体では、KTricomi(σ) := −(1+γ)σ

と σの 1次函数で近似を施す。このとき、定数
倍 s = (1 + γ)1/3σとして、Tricomi方程式

sψθθ − ψss = 0 (1)

を得る。

3 変数分離解
Tricomi方程式の定義域を矩形領域Ω : −π <

θ ≤ π, s0 < s < s1 (s0 < 0 < s1; s0, s1 :

const.)に取り、θ方向の周期境界条件を課す。
また、解の空間をC2(Ω)∩C0((Ω))に取る。さ
らに函数の値域は実数とする。このときの変数
分離型 ψ(s, θ) = a(θ)b(s)の特解を求める。k:

非負整数について、任意の実定数 ack, a
s
k, b

A
k , b

B
k

と第 1種、第 2種のAiry函数Ai(−s),Bi(s)を
用いて、函数を
ak(θ) = ack cos(kθ) + ask sin(kθ)

bk(s) = bAk Ai(−k2/3s) + bBk Bi(−k2/3s)
(2)

と定めると、この積 ψk(s, θ) := ak(θ)bk(s)は
Tricomi方程式 (1)と上の周期境界条件を満た
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す。また、この変数分離解の線型和もまた (1)

の解である。本研究は、この変数分離解 ψkが
一つの流れを表しているという仮説に立脚して
いる。
このψk(s, θ)に対応するポテンシャルϕk(s, θ)

は、Tricomi気体において、
dϕ = (1+γ)1/3

ρ∗
(ψsdθ + sψθds)

を完全微分形の微分方程式として解いて、
ϕk(s, θ) = − (1+γ)1/3

ρ∗
a′k(θ)b

′
k(s)

と書ける。ただし、この ′記号は導函数を表す。

4 Legendre逆変換
現象面上の ϕ, ψの速度平面への Legendre変

換を、{
Φ(u, v) := ϕ(x, y)− (ux+ vy)

Ψ(u, v) := ψ(x, y) + ρ(vx− uy)

で与える。
ϕkの Legendre変換をΦkとおく。この Leg-

endreポテンシャルについて、偏微分方程式

Φk − q∂Φk

∂q
= −(1 + γ)1/3q∗a

′
k(θ)b

′
k(s)

を得る。この方程式もまた変数分離で解けて、

Φ
k
(q) = q

[
C +

∫ q 1

q2
bk(s)dq

]
とおいて、

Φk(q, θ) = (1 + γ)1/3q∗a
′
k(θ)Φ

k
(q)

と表せる。ただし、C は任意の実定数である。
ここで、[2]の解析と同様にして、Tricomi気
体において 1/q(s)は、

d2

ds2

(
1

q

)
= −s1

q

という関係式を満たす。即ち、ある実定数CA, CB
を用いて、

1

q
= CAAi(−s) + CBBi(−s) =: w(−s) (3)

と書ける。さらに、Tricomi気体の音速での速
さと密度から、定数CA, CBの値を求められる。
これを用いて、Φ

k 中の積分が s, θの陽函数
として得られるので、(
x

y

)
= −

(
dΦ
du
dΦ
dv

)
= −

(
dΦ
dq cos θ − 1

q
dΦ
dθ sin θ

dΦ
dq sin θ + 1

q
dΦ
dθ cos θ

)
を用いて、対応する位置も s, θの陽函数として
計算できる。

5 速度場の図示
その流れの一例を図示する。ここでは、k :=

4, a4(θ) := cos 4θ, C := 0として、
b4(s) ≡ Ai(−42/3s),Bi(−42/3s) のそれぞれに
ついて位置函数を計算し、速度場をプロットし
ている。

図 1. b4(s) ≡ Ai(−42/3s)

図 2. b4(s) ≡ Bi(−42/3s)

本講演では、微小変位解析を通して得られた
位置函数と今回の Legendre逆変換により得ら
れた位置函数とで性質の適合性を比較する。
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膨張する円周上における Kuramoto–Sivashinsky 方程式に対する
Crank–Nicolsonスキームの解の存在性・一意性・収束性
小林 俊介 1,2, 矢崎 成俊 3

1京都大学理学研究科附属サイエンス連携探索センター，2理化学研究所数理創造プログラム，
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1 導入
本講演では，以下の非線形偏微分方程式に対

して数値解を構成し，厳密解との 2次の誤差評
価を与える：

ut +
δ

R4
uσσσσ +

1

R2

(
α− 1 +

δ

R2

)
uσσ

+
α− 1

R2
u− vc

2R2
u2σ = 0.

(1)

ここで，u : [0, 2π] × (0, T ); (σ, t) 7→ R，R =

R(t) ∈ R である．方程式 (1) は，Kuramoto–

Sivashinsky（KS）方程式とある時空スケール
で同値となる界面方程式

N ·Xt = vc + (α− 1)κ+ δκss (2)

の半径 R(t) の円周解からの高さ関数に対応す
る（[1]）．変数変換 x = Rσ, f(x, t) = −u(σ, t)

を行い，極限 R→∞ をとることで，(1) から
KS 方程式（[2, 3]）を形式的に得ることができ
る．この意味で (1) を円周上で定義された KS

方程式と呼ぶ．
以下，(1) に微分を施した v = uσ の方程式：

vt +
δ

R4
vσσσσ +

1

R2

(
α− 1 +

δ

R2

)
vσσ

+
α− 1

R2
v − vc

R2
vvσ = 0

(3)

に対して
∫ 2π
0 v dσ = 0と周期境界条件 v(σ, t) =

v(σ+2π, t)を課し，(3)に対するCrank–Nicolson

有限差分スキームによる数値解の存在性・一意
性・収束性に関する結果を述べる．そして，(3)

の数値解から (1) の数値解を構成し，厳密解 u

との 2次の誤差評価を与える．さらに，(1) と
(2) に対する数値計算結果を比較することで，
(2) の解の波数選択性について，(1) が見通し
の良い説明を与えることを紹介する．

2 離散化
T > 0，L = 2π，J ∈ N，N ∈ N，h =

2π/J , xi = ih, i ∈ Z, k = T/N , tn = nk

(n = 0, 1, . . . , N)とおく．また，RJper := {V =

(Vi)i∈Z; Vi ∈ R and Vi+J = vi, i ∈ Z} と定
める．V ∈ RJper，i ∈ Z に対して，∆hVi =

(Vi−1 + 2Vi + Vi+1)/h
2, ∆2

hVi = (∆hVi−1 −
2∆hVi + ∆hVi+1)/h

2 と書き，V 0, . . . ,V N ∈
RJper に対して，∂V n = (V n+1−V n)/k, V n+ 1

2 =

(V n + V n+1)/2 と書くことにする．
さて，方程式 (3) に対する Crank–Nicolson

有限差分スキームを考える．真の解 vn ∈ RJper,
vni := v(σi, t

n) を，n = 0, 1, . . . , N − 1 に対
して

∂V n + Ln+
1
2

h V n+ 1
2 =

vc
6hR2

n+ 1
2

φ(V n+ 1
2 ,V n+ 1

2 )

(4)

で算出される V n により近似する．ここで，
Rn = R(tn)は givenでありLnh : RJper → RJper;
(LnhV )i := δ

R4
n

∆2
hVi + 1

R2
n

(α − 1 + δ
R2

n
)∆hVi +

α−1
R2

n
Vi, φ : RJper×RJper → RJper; (φ(V ,W ))i =

(Vi−1 + Vi + Vi+1)(Wi+1 −Wi−1).

RJperにおける離散L 2内積 (·, ·)hは (V ,W )h :=

h
∑J

i=1 ViWi (V ,W ∈ RJper)であり，離散 L 2

ノルム ‖ ·‖h は ‖V ‖h := (h
∑J

i=1(Vi)
2)

1
2 (V ∈

RJper) である．

3 Crank-Nicolson スキームによる解の
存在性，収束性，一意性
離散方程式 (4) の解の存在，一意性，収束性
に関する結果を紹介する．なお，証明の方針は
Akrivis [4] に基づく．
以下，R(0) >

√
δ/(α− 1)とする．Brouwer

の不動点定理から近似解の存在が示される：

Proposition 1. k < 8δ/
(
α− 1− δ/R(T )2

)2
に対して，(4) の解は存在する．

また，vσ の有界性（[5]）から以下の収束性
が示される：

Theorem 2. (3) の解 f は十分滑らかであ
るとし，V 1

CN,V
2
CN, . . . ,V

N
CN ∈ RJper は初期値
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V 0
CN = v0 における (4)の解とする．さらに，あ
る正数 M が存在し sup0≤t≤T ‖∂v/∂σ‖∞ ≤M
とする．このとき，十分小さな k に対して k

と h に依らないある定数 c が存在して

max
0≤n≤N

‖vn − V n
CN‖h ≤ c(k2 + h2). (5)

さらに，解の一意性が帰納法により示される：

Proposition 3. Theorem 2 の仮定の下，十
分小さな kh−1/5 に対して，近似解は一意に求
まる．

4 V n から Un の構成
I(t) = 1

2π

∫ 2π
0 u dσとおくと It = − α−1

R(t)2
I(t)+

vc
4πR(t)2

∫ 2π
0 v(σ, t)2dσ を満たす．これを利用し，

Uni を以下で算出する：

Uni := Ĩ(tn)dσ +

∫ σi

0
Ṽ (ξ, tn)dξ

− 1

2π

∫ 2π

0

(∫ σ

0
Ṽ (ξ, tn)dξ

)
dσ.

(6)

ここで，Ṽ (σ, t) は V n
i , V

n+1
i , V n

i+1, V
n+1
i+1 によ

る線形補間 Ṽ n
i (σ, t) による重ね合わせであり，

Ĩ(tn) は Ṽ (σ, t) を利用して求めた I(tn) の近
似値である．直接の計算から，|I(tn)− Ĩ(tn)| ≤
c(k2+h2)と |

∫ σ
0 (v(ξ, tn)−Ṽ (ξ, tn))dξ| ≤ c(k2+

h2) が分かり，以下の結果を得る：

Theorem 4. u は十分滑らかとし un ∈ RJper
(uni = u(σi, t

n)) とする．また，U1, . . . ,UN ∈
RJper は初期値 U0 = u0 を用いて (6) により算
出されたものとする．v = ∂u/∂σ にTheorem 2

と同じ仮定をおく．このとき，十分小さな k と
h に対して以下が成り立つ：

max
0≤n≤N

‖un −Un‖h ≤ c(k2 + h2). (7)

5 数値計算例（波数選択性）
(3) の近似解を Newton 法を用いて求め，そ

れを利用して u に対する近似解を (6) により
算出した．図 1 では，dt = 0.01, N = 1024,

T = 100, vc = 0.001, α = 1.5, δ = 4.0,

R(0) = 18 としており，初期値は u(σ, 0) =

0.1
∑4

i=1 cosmiσ (mi = 5 + i) としている．ま
た，(a)は (6)で算出した近似解 Uni を用いて得

られる (R(tn)+Uni )

(
cosσi
sinσi

)
(i = 1, . . . , 1024)

を実線で，界面方程式 (2) に対する数値解を緑

点で，t = 0, 20, . . . , 100 毎に表示しており，内
側から外側へと時間発展している．また，(b)で
は初期値 u(σ, 0)と最終時刻の数値解 u(σ, 100)

をそれぞれ点線と実線で表示している．
図 1 から分かるように，(1) は (2) の解の
挙動を定性的に精度良く近似している．また，
(1) を通して (2) における解の不安定化を理解
できることを示唆している．実際，上述のパラ
メータや初期値は，[1] で調べられた線形化安
定性解析の結果に従い，波数 6が顕在化するよ
うに選択されている．

-20
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-20 -10  0  10  20
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(a)

-1.5

-1
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図 1: 数値計算結果．
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複雑な境界を持つ領域への代用電荷法による数値等角写像の方法について
岡野 大 1, 佐竹 希一 2

1愛媛大学大学院理工学研究科，2愛媛大学工学部
e-mail : okano@cs.ehime-u.ac.jp

1 はじめに
天野 [1]は, 等角写像の問題をポテンシャル

問題に帰着し, これに代用電荷法を適用する数
値等角写像の方法を提案した. この方法は様々
な単連結・多重連結領域の等角写像の問題に適
用可能な方法として発展している.ここで利用
される代用電荷法はポテンシャル問題, すなわ
ち Laplace方程式の Dirichlet境界値問題のた
めの数値計算法である. 原理が簡単で実装がし
易く, 単純で規模の小さな問題であれば, 計算
機資源の要求も小さい. とくに, 理論的には, 近
似写像関数を構成する基底関数数を増加させる
ことで近似誤差を指数関数的に減少させられる
ことは優れた特長と言える [2].

一方, より実際的な問題, あるいは興味深い
問題において等角写像の写像関数を得て利用し
ようという場合には, さらに整備が必要な状況
にある. というのも, 近似精度向上のために多
くの基底関数を用いる, またそれに応じて境界
上の補間点数を増やすことにすると, 代用電荷
法において解くべき連立一次方程式の規模が大
きくなってしまう. 原理的に, 係数行列は密で
条件数の増加が著しく, 信頼できる解を得るこ
とが難しい. 問題の規模を適切に保つ必要があ
るとも言えるが, 例えば実際の地形にもとづい
た海流・河川流を 2次元流と見做し, 計算に等
角写像を利用することを考える等の場合, 十分
な結果を得るためにはある程度の問題を解く必
要はある. 本研究では, このような想定で代用
電荷法による数値等角写像の方法を利用する場
合の計算における工夫について取り組む.

2 代用電荷法による数値等角写像
境界 C を持つ連結問題領域Dを考える. C

は自身と交わることの無い Jordan閉曲線とす
る. Cが複数の境界閉曲線C1, . . . , Cnから成る
のであればDを n重連結領域とすることも考
えられる. ここでは n = 1とし, よく知られた
単連結領域の Riemannの等角写像の問題をい
くつかの条件のもとで考え, 天野の方法を説明
する. 具体的には Dを変数 z の複素平面に置

き単位円板 S = {w | |w| < 1}へ等角写像する
関数 w = f(z)の近似 F を得ることを考える.

さらにD中に z平面の原点が含まれ f(0) = 0,

f ′(0) > 0という正規化条件を導入すれば f は
一意に定まり, これを近似する F を求めればよ
いことになる. 共役な調和関数対 g, hを次式を
満たすように定めると

f(z) = z exp[g(z) + ih(z)] (1)

D と S との境界対応から境界条件 |f(z)| = 1

を得て, 調和関数 gの境界値問題

g(z) = − log |z| (z ∈ C) (2)

が導かれる. 代用電荷法を適用し gの近似

G(z) = G0 +
N∑
j=1

Qj log |z − xj | (3)

をD外に置いた電荷点 x1, . . . , xN を極とする
対数ポテンシャル log |z − xj |の線形結合で表
わし, Gとその複素共役対を用い F を得る.

F (z)=z exp

G0 + iH0 +
N∑
j=1

Qj log(z − xj)


(4)

定数 G0 + iH0 と電荷 Q1, . . . , QN は境界条件
を境界上に置いた拘束点 y1, . . . , yN を補間する
ように緩和した拘束条件と不変性条件

G(yk) = − log |yk| k = 1, . . . , N, (5)

N∑
j=1

Qj = 0 (6)

および正規化条件から定めることができる. 近
似写像関数 F を得るためには (5),(6)に対応す
る連立一次方程式を解くことが必要になる. こ
うして定めるG0 + iH0, Q1, . . . , QN により F

の近似精度も決まるので電荷点・拘束点を適切
に選択し, 連立一次方程式を精度よく解くこと
が重要な問題と言える.

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

35



3 多重連結領域への適用と境界毎の誤差
多重連結領域を扱うことをは, 本研究で想定
する規模の大きな連立一次方程式が出現する主
たる原因となり得る. 前節で述べた通り, 連立
一次方程式は境界条件から導かれる補間条件か
ら得られるので, 境界閉曲線が増えれば補間点
は増える. 多重連結領域の問題において, 前節
のGにあたる近似調和関数は次式で表せる.

G(z) = G0 +

n∑
l=1

Nl∑
j=1

Qlj log |z − xlj | (7)

ここでは, 問題領域 Dを C1, . . . , Cn を境界閉
曲線とする n重連結領域と考えている. xlj は
Clを越えたDの外部に置かれた電荷点であり,

境界閉曲線Clに対しNl個ずつ置かれていると
いう想定である. 同様に閉曲線毎に置いた補間
点となる拘束点を ylkとすれば, 拘束条件は

G0 +
n∑
l=1

Nl∑
j=1

Qlj log |ylk − xlj | = ψ(ylk) (8)

と, この問題における境界値関数 ψを用いて表
わせる. ここで 1つ目の境界 C1に注目して拘
束条件を変形する.

G0 +

Nl∑
j=1

Q1j log |y1k − x1j |

= ψ(y1k)−
∑
l ̸=1

Nl∑
j=1

Qlj log |ylk − xlj |. (9)

これはC1を境界とする単連結領域のポテンシャ
ル問題に代用電荷法を適用した場合に相当する.

近似調和関数を与える電荷点は x1j で右辺は ψ

に対数関数を加えた境界値関数と見做せばよい.

未定係数はQ11, . . . , Q1N1で,それ以外のQljは
境界値関数を与える定数と考えられる. 実際に
この見做し問題を解いて得た近似解は, 連立一
次方程式を問題なく解くことができれば, 元の
問題の近似と一致する. また, 境界 C1 上の境
界条件の近似誤差は単連結領域の問題と見做し
たときの理論通りのふるまいをする. したがっ
て, 多重連結領域の問題は境界外部に対数関数
程度の特異性を加えた単連結領域の問題を組合
せたものと考えることができる. 電荷点・拘束
点配置の選択は個々の境界閉曲線毎に適切に定
めればよく, また調和関数の最大値原理を考え
れば, 全体の近似精度も個々の問題の補間精度
から導けることは明らかである.

4 提案法
前節で述べた多重連結領域の問題を境界毎に
取り出して,一部の電荷点・拘束点を用いた代用
電荷法の適用として考える方法はDが多重連
結領域でない場合,あるいは注目する電荷点・拘
束点が個々の境界閉曲線と対応しない場合にも
有効である. すなわち, 次の部分的に取り出さ
れた拘束条件を満たす未定係数をQ1, . . . , QM
を定め, 全体の近似解に還元するということが
考えられる.

G0 +

M∑
j=1

Qj log |yk − xj |

= ψ(yk)−
N∑

j=M+1

Qj log |yk − xj |. (10)

これを, 規模の大きな問題に代用電荷法による
数値等角写像を適用するための方法として提案
する. 実際に有効な結果を得るためには, 問題
とその図形的な関係性を利用して適切に部分的
な代用電荷法の適用対象を取り出す必要がある.

提案法は野中ら [4]による Schwarzの交代法
の応用と深い関連性がある. 野中らは問題領域
の分割にもとづく一般の代用電荷法について想
定しているが, 本研究では対象を数値等角写像
の方法に限定し, より明確な有効性を示すこと
を企図している.

5 おわりに
講演では提案法の詳細とその効果の検証につ
いて述べる.
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非整数階拡散方程式に対する代用電荷法の適用について

大江 貴司 1

1岡山理科大学理学部
e-mail : ohe@xmath.ous.ac.jp

1 はじめに

非整数階拡散方程式は土壌内の汚染物質の拡
散や生体内の物質の移動で起こる異常拡散現象
の数理モデルとして現れ，近年その数値解析手
法の研究が盛んに行われている．偏微分方程式
の数値解析手法の中でも代用電荷法は，主に静
的な方程式に対する手法として利用されてきた．
最近では，拡散方程式のような時間依存する方
程式に対する研究も行われつつあるが，空間分
布のみを代用電荷法で近似し，時間分布につい
ては差分法を用いたものが多く (例えば [1])，空
間・時間両方に依存する基本解を用いたものは
少ない [2, 3, 4]．
本講演では非整数階拡散方程式に対し，空間・

時間両方に依存する基本解を用いた代用電荷法
を適用し，その性質について数値実験を基に検
証する．

2 代用電荷法による近似解の構成

Ω ⊂ Rn, (n = 2, 3)を有界で単連結な領域で
その境界∂Ωはなめらかであるとし，0 < α < 1

とする．本講演では，領域Ωにおける非整数階
拡散方程式の初期値・境界値問題

∂αt u(t,x) = D∆u(t,x)− µau(t,x),

(t,x) ∈ (0, T )× Ω, (1)

u(0,x) = 0, x ∈ Ω, (2)

u(t,x) = f(t,x), (t,x) ∈ (0, T )× ∂Ω, (3)

の解 u(t,x)の近似解の構成を考える．ここで，
T > 0，µa > 0はそれぞれ定数であり，f ∈
C∞((0, T )× ∂Ω), f(0,x) = 0とする．時間に
関する非整数階微分 ∂αt は Caputo の意味で考
える．
領域 Ωを囲い込む閉曲線 (面)S ⊂ Rn\Ωを
ひとつ取り，S 上に適当にM 個の点 ym, 1 ≤
m ≤ M をおく．また時間区間 [0, T ]を L個の
等間隔の小区間∆t = T/Lで区切り，tl = l∆t

とおく．さらに定数 δτ (ただし 0 < δτ ≤ ∆t)

をとる．これらのパラメータを用いて，初期
値・境界値問題 (1)-(3) の解 u(t,x)の近似関数

U(t,x)を

U(t,x) =

L′∑
l=0

M∑
m=1

ql,mG(t,x; tl−δτ,ym), (4)

で構成する．ここで，G(t,x; s,y)は非整数階拡
散方程式 (1)の基本解であり，L′ は tL′−δτ ≤
t < tL′+1 − δτ を満たす整数，また ql,mは実定
数である．G(t,x; s,y)が基本解であることか
ら，U(t,x)は非整数階拡散方程式 (1) を厳密
に満たす．
定数 ql,mは U(t,x)が初期条件 (2)および境
界条件 (3)を近似的に満たすように決定する．
初期条件については q0,m = 0 とすればよい．
境界条件については，境界 ∂Ω上に ymと同じ
く M 個の拘束点 xn ∈ ∂Ω, 1 ≤ n ≤ M を
取り，これらの点において境界条件を時間分点
t = tl, 1 ≤ l ≤ Lで満たす，すなわち

U(tl,xn) = f(tl,xn),

1 ≤ l ≤ L, 1 ≤ n ≤M, (5)

を満たすように決定する．このとき，ql+1,mは
それより前の時刻の値q0,m, q1,m, q2,m, · · · , ql,m
を用いて，M 個の線型方程式

M∑
m=1

ql+1,mG(tl+1,xn; tl+1 − δτ,ym)

=f(tl+1,xn)

−
l∑

j=0

M∑
m=1

qj,mG(tl+1,xn; tj − δτ,ym),

(6)

を解くことで逐次的に計算できる．

3 基本解の数値計算法

非整数階拡散方程式 (1)の基本解G(t,x; s,y)

は一般には初等関数で表すことはできないた
め，数値計算には工夫が必要となる．本講演で
は Fourier-Laplace 変換を用いた表現を基に,

数値積分を適用した方法を示す．ここでは 2次
元の場合のみについて示すが，同様の方法で 1

次元や 3次元の場合も計算できる．
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式 (1)を時間 tについて Laplace 変換し，さ
らに空間 x について 2 次元 Fourier 変換を施
すと

sαL̂(G)(s,k)− sα−1 +D|k|2L̂(G)(s,k)

+µaL̂(G)(s,k) = 0, (7)

を得る．ただし, L(G)(s,x)は G(t,x; 0,0)の

Laplace 変換を, L̂(G)(s,k)は L(G)(s,x)の 2

次元 Fourier 変換を表す．なお k = (κ, λ) ∈
R2, |k|2 = κ2 + λ2である．また，基本解につ
いてG(t,x; s,y) = G(t−s,x−y; 0,0)が成立

することに注意しておく．式 (7)を L̂(G)(s,k)

について解くと

L̂(G)(s,k) =
sα−1

sα + (D|k|2 + µa)
, (8)

を得る．
式 (8)の逆変換を，逆Laplace変換，逆Fourier

変換の順に施し，さらにκ = ρ cos θ, λ = ρ sin θ

という変数変換を施すと

G(t,x; 0,0) =

1

2π

∫ ∞

0
Eα(−(Dρ2 + µa)t

α)J0(ρ|x|)ρdρ, (9)

という表現が得られる．ここで Jn(z)は第 1種
Bessel関数，Eα(z)は 1パラメータの Mittag-

Leffler 関数

Eα(z) =
∞∑
l=0

zl

Γ(αl + 1)
, (10)

である．式 (9)は振動する関数の無限区間積分
を含むが，緒方-杉原による二重指数型数値積
分公式 [6]を用いることで精度良く計算できる．

4 数値実験

前節で示した解法の数値実験例を示す．領域
Ωは原点を中心とする単位円盤とし，時間微分
階数をα = 0.5とした．また，式 (1)のパラメー
タはD = 1.0, µa = 0.0 とおいた．比較対象と
する厳密解としては，1次元非整数階微分方程
式の初期値問題

∂αt v(t, x) = ∂xxv(t, x) + g(t)δ(x− 2),

(t, x) ∈ (0, T )× R, (11)

v(0, x) = 0, x ∈ Ω, (12)

ただし

g(t) =

{
2(1− cos(π(t− 1)/2), 1 ≤ t < 5,

0, 0 ≤ t < 1, 5 ≤ t,
(13)

を解き，u(t,x) = v(x · d − 2)， ただし d =

(cos(π/5), sin(π/5))として与えた．
代用電荷法を適用するにあたり，Sを原点を
中心とする半径 1.5の円周とし，点 xn, ymは
それぞれ 20 点を等間隔に配置した．また時間
刻み∆t = 0.05とおき，δτ = ∆t/2 とした．
図 1に t = 3および t = 6 における x軸上
での厳密解 u(t,x)と数値解U(t,x)の比較を示
す．なお、図 1に示した範囲において，相対誤
差の最大値は約 3%であったことから，良好な
数値解が得られているものと考えられる．

図 1. t = 3および t = 6 における x軸上での u(t,x)と
U(t,x)の比較
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複素自励系の時間大域解に関する精度保証について
新田 光輝 1, 山本 野人 1

1電気通信大学
e-mail : knitta@uec.ac.jp

1 はじめに
2次元自励系常微分方程式で記述される力学

系のうち

v̇ = J v + p(v), v(t) ∈ R2

の形のものを考える。ここに

J =

(
0 −1

1 0

)
,

また p(v) は v の 2次以上の項を表す。
この系は、2次元Hamilton系やHopf分岐理

論と関係する重要な系である。特に、原点が非
双曲型平衡点であることに注意されたい。
我々は、この系に対して精度保証法によって

狭義Lyapunov関数を局所的に構成する方法を
提示している [1]。しかしながら全ての場合に
適用できるわけではない。[1]の方法によって
Lyapunov関数を構成できないケースの典型と
しては、v = (v1 , v2)

T に対して

z = v1 + iv2 ∈ C

と置いて得られる次の系がある。

ż = if(z).

ここに f(z) は原点を内点に含む領域D ∈ Cで
正則な複素関数である。
本稿ではこの問題の時間大域解や周期解を精

度保証法をベースとして解析する手法を提案
する。

2 扱う問題
問題：次の方程式を満たす z(t) ∈ C を求

めよ。

ż = if(z),

z(0) = z0 ∈ D ⊂ C.
(1)

ここに
• 領域 D は z = 0 を内点として含む連結
な開集合で、単位円の内部と同相である。

• f(z) はDで正則な複素関数とする。
これに対して次の仮定を措く。

[1] 領域 D 内で f(z) は J 個の零点 z0j ,

j = 1, 2, · · · , J を持つ。
なお J = 0 を許す。

[2] z0j における 1
f(z) の留数 Res 1

f(z0j )
は

全て実数である。
参考文献 [2] [3]からの知見を踏まえれば、方程
式 (1)は原点近傍で周期解またはホモクリニッ
ク軌道を持ち、それは連続分布すると予想され
る。そこで、原点からある程度離れた位置を始
点とする時間大域解の存在を精度保証法で検証
したい。さらに、連続分布する閉軌道の存在範
囲も精度保証法で示したい。しかしながら、
• 原点近傍での解の様相から、時間大域解
の存在領域を狭義の局所 Lyapunov関数
の構成によって同定することは困難であ
る。従って、Lyapunov関数に依らない
方法を提案したい。

• 周期解の存在を証明する精度保証法には
Poincaré写像を用いるものなどがあるが、
不動点定理に依拠する限り、連続分布す
る周期解軌道の存在証明は難しい。従っ
て、不動点定理に依らない存在証明を精
度保証で与える方法を考えたい。

3 定理
3.1 基本の定理
以下の定理は (1)の右辺が正則であることか

ら導かれる帰結である。

定理 1 仮定 [1][2]に加え、領域 D 内の単一曲
線 C に対して次を仮定する。
(i) f(z) ̸= 0, ∀z ∈ C.

(ii) 相異なる点 p, q ∈ C を任意に取り、積分
路を pと qを結ぶC上の弧に取ったとき

Re

∫ q

p

1

f(z)
dz ̸= 0. (2)
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このとき領域 D 内に初期点 z0を持つ時刻 T >

0 までの (1)の解軌道 {φ(t, z0)}0≤t≤T が D内
に留まる限り、これが曲線 C と 2点で交わる
ことはない。

証明は、曲線Cと (1)の解軌道が成す閉曲線に
対して留数定理を用いる。

3.2 時間大域解に関する定理
定理 1から、時間大域解の存在領域を精度保

証法で検証するための定理が導かれる。以下、
これを記述する。
領域D内に z = 0中心の円と円板を取る。

Sr = {z ∈ C| |z| = r } ⊂ D,
Br = {z ∈ C| |z| ≤ r } ⊂ D.

ただし rは、z0j ̸∈ Sr, 1 ≤ ∀j ≤ J となるもの
を選択する。
Sr 上に積分路をとる定積分によって H :

R→ R を

H(θ; r) = Re

∫ reiθ

r

1

f(z)
dz

と定義する。このとき H(θ; r) は θ ∈ R にお
いて連続であって、
• 仮定 [2]と留数定理よりH(0; r) = H(2π; r) =

0

である。
次の定理は円板 Br 内に留まる解が存在する

ための十分条件を与える。

定理 2 仮定 [1], [2] のもとで方程式 (1) を考え
る。円 Sr 上で H(θ; r)の最大値を与える全て
の θM ∈ [0, 2π) について

1 < Re

(
z

f(z)

df

dz
(z)

)∣∣∣∣
z=reiθM

(3)

が成立するものとする。このとき、解軌道φ(t, reiθM )

は各 θM で円 Sr に内接し、かつ θM 以外の点
で Sr と交わらない。すなわち

φ(t, reiθM ) ⊂ Br, −∞ < t <∞

が成立する。

注意：この定理の内容は、円Sr上で H(θ; r)の
最大値を与える θM を、最小値を与える θm ∈
[0, 2π) に入れ替えても同様に成り立つ。

4 適用
非線形シュレディンガー方程式から導かれる

複素力学系を考える。これは、複素関数 a0(t),

a1(t) ∈ C1(R,C) に関する常微分方程式であ
り、次の形を取る。

ȧ0 = i(a20 + a21),

ȧ1 = i(−1 + 2a0)a1.
(4)

興味の中心は、
• |a0| < |a1| の領域に初期点を持つ解軌道
が有界領域に留まるための条件は何か？

である。
講演では、方程式 (4)に対して我々の定理を

適用し、時間大域解の存在条件や連続分布する
周期解の存在範囲に関する精度保証結果につい
て述べる。
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自然境界条件を伴う楕円型正則化による移流方程式の数値計算
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1 概要
楕円型正則化は [1]や [2]に見られる通り，退
化楕円型方程式などの解析に用いられる手法
である．本研究では，移流方程式を退化楕円型
方程式とみなすことで楕円型正則化を適用し，
数値計算に応用することを目指す．移流方程
式の境界値問題に対して楕円型正則化を用い
る場合，流入境界に課された所与の境界条件に
加えて，流出境界における付加的な境界条件が
必要となる．この付加的な境界条件として斉次
Dirichlet条件及び斉次 Neumann条件 (自然境
界条件)を用いた場合の数学解析及び数値計算
例を報告する．

2 退化楕円型方程式と楕円型正則化
Ω ⊂ Rdは有界領域で，その境界 Γ := ∂Ωは
十分なめらかとする．次の形をした 2階の微分
作用素 Lを考える：

L = −
d∑

i,j=1

∂i(aij∂j) +
d∑
i=1

bi∂i + c. (1)

ここで，∂iは第 i変数xiに関する偏微分を表し，
aij , bi, c : Ω→ Rは有界可測函数とする．Lが
退化楕円型作用素であるとは，次を満たすν ≥ 0

が存在することをいう：ほとんど至る所のx ∈ Ω

と任意の ξ ∈ Rdに対して∑d
i,j=1 aij(x)ξiξj ≥

ν|ξ|2となる．退化楕円型作用素の定義で ν > 0

ととれる場合，Lは一様楕円型作用素と呼ばれ
る．εは正の実数とし，Lは退化楕円型作用素と
するとき，Lε = −ε∆+Lにより定まるLεは一
様楕円型作用素となる．ここで ∆ =

∑d
i=1 ∂

2
i

は Laplacianである．(1)で定まるLに対して，
H1(Ω)上の双線型形式L を次で定める：

L (u, η)

=

∫
Ω

 d∑
i,j=1

aij∂iu∂jη +
d∑
i=1

bi(∂iu)η + cuη

 dx

(2)

楕円型偏微分方程式論における標準的な議論か
ら，次のことがわかる．

定理 1. Lは退化楕円型作用素とし，L (η, η) ≥
µ∥η∥2L2(Ω)(

∀η ∈ H1
0 (Ω))を満たす µ > 0が存在

すると仮定する．このとき各 ε > 0に対して
Lε = −ε∆ + L とするとき斉次 Dirichlet 境界
値問題 {

Lεu = f in Ω,

u = 0 on Γ

は任意の f ∈ L2(Ω)に対してただ一つのH1弱
解 uεを持つ．すなわち，

L ε(uε, η) =

∫
Ω
fηdx (∀η ∈ H1

0 (Ω))

を満たす uε ∈ H1
0 (Ω)が存在する．ここにL ε

は Lε に対して (2)により定まる双線型形式で
ある．さらにこのH1 弱解 uε に対して次の不
等式が成り立つ．

ϵ∥∇uε∥2L2(Ω) + µ∥uε∥2L2(Ω) ≤ µ
−1∥f∥2L2(Ω)

(3)

■

(3)から，{uε}ε>0はL2(Ω)において有界列を
なすことがわかる．したがって {uε}は L2(Ω)

において弱収束する部分列を含む．この部分
列の弱収束極限 u ∈ L2(Ω)について次が成り
立つ．
定理 2. 定理 1の仮定に加え，さらに aij , bi ∈
W 1,∞(Ω)を仮定する．このとき定理 1におけ
る {uε}は L2(Ω)において弱収束する部分列を
含み，その極限函数 u ∈ L2(Ω) について，∫
Ω
u(L∗η − f)dx = 0　 (∀η ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω))

が成り立つ．ただしL∗u = −
∑

i,j ∂j(aij∂iu)−∑d
i=1 ∂i(biu) + cu は Lの形式的随伴作用素で

ある． ■

3 移流方程式の境界値問題
Ωはこれまでと同様とする．β : Ω → Rdは

Ω上のなめらかなベクトル場とし，σ : Ω→ R
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は連続函数とする．Γ = ∂Ωの部分集合を次で
定義する：

Γ± = {s ∈ Γ | ±β(s) · n(s) > 0},
Γ0 = Γ \ (Γ+ ∪ Γ−).

ここで，n(s)は s ∈ Γにおける Ωの外向き単
位法線ベクトルである．Γ+ 及び Γ− はそれぞ
れ流出境界，流入境界と呼ばれる．移流方程式
の境界値問題においては，Γ−のみに境界値を
設定する：{

β · ∇u+ σu = f in Ω,

u = 0 on Γ−.
(A)

4 移流方程式に対する楕円型正則化
以下では次を満たす定数 σ̄ > 0が存在すると

仮定する：

σ(x)−
1

2
∇ · β(x) ≥ σ̄ (∀x ∈ Ω)

このとき，η = 0 on Γ− を満たす任意の η ∈
H1(Ω)に対して，∫

Ω
(β · ∇η + ση)ηdx ≥ σ̄∥η∥2L2(Ω)

が成り立つ．よって Γ+∪Γ0上での境界条件を
設定することにより L = β · ∇ + σ及び Lε =

−ε∆+Lに対して定理 1および 2を適用するこ
とができる．ここで，Γ+∪Γ0上で与える境界条
件として斉次 Dirichlet条件及び斉次 Neumann

条件を考える：{
LεuεD = f in Ω,

uεD = 0 on Γ.
(D)


LεuεN = f in Ω,

uεN = 0 on Γ−,

∂uεN
∂n

= 0 on Γ+ ∪ Γ0.

(N)

定理 2で述べたことから，Ωのうち Γから離れ
た部分において (A)の解uと (D)の解uεは「近
い」ことが期待される．しかしながら，(D)では
(A)で境界値を指定していない Γ+ ∪Γ0上で境
界値を指定しているため，一般には uεDの値は
Γ+ ∪Γ0の付近で急激な変化を起こす．これは
境界層として知られており，uεDの場合 Γ+，Γ0

における境界層の厚さはそれぞれO(ε)，O(
√
ε)

である ([3])．一方で，いくつかの場合に uεN の
数値計算を行なってみたところ，uεD の場合に
見られたような境界層は確認できなかった．こ
のことから uの近似としては uεDよりも uεN の
方が優れていると考え，これを利用した数値計
算法の考察を進めている．
この際に重要となるのは u−uεD及び u−uεN

の評価であるが，1次元の場合には解の表示を
利用することで次のことがわかる．
定理 3. d = 1でΩは単位区間 (0, 1)であるとす
る．b, fはC1級で，min0≤x≤1 β(x) > 0，σ = 0

と仮定する (このとき Γ− = {0},Γ+ = {1}で
ある)．このとき，次を満たす ε0 > 0及び定数
C1, C2 > 0が存在する：0 < ε < ε0ならば，

∥u− uεD∥L2(0,1) ≤ C1

√
ε,

∥u− uεN∥L2(0,1) + |u(1)− uεN (1)| ≤ C2ε,

が成り立つ． ■

なお，u− uεDの評価については [4]にも記載
がある (証明方法は異なる)．
u−uεDの評価について，1次元以外の場合に
は 2次元の円形領域で βが定ベクトル場の場合
([5]) など比較的単純な設定の下でしか知られ
ておらず，講演者の知る限りでは u− uεN に対
する解析はほとんどなされていない．
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一般化近単調回帰と常微分方程式の数値計算の誤差推定
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1 はじめに
データ同化などの文脈では，発展方程式の初

期値やパラメータを観測データから推定する問
題が頻繁にあらわれる．その際，最も簡便かつ
古典的な方法として，例えば，数値解をデータ
にフィッティングする最小二乗推定などが挙げ
られる．しかし，発展方程式や数値解法の性質，
また計算機環境の制約などの影響から，期待す
る推定精度や観測のノイズの大きさに比べて十
分高精度に発展方程式を数値計算することは必
ずしも現実的ではなく，そのような場合により
適切な推定を行ったり推定結果に対して適切な
信頼区間構築を行ったりするためには，数値解
の信頼性を高速に定量的に評価することが肝心
である [1]．数値解の信頼性や不確実性を定量
化する手法の研究は，散発的にではあるが 2010

年代よりデータ同化・統計学・機械学習の研究
グループから発表されている．
ここで数値解の精度評価に関して二点注意を

述べる．古典的な数値解析では，刻み幅に対す
るオーダー評価などが標準的だが，必ずしも誤
差の大きさを定量的に評価するものではない．
また，精度保証の考え方は，計算に関する「保
証」という観点では似た側面があるが，本研究
で考えるように高精度な数値計算が行えない状
況において信頼性評価を行うことは，現状の理
論では困難が大きいように思われる．
近年，講演者らは，統計学の考え方，特に単

調回帰の考え方を用いて常微分方程式の初期値
問題に対する数値計算の誤差を定量的に評価す
る手法を提案した [2]．しかし，極めて高速に
定量化が行える一方で，数値計算の誤差は時間
発展に伴い単調に増大する（信頼性が単調に低
下する）という仮定に基づいた手法となってお
り，これはやや強すぎる仮定のようにも感じら
れる．そこで本研究では，一般化近単調回帰問
題を考えることで，強すぎない仮定のもとで数
値計算の誤差を推定する手法を提案する．

2 単調回帰と一般化近単調回帰
単調回帰とは与えられた順序制約を満たすよ
う正規分布の平均パラメータを推定する問題の
ことをいう．すなわち，ノイズが正規分布に従
う n点の観測 xi ∼ N(µi, 1) (i = 1, . . . , n) が
あるとし，平均に関する順序制約 µ1 ≤ · · · ≤
µn のもと，観測 x1, . . . , xn から平均パラメー
タ µ = (µ1, . . . , µn)を推定する問題である：

min
µ1≤···≤µn

n∑
i=1

(µi − xi)2. (1)

この問題を一般の指数型分布族に拡張した問題
が「一般化」単調回帰問題であり，順序制約を
弱めた問題が「近」単調回帰問題である [3]．
本講演では，両方の拡張を統合した問題であ
る次の「一般化近単調回帰問題」を考える．す
なわち，1パラメータ指数型分布族（1パラメー
タ指数型分布族の例としては二項分布やカイ二
乗分布が挙げられる）：

p(x | θ) = h(x)exp(θx− ψ(θ))

に従う n個の観測 xi ∼ p(xi | θi)をもとに θを
推定するのだが，その際，順序制約を弱め，次
のような定式化を考える：

min
θ

(
−

n∑
i=1

log p(xi | θ)+λ
n−1∑
i=1

(θi−θi+1)+

)
.

但し，(·)+ := max(·, 0)である．ここで，目的
関数の第 2項は正則化項，λ(> 0)は正則化パ
ラメータである．正則化パラメータ λがある一
定の値よりも大きければ，単調な制約を課す定
式化に帰着する．
ここで，以上の最適化問題に対する解法につ
いて述べておこう．まず，単調回帰問題 (1)に
対して幾つかのアルゴリズムが知られているが，
PAVA (pool adjacent violators algorithm) が
最も標準的であり，非常に高速である．PAVA

の計算量はO(n2)だが，これは最悪ケースの評
価であり，データに単調性の傾向がある場合に
はより高速に計算できる（他にO(n)のアルゴ
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リズムもあるが，PAVAの方がよく用いられる
ようである）．一般化単調回帰問題も，PAVA

と同じ計算量で最適解を求めることができる．
近単調回帰問題に対しては，修正PAVAと呼ば
れるアルゴリズムが提案されており，PAVAよ
りは遅いが，現実的なコストで計算できる [3]．
そして一般化近単調回帰問題は，指数型分布族
の自然パラメータと期待値パラメータの双対性
を利用することで修正 PAVAと同じ計算量で
計算できる．

3 常微分方程式の数値計算の誤差推定
前述の通り，本研究はデータ同化などへの応

用を念頭においているが，ここでは，常微分方
程式の初期値やパラメータは既知であるとし，
時系列観測データを元に常微分方程式を数値計
算したときの誤差を定量的に評価する手法を提
案する．
簡単のため，従属変数はスカラーの自励系常

微分方程式
d

dt
u(t) = f(u(t)), u(0) = u0

を考えよう．いま，時刻 ti (0 < t1 < t2 <

· · · < tn) において近似解 ui およびノイズが
正規分布に従う観測データ yi を得たとしよう
（yi ∼ N(u(ti), σ

2)）．
さて，ここからの目的は誤差ui−u(ti)を定量

的に評価することだが，そのために，誤差を確
率変数としてモデル化する：ui ∼ N(u(ti), γ

2
i )．

もちろん，本来決定論的なものである誤差を確
率変数としてモデル化するためには妥当性の議
論も必要だが，ここでは割愛する．また，微分
方程式の解や数値解法についての高度な知見が
あれば，より適切な仮定も可能であると思われ
る．ここでは，γ2 を定量的に評価することで
数値計算の信頼性の定量的評価とするのが基本
的なアイデアである．以上の仮定のもとでは，
数値解とデータの差 (ui − yi)2は自由度 1のカ
イ二乗分布に従う：(ui − yi)2 ∼ (γ2i + σ2)χ2

1.

カイ二乗分布は指数型分布族に属するから，前
節で考えた一般化近単調回帰問題に帰着して，
適当な正則化パラメータの λのもとで γ2i を推
定できる．
講演当日は，情報量規準を用いた正則化パラ

メータ λの選択法などについても議論し，数値
実験結果も提示して，提案手法の紹介を行う予
定である．

4 おわりに
本研究および類似の研究は，数値計算に対す
るある種の事前知識をもとに，数値計算の誤差
を定量的に評価するものであり，ベイズ的な考
え方の研究とも言える．このような研究は，不
確実性定量化の一分野としても捉えられ，特に
2010年代以降，欧米の統計学，機械学習，デー
タ同化などの研究者が中心となって研究が進ん
でいる [4, 5, 6]．微分方程式の数値計算以外に
も様々な対象があるが，線形計算などにあらわ
れる反復法に関しては，反復に伴って誤差が減
少する振る舞いの定量化を目指すのに対し，微
分方程式の場合は時間発展に伴って多くの場合
誤差が増大する振る舞いの定量化を目指すもの
であり，非自明な観点も多く，微分方程式の数
値解析学者と統計関連の研究者の協働が強く期
待されている．

参考文献
[1] P. R. Conrad, M. Girolami, A. Särkkä,
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最適化に適した安定な数値解法について

牛山 寛生 1, 佐藤 峻 1, 松尾 宇泰 1

1東京大学大学院情報理工学系研究科
e-mail : ushiyama-kansei074@g.ecc.u-tokyo.ac.jp

1 はじめに

連続最適化手法にはその背後にある常微分方
程式（ODE: Ordinary Differential Equation）
の数値解法とみなすことができるものがある．
例えば，無制約最適化問題

min
x∈Rd

f(x)

に対する代表的な手法である最急降下法

x(k+1) = x(k) − h∇f(x(k))

は勾配流
ẋ = −∇f(x) (1)

の陽的 Eulerスキームと解釈することができ，
最適化手法におけるステップサイズと数値解法
における時間刻み幅が等価なものであること
がわかる．しかし，考えている最適化手法が背
後にあるODEにとって適切な数値解法になっ
ているとは限らない．特に，目的関数の勾配の
Lipschitz定数が大きい場合，最急降下法など
通常の最適化手法ではステップサイズに強い制
限がかかり，問題を効率的に解くことができな
くなるが，これは対応する数値解法の安定性が
背後のODEに対して十分でなく，小さな時間
刻み幅しか取れないことに対応すると解釈でき
る．そこで，より優れた最適化手法を作るため
には背後のODEに対し別の数値解法を適用す
ることが有効に思えるが，このような取り組み
は我々の調べた限りでは未だ十分に試されてい
ないように思われる．
本稿では勾配流 (1)に対し，この方程式に適

した安定性をもつ既存の数値解法を適用するこ
とで，最急降下法より大きなステップサイズで
計算を進められる効率的な手法を考案する．

2 最適化と数値解法の安定性（[1]など）

定義 1. 時間刻み幅 hの数値解法がDahlquist

のテスト方程式 ẏ(t) = λy(t), y(0) = y0 ∈ Cを
y1 = R(hλ)y0と離散化するとき，Rを安定性
関数という．また，集合 {z ∈ C | |R(z)| ≤ 1}
を安定領域という．

最適化手法がステップサイズ hで安定に計算
を進めるには，対応する数値解法を背後のODE

に適用したときに hλが安定領域に入っている
必要がある．従って大きなステップサイズで効
率的に計算を進めるには数値解法が広い安定領
域をもたねばならない．しかし，背後のODE

として勾配流 (1)を考える場合，f が凸ならば
そのHesse行列は半正定値であり，λとして負
の実数のみを考えればよいため，安定領域はや
みくもに広くとる必要は無く，負の実軸方向の
みをカバーすればよい．
f の勾配の Lipschitz定数が大きいとき，勾
配流 (1)の右辺ベクトル場の Jacobi行列は大き
な負の固有値をもつ．そのため，このような f

を目的関数にもつ最適化問題は，数値解析的に
は‘ stiffな問題’といえる．当然最急降下法（=

陽的Euler法）では解きにくいが，前述の性質
から負の実軸方向に長い安定領域を持つ解法な
らば対処できる．ただし，陰解法を用いること
は望ましくない．大きなステップサイズで計算
できるようになっても，それに釣り合わないほ
ど 1反復の計算コストが大きくなっては元も子
もないからである．本稿では陽的Runge-Kutta

法でそのような解法の実現を試みる．

3 負の実軸を広く含む安定領域

前章で目標としていた安定領域はChebyshev

多項式を用いて実現できることが知られている
（[1]など）．

定義 2. s次 Chebyshev多項式 Tsを

Ts(x) := 2xTs−1(x)− Ts−2(x),

T0(x) := 1, T1(x) := x

と定める．また ε = 0.05とし，

Rs(z) :=
1

Ts(w0)
T (w0 + w1z),

w0 := 1 +
ε

s2
, w1 :=

Ts(w0)

T ′
s(w0)

と定める．
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図 1. 陽的 Euler法の安定領域と安定性関数に R5, R9 を持つ数値解法の安定領域．R9 の根は z9 = −1.239276358201，
z3 = −10.550378486597，z5 = −28.049526409472，z7 = −51.626064627411，z1 = −78.436314678683，z6 =
−105.246564729953，z4 = −128.823102947891，z2 = −146.322250870766，z8 = −155.633352999162.

数値解法が安定性関数に R = Rs をもつと
き，対応する安定領域は図 1のように負の実
軸方向を広く含む．特に s = 9のとき，安定領
域の左端は z ≒ −156であり，陽的 Euler法の
左端 z = −2の約 78倍である．定義 2におい
て，εは安定性関数の微小緩和定数であり，安
定領域のくびれている箇所で境界が実軸と接し
ないようにするために導入している．本稿では
ε = 0.05に固定する．
一般に陽的 Runge-Kutta法の安定性関数が

R(z) = 1 + z+O(z2)をみたすとき，この解法
は少なくとも 1次精度であることが知られてい
る．Rs(z) = 1 + z +O(z2)であるので，Rsを
安定性関数にもつ陽的 Runge-Kutta法は少な
くとも 1次精度である．

4 勾配流の数値解法による最適化手法

前章までの議論により，安定性関数にRsを
もつ陽的 Runge-Kutta法を勾配流 (1)に適用
することで，最急降下法に比べ大きなステップ
サイズを許す最適化手法が得られることがわか
る．考えている Runge-Kutta法は次のスキー
ムで実現できる [1]．ここでは勾配流 (1)に対
し，R9を安定性関数にもつ解法を適用した場合
を用いて説明する．ziを図 1に示されたR9の
根とする．陽的Euler法を 9個合成したスキー
ムは，δi := −1/ziとして，

g0 := y0,

gi := gi−1 − hδi∇f(gi−1)

(i = 1, 2, . . . , 9),

y1 := gs

と書ける．この安定性関数はR(z) =
∏9
i=1(1+

δiz) = R9(z)となる．根を用いる順番はスキー
ム内部の安定性，つまり i段目までの安定領域
がR9の安定領域を覆うという要請による．こ
の手法を 9次Chebyshev法と呼ぶことにする．

9次 Chebyshev法は最急降下法に比べ約 78

倍のステップサイズを許すことが安定領域の左
端を比べることで分かる．また 1反復にかかる
計算コストは 9倍である．よって 9次 Cheby-

shev法の収束の速さは最急降下法の約 78/9 =

8.7倍であると見積れる．

5 数値実験

1次元 Cahn-Hilliard方程式の定常解を最適
解に持つ問題

min
u

∫ L

0

u(x)4

4
− u(x)2

2
+
q

2

(
du

dx

)2

dx

を考える．ここで u は [0, L] 上に定義される
微分可能な関数である．目的関数を [0, L]上の
メッシュで離散化することにより高次元最適化
問題を得られるが，第 3 項の微分項の離散化
に伴い，この問題はメッシュサイズの逆数に比
例するLipschitz定数をもつ．本実験では [0, L]

を 1000等分して得た問題に最急降下法と 9次
Chebyshev法を適用し，勾配の呼び出し回数を
計測した（表 1）．9次Chebyshev法の可能なス
テップサイズの最大値は理論通り最急降下法の
約 78倍であった．それぞれの手法の最大ステッ
プサイズにおいて勾配呼び出し回数は約 8.7倍
の差があり，見積通りの結果となった．

SD 本手法
ステップサイズ h 0.05 3.92

勾配呼び出し回数 147699 16956

実行時間（s）（参考） 52.6 3.1
表 1. 最急降下法（SD）と 9次 Chebyshev法（本手法）
の比較．SD は h = 0.051 で発散，本手法は h = 3.922
で発散した．(L = 1, q = 0.01, u(0) = −1.u(1) = 1, 初
期値 u(x) = −1+2x+sin(2πx)，Google Colabolatory
上で計算)
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閉曲線に対するヘルフリッヒ流方程式の構造保存数値解法の構築
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1 はじめに
本研究では，平面上の閉曲線 C(t)に対する

ヘルフリッヒ流方程式の数値解法を提案する．
ヘルフリッヒ流は，閉曲線の周長 L(t)と閉曲
線が囲む面積 A(t)を保存する制約条件のもと
での，弾性エネルギー B(t)に対する勾配流で
ある．また，この方程式は赤血球の形状に関連
するモデルとして知られている [1]．なお，弾
性エネルギーは，

B(t) =
1

2

∫
C(t)

{k(s)− k0}2ds

で表されるエネルギーであり，k(s)は曲率，k0
は定数，sは弧長パラメータである．B(t), L(t)
A(t)の変分をそれぞれ δB, δL, δAとし，閉曲
線上の点をX(u, t), u ∈ [0, 1], t ≥ 0とすると，
ヘルフリッヒ流方程式は

∂X

∂t
= −δB + λδL+ µδA+ wT

と表される．ここで，λ, µは制約条件を満たす
ラグランジュ乗数，wは接線速度，T は単位接
線ベクトルである．
本手法では，曲線を折れ線で離散化し，弾性

エネルギー，周長，面積の変分を離散変分導関
数法 (DVDM)により離散化する [2]．これらの
変分と，ラグランジュ乗数を用いて，弾性エネ
ルギーの散逸性，周長，面積の保存性を再現す
るスキームを構築する．また，曲線の数値計算
では，折れ線の頂点が集積し，数値計算が不安
定になるという問題がある．本手法では，頂点
の集積を防ぐため，デッケルニックによる接線
速度の導入を行う [3]．ただし，接線速度の追
加に対して，構造保存を再現できるように修正
項を加える．

2 曲線の離散化
本節では，閉曲線を閉折れ線で離散化し，折

れ線上での曲率，弾性エネルギー，周長，面
積を定義する．閉折れ線の各頂点を Xi (i =
1, 2, . . . , N)とする．ただし，反時計回りに iが
増加するものとし，X0 = XN ,X1 = XN+1

の周期境界条件を満たすとする．頂点Xiでの
離散版の曲率を，

ki =
det
[
δ
⟨1⟩
i Xi, δ

⟨2⟩
i Xi

]
|δ⟨1⟩i Xi|3

とする．ここで，det

[(
a
b

)
,

(
c
d

)]
= det

[
a c
b d

]
で

ある．また，空間刻み幅∆siを

∆si = (|Xi+1 −Xi|+ |Xi −Xi−1|)/2

とする．これらを用いて離散版の弾性エネル
ギー，周長，面積をそれぞれ以下で表す．

Bd =
1

2

N∑
i=1

(ki − k0)
2∆si, Ld =

N∑
i=1

|Xi+1 −Xi|,

Ad =
1

2

N∑
i=1

det [Xi−1,Xi] .

3 構造保存スキームの構築
本節では，時間の離散化を行い構造保存ス
キームを構築する．時間刻み幅を ∆tとし，n
ステップ目の時刻 t = n∆tにおける量を，上
付き文字nで記述する．次にDVDMを適用し，
弾性エネルギーの離散版の変分を得る．弾性エ
ネルギーの時間差分を計算した結果，

B
(n+1)
d −B

(n)
d

∆t
=

N∑
i=1

δdB
(n+1)
i ·X

(n+1)
i −X

(n)
i

∆t
∆si

(n)

の形に変形できたとき得られるベクトルδdB
(n+1)
i

を離散版の弾性エネルギーの変分とする．同様
にして，周長，面積に関し離散版の変分を得る
ことができ，それぞれ，δdL

(n+1)
i , δdA

(n+1)
i と

する．時間微分を差分で近似し，得られた離散
版の変分を用いることで以下のスキームが得ら
れる．

X
(n+1)
i −X

(n)
i

∆t
(1)

= −δdB
(n+1) + λ(n+1)δdL

(n+1) + µ(n+1)δA
(n+1)
d .

なお，ラグランジュ乗数については，後に nス
テップ目と n+ 1ステップ目の量から決定する
ので時間のインデックスは (n+1)とした．以降
簡単のため，式 (1)の右辺をN

(n+1)
i とし，折

れ線上での内積を，

(X,Y ) =

N∑
i=1

Xi · Y i∆si

で表す．したがって，各量の時間差分計算は，

B
(n+1)
d −B

(n)
d

∆t
=

(
δdB

(n+1),
X(n+1) −X(n)

∆t

)
,(2)

L
(n+1)
d − L

(n)
d

∆t
=

(
δdL

(n+1),
X(n+1) −X(n)

∆t

)
,(3)

A
(n+1)
d −A

(n)
d

∆t
=

(
δdA

(n+1),
X(n+1) −X(n)

∆t

)
(4)
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と表される．
続いて，離散系でのラグランジュ乗数を，離

散版の周長と面積を保存する条件から決める．
すなわち，式 (1)を，式 (3),(4)に代入し，

(δdL
(n+1),N (n+1)) = 0, (5)

(δdA
(n+1),N (n+1)) = 0 (6)

の２つの方程式を満たすように決める．また，
同様に式 (2)に式 (1)を代入し，さらに式 (5)，
(6) から λ(n+1), µ(n+1) を陽的に求め代入する
と，

B
(n+1)
d −B

(n)
d

∆t
= (δdB,−δdB + λδdL+ µδdA)

= −

∣∣∣∣∣∣
(δdB, δdB) (δdB, δdL) (δdB, δdA)
(δdL, δdB) (δdL, δdL) (δdL, δdA)
(δdA, δdB) (δdA, δdL) (δdA, δdA)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(δdL, δdL) (δdL, δdA)
(δdA, δdL) (δdA, δdA)

∣∣∣∣
≤ 0

(7)

となり，離散的な弾性エネルギーの散逸性を確
認できる（簡単のため時間のインデックスを一
部省略）．ここで，式 (7)の 2個目の等式変形
後の 3× 3サイズの行列式を 2× 2サイズの行
列式で割った式を，D(δdB, δdL, δdA)とおく．
式 (7)の不等号は，D(δdB, δdL, δdA)を展開し
たものに対し，コーシーシュワルツの不等式を
適用している．

4 接線速度の導入
本節では頂点の集積を防ぐために，デッケル

ニックの連続系での接線速度 [3]を離散系に適
用し，接線速度を導入する．まず頂点X(n)

i で

の単位接線ベクトル T (n)
i を，

T
(n)
i =

t
(n)
i + t

(n)
i+1

|t(n)
i + t

(n)
i+1|

, t
(n)
i =

X
(n)
i −X

(n)
i−1

|X(n)
i −X

(n)
i−1|

とする．続いて，デッケルニックの連続系での
接線速度を，

w
(n)
i = −αδ−i |δ

+
i X

(n)
i |

−1

の形に離散化する．ここで，αは接線速度の効果
を調節するパラメータ，δ+i Xi =

Xi+1−Xi

∆u
, δ−i Xi =

Xi−Xi−1

∆u
, ∆u = 1/N を意味している．

上記の接線速度を単純にスキームに加えると，
構造保存を維持できないため，以下のように修
正項を加えたスキームを考える.

X
(n+1)
i −X

(n)
i

∆t
=N

(n+1)
i + w

(n)
i T

(n)
i

+ γ(n+1)δdB
(n+1)
i .

したがって，接線速度導入後の周長，面積を保
存する方程式は，
(δdL

(n+1),N (n+1) + w(n)T (n) + γ(n+1)δdB
(n+1)) = 0,

(δdA
(n+1),N (n+1) + w(n)T (n) + γ(n+1)δdB

(n+1)) = 0

となる．また，式 (2)にスキームを代入し，以
下の形に変形する．

B
(n+1)
d −B

(n)
d

∆t
(10)

=(δdB
(n+1),N (n+1) + w(n)T (n) + γ(n+1)δdB

(n+1))

=(δdB
(n+1),N (n+1) + w(n)T (n) + γ(n+1)δdB

(n+1))

+D(δdB, δdL, δdA)−D(δdB, δdL, δdA).

ここで，D(δdB, δdL, δdA) + (δdB,N
(n+1) +

w(n)T
(n)
i + γ(n+1)δdB

(n+1)) = 0という方程式
からラグランジュ乗数を決めることで，式 (10)

は式 (7)と同様の形になり，弾性エネルギーの
散逸を再現できる．
以上より，以下のスキームを構築することが

できた:

X
(n+1)
i −X

(n)
i

∆t
= N

(n+1)
i + w

(n)
i T

(n)
i

+ γ(n+1)δdB
(n+1)
i (i = 1, . . . N),

(δdL,N
(n+1) + w

(n)
i T

(n)
i + γ(n+1)δdB

(n+1)
i ) = 0,

(δdA,N (n+1) + w
(n)
i T

(n)
i + γ(n+1)δdB

(n+1)
i ) = 0,

(δdB,N (n+1) + w
(n)
i T

(n)
i + γ(n+1)δdB

(n+1)
i )

+D(δdB, δdL, δdA) = 0.

上記のスキームは未知数X(n+1)
i (i = 1, . . . , N)

と λ(n+1), µ(n+1), γ(n+1)に関する連立非線形方
程式である．上記のスキームを用いた数値計算
例に関しては，当日口頭発表にて報告する．

5 まとめ・今後の課題
本研究では， DVDMを用いてヘルフリッヒ

流方程式に対する構造保存数値解法を構築した．
各量の変分をDVDMにより離散化し，適切に
ラグランジュ乗数を決めることで方程式が持つ
性質を再現した．また，頂点の集積を防ぐため
に，デッケルニックによる接線速度を構造保存
を維持したまま導入した．ただし本手法では，
非線形連立方程式を解く必要があるため，計算
コストが大きくなる．そのため，今後の課題と
して，スキームの線形化を行うことなどが挙げ
られる．
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拘束条件の保存性に着目したEinstein方程式の数値計算法
星野 秀朋 1, 米田 元 2

1早稲田大学大学院，2早稲田大学
e-mail : rockfish3141@toki.waseda.jp

1 概要
Einstein方程式は一般相対性理論の基礎方程
式であり，重力崩壊 [1]や重力波の放出 [2]など
宇宙における様々な物理現象をシミュレーショ
ンするために，この方程式を解く必要がある．
Einstein 方程式は対称性などの強い条件を課
さないと厳密解を得ることが困難なので，コン
ピュータを用いて数値解を得る必要性が生じる．
しかしながら，アインシュタイン方程式の数値
計算を実行する際には拘束条件が破れやすいこ
とが知られていて，安定して数値計算を実行す
ることが難しい．そこで，Einsteinの拘束条件
の保存性に着目した数値計算法について考えて
いく．

2 Einstein方程式
Einstein方程式は拘束条件付き連立非線形偏
微分方程式であり，時間と空間が混在した 4次
元共変形式で書かれている．数値計算を実行す
るためには，時空を時間方向と空間方向に分解
し (3+1分解)，Einstein方程式を再定式化する
必要がある．再定式化の方法は複数あるが，こ
こではADM形式と呼ばれるものを用いること
にする．真空においては
時間発展方程式:

∂γij
∂t

= −2αKij +Diβj +Djβi, (1)

∂Kij

∂t
= α

(
Rij − 2KikK

k
j +KKij

)
−DiDjα+ βkDkKij +KkjDiβ

k +KikDjβ
k.

(2)

拘束条件:

H ≡ R+K2 −KijK
ij = 0, (3)

Mi ≡ DjK
j
i −DiK = 0. (4)

のようにEinstein方程式を書き直すことができ
る．ここで i, j = 1, 2, 3であり上下に出てくる
添え字について和を取ることにする (Einstein

の規約)．動的変数は三次元計量 γijと外的曲率
Kij であり，Newton力学における位置と速度
に対応している．

3 COA

Einstein方程式のような拘束条件付きの微分
方程式を離散化する際には，微分方程式を差分
方程式に書きかえた時に生じる打切り誤差の
他に，拘束条件の破れ具合も考慮する必要があ
る．そこで，離散スキームによる拘束条件の破
れの指標として constraint’s order of accuracy

(COA)と呼ばれるものを定義する．離散スキー
ムにより，ある拘束条件 C = 0が

Cn+1 − Cn
∆t

= O(∆tp) (5)

と書けたとする．このとき，離散スキームの
COAが pであると定義する．この COAは微
分方程式を差分方程式に書き換えた時に生じる
打切り誤差のオーダー (ここではこのオーダー
のことを evolution’s order of accuracy, EOA

と呼ぶことにする)と必ずしも一致するとは限
らない．本研究は従来のEinstein方程式の数値
計算の離散スキームよりもCOAを向上させる
ことを目指している．

4 COAを向上させる
離散スキームにパラメータを入れてCOAを
向上させることを考える．Einstein方程式の数
値計算に用いられる有名な離散スキームの一つ
に，iterated Crank–Nicolson法 (ICN)という
ものがある [3]．ここではパラメータ入りの離
散スキームとして ICNを一般化した geometric

averaging θ-iterated Crank–Nicolson 法 (GA

θ-ICN)を考えることにする．この方法では以
下のようにして数値解を得る．

k1 = f(tn, un)

k2 = f(tn + θ1∆t, un + θ1∆t k1)

k3 = f(tn + ∆t
2 , un + 2θ1θ2∆t k2)

un+1 = un + k3∆t.

(6)

ここで θ1, θ2 は 0 ≤ θ1, θ2 ≤ 1を満たすパラ
メータであり，θ1θ2 = 1/4を満たすようにとる
とEOAが 2になる (それ以外は 1になる)こと
が分かっている．以下では，GA θ-ICNのEOA
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が 2であるようにパラメータに制約を付ける．
また，θ1 = θ2 = 1/2のときは GA θ-ICNは
ICNに一致する．
本講演では Einstein方程式について扱うが，

ここでは簡単のため，Newton力学における単
振動を例にとってCOAを向上させることを説
明する．単振動の時間発展方程式および初期
値は {

u̇(t) = v(t), u(0) = 0,

v̇(t) = −u(t), v(0) = 1.
(7)

である．また，拘束条件は力学的エネルギー保
存則に対応して

C =
1

2
u2 +

1

2
v2 − 1 = 0 (8)

となる．
GA θ-ICNにより得た un+1と vn+1を用いてC

の差分を計算すると
Cn+1 − Cn

∆t
=

1

2
(−θu1 + θv1)∆t2

+
1

8
(v2n − 4θu1v

2
n + u2n − 4θv1u

2
n)∆t3

+
1

4
(θu1vnun − θv1vnun)∆t4

+
1

8
((θu1 )2v2 + (θv1)2u2n)∆t5 +O(∆t6). (9)

となる．∆t2,∆t3の項が消えるようにパラメー
タ θu1 , θ

v
1 の値を決めると θu1 = θv1 = 1/4となる

ことが分かる．このとき，COAが5となる (∆t4

の項は意図せずに消える)．以下は 0 ≤ t ≤ 10

の範囲で行った数値実験の結果である．
表 1. ICN

∆t log10 |C(t = 10)| COA

1/40 -4.71

1/80 -5.61 2.99

1/160 -6.52 3.02

表 2. GA θ-ICN

∆t log10 |C(t = 10)| COA

1/40 -9.12

1/80 -10.6 4.92

1/160 -12.1 4.98

ICN,GA θ-ICNともにEOAは 2であるが表
1，表2のように，ICNのCOAは3，GA θ-ICN

のCOAは 5となり，後者の方が優れた離散ス
キームであると言える．

5 まとめと課題
Einstein方程式は拘束条件付き時間発展方程
式であり，数値計算の際には拘束条件の破れも
考慮する必要がある．本研究では離散スキーム
の工夫によって拘束条件の破れを抑えようと試
みている．時空を表す計量が複雑になる場合や，
離散スキームに導入するパラメータを固定値で
はなく，時間変化する動的なものにする手法を
現在検討中である．
謝辞 本研究は，科学研究費補助金（基盤研究
(C)，課題番号 20K03740）の助成を受けている．
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超双対数に基づく離散勾配の表現
井元 佑介 1

1京都大学高等研究院
e-mail : imoto.yusuke.4e@kyoto-u.ac.jp

1 概要
超双対数（Hyper-dual numbers，HDN）は
冪零性を持つ複数の元を用いて表される数であ
る [1]．関数空間をTaylor展開に基づいて超双
対数空間に拡張し，関数の和・積・合成がその
拡張に対して保存されることを用いて，関数の
（偏）微分の構造を代数的に表現できる．本講
演では，微分の一般化としても捉えることがで
きる離散勾配を超双対数を用いて表現できるこ
とを示し，その離散勾配の自動計算などへの応
用についても議論する．

2 超双対数による微分の表現
超双対数はべき零性（2乗して 0）を持つ複

数の形式的元（超双対数単位）を用いて表され
る数である．具体的には，次の性質を満たす超
双対数単位 ε = (ε1, ε2, . . . , εn)T：

εi 6= 0, i = 1, . . . , n; (1a)

ε0i = 1, i = 1, . . . , n; (1b)

ε2i = 0, i = 1, . . . , n; (1c)

1 · εi = εi · 1 = εi, i = 1, . . . , n; (1d)

εi 6= εj , i 6= j; (1e)

εiεj = εjεi 6= 0, i 6= j (1f)

を用いて，体K 上の n次の超双対数は
x+

∑
α∈Λn

xαε
α, x, xα ∈ K (2)

と表される．ここに，Λnは各要素が 0または 1

であり，大きさが 1以上の n次多重指数の集合
Λn = {α ∈ {0, 1}n | |α| 6= 0} (3)

である．体K 上の超双対数で張られる空間を
Dn(K)で表す．
K = R上で n階微分可能な関数 f に対する
作用素 Tnを

Tnf : Dn(R) 3 x+
∑
α∈Λn

xαε
α 7→

n∑
k=0

f (k)(x)

k!

(∑
α∈Λn

xαε
α

)k
∈ Dn(R). (4)

と定義する．ここに，f (k)は f の k階微分を表
す．このとき，x = x+ ε1 + · · ·+ εn ∈ Dn(R)

とすると，

Tnf(x) = f(x) +
∑
α∈Λn

f (|α|)(x)εα (5)

が成立する．(5)より，k(k ≤ n)階微分値f (k)(x)

は Tnf(x)の互いに異なる k個の超双対数単位
εiの積の係数で表されていることがわかる（例：
f (n)はTnf(x)における ε1ε2 . . . εnの係数）．そ
こで，(5)を超双対数に基づく微分の表現と呼
ぶ．また，Tnf(x)を計算し，その係数を取り
出すことで微分値を取得する数値微分手法を超
双対数微分（HDN微分）と呼ぶ．超双対数微
分は上記と同様の手順で多変数関数の偏微分に
も拡張可能である [2]．
作用素 Tnが微分構造を適切に表現できるこ
とを説明する．作用素 Tn は R上の関数 f を
Taylor展開に基づいて超双対数空間 Dn(R)に
自然に拡張している（法則 (1)を認めて xのま
わりでTaylor展開する）．そのため，拡張関数
Tnf は Taylor展開における n + 1次以上の項
を無視（打ち切り）したものに対応している．
ライプニッツ則（積の微分）のような微分法則
は，関数の n階微分をその関数を構成する関数
の n階以下の微分で表現できる（例：積 f ·gや
合成 f ◦ gの 1階微分は f と gの 0階および 1

階微分で表される）．以上から，作用素 Tn は
関数の演算に対して構造を保存することができ
る．すなわち，なめらかな関数 f, g : K → K

に対して，演算+, ·, ◦に対する線形性

Tn(f + g) = Tnf + Tng; (6a)

Tn(f · g) = (Tnf) · (Tng); (6b)

Tn(f ◦ h) = (Tnf) ◦ (Tng) (6c)

が成立する（和と積に関しては可換である）．
これは和・積・合成の微分法則が拡張後の関数
で成立することを意味しているため，Tn は微
分構造を適切に表現できている．なお，商 f/g

は h(x) = x−1を用いて f/g = f · (h ◦ g)と表
現できるため，上記の設定で問題とならない．
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3 超双対数微分と自動微分の比較
自動微分は微分法則のグラフ表現などを用い
て関数の微分値を厳密に（理論的には誤差ゼロ
で）計算する手法である．超双対数微分も微分
値を厳密に計算する手法であるが，その適用範
囲や実装方法が異なる．
自動微分と超双対数微分の適用条件は関数が

初等関数である，つまり，冪関数，三角関数，
指数関数，対数関数などの微分が既知である関
数（基本関数と呼ぶ）の有限回の和・積・合成
で表されることである．さらに，自動微分は微
分法則をグラフ構造として表現するため，その
関数が陽的である（予め関数形が与えられてい
る）ことが条件となる．一方で，超双対数微分
は関数が陽的であることを要求しない．これは，
微分法則を完全に超双対数の演算規則で置き換
えていることが本質的な理由であり，その結果，
ニュートン法やニューラルネットワークなどの
関数の形が変数値によって動的に変化するよう
な関数（アルゴリズミックな関数）にも適用で
きる．つまり，最適化問題の解で表される関数
や固有値といった陰関数でも，その（近似）解
法が与えられていれば，超双対数微分で微分値
が計算可能である．
また，超双対数微分は計算規則 (1)と基本関
数に対する拡張関数 (4)のみを実装すればよく，
自動微分のような複雑なグラフ表現の実装を必
要としないため，比較的容易に実装が可能であ
る．さらに，著者らは超双対数単位の構成的な
行列表現を提案しており [2]，これを用いれば
計算規則 (1)の実装も不要となる．

4 超双対数による離散勾配の表現
離散勾配はエネルギー保存・散逸性のような勾

配系の微分方程式が持つ良い性質を離散方程式
でも担保するように設計される勾配の離散表現
である．具体的には，関数 f : Rs → Rtに対し，
以下の条件を満たす関数∇f : Rs×Rs → Rs×t

を f の離散勾配と呼ぶ [3]：

∇f(x, y)T(x− y) = f(x)− f(y), (7)

∇f(x, x) = ∇[f(x)T]. (8)

ここに，∇は勾配作用素∇ = (∂1, . . . , ∂s)
Tで

ある．一般には t = 1で表現されるが，後に導
入する表現の便宜上，一般化した表記を用いて
いる．条件 (8)より，離散勾配∇f は勾配∇f
のある一般化としても捉えることができる．

離散勾配が存在する関数 f : Rs → Rt に対
し，作用素 Tf : D1(Rs)×D1(Rs)→ D1(Rt)×
D1(Rt)を次のように定義する：

Tf(x+ x1ε1, y + y1ε2) =(
f(x)+∇f(x, y)Tx1ε1, f(y)+∇f(x, y)Tx2ε2

)
.

(9)

Dn(Rt)×Dn(Rt)上の和・積は要素和・要素積
で定義する．このとき，作用素 T が離散勾配の
構造を保存することを次の定理で示す．
定理 1 関数 f, g : Rs → Rt, h : Rt → Ru

(s, t, u ∈ N)の離散勾配が存在するとする．こ
のとき，f + g, f · gの x, y ∈ Rsでの離散勾配
と任意のベクトル v ∈ Rsとの内積は，それぞ
れ，=[(Tf + Tg)(x + vε1, y + vε2)]，=[(Tf ·
Tg)(x+ vε1, y + vε2)] で与えられる．ここに，
=は ε1, ε2の係数の平均値：

=[(x+ x1ε1, y + y1ε2)] :=
x1 + y1

2
(10)

である．さらに，h ◦ f の x, y ∈ Rsでの離散勾
配と任意のベクトル v ∈ Rsとの内積は=[(Tf ◦
Tg)(x+ vε1, y + vε2)]で与えられる．
本定理より，超双対数微分と同様に，離散勾
配に関しても基本関数の離散勾配が与えられて
いるとき，それらの和・積・合成で表される離
散勾配は上記の手順で構成することができる．
ただし，離散勾配は一般に一意でないため，他
の構成手法で得られる離散勾配とは必ずしも一
致しないことに注意する．
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二重指数関数型数値積分公式による行列符号関数の数値計算

中屋 貴博 1, 田中 健一郎 2

1東京大学大学院情報理工学系研究科卒, 2東京大学大学院情報理工学系研究科, JSTさきがけ
e-mail : kenichiro@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 はじめに

行列符号関数は符号関数

sign(z) =

{
1 Re z > 0

−1 Re z < 0

を行列に拡張したものであり，虚軸上に固有値
を持たない正方行列 T に対して以下のように
定められる:

sign(T ) = Z

[
−Ip O

O Iq

]
Z−1. (1)

ここで Z は T を Jordan標準形 J にする際に
用いられる行列で，T = ZJZ−1であるとする．
さらに，J = diag(J1, J2) となっていて，p次
行列 J1は固有値の実部が負，q次行列 J2は固
有値の実部が正であるとする．
行列符号関数はSylvester方程式やLyapunov

方程式，代数的Riccati方程式を解く問題に利
用することができる．応用としては例えば制御
理論に現れる可制御性グラミアンの計算が挙げ
られる．これは連続時間 Lyapunov方程式を解
くことで得られるため，行列符号関数は制御理
論において重要な役割を果たす [1]．
行列符号関数を計算する手法としてはNew-

ton法や Padé近似を利用した手法等が挙げら
れる [1]．また，近年最適有理近似を用いた高
性能な行列符号関数の計算法が開発された [2].

一方で sign(T )は次のように表現できることが
知られている：

sign(T ) =
2

π

∫ ∞

0
T (t2I + T 2)−1dt. (2)

そこで，(2)の被積分関数が各 tに関して効率
よく計算できれば，例えば二重指数関数型数値
積分公式（DE公式）[3]のような数値積分公式
で sign(T )を効率良く計算できる．更に，数値
積分公式において各 tでの計算は独立であるた
め，並列計算を行うことで，大規模行列に対し
ても符号関数を高精度かつ高速に求められる可
能性がある．

本研究は行列符号関数 sign(T )を (2)に従っ
てDE公式で計算することで可制御性グラミン
を数値計算する手法を提案する．このように行
列関数をDE公式で求める手法は，Aαや log(A)

を計算する手法が研究されている [4]．また，こ
れらの研究では正定値対称な行列に対する誤差
のオーダーについての理論評価が与えられてい
る．本研究ではより一般的な条件の行列に対し
て提案手法が適用された場合の誤差の上界を導
出し，いくつかの行列に対して数値実験を行い
その性能を評価する．

2 DE公式による行列符号関数の計算法

式 (2)を DE公式で計算することを考える．
DE公式は端点に特異性のある解析関数の高精
度な数値積分を行うために提案されたものであ
るが，このような半無限区間の積分に対しても
有効である．[0,∞)における積分を (−∞,∞)

の区間の積分にするために関数

ψ(x) = exp
(π

2
sinhx

)
による二重指数関数型変換 t = ψ(x)を用いて

sign(T ) =
2

π
T

∫ ∞

0
(t2I + T 2)−1dt

=
2

π
T

∫ ∞

−∞
ψ′(x)

(
ψ(x)2I + T 2

)−1
dx

≈ 2h

π

N∑
k=−N

ψ′(kh)T
(
ψ(kh)2I + T 2

)−1

︸ ︷︷ ︸
:=I∗h

(3)

とする．

3 提案手法の誤差解析

提案手法を用いて sign(T )を計算した際の誤
差について考える．DE公式の誤差に関しては，
帯状領域 D(d) = {z ∈ C | |Im z| < d}上で解
析的な関数 f(z)に対して，いくつかの条件の
下で全体の誤差Eについて

|E| ≤ C ′ exp(−CN/ logN)
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となることが知られている．本研究では提案手
法の全体誤差としてこれに類する以下の定理を
導出した [5].

定理 3.1. 虚軸上に固有値を持たない行列 T ∈
Rn×nの行列符号関数 sign(T )を数値積分公式
(3)で計算した時の誤差について以下の式が成
り立つ：

||I∗h − sign(T )||F

≤ n
√
nC||T ||F (

√
nC ′ + ||T 2||F )n−1

πR2n

exp

(
− 2πdN

log(8dN)

)
.

ただし，C や C ′はAに依存する定数，dやR

は Aの固有値分布から定まる定数である．な
お，公式 (3)の刻み幅 hは

h =
log(8dN)

N

で定める．

4 数値実験

本研究ではこれまでの内容を踏まえ，行列符
号関数を計算しその精度を検証した．本節では
その一部を紹介する．
まず，n = 500とし，対角行列

J = diag(a1, a2, ..., an) ∈ Rn×n

を生成した．行列 J は対角成分が区間 (β∗ −
1, β∗) の一様分布した乱数からなるものとし，
β∗ の値を 0,−1,−2,−3,−4,−5と変えた．そ
して，ランダムな正則行列 Z ∈ Rn×n を用い
て T = ZJZ−1と行列 T を定めた．

図 1. T の固有値分布に対する提案手法の精度の変化

図 1は行列T の固有値分布を変化させた場合
の提案手法の精度の変化のグラフである．β∗ ̸=
0なる全ての場合においてN = (標本点数)/2−
1が多くなれば誤差が減少している．これは定
理 3.1の評価式の理論結果と一致していると言
える．また，図 1では β が変化すると同じ N

に対して誤差が異なっているが，これは T の固
有値分布が変化すると定理 3.1の評価式の d,R

が変化することから説明可能である．一方で
β∗ = 0の場合，つまり T が特異行列に近い場
合では提案手法はうまく機能しなかった．

5 おわりに

本研究は行列符号関数をDE公式で計算する
手法を提案し，その誤差の理論的上界を導出し
た．また，数値実験によって固有値分布がある
条件を満たすような行列に対してうまく計算が
できることを確認した．
今後の課題としては特異行列に近い行列にも
適用できるように提案手法を改善すること，提
案手法と並列計算を組み合わせた手法の考案が
挙げられる．
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数値計算における丸め誤差の確率論的性質の観察
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1 概要
数値計算における丸め誤差の定量的評価は実

用上重要な課題である．古典的丸め誤差理論の
手法は現代でも使用されているが，符号の異な
る丸め誤差同士が打ち消し合う振る舞いを反映
しておらず，過剰な評価である．一方で，確率
論的丸め誤差理論では，丸め誤差を同一の確率
分布に従う独立な確率変数と見なすことで，こ
のような丸め誤差の挙動を考慮している．近年
の確率論的丸め誤差の研究では，いくつかの線
形計算に対して，従来の丸め誤差評価と比較す
ると，より実際の丸め誤差の挙動に近づいた丸
め誤差評価が達成されている [1]．
本研究では，数値演算において丸め誤差が従

う確率分布の変化に着目することで，丸め誤差
についての詳細な解析を行うことを目的とす
る．今回は数例の数値演算に対して数値実験を
行い，得られた結果について報告する．

2 2進数浮動小数点数の丸め誤差の確率
論的性質
本発表では，[1]と同様に真値を倍精度値 x

で代用し，それを丸めた単精度値 pxを計算値と
見なすことにして，px´ xを絶対丸め誤差とす
る．単精度の最大値，最小値の 2進対数をそれ
ぞれM ,mと表す．
次式を満たす 2進数単精度浮動小数点数 pxk

を考えることにする：

pxk P r2a , 2a`1q , pxk`1 ´ pxk “ εa . (1)

ここで，a “ m,m ` 1 , . . . ,M ´ 2 ,M ´ 1

で，εa は区間 r2a , 2a`1q におけるマシンイプ
シロンであり，通常の単精度マシンイプシロン
εを用いて εa :“ 2aεで定義される [2]．N :“

p2a`1 ´ 2aq{εa “ 1{εに対し，次式を仮定する
(図 1)．

pxk :“ 2a ` kεa pk “ 0 , 1 , . . . , N ´ 1q . (2)

また，単精度値 pxに丸められる倍精度値全体の
集合を Sppxq :“ tx ; ||px ´ x|| ď εa{2uと表すこ
とにする．

R

px0 px1 px2 pxN´1

2a

. . .

2a`1

“ “ “ “ “˘ ˘ ˘ ˘ ˘

R

pxkpxk ´
εa

2
pxk `

εa

2

« ¸

Sppxkq

図 1. 上：(2)の概念図．下：単精度値 pxk に丸められる
倍精度値全体の集合 Sppxkq．

R

Pr

pxk
pxk `

εa

2
pxk ´

εa

2

1

εa

図 2. x P Sppxkqのとき，xが従う正規化された分布．

pxk に丸められる倍精度値 x P Sppxkqを確率
変数と見なすと，xは図 2のような確率分布に
従う．

3 数値演算における丸め誤差の観察
ここでは，内積計算における丸め誤差の累積
について考える．倍精度値を成分とする a :“

panqn“1 ,... ,N , b :“ pbnqn“1 ,... ,N P RN に対し，
その倍精度の内積 sN :“ a ¨ b “

řN
n“1 anbnが

求められているとする．一方で，各数値演算に
おいて単精度への丸めを実行する場合，内積計
算は以下のように 2つの計算過程に分けられる．
単精度値を成分とする pa :“ ppanqn“1 ,... ,N ,pb :“

ppbnqn“1 ,... ,N P RN に対し，
1) 独立した単精度の掛け算がN 回：
各 pan ,pbnに対して，ptn :“ pan ˆ pbn .

2) 単精度の足し算がN ´ 1回：
各 ptn に対して，ps1 :“ pt1 , psn :“ psn´1 `

ptn pn “ 2 , . . . , Nq .

最終的には，psN ´ sN が内積計算の全体で累積
する絶対丸め誤差である．
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ここで，丸め誤差が累積する過程を観察する
ために，以下の手順で数値実験を行う．各々の単
精度値 pan P r2a , 2a`1q , pbn P r2b , 2b`1q pa , b “

m, . . . ,M ´ 1qに対して，各々の値に丸められ
る倍精度値の集合Sppanq , Sppbnqを擬似乱数を用
いて次のように作成する．I個の倍精度値を成分
とする一様疑似乱数列u :“ tupiqui“1 ,... ,I , v :“

tvpiqui“1 ,... ,I Ă r0 , 1sIを用いて，次のサンプル
Sppanq :“ tqa

piq
n ui“1 ,... ,I , Sppbnq :“ tqb

piq
n ui“1 ,... ,I

Ă RI の各成分を次式に従って生成する．

qapiq
n :“ pan ` εa ˆ

ˆ

upiq ´
1

2

˙

,

qbpiq
n :“ pbn ` εb ˆ

ˆ

vpiq ´
1

2

˙

.

(3)

同じく，ptn P r2t , 2t`1q , psn P r2s , 2s`1q pt , s “

m, . . . ,M´1qであることから，(3)と同様にし
て，一様疑似乱数列u1 :“ tu1piqui“1 ,... ,I , v

1 :“

tv1piqui“1 ,... ,I Ă r0 , 1sIを用いて，次のサンプル
Spptnq :“ tqt

piq
n ui“1 ,... ,I , Sppsnq :“ tqs

piq
n ui“1 ,... ,I

Ă RI を生成する．

qtpiqn :“ ptn ` εt ˆ

ˆ

u1piq ´
1

2

˙

,

qspiq
n :“ psn ` εs ˆ

ˆ

v1piq ´
1

2

˙

.

(4)

一方で，(3)のサンプルを用いて，改めて次式
の計算を行い，qSpptnq :“ t

q

qt
piq
n ui“1 ,... ,I , qSppsnq :“

tq

qs
piq
n ui“1 ,... ,I Ă RI を作成する．

q

qtpiqn :“ qapiq
n ˆ qbpiq

n pn “ 1 , . . . , Nq ,

q

qs
piq
1 :“ q

qt
piq
1 ,

q

qspiq
n :“ q

qsn´1 `
q

qtn pn “ 2 , . . . , Nq .

(5)

各計算過程で qSpptnq , qSppsnqの変化の様子を
定量的に追跡していく．数値実験の様子は図 3

のように表せる．
実験内容の詳細や他の数値演算に対する実験

の結果については発表時に紹介する．

図 3. 内積計算における丸め誤差が計算結果に及ぼす変化
を追跡する数値実験の様子 (具体的にN “ 71とした．)．
左側の橙色と右側の紫色のヒストグラムがそれぞれ，各 n
に対する qSpptnq , qSppsnq .またそれぞれのグラフにおいて，
中央の濃い赤点と青色のヒストグラムは ptn と Spptnq(左
側)，psnと Sppsnq(右側)で，両側の薄い赤点と青色のヒス
トグラムはそれぞれ ptn ˘ εtと Spptn ˘ εtq(左側)，psn ˘ εs
と Sppsn ˘ εsq(右側)をプロットしたもの．

4 結論
今回の数値実験から，数値演算の種類と丸め
誤差の確率論的性質を合わせて考慮することで，
どのような入力と数値演算で丸め誤差の影響が
大きくなるのかを定量的に確かめることができ
た．今後はこのアイデアを基に，他の数値計算
手法に対しても丸め誤差の定量的な解析が可能
となるのではないかと考えている．
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非線形性差分とその応用

降籏 大介

大阪大学サイバーメディアセンター
e-mail : furihata@cmc.osaka-u.ac.jp

1 はじめに

差分法は非線形偏微分方程式の数値解析に広
く使われているが，その差分作用素のほぼ全て
が微分作用素同様に線形作用素である．線形性
は数学的に大変優れた性質であるが微分作用素
を離散近似する際に「数学的性質のいずれかは
必ず失われる」のであるから，線形性を失う場
合の可能性の追求はしておくべきと考える．そ
のため，対数を用いた差分を考案しここしばら
くこれについて調べ始めたところであるが，こ
れらが高階微分の近似も可能であることや線形
性を失う代わりにいくつかの優れた特徴をもっ
ているものとして設計できることなどがわかっ
てきた．実際，予備的な単純な偏微分方程式問
題に対しての数値実験はこれらの優れた特徴が
実際に数値計算に反映されることを示すもので
ある．また，変数変換型の数値積分公式として
名高い二重指数型積分公式に「形式的な意味の
みであるが対応する」二重対数型微分公式とで
も呼ぶべき非線形差分作用素を設計することも
可能である．これらの新しい知見について報告
を行う．

2 数学的および数値解析的特徴

まず，非線形な差分作用素について一般に次
のような数学的特徴を持つだろう．まず，同じ
参照点関数値による近似は，線形差分作用素の
それと同じオーダーになるだろうが主要項係数
は異なるはずだ．これは「同じデータからより
誤差の小さい計算が可能だ」ということを意味
する．これはある意味これまでの常識からはず
れた画期的な成果であろう．また, 微分は関数
の定数自由度に影響を受けないが，非線形差分
作用素はこの定数自由度の影響を受けることか
ら，定数自由度というパラメータによって近似
誤差を制御できるということを意味する．これ
もこれまでにない特徴と言えよう．そしてこう
した特徴をうまく利用することで，非線形差分
作用素が有用となる場面が例えば「解の非線形
性が系の挙動に強く影響を与える問題」や「解
の変化が大きい問題」, そして「データの値の

max /min 比が大変大きい問題」(アボガドロ
数が登場する半導体問題など)などで登場する
ことになるだろう．

3 非線形差分

非線形な差分作用素の構成は無数に考案が可
能であるが，実用上有効そうなものはある程度
限定されるだろう．それらについて 2つほど例
をあげよう．

3.1 一重対数型微分 (single) logarithm

formula

最初に挙げるのは，関数 u(x) の x における
一階微分値の近似として

δlogu(x)
def
=

u(x) + c

2∆x
log

(
u(x+ ∆x) + c

u(x−∆x) + c

)
という差分を考えるものである．パラメータ c

は先に述べた定数自由度に相当するもので，近
似誤差の制御に使える．これを仮に対数差分と
呼ぶ．まず，この差分作用素を用いた例を示そ
う．図-1は c = −2.01での対数差分を用いて非
粘性バーガーズ eq. ∂u/∂t+u ∂u/∂x = 0 を空
間方向を差分で，時間方向を Runge–Kutta 法
で離散化した数値計算例である．初期値は中心
対称になるように sigmoid関数 2つの和をとっ
たもので，周期的境界条件を課している. 通常
の中心差分では数値解が振動発散するためこの
種の問題には各種の風上差分が広く用いられる
が，この結果 図-1は非線形差分の有効性を示
す一例になるだろう．
そしてこの対数差分の近似誤差であるが，Tay-

lor展開で次のように評価できる．

(
u(3)

6
− u(1)u(2)

2(u+ c)
+

(u(1))3

3(u+ c)2

)
∆x2+O(∆x4)

誤差主要項のうち，(u(3)/6)∆x2 は通常の中心
差分による近似主要誤差と同じものであるが，
残り 2項の影響の単純な評価は難しい．そこで
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図 1. 非粘性バーガーズ方程式の数値解．空間方向差分
は中心対数差分 (c = −2.01).

図 2. 単項式 u(x) = xn に対する微分近似誤差主要係数．
実線が一重対数差分 (c = 0の場合)，破線が二重対数差
分 (c = 0, x = exp(−4/3)の場合)，点線が通常の線形差
分によるもの. 低次項には線形差分が，高次項には対数
差分が有効であることがわかる．

例えば単項式 u(x) = xn に対する誤差主要項
を評価すると，δlog については (c = 0とする
場合) (n/3)xn−3となり，通常の中心線形差分
の場合 (n/3−n2/2 +n3/6)xn−3 となることか
ら，図-2のような違いが得られる (この図には
後述の二重対数差分による誤差も示している)．
この結果は非線形性が強い形状の関数に対する
差分の近似には対数差分が適していることを示
唆する．
また，上の誤差の評価式からわかるようにパ

ラメータ c によって対数差分の近似誤差は制
御が可能である．つまり，適切な c をとること
で適切な誤差の形状を設定可能やもという期待
である．実際，図-1でのパラメータ c = −2.01

はそうして選択したものであり，その可能性を
実証した．
次に，式だけであるがこの対数微分公式によ

る二階微分の近似式を示しておこう．

δ
(2)
logu(x)

def
=

u+ c

∆x2

[
1

4

(
log

(
u+
u−

))2

+ log

(
(u+) (u−)

(u+ c)2

)]

ただし，u+ = u(x+∆x)+c, u− = u(x−∆x)+c

である．そしてこの対数差分の近似誤差の主要
項は{

1

12
u(4) − (u(2))2

4(u+ c)
+

(u(1))4

6(u+ c)3

}
∆x2

となる．
以下同様に，形式的には煩雑になるが高階微分
の近似公式を導出することができる. 詳細は当
日の講演にて紹介しよう.

3.2 二重対数型微分 double logarithm

formula

二重対数型微分公式についても記しておこう．
以下のようになる．

δloglogu(x)
def
=

(
u log u

2∆x

)
log

(
log u+
log u−

)
Taylor展開による誤差評価はもちろん可能で，
結果は多少煩雑であるがおおよその性質は一重
対数微分公式に近く，O(∆x2) 主要項の係数は

u(3)

6
− (log(u+ c) + 1)u(1)u(2)

2(u+ c) log(u+ c)

+

(
2(log(u+ c))2 + 3 log(u+ c) + 2

)
(u(1))3

6(u+ c)2(log(u+ c))2

となり，場合によっては (一重)対数型差分より
も誤差が小さい．実際，具体的に u(x) = xn と
した場合のこの主要誤差は{

1

3
+

1

2 log(x)
+

1

3(log(x))2

}
nxn−3

となり，x≫ 1ではほぼ (一重)対数型差分の誤
差に一致し，そして例えばx = exp(−4/3)の時
は (一重)対数型差分の誤差の半分以下， 7/16

倍になることがわかる．図-2はこのケースを選
んで示したものである．

3.3 非線形差分の一般化と多次元化

上記の 2つの例のみならず，変数変換を介して
非線形差分作用素を一般化することが可能であ
る．当日の発表ではこの一般化についても報告
する．また，直交座標における単純な多次元化
についても調査報告をする予定である．
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3段2次の Implicit-Explicit ルンゲークッタ法の安定性

大野 博 1

1茨城大学
e-mail : hiroshi.ono.siam@vc.ibaraki.ac.jp

1 概要

拡散方程式を空間方向に離散化すると，硬い
常微分方程式になる．この方程式を解くための
1つの数値解法として，Implicit-Explicit ルン
ゲークッタ法 (IMEX-RK法)が提案されてい
る．この方法は，次の初期値問題のように硬い
部分と硬くない部分に分割して計算する．

dy(t)

dt
= f(t, y(t)) + g(t, y(t)),

y(t0) = y0. (1)

ただし，f(t, y)を硬くない部分を表し，g(t, y)

を硬い部分を表す．IMEX-RK法は，陽的部分
で f(t, y)を計算し，半陰的部分で g(t, y)を
計算するように構成されている．

2017年には，実用的な A−安定な 8段 4次
IMEX-RK公式やL−安定な IMEX-RK公式が
提案された [1]．ただし，IMEX-RK法の安定性
について，詳細が報告されていない．日本応用
数理学会 2021年研究部会連合会発表会で，2段
1次の Implicit-Explicit ルンゲークッタ法の安
定性について報告した．これは，パラメータ数
を少なくするために，IMEX-RK法の重みと分
点を陽的部分と半陰的部分が同じで，半陰的部
分の対角成分が全て同じなるようにした．この
場合では，絶対安定領域が左右対称に近い形の
とき，大きくなる．2つのパラメータから最大
になるパラメータを求められることを示した．

2 準備

2.1 3段 2次 IMEX-RK公式

本講演では，次のような 3段 2次 IMEX-RK
法を考える．

Y1 = yn +ha1,1G1

Y2 = yn +h(a2,1F1 + a2,1G1

+a2,2G2)，
Y3 = yn +h(a3,1F1 + a3,2F2

+a3,1G1 + a3,2G2

+a3,3G3)，
yn+1 = yn +h(b1F1 + b2F2

+b3F3 + b1G1

+b2G2 + b3G3).

(2)

ただし，Fj = f(tn + cjh, Yj), Gj = g(tn +

cjh, Yj)とする．

2.2 次数条件と仮定

(2)式を 2次公式にするための次数条件式は
次のものとなる [1]．

b1 + b2 + b3 = 1, b1 + b2 + b3 = 1,

b2c2 + b3c3 =
1

2
, b1c1 + b2c2 + b3c3 =

1

2
,

b2c2 + b3c3 =
1

2
, b1c1 + b2c2 + b3c3 =

1

2
,

a2,1 = c2, a3,1 + a3,2 = c3,

a1,1 = c1, a2,1 + a2,2 = c2,

a3,1 + a3,2 + a3,3 = c3.

次数条件式数が 11で，係数の数が 20となる．
パラメータが多くとも 9つ必要となる．
パラメータの数を少なくするために，次の仮
定を与える．陽的部分と半陰的部分の重みを次
のように等しくする．

b1 = b1, b2 = b2, b3 = b3.

陽的部分と半陰的部分の分点を次のように等し
くする．

c2 = c2, c3 = b3, a3,2 = a3.2

半陰的部分の対角成分を全て等しくする．

a1,1 = a2.2 = a3,3 = λ.

2.3 2次公式の係数

2.2節の条件式を解くと，次のようになる．

2.3.1 c2 ̸= c3の場合

a2,1 = c2, a2,1 = c2 − λ,
a3,1 = c3 − a3,2, a3,1 = c3 − λ− a3,2,
b1 = b1 = 0,

b2 =
1− 2c3

2(c2 − c3)
, b3 =

−1 + 2c2
2(c2 − c3)

.
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2.3.2 c2 = c3の場合

2.2節の条件式より，次の式をえる．

a2,1 =
1

2
, a3,1 =

1

2
− a3,2

a2,1 =
1

2
− λ, a3,1 =

1

2
− a3,2 − λ

b1 = 0, b2 = 1− b3, c2 =
1

2
.

2.4 IMEX-RK法の安定性定義

IMEX-RK法の安定性を解析するための道具
を与える [1, 2]．まず，公式の安定性を解析す
るために次のテスト方程式を与えておく．

y′ = λ0y + λ1y, λ0, λ1 ∈ C. (3)

上式の λ0yは，IMEX-RK法の陽的部分のため
のもので，λ1yの半陰的部分のものを示す．(3)

式を (2)式に適用すると，以下のような安定性
関数R(z0, z1)を得る．

yn+1 = R(z0, z1)yn,

z0 = hλ0, z1 = hλ1,

R(z0, z1) = 1 + (z0b
T

+ z1b
T)

(I− z0A− z1A)−1e.

ただし，Iは s× sの単位行列，eは 1が s個の
ベクトル (1, 1, · · · , 1)Tを表す．IMEX-RK法の
絶対安定領域は次のように定義できる．

定義 1 IMEX-RK法の絶対安定領域を次のよ
うに定義する．

A =
{

(z0, z1) ∈ C2 : |R(z0, z1)| ≦ 1
}
.

定義 1では，IMEX-RK法の絶対安定領域を表
すのに 4次元必要になる．これを 2次元に圧縮
するために，IMEX-RK法の陽的部分のみの絶
対安定領域を表示することする．

定義 2 次の領域を IMEX-RK 法を A-安定な
IMEX-RK法とよぶ．

S =
{
z0 ∈ C : |R(z0, z1)| ≦ 1 for ∀z1 ∈ C−

}
.

3 結果

3段 2次 IMEX-RK法の安定性について報告
する．2段 1次の時と同様に，陽的部分と半陰
的部分の重みと分点が同じで半陰的部分の対角

成分が全て同じになる場合を考える．

謝辞 安定性解析をするために，Mathematica

バージョン 12.1.1.0 を使用した．数値実験す
るために，Julia 言語 バージョン 1.5.4 を使用
した．
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Hamilton-Jacobi-Bellman方程式に対する風上差分法の収束証明
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1株式会社豊田中央研究所，2東京大学大学院数理科学研究科
e-mail : daisuke-inoue@mosk.tytlabs.co.jp

1 概要
最適制御問題は，何らかの制御対象に対し

て事前に設計した評価関数を最小化する制御
入力を求める問題であり，工学の諸分野で重要
な役割を担っている．最適制御問題の解を特徴
づける偏微分方程式として，Hamilton-Jacobi-

Bellman方程式（HJB方程式）がある．これは
1階の非線形方程式であり，各時刻で制御入力
についての最適化問題が解かれるという特徴を
もつ．
本発表において，著者らは，風上差分法と呼

ばれる数値解法を用いた計算法を取り上げ，そ
の安定性と収束性を保証するための十分条件を
与える．HJB方程式の風上差分法に対する安定
性と収束性に関する結果は，それぞれ文献 [1]

および [2]で主張されている．しかしながら，こ
れらの証明は各時刻で実行される最適化の誤差
が変数の誤差に与える影響を考慮しておらず，
修正を必要とする．この修正を行ったことが本
研究の貢献である．

2 Hamilton-Jacobi-Bellman方程式
本節では，最適制御問題を定義し，その解を

特徴付ける HJB方程式を定義する．まず，最
適制御問題は

minimize

∫ T

0
g(x(t), a(t))dt+ vT(x(T ))

subject to
dx

dt
(t) = f(x(t), a(t)) t ∈ [0, T ]

の解 a ∈ Eを探す問題として定義される．ここ
で E は，ある有界閉集合E ⊂ Rmに対して
E := {a : [0, T ]→ E | a(·)は可測関数 }

と定義される．また，関数 f : Rn×E → Rnは，
Lipschitz連続な関数であり，g : Rn ×E → R,

vT : Rn → Rはそれぞれ連続関数とする．
動的計画法の基本原理により，この問題はつ

ぎの HJB方程式と等価であることが知られて
いる [3]：

∂tu(x, t) = −H(x, ∂xu(x, t)),

u(x, 0) = vT(x),
(1)

ここで，H は Hamiltonianと呼ばれるつぎの
関数である：

H(x, p) = −min
a∈E

[f(x, a) · p+ g(x, a)] .

HJB方程式の解 uが得られたとする．この
とき，各時刻でH を最小化する aは，最適制
御問題の解を与えることが知られている [3]．
また，力学におけるHamilton-Jacobi方程式
ではH は既知関数として与えられるが，制御
における HJB方程式では H は既知ではなく，
f および gから成る最適化問題を解く必要があ
ることに注意されたい．

3 HJB方程式に対する風上差分法
本節では，前節で定義した HJB方程式に対
して，風上差分法を用いた解法を紹介し，その
安定性と収束性の十分条件を与える．なお，紙
面の制約上，1次元問題を考えるが，2次元以
上への拡張は容易に可能である．

Ω = [0, 1]の区間上での HJB方程式の初期
値・周期境界値問題を考える．これを数値的に
解くために，まず時間と空間を離散化する．す
なわち，時間 t ∈ [0, T ]および空間 x ∈ [0, 1]を
xi = i∆x (i = 0, . . . , Nx)および tj = j∆t (j =

0, . . . , Nt)として一様に分割する．ここで，分割
数Nx, Ntに対して，∆t := T/Nt, ∆x := 1/Nx

と定義した．
つぎに，HJB方程式に現れる関数 u, a, f , g

を離散化する．分割された格子点上での uの値
u(xi, tj)の近似値をU ji と表し，a(xi, tj)の近似
値をAjiと表す．この近似値を用いて，F ji (A) :=

f(xji , A
j
i ), G

j
i (A) := g(xji , A

j
i )と定義する．（以

下，これらを単に F ji , G
j
i と表記することもあ

る）．さらに，U j = [U j0 U
j
1 · · · U

j
Nx

]⊤と定義
する．このとき，式 (1)の HJB方程式に対す
る風上差分法はつぎで定義される：
U j+1
i − U ji

∆t
= F j

+

i D+U ji + F j
−

i D−U ji +Gji ,

Aji = argmin
Aj

i∈E

(
F j

+

i D+U ji + F j
−

i D−U ji +Gji

)
,

(2)
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ここで，F j+i := max(F ji , 0), F j
−

i := min(F ji , 0),

D+U ji :=
Uj
i+1−U

j
i

∆x , D−U ji :=
Uj
i −U

j
i−1

∆x と定義
した．
式 (2)は，最適化と時間発展を交互に解くこ

とで値が求まる，陽解法スキームである．ここ
で，式 (2)の最適化問題の解は一意に存在する
と仮定する．このとき，式 (2)の解の安定性に
ついてつぎの定理が成り立つ．
定理 1 (風上差分法の安定性) 式 (1)のHJB方
程式において，fはつぎの条件を満たすとする：

γ sup
x,a
|f(x, a)| < 1, (3)

ただしγ := ∆t/∆xと定義した．このとき式 (2)

の解は初期値 U0の摂動に対して安定である．
証明 2つの初期値 U0 および Û0 を用意し，
誤差 ej := U j − Û j が拡大しないことを示す．
初期値が U0のときの変数の時間発展は

U j+1
i =

(
1− γ

∣∣∣F ji ∣∣∣)U ji
+ γF j

+

i U ji+1 − γF
j−

i U ji−1 + ∆tGji ,

と表される．同様にして初期値が Û0のときの
変数の時間発展は

Û j+1
i =

(
1− γ

∣∣∣F̂ ji ∣∣∣) Û ji
+ γF̂ j

+

i Û ji+1 − γF̂
j−

i U ji−1 + ∆tĜji ,

と表される．ここで，U j および Û ji を用いた
ときの式 (2)の最小化元を Aji および Âji と表
記し，これらを用いて F ji , G

j
i を計算した値を，

F ji = F ji (A), Gji = Gji (A), F̂ ji = F ji (Â), Ĝji =

Gji (Â)と定義した．誤差 eji の時間発展は

ej+1
i ≤

∣∣∣1− γ ∣∣∣F̂ ji ∣∣∣∣∣∣ |eji |+ ∣∣∣γF̂ ji ∣∣∣ sup
i
|eji |

と評価できる．ここで，U j を用いたときの式
(2)の最小化元Aji を，Û jを用いたときの式 (2)

の最小化元 Âji に置き換えた．同様にして

−ej+1
i ≤

∣∣∣1− γ ∣∣∣F ji ∣∣∣∣∣∣ |eji |+ ∣∣∣γF ji ∣∣∣ sup
i
|eji |.

を得る．ここで，Û jを用いたときの式 (2)の最
小化元 Âji を，U jを用いたときの式 (2)の最小
化元Aji に置き換えた．両方の評価および，式
(3)の条件により

|ej+1
i | ≤ sup

i
|eji |,

を得る．以上で題意が得られた． 2

文献 [1]では，誤差 eを評価するときに，制
御入力 Aと Âが等しいと仮定された不等式評
価がなされているが，これには不備がある．上
記のように+eと−eを別々に評価することで，
この問題は解決される．また，文献 [2]におけ
る収束性証明にも同様の不備があり，これは以
下の定理で修正される．
定理 2 (風上差分法の収束性) 式 (1)のHJB方
程式において 2階連続微分可能な解u(x, t)が存
在するとする．また，風上差分法の初期値に対
して U0

i = vT(xi)が成り立つとする．式 (3)が
満たされるように∆t,∆xを設定したとき，∆t,

∆xに依存しない定数Ct, Cxが存在し，任意の
i = 0, . . . , Nxおよび j = 0, . . . , Ntに対して

|u(xi, tj)− U ji | ≤ Ct∆t+ Cx∆x,

が成り立つ．
証明 紙面の制約上割愛するが，安定性と同
様の手順を用いることで証明が可能である．2
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有限要素法による双曲型偏微分方程式の構造保存数値計算
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1 導入

双曲型偏微分方程式は, 波の現象を記述する
方程式であり自然現象に多く登場する. 発表者
は Klein-Gordon方程式 [1]やMaxwell方程式
[2], Einstein方程式 [3]などの自然現象由来の
双曲型偏微分方程式の数値計算手法について,

高精度な数値計算手法の研究してきた. これら
の手法では, 差分法による高精度数値計算手法
の確立を目的としており, それ以外の離散化手
法についての調査はまだ行っていない. 有限要
素法をこれらの方程式に適用した先行研究とし
ては, [4, 5, 6]などがある. 本講演では双曲型
偏微分方程式に構造保存された有限要素法を用
いて離散化を行い, その数値結果について発表
する.

2 移流方程式

まず, 波動方程式から得られる移流方程式:

∂u

∂t
+
∂u

∂x
= 0 (1)

について, 構造保存された有限要素法による数
値計算を行う. 構造保存の方針として,

C =

∫
1

2
u2 dx (2)

が保存するように有限要素法による離散化を行
うこととする. C は

∂C

∂t
=

∫
u
∂u

∂t
dx = −1

2

∫
∂u2

∂x
dx

= [Boundary Terms] (3)

となり, 連続のレベルで周期境界条件などの適
切な境界条件のもと保存量となる. 式 (1)を有
限要素法により C を保存するように離散化し,

� 初期条件: u = sin(2πx).

� 境界条件: 周期境界条件.

� 0 ≤ x ≤ 1.

� 時間分割数は空間分割数と一致.

として数値計算した結果が図 1, 2である. 図
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図 1. t = 100 における u の値を分割数の変化による図.
横軸は x, 縦軸は t = 100 における u の値.

1からは分割数が細かくなるにつれて厳密解に
近づいていく様子が見て取れる. C の初期から
の誤差を表したのが, 図 2 である. 分割数が多
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図 2. 分割数を変化させたときの C の誤差の図. 横軸は
時間, 縦軸は C と初期値 (0.25)の差の log10 の値.

くなるにつれて誤差が大きくなるようにみえる
が, その大きさは 10−12 程度であるため, 離散
化誤差以外の理由によるものと思われる. また,

大きさ自体も十分に小さいと判断でき, 計算は
確かに C を保存しているとみなせる.
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3 波動方程式

次に, 波動方程式:

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 (4)

に対して, 構造保存された有限要素法による数
値計算を行う. その際に, 次のような連立方程
式の形に式 (4)を変形しておく:

∂u

∂t
+
∂v

∂x
= 0,

∂v

∂t
+
∂u

∂x
= 0.

(5)

v は補助変数であり, 式 (4)と式 (5)は等価であ
る. このとき, 以下のスカラー量:

I =

∫
1

2
(u2 + v2)dx (6)

は

∂I

∂t
=

∫ (
u
∂u

∂t
+ v

∂v

∂t

)
dx

= −
∫ (

u
∂v

∂x
+ v

∂u

∂x

)
dx

= −
∫
∂(uv)

∂x
dx = [Boundary Terms]

(7)

となり, 連続のレベルで周期境界条件などの適
切な境界条件のもと保存量となる. 式 (5)を有
限要素法により I を保存するように離散化し,

� 初期条件: u = sin(2πx), v = sin(2πx),

� 境界条件: 周期境界条件.

� 0 ≤ x ≤ 1.

� 時間分割数は空間分割数と一致.

として数値計算した結果が図 3, 図 4である. 図
3からは分割数が細かくなるにつれて厳密解に
近づいていく様子が見て取れる. I の初期から
の誤差を表したのが, 図 4である. 図 4からは,

分割数が多くなるにつれて誤差が大きくなるよ
うにみえるが, その大きさは 10−11 程度である
ため, 離散化誤差以外の理由によるものと思わ
れる. また, 大きさ自体も十分に小さくと判断
でき, 計算は確かに I を保存しているとみな
せる.

講演では, 構造保存された有限要素法につい
ての離散化の内容の詳しい説明を行う. また,

Klein-Gordon方程式などの,自然現象由来の方
程式への適用の結果も紹介する予定である.
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図 3. t = 100 における u の値を分割数の変化による図.
横軸は x, 縦軸は t = 100 における u の値.
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図 4. 分割数を変化させたときの I の誤差の図. 横軸は
時間, 縦軸は I と初期値 (0.5)の差の log10 の値.
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肝がん悪性化シグナルの数理モデルによる解析 
 
   中村直俊 1、室井敦 2、朝倉暢彦 1、野島陽水 1、鈴木貴 1、越川直彦 2,3 
 
     1大阪大学・数理・データ科学教育研究センター, 2神奈川県立がんセンター，3東京工業大学 

     e-mail: n-nakamura@sigmath.es.osaka-u.ac.jp 

 
1  概要 
  

 発表者らが構築した、肝がん悪性化シグナル

の常微分方程式モデルを題材とし、細胞のシグ

ナル伝達系の数理モデルによる解析について

論点を挙げて述べる。さらに、時間が許せば、

モデルの特徴的な性質を解明するための代数

的な手法についても触れる予定である。 
 

2  さらに詳しく 
 
 エフリンタイプA受容体A2（EphA2）は、受

容体チロシンキナーゼであり、肝細胞がんをは

じめとする様々な固形がんで過剰発現してい

る。 

 

 EphA2 は、588 番のチロシン残基と 897 番の

セリン残基でリン酸化され、EGFRのシグナル伝

達経路と連動して、細胞の増殖と生存を一方で

促進し、一方で抑制するという、相反するシグ

ナルを伝達する。その様子はあたかも、アクセ

ルとブレーキを同時に踏んでいるかのようで

ある。これらのリン酸化状態がどのようにして

細胞シグナルを調和させ、異なるがん細胞の表

現型を生み出すのかはよくわかっていない。 

  

 本研究では、異なるタイプの肝がん幹細胞に

相当する6つの代表的な肝細胞がん細胞（JHH-4、

JHH-6、Kami41、PLC/PRF/5、JHH-7、HuH-7）を

用いて実験および解析を行った。逆相タンパク

アレイによって測定された、タンパク質のリン

酸化の時系列データを、EphA2 シグナル伝達経

路と EGFR シグナル伝達経路のクロストークを

記述する数理モデル（56変数の常微分方程式）

のパラメータにマッピングすることに成功し

た。 

 

 得られたパラメータセットに対して、細胞の

連続的な不均一性を解析する手法であるアー

キタイプ解析を適用すると、高い増殖性を示す

EpCAM陽性のがん幹細胞株と、高い転移性を示

す CD90 陽性のがん幹細胞株を結ぶ、スペクト

ルの存在が明らかになった。後者のアーキタイ

プは、AKTの強いシグナルによって特徴づけら

れた。そこで、AKTの阻害剤を用いた実験を行

ったところ、in vitroおよび in vivoにおいて、

高転移性 CD90 陽性細胞の運動性を有意に抑制

することができた。 

 

 以上の結果は、細胞内の異なるシグナル伝達

経路を微調整し、バランスをとることで、細胞

の表現型レベルでの違いを生み出すことがで

きることを示している。 
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肝がん細胞内シグナル伝達に対する統計学的アプローチ
朝倉 暢彦 1

1大阪大学 数理・データ科学教育研究センター
e-mail : asakura@sigmath.es.osaka-u.ac.jp

1 まえがき
肝細胞がん（hepatocellular carcinoma）は肝

がんの約 90%を占める肝細胞に由来した悪性腫
瘍であり，根治手術後も再発と遠隔転移をきた
すことが多い予後不良の疾患である．現在の分
子標的薬を用いた治療も効果は限定的で，有効
な新規標的治療法の確立が俟たれている．それ
が困難である一つの要因として，肝細胞がんの発
生過程の多様性が挙げられる．そして，この多
様性を規定する要因としてがん幹細胞（cancer

stem cell）の存在が示唆されている．本研究で
は，肝細胞がんのシグナル伝達モデルに基づき，
がん幹細胞マーカーによる肝細胞がんの層別化
と各サブタイプにおけるシグナル伝達を生物統
計学的に検討した結果について述べる．

2 肝細胞がんにおけるシグナル伝達
肝細胞がんに関わる主要なシグナル伝達に，

EGFR を起点とする経路がある．EGFR は，
EGFなどのリガンドの結合により下流のMAPK

経路やPI3K/AKT経路を活性化する．MAPK

経路は細胞増殖（腫瘍形成）に作用し，PI3K/AKT

経路は細胞生存に作用する．
一方，これらの経路は，EphA2のEphrin-A1

などのリガンド結合とチロシン残基（Tyr588）
のリン酸化により上流から抑制される．また，
EphA2にはリガンド非依存的なシグナル伝達
経路も存在し，AKTや ERK下流のキナーゼ
RSKの活性化のフィードバックによりセリン
残基（Ser897）がリン酸化される．これにより
MAPKおよび PI3K/AKT経路への抑制が解
除され，small GTPaseの活性化を介した浸潤・
転移，細胞運動を亢進するシグナルが伝達され
る．すなわちEphA2はEGFRシグナルとのク
ロストークやフィードバックを通して，がん悪
性化に対して相反するシグナルを伝達する機能
を担っている．

3 肝細胞がん細胞株の層別化
近年，肝細胞がんにおいて，がん幹細胞マー

カーである EpCAM（上皮細胞接着分子）と

CD90の発現に基づいた以下のサブタイプ分類
が報告されている [1]．まず EpCAM陽性細胞
は上皮系細胞の性質を有し，高い腫瘍形成能を
示すが，転移能は低く抗癌剤にも高い感受性を
もつ．一方，CD90陽性細胞は間葉系細胞の性
質を有し，腫瘍形成能は低いものの高い転移能
と抗癌剤耐性を示す．
図 1AはEpCAMとCD90の発現に基づく 18

種類の肝がん細胞株のサブタイプ分類である．
データは逆相タンパクアレイ（reverse phase

protein array: RPPA）を用いて計測し，混合正
規分布モデル（Gaussian mixture model: GMM）
でクラスタリングした．同定されたクラスター
は，EpCAMが高発現，CD90が低発現の Ep-

CAM陽性クラスター（EpCAM+），CD90が
高発現，EpCAMが低発現のCD90陽性クラス
ター（CD90+），そして両マーカーが低発現の
中立クラスター（Neutral）である．
次にEpCAMとCD90を含めた 15のタンパ
ク質の発現およびリン酸化の RPPAデータに
よる細胞株の階層的クラスタリングを行った
ところ，EpCAM陽性細胞とCD90陽性細胞は
異なるクラスターに分離された（図 1B，列方
向）。さらにタンパク質発現・リン酸化につい
ても階層的クラスタリングを行ったところ（図
1B，行方向），EpCAMはERKとRSK，CD90

はAKTとクラスターを構成することが確認さ
れた．
さらに，シグナル伝達経路全体での動態を検
討するために，中心化部分最小二乗法（mean-

centered partial least squares）[2]を用いて多変
量解析を行った．この手法はいわば外的基準の
ある主成分分析であり，数学的にはクラスター
を表現するダミー変数の行列とタンパク質発現
のデータ行列との相互相関行列の特異値分解を
行うことと等価である。これにより得られる潜
在ベクトルはデータ変動をもっとよく説明する
3 つ GMM クラスター間のコントラストと対
応するタンパク質発現・リン酸化パターン（図
2A）に対応する．これより，CD90，EphA2，
pEphA2-Ser897, AKTとEpCAM，ERK，RSK
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図 2. 部分最小二乗法による解析

の相反する活性化・不活性化が CD90 陽性と
EpCAM陽性を特徴付けるものであることが示
唆される．また，潜在ベクトルから算出したス
コアにより 3つのGMMクラスターが分離され
る（図 2B）.

4 むすび
本研究で見出された CD90 陽性細胞におけ
る EphA2と pEphA2-Ser897およびAKTの高
発現は，AKTからのフィードバックを介した
EphA2のリガンド非依存的シグナル伝達経路
の亢進を示唆し，それは報告されているCD90

陽性細胞の高い浸潤・転移能と符合する．さら
に，AKTを阻害することで，CD90陽性細胞
の生存能および運動性が低下することも確かめ
られており [3]，EphA2および AKTを介した
シグナル伝達の解明が，今後の肝細胞がんの分

子標的治療法の進展に極めて重要になってくる
と考えられる．

謝辞 本研究は文部科学省科学研究費補助金新
学術領域研究「細胞社会ダイバーシティーの統
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Max-Plus版2次元Nicholson-Baileyモデルの解について
太田 順也 1, 高橋 大輔 2

1,2早稲田大学基幹理工学研究科
e-mail : let us alone@asagi.waseda.jp

1 概要
Nicholson-Bailey (NB)モデルは，寄生種と

宿主の関係を表す時間離散モデルであり，以下
の方程式で与えられる．

xn+1 = λxne−y
n
,

yn+1 = xn(1− e−yn)

ここで nは離散時刻，x, yはそれぞれ宿主と寄
生種の個体数を表す [1]．さらに空間依存性を
考慮したモデル

xn+1
ij = (1− µx)x̃nij +

µx
|nbd(i, j)|

∑
(i′,j′)∈nbd(i,j)

x̃ni′j′ ,

yn+1
ij = (1− µy)ỹnij +

µy
|nbd(i, j)|

∑
(i′,j′)∈nbd(i,j)

ỹni′j′ ,

x̃n+1
ij = λxnije

−ynij ,

ỹn+1
ij = xnij(1− e

−ynij )

(1)

についても研究されている [2]．適当な初期値
からの時間発展を数値計算すると，次図のよう
にスパイラルパターンが現れる．

図 1. λ = 2, µx = 0.9, µy = 0.5の場合の 256× 256の
領域における数値計算例．

本稿では，空間依存NBモデル (1)の超離散
化，および，得られた超離散方程式の解の時空
間パターンについて厳密解の立場から議論する
[3]．

2 超離散方程式
まず超離散化を行うための準備として，(1)

の x̃, ỹの定義をそれぞれ

x̃nij =
λxnij

1 + ynij + (ynij)
2
, ỹnij =

xnijy
n
ij

1 + ynij
(2)

に置き換える．元の指数関数を含む部分を，超
離散化向けに近似展開で置き換えたものである．
この置き換えは恣意的であるが，超離散化可能
であり，かつ，図 1と同様のスパイラルパター
ンが現れることを必要条件として，展開形がで
きるだけ単純になるものを採用した．
次に，

x = eX/ε, y = eY/ε, λ = eΛ/ε,

µx = µy = 1/(1 + e−M/ε)

の変換を施し，ε→ +0の極限を取ると，超離
散空間依存NBモデル

Xn+1
ij = max(X̃n

ij −max(0,M),

max
(i′,j′)∈nbd(i,j)

(X̃n
ij + min(0,M)),

Y n+1
ij = max(Ỹ n

ij −max(0,M),

max
(i′,j′)∈nbd(i,j)

(Ỹ n
ij + min(0,M)),

X̃n
ij = Xn

ij − 2 max(0, Y n
ij ) + Λ,

Ỹ n
ij = Xn

ij + min(0, Y n
ij )

(3)

が得られる．

3 解の解析
近傍 nbd(i, j)は，以降では格子点 (i, j)を中

心とする半径 R の円内に含まれる (i, j) 以外
の格子点の集合とする．次図は，初期値をうま
く選んだときの R = 5の場合の数値計算例で
ある．
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図 2. Λ = 1, M = −1, R = 5の場合の 256× 256領域
における数値計算例．

この例のように，超離散方程式においても数
値計算によってスパイラルパターンを再現する
ことは可能であるが，解がどのように成り立っ
ているかについては方程式を理論的に解析する
必要がある．そこで，より規則的なパターンに
ついて議論を進める．
まず，Λ = 1, M = −1とする．このとき，
小さい Rの数値計算におけるいくつかの特徴
的な解において，(X,Y ) = (1, 0), (2, 1), (1, 2),

(0, 1)の値が周期的に入れ替わるパターンの存
在，および，(1, 1)の値を取り続ける格子点の
存在が確認された．そこで，領域内の任意の格
子点が以下の条件を満たすとする．
同じ格子点では，(X,Y )の値は
u0 : (1, 0)→ u1 : (2, 1)→ u2 : (1, 2)→
u3 : (0, 1)→ u0 : (1, 0)→ · · ·
の周期 4の値の変遷を繰り返すか，常
に s : (1, 1)のままでいる．

(3)にこの条件をあてはめると，以下の結論が
得られる．

• ukの格子点の近傍には，必ず uk−1, uk+1

の格子点がともに存在し，uk+2の格子点
は存在してはならず，uk, sの格子点は
あってもなくてもよい．（kはmod 4で考
える．）

• sの格子点の近傍には，必ず u0 ∼ u3の
格子点のどれもが存在し，sの格子点は
あってもなくてもよい．

以上の条件を満たす解のパターンの例を以下に
示す．すべて u0 : 青, u1 : 黄, u2 : 赤, u3 : 緑,

s :桃を表している．また，パターンの一部の
み描いており，本来はどれも格子平面全体に拡
がる解である．

図 3. 右に速さ 2で動く進行波 (R = 2)．

図 4. 右回りに回るスパイラル (R = 1)．

図 5. 右回りに回るスパイラル (R = 3)．桃の領域は静止．
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合成順序の交換によるmax-min方程式と解の構成

北川 宗詢 1, 高橋 大輔 2

1,2早稲田大学基幹理工学研究科
e-mail : k.tsoumana397@akane.waseda.jp

1 概要

本講演で扱うmax-min方程式とは、与えら
れた引数の中の最大値および最小値を返す二項
演算であるmax演算とmin演算、そして共役
と呼ばれる単項演算のみで記述された方程式の
ことである。特に本講演では時間変数と空間変
数を持つ 1 + 1次元の時間発展方程式で、ある
点での時間発展が 1時刻前のその点の近傍のみ
に依存するものを取り上げる。

max-min方程式の解析ではある式を他の式
に代入することが重要な操作となる。そこで、
そのような代入操作で空間変数がどのように変
化するのかを詳しく調べるために変数 uに作用
する作用素を導入する。

max-min時間発展方程式の任意の時刻での
値を初期値を用いて表した場合の項の数は一般
には指数オーダーで増えていくが、項の数が多
項式オーダーで増えていくような時間発展則も
存在する。本講演では多項式オーダーで増加す
る時間発展方程式を可解方程式と呼び、ある条
件を満たす可解方程式から別の可解方程式を導
出する手続きについて考察する。
本講演で扱う方程式は全て全順序集合上に値

をとるものとする。

2 max-min方程式

max演算とmin演算をそれぞれ、

max(a, b) := a ∨ b (1)

min(a, b) := a ∧ b (2)

のように表記する。
共役演算 a 7→ aを

a ≤ b⇔ a ≥ b (3)

a = a (4)

が成り立つような写像とする。

∨と ∧について次の等式が成り立つ。

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) (5)

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) (6)

a ∨ (a ∧ b) = a (7)

a ∧ (a ∨ b) = a (8)

次の形の時間発展方程式が本講演での考察対
象である。

un+1
i = F (uni+j1 , . . . , u

n
i+js) (9)

ここで F は上述の演算の合成によって得られ
る s項演算であり、uの時間発展を定めるもの
である。
un+1
i を初期値 {u0i }で表すためには F の引

数である各 uni に対して

uni = F (un−1
i+j1

, . . . , un−1
i+js

) (10)

を代入し、これらに現れる un−1に対して

un−1
i = F (un−2

i+j1
, . . . , un−2

i+js
) (11)

を代入する、といったことを時間変数が 0にな
るまで繰り返せばよい。例えば

F (ui−1, ui, ui+1) = (ui−1 ∨ ui) ∧ ui+1 (12)

であるとき u2i を計算すると

u2i =(u1i−1 ∨ u
1
i ) ∧ u1i+1

=(((u0i−2 ∨ u0i−1) ∧ u0i ) ∨ ((u0i−1 ∨ u
0
i ) ∧ u0i+1))

∧ ((u0i ∨ u
0
i+1) ∧ u0i+2)

=(u0i ∨ ((u0i−1 ∨ u
0
i ) ∧ u0i+1)) ∧ u0i+2 (13)

となる。(13)式から

un+2
i = G(uni−1, . . . , u

n
i+2) (14)

で表される二時刻分の時間発展方程式が得ら
れる。
議論を簡単にするために、時間発展を表す演
算の具体形が与えられた時に uや i、および n
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を省略して各 jと演算を表す記号のみで表記す
ることとする。上述の例で現れた F やGの場
合は

F = (−1 ∨ 0) ∧ 1 (15)

G = (0 ∨ ((−1 ∨ 0) ∧ 1)) ∧ 2 (16)

のように表記する。

3 時間発展作用素とその演算

前節で定義した略記された時間発展則をuiに
作用する作用素とみなして、作用素同士の∨演
算と ∧演算、及び代入による合成 ◦を考える。
前節のF,Gで説明すると、Fは作用素−1∨0と
1の ∧演算によって得られる作用素であり、G
はG = F ◦ F によって得られる作用素である。
◦に関して結合法則

(F ◦G) ◦H = F ◦ (G ◦H) (17)

が成り立つ。他にも次の等式が成り立つ。

(F1 ∨ F2) ◦G = (F1 ◦G) ∨ (F2 ◦G) (18)

(F1 ∧ F2) ◦G = (F1 ◦G) ∧ (F2 ◦G) (19)

任意の作用素 F に対して

F 1 := F (20)

Fn+1 := Fn ◦ F (21)

のように再帰的に定義する。

4 可解方程式

作用素F が可解であるとはFnの項の数が n

に関して高々多項式オーダーで増加することと
定義する。
可解作用素F がF = F1 ◦F2と分解できるな

らば、F ′ = F2 ◦F1もまた可解である。つまり

(F ′)n = (F2 ◦ F1)
n

= F2 ◦ (F1 ◦ F2)
n−1 ◦ F1

= F2 ◦ Fn−1 ◦ F1

であるが、最後の変形において Fn−1には nの
多項式程度の項しか含まれていないため、それ
に F2と F1を合成しても高々Fn−1の定数倍の
項しか含まれないことが分かる。
また、可解作用素F がF = F1 ◦F3 = F2 ◦F3

のように二通りに分解できるならば (7)、(8)、

(18)および (19)からXを任意の作用素として

F = (F1 ∨ (F2 ∧X)) ◦ F3 (22)

= (F1 ∧ (F2 ∨X)) ◦ F3 (23)

が成り立つことが分かり、このことから F3 ◦
(F1 ∨ (F2 ∧X))や F3 ◦ (F1 ∧ (F2 ∨X)) が可解
であることが分かる。

5 可解作用素の例

可解作用素の例を以下にいくつか挙げる。こ
れらは Ikegamiら [1]によって発見されたもの
や、それらを基に上述の方法で導出したもので
ある。

(0 ∧ 1)n = 0 ∧ 1 (24)

((−1 ∨ 1) ∧ 0)n = (−1 ∨ 1) ∧ 0 (25)

((−1 ∨ 1) ∧ 0)n = (−1 ∨ 1) ∧ 0 (26)

((−1 ∨ 1 ∨ ((−2∨4) ∧ 2 ∧ 3)) ∧ 0)n

= (−1 ∨ 1 ∨ ((−2∨4) ∧ 2 ∧ 3)) ∧ 0 (27)

(0 ∧ 1)n = 0 ∧ 1∧ · · · ∧ n (28)

((−1 ∨ 0) ∧ 1)n

= (. . . ((−n) ∨ −n+ 1) ∧ −n+ 2) ∨ . . .
∧n− 2) ∨ n− 1) ∧ n (29)

6 今後の展望

今後の展望としては、可解作用素を導出する
より一般的な方法を考案することや、作用素
の持つ対称性などの性質を調べること、およ
びTakahashiら [2]によって提案・解析された
max-min-plus型の方程式に対しても本研究で
の作用素による手法を拡張することなどが挙げ
られる。

参考文献

[1] T.Ikegami,D.Takahashi,J.Matsukidaira,

“On solutions to evolution equations

defined by lattice operators”,

Japan J. Indust. Appl. Math, 31

(2014), 211–230.
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B.Feng, “Max-plus analysis on some
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ファジーセルオートマトンの漸近挙動解析
山本 航 1, 高橋 大輔 2

1,2早稲田大学基幹理工学研究科数学応用数理専攻
e-mail : ko3457@akane.waseda.jp

1 はじめに
ECAについて{0, 1}の二値の時間発展を多項

式によって拡張し, [0, 1]閉区間で時間発展が閉
じるものを考える. これはECAを fuzzy化 (連
続化) した時間発展則だと見なせるため, fuzzy

Elementary Cellular Automaton (fECA) と呼
ぶ. fECAについて任意の初期値から厳密解を
求めることは困難な場合がほとんどである. そ
こで, 時間無限大での漸近挙動 (漸近解) がど
のようになるか, 厳密な証明を与えることを目
標に研究した成果について, 本講演ではその証
明手法とともに発表する.

2 fECAの表現と構成方法
1次元上の位置 j, 時刻 nにおける状態変数

unj について, 空間周期 K の周期境界をもち,

x, y, z ∈ {0, 1}で f(x, y, z) ∈ {0, 1}を満たし,

x, y, z ∈ [0, 1]で f(x, y, z) ∈ [0, 1]を満たすよ
うな 3変数多項式 f を用いて,

un+1
j = f(unj−1, u

n
j , u

n
j+1) (1)

と表される fECAを本講演では取り扱う. fECA

について, その解の一例が下の図である. この
図では, 空間軸を右向き横方向に, 時間軸を下
向き縦方向にとり, 0を白, 1を黒とするグレー
スケールで [0, 1]を表す図で解を表現する. こ
れらの図のように多彩な時間発展則が存在し,

漸近解も多くのパターンが存在する.

図 1. f(x, y, z) = xy

図 2. f(x, y, z) = xyz+ 1
2
x(1−x)+ 1

2
y(1−y)+ 1

2
z(1−z)

図 3. f(x, y, z) = (1− x− z)y2 + (x+ z)y

図 4. f(x, y, z) = 4
3
x(1− x) + 4

3
y(1− y) + 4

3
z(1− z)

ECAには独立の 256個のルールがあり [1],

その全てを一律に fuzzy化する方法が存在する
[2]. 例えば, ECAのルールを表す真理値表が

111 110 101 100 011 010 001 000

a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

ai ∈ {0, 1}, i = 0, 1, . . . , 7

と表されるとき, 式 (1)の f を

f(x, y, z) = a0xyz + a1xy(1− z) + a2x(1− y)z

+ a3x(1− y)(1− z) + a4(1− x)yz

+ a5(1− x)y(1− z) + a6(1− x)(1− y)z

+ a7(1− x)(1− y)(1− z)

とすると, これは上の真理値表をみたす ECA

を fuzzy化した fECAとなる. その一方で, 初
期値を {0, 1}に限定して ECAとみなすと等価
なルールとなるが, fECAとしては全く異なる
時間発展系を作ることが可能であり, ECAより
も遥かに広い時間発展系を扱うことになる.

3 各サイトで単調性のある場合の漸近解
の証明
各サイトで単調性のある fECAの場合, 証明
は容易にできる. 例えば式 (1)について,

f(x, y, z) = (1− x)y(1− z)
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として fECA を構成すると, これは ECA4 を
fuzzy化した時間発展則となる.

図 5. f(x, y, z) = (1− x)y(1− z)

この fECAは任意の時刻について, un+1
j ≤ unj

が成立する. よって, unj は各サイトで単調に減
少し, 下に有界であるため, 収束する. ここで,

その収束値を vj とすると n→∞で
vj = (1− vj−1)vj(1− vj+1)

が成立し, これを解くと,

vj = 0 or (vj−1, vj , vj+1) = (0, α, 0)

となる. ここで αは α ∈ [0, 1]を満たす任意
実数である. したがって, 漸近解は α1, α2, α3,

. . .を任意実数として,

· · · 0α10 · · · 0α20 · · · 0α30 · · ·

となる.

4 リアプノフ関数が存在する場合の漸近
解の証明
リアプノフ関数 (時間によって単調に変化す

る量) が存在する fECAの場合, 厳密な証明が
できる場合もある. 例えば式 (1)について,

f(x, y, z) = xyz+
1

2
x(1−x)+

1

2
y(1−y)+

1

2
z(1−z)

として fECAを構成すると, これはECA128を
fuzzy化した時間発展則となる.

図 6. f(x, y, z) = xyz+ 1
2
x(1−x)+ 1

2
y(1−y)+ 1

2
z(1−z)

この fECAについて,

L(n) =

K∑
j=1

unj (1− unj )

という量をとると, 周期境界条件から,

L(n+ 1)− L(n) =
K∑
j=1

un+1
j (1− un+1

j )−
K∑
j=1

unj (1− unj )

=
K∑
j=1

(
−
unj−1

4

4
+ unj−1

3unj u
n
j+1 +

unj−1
3

2
− unj−1

2unj
2unj+1

2

−
unj−1

2unj
2

2
− unj−1

2unj u
n
j+1 +

unj−1
2unj

2
−
unj−1

2unj+1
2

2

+
unj−1

2unj+1

2
−

3unj−1
2

4
+ unj−1u

n
j
3unj+1 − unj−1u

n
j
2unj+1

+
unj−1u

n
j
2

2
+ unj−1u

n
j u

n
j+1

3 − unj−1u
n
j u

n
j+1

2 + unj−1u
n
j u

n
j+1

−
unj−1u

n
j

2
+
unj−1u

n
j+1

2

2
−
unj−1u

n
j+1

2
+
unj−1

2
−
unj

4

4

+
unj

3

2
−
unj

2unj+1
2

2
+
unj

2unj+1

2
+
unj

2

4
+
unj u

n
j+1

2

2

−
unj u

n
j+1

2
−
unj
2
−
unj+1

4

4
+
unj+1

3

2
−

3unj+1
2

4
+
unj+1

2

)

=

K∑
j=1

D(unj−1, u
n
j , u

n
j+1)

となり, x, y, z ∈ [0, 1]でD(x, y, z) ≥ 0である
ことが示されるため, L(n)は単調に増大するリ
アプノフ関数となる. ここで, L(n)は上に有界
であるため収束し, その漸近状態において,

D(unj−1, u
n
j , u

n
j+1) = 0 (n→∞)

が成立する. これを x, y, z ∈ (0, 1)で解くと,

unj−1 = unj = unj+1 =
1

2
(n→∞)

となり, 全体が 1
2 の一様解に収束する.

fECAの漸近挙動に関して, 上述の結果及び
その他の結果について, 本講演では詳しく報告
する.

参考文献
[1] Stephen Wolfram,“A New Kind of Sci-

ence”, Wolfram Media, 2002.

[2] 福田亜希子・渡邉扇之介,“グレブナー
基底を用いた黄金比に収束するファジー
セルオートマトンの列挙”, 日本応用数
理学会 2018年度年会予稿集, 2018.
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ファジーセルオートマトンルール184に慣性の効果を取り入れた拡張モデ
ルの解析

東 康平 1

1東京大学大学院数理科学研究科
e-mail : koheih@ms.u-tokyo.ac.jp

1 概要

渋滞への相転移現象を記述できる交通流の数
理モデルとして，セルオートマトンルール 184

に慣性の効果を取り入れたスロースタートセル
オートマトンモデル [1]が知られている．本講
演では，ファジーセルオートマトンルール 184

[2]に慣性の効果を取り入れて，スロースタート
セルオートマトンモデルのファジー化とみなせ
るファジーセルオートマトンモデルを構成し，
交通流の定常状態に対応する定常解を厳密に求
め列挙する．特に，渋滞走行状態に対応する解
について，安定性が切り替わり分岐を起こす系
の臨界平均密度を解析的に議論する．

2 モデルの導出

慣性の効果を取り入れたモデルである離散方
程式系を次のように構成する．時刻 t,位置nに
おける次の時刻 t+1にn+1に必ず動くことの
できない車の割合を utn, 次の時刻 t+ 1に n+ 1

に条件により動くことのできる車の割合を vtn
とする．

(i)サイト間の移動，(ii)サイト内の移動とい
う 2つの観点で方程式を導出する．
(i)サイト間の移動:

サイト間の流出入における連続の方程式は，

ρt+1
n − ρtn = jtn − jtn+1. (1)

ただし，ファジーセルオートマトンルール 184

と同様に，ρtn := utn + vtn，j
t
n := (1 − utn −

vtn)vtn−1と仮定する．
(ii)サイト内の移動:

uの時間変化を考える. サイト間での流出入は，
vのみに寄与するから，

ut+1
n − utn = +vtnから ut+1

n と変化したもの

−utnから vt+1
n に変化したもの

(2)

がなりたつ．式 (2)の右辺第 1項は，

(utn+1 + vtn+1)v
t
n, (3)

式 (2)の右辺第 2項は，

(1− utn+1 − vtn+1)u
t
n (4)

と仮定する．以上の (i), (ii)を合わせて，
ut+1
n = (utn+1 + vtn+1)(u

t
n + vtn)

vt+1
n = (1− utn+1 − vtn+1)u

t
n

+(1− utn − vtn)vtn−1

(5)

がモデルとなる離散方程式系である．このモデ
ル (5)は初期条件を

∀n 0 ≤ u0n, v0n ≤ 1, 0 ≤ u0n + v0n ≤ 1

を満たすようにとると，

∀t, n 0 ≤ utn, vtn ≤ 1, 0 ≤ utn + vtn ≤ 1

となり，ファジー性がなりたつ．さらに，

∀n u0n, v
0
n ∈ {0, 1}, 0 ≤ u0n + v0n ≤ 1

を満たすようにとると，スロースタートセル
オートマトンの時間発展を与える．したがって，
ファジースロースタートセルオートマトンと考
えることができる．

3 厳密解と基本図

基本図とは，平均流量Q,平均密度 sのQ−s
グラフであり，N 周期境界条件のもとで，それ
ぞれは，

Qt :=
1

N

N∑
i=1

(1− utn − vtn)vtn−1, (6)

s :=
1

N

N∑
i=1

(utn + vtn) (7)

と定義される．
交通流に対応する (i)自由走行解，(ii)渋滞走
行解の 2つの厳密解が存在する．
(i)自由走行解:

∀n, t utn = 0, vtnv
t
n+1 = 0 (8)
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は速度 1で走る自由走行に対応する解であり，
平均流量は，

Q = s (9)

である．ただし，周期が偶数 (N = 2M)の時は，
s ≤ 1

2，奇数 (N = 2M + 1)の時は，s ≤ M
2M+1

の範囲で存在する．
(ii)渋滞走行解:

q = s2, r = s(1− s), (10)

であり，渋滞走行に対応する解である．平均流
量は，

Q = s(1− s)2 (11)

である.

4 解の安定性

渋滞走行解の線形安定性を調べる．摂動を以
下のようにとる．

utn = s2 + εtn, v
t
n = (1− s)s+ νtn (12)

ただし, 摂動の空間総和は 0 になるようとり，
周期系であるので，線形化方程式の解を λ ∈
C, k = mπ

N (m ∈ Z)を用いて，

εtn = C1λ
teikn, νtn = C2λ

teikn, (C1, C2 ∈ C)

(13)

とすると，

A

[
C1

C2

]
= λ

[
C1

C2

]
(14)

となる. ただし，

A :=

[
s(1 + eik) s(1 + eik)

(1− s)2 − s2eik −s2eik + (1− s)e−ik − (1− s)s

]
(15)

である．線形化方程式 (14)に対応する固有方
程式は，

λ2 − {(1− s2) cos k + s2 − i(1− s)2 sin k}λ
− 2is(1− s) sin k = 0

である．渋滞走行解が不安定である条件は，|λ| >
1となる解が存在することである．それは，

1− 3s+ 9s2 − 8s3 + 4s5 − s6

+ (1− 3s− s2 + s3 + s5 − s6) cos k

+ (−1 + 4s− 9s2 + 10s3 − 6s5 + 2s6) cos 2k

+ (1− s)2(1 + s)(−1 + s+ s3) cos 3k

− (1− s)4(1 + s)s2s2 cos 4k < 0 (16)

と等価であり，図 1の領域内部である．

図 1. 横軸:s ∈ [0, 1],縦軸:k ∈ [0, 2π]. 領域内部が |λ| > 1
を表す．

特に，不安定となる kが存在するのは，

s ≤ 1

5
(17)

の領域である．

5 まとめと今後の課題

スロースタートセルオートマトンのファジー
化とみなすことのできる数理モデルを構成し，
渋滞走行解が不安定となる領域を厳密に求めた．
自由走行解を含む渋滞走行解以外の定常解を全
て列挙し，その安定性を調べることで，渋滞相
への相転移を議論することは今後の課題である．
また，ファジースロースタートセルオートマト
ンモデル (5)には，空間的に非定常なパターン
を示す解が存在することが数値シミュレーショ
ンから示唆されており，その性質を調べること
にも興味がある．

参考文献

[1] Takayasu M. and Takayasu H., 1/f
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(1993), 860–866.
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T., Rule 184 fuzzy cellular automa-

ton as a mathematical model for traffic
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Neimark-Sacker分岐を示す超離散モデルについて

大森祥輔, 山崎義弘

早稲田大学先進理工学部物理学科
e-mail : 42261timemachine@ruri.waseda.jp

近年, 超離散化法の非平衡散逸系や非可積分
系への応用が研究され発展している [1, 2, 3, 4,

5, 6, 7, 8, 9]. 例えば, 反応拡散系に対する超離
散化法の研究をみてみると, もとの反応拡散方
程式, すなわち連立非線形微分方程式に対して
tropical差分化 [1]を適用して正値差分方程式
を導出し, その後超離散化によって対応する超
離散方程式が導出されている. そして, 得られ
た超離散方程式に現れるパラメータを制限する
ことで解を CAとして表現し, もとの微分方程
式の数値計算によって得られる時空パターンと
CAによる時空パターンとを比較するという方
針で研究が行われている.

我々は, 低次元力学系の局所分岐を示す非線
形微分方程式に対する超離散化の研究を行い,

得られた超離散方程式を離散力学系の観点から
研究している [7, 8, 9]. 本発表では離散力学系
における Neimark-Sacker分岐 (連続力学系で
Hopf分岐に対応する分岐) を示す以下の二次
元超離散モデルに着目する.

Xn+1 = Yn + max(0, 2Xn)

Yn+1 = B −max(0, 2Xn) (1)

ここで B は分岐パラメータである. 発表にお
いて, まず, 超離散モデル (1) が Hopf 分岐を
有する解糖系の数理モデルとして知られている
Sel’kovモデルを tropical差分化した差分方程
式から導出されることを示す. その後, 超離散
モデル (1)の力学的特徴を, 相平面解析及び数
値計算によって明らかにする. 特に, B ≤ 0の
時に (1) は興奮性を示し, B > 0 で二つのリ
ミットサイクルを有することを示す. したがっ
て, B = 0でNeimark-Sacker分岐が起こる. さ
らに, (1)が有するリミットサイクルの特徴を,

Poincaré写像を用いて議論する.

ここで, 具体的な発表のながれを以下に述べ
る. 超離散モデル (1)は以下の tropical差分化
した Sel’kovモデルから導出することができる.

xn+1 =
xn + τ(ayn + x2nyn)

1 + τ

yn+1 =
yn + τb

1 + τ(a+ x2n)
(2)

ただし a, b, τ は正のパラメータであり, nは時
間ステップを表す. (2)は τ → 0で, Sel’kovモ
デル [10]

dx

dt
= −x+ ay + x2y,

dy

dt
= b− ay − x2y, (3)

に還元される.

続いて, 超離散モデル (1)のダイナミクスに
ついて調べるために, Xn-Yn相平面を二つの領
域に分ける: 0 < Xn の範囲を” region I ”,

0 ≥ Xn の範囲を” region II ” とする. すると
region I上の (1)のダイナミクスは, 不安定固
定点 x̄I = (B,−B)を中心としたスパイラルと
なる. 一方, region II上では, x̄II = (B,B)が
安定なノードとなり, 初期状態 x0 = (X0, Y0)

は多くとも二回の時間ステップで (B,B)とな
る : x0 = (X0, Y0) → x1 = (Y0, B) → x2 =

(B,B). (これら各範囲のダイナミクスの詳細
は発表内で述べる.) したがって, region I 及び
IIでの相平面上のダイナミクスを合わせること
で, (1)の力学的特徴全体を把握することがで
きる. 以下では, B ≤ 0及びB > 0の各場合に
ついて, (1)がどのようなダイナミクスを有す
るか概説する.

まず, B ≤ 0なる場合を考えると, x̄II が唯
一の固定点で安定となっている. 図 1はこの場
合の (1)のダイナミクスを模式的に表したもの
である. このとき, 全ての初期状態x0は多くと

図 1. B ≤ 0に対する, (1)のダイナミクスの模式図.

も 6回の時間ステップで x̄II へ到達することが
示される. また, region IIを, 0 ≥ Yn, 0 < Yn
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で分けた範囲をそれぞれ” region II-1 ”及び”

region II-2 ”とすると, region II-2内にある状
態は興奮性を示す. 実際, 図２は region II-1(図
２ (a))および II-2(図２ (b))に含まれる初期状
態 (X0, Y0)の時間発展を示したものである. 図
２ (b)において興奮性がみられることがわかる.

(a) (b)
図 2. region II-1, II-2 に含まれる初期状態 (X0, Y0) の
(1)における時間発展. ただし, B = −1としている.

次に, B > 0なる場合を考えよう. この場
合, x̄I が唯一の不安定固定点となっており, そ
の周りに二つの異なる周期解 C 及び Cs が現
れる (図３)：C = {(B,B) → (3B,−B) →
(5B,−5B)→ (5B,−9B)→ (B,−9B)→
(−7B,−B)→ (−B,B) [→ (B,B)]},
Cs = {

(
B
15 , B

)
→
(
17B
15 ,

13B
15

)
→
(
47B
15 ,−

19B
15

)
→(

5B,−79B
15

)
→
(
71B
15 ,−9B

)
→
(
7B
15 ,−

127B
15

)
→(

−113B
15 , B15

) [
→
(
B
15 , B

)]
}. 各周期解は共に周

図 3. B = 1の場合にみられるリミットサイクル：C (open
circles) and Cs (filled circles). 星印は x̄I = (B,−B)を
表している.

期７であることに注意する. また, 相平面内の
任意の初期状態 (X0, Y0)は, 最終的に Cまたは
Csに収束する. 実際図 4では, 異なる 4つの初
期状態が最終的に Cへ収束していることがわか
る. したがって, C, Csは二つの異なるリミット
サイクルとみなすことができる. C, Cs の特徴
はPoincaré写像を用いて, 具体的に解析するこ
とができる（解析の詳細は発表内で述べる）.

図 4. B = 1 における, 異なる 4 つの初期状態（赤の
四角形）の軌道. 軌道は最終的に C へ収束する. 星印は
x̄I = (B,−B).

謝辞 本研究は,住友財団基礎科学研究助成 (助
成番号 200146) の助成を受けたものです.
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Neimark-Sacker分岐を示すトロピカル差分化されたモデルと
超離散モデルとの関係について

山崎義弘, 大森祥輔
早稲田大学 先進理工学部 物理学科
e-mail : yoshy@waseda.jp

分岐現象に超離散化法を適用する試みの一環
として,式 (1)で与えられる離散力学系 (xn, yn)

に着目し, その動力学的特徴ならびに式 (1)を
超離散化することによって得られる max-plus

力学系との対応関係について議論する.
xn+1 =

xn + τ(ayn + x2nyn)

1 + τ

yn+1 =
yn + τb

1 + τ(a+ x2n)

(1)

ここで a, b, τ は正のパラメータであり, nは時
間ステップを表す. 式 (1)はNeimark-Sacker分
岐 (連続力学系でHopf分岐に対応する分岐, 以
下では N-S分岐と表す)を示し, リミットサイ
クルを有する. 特に τ → 0の極限で Sel’kovモ
デル 

dx

dt
= −x+ ay + x2y,

dy

dt
= b− ay − x2y,

(2)

に一致する（式 (1)の連続化）[1]. なお, 式 (1)

はトロピカル差分化（乗算的に差分化）された
Sel’kovモデルということができる. 一方, 式
(1)に対して超離散化を行うことによって, τ に
対する適当な条件において以下のmax-plus力
学系を得ることができる [2].{

Xn+1 = Yn + max(0, 2Xn)

Yn+1 = B −max(0, 2Xn)
(3)

ここでBは分岐パラメータである.

式 (1)の固定点は, x̄ = b, ȳ =
b

b2 + a
であり,

この固定点におけるヤコビ行列は
2τ x̄ȳ + 1

τ + 1

τ
(
x̄2 + a

)
τ + 1

− 2τ x̄ (ȳ + bτ)

(τ (x̄2 + a) + 1)2
1

τ (x̄2 + a) + 1


(4)

となる. 式 (1)においてN-S分岐が起きる条件
は, ヤコビ行列 (4)の固有値が複素数でその絶
対値が 1となるときであるが [3], この条件は a,

b, τ の関数として図 1のような曲面として表さ
れる. なお, 図中の赤い曲線は Sel’kov モデル
(式 (2))のHopf分岐線

b2 =
1

2
(1− 2a±

√
1− 8a)

を表している. この図から, 以下の特徴が確か
められる. (i) N-S 分岐は任意の τ で起きる.

(ii) τ → 0における N-S分岐面の断面は上記の
Hopf分岐線と一致する. (iii) τ → +∞におけ
るN-S分岐面の断面は b =

√
aとなり, b >

√
a

においてリミットサイクルが存在しうる.

図 1. N-S 分岐面. 赤い曲線は Sel’kov モデルにおける
Hopf分岐線を表している.

リミットサイクルの τ依存性に着目するため,

ここでは, a = 0.01, b = 0.98の場合を考える.

a と b に対してこれらの値を用いると, τ の値
に依らず式 (1)がリミットサイクル解を有する
ことが数値的に確認できる. 図 2は τ について
異なる 4つの値において得られるリミットサイ
クルを示している. これらの図から, リミット
サイクルを構成する状態数は τ に依存して変化
していることが分かる.
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(a) (b)

(c) (d)
図 2. 式 (1) を数値的に解いて得られたリミットサイク
ル（両対数プロットによる描画）. a = 0.01, b = 0.98の
場合. τ の値はそれぞれ, (a) 0.1, (b) 25, (c) 2500, (d)
105.

リミットサイクルを構成する状態 (xn, yn)は,

式 (5)で定義される位相 θn を用いて表すこと
ができる.

θn(τ) = arctan
ln yn − ln ȳ

lnxn − ln x̄
. (5)

実際, 図 3はリミットサイクル内に含まれる状
態 θn(τ)の密度を τ の関数として描画したもの
である. この図には, max-plus方程式 (3)から
得られるリミットサイクルに含まれる 7つの超
離散状態 (Xn, Yn)に対して式 (6)で定義される
位相Θnの値も赤の破線で示されている.

Θn = arctan
Yn + 1

Xn − 1
(6)

図 3. 式 (1) から得られるリミットサイクルに含まれる
状態 θn(τ)の密度 (a = 0.01, b = 0.98). θn(τ) の定義は
式 (5) で与えられる. 赤い破線は式 (6) で定義される位
相 Θn を表している.

図 3から, θn(τ)の密度は τ ≲ 10−1 において
Sel’kov モデル (式 (2)) の場合と近似的に一致
していると考えられる. 一方, τ ≳ 103 ではリ
ミットサイクル状態の超離散性が現れ, τ ≳ 104

で θn(τ) ≈ Θn となっていることが分かる.

式 (1)から得られるリミットサイクルの状態
(xn, yn) に対して変数変換

X∗
n =

lnxn − ln a
2

ln b− ln a
2

, Y ∗
n =

ln yn + ln a
2

ln b− ln a
2

, (7)

を行うことによって得られた状態 (X∗
n, Y

∗
n )に

ついて, τ = 106 と τ → +∞の場合が図 4に
示されている. この図にはmax-plus方程式 (3)

から得られるリミットサイクルの状態も示され
ており, max-plus 方程式から得られた状態が
τ → +∞ における状態とほぼ一致しているこ
とが分かる. つまり, max-plus 力学系 (3)は元
の離散力学系 (1) において, τ → +∞とした
場合に対応した系であるといえる. このような
対応関係があるということは, ln(1 + e2X) ≈
max(0, 2X) という近似が成り立っていること
を意味し, この離散力学系に対する超離散極限
公式の適用が妥当であることを示している.

図 4. 超離散リミットサイクルを構成する 7つの状態. 緑
の□は τ = 106 における (X∗

n, Y
∗
n ), 青の○は τ → +∞

における (X∗
n, Y

∗
n ), そして, 赤の★は max-plus 方程式

(3)から得られる (Xn, Yn)を表している.

謝辞 本研究は,住友財団基礎科学研究助成 (助
成番号 200146) の助成を受けたものです.
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CAモデルを用いた自動運転車の交通流に与える影響について:

流量制御と速度制御の比較
金城 佳世 1, 友枝 明保 2

1お茶の水女子大学 理学専攻 物理科学領域，2関西大学 総合情報学部
e-mail : kayo.kinjo1@gmail.com

1 はじめに
自動運転車1の導入が渋滞解消につながるこ

とを示した実証実験 [1]があるように，自動運
転車は交通安全だけでなく，渋滞緩和の実現に
向けて実用化が期待されている技術の 1つであ
る．自動運転技術の一つに，車両の速度を制御
する運転支援システムがあり，例えば，ACC

(Adaptive Cruise Control)と呼ばれるシステ
ムは，設定した車速での走行や追従走行が可能
となるシステムである．このような車両の速度
制御を組み込んだ数理モデルの一つに，前方と
後方の車間距離を考慮して速度を決定する数理
モデルが提案されている [3]．自然渋滞が発生す
るメカニズムは，車列における速度擾乱の増幅
伝播にあることから，この前後の速度のバラン
スをとることを狙う速度制御は，渋滞解消を実
現するために有効な戦略であると考えられる．
しかし，[3]では速度制御を行った場合の交通
流変化の検討にとどまっている．
本研究では，流量制御も渋滞解消のための有

効な戦略となりうると考え，速度制御と流量制
御が交通流に与える影響について比較検証した．
具体的には，まず，交通流モデルとして有名な
SOVモデル [4]に，確率モデルという枠組みを
維持したまま，前方及び後方車の流量または速
度を考慮して運転する効果を組み込み，ある種
の自動運転車モデルとして提案する．次に，こ
の流量/速度制御を取り入れた自動運転車の特
徴について調べるとともに，ヒトの運転する車
と自動運転車両方が存在する状況のシミュレー
ションも行い，自動運転車の交通流への影響に
ついて検証したので報告する．

2 ヒトの運転する車 (NC)のモデル
時間と空間が離散化されている SOVモデル

で NCを記述する．SOVモデルのような確率
モデルでは，車 1台につき 1セルを占領し，車
の速度を次のセルに進む確率に置き換える．例

1本稿では，運転支援システムを搭載した車も自動運
転車と呼ぶこととする．

えば車列の i番目にあるNCが時刻 tで位置 xti
にあった時，次の時刻 (t + 1)でこの車の速度
vt+1
i は，SOVモデルによって以下のように決
定される:

vt+1
i = (1− α)vti + αV (∆xti). (1)

ここで (1)式は，時刻 tでの速度 vti と，前方の
車との車間距離 ∆xti := xti+1 − xti を変数に取
るOV関数 V (·)の値をパラメータ αで内分し
た値を表している．OV関数は

V (x) :=
tanh(x− c) + tanh(c)

1 + tanh(c)
. (2)

と定義され，以下では定数 cを 1.0として計算
を行う．

3 自動運転車 (AC)のモデル
3.1 速度制御モデル
自動運転車は，前後の車間距離を考慮して運
転するものとする．ここでの速度制御モデルは
[3]をふまえて，自動運転車の速度を，ヒトの
運転する車の速度と，前後の車間距離の平均で
のOV関数の値をパラメータ βで内分する値

vt+1
i = β

(
(1− α)vti + αV (∆xti)

)
+ (1− β)V

(
xti+1 − xti−1

2

) (3)

で定義する．

3.2 流量制御モデル
流量制御モデルでは，局所的な流量から次の
時刻での自動運転車の速度を求める．ここで流
量Qtiは，車間距離の逆数から計算される密度
と車の速度の積 ρtiv

t
i = 1

∆xti+1
vti で定義される．

自動運転車は，OV関数によって速度が決まり，
自身の車の前後の流量を平均化するように運転
するという仮定の下で，次の時刻 (t + 1)での
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速度を決める．この仮定と流量の定義から，時
刻 (t+ 1)での自動運転車の流量Qt+1

i について
以下の関係式が成り立つ:

Qt+1
i =

1

∆xt+1
i + 1

V (∆xt+1
i ) =

Qti +Qti−1

2
.

(4)

(4)式は，∆xt+1
i についての方程式であり，ニ

ュートン法により求まった車間距離 ∆xt+1
i か

ら，時刻 (t + 1)での ACの速度 V (∆xt+1
i )が

決まる．

4 研究方法
一周 200セルの 1車線サーキット上に，車を

ランダムに配置し，5万ステップの数値シミュ
レーションを実行した．車の台数を 1台から始
め，1回のシミュレーションが終わる度に車の台
数を 1台ずつ増やした．なお，基本図中の流量
は，(各ステップで動いた車の数の平均)/（サー
キットのセル数）で与えられる．
自動運転車をサーキットに配置する方法は，

ヒトの運転する車の間に等間隔に配置する方法
と自動運転車を一つの塊で配置する方法の 2つ
を採用した．

5 結果とまとめ
研究方法に基づいて得られた基本図を図 1，2

に示す．図 1では，速度制御を取り入れたAC

の配置による流量の違いを示している．AC等
間隔配置では，メタ安定相での流量がブロック
配置の時より高い．一方，ブロック配置を採用
すると，AC等間隔配置よりもメタ安定相が高
密度側に伸びる．これらの傾向はACの割合が
30%の時から出現することがわかる．基本図を
用いて，流量制御と速度制御を比較したものを
図 2に示す．どのACの割合においても，流量
制御モデルの方が流量が高い結果となった．
本研究では，CAモデル上で流量/速度制御

を取り入れた自動運転車のモデルを提案し，ヒ
トの運転する車と自動運転車が存在する交通流
のシミュレーションについて行い，自動運転車
による影響を調べた．その結果，流量制御は速
度制御より流量を改善できる状況もあることが
わかった．
謝辞 本研究は，お茶の水女子大学グローバル
理工学副専攻の研究費補助，および JSPS科研
費 17K05147の助成を受けたものです．

図 1. 自動運転車 (AC) の配置による流量の違い．ここ
では，β = 0.9 の時の速度制御を取り入れた自動運転車
を用いた．

図 2. 基本図による流量制御と速度制御の比較．速度制
御パラメータ β = 0.1の自動運転車を用いた．
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量子系に現れるダークソリトン
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1 はじめに
非線形微分方程式の解であるソリトンは，非

線形現象の中でも顕著なものであり，これまで
数学・物理などの分野からさかんに研究されて
きた。本研究では，非線形シュレーディンガー
(NLS: Non-linear Schrödinger)方程式　

　 i
∂φ

∂t
φ+

∂2φ

∂x2
+ 2κ |φ|2 φ = 0　 (1)

の結合定数 κが正のとき，すなわちダークソリ
トンが現れるときを取り扱う．

1980 年に NLS 方程式のダークソリトン解
（古典ソリトン）とリープ・リニガー (LL: Lieb-

Liniger)模型との分散関係が類似していること
が指摘された [1]が，長い間，古典ソリトンに
対応するような LL模型の量子状態は分からな
かった。しかし近年，NLS方程式の古典ダーク
1ソリトンと，LL模型の 1ホール励起状態を
重ね合わせた状態の密度演算子の期待値が一致
することが発見された [2]。この量子状態の密
度演算子の期待値を量子ソリトンと呼ぶ．
本講演では，量子ダーク 2ソリトンの構成方
法や，ガウシアンの重みをつけた時の量子ダー
ク 2ソリトンについて紹介する。

2 量子古典ダーク 2ソリトン
量子ダーク 2ソリトンを作り出す，量子ダー

ク2ソリトン状態は，2ホール励起状態の重ね合
わせで表される．2ホール励起状態とは，図1 (i)

に示される一連のベーテ量子数に，I = p1, p2
のところでホールを開けた量子数のセット (図
1 (ii))から指定される LL模型の固有状態であ
る．量子ダーク 2ソリトン状態は，系の粒子数
N，2ソリトンの位置 X1, X2 と全てのホール
の位置を指定する集合 P を用いて

|X1, X2, N⟩

=
1√
M

∑
p={p1,p2}∈P

ei(p1X1+p2X2) |p1, p2, N⟩

(2)

と表される．ここで，Mは規格化定数である．

図 1. 粒子数 N の量子ダーク 2 ソリトン状態を構成す
るベーテ量子数のセット I の取り方を表した図．赤い丸
は基底状態の量子数を表し，一番大きい量子数の隣に 2
つ粒子を付け加える．そこから，ホールを 2 つ開け，2
ホール励起状態を作る．P はその量子状態での全運動量
を表す．

この量子 2ダークソリトン状態の密度演算子
の期待値 ρ(x) := ⟨X1, X2, N |ρ̂(x)|X1, X2, N⟩
を，行列式公式を用いて計算し，LL模型の結
合定数 c = 0.1，X1 = −5, X2 = 5の時の密度
プロファイルを図 2(赤線)に示す．青い破線は，
量子ソリトンに対応する NLS方程式の周期解
である．
量子ソリトンの位相プロファイルは，行列要
素 ψQ(x) := ⟨X1, X2, N − 1|ψ̂(x)|X1, X2, N⟩
の位相部分から得られる．図 3に，LL模型の
結合定数 c = 0.1，X1 = −5, X2 = 5の時の位
相プロファイルを示す．
上の密度プロファイル，位相プロファイルと
もにNLS方程式周期解とよく一致している．

3 重みつき量子ソリトン
ガウシアンの重みを用いることで，量子ソリ
トンの凹みの深さが制御できる [3]．前章の量
子ダーク 2ソリトン状態にガウシアンの重みを
つけた結果を報告する。まず，パラメータ P, σ
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図 2. 量子ダーク 2ソリトン状態の密度プロファイル（赤
線）とそれに対応するNLS方程式の周期解（青い破線）．

図 3. 量子ダーク 2ソリトン状態の位相プロファイル（赤
線）とそれに対応する NLS方程式周期解の位相プロファ
イル（青い破線）．

を用いてガウシアンを

GP (p) = exp

[
−(p− P )2

4σ2

]
(3)

と表す．運動量P0, P
′
0を中心とするガウシアン

の重みつき量子 2ソリトン状態は
|X1, X2, N⟩G

=
1√
N

∑
{p1,p2}∈P

GP0(p1)GP ′
0
(p2)

ei(p1X1+p2X2) |p1, p2, N⟩ .

(4)

となる．LL 模型の結合定数 c = 0.1，X1 =

−5, X2 = 5の時の (4)式の状態の密度プロファ
イル及び位相プロファイルを図 4, 5に示す．ガ
ウシアンの重みは，量子ソリトンの深さだけで
なく，巻きつき数にも影響を与える．重みなし
の場合，量子ダーク 2ソリトンの巻きつき数は
両方とも 0であることが図 3からわかる．しか
し，図 5に示されるように，ガウシアンの重み
をつけることで x = 5で位相ジャンプが起きて
いる．重みありの場合，量子ダーク 2ソリトン
の巻きつき数は 1となる．

図 4. ガウシアンの重みを用いた密度プロファイル．ガウ
シアンのパラメータは (P0, P

′
0) = (0.124π, π), (σ, σ′) =

(0.327, 0.650)を用いた．

図 5. ガウシアンの重みを用いた位相プロファイル．ガウ
シアンのパラメータは (P0, P

′
0) = (0.124π, π), (σ, σ′) =

(0.327, 0.650)を用いた．

4 まとめと今後の課題
本研究では，量子ダーク 2ソリトン状態の構
成方法を紹介し，その密度プロファイルや位相
プロファイルは，対応する NLS方程式の周期
解とよく一致した．重みつき量子ソリトンでは，
ガウシアンの重みは，量子ソリトンの深さだけ
でなく，巻きつき数にも影響を与えることが分
かった．今後の課題として，重みつき量子ソリ
トンに対応する NLS方程式の解を探索が挙げ
られる．
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Lax 形式を利用した離散 Nahm 方程式から得られる Kahan-Hirota-

Kimura型の差分方程式について

木村 欣司

福井大学
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1 概要

Lax形式を利用した離散 Nahm方程式から

複数の Kahan-Hirota-Kimura型の差分方程式

が得られることを紹介する. 特に, その中には,

離散結合型 Euler top も含まれる. 離散結合

型 Euler top[1]を得るためには, 微分方程式の

Nahm方程式から結合型 Euler topを得る簡約

とは異なる簡約が必要になる.

2 Nahm方程式

T1 (z), T2 (z), T3 (z)を, 3つの行列に値を持

つ複素数 z の meromorphic functionsとする.

Nahm方程式を以下のように定義する.

dT1
dz

= [T2, T3]

dT2
dz

= [T3, T1]

dT3
dz

= [T1, T2]

すると, Nahm方程式の Lax形式は次のように

書ける.

dA

dz
=[A,B],

ここにおいて,

A (µ) =

[
T1 (z) −T2 (z)

T2 (z) T1 (z)

]

+ µ

[
O 2T3 (z)

−2T3 (z) O

]

+ µ2

[
T1 (z) T2 (z)

−T2 (z) T1 (z)

]
,

B (µ) =

[
O T3 (z)

−T3 (z) O

]

+ µ

[
T1 (z) T2 (z)

−T2 (z) T1 (z)

]
3 Lax形式を利用した離散Nahm方程式

Tn1 , Tn2 , Tn3 を, 3つの行列に値を持つ整数 n

のmeromorphic functionsとする. 離散Nahm

方程式 [2]を以下のように定義する.(
Tn+1
1 − Tn1

)
/δ = Tn+1

2 Tn3 − Tn+1
3 Tn2 ,(

Tn+1
2 − Tn2

)
/δ = Tn+1

3 Tn1 − Tn+1
1 Tn3 ,(

Tn+1
3 − Tn3

)
/δ = Tn+1

1 Tn2 − Tn+1
2 Tn1

δは差分間隔であり, さらに,

Tn1 = T1 (nδ) , Tn2 = T2 (nδ) , Tn3 = T3 (nδ)

と定義する. 加えて, 離散 Nahm方程式の Lax

形式は次のように書ける.

An+1 (µ)Bn (µ) =Bn+1 (µ)An (µ) ,

ここにおいて,

An (µ) =

[
Tn1 −Tn2
Tn2 Tn1

]
+ µ

[
O 2Tn3
−2Tn3 O

]

+ µ2

[
Tn1 Tn2
−Tn2 Tn1

]
,

Bn (µ) =

[
−I δTn3
−δTn3 −I

]
+ µ

[
δTn1 δTn2
−δTn2 δTn1

]

4 Kahan-Hirota-Kimura型離散Nahm

方程式

Sn1 , Sn2 , Sn3 を, 3つの行列に値を持つ整数 n

のmeromorphic functionsとする. 離散Nahm

方程式を以下のように定義する.(
Sn+1
1 − Sn1

)
/δ =

(
Sn+1
2 Sn3 + Sn2 S

n+1
3

)
/2

−
(
Sn+1
3 Sn2 + Sn3 S

n+1
2

)
/2,(

Sn+1
2 − Sn2

)
/δ =

(
Sn+1
3 Sn1 + Sn3 S

n+1
1

)
/2

−
(
Sn+1
1 Sn3 + Sn1 S

n+1
3

)
/2,(

Sn+1
3 − Sn3

)
/δ =

(
Sn+1
1 Sn2 + Sn1 S

n+1
2

)
/2

−
(
Sn+1
2 Sn1 + Sn2 S

n+1
1

)
/2,

ここにおいて, δは差分間隔であり, さらに,

Sn1 = S1 (nδ) , Sn2 = S2 (nδ) , Sn3 = S3 (nδ)

と定義する.
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5 Kahan-Hirota-Kimura型離散Nahm

方程式を得るための簡約

以下では,行列サイズが2×2のKahan-Hirota-

Kimura型離散 Nahm方程式を導出する. 3 ×
3以上のサイズの行列に対するKahan-Hirota-

Kimura型離散 Nahm方程式は, 非可積分であ

ると予想する.

Sn1 =

[
γn1 ζn1
ηn1 θn1

]

Sn2 =

[
γn2 ζn2
ηn2 θn2

]

Sn3 =

[
γn3 ζn3
ηn3 θn3

]
,

とおくと, γn1 + θn1 , γ
n
2 + θn2 , γ

n
3 + θn3 は保存量,

Uni = ζni + ηni , V
n
i = ζni − ηni ,Wn

i = γni − θni と
して,(
Un+1
1 − Un1

)
/δ =

(
V n+1
3 Wn

2 + V n
3 W

n+1
2

)
/2

−
(
V n+1
2 Wn

3 + V n
2 W

n+1
3

)
/2,(

V n+1
1 − V n

1

)
/δ =

(
Wn+1

2 Un3 +Wn
2 U

n+1
3

)
/2

−
(
Wn+1

3 Un2 +Wn
3 U

n+1
2

)
/2,(

Wn+1
1 −Wn

1

)
/δ =

(
Un+1
3 V n

2 + Un3 V
n+1
2

)
/2

−
(
Un+1
2 V n

3 + Un2 V
n+1
3

)
/2,

· · ·

12階の差分方程式から 9階の差分方程式に変

換できる. 一方,

Tni =


0 −uni −vni −wni
uni 0 −wni vni
vni wni 0 −uni
wni −vni uni 0

 (i = 1, 2, 3)

とおくと, グレブナ基底により, この特殊化は

矛盾なく行えることが確認でき,(
un+1
1 − un1

)
/δ =

(
vn+1
2 wn3 + wn+1

3 vn2
)

−
(
vn+1
3 wn2 + wn+1

2 vn3
)
,(

vn+1
1 − vn1

)
/δ =

(
wn+1
2 un3 + un+1

3 wn2
)

−
(
wn+1
3 un2 + un+1

2 wn3
)
,(

wn+1
1 − wn1

)
/δ =

(
un+1
2 vn3 + vn+1

3 un2
)

−
(
un+1
3 vn2 + vn+1

2 un3
)
,

· · ·

を得る.

6 Kahan-Hirota-Kimura型離散結合型

Euler topを得るための簡約

[3]において, Lax形式を利用した離散Nahm

方程式から Kahan-Hirota-Kimura型離散結合

型 Euler topを得ることができないことが報告

されているが, 利用している簡約が適切でない

ためであり, 実際には離散結合型 Euler topを

得ることができる.

Tn1 =


0 −un1 −vn1 0

un1 0 0 vn1
vn1 0 0 −un1
0 −vn1 un1 0

 ,

Tn2 =


0 un2 −vn2 0

−un2 0 0 vn2
vn2 0 0 un2
0 −vn2 −un2 0

 ,

Tn3 =


0 0 0 −wn3
0 0 −wn3 0

0 wn3 0 0

wn3 0 0 0


とおくと, Kahan-Hirota-Kimura型離散結合型

Euler topを得る.(
un+1
1 − un1

)
/δ = vn2w

n+1
3 + vn+1

2 wn3 ,(
vn+1
2 − vn2

)
/δ = un1w

n+1
3 + un+1

1 wn3 ,(
wn+1
3 − wn3

)
/δ = un1v

n+1
2 + un+1

1 vn2

+ un2v
n+1
1 + un+1

2 vn1 ,(
vn+1
1 − vn1

)
/δ = un2w

n+1
3 + un+1

2 wn3 ,(
un+1
2 − un2

)
/δ = vn1w

n+1
3 + vn+1

1 wn3
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Pfaffian解を持つHungry Lotka-Volterra型方程式とソリトン解
志波 直明 1, 田中 悠太, 中田 健太 1,丸野 健一 2

1早稲田大学基幹理工学研究科，2早稲田大学理工学術院
e-mail : 48chan@akane.waseda.jp

1 はじめに
生物の捕食-被食関係による個体数の変動を記述する数理モデルとして知られるLotka-Volterra方程式の拡張としてソリトン解などの厳密解を持つ可積分な方程式

dun
dt

= un (un−1 − un+1) (1)

が知られている．これはKac-van Moerbeke格子，Volterra格子などとも呼ばれているが，ここでは Lotka-Volterra (LV) 方程式と呼ぶことにする．可積分な LV方程式は戸田方程式と密接に関係し，KdV方程式の空間離散化と見なすことができる．また，可積分な LV方程式の拡張として，Hungry Lotka-Volterra (HLV) 方程式 [1, 2, 3]

dun
dt

= un





M
∏

j=1

un−j −
M
∏

j=1

un+j



 (2)

が提案され，厳密解や保存量，時間離散化，数値計算アルゴリズムへの応用などこれまで多くの研究が行われてきた．
HLV方程式など多くのソリトン方程式の厳密解は行列式の形に書くことができるが，Sawada-

Kotera (SK) 方程式など B型のソリトン方程式（BKP階層のリダクションで得られるソリトン方程式）の厳密解はパフィアンの形に書くことができる．辻本と広田は離散BKP方程式からリダクションによって離散 SK方程式を導き，それに対して空間連続極限をとることで半離散 SK方程式
dun
dt

=un (un−1 − un+1)

+αu2n(un+1un+2 − un−1un−2) (3)

を得た [4]．これはα = 0とすればLV方程式であるので LV方程式の拡張になっている．導出過程からこれらの方程式のソリトン解はパフィアンの形に書けることが明らかではあるものの，具体的なソリトン解の表示については辻本-広田の論文では与えられていない．

本講演では，辻本-広田の結果を拡張しパフィアン解を持つHLV型方程式 [1, 2, 3]

dun

dt
=un





M
∏

j=1

un−j −
M
∏

j=1

un+j





+αu2
n





M+1
∏

j=1

un+j −
M+1
∏

j=1

un−j



 (4)

とその時間離散化について報告する．以下では，この方程式を Pfaffianized Hungry Lotka-

Volterra (PHLV) 方程式とよぶ.講演では，離散BKP方程式から時間離散PHLV方程式およびPHLV方程式を導出し，離散BKP方程式のパフィアン解に対してリダクションを行うことによってこれらの方程式の発散しない
N ソリトン解の具体的な表示を示す．
2 離散BKP方程式
離散 BKP方程式
(a1 + a2)(a2 − a3)(a3 + a1)τn1+1τn2+1,n3+1

+(a1 + a2)(a2 + a3)(a3 − a1)τn2+1τn1+1,n3+1

+(a1 − a2)(a2 + a3)(a3 + a1)τn3+1τn1+1,n2+1

+(a1 − a2)(a2 − a3)(a3 − a1)ττn1+1,n2+1,n3+1 = 0
(5)

の N ソリトン解は，次のようなパフィアンによって表現される [4, 5]:

τ =(1, 2, · · · , 2N),

(i, j) =Ci,j +
∑

1≤m1<m2≤L

[

|B{i,j}
{m1,m2}|κ̃m1,m2e

θm1+θm2

]

.

(6)

ここで B = (Bi,j)1≤i≤2N
1≤j≤L

, κ̃i,j =
κi − κj
κi + κj

で
あり，行列右上，右下の中括弧はそれぞれ行，列の抜き出しを表す．なお, 指数函数部は

eθm =
3
∏

ν=1

(

1 + aνκm
1− aνκm

)nν

(7)

と書くこともできる．
3 PHLV方程式の導出
時間離散PHLV方程式離散 BKP 方程式 (5) において t = δn1, s =
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−(n1+n2), n = n3 として変数変換を行い，さらにM を自然数としてリダクション条件
τt,s,n+(M+1) ! τt,s−1,n を課せば

τ t+δ
n τ tn+1 − (1 + αδ − δ)τ tnτ

t+δ
n+1

−δτ tn−Mτ
t+δ
n+M+1 + αδτ tn−M−1τ

t+δ
n+M+2 = 0 (8)

が得られる．ただし，ここで導入した α, δは
δ = − (a1 − a2)(a2 + a3)

(a1 + a2)(a2 − a3)
, α = − (a2 − a3)(a3 − a1)

(a2 + a3)(a3 + a1)となっている．時間連続PHLV方程式時間離散 PHLV方程式 (8)において δ → 0として時間変数 tについて連続極限をとれば
Dtτn · τn+1 + (1− α)τnτn+1

−τn−Mτn+M+1 + ατn−M−1τn+M+2 = 0 (9)

が得られる．この双線形形式 (9)に対して，従属変数変換 un = τn−M−1τn+1

τn−M τn
を適用し非線形方程式を作ると，冒頭に示した PHLV方程式

(4)が現れる．
4 PHLV方程式のN ソリトン解
離散 BKP方程式のパフィアン解 (6)からリダクションによって PHLV方程式のN ソリトン解を導く．以下では，変化のある指数函数部

(7)の表示だけを示す．時間離散の場合指数函数部は
eθm =

[(

1 + a1κm
1− a1κm

)(

1− a2κm
1 + a2κm

)]t/δ (1 + a3κm
1− a3κm

)n

(10)と書けて，リダクション条件を満たす κを選べばN ソリトン解を得る．時間連続の場合
δ,α の定義式を a2, a3 について解くと，a1 =
a(定数)として次のような表示が得られる：
a2 = a

−(αδ2 + (1 + αδ − δ))± 2δ
√

α(1 + αδ − δ)

αδ2 − (1 + αδ − δ)
,

a3 = a
(1 + α(1 + αδ − δ))± 2

√

α(1 + αδ − δ)

1− α(1 + αδ − δ)
.

これを代入し，連続極限をとれば指数函数部は
eθm =





1 + a
(

1±
√
α

1∓
√
α

)

κm

1− a
(

1±
√
α

1∓
√
α

)

κm





n

exp

(

± 4aκm
√
α

1− a2κ2m
t

)

(11)と書けて，リダクション条件を満たす κを選べばN ソリトン解を得る．
5 τ 函数の正値性
上に示したパフィアン解はパラメータを適当に選ぶと，多くの場合，uが発散してしまう．u

が発散しないためには，τ 函数が正の値のみをとるようにパラメータを選ぶ必要がある．τ 函数の正値性を保証するパラメータの選び方について以下に説明する．簡単のため，L = 2N，Bを単位行列とし，
ci,j =











1 (i = 2l − 1, j = 2l, l = 1, 2, . . . , N)

−1 (i = 2l, j = 2l − 1, l = 1, 2, . . . , N)

0 (otherwise)

のように設定すると，パフィアン解は
τ =1 +

N
∑

l=1

∑

1≤m1<···<ml≤N









∏

i,j∈I
i<j

κi − κj
κi + κj









× e(θ2m1−1+θ2m1 )+···+(θ2ml−1+θ2ml
)

(I = {2m1 − 1, 2m1, 2m2 − 1, 2m2, . . . , 2ml −
1, 2ml})と展開され，リダクション条件は
∏

m=2k−1,2k

(

1− a2κm
1 + a2κm

)(

1 + a3κm
1− a3κm

)M+1

= 1

(k = 1, 2, . . . , N)となる．そして，この条件の
他に ∏

i,j∈I, i<j

κi − κj
κi + κj

> 0 を満たし，かつ指数
函数部を正の値にするような κを選べば τ は常に正の値となる．指数函数部については，時間離散の場合は

1 + a1κm
1− a1κm

1− a2κm
1 + a2κm

> 0,
1 + a3κm
1− a3κm

> 0,

時間連続の場合は
1 + a

(

1±
√
α

1∓
√
α

)

κm

1− a
(

1±
√
α

1∓
√
α

)

κm
> 0

を課せば，指数函数部の正値性が保証される．正値性が保証された τ函数に対応するPHLV方程式のソリトン解，つまり発散しないソリトン解の詳細については講演で述べる．
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捩率一定空間曲線およびtorsion angle一定空間離散曲線に対する楕円テー
タ函数による明示公式

重富 尚太 1, 梶原 健司 2

1九州大学大学院数理学府，2九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
e-mail : 3ma20001n@s.kyushu-u.ac.jp

1 はじめに

本研究では、torsion angle一定空間離散曲線
と、その連続版である、捩率一定空間曲線の明
示公式を楕円テータ函数を用いて構成する。明
示公式は、連続版と離散版それぞれ 2種類ずつ
提示する。また、楕円テータ函数の擬周期を用
いることによって、閉曲線を作ることにも成功
した。

2 Torsion angle一定離散曲線

γn を |γn+1 − γn| = ϵ (ϵ > 0 :定数)を満た
すユークリッド空間内の離散曲線とする。離散
フレネ枠 Φn = [Tn, Nn, Bn]を以下のように導
入する。

Tn =
γn+1 − γn

ϵ
,

Bn =
Tn−1 × Tn
|Tn−1 × Tn|

,

Nn = Bn × Tn.

(1)

このとき、κnと λnを以下のように定義する。

⟨Tn, Tn−1⟩ = cosκn,

⟨Bn, Bn−1⟩ = cosλn,

⟨Bn, Nn−1⟩ = sinλn.

(2)

−π ≤ νn < π, 0 < κn < π.

κn、λnはそれぞれcurvature angle、torsion an-

gleと呼ばれている [1]。[2]ではこのような設定
の下で、以下の双線型方程式

Fn+1Fn = fnf
∗
n + gng

∗
n,

Fn+1fn−1 = βFnfn +Gng
∗
n,

Fn+1gn−1 = βFngn −Gnf∗n,
Hn+1Fn −HnFn+1 = f∗ngn,

DzFn+1 · Fn = gng
∗
n.

(3)

（βは実定数で、Dzは広田微分）の解を用いて
γn, κn, λnの明示公式を次のように与えている

（ρは任意定数で、zはパラメータ）。

γn(z) = ϵ



Hn +H∗
n

Fn
1

i

Hn −H∗
n

Fn

n+ ρ− 2
∂ logFn
∂z


, (4)

κn = 2 arctan

(
|Gn|
βFn

)
,

λn =
1

2i
log

(
G∗
nGn−1

GnG∗
n−1

)
.

(5)

θi(i = 1, 2, 3, 4)を楕円テータ函数とし [3]、テー
タ函数の周期格子を Ω = Z + iyZ, y > 0とす
る。また、r, v ∈ R \ (1/2Z)を選び固定する。
以下の定理が成立する。

定理 1 以下のように τ 函数を定める。

Fn(z) =α2 exp

(
n∆3

∆3 −∆1
z

)
× θ2

(
iv

(
n− 1

2

)
+

z

∆3 −∆1

)
,

fn(z) =θ3

(
−1

2
iv + r

)
Rn3 exp

((
n+ 1

2

)
∆3

∆3 −∆1
z

)

× θ2
(
ivn+

z

∆3 −∆1
+ r

)
,

gn(z) =θ1

(
1

2
iv + r

)
R−n

1 exp

((
n+ 1

2

)
∆3

∆3 −∆1
z

)

× θ4
(
ivn+

z

∆3 −∆1
− r
)
,

Gn(z) =α2
θ1(iv)

θ3(0)
R−n

1 Rn3 exp

(
n∆3

∆3 −∆1
z

)
× θ4

(
iv

(
n− 1

2

)
+

z

∆3 −∆1

)
,

Hn(z) =
u2
α2s2

R−n
1 R−n

3 exp

(
n∆3

∆3 −∆1
z

)
× θ4

(
iv

(
n− 1

2

)
+

z

∆3 −∆1
− 2r

)
.

(6)
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（ただし、α2, u2, s2, R1, R3,∆1,∆3はテータ函
数と r, vで表される定数である。）これは (3)の
解になっており、λnは定数になっている。

上の定理で構成された離散曲線は、y, r, vの値
を適切に選べば閉じさせることができる。

定理 2 以下のように τ 函数を定める。

Fn(z) =α1 exp

(
n∆4

∆4 −∆1
z

)
× θ3

(
iv

(
n− 1

2

)
+

z

∆4 −∆1

)
,

fn(z) =θ4

(
−1

2
iv + r

)
Rn4 exp

((
n+ 1

2

)
∆4

∆4 −∆1
z

)

× θ3
(
ivn+

z

∆4 −∆1
+ r

)
,

gn(z) =θ1

(
1

2
iv + r

)
R−n

1 exp

((
n+ 1

2

)
∆4

∆4 −∆1
z

)

× θ2
(
ivn+

z

∆4 −∆1
− r
)
,

Gn(z) =α1
θ1(iv)

θ4(0)
R−n

1 Rn4 exp

(
n∆4

∆4 −∆1
z

)
× θ2

(
iv

(
n− 1

2

)
+

z

∆4 −∆1

)
,

Hn(z) =
u1
α1s1

R−n
1 R−n

4 exp

(
n∆4

∆4 −∆1
z

)
× θ2

(
iv

(
n− 1

2

)
+

z

∆4 −∆1
− 2r

)
.

(7)

（ただし、α1, u1, s1, R1, R4,∆1,∆4はテータ函
数と r, vで表される定数である。）これは (3)の
解になっており、λnは定数になっている。

本研究では、捩率一定曲線の明示公式も楕円
テータ函数を用いて 2種類構成した。また、定
理 1に対して適切に時間発展を導入することに
よって Kaleidocycle[1]の運動を記述する明示
公式が得られると期待される。詳細は次回以降
発表する予定である。以下に、定理 1と 2の結
果を描画したものの一例を示す。
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例外型直交多項式に付随するグラフ上の量子ウォーク
三木 啓司 1, 辻本 諭 2, Luc Vinet3

1気象大学校，2京都大学大学院情報学研究科，3Université de Montréal

e-mail : hmiki@mc-jma.go.jp

1 はじめに
完全状態転送 (Perfect State Transfer,PST)

や Fractional Revival (FR)と呼ばれる現象は
量子情報理論の中でも重要な概念の一つであり，
これらの現象はあるグラフ上の（連続時間）量
子ウォークとして理論的に実現されることが知
られている [1, 2]．特に一部のグラフは古典直
交多項式と密接に関係していることも知られて
おり [3]，この観点から高次元化などの拡張も
試みられてきた [4]．本発表では，この関係に
注目し，古典直交多項式の拡張として近年提案
された例外型直交多項式に付随するグラフを考
え，そのグラフ上の量子ウォークの挙動につい
て述べる．

2 Krawtchouk多項式に付随するグラフ
上の量子ウォーク
重み付きグラフGの隣接行列を Aと書いた

とき，以下のシュレディンガー方程式で記述さ
れるG上の連続時間量子ウォークを考える：

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = A |ψ(t)⟩

今，プランク定数 ℏ = 1となるように時間変数
をあらかじめ規格化しておく．隣接行列 Aを，
以下の 3重対角行列

A =


B0 J1
J1 B1 J2

. . .
. . .

. . .

JN−1 BN−1 JN
JN BN


に選ぶと，Aは直交多項式により対角化される．
特に，Krawtchouk多項式

KN
n (x; p) = 2F1

(
−n,−x
−N

;
1

p

)

の対称な場合 (p = 1
2)に対応するパラメーター

B0 = 0, Ji =

√
i(N + 1− i)

2

の下では，単位ベクトル {|ei)}N+1
i=1 に対して，

(e1| exp(−iTA)|eN+1) = 1 (∃T ∈ R)

という PST現象が観測される．

3 例外型Krawtchouk多項式
例外型直交多項式は古典直交多項式を拡張
したものであり，以下の性質を満たす多項式列
{p̂n(x)}として定義される [5]：

i. 2 階の線形微分/差分 (Sturm-Liouville)

作用素に対する多項式固有関数
ii. 重み関数 w(x) > 0 (x ∈ I)が存在して∫

I p̂m(x)p̂n(x)w(x)dx = 0 (m ̸= n)を
満たす．

iii. {deg(p̂n) | n ∈ Z≥0} ̸= Z≥0 だが，対応
する L2(w(x)dx, I)空間に対して完備

例外型直交多項式を構成する処方箋の一つとし
て，古典直交多項式からの Darboux変換を用
いた方法があり，l次の例外型 Krawtchouk多
項式 K̂

(l)
n (x)は以下の様に定義される：

K̂(l)
n (x) = (1 + x)K−N−2

l (x−N ; p)KN
n (x; p)

+ (N − x)K−N−2
l (x−N − 1; p)KN

n (x+ 1; p).

例外型Krawtchouk多項式について，

deg(K̂(l)
n (x)) = n+ l, n = 0, . . . , N,N+ l+1

であり，その直交性は以下で与えられる：
N∑

x=−1

K̂(l)
m (x)K̂(l)

n (x)ŵ(x) = 0 (m ̸= n),

ŵ(x) =
px+1(1− p)N−x(N+1

x+1

)
K−N−2
l (x−N − 1; p)K−N−2

l (x−N ; p)
.

例外型直交多項式は，通常の直交多項式よりも
項数が多い漸化式を満たすことが知られている
[6]が，例外型 Krawtchouk多項式についても
同様の漸化式を満たす．
命題 1 l次の例外型Krawtchouk多項式 K̂

(l)
n (x)

に対して，ある係数 {αn,k}l+1
k=−l−1が存在して，

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

92



以下の 2l + 3項間漸化式が成立する：

K−N−1
l+1 (x−N)K̂(l)

n (x) =
l+1∑

k=−l−1

αn,kK̂
(l)
n+k(x).

4 例外型 Krawtchouk多項式に付随す
るグラフ上の量子ウォーク
本発表では，2次の例外型Krawtchouk多項
式 K̂

(2)
n (x) を考え，パラメーター p も通常の

Krawtchouk多項式に倣って，p = 1
2 を選んで

おく．このとき，付随する隣接行列は 7重対角
行列となり，例えば N = 5のときは，以下の
ようになる．

0
√
70
28 0 1

14 0 0 0√
70
28 0 3

√
21

28 0
√
7

28 0 0

0 3
√
21

28 0 3
√
30

28 0
√
5

28 0
1
14 0 3

√
30

28 0 5
√
10

28 0 0

0
√
7

28 0 5
√
10

28 0 3
√
15

28 0

0 0
√
5

28 0 3
√
15

28 0
√
14
28

0 0 0 0 0
√
14
28 0


この行列に対して，t秒後の遷移振幅

fj(t) = (e0| exp(−itA)|ej)

を計算したところ，次の図 4を得た．

図 1. {|fj(t)|}7j=1のプロット．i番目の円の面積は，|fi(t)|
に比例する．

図 4では，左端から出発した粒子が，ある一
定の時刻後に奇数番目の位置にしか存在しない
ような一種の FR

(e1| exp(−i(7π)A)|e2j) = 0 (j = 1, 2, 3)

が観測される．これは，N = 5に限らず，一般の
Nについても同様に観測され，例外型Krawtchouk

多項式委の性質を用いることで証明が可能であ
る．詳細は発表にて述べる．
謝辞 本研究はJSPS科研費21H04073，19H01792

の助成を受けたものです．
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離散戸田方程式のソリトン解から得られるタイリングのよい分配関数

上岡 修平 1

1京都大学大学院情報学研究科
e-mail : kamioka.shuhei.3w@kyoto-u.ac.jp

1 アステカダイヤモンドのタイリングと
分配関数

与えられた領域を決められた図形で隙間なく
かつ重複なく覆うことをタイリングという．本
稿で考えるのはアステカダイヤモンドの（ドミ
ノによる）タイリング，あるいはそれと同値な
アステカグラフの完全マッチングである．自然
数N に対して，N 次のアステカダイヤモンド
は図 1にあるような 2N(N + 1)個の単位正方
形の合併である．

図 1. 4次のアステカダイヤモンド（左）とそのタイリン
グ（右）．ドミノの色は便宜的に塗っているだけで無意
味である．

アステカダイヤモンドのタイリングは組合
せ論において重要な研究対象である．またダイ
マー模型として統計力学的な解釈も可能である．
同タイリングの最も基本的な事実は，数え上げ
に関する次の定理である．

定理 1 (Elkies et al. [1]). N 次のアステカ
ダイヤモンドのタイリングの総数はちょうど
2

N(N+1)
2 である．

定理 1は重み和（分配関数）の形に拡張可能
である．次に紹介する Stanleyによる分配関数
はその代表例である．
N 次のアステカダイヤモンドの双対グラフ

を N 次のアステカグラフという．アステカダ
イヤモンドのタイリングはアステカグラフの完
全マッチングと同一視できる．（図 2．）アステ
カグラフの各辺に重みを与えることにより，完
全マッチングの重み和（分配関数）

ZN =
∑
M

w(M) (1)

を考える．ただし右辺の和は N 次のアステカ

グラフにおける完全マッチングのすべてにわた
る．またw(M)は完全マッチングMの重み（す
なわちM が覆う辺の重みの積）である．

図 2. 4次のアステカグラフ（左）とその完全マッチング
（右）．辺の色は便宜的に塗っているだけで無意味である．

定理 2 (Stanley, cf. [2]). N 次のアステカグラ
フの各辺に対して次の要領で重みを与える．

z1
y1

1
1

z1
y1

1
1

z1
y1

1
1

z1
y1

1
1

z2
y2

1
1

z2
y2

1
1
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1
1

z2
y2

1
1

z3
y3

1
1

z3
y3

1
1

z3
y3

1
1

z3
y3

1
1

z4
y4

1
1

z4
y4

1
1

z4
y4

1
1

z4
y4

1
1

このとき完全マッチングの分配関数は

ZN =
∏

1≤i≤j≤N
(yj + zi) (2)

である．

分配関数 (2)は積表示を持つためよい（nice）
分配関数と呼ばれる．
本研究の目的は，組合せ論や統計力学の文脈
で研究されてきたアステカダイヤモンドのタイ
リング（やアステカグラフの完全マッチング）
に関して，その構造を可積分系の観点から理解
し，さらに未知の性質を明らかにすることであ
る．特に本講演では，定理 2に本質的に含まれ
ないような新しい分配関数を，可積分系のひと
つである離散戸田方程式の解から導出する試み
を紹介する．
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2 離散戸田方程式の解から得られる分配
関数

離散戸田方程式

τ (t+1)
n τ (t−1)

n = δτ
(t)
n+1τ

(t)
n−1 + (1− δ)τ (t)n τ (t)n

(3)

は，従属変数変換

F (t)
n = δ ·

τ
(t+1)
n+1 τ

(t)
n−1

τ
(t+1)
n τ

(t)
n

, (4)

G(t)
n = (1− δ) ·

τ
(t+1)
n+1 τ

(t)
n

τ
(t+1)
n τ

(t)
n+1

(5)

により次の方程式に移る．

F (t+1)
n +G(t+1)

n = F
(t)
n+1 +G(t)

n ,

F (t+1)
n G

(t)
n−1 = F (t)

n G(t+1)
n

(6)

方程式 (6)を組合せ論的に解釈することによ
り，次の定理を導くことができる．証明には非
交叉径路に関する Gessel–Viennot–Lindström

の補題を援用する．

定理 3. F
(t)
n , G

(t)
n を方程式 (6)の解とする．N

次のアステカグラフの各辺に対して次の要領で
重みを与える．

G0

F1

G6

F7

G1
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G5
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G3
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G3
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1

1
1

1
1
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1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

ただしFn = F
(0)
n およびGn = G

(0)
n である．こ

のとき完全マッチングの分配関数は

ZN =

N−1∏
k=0

{
F

(k)
k (F

(k)
k+1 +G

(k)
k )

F
(0)
k

}N−k

(7)

である．

定理 2では斜め方向に重みが不変であるのに
対し，定理 3では水平方向に重みが不変である．
重みの載せ方に関するこの相違により，定理 3

に従って離散戸田方程式の解から得られる分配

関数の中には，定理 2の特殊化では得られない
ものが含まれると期待される．
定理 3を離散戸田方程式の 1ソリトン解に適
用してみる．離散戸田方程式 (3)の 1ソリトン
解は

τ (t)n = 1 + εpnqt (8)

である．ただし定数 p, qは

δ =
p(q − 1)2

q(p− 1)2
(9)

を満たす．

系 4. N 次のアステカグラフの各辺に対して定
理 3のように重みを与える．ただし

Fn = δ · (1 + εpn+1q)(1 + εpn−1)

(1 + εpnq)(1 + εpn)
, (10)

Gn = (1− δ) · (1 + εpn+1q)(1 + εpn)

(1 + εpnq)(1 + εpn+1)
(11)

である．また δ, p, qは関係式 (9)を満たすとす
る．このとき完全マッチングの分配関数は

ZN =
1 + εpNqN+1

1 + εq

N−1∏
k=0

1 + εpk

1 + εpk+1q
(12)

である．

0ソリトン解（ε = 0）の場合を考えると，辺
重み Fn = δ，Gn = 1 − δ に対する分配関数
は δ に依らず ZN = 1であると分かる．特に
δ = 1

2 と選ぶとき，この事実から定理 1を導く
ことができる．1ソリトン解から得られた分配
関数 (12)に対する組合せ論的あるいは統計力
学的な解釈や，一般の多ソリトン解の場合の解
析は今後の課題である．

謝辞 本研究は JSPS科研費 19K03402の助成
を受けたものです．
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Askey-Wilson多項式から導かれる拡張Hook-Content公式

伊藤 眞麻 1, 上岡 修平 1

1京都大学大学院情報学研究科
e-mail : ito.mawo.65s@st.kyoto-u.ac.jp

1 StanleyのHook-Content公式

分割λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > 0) λi ∈ Zと
そのヤング図形 λ = {(i, j) | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤
λi} とを同一視する．ヤング図形の箱 (i, j) ∈ λ
を整数へ対応させる写像 T : λ→ Zをタブロー
といい，箱ρ = (i, j)での写像の値をTρ = T (ρ)

とかく．またタブローを図示するときは，ヤン
グ図形に数を書き入れて表す．タブロー T がす
べての i, jについて条件

T (i, j) ≤ T (i, j + 1), T (i, j) < T (i+ 1, j)

を満たすとき，半標準タブローという．半標準
タブローT : λ→ {1, 2, . . . , n}の集合をT (λ, n)

とかく．

1 1 1 3
2 3 3 4
4 6
6

(a)

7 5 3 2
6 4 2 1
3 1
1

(b)

0 1 2 3
−1 0 1 2
−2−1
−3

(c)

図 1: (a) 半標準タブロー T ∈ T ((4, 4, 2, 1), 6)．
(b), (c) hook, contentの値を書き入れたヤング
図形．

図 1 (a)は，λ = (4, 4, 2, 1), n = 6 のときの，
半標準タブローの例である．ヤング図形 λの
hook H と content C とは，それぞれ

H(i, j) ≜ (λi − j) + (λ′j − i) + 1,

C(i, j) ≜ j − i

により定義されるタブローである．但し，λ′は
ヤング図形の転置を表す．図1 (b)，(c)はそれぞ
れヤング図形λ = (4, 4, 2, 1)へhookと content

の値を書き入れたものである．
半標準タブローは厳密な数え上げが可能な

組合せ論的オブジェクトであり，例えば以下
の Stanleyの hook-content公式と呼ばれる
「(和) = (積)」型の公式が知られている．

定理 1 (Stanley[1]). 任意の分割 λと自然数 n

について下式が成立する．∑
T∈T (λ,n)

∏
ρ∈λ

qTρ = q
∑r

i=1 iλi
∏
ρ∈λ

1− qn+Cρ

1− qHρ

(1)

2 半標準タブローの母関数の行列式表示

半標準タブローの母関数は正方格子上の非交
差経路を通じて行列式で記述できる場合があ
る．節点集合 V ≜ Z≥0 と枝集合 E ≜ {((i +

1, j), (i, j)), ((i, j), (i, j + 1)) | i, j ∈ Z≥0} から
なるグラフを格子グラフという．格子グラフの
枝重み w : E → Kを

w((i+ 1, j), (i, j)) ≜ wi,j ,

w((i, j), (i, j + 1)) ≜ 1

と定め，格子グラフ上の道 P の重みを P に含
まれる枝の重みの積 w(P ) ≜

∏
e∈E(P )w(e)と

定める．また枝重みwの下で節点 (s, 0)から節
点 (0, t)へ向かう道の母関数を gws,t ≜

∑
P w(P )

とかく．

8

7

6

5

4

3

2

1

0
1 2 3 4 5

図 2: 図 1 (a)の半標準版と一対一に対応する
非交差経路 (k = 1)．

半標準タブローの集合 T (λ, n)と格子グラフ
上のある非交差経路の集合との間に一対一の対
応が知られている [2]．例えば，図 1 (a)の半標
準タブローは，図 2の非交差経路に対応する．
この一対一対応はパラメータ k (0 ≤ k ≤ n−r)
に依存しており，非交差経路全体を下へ k だ
け平行移動することを意味する (図 2の例では
k = 1である)．
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非交差経路と行列式とを結びつけるLindström-

Gessel-Viennotの補題 [2]を用いると一対一対
応から導かれる重みのもとでの母関数が，行列
式で記述される．

定理 2. 任意の枝重みw，分割λ = (λ1, . . . , λr)，
および自然数 nに対して以下が成り立つ．∑
T∈T (λ,n)

∏
ρ∈λ

wk+r+Cρ−1,n−Tρ

= det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

gw0,n−r−k · · · gw0,n−1
...

...

gwk−1,n−r−k · · · gwk−1,n−1

gwk+λr+0,n−r−k · · · gwk+λr+0,n−1
...

...

gwk+λ1+r−1,n−r−k · · · gwk+λ1+r−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
/ det(gwi,n−r−k+j)

r+k−1
i,j=0 (2)

3 Askey-Wilson多項式による具体例

正方格子グラフの枝重み w として，直交多
項式に由来する特定の重みを選ぶと，道の母関
数 gws,tが明示的に記述できる [3]．
非負整数 s, t, nに対し Askey-Wilson多項式

p
(s,t)
n (x)を以下で定義する．

p(s,t)n (x) ≜ (abqs+t, acqs, adqs; q)n
(2aqs)n(abcdqs+t+n−1; q)n

× 4ϕ3

[
q−n, abcdqs+t+n−1, aqsz, aqsz−1

abqs+t, acqs, adqs
; q, q

]

但し 2x = z + z−1 とする．Askey-Wilson多
項式は，双線形汎関数 F [(az, az−1; q)i, x

j ] =

fi,j ≜ (abqj , ac, ad; q)i/(abcdq
j ; q)i により，直

交性

F [(az, az−1; q)sp
(s,t)
n (x), xt+m] = h(s,t)n δn,m

h
(s,t)
n ̸= 0 を満たす．Kamioka [3]により，上記
の直交定数 h

(s,t)
n を用いて格子グラフの重みを

wi,j ≜
{
h
(i−j+1,0)
j /h

(i−j,0)
j , i ≥ j;

h
(0,j−i−1)
i+1 /h

(0,j−i)
i , i < j

と定めると，道の母関数は gws,t = fs,t/f0,tと表
せることが知られている．このwi,jと gws,tを用
いて式 (2)を計算し整理すると半標準タブロー
に関する積表示可能な母関数が得られる．行列
式の計算において [4, Lemma 3]を用いた．

定理 3. 任意の分割 λ = (λ1, . . . , λr)と非負整
数 n, k (n ≥ r, n− r ≥ k),に対して以下が成立
する．∑
T∈T (λ,n)

∏
ρ∈λ

qTρvρ(T )

(abcdqTρ−n−Cρ ; q)2
=

q
∑r

i=1 iλi
∏
ρ∈λ

qn−r−k(1− abqk−n+r−Cρ)(1− qr+k+Cρ)

(1− abcdq1−n−Cρ)(1− qHρ)

但し

vρ(T ) ≜


(1− abq−Cρ)(1− abcdq1−Cρ),

if Tρ ≥ n− r − k − Cρ + 1;

−abq−Cρ(1− cdq1−k−r−Cρ)(1− qk+r+Cρ),

otherwise.

上式において k = n − rとして整理すると，
より単純な以下の式が得られる．

系 1. 任意の分割 λと非負整数 nに対して下式
が成立する．∑
T∈T (λ,n)

∏
ρ∈λ

qTρ

(1− aqTρ−cρ−1)(1− aqTρ−cρ)

= q
∑r

i=1 iλi
∏
ρ∈λ

1− qn+cρ
(1− qhρ)(1− aq−cρ)(1− aqn−cρ)

また，k = n − r, a = 0とすると Stanleyの
hook-content公式 (1)を得る．
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議席配分問題における公平性と最小議席数の関係について
諸星　穂積
政策研究大学院大学
e-mail : morohosi@grips.ac.jp

1 概要
議会の議院定数を都道府県などの選挙区に配

分するとき，できるだけ人口に比例して議席を
配分することが望まれる．一方で，いくら人口
が少なくても，少なくとも１議席以上を配分し
ないといけないので，人口比例の原則は必ずし
も守られない．最小議席数の制約は必要だが，
同時に選挙区の最小人口についても，何等かの
制約が必要なのだろう．このような観点から，
配分する議席数に最小値がある場合に，選挙区
の人口に下限を設けることで議席配分の不公平
性をどの程度緩和できるのか，過去のデータを
使ったシミュレーションにより分析を行った結
果を紹介する．

2 議席配分問題
本稿で使う記号を述べる．県の集合を{1, . . . , s}
とし，配分する議席の総数を hとする．議席配
分問題は，各県の人口 p = (p1, . . . , ps) > 0

が与えられたとき，各県への配分議席数 a =

(a1, . . . , as) > 0を決める問題である．議席の
合計について∑s

i=1 ai = hが成り立つ．なお総
人口を π =

∑s
i=1 piで表す．

人口と議席をそれぞれ規格化した値，p̃ =

p/π，̃a = a/hを考えると，これらは，s−1次元
単体∆ = {(x1, . . . , xs) :

∑s
i=1 xi = 1, xi ≥ 0}

上の点として表され，議席配分 ãごとに単体上
の 1つの多面体が決まって，その多面体の中に
含まれる人口 p̃は議席 ãを配分されることに
なる．丸め関数 d(n), n = 0, 1 . . .，をもつ除数
法 [1]に対して，多面体は以下のように定義さ
れる [2].

Ωd(a) =

{(x1, . . . , xs) ∈ ∆ : xid(aj − 1) ≤ xjd(ai),

∀i, j = 1, . . . , s; i ̸= j} (1)

最小議席数を c ≥ 1にしたいときは，d(c−1) =

0とすればよい．
最小人口割合θ > 0を考えて，θ未満の人口の

選挙区は作らないものとすれば，人口分布を表
わす単体は，∆(θ) = {(x1, . . . , xs) :

∑s
i=1 xi =

1, xi ≥ θ} となり，配分多面体は，

Ωd(a; θ) = Ωd(a) ∩∆(θ) (2)

となる．
本稿での分析は，過去の人口データを使って
代表的な議席配分法によって計算されたaを使
い，配分の偏りを測る指標を計算して，どの方
法がより少ない偏りを持つかを調べるものであ
る．偏りの指標としては，議席超過量

B =
1

s

s∑
i=1

|ai − hpi/π| (3)

やジニ平均差

logG =
1

s(s− 1)

∑
i̸=j
| log(ai/pi)− log(aj/pj)|.

(4)

などを使う．人口 pを後述のアルゴリズムを
使って配分多面体 Ωd(a; θ) 上で一様に発生さ
せ，B や Gの期待値を計算して比較する．最
小人口割合 θを変化させて，偏りがどのように
変化するかを調べる．

3 MCMC法
配分多面体 Ωd(a; θ) 上で一様分布する点 x

を発生させるために，MCMC法の一種である
hit-and-run法 [3]を使う．
hit-and-run 法

• 初期値 x0 を決める．k = 1, . . . , N につ
いて以下を繰り返す

• s − 1次元球面上の点 rをランダムに発
生させる．

• xk−1 + ξr ∈ Ωd(a; θ)となる ξの範囲を
[ξ1, ξ2]とする．

• 一様乱数 u ∈ [ξ1, ξ2]を発生させ，xk =

xk−1 + urとする．

4 数値実験
現在，最小議席数の制約が深刻なのは参議院
の選挙区である．2015年の合区後でも，最小議
席 2となる県が 32もある．そこで，実際の国勢
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調査人口を使い，代表的な配分法であるAdams

法，Webster法，Jefferson法により計算された
議席配分について，最小人口割合 θを変化させ
たときに，上述の偏りの指標を計算してみた．
計算には 2015年と 2010年のデータを使った．
総議席数はどちらの年も h = 146であるが，選
挙区数は 2010年は s = 47に対し，2015年は
合区があったため s = 45になっている．
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図 1. 参議院 2010年の平均議席超過量．
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図 2. 参議院 2015年の平均議席超過量．

最小人口割合 θ は，0 ≤ θ ≤ 0.012の範囲
を調べた．これは，最小議席数 2 を総議席数
h = 146 で割ると，およそ 0.013 になるので
この値より小さい範囲を対象にした．平均議席
超過量の計算結果を図 1, 2 に示す．θ の増大
とともに，少ない人口を除いて考えることにな
るわけだから，超過量の値が小さくなっていく
ことは自然である．手法別の違いを見ると，ど
ちらの年でも，θ = 0の場合は Jeffersonが一
番平均超過量が少なく，ついでWebster とな
り，Adamsが一番大きい．しかし，θ = 0.006

あたりで，Jeffersonが悪化し，Websterが最小
になる．さらに θ = 0.01になると，Adamsと
Websterが並んでくる．
実際の最小人口県の総人口に対する比率が，

2010年で約 0.0046，2015年で約 0.0062である
ことを考えると，θ = 0.006付近での変化は重
要であろう．θ > 0の場合を考慮する価値はあ

りそうである．
同様の計算をジニ平均差について行った結果
が図 3, 4である．こちらでは，Adamsが小さ
く，Webster，Jeffersonの順で，議席超過量の
場合とは違う結果になった．また θの変化によ
る方法間での逆転もない．
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図 3. 参議院 2010年のジニ平均差．
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図 4. 参議院 2015年のジニ平均差．

5 おわりに
最小議席数の制約に対応するために，人口の
最小割合 θを決めたら，配分の偏りをどの程度
緩和できるかを数値的に調べた．θの設定によ
り，計算値はかなり違う値をとることが分かっ
たので，今後はさらに考察を進めたい．
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Uninformedな消費者が存在する空間競争における純戦略均衡の新たな例
河合　信之輔 2, 中川　訓範 1

1静岡大学理学部，2静岡大学人文社会科学部
e-mail : nakagawa.kuninori@shizuoka.ac.jp, sskawai@shizuoka.ac.jp

1 はじめに
ホテリングの提案した線分上の消費者を巡る

複占の立地価格競争モデル [1] は立地を選択し
たのちに価格を選択する二段階のゲーム（空間
競争）として理論的定式化がなされている。通
常、空間競争では消費者はすべて Informedで
あると仮定されている。本研究では線分の両端
にUninformedな消費者が等しいサイズのマス
で存在するモデルを考える。Kawai and Nak-

agawa [2] では、このモデルの価格競争の均衡
を分析した。本稿では、Kawai and Nakagawa

でケース 2と従来呼んでいた領域に存在する新
たな純戦略均衡について述べる。

2 モデル
企業１と企業２のUninformedを、それぞれ、

C1, C2と書く。C1は 0、C2は 1に立地してい
る。(0, 1)に一様分布する InformedをC3と書
く。各 Informedの立地点を tC3 と書く。 消費
者の効用関数を定義する。

uc1 = 1− (p1 + |z1|), (1)

uc2 = 1− (p2 + |1− z2|), (2)

uc3 = 1− (pi + |tC3 − zi|). (3)

1は消費者の留保効用。絶対値は交通費用。さ
らに C3 は Informedなので次のように場合分
けできる。

uc3 =


1− (p1 + |tC3 − z1|) if buy 1,

1− (p2 + |tC3 − z2|) if buy 2,

0, otherwise.

(4)

z1, z2は企業１と企業２の立地点、p1, p2は企業
1と企業 2の製品の価格を示す。企業 i, i = 1, 2

の利潤 πiは価格 piに獲得した消費者のサイズ
をかけたものとして定義する。消費者のサイズ
は C1, C2, C3ともに 1とする。

3 純戦略均衡
Kawai and Nakagawa [2] で示した純戦略均

衡は定理 1の通りである。なお (5)-(6)が成り立

つ立地点ペアの範囲をケース 1と呼んでいる。
定理 1 (p∗1, p

∗
2) = (1− z1, z2)で Informedの一

部を獲得している状況が均衡であるための必要
十分条件は (5)と (6)が成り立つことである。

(1− z1)(
1

2
+ z1 + z2) ≥ 2z1. (5)

z2(
5

2
− z1 − z2) ≥ 2(1− z2). (6)

本稿では、(5)-(6)の範囲（ケース 1）以外の
領域に純戦略均衡が存在することを示す。
定理 2 企業の立地 (z1, z2)が次を満たす範囲に
あるとする。

z1 < z2,(
1 + z1

2 − z2
) (

2− z1
2

)
≤ z2,

z1 > 2
(√

2− 1
)
.

(7)

このとき均衡価格 (p∗1, p
∗
2) = (1− z1

2 , z2)となる
ような純戦略均衡が存在する。
(7)で示される立地点ペアの範囲は、従来、ケー
ス 2と呼んでいた領域に含まれている。

4 おわりに
ケース 2はこれまで混合戦略均衡のみを考え
てきたが、今回新たに純戦略均衡が存在する領
域があることを示した。今後はケース 2の均衡
の様相について改めて整理したい。

参考文献
[1] Hotelling, H. (1929). Stability in Com-

petition. Economic Journal 39:41-57.

[2] Kawai, S., Nakagawa, K. (2020) Uni-

formly distributed informed agents in a

spatial model of Varian’s model sales.
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複雑ネットワークの中心性と人の集まりやすさについて 
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1 はじめに 
 2020 年の世界的なコロナの流行以来, 人々

は互いにソーシャルディスタンスをとって, 密
を回避して行動することが求められるように

なった. しかし, 密になりやすい場所とはどの

ようなところなのか？既存の研究では現実の

空間を 2次元空間や 3 次元空間に再現して, セ
ルオートマトンモデルやマルチエージェント

モデルを使用してシミュレーションすること

で人々の集中を予測することが行われてきた

[1][2]. しかし, これらの手法の多くは狭い範囲

の予測には利用できるが, 東京都全体のような

大きな空間に対しては計算量が莫大になって

しまう問題がある. 本研究はこのような大きな

空間を, 従来の感染学の研究[3]で用いられて

きたネットワーク構造として近似することで

上記問題を解決し, 人々の集中を予測する. そ
して, 既存のネットワークの特徴量である中心

性と密がどのような関係であるのかを示す.  
 
2 モデル 
 従来、渋滞や混雑の研究ではセルオートマト

ンのようなマルチエージェントモデルが用い

られてきた. 本研究ではこれをネットワーク上

に拡張したものとなっている. まず, ネットワ

ークのノード上に任意の数のオブジェクトを

配置する. 次に, 隣接したノードにオブジェク

トを移動させる. ただし, 移動先にすでに他の

オブジェクトが存在する場合は移動できない

ものとする. また, 本研究ではオブジェクトの

移動先は隣接したノードの中からランダムに

一つを選択するものとした. つまり本モデルで

はオブジェクトはランダムウォーカーである

ことを仮定している. そして, ランダムウォー

カーが各ノードに存在する割合を存在率とし, 
ランダムウォーカーが各ノード上で移動でき

なかった割合を混雑率とした. したがって存在

率や混雑率が高いノードは密になりやすい場

所ということになる. また, ランダムウォーカ

ーの個体数をネットワーク上の全ノード数で

割ったものを密度とする.  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
3 結果 
 図 1 からわかるように, 存在率はノードの持

つ次数が大きければ大きいほど高くなってい

ることがわかる. 次数とはノードの持つリンク

の本数であり, ネットワークのノード重要性を

表す中心性の代表的な指標の一つである. また, 
図2より混雑率も次数が大きくなればなるほど

図1. Configuration Modelにおける存在率と次数の関係 

ノード数 1000, 次数分布を p=0.01の二項分布(平均次数

10)としたConfiguration Modelにおける存在率を, 次数

を横軸にとってプロットした図である. ここでの各ラン

ダムウォーカーの移動回数は100,000回としている.  

図2. Configuration Modelにおける混雑率と次数の関係 

図 1 と同じ条件でシミュレーションを行った場合の混雑

率を, 次数を横軸にとってプロットした図である.  

101



日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7--9)  Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会 

 

 

高くなっていくことがわかる. 図 3 に示されて
いるのは, ノードの持つページランク[4]とノ

ード上で発生した混雑の関係をプロットした

ものである. ページランクもネットワーク上の

ノードの中心性を表す代表的な指標であり, そ
の値はネットワーク上を移動する単一のラン

ダムウォーカーが各ノード上に存在する確率

にほぼ等しい. 本研究で用いられているモデル

はランダムウォーカーが複数である点がペー

ジランクと大きく異なるが, 基本的にはページ

ランクのモデルを拡張したものとして考える

ことができる. 図 3 を見ると, おおよそページ

ランクが高くになるにつれて混雑率が上がっ

ているため, 正の相関があるように見える. し
かし, 興味深いことに各次数別に見ると, ペー

ジランクが高いノードの方が混雑率は低くな

っていることがわかる.  
 
4 考察 
 図 1より, 次数が高いノードの方が存在率は

高くなることは示されているが, 次数が高くな
ればなるほど, 存在率の上がり方は鈍化してい

ることがわかる. これは混雑が関係していると

考えられる. 図 2より, 混雑もまた図 1のよう
に次数が高くなればなるほど上がり方が鈍化

する. つまり, 次数が高いノードは低いノード

に比べて混雑がしやすいといえるが, 高くなり
すぎるとそこまで混まなくなっている. これは, 
次数の高いノードは存在率の低いノードと多

くつながっていると考えれば説明がつく.  
 

 
 
 
 
 

例えばスターネットワークを考えると, 中心ノ
ードの存在率は極めて高くなり, その他のノー
ドの存在率は小さくなる. しかし, 中心のノー
ドから移動する際に混雑する確率は, 末端のノ
ードの存在率が低いため, それほど大きくはな

らない. 図 1の結果は, 図 2で示されるとおり, 
混雑しやすい中くらいの次数を持つノードが

混雑することによってそれらの存在率が高く

なった結果, 存在率の上昇が鈍化しているよう

に見えるのではないかと考える.  
図 3については, 同じ次数においてはページ

ランクの高いノードの方が低いノードに比べ

て, よりページランクの高い隣人とつながって

いるという性質から議論できないかと考えて

いる. つまり, ネットワークの辺境にある次数

3のノードは, 自身と隣り合っている次数の低

いノードにランダムウォーカーが存在した場

合に連鎖的に混雑するが, ネットワークの中心

にある次数 3のノードは, 自身の隣人が多くの

出口を持ったノードであるため混雑しにくく

なっているのではないかと推測している.  
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Statistical Mechanics and its Applications, 
Volume 563(2021) 

[4] Page, Lawrence and Brin, Sergey and Motwani, 
Rajeev and Winograd, Terry,  
The PageRank Citation Ranking: Bringing 
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図3. Configuration Modelにおける混雑率とページラン

クの関係 

図 1 と同じ条件でシミュレーションを行った場合の混雑

率を, ページランクを横軸にとってプロットした図であ

る. 各色は次数を表している.  
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1 はじめに
昨年来、全世界でCOVID-19の感染拡大が大

きな問題となっている。感染の拡大は地理的な
拡散現象と捉えることができる。本研究では、
地域間の人の流動の変化が感染の伝播に与える
影響を分析する。具体的には Brockmann and

Helbing (2013) [1]のモデル（以下BHモデルと
略記）を用いて、ネットワークを導入した SIR

モデルのシミュレーションを行なう。空間的規
模は、日常生活で人々が行き来する地域単位を
考える。ここでは具体的に、京阪神地区を中心
とした近畿 2府 4県を考える。近畿 2府 4県で
の人流の変化が、感染拡大の様子にどのような
影響を与えるのかを見ることが本研究の目的で
ある。

2 手法
以下では、BHモデルに従って記述する。感

染者数 I の動きは標準的な SIRモデル (1)に
従う。

∂tSn = −αInSn/Nn,

∂tIn = αInSn/Nn − βIn. (1)

ここでは n = 1, · · · ,M とし、全部でM 個の
地域が存在するモデルを考える。Nnは地域 n

の人口を示す。同様に Sn, In, Rnは、地域 nに
おける未感染者数, 感染者数、回復者数を示す。
Rn = Nn − Sn − In とする。β は治癒率を示
し、基本再生産数R0 = α/βとする。このモデ
ルでは地域nへの人の流入や地域nからの人の
流出を考慮する。具体的には Sn, In, Rnに加え
てX という新たな変数を導入し、(2), (3), (4)

の 3つの式で動く系を考える。X は S, I,Rを
含んだ人流を示す。添え字m,nは発地と着地
のインデックスを示す。

In + Sn
α−→ 2In, (2)

In
β−→ Rn, (3)

Xm
wnm−−−→ Xn, (4)

時間 tにおいて地点mにいたXが時間 t+∆tに
地点 n ̸= mにいる条件付き確率を p(n, t+∆t |

m, t) ≈ ∆twnmとする。以上の設定より (5)を
得る。

∂tIn = αInSn/Nn − βIn +
∑
m̸=n

(wnmIm − wmnIn) ,

∂tSn = −αInSn/Nn +
∑
m̸=n

(wnmSm − wmnSn) ,

∂tRn = βIn +
∑
m̸=n

(wnmRm − wmnRn) . (5)

3 シミュレーション
本研究では具体的に近畿 2府 4県の交通実態
調査「第５回近畿圏パーソントリップ調査」[2]

のデータを使って、(5)のシミュレーションを
実行した結果を報告する。シミュレーションの
実行に際してX の動きを記述するパラメータ
wを (6)のように具体化した。

Fmn
Nn

= wmn. (6)

ここで Fmnは地域 nから出て地域mに入った
人流を示す。さらにNnは地域 nの人口である
ことから、地域 nからmへの流出wmnはデー
タより計算できる。逆向き Fnm/Nm = wnmも
同様である。
パーソントリップ調査のデータから取得した
値を F に用いるにあたって、この調査の特性
に留意する必要がある。この調査は調査対象者
の一日当たりの平均トリップ数を調べたもので
あるが、一人の人間に一日当たり何回もトリッ
プが発生することがあるため、Fmn ≥ Nnとな
ることがある。移動の与える影響をどのように
評価するかはモデル (5)のシミュレーションに
おいて重要であり、それは研究の目的に依存し
ている。
本研究では、地域 n ̸= mと地域mの空間的
な相互作用に分析の主眼がある。そのため、同
一地域内のトリップの比重が相対的に過剰とな
るパーソントリップ調査のデータに対して、そ
の影響を減じる操作を行なう。モデル (5)にお
いて、ある住民が地域 n内などの最寄り地点に
一日複数回トリップをしているような状況をど
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のように加重するかを示す sという定数を設定
する。

∂tIn = αInSn/Nn − βIn + s
∑
m̸=n

(wnmIm − wmnIn) ,

∂tSn = −αInSn/Nn + s
∑
m̸=n

(wnmSm − wmnSn) ,

∂tRn = βIn + s
∑
m̸=n

(wnmRm − wmnRn) .

(7)

Peixoto et al.(2020) [3] は同様の s を用いた
SISモデルによってブラジルのサンパウロ州と
リオデジャネイロ州における感染拡大の状況を
シミュレーションしている。本稿で依拠するBH

モデルでは地域nからmへのトリップの確率を
Pmn,

∑
m Pmn = 1として、地域 nからその他

の地域m(̸= n)全部への流出率 ωn =
∑

mwmn
が ωn = γ (= const.) となるような定式化を
行ない、最終的に γPmn とするモデルを構築
している。彼らの定式化では γ = Φ/Ω,Φ =∑

m,n Fmn,Ω =
∑

nNnとして計算できる。

4 結果と考察
モデル (7)で s = 0.01, 0.1としたシミュ―
レーションの例を示す（図 1-2）。シミュレー
ションの結果は sの設定に依存する。逆に言え
ば、移動をどのように評価するかが人流による
感染拡大の状況を考えるうえでは欠かせない要
素である。sはある程度の距離を移動する大き
なトリップと日常的な生活において発生する小
さなトリップとの間の重み付けと解釈できる。
後者の小さなトリップにどの程度の重みづけを
するのかは、日常生活圏における人流の制限
を考える際に重要な政策的含意を持つ。今後は
Ansari et al. (2021) [4] のようなソーシャル
ディスタンスの分析なども考慮して、リーズナ
ブルな sの設定に関する分析を進めることで考
察を深めていきたい。

謝辞 静岡大学大学院総合科学技術研究科修士
課程の杉山尚さんには本研究で用いたデータの
整理を補助していただいた。京都大学経済研究
所助教の大澤実先生からは研究を進めるうえで
有益なご助言を頂いた。お二人のご助力に感謝
したい。

図 1. シミュレーションの実行例：s = 0.01

図 2. シミュレーションの実行例：s = 0.1
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rulingの交差を考慮した直感的な操作による曲線折りの形状モデリング手
法
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1筑波大学大学院システム情報工学研究群、2筑波大学大学院システム情報系
e-mail : s2020574@s.tsukuba.ac.jp

1 概要
曲線折りとは、曲線の折り目に沿って紙など

を折る手法である。この折り方を用いることで、
1枚の平坦な紙から曲面を含む様々な立体形状
を表現できる。そのため近年では、芸術の分野
にとどまらず、建築や製造などの分野において
も曲線折りを取り入れたデザインが注目されて
いる。このような背景により、コンピュータ上
で曲線折りによる形状を設計できるようにする
ことは重要な課題となっている。
曲線折りによる形状をコンピュータ上で設計

するためのシステムとしてWatanabe[1]の研究
が挙げられる。このシステムでは、折り目とな
る曲線上の各制御点における曲率や捩率などの
パラメータを、ユーザが GUIを通して調整す
ることで、対話的に曲線折りによる形状を設計
できる。しかし、曲率や捩率といった専門的な
知識を必要とするパラメータを直接調整する必
要があるため、直感的な設計が難しく、ユーザ
が操作に慣れるまで時間を要するという問題が
ある。また、設計している際に ruling同士が紙
面上で交差してしまう問題も存在した。
そこで、本研究ではWatanabeのシステムで

用いられている計算式をベースに、曲線折りに
よる形状を既存の CADソフト上で UIなどを
用いてより直感的に設計できるようするための
ツールを提案する。

2 CAD上での曲線折りの設計手法
本研究では、3D CADソフトであるRhinoce-

rosとそのプラグインであるGrasshopper上で
曲線折りによる形状を直感的に設計できるよう
にする。Grasshopperとは、数値データやアル
ゴリズムを用いて 3次元形状をモデリングする
ためのプラグインである。

2.1 曲線折り形状の計算手法
まず、折り目が 1本の場合の曲線折りの形状

の求め方を説明する。

曲線折りによって生成される曲面は可展面で
あるため、rulingと呼ばれる直線要素の集合に
よって表現できる。そこで、折り目に対応した
rulingを求めることで曲線折りによる形状をコ
ンピュータ上で表現できる。

rulingを求めるにあたって、まず折り目とな
る 3次元曲線の曲率 k(s)と捩率 τ(s)、展開図
上の折り目にあたる 2次元曲線の曲率K2D(s)、
そして折り角度 α(s)を定義する。また、折り
目の左右における 2 次元での rulingと接線ベ
クトル T (s)がなす角度をそれぞれ cotβL(s)、
cotβR(s)と定義する。すると、2次元での rul-

ingの方向はそれぞれ以下の式で計算できる。

cotβL(s) =
−α(s)′ + τ(s)

k(s) sinα(s)
(1)

cotβR(s) =
α(s)′ + τ(s)

k(s) sinα(s)
(2)

この式はFuchsとTabachnikov[2]によって導出
され、Tachi[3]によって整理されたものである。
また、折り目の左右における 3次元での ruling

の方向ベクトルは以下の式で求められる。この
とき、接線ベクトル、主法線ベクトル、従法線
ベクトルをそれぞれ T、N、Bとする。

rL = cosβLT − sinβL cosαN + sinβL sinαB

(3)

rR = cosβRT + sinβR cosαN + sinβR sinαB

(4)

2.2 ツールの概要
本ツールでは、ユーザは (A) 折り目となる
三次元曲線、(B)折る前の紙の形状、(C)折り
角度、(D) 折り目の分割数の 4 種類の入力を
操作して曲線折りの形状を設計する。(A) は
Rhinocerosの標準機能である曲線ツールを用
いてデザインし、(B)はポリラインツールなど
を用いて任意の多角形になるようにデザインす
る。また (C)と (D)はGrasshopperのUI経由
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図 1. 実装したツールの画面。上段：Grasshopperの画
面。下段：Rhinocerosの画面

で入力を行う。ただし、(C)の折り角度は折り
目上の位置によって異なる値を与えるため、連
続値を入力する。また、(D)は離散化を行うた
めの値であり、近似精度に影響を与える。そし
て、これらの入力データを元に、2.1節で紹介
した計算式を用いて曲線折りの形状を構成する
rulingを計算する。最後に、計算した rulingを
元に、曲線折りによる立体形状とその展開図を
Rhinoceros上に出力する。
実装したツールの概要を図 1に示す。本ツー

ルを実際に使用してみた結果、折り目が 1本の
場合の曲線折りの形状を、マウス操作などで直
感的に設計することができた。しかし、Watana-

be[1]の研究でも挙げられていた、ruling同士
の交差というものが生じてしまう場合も存在
した。

2.3 折り目の追加
次に、複数の折り目を持つ曲線折りの形状を

設計できるようにツールを拡張した。まず、1本
の折り目からなる曲線折りに、折り目を追加す
る方法を２通り実装した。1つ目はRhinoceros

上に出力されている 2次元の展開図上に 2次元
の折り目を、直接追加する方法である。2つ目
は、Rhinoceros上に出力されている曲線折り
による曲面上に、3次元の折り目を追加する方
法である。ただし、曲面にのるような 3次元の
折り目を配置するのは困難なため、3次元の折
り目はユーザが入力した任意の曲面と曲線折り
による形状の交線によって指定する。
次に、追加した折り目を含む曲線折りの形状

を計算する。まず、3次元の折り目と 2次元の
折り目を両方求めている必要があるため、前述
した方法で 2次元の折り目を追加した場合は、
対応する 3次元の折り目を計算し、3次元の折

り目を追加した場合は、対応する 2次元の折り
目を計算しておく。次に、得られた 2次元と 3

次元の折り目の曲率、捩率、接線ベクトル、主
法線ベクトル、従法線ベクトルを計算する。さ
らに、これらのパラメータから、追加した折り
目における折り角度を計算する。この折り角度
は、追加した 3次元の折り目の主法線ベクトル
と法平面に 1本目の折り目から出る rulingのベ
クトルを投影したものの成す角度として計算で
きる。以上で、求めたパラメータを元に、2.1節
で紹介した計算式を用いることで、追加した折
り目によって生成される曲面の形状を求める。
実際に本機能を試した結果、折り目の追加自
体は直感的な操作で行えたものの、折り目に
よって生成される ruling同士が互いに頻繁に交
差してしまう問題が発生した。

3 まとめと今後の課題
本研究では、既存のCADソフト上で曲線折
りによる形状を設計できるようにするための
ツールの提案を行った。これにより、ユーザは
マウスやUIなどを用いて、直感的な操作で曲
線折りによる形状を設計できるようになった。
また、複雑な曲線折りによる形状も簡単に設計
できるよう、2本目以降の折り目を追加できる
ようにツールを拡張した。
今後の課題として、まず折り目を追加した際
に生成される ruling同士が交差してしまう問題
の解決案を考える。また、今回実装したツール
が既存のシステムに比べ使いやすいかなどを検
証するために、ユーザテストを行う予定である。
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双対タイリング折紙の剛体折り
安達 瑛翔 1, 舘 知宏 2, 山口 泰 2
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1 イントロダクション
軽量高剛性な新素材として、折紙によるト

ラス構造を用いたサンドイッチコアパネルが
注目されている。Lang の折紙作品 “OCTET

TRUSS, OPUS652” [1] は折り目の一部がオク
テットトラスを持ち、これを一般化したものが
図 1 に示す双対タイリング折紙 [2] である。本
研究では稜線で開かれる合同な二回転対称の四
角錐と、四面体の内部に折られる平行四辺形で
構成される双対タイリング折紙を扱う。

1

k
θ

h

(a)

(b)

(c)

1

k
1
k

図 1. (a)双対タイリング折紙の単位四角錐、(b)四角錐
と四面体からなるトラス構造、(c)展開図。

折紙によるサンドイッチコアパネルの剛性や
強度を高めるためには硬いシートで折ることが
考えられるが、そのためには予め与えた折り目
以外が歪まない変形、剛体折り変形をする必要
がある。剛体折り可能性を判定するにはシミュ
レーションで面の歪みを測定する方法が考えら
れるが、どのように歪んでいるかを動画で確か
めるには時間がかかる。本研究では双対タイリ
ング折紙の剛体折り可能性を二次元の図で表現
することで、インタラクティブなパラメータ変
更により剛体折り可能なものを探す方法を提案
する。ただし自己交差は無視する。

2 フレームとモジュール
双対タイリング折紙の展開図を決定するもの

は、図 1(a) の単位四角錐のパラメータと、青
い四角形それぞれの内部の折り目である。そこ
で図 2 のように双対タイリング折紙を四角錐
の展開図が繋がった網上のフレームと、折り目
がフレームに依らない四角形のモジュールに分
解する。フレームとモジュールが連動して剛体
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d
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d
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d
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図 2. フレームとモジュールの境界形状の比較。フレー
ムは二次元にプロットされ、モジュールはそれぞれの外
枠と同じ色の曲線にプロットされる。

折り変形するとき、全体が剛体折り変形する。
モジュールは最終状態で四面体内部に収まれば
よいので各モジュールに異なる折り目を与える
ことも可能だが、簡単のために山谷の反転を除
いて全て同じ折り目を与えることとする。また
フレームも、共通の映進面による映進で角錐底
面が一つ隣へ移ると仮定する。
フレームとモジュールの境界は空間四辺形で
ある。辺長の変わらない空間四辺形は対角頂点
の距離の二変数で鏡像を除いて一意に決定され
る。フレームとモジュールの剛体折り変形をこ
の二変数 dk, d1 で表現したとき、その重なりが
剛体折り変形の表現である。
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図 3. フレームの剛体折り。(a)展開図、(b)赤枠で囲ん
だ部分を角度 ±α,±β で折る、(c)対角線 BD 方向へ投
影、(d)α, β から定まる 2δ だけ辺 BD00 で折る、(e)赤
枠二つ分を結合、(f)対称操作により折り状態を生成。

映進対称を仮定すると、フレームは予め折り
目を追加することで図 3 のように α, β の二自
由度で剛体折り可能である。
四角形は三角形分割されていると一自由度で
剛体折り可能 [3] であり、これがモジュールの
最大自由度である。モジュールの折り目の例と
して、Lang の作品のような翼折り [4] と同相
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なパターン (図 2 黒枠)や、三角形分割された
pleated hyperbolic paraboloid [5] と同相なパ
ターン (図 2 赤・青枠)が考えられる。

3 フレームとモジュールの整合性

図 4. 黄色: フレームの変形のプロットに折り角度 α の軸
を追加したもの。α 方向に投影すると図 2 のように面が
折り返されたように見える。青: 図 2 の青枠のモジュー
ルのプロット。α に依らないので α 方向に押し出されて
いる。

dk, d1 によってフレームとモジュールの剛体
折り挙動を表現すると、フレームは面、モジュー
ルは曲線となる。フレームの面の内部にあるモ
ジュールの曲線が展開状態から折り状態まで連
結であれば全体が剛体折り可能である。例えば
図 2 の黒い曲線はフレームの面からはみ出る
ため剛体折り不可能である。ここで注意すべき
は、図 4 に示すようにフレームの面が二層重
なっており、展開状態と折り状態が異なる層に
存在する場合がある点である。図 2 青枠のモ
ジュールの場合、展開状態から折り返しまで進
み、曲線を逆行してモジュールは折り返し前と
同じ形状をとるがフレームは異なる形状をとり
ながら、最終状態まで剛体折りされる。

3.1 平坦折り可能なモジュール
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d
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図 5. ひし形で平坦折り可能なモジュールによる、剛体
折り可能な双対タイリング折紙。

剛体折り可能な双対タイリング折紙の設計戦
略として、平坦折り可能なモジュールを考える。
平行四辺形を対角線で 180◦ 折り返した状態に
対し、辺長を保ち対角頂点の二つの距離が共に
短くなる変形は存在しない。図 2, 5の緑の線は

この状態を表しており、フレームとモジュール
の剛体折り変形は緑の線を越えない。ただし平
坦折り可能なモジュールのように緑の線に到達
することは可能であり、このときフレームの面
の折り返し部分に到達しやすいと考えられる。
例として、ひし形で平坦折り可能なモジュー
ルによる剛体折り可能な双対タイリング折紙
(図 5)を設計した。

4 結論
双対タイリング折紙をフレームとモジュール
に分け剛体折り変形を二次元でプロットするこ
とで、モジュール内部の折り目の設計時に剛体
折り可能性が一目でわかるようにした。実際の
シートで折るためには、自己交差を考慮する必
要がある。また本研究では高い対称性を仮定し
たため、実際の変形については対称性の低い剛
体折り変形も考慮する必要がある。
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切れ目を有する剛体折紙の曲面近似のための折線配置最適化

早川健太郎 1,大崎純 1

1京都大学大学院工学研究科建築学専攻
e-mail : se.hayakawa@archi.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに

近年，折紙・切紙を応用した展開構造物が多
くの分野で提案されている。特に，面を変形さ
せずに折ることができる「剛体折り可能」な変
形機構を持つ多面体折紙を剛体折紙と呼ぶ。筆
者ら [1]は，三角形または四角形以上の多角形
平面からなる平面展開可能な穴の開いていない
剛体折紙で目標曲面を近似する手法を提案して
いる。本稿では，折紙曲面の一部に切れ目を設
け展開図に穴の開いた部分をつくることで，目
標曲面の近似精度向上を試みる。切れ目を有す
る剛体折紙の形状生成の既往研究では数多くの
切れ目を有する例が多く（[2]など），変形自由
度が大きい。一方，本提案手法は形状生成過程
で剛体折紙の力学的性質も考慮し，変形自由度
の小さい工学的応用に適した解を得る。

2 内部頂点，切れ目周りの展開可能条件

0
s

0
s ¢0

i

i

1
i

2
i

1
iK

2
iK,1i

q
,2i

q

図 1: 切開線;（左）立体形状，（右）展開図

切れ目を有する多面体が平面に展開可能であ
るための必要条件を整理する。本稿では図 1の
ように多面体内部の連続する2辺（内部切開線）
に沿って切り開く場合を考慮する。多面体の内
部頂点 iに接続する辺の数を f i, k番目の接続
する 2辺の間の角度を θi,kとし，頂点 iでのガ
ウス曲率 K iを angle defect [3]として以下のよ
うに定義する。

K i = 2π−
f i∑

k=1
θi,k (1)

切開線に含まれない内部頂点の集合を Vinとす
ると，頂点 i ∈Vinのまわりで多面体が平面展開
可能なとき次式が成り立つ。

K i = 0 (i ∈Vin) (2)

一方，内部切開線に含まれる 3頂点の組の集合
を Vcutとする。頂点の組 {i0, i1, i2} ∈Vcutのう
ち i1, i2が切開線の端点のとき，図 1より内部
切開線のまわりで各面が重ならずに平面に展開
できるための必要条件は以下のようになる。

K i0 +K i1 +K i2 = 0

σ0 −σ′
0 = 0

K i1 , K i2 ≥ 0

({i0, i1, i2} ∈Vcut) (3)

ここで，図 1に示すように σ0, σ′
0 は切開線で

分割される頂点 i0 のまわりの 2つの部分の角
度であり，K i0 = 2π−σ0 −σ′

0 を満たす。以上，
式 (2), (3)をまとめて展開可能条件とよぶ。

3 曲面近似のための形状生成法

前節で定義した展開可能条件のもとで目標曲
面の近似誤差を最小化する。変数は，境界条件
と対称性を満たす独立な頂点座標をまとめたベ
クトル xとする。形状生成の初期形状は目標曲
面を三角形分割した多面体 Mtri とするが，一
般に Mtri は展開可能条件を満たさない。そこ
で，多面体全頂点の集合をV とし，極端に鋭角
な面の生成を避けるために内角 θi,k (i ∈ V , k =
1, . . . , f i)に上下限値 θmax，θminを定め，Mtriを
初期形状とした以下の最適化問題を解くことで
展開可能条件を満たす形状を得たのちに近似誤
差を最小化する。

min.
∑

i∈Vin

{K i(x)}2 +
∑

{i0, i1, i2}
∈Vcut

{
σ0(x)−σ′

0(x)
}2

+ ∑
{i0, i1, i2}

∈Vcut

{
K i0(x)+K i1(x)+K i2(x)

}2

s.t. K i1(x), K i2(x)≥ 0 ({i0, i1, i2} ∈Vcut)

θmin ≤ θi,k(x)≤ θmax (i ∈V , k = 1, . . . , f i)
(4)

目標曲面を z = f (x, y)の形式で表す。また，近
似誤差を各頂点 iと目標曲面の z座標の差 ∆zi

の 2乗和で表し，xの関数 A(x)とおく。形状生
成の過程で折線を順に固定（折線を削除）して
変形自由度を削減する。固定折線の集合を Efix

とし，折線 j ∈ Efixに接続する 2面の単位法線
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ベクトルをn j,1, n j,2とすると，∥n j,1×n j,2∥ = 0
( j ∈ Efix)が成り立つ。以上より，形状生成のた
めの最適化問題は以下のようになる。

min. A(x)= ∑
i∈V

{∆zi(x)}2

s.t. (展開可能条件)

∥n j,1(x)×n j,2(x)∥ = 0 ( j ∈ Efix)

θmin ≤ θi,k(x)≤ θmax (i ∈V , k = 1, . . . , f i)
(5)

また，展開可能条件は必要条件であるため，最
適化問題 (5)の解形状の展開図を作成し，誤差
なく平面へ展開できることを確認する。形状生
成過程での固定折線の選択および解形状の変形
メカニズムの解析には文献 [1]の方法を用い，
フレームモデルによる大変形解析より解形状の
剛体折り可能性を確認する。

4 形状生成例

x y

z

1

2

図 2: 初期形状

図 2に示すHP曲面を目標曲面および初期形
状とする。曲面の xy平面への投影形状は 1辺
の長さ 15の正方形でライズは 6である。なお，
単位は重要ではないため省略する。形状の対称
性を考慮し，1本の切開線（切開線 1）または 2
本の切開線（切開線2）を導入する。最適化には
Pythonのライブラリである SciPyより SLSQP
を，大変形解析には Abaqus 2020を用いた。
表 1に平面展開可能かつ剛体折り可能な解の
各固定折線数に対する目標曲面の近似精度と変
形自由度を示す。同じ固定折線数で比較すると
切開線を導入した場合に近似精度が向上してい
る。また，図 3に，折線を 12本固定した場合
の解形状を示す。

5 結

筆者らの既往の手法に対して，剛体折紙の一
部に切れ目を導入し目標曲面の近似精度の向上
をはかった。解析例ではHP曲面に手法を適用
し，近似精度が向上することを確認した。

x y

z

x

y

(a)切開線無し

x y

z

x

y

(b)切開線 2
図 3: 解形状;（左）立体形状，（右）展開図

表 1: 近似精度 A(x)（括弧内は変形自由度）
固定
折線数

切開線
無し

切開線
1

切開線
2

0 1.10 (21) 0.80 (22) 0.77 (23)
4 1.10 (17) 0.80 (18) 0.77 (19)
8 1.10 (13) 0.80 (14) 0.77 (15)

12 1.10 (9) 0.80 (10) 0.77 (11)
14 1.10 (7) – –
16 – 0.82 (6) 0.86 (7)
18 2.91 (3) – 1.33 (5)
20 – 0.82 (2) –
22 4.34 (1) 0.84 (1) –

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP20J21650, JP1
9K04714および JST CREST JPMJCR1911の
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法線マップ画像操作による可展面変形インタフェースの提案
西澤 郁弥 1, 三谷 純 2,
1筑波大学 情報学群 ，2筑波大学 情報システム系
e-mail : s1811372@s.tsukuba.ac.jp

1 はじめに
可展面は工学的に有用な性質をもっているが,

幾何的な制約が大きく, CGやCADソフトウェ
アにおいて, 対話的な操作で自由に変形するこ
とが困難である. そこで, 本研究では, 法線マッ
プ画像を操作することで, 間接的に可展面の幾
何形状に対する変形操作を行う方法を提案する.

操作の対象を法線マップ画像に置き換えること
で, ユーザは可展面の幾何的な制約を意識する
ことなく, 形状操作を試行することができる.

舟久保の研究 [1]では制御点を基に 4次の B

スプライン曲線を作成し測地線として扱った.

そして,測地線を基に可展面と対応する法線マッ
プを作成し, 目的関数が最小となるように最適
化処理を行うことで入力の法線マップに対応す
る可展面を生成した. 舟久保は, 法線マップの
縦方向の色が全て等しい場合についての研究を
行ったが, 等しくない場合では rulingの交差が
発生した. rulingの交差を生じさせずに測地線
を得ることは困難であったため, 本研究は以下
に示すような測地線を使わない手法 (図 1)で可
展面を生成する. まず, 展開図上に折り線を配
置し, それぞれに折り角度を設定する. これら
の値から展開図を折った立体形状を算出し, こ
れを可展面の離散近似表現として用いる. 次に,

得られた可展面から対応する法線マップを生成
し, 入力として与えられる法線マップと比較す
る. 比較結果を基に展開図を修正し, この操作
を最適な形状が得られるまで繰り返す. この手
法はがTsurutaに行った研究 [2]の手法に基づ
いている.

図 1. 可展面生成の流れ

2 提案手法
2.1 展開図
本研究では滑らかな曲面を平面四角形の集合
で離散的に表現する. 提案手法で用いる展開図
を図 2の左に示す. 展開図は高さh,幅wの長方
形とする. 展開図は n本の rulingを持ち, n+1

個の四角形面から構成される. rulingは展開図
の折り線であり, 各折り線には折り角 θiが設定
されている. rulingの方向は展開図の辺上にあ
る 2点 (xL,i, xR,i)により求まる. この時, 隣り
合う 2点 (xL,i−1, xL,i), (xR,i−1, xR,i)において
以下の関係式が成り立つ.

0 ≤ xL,i−1 ≤ xL,i ≤ w, 0 ≤ xR,i−1 ≤ xR,i ≤ w
(1)

曲面の曲げは rulingの位置と θiにより決定さ
れ, −π ≤ θi ≤ πの範囲を動く (図 2右).

図 2. 左: 使用する展開図 右: 展開図の折り曲げ

2.2 最適化処理
展開図の rulingの位置と折れ角を最適化する
ために (2)を目的関数として定義する. Ffairは
rulingの交差を防ぐ目的関数, Fnは法線マップ
の類似度に関する目的関数である.

F = Ffair + Fn (2)

図 3. 法線マップのパラメータ
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法線マップの類似度に関する目的関数 入力と
して与えられる法線マップNmapと出力さ
れた可展面から得られる法線マップNmodel

との類似度を高くする. 各法線マップの
対応する画素を法線ベクトルに変換し内
積の総和を目的関数とする. (u, v)はそ
れぞれ法線マップの幅, 高さの範囲内で
動くパラメータである. (図 3) 法線マッ
プの全ての画素を計算するのは時間がか
かるため, 各 uv座標の画素の一部を計算
に用いる.

Fn =
∑
u,v

wu(1−Nmap(u, v)·Nmodel(u, v))

(3)

与えられる重みは, wi < wi−1として w0

が最大, wuが最小となるように与える. u

が小さいほど重みを大きくすることで左
から折り曲げるような処理を行うためで
ある. 一方で重みが小さいほど最適化処
理において無視されやすくなるため, 各
重みを以下の式で更新する. 内積が閾値
δよりも小さい時にwuを更新する. また,

1−Nmap(u, v)·Nmodel(u, v) < δのみの場
合,図 4のように赤丸は四角部分を無視し
て重みを更新してしまうため, wu−1 = w0

を与えることで左からの更新を行う (式
(4)).

if (1−Nmap(u, v) ·Nmodel(u, v) < δ)

∧ wu−1 = w0 then wu ← w0

(4)

図 4. 赤丸: 法線の類似度が高い部分 四角: 法線の類似
度が低い部分

ruling交差に関する目的関数
if xL,i−1 < xL,i then Ffair+ = 0

else then Ffair+ = xL,i−1 − xL,i
if xR,i−1 < xR,i then Ffair+ = 0

else then Ffair+ = xR,i−1 − xR,i
(5)

出力される可展面の rulingが交差しない
ようにするため式 (5)を定義する.

3 実験結果
実験結果を図 5に示す. 入力として与えら
れる法線マップ (図 6中央)の高さは 256, 幅は
512とした. 初期形状は z=0の xy平面上に広
がる平面で法線は z軸の正の方向を向く. 折
り線の本数は 40で, 初期位置は y軸に平行に
なるように等間隔に配置した. Fn のパラメー
タ δ = 0.01, w0 = 1 として最適化処理は最
急降下法を用いた. この実験では, Ffair = 0,

Fn = 1.44となった.

図 5. 左: 初期形状 中央: 入力として与えた法線マップ
右: 出力結果

4 結論と考察
本研究では法線マップを用いて可展面を生成
する手法について述べた. 測地線を用いる場合
の rulingの交差を除去するのは困難だったた
め測地線を使わない手法を設計した. rulingの
交差を防ぐ目的関数と法線マップの類似度に関
する目的関数を設計し, 2つの目的関数の和が
最小になるように最適化処理を行い, 重みが適
切だと入力の法線マップに近づけることができ
た. 現在, 重みは手動で設定しているため重み
によっては目的関数が局所的最小値になること
があるため, 適切な重みを自動で与えられるよ
うにすることでより実用的なものになると思わ
れる.
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均一な六角形ユニットを有する円筒機構の静的構造解析

堺 雄亮 1, 大崎 純 1

1京都大学大学院工学研究科建築学専攻
e-mail : se.sakai@kyoto-u.ac.jp

1 はじめに

円筒状の機構は，自動車のバンパーのような
衝撃吸収機構や医療用ステントのように柔軟
に変形する機構等の工業製品として利用される
[1]．材料に依らずに円筒機構の力学特性を操作
するには，機構を構成する離散的なユニットの
形状を変更する方法が有効である．
離散的なユニットで構成された円筒機構の例

として，カーボンナノチューブがある [2]．カー
ボンナノチューブは炭素原子と原子結合からな
る正六角形のユニットで構成され，ユニットの
配列で力学特性や電気的特性が変化する．
本研究では，カーボンナノチューブの幾何形

状の定式化を応用し，均一な六角形ユニットを
有する円筒機構のパラメトリックな形状設計法
を提案する．数値例題では，提案手法により生
成される円筒機構の形状例を示す．さらに，円
筒機構に対して軸方向への強制変位を与えたと
きの変形性状を確認する．

2 均一な六角形ユニットを有する円筒機
構の形状

文献 [2]の形状設計法を拡張し，図 1に示すよ
うな均一で周期性のある六角形ユニットを用い
て円筒機構を構成するための定式化を行う．六
角形ユニットを構成する長さ lの辺を，chevron

edge（青）と tie edge（赤）の 2種類に分類す
る．Chevron edgeと x軸の間の角度の大きさ
を均一に ϕと定めると，六角形ユニットが正六
角形のとき ϕ = −π/6である．ここでは，ϕの
範囲を−π/6 ≤ ϕ < π/6に拡張する．
各頂点に接続する 3 辺に対応するベクトル

ξ1 = (−l cosϕ, l sinϕ), ξ2 = (l cosϕ, l sinϕ),

ξ3 = (l, 0)を用いて，六角形ユニットの並進移
動を表すベクトル a1,a2を次式で表現する．

a1 = ξ2 − ξ1, a2 = ξ3 − ξ1 (1)

図 2 は，均一な六角形ユニットで充填した平
面である．任意の頂点を始点に持つカイラルベ
クトル cと並進ベクトル tを用いて平行四辺形
（灰色の領域）を生成する．ベクトル c, tはそれ

l

ξ3

ξ1 ξ2
a2

a1

(>0)

l
y

x

図 1. 均一な六角形ユニット.

y

x
図 2. 六角形で充填された平面と平行四辺形.

ぞれ，カイラル指数 (c1, c2)と並進指数 (t1, t2)

により，以下のように定義される．

c = c1a1 + c2a2, (c1, c2 ∈ Z× Z), (2)

t = t1a1 + t2a2, (t1, t2 ∈ Z× Z). (3)

角度 θは x軸とカイラルベクトル cの間の角度
であり，これをカイラル角という．
円筒機構を構成する頂点と辺は，平行四辺形
の領域内と境界上に存在する頂点と辺の写像
P ◦ ρで得られる．ρは，平行四辺形をベクト
ル cおよび tの始点まわりにカイラル角 θだけ
回転させる変換であり，以下のように定式化さ
れる．

ρ =
1

2α

 2c1 + c2

√
1−sinϕ
1+sinϕc2

−
√

1−sinϕ
1+sinϕc2 2c1 + c2

 ,
α =

√
c12 + c1c2 +

c22

2 (1 + sinϕ)
. (4)
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図 3. 円筒機構の形状例.

写像 ρにより変換された後の頂点を (X,Y )と
おくと，写像 P による変換は，

(X,Y ) 7→
(
r cos

X

r
, r sin

X

r
, Y

)
(5)

と表される．なお，rは円筒の半径であり，r =

||c||/2πである．P により，回転変換後の平行
四辺形の頂点は円筒の側面上に移される．以下
では，円筒機構上の頂点座標の第 3成分を高さ
成分とする．

(c1, c2)，(t1, t2)，辺長 l，角度 ϕを変更する
と，図 3のように異なる形状の円筒機構が得ら
れる．

3 静的構造解析

機構上の辺を梁部材，頂点を剛な接合部とし
てモデル化した円筒機構の変形性状を確認する．
梁部材の断面は，外径 0.03，厚さ 0.001のパイ
プとする．
図 3の左と右に示す 2種類の円筒機構をそれ

ぞれモデル 1, 2とする．モデル 1, 2の形状に
関するパラメータの値を表 1に示す．

表 1. モデル 1, 2の形状に関するパラメータ．

Model (c1, c2) (t1, t2) l ϕ

1 (8, 0) (0, 8) 1.0 π/9

2 (8,−12) (0, 8) 1.0 π/9

境界条件として，円筒機構の下端に位置する
すべての接合部を固定し，上端に位置するすべ
ての接合部に円筒機構の高さの 10%だけ圧縮
方向へ強制変位を与える．
図 4は，変形後のモデル 1および 2である．

コントアは，円筒中心軸まわりの回転変位を表
す．図 5(a), (b)はそれぞれ，強制変位を作用
させた接合部に生じる円筒中心軸方向の平均反
力，および，円筒中心軸まわりの回転変位の比
較を示している．なお，図 5の横軸には，強制
変位を正規化した値を用いている．モデル 1, 2

に発生した平均反力は概ね同じである．一方，
モデル 2の円筒中心軸まわりの回転変位は変形

UR, UR3
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−1.900e−10
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UR, UR3

+5.957e−04
+7.234e−02
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+2.876e−01
+3.593e−01
+4.311e−01
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+6.463e−01
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X

Y
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(b)
図 4. 変形後の円筒機構，(a) モデル 1，(b) モデル 2.
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図 5. 強制変位に対する応答（黒：モデル 1，青：モデル
2），(a) 平均反力，(b) 円筒中心軸まわりの回転変位.

後で 49.193 (deg)であり，軸変形と同時に機構
全体が大きくねじれていることを示している．

4 まとめ

均一な六角形ユニットで構成される円筒機構
の形状設計法の提案と構造解析例を示した．提
案手法により，さまざまな形状の円筒機構を容
易に設計できる．静的構造解析により，一部の
機構は軸変形と同時にねじれを生じることが明
らかになった．ねじれながら伸縮する変形は，
円筒機構全体の座屈防止にも有効であると考え
られ，広範な応用が期待できる．
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区分的に連続な曲線と曲面の幾何
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1 概要

従来の微分幾何学では，滑らかな曲線・曲面，
離散曲線・曲面（総称して「区分的連続曲線・曲
面」と呼ぶことにする）は別々に扱われてきた．
本研究 ([1])では，これらを統一的に微分幾何学
的に扱う枠組みを構築するための試みとして，
特に，2次元ユークリッド空間R2内の区分的
に滑らかな曲線，及び，3次元ユークリッド空
間R3内の区分的に滑らかな曲面の各点におい
て，種々の曲率及び法空間などの基本的な概念
を定義する．そして，滑らかな曲線・曲面に対
する基本的な幾何学的積分公式である Steiner

公式及びMinkowski公式の一般化が成立する
ことを示す．なお，上述の「微分幾何学的」と
いう言葉は，曲線・曲面の曲がり具合いや大き
さの定量的な取り扱いを行うという意味で用い
ている．

2 区分的に滑らかな曲線と曲面

本研究では，滑らかな曲線・曲面，区分的に
滑らかな曲線・曲面，離散曲線・曲面を全て含
む概念として，区分的に滑らかな曲線・曲面を
採用する．区分的に滑らかな曲線（resp. 曲面）
とは，大雑把に言えば，有限個の滑らかなコン
パクト曲線（resp. 曲面）を連続的に繋いだも
のである．ただし，局所的には 1 次元多様体
（resp. 2次元多様体）からの連続な埋め込み
となっているもののみを扱い，3個以上の曲線
（resp. 曲面）に分岐する点は扱わない．例え
ば，区分的に滑らかな曲面の定義は次のものと
する．

定義 1 (区分的に滑らかな曲面) M = ∪ki=1Mi

を 2次元の向き付けられたコンパクト連結C∞

多様体とする．ただし，各Miは，区分的 C∞

級境界を持つ，Mの 2次元コンパクト連結部分
多様体であり，Mi ∩Mj = ∂Mi ∩ ∂Mj , (i, j ∈
{1, · · · , k}, i ̸= j) を満たすとする．Mi の内
部，境界を，それぞれ，Mo

i , ∂Mi で表す．写
像X : M → R3が区分的に滑らかな曲面であ
るとは，Xが，全ての i ∈ {1, · · · , k}に対して
以下の (A1), (A2), (A3)を満たす時を言う．

(A1) X は連続である．
(A2) 各Xi := X|Mi : Mi → R3 は，C∞級

はめ込みである．
(A3) 各 Xi の単位法ベクトル場 νi : Mi →

S2 は，次の性質を満たす．Mi の局所座標を
(u1, u2)とした時，

{
∂/∂u1, ∂/∂u2, νi

}
はR3の

標準的な向きと同じ向きを与える．

以下では，議論を簡単にするために，X は
単射とする．この時，写像X の定義域の点 P

とその像X(P )は同一視できるから，しばしば
これらを混用することにする．また，像X(M)

は，各点の近傍でグラフ（曲線（resp. 曲面）
の場合は，Rの区間（resp. R2 の領域）上で
定義された関数のグラフ）の形で表示可能と仮
定する．この仮定は，特異点P において，P を
境界点として含むMi達はP において互いに接
しないことと同値である．
以下ではしばしば，区分的に滑らかな曲線

（resp. 曲面）で前段落の仮定を満たすものを
pwC∞曲線（resp. pwC∞曲面）と呼ぶ．pwC∞

曲線・曲面に対し，任意の変分が法変分（法線
方向の変分）の形で表示可能ならば，変分法の
観点からは有益である．それを実現するために，
以下の節において，pwC∞曲線・曲面上の単位
法ベクトル場を，特異点においては多価を許容
するものとして定義する．

3 区分的に滑らかな曲線（pwC∞ 曲線）
の曲率

Rの閉区間 I = ∪ki=1Ii を考える．ここで，
Ii = [ai, ai+1]とする．連続写像 X : I → R2

を pwC∞曲線（pwC∞曲線の定義は定義 1の
次元を 1次元下げたものとする）とする．I の
パラメータを τ で表す．
X の滑らか点においては，線素 ds，曲率 κ，
及び単位法ベクトル νは従来の微分幾何におい
て定義されたものと同一と定義する．dsも，考
える点 τ を明記したい時は，ds(τ)と書くこと
にする．
X の頂点 Pi := X(ai) (2 ≤ i ≤ k − 1)にお
いては，Xi := X|Ii が定義する単位法ベクト
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ル νi(ai) = (cos θi(ai), sin θi(ai))とXi−1 が定
義する単位法ベクトル

νi−1(ai) = (cos θi−1(ai), sin θi−1(ai))

がある．ただし，−2π < θi − θi−1 < 2πを満
たすように θi(ai), θi−1(ai)をとる．そこで，X
の頂点 aiでの多価単位法ベクトル ν(ai)を，

ν(ai) = {(cos θ, sin θ) | θi−1(ai) ≤ θ ≤ θi(ai)}

により定義する．
次に，pwC∞曲線Xの頂点Piにおける曲率
を定義する代わりに，PiにおけるX の曲率 κ

と線素 dsを

κ
ds

dθ
= 1

という関係式により定義する．

定理 2 (曲線に対する Steiner型公式) Xの平
行曲線Xt := X + tνの長さ L(Xt)は，次のよ
うに表せる．

L(Xt) = L(X)− t
∫
I
κ ds.

定理 3 (曲線に対するMinkowski型公式) X

の端点 P1，Pkにおける外向き単位余法線ベク
トル (unit conormal)をそれぞれ η(P1), η(Pk)

とすると，次の等式が成り立つ．

L(X) = −
∫
I
κ⟨X, ν⟩ds+

∑
i=1,k

⟨Pi, η(Pi)⟩.

ただし，⟨U, V ⟩は U と V の内積を表す．

4 区分的に滑らかな曲面（pwC∞ 曲面）
の曲率

XをR3内の pwC∞曲面とする．以下では，
定義 1と同じ記号を使う．また，M の局所座
標を u = (u1, u2)で表す．この節で，Xの多価
単位法ベクトル場 ν，各点での平均曲率 H 及
びGauss曲率K を定義する．
まず，X の滑らか点では，ν，H，K，及び
面積要素 dAは従来の微分幾何において定義さ
れたものと同一と定義する．dAも，考える点
uを明記したい時は，dA(u)と書くことにする．
v ∈ R3 \ {0}が点Q = X(P )におけるX の

法ベクトルであるとは，vが次の条件を満たす
時と定義する．即ち，XはQの近傍で，vを通
るいかなる平面上の関数のグラフとしても表示
できない．

eij := ∂Mi ∩ ∂Mj について，Eij := X(eij)

が長さ正の曲線の時，eij またはEij をX の辺
と呼び，それらの内部をそれぞれ，e◦ij，E

◦
ij で

表す．X の各辺の端点をX の頂点と呼ぶ．
Q = X(P ) ∈ E◦

ij とする．Eij の弧長 sに
よる表示を γ(s)とし，Q = γ(s0)とする．Q
を通り γ′(s0)に垂直な平面を Πとする．C :=

Π∩X(M)は，Qの近傍で頂点Qの pwC∞曲
線である．そこで，C の Qにおける多価単位
法ベクトル n2，曲率 κ2 を §3で定義したもの
とし，κ2ををXのQにおけるΠ方向の法曲率
と呼ぶ．Πに直交する方向の法曲率 κ1は，γの
Qでの曲率と定義する．そして，X の点Qで
の平均曲率H を，2HdA = (κ1 + κ2)dA とい
う関係式により定義する．詳細は省略するが，
X のGauss曲率K は，K(dA/dAν) = 1 によ
り定義する．ここで，dAνは，Xの多価単位法
ベクトルの（単位球面 S2での像の）面積要素
である．

定理 4 (曲面に対する Steiner型公式) Xの平
行曲面Xt := X + tνの面積A(Xt)は，次のよ
うに表せる．

A(Xt) = A(X)− 2t

∫
M
HdA+ t2

∫
M
KdA.

定理 5 (曲面に対するMinkowski型公式 (I))

X の境界 ∂M における外向き単位余法線ベク
トル (unit conormal)を ηとし，X|∂M の線素
を dσとすると，次の等式が成り立つ．

A(X) = −
∫
M
H⟨X, ν⟩dA+

1

2

∫
∂M
⟨X, η(X)⟩dσ,

定理 6 (曲面に対するMinkowski型公式 (II))

簡単のために，M は境界を持たないと仮定す
ると，次の等式が成り立つ．∫

M
HdA = −

∫
M
K⟨X, ν⟩dA.
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1 概要
多結晶の界面形状は材料特性を決定する重

要な因子であり，様々な分野で研究が行われて
いる．結晶の形状は異方性をもつため，その数
学モデルは，表面の法線方向に依存するエネル
ギーを考える．これを非等方的表面エネルギー
と呼ぶ．本講演では，３つの曲面が２つの与え
られた体積を囲むという条件のもとで，非等方
的表面エネルギーが臨界点となる必要十分条件
を与え，２次元空間内の曲線の場合に臨界点の
形状を分類した結果を示す．

2 非等方的平均曲率一定曲面
本章では，非等方的平均曲率一定曲面 (英語

表記Constant Anisotropic Mean Curvatureの
頭文字をとり，以下ではCAMC曲面と記す)に
ついて基本的な事象を紹介する．
γ : Sn → R+ を滑らかな正値関数とする．

この γ を非等方的エネルギー密度関数とよぶ
（SnはRn+1内の単位球を表す）．Σ を向きづ
けられたコンパクトな n次元 C∞ 多様体であ
り，境界を持つものとし，X : Σ → Rn+1 を
immersionとする．この時，Xの非等方的エネ
ルギーを

F(X) =

∫
Σ
γ(N)dΣ

により定義する．ここで，N : Σ → Sn は X

の Gauss写像，dΣ はX により誘導される Σ

の体積要素である．
Fを与えられた体積を囲む閉曲面全体の成す

無限次元空間上の関数とみなすと，その臨界点
は，Λ := −divΣDγ + nHγ が至る所一定の曲
面となる ([1])．これをCAMC曲面と呼ぶ．ま
た，ΛをX の非等方的平均曲率と呼ぶ．
同じ体積を囲む閉曲面の中に，Fの最小解が

(Rn+1内の平行移動を除いて)一意的に存在す
ることが知られており ([2])，これはウルフ図形
と呼ばれる．以下ではW で表す.

W が滑らかで強凸と仮定する．この時，Φ :

Sn →W ⊂ Rn+1を
Φ(N) = Dγ + γ(N)N 　 (N ∈ Sn)

で定義し，γに対するCahn-Hoffman写像とよ
ぶ．ここで，Dγは γの勾配ベクトル場である．

3 変分公式
ここから，我々の問題について詳しく説明
する．Σ1,Σ2,Σ0 をRn+1内の向きづけられた
区分的に滑らかな超曲面で，連結かつコンパ
クトなものする．さらに以下の条件①，②を満
たすとする．① ∂Σi は全て等しい（これを C

とおく），② Σ1 ∪ Σ0 (resp. Σ2 ∪ Σ0) は領域
R1 (resp. R2) を囲み，その体積は V1 (resp.

V2)．γiをΣi上のエネルギー密度関数とし，曲
面Σ := Σ1 ∪Σ2 ∪Σ0 に対して，非等方的エネ
ルギー

F(Σ) :=

2∑
i=0

∫
Σi

γi(Ni)dΣi

を考える．ここで，Ni : Σi → SnはΣiの単位
法ベクトル場 (Niの向きは図 2を参照) とし，
dΣiはΣiのn次元体積要素とする．この時，領
域Riの体積 Viは以下のように与えられる．

V1 =
1

n+ 1

{∫
Σ1

⟨x1, N1⟩dΣ1 +

∫
Σ0

⟨x0, N0⟩dΣ0

}
,

V2 =
1

n+ 1

{∫
Σ2

⟨x2, N2⟩dΣ2 −
∫
Σ0

⟨x0, N0⟩dΣ0

}
.

我々の問題は，与えられた体積 V1, V2 を保
ち，F を最小にする Σiについて調べることで
ある．
X̃ : Σ × [−ε0, ε0] → Rn+1 (ε0 > 0) を

X : Σ → Rn+1 の変分とし，常に２つの体積

図 1. R3 内の条件①，②を満たす曲面 Σ. 赤色の曲線 C
は Σ1, Σ2 並びに Σ0 が共通してもつ境界. 曲面 Σ0 は中
間に位置しているものと仮定する．
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V1, V2を保つとき，X̃は許容変分と呼ぶ．X̃を
X̃(x, ε) = Xε = X + εY +O(ε2)と表し，境界
C 上の各点で，Y は C の接空間に直交すると
仮定する．
以下では，添え字 iは 0, 1, 2を動くとする．

補題 1 ([3]) φi, fi : Σi → R を下記の (i), (ii)

を満たす Σi 上の滑らかな関数とする
(i)

∫
Σ1

φ1 dΣ1 +

∫
Σ0

φ0 dΣ0 = 0,∫
Σ2

φ2 dΣ2 −
∫
Σ0

φ0 dΣ0 = 0,

(ii) φ1N1 + f1ν1 = φ2N2 + f2ν2 = φ0N0 +

f0ν0(C 上).

この時，許容変分が存在し，その変分ベクトル
場の法成分は φiNi，余法成分は fiνiとなる．
定理 2 ([3]) X の変分Xϵ = X + ϵY + O(ϵ2)

に対して，非等方的エネルギーFの第一変分は，
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

F(Xε) =

2∑
i=0

[
−
∫
Σi

φiΛi dΣi

+(−1)i
∮
C
⟨Φi,−φiνi + fiNi⟩ dC

]
である．ただし，Φi = Dγi + γiNi, C 上で
φi = ⟨Y,Ni⟩, fi = ⟨Y, νi⟩とする．C の向き
は Σ1の正の向きから導く．
定理 3 ([3]) 許容変分に対して，曲面X が F
の臨界点となるのは，下記 1), 2)を満たす時の
みである．
1) 非等方的平均曲率 Λi は至る所一定であ
り，−Λ1 + Λ2 + Λ0 = 0 を満たす．

2) C上の各点 ζ で Φ0 −Φ1 + Φ2は TζCか
ら成る (n − 1)次元線型部分空間に含ま
れる．

これを double crystalとよぶ．γi ≡ 1の時，定
理 3の二つの条件は，ダブルバブル問題 ([4])の
臨界点の条件と一致する．

4 平面内の例
例 4 非等方的エネルギー密度関数 γ0i : S1 →
Rを次で定義する．

γ0i (ν1, ν2) =
(
ν2p1 + ν2p2

)1− 1
2p
/

√
ν4p−2
1 + ν4p−2

2 .

ここで pは十分大きい正の数とする．この γ0i
に対する Cahn-Hoffman写像 Φは

Φ(θ) = (cos2p θ + sin2p θ)
− 1

2p (cos θ, sin θ)

である．
定理 5 ([3]) γ0i に対する double crystalは並
行移動と相似変換を除き，以下の３タイプで
ある．
Type 1 水平・垂直いずれかに関して線対称
Type 2 水平に対して ±π/4 回転した軸に
関して線対称

Type 3 最小のウルフ図形のの中心点に関す
る回転対称（他のウルフ図形は、最小の
物の 2倍のサイズ）

図 2. 左：Type1，中：Type2，右：Type3
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Manuel Ritoré and Antonio Ros, Proof

of the Double Bubble Conjecture, An-

nals of Mathematics 155, 459–489

(2002)

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

118



離散曲面に対する非等方的エネルギーの停留曲面の幾何
軸丸 芳揮 1

1 九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
e-mail : y-jikumaru@imi.kyushu-u.ac.jp

1 概要
十分小さな結晶の数理モデルは，非等方的

エネルギーと呼ばれるエネルギーの，囲む体
積を変えない変分に対する停留曲面として与
えられる．また停留曲面は非等方的平均曲率
一定 (Constant Ansiotropic Mean Curvature,

CAMC) という性質をもつ．本稿では，単体的
曲面に対する非等方的エネルギーを用いて離散
CAMC曲面を導入し，離散CAMC曲面の十分
小さな範囲は安定であることを示す．

2 準備
3次元Euclid空間R3内の単体的複体Mに対

し，その k単体全体の集合をM (k)で表す．以
下ではM (0), M (1), M (2)の元をそれぞれ頂点，
辺，三角形と呼ぶ．
定義 1. 単体的複体M ⊂ R3が単体的曲面であ
るとは，M が有限個の三角形（2単体）からな
り，以下の 2条件を満たすものを指す：
1) Mの各点は少なくとも１つの三角形 T ∈

M (2)に属する．
2) 各内部頂点 v ∈ M (0)（0単体）に対し，

link (p)が円周と同相である．
以下ではM ⊂ R3を向きづけ可能な単体的曲

面とし，内部頂点の個数をn，三角形T ∈M (2)

における単位法ベクトルを νT と表す．

3 非等方的エネルギーと第一変分公式
γ : S2 → R>0をC1級関数とするとき，Mの
非等方的エネルギーFγ(M)を次式で定義する：

Fγ(M) =
∑

T∈M(2)

γ(νT ) ·Area (T ). (1)

ここで，Area (T )は三角形T の面積を表す．ま
た，M が囲む体積Vol (M)を次式で定める：

Vol (M) :=
1

3

∑
T=(p,q,r)∈M(2)

⟨p, νT ⟩R3 Area (T ).

(2)

内部頂点 pの以下の形の変分 p(t)を考える：
p(t) = p+ tvp +O(t2), vp ∈ R3. (3)

Fγの値はM の頂点の位置によって決まること
から，Fγ : R3n → R>0とみなせる．すなわち
Fγ の第一変分 δFγ は R3nにおける関数 Fγ の
方向微分に相当し，v⃗ := (tvp1 , . . . ,

tvpn) ∈ R3n

とおくと

δFγ =
d

dt t=0
Fγ =

∑
p∈M(0)

⟨∇pFγ , vp⟩R3 , (4)

と表すことができる．
定理 2 ([1], [2]). γ : S2 → R>0をC1級関数と
し，pを単体的曲面M の内部頂点とする．こ
のとき，非等方的エネルギーの点 pにおける勾
配ベクトル∇pFγ は以下のように表される：

∇pFγ =
1

2

∑
T=(p,q,r)∈star(p)

ξγ(νT )× (r − q).

(5)

ここで ξγ : S2 → R3は γの Cahn-Hoffman写
像と呼ばれ，Dを S2上の勾配とするとき

ξγ(ν) := Dγ|ν + γ(ν)ν, ν ∈ S2 (6)

により定義される．
特にγ ≡ 1のとき，式 (5)はPinkall-Polthier[2]

らによって示された余接公式 (cotangent for-

mula)に一致する．また∇pFγ自体は任意の多
面体曲面の頂点において定義できる，すなわち
三角形分割のとり方によらず定義できる．

4 離散CAMC曲面
曲面Mの囲む体積Vol (M)の勾配∇p Vol は
以下の式で与えられることが知られている [3]：

∇p Vol =
1

6

∑
T=(p,q,r)∈star(p)

q × r. (7)

式 (5), (7)より，以下の定義をおく：
定義 3 (離散 CAMC曲面 [1], [3]). γ : S2 →
R>0 を C1 級関数とする．単体的曲面M が離
散 CAMC曲面であるとは，ある定数 Λ ∈ R
が存在し，任意の内部頂点 pにおいて関係式

∇pFγ + 2Λ∇p Vol = 0 (8)
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が成り立つときをいう．特にΛ = 0のときは離
散非等方的極小曲面と呼ぶ．
この定義はPolthier-Rossman [3]らによる離

散CMC曲面の自然な一般化を与える．以下の
命題は定義より直接示すことができる：
命題 4 ([1]). γ : S2 → R>0 を C1 級関数と
し，閉単体的曲面M を離散 CAMC-Λ曲面と
する．このとき，以下のMinkowskiの公式が
成り立つ：∑
T=(p,q,r)∈M(2)

(γ(νT ) + Λ⟨p, νT ⟩) Area (T ) = 0.

(9)

5 離散CAMC曲面の例
例 5. a, b, c ∈ Rを定数とし，γ(ν1, ν2, ν3) =√
a2ν21 + b2ν22 + c2ν23 とする．固定 4点
q1 = (−1, 0,−1), q2 = (0,−1, 0),

q3 = (1, 0,−1), q4 = (0, 1, 0)
(10)

を境界とするとき，点p = (0, 0, h)が∇pFγ = 0

を満たすためには h = −a2/(a2 + b2)となるこ
とが必要十分である．定理 8より，図 1の例は
いずれも安定である．

(a) a = b = 1 (b) a = 2, b = 1 (c) a = 1, b = 2

図 1: 離散非等方的極小曲面の例．

(a) a = b = 1 (b) a = 2, b = 1 (c) a = 1, b = 2

図 2: 離散非等方的極小曲面（数値的）の例．

例 6. 囲む体積を固定するとき，非等方的エネ
ルギー Fγ のエネルギー最小解はWulff図形と
呼ばれ，十分小さい結晶の数理モデルを与える．
エネルギー勾配 (5)を用いて，図 3のようにこ
の数理モデルの可視化を行うこともできる．

6 離散CAMC曲面の安定性
単体的曲面M の許容変分とは，囲む体積を
変えず，境界をもつ場合は境界を固定するよう
な頂点の変分のことをいう．

図 3: γ(ν1, ν2, ν3) = (ν81 + ν82 + ν83)1/8 の場合
のエネルギー勾配流の可視化．

定義 7. γ : S2 → R>0をC2級関数，Mを離散
CAMC-Λ曲面とする．このときMが安定であ
るとは，任意の許容変分に対し，非等方的エネ
ルギーの第二変分が非負であるときをいう．
関数 γ : S2 → R>0が凸であるとは，Cahn-

Hoffman写像 ξγ の微分写像 dξγ が半正定値で
あるときをいう．一般の第二変分公式の表示式
はここでは割愛するが，第二変分公式を利用し
て以下の結果を示すことができる．
定理 8 ([1]). 関数 γ : S2 → R>0は C2級かつ
凸であるとし，離散 CAMC曲面M は内部頂
点 1点のみからなるとする．このときM は安
定である．
注意 9. この結果は [3]における系 5.1の一般
化を与える．
証明 単一の内部頂点を pと表すとき，任
意の許容変分に対し，非等方的エネルギーの第
二変分 δ2Fγ は以下のように計算される：

δ2Fγ =
∑

T=(p,q,r)∈star(p)

1

4 Area (T )
⟨dξγ(w), w⟩,

w = (r − q)× vp − ⟨(r − q)× vp, νT ⟩νT .

仮定より dξγ は半正定値であるから δ2Fγ ≥ 0

が成り立つ． □
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可積分変換による離散極小曲面の構成
安本 真士
九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
e-mail : m-yasumoto@imi.kyushu-u.ac.jp

1 概要
Mart́ınez-Roitman-Tenenblatは 3次元ユー
クリッド空間 R3 内の Darboux変換で写り合
う極小曲面の対の間に成り立つ条件を与えた．
Hetrich-Jeromin-本田は可積分変換の可換律を
応用し，この結果の別証明を与えた．本講演で
は後者のアプローチに着目し，離散等温曲面に
対する可積分変換の可換律を紹介し，その応用
として既存の離散極小曲面から新たな離散極小
曲面が得られることを紹介する．本講演は軸丸
芳揮氏（九州大学 IMI）との現在進行中の共同
研究の報告である．

2 極小曲面のDarboux変換
本章では，R3内の極小曲面のDarboux変換
についての結果を紹介する．詳細は [1], [2]を
参照されたい．F : D(⊂ R2) → R3 ((u, v) ∈
D 7→ F (u, v) ∈ R3)を等温曲面とする．ここで
は等温曲面に対する 3つの変換を紹介する．
定義 1 ([3], [4]). F を等温曲面とする．この
とき

• 以下の関係式

F ∗
u =

Fu
‖Fu‖2

, F ∗
v = − Fv

‖Fv‖2

で定義される曲面F ∗を，F のChristoffel

変換といい，F ∗ = CF と表す．
• 以下の関係式

dF̂ = λ(F̂−F )dF ∗(F̂−F ) (λ ∈ R\{0})

で定義される曲面 F̂ を，F のDarboux

変換といい，F̂ = DλF と表す．
• F̃ := (µ(F ∗))∗ (µ :メビウス変換)を，F
のGoursat変換という．

F が等温曲面ならば，F ∗, F̂ , F̃ は等温曲面と
なることに注意．一般の等温曲面に対するこれ
らの変換について，次の可換律が成り立つ．
定理 2 (Bianchiの可換律, [2]). 等温曲面 F に
対し，次の可換律が成り立つ．

Gµ(F )
OO

Dλ

��

oo C // µ(F ∗)
OO

Dλ

��

F

Gµ

bbFFFFFFFF
oo C // F ∗

µ

;;xxxxxxxx
OO

Dλ
��

F̂
Gµ

||zz
zz
zz
zz

��
Dλ

OO

F̂ ∗

µ

""E
EE

EE
EE

E
//

C
oo

Gµ(F̂ ) oo
C

// µ(F̂ ∗)

次に，3次元ユークリッド空間内の等温極小
曲面に対するWeierstrassの表現公式を紹介す
る．任意の等温極小曲面 F は，

F = Re

∫
(1−G2,

√
−1(1 +G2), 2G)t

dz

G′ (1)

(G = G(z) :正則関数, z = u+
√
−1v,

G′ =
∂G

∂z
=

1

2
(
∂G

∂u
−
√
−1

∂G

∂v
))

によって得られる．ここで，F のガウス写像は
Gの立体射影の逆像で得られることから，正則
関数 Gは F のガウス写像とみなせる．[1], [2]

では，相異なる等温極小曲面の対 (F, F̂ )を考
え，それぞれに対応するガウス写像をそれぞれ
G, Ĝとおいたとき，G, Ĝの間に成り立つ関係
式が与えられている．

3 離散極小曲面のDarboux変換
本稿では，可積分系と相性の良い [2]のアプ

ローチに着目し，[5]の離散極小曲面に対して
も同様の考察を行う．これにより，与えられた
離散極小曲面から新たな離散極小曲面の構成す
ることを試みる．まずは準備を行う．詳細は [5]

等を参照されたい．
定義 3. f : Z2 → R3を離散曲面とし，

f(m,n) = fi, f(m+ 1, n) = fj ,

f(m+ 1, n+ 1) = fk, f(m+ 1, n) = fl

((m,n) ∈ Z2)

と表す．また，dfi∗ := f∗ − fi(∗ = j, l)と略記
する．このとき，
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• 以下の関係式

dfij(dfjk)
−1dflk(dfil)

−1 ≡ −1

を満たす離散曲面を離散等温曲面といい，

df∗ij =
dfij
‖dfij‖2

, df∗il = − dfil
‖dfil‖2

で定まる離散曲面 f∗を，f のChristoffel

変換といい，f∗ = Cf と表す．
• 以下の関係式

df̂ij = λ(f̂j − fj)(fj − fi)−1(f̂i − fi),
df̂il = −λ(f̂l − fl)(fl − fi)−1(f̂i − fi)

(λ ∈ R \ {0})

で定まる離散曲面 f̂を fのDarboux変換
といい，f̂ = Dλf と表す．

• f̃ = (µ(f∗))∗をfのGoursat変換という．
これらの変換に対して，連続的な場合と同様

の性質が成り立つ．つまり，次が得られる．
定理 4 (Bianchiの可換律, [6]). 離散等温曲面
f に対し，以下の可換律が成り立つ．

Gµ(f)
OO

Dλ

��

oo C // µ(f∗)
OO

Dλ

��

f

Gµ

aaDDDDDDDDD
oo C // f∗

µ

<<zzzzzzzz

OO

Dλ
��

f̂
Gµ

}}||
||
||
||
|

��
Dλ

OO

f̂∗

µ

!!C
CC

CC
CC

C
//

C
oo

Gµ(f̂) oo
C

// µ(f̂∗)

この結果の応用として，与えられた離散極小
曲面から異なる離散極小曲面が構成出来ること
を紹介することが本講演の目的である．
離散極小曲面を構成する際の一つの障害は，

離散正則関数の選び方の難しさにある (例えば
[7]参照)．[6]の結果により，単に新たな離散極
小曲面を構成することが出来るだけでなく，非
自明な離散正則関数を得ることも出来る．残さ
れた課題として，[1]と同様に，Darboux変換
によって得られる離散極小曲面の漸近挙動を解
析することが今後の課題である．
最後にGoursat変換を施すことによって得ら
れる離散極小曲面の簡単な例を紹介する．講演

図 1. 左図：離散極小回転面．右図：左図に Goursat変
換を施すことによって得られる離散極小曲面．

中では，Darboux変換を施すことによって得ら
れる離散極小曲面の例を紹介する．
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相似幾何学における空間曲線の時間発展に現れる sine-Gordon方程式
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1 概要
弧長パラメータ sをもつ平面曲線 γ(s)の符

号付き曲率半径を q(s)と表し，αを実数とす
る．このとき γ がスロープ αの対数型美的曲
線 (Log-aesthetic curve, LAC) であると
は，ある定数 c0, c1 ∈ Rに対し，関係式

q(s)α = c0s+ c1 (α ̸= 0), (1)

q(s) = exp(c0s+ c1) (α = 0) (2)

が成り立つときをいう．論文 [1], [2]にて示され
ているように，対数型美的曲線はEuler弾性曲
線の相似幾何類似として理解できる．すなわち

CO+(2) = {rA | r > 0, A ∈ SO(2)} (3)

を変換群とする平面 Klein 幾何学において自
然な曲線のパラメータ θ と相似曲率 uを導入
し，パラメータ θ を不変にする平面曲線の時
間発展を考える．曲線の時間発展の両立条件は
Burgers方程式により記述され，対数型美的曲
線は相似曲率 uが Riccati方程式（Burgers方
程式の進行波解）を満たすこととして特徴づけ
られる．本稿ではこの枠組みに倣い，相似幾何
学において自然な空間曲線の変形を考え，その
両立条件を用いて対数型美的曲線の空間曲線へ
の拡張を試みる．両立条件として現れる sine-

Gordon方程式，擬球型曲面との対応に関する
結果と具体例について紹介する．

2 準備
I ⊂ Rを区間とし，γ : I → R3 は弧長パラ
メータ sをもつ 3次元Euclid空間内の曲線とす
る．空間曲線 γ の Euclid幾何における通常の
Frenet枠を ΦE = (TE , NE , BE)と表し，曲率
κE を κE = |γss| > 0，曲率半径 qを q = 1/κE
により定義する．
いま，関数 θを曲率 κE のポテンシャル，す
なわち θs = κEを満たす関数として導入し，曲
線 γが θでパラメータ付けられているものとす
る．曲線 γ = γ(θ)の相似接ベクトル T，相似
主法線ベクトルN，相似従法線ベクトルBを
T := γθ = qTE , N := qNE , B := qBE (4)

により定め，さらに相似 Frenet枠 Φを
Φ = (T,N,B) ∈ CO+(3),

CO+(3) = {rA | r > 0, A ∈ SO(3)}
(5)

によって定める．
補題 1. 相似 Frenet-Serretの公式

Φθ = Φ

−u −1 0

1 −u −τ
0 τ −u

 (6)

が成り立つ．ここで u, τ はそれぞれ相似曲率，
相似捩率と呼ばれ，次式で定義される：

u := −qθ
q
, τ := qτE . (7)

相似曲率 uと曲率半径 qの関係はCole-Hopf

変換であることを注意しておく．また関係式
ΦE = q−1Φ = κEΦ ∈ SO(3)より，

(ΦE)θ = ΦEL, L =

0 −1 0

1 0 −τ
0 τ 0

 ∈ so(3)

(8)

が得られることにも注意する．

3 空間曲線の時間発展
いま，空間曲線 γ の時間発展 γ(θ, t)を考え
る．曲線 γ と Frenet枠 ΦE の時間発展が以下
のように与えられるものとする：

γt = fT + gN + hB,

(ΦE)t = ΦEM, M =

0 −α −β
α 0 −δ
β δ 0

 ∈ so(3).

(9)

補題 2. 曲線 γの時間発展がパラメータ θに依
存しないという仮定の下で，両立条件γθt = γtθ,

Φθt = Φtθは以下の方程式系で与えられる：
qt
q

= fθ − uf − g,

α = f − ug + gθ − τh,
β = hθ + τg − uh,
αθ = βτ, βθ = δ − ατ, τt − δθ = β.

(10)
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定理 3. 曲率半径 qのポテンシャル関数M を
用いて次のような特殊化を施す：
qg = Mα, qh = Mβ, Mθ = q,

α = − cosω, β = sinω, τ = ωθ.
(11)

この特殊化の下，両立条件 (10)は sine-Gordon

方程式とポテンシャルM の方程式となる：

ωθt = sinω, Mθt = M cosω. (12)

定理 4. 定理 3の特殊化の下，さらにM = ωθ
と特殊化すると両立条件 (12) は sine-Gordon

方程式のみとなり，さらに曲線 γ は Frenet枠
ΦE = (TE , NE , BE)から

γ = BE + ωθTE (13)

によって復元される．
定理 5. 定理 4の仮定の下で枠 Φを

Φ = (BE , NE ,−TE) ∈ SO(3) (14)

にて定めると，枠 Φに対する方程式系

Φθ = Φ

 0 ωθ 0

−ωθ 0 −1

0 1 0

 ,

Φt = Φ

 0 0 − sinω

0 0 cosω

sinω − cosω 0


(15)

が得られる．方程式系 (15)は，漸近Chebyshev

網 (θ, t)で表されたGauss曲率が−1で一定の
曲面（擬球型曲面）をX = X(θ, t)，漸近角を
ω，Xの単位法ベクトル場を νと表すとき，正
規直交枠Φ = (Xθ, ν ×Xθ, ν)が満たすGauss-

Weingartenの公式と同値である [3, p.23]．
系 6. 漸近Chebyshev網 (θ, t)で表された擬球
型曲面X = X(θ, t)とX の漸近角 ω，単位法
ベクトル場 νに対し，

γ(θ, t) = Xθ(θ, t)− ωθ(θ, t) · ν(θ, t) (16)

で定義される γ(θ, t)は，パラメータ θ を不変
にする空間曲線の時間発展を与える．さらに
γ(θ, t)を曲面とみなすとき，座標 (θ, t)は曲率
線座標である．
以下では擬球型曲面X に対し，式 (16)で与
えられる空間曲線の時間発展 γ(θ, t)を擬球型
曲面類似と呼ぶ．

4 いくつかの具体例
対数型美的曲線の理論に鑑み，定理 4におい
て sine-Gordon方程式の進行波解を考える．こ
のときはR3内の全臍的曲面に対する一般論か
ら，以下のような一意性が成り立つ：
命題 7. 定理 4 の仮定の下，進行波解の条件
ω(θ, t) = ω(θ+ λt)を課すと，曲線の時間発展
γ(θ, t)は λ = 0のとき平面の一部，λ ̸= 0のと
き球面の一部に限る．
図 1, 2では進行波解，ブリーザー解に対応す
る擬球型曲面と，擬球型曲面類似，さらに空間
曲線の様子を示している．

図 1: Beltramiの擬球と擬球型曲面類似

図 2: ブリーザー曲面と擬球型曲面類似
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1 はじめに
工業意匠設計分野において，車のデザイナー

が美しいと感じる平面曲線が共通にもつ特徴を
抽出して得られた平面曲線の族として対数型美
的曲線 (Log-aesthetic curve, LAC)が知られてい
る [1]．最近 LACはクライン幾何の一つである
相似幾何の枠組みにおいて，ユークリッド幾何
におけるオイラーの弾性曲線の類似と見なせる
ことが明らかになり [2]，それを足がかりに空
間曲線や曲面への一般化が議論されている．本
講演ではこの理論的枠組みによる（可積分）離
散化を活用した S字型離散 LACの生成法につ
いて議論する [3]．

2 相似幾何におけるLACと可積分離散化
γ ∈ R2を平面曲線の位置ベクトル，sを弧長

とする．このとき，パラメータ α, c0, c1 ∈ Rに
対して曲率半径 q(s)が

q(s) =

 (c0s + c1)
1
α c0s + c1 ≥ 0,

−(−c0s − c1)
1
α otherwise,

(1)

を満たすとき，γをLAC，αを slopeと呼ぶ．相
似幾何はユークリッド変換群（回転，平行移動）
とスケール変換を加えた相似変換群に関するク
ライン幾何で，不変パラメータとして角函数，
すなわち，横軸から正の方向に測った接ベクト
ルの角度 θを取る．曲率 κ，曲率半径と角函数
の間には κ = 1/q = dθ/dsが成り立つ．′ = d/dθ
として，接ベクトル T (θ)，法線ベクトル N(θ)
と相似 Frenet枠 F(θ)を

T = γ′, N = JT, |T | = q,
F = (T,N) ∈ CO+(2)

(2)

で導入する．ここで Jは π/2回転を表す．この
とき，ユークリッド幾何における Frenetの公式
を書き直すことで，u = −q′/qを相似曲率とし
て次の相似 Frenetの公式を導くことができる．

dF
dθ
= FL, L =

 −u −1
1 −u

 . (3)

相似幾何における離散平面曲線は次のように定
式化される．γn ∈ R2 (n ∈ Z)を離散平面曲線と
し，セグメント間の角度 κnは定数 κとする．離
散相似 Frenet枠 Fn ∈ {CO}+(2)を

Fn = (Tn,Nn), Tn = γn+1−γn, Nn = JTn (4)

で導入すると，Fnは離散相似 Frenetの公式

Fn+1 = FnLn, Ln = un

 cos κ − sin κ
sin κ cos κ

 ,
un =

qn+1

qn
, κ = ∠(Tn−1,Tn),

(5)

を満たす．この枠組みで，LAC・離散 LACは
（離散）曲線の可積分 flowに関する不変曲線と
して定式化される．

θ

N

q

T = q

(

cos θ

sin θ

)

γ

Tn = qn

(

cos θn

sin θn

)

図 1. 相似 Frenet枠と離散相似 Frenet枠．

3 変曲点つきの離散 LACの生成
意匠設計では，平面曲線の両端点とそこでの
傾きを与え，内挿する LACを構成することが
基本的である．特に slope αが負の場合，境界条
件によっては変曲点をもつ S字型の LACが得
られることが知られている．この場合，LACは

|q| =
 z(−θ̂ + θI)

1
a θ̂ ≤ θI ,

z(θ̂ − θI)
1
a θ̂ > θI ,

a = α − 1, (6)

θ =

 2θI − θ̂ θ̂ ≤ θI ,
θ̂ θ̂ > θI ,

(7)

と記述できる．同様に離散 LACはセグメント
長 qk (k = 0, 1, . . . ,N)によって

qk =


z(n − k + δ)

1
a , k = 0, . . . , n − 1,

zδ
1
a k = n,

z(−n + k + δ)
1
a , k = n + 1, . . . ,N,

(8)

で導入される．ここで，nは変曲点の位置に相
当し，z, δ > 0はパラメータである．
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図 2. 変曲点付きの離散 LACの生成
図 2のように，Nを固定し，γ0, γN+1, θ0, θN を
与えて z, δ, nを決める．それには以下の方程式
を解けばよい．

n−1∑
i=0

qi cos(θ0 − iκ) + qn cos(θ0 − nκ)

+

m∑
j=1

qn+ j cos(θ0 − nκ + jκ) = ℓ, (9)

n−1∑
i=0

qi sin(θ0 − iκ) + qn sin(θ0 − nκ)

+

m∑
j=1

qn+ j sin(θ0 − nκ + jκ) = 0, (10)

θ0 − nκ + mκ = θN . (11)

連続曲線の場合は端点とそこでの傾きを与える
と，変曲点付きの LACがただ一つ定まること
が知られているが，離散曲線の場合は上の方程
式を満たす z, δ, nは複数定まる．また，図 3の
ような場合を排除するため，以下の制約を課す
ことにする．

θ0 − (n − l)κ ≥ −π
2
, for all l = 0, 1, 2, . . . , (12)

θ0 − nκ ≤ 0. (13)

図 3. 生成される離散 LACで排除されるべき場合．
これから，κ > 0として，Nが

N ≥ π
2

∣∣∣∣∣ (θ0 + θN)(θ0 + θN + π)
θ0 − θN

∣∣∣∣∣ , (14)

を満たす場合，nは次の範囲に存在することが
わかる．

(θ0 + π2 )N
θ0 + θN + π

≤ n ≤ θ0N
θ0 + θN

, (θ0 > θN),

θ0N
θ0 + θN

≤ n ≤
(θ0 + π2 )N
θ0 + θN + π

, (θ0 < θN).

(15)

各 nについて z, δが求まり，それに応じて離散
LACが定まるが，これから望ましい離散 LAC
を一つ決める一つの基準として，離散 LACを
変分原理で特徴付けるエネルギー汎函数の値が
小さくなるものを取ることを提案する．詳細は
講演で述べる．

(a)  Direction angle at the end vertex=p/12  

(n,d)=(25, 86.608) (26, 4.1772) (27, 0.41347) (28, 0.054822) (29, 0.012334) (30, 0.0025448)

(b)  Direction angle at the end vertex=p/6  (c)  Direction angle at the end vertex=p/4  

(23, 10.042) (24, 0.14886) (25, 0.0079231) (21, 12.079) (22, 0.0030473)

図3. α = −2/3, N = 39, θ0 = π/3で θ39 = π/12, π/6, π/4
の場合にそれぞれ生成される離散 LACの例．δが
一番大きい場合（各例の左端）が選択される．赤い
セグメントが変曲点に相当する辺．
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1 Introduction

Log-aesthetic curves (LAC) constitute a fam-

ily of planar spirals including the logarithmic

spiral, Nielsen’s spiral, Cornu spiral, and the

circle involute, among others. This family is

defined to best represent the properties ob-

served by T. Harada et al. in a quantitative

study of aesthetically pleasing curves used in

industrial design, see [1] and [2]. Many works

have been written since then, for example [3]

and [4], mainly focused on the construction

of the LAC for given set of parameters. In

this work, as a first step to approximate a

general planar curve segment by Log-aesthetic

curves, we show how to recover the parame-

ters that uniquely define a LAC segment. In

the process of reverse engineering, as inputs

we will use curves that are a set of equally

spaced data points, thus they are well suited

into Euclidean geometry. However, we note

that a different approach can be taken if we

consider curves parameterized by the turning

angle function, which is the invariant param-

eter of the similarity geometry, see [5].

2 Log-aesthetic curves

Let γ(s) ∈ R2 (s: arc length) be an arc

length parameterized plane curve, the tangent

and normal vectors are T (s) = γ′(s) andN(s) =

Rπ/2T (s), where Rπ/2 is a π/2 rotation matrix

and ′ = d/ ds. Denote as θ(s) and κ(s) to the

angle and curvature function, respectively.

Definition 1 We define a LAC to be a pla-

nar curve with strictly monotonic |κ(s)| and
satisfying that

κκ′′ − (α+ 1)
(

κ′
)2

= 0. (1)

By choosing particular values for the initial

conditions, we further define the basic LAC

to be the curve ξα satisfying that

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

κ′(s) = −(κ(s))(α+1) < 0, ∀s ∈ I,

κ(0) = 1,

θ(0) = 0,

ξα(0) = 0.

(2)

From these two definitions we obtain the fol-

lowing result.

Proposition 2 Any LAC segment with posi-

tive and decreasing curvature and α ̸= 1 can

be expressed as a basic LAC after applying

similarity transformations. In particular, if

γ(s) is a LAC curve of length L (s ∈ [0, L]),

there exist unique γ0 ∈ R2, φ ∈ [0, 2π), S ∈
R\{0}, and s0 ∈ R, such that

γ(s) = γ0 + SRφξ
α(s/S + s0), (3)

where ξα(s) is a basic LAC of length L/S.

3 LAC parameter identification

Let us denote by X the reflection over the

diagonal x = y. Note that, if γ(s) is a LAC

(s ∈ [0, L]), then also are

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

γ1(s) := γ(L− s),

γ2(s) := Xγ(s),

γ3(s) := Xγ(L− s).

Moreover, their respective curvature functions

satisfy
⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

κ1(s) = −κ(L− s),

κ2(s) = −κ(s),
κ3(s) = κ(L− s).

In this way, we apply Proposition 2 to all pos-

sible LAC cases and thus, from now on, we

will assume that the curvature is positive and

decreasing.
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Assume that a LAC segment γ(s) (s ∈ [0, L]),

is given. From Proposition 2, we know that it

can be expressed as (3) and so we seek to find

the parameters (α, S, s0,φ, γ0) that are used

to reconstruct the given segment from the ba-

sic LAC. For compactness in the notation, as-

sume that that α ̸= 0, 1, in which case we see

that the curvature of the basic LAC be ex-

pressed as

κξα(s) = (1 + αs)−1/α. (4)

In what follows, all the equations will be solved

in the least square sense, and in each step we

will assume that all the parameters obtain in

previous steps are given.

STEP 1: Equation (1) is written in terms

of R(s) := − log κ(s) as

R′′(s) + α(R′(s))2 = 0.

We solve for α as

α = −
∫ L
0 (R′(s))2R′′(s) ds
∫ L
0 (R′(s))4 ds

.

STEP 2: From Proposition 2, there exist S

and s0 such that the curve γ̃(s) := Sξα(s/S+

s0) differs from the given γ(s) by only a rigid

transformation and thus both curves have the

same curvature. On the other hand, we have

that κ(s) = S−1κξα(s/S + s0) which implies

that R(s) = logS +Rξα(s/S + s0), thus

logR′ + αR = (α− 1) logS,

where we used the fact that logR′
ξα +αRξα =

0. Then S is obtained as

S = exp

(

1

(α− 1)L

∫ L

0

(

logR′(s) + αR(s)
)

ds

)

.

STEP 3: Using γ̃ as defined previously and

(4), we have that κ(s) = S−1(1 + α(s/S +

s0))−1/α. Then, we express s0 as

s0 =
(Sκ(s))−α

α
− 1

α
− s

S
,

and solve this equation in the least square

sense. We obtain

s0 =
1

αLSα

∫ L

0
(κ(s))−α ds− 2S + αL

2αS
.

STEP 4: At this point γ̃(s) and γ(s) only

differ by a rigid transformation. Thus, their

turning angle functions differ by a constant φ,

that is obtain by solving θ(s) = φ+ θ̃(s). The

solutions is,

φ =
1

L

∫ L

0
(θ(s)− θ̃(s))2 ds.

STEP 5: Let γ̄(s) := exp(iφ)γ̃(s). The

initial point γ0 is recover from the equation

γ(s) = γ0 + γ̄(s) as

γ0 =
1

L

∫ L

0
(γ(s)− γ̄(s)) ds.

4 Follow-up work: Approximation

by LAC

If time permits, we will show how to incor-

porate this algorithm as the initial guess of

an approximation process, in which a planar

curve is given as an input and we seek to find

a Log-aesthetic curve that is the closest in a

L2-distance sense.
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離散Kirchhoff弾性棒の明示公式
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1 概要
一次元弾性体の代表的な数理モデルである Kirch-

hoff弾性棒は Eulerの弾性曲線を一般化したもので,
その形状は Jacobiの楕円関数によって記述されるこ
とが知られている. 本講演では, 離散 Kirchhoff弾性
棒が楕円テータ関数をもちいて明示的に構成できる
ことを報告する.

2 Kirchhoff弾性棒
速さ 1 の空間曲線 γ と, γ に沿った適合正規直交

枠場 Φ = [γ′,M1,M2] の組 (γ,Φ) を考える. 正の
定数 α をひとつ与えて, エネルギーを E (γ,Φ) =∫ (

κ2 + 2αµ2
)
ds と定める. ただし κ = |γ′′| は曲

線 γ の曲率で, µ = 〈M ′
1,M2〉 は枠 Φ の捩れ具合を

表す関数である. エネルギー E の停留点 (γ,Φ) を
Kirchhoff弾性棒という. 組 (γ,Φ)が Kirchhoff弾性
棒であることは, µが定数で, かつ等式

γ′ × γ′′ + 2qγ′ = γ × w1 + w2

をみたす定ベクトル w1, w2 が存在することと同値で
ある. ただし q = αµとおいた. 特に µ = 0の場合は
γ を弾性曲線という.

命題 1（Kirchhoff弾性棒の中心線の積分表示）
Kirchhoff弾性棒 (γ,Φ)に対して, 正の定数 aおよび
定数 b, c が存在して, 速さ 1 の中心線 γ は回転と平
行移動の差を除き, 弧長径数 sを用いて

γ =
1

a

 −cs+ (1/2)
∫ s

u ds

−
√
u− r2 + 4q2 cos ρ

−
√
u− r2 + 4q2 sin ρ


と積分表示される. ただし u = κ2 は中心線 γ の平方
曲率で, 微分方程式

u′′ = −3

2
u2 + 4

(
c− q2

)
u+ 2

(
a2 − c2 + 2qb

)
の解である. 関数 ρは

ρ =
r

2
s+

r′

2

∫ s 1

u− r2 + 4q2
ds,

r = (b− 2qc) /a,

r′ = r
(
r2 − 2c

)
− 4q (a+ qr)

である. また, 中心線 γ の捩率 λは平方曲率から決ま
り, λ = |γ′′|−2 det [γ′, γ′′, γ′′′] = b/u+ q である.

3 離散Kirchhoff弾性棒
空間内の点列 (γn)n∈Z について, 正の定数 lが存在

して, どの番号 nに対しても |γn+1 − γn| = lである
とする. 点列 γ を離散曲線と呼ぶ. このとき

Tn =
γn+1 − γn

l
, Bn =

Tn−1 × Tn

|Tn−1 × Tn|

とおき, 角 φn ∈ (0, π), νn ∈ (−π, π]を内積

〈Tn, Tn−1〉 = cosφn, 〈Bn, Bn−1〉 = cos νn

および 〈Bn, Bn−1 × Tn−1〉 = − sin νn で定める. さ
らに κn = (2/l) tan (φn/2) とおき, 数列 κ を離散
曲線 γ の離散曲率という. 離散曲線 γ と, γ に沿っ
た適合正規直交枠場 Φ = [T,M1,M2]の組 (γ,Φ)に
対して, 正の定数 α をひとつ与えて, エネルギーを
E (γ,Φ) = (2/l)

∑
k (L (κk) + 2αL (µk)) と定める.

ただし L (x) = log
(
1 + l2x2/4

)
であり, 枠の捩れ具

合を表す数列 µは次のように定める: 枠 Φの変化を
Φn = Φn−1 (I + Sn) (I − Sn)

−1 と表示すると, I は
単位行列で Sn は交代行列であるが, その成分を

Sn =

 0 −ζn ξn
ζn 0 −ηn
−ξn ηn 0


と書いて µn = (2/l) ηn とおく. エネルギー E の停
留点 (γ,Φ)を離散 Kirchhoff弾性棒という.

命題 2（[1, p. 179]） 組 (γ,Φ) が離散 Kirchhoff 弾
性棒であることは, µが定数で, かつ等式

2

l

Tn−1 × Tn

1 + 〈Tn−1, Tn〉
+ 2q

Tn−1 + Tn

1 + 〈Tn−1, Tn〉
= γn × w1 + w2

をみたす定ベクトル w1, w2 が存在することと同値で
ある. ただし q = αµ.

命題 3（離散 Kirchhoff弾性棒の中心線の和分表示）
離散 Kirchhoff 弾性棒 (γ,Φ) に対して, 正の定数 a

および定数 b, c が存在して, 中心線 γ は回転と平行
移動の差を除いて

γn =
1

a

 −lcn+ (l/2)
∑n

k κkκk−1δk
−
√
(1 + q2l2)un

2 − r2 + 4q2 cos ρn
−
√
(1 + q2l2)un

2 − r2 + 4q2 sin ρn

 (1)
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と和分表示される. ただし un = κn
2 は中心線 γ の

平方離散曲率で, vn = 1 + l2un/4は差分方程式

vn+1 + vn−1 =
k1vn + k2

vn2

の解である. ここで k1, k2 と後出の k3 は, 定数たち
(l, q, a, b, c)で書ける定数だが, 詳細は講演で述べる.
また, 中心線 γ の陪法線ベクトル B がなす角 ν は[

cos νn
sin νn

]
=

1

κnκn−1

[
1

2+l2c − lq
1+l2q2

lq
2+l2c

1
1+l2q2

] [
tn
lb

]
,

tn =
(
l2/4

)
unun−1 + un + un−1 + k3

と決まり,和分表示 (1)に現れる数列は δk = cos νk−
ql sin νk, および

ρn =
n∑
k

arctan
(
lr

2
+

lr′ − l3qbr

2σk

)
である. ただし σk = κkκk−1δk − r2 + 4q2 + l2qb.

4 明示公式
Mumford [2] による平面弾性曲線の明示公式を拡

張して, 離散 Kirchhoff 弾性棒の明示公式を構成す
る. すなわち複素数値の関数あるいは数列の組 f , g
をうまく作って

γ =

[
<f
g

]
(2)

が R × C ∼= R3 内の Kirchhoff 弾性棒あるいは離散
Kirchhoff弾性棒の中心線となるようにする.
楕円テータ関数 θ1, θ2, θ3, θ4 の周期格子 Λ =

Z+ ωZに実数条件 Λ = Λを要請して

ω =

{√
−1y ι = 1,

1/2 +
√
−1y ι = 2

の 2通りを考える. ただし yは正の実数とする. さら
に実数 xを任意に固定し, 複素数 C を

C =

{
x+

√
−1y/4 ι = 1,

x ι = 2

と定める. 以下では ι = 2 の場合を述べるが, ι = 1

の場合にも同様の表示ができる. 表記の便のため

Θ(z) =
θ1 (z) θ2 (z)

θ3 (z) θ4 (z)

とおく. また導関数 (d/dz) θ3 (z)を θ′3 (z)と書く.

定理 4（Kirchhoff弾性棒の明示公式） 非零の実数
p, 実数 q, 条件 0 ≤ d ≤

(
θ3 (0)

2
+ θ4 (0)

2)2 をみた

す実数 dを任意に固定する. 以上 5個の任意定数 x,
y, p, q, dを用いて, 実数 a, b, c, A, B, D, E および
複素数 F をうまく決める. 具体的表示は講演で述べ
る. このとき実数 sに対して z = ps− C とし

f = As+B
θ′3 (z)

θ3 (z)
,

g = E exp
(√

−1Ds
) θ3 (z − F ) θ4 (z − F )

θ3 (z) θ4 (z)

とおけば (2) は弧長径数 s で表示された Kirchhoff
弾性棒の中心線であり, その平方曲率 uは

u = 4π2p2d− 4π2p2θ2 (0)
4
Θ(z)

2

である. 枠 Φは, 任意の正数 αに対して, 中心線 γ の
平行枠を一定の速さ q/αで回転して得られる.

定理 5（離散 Kirchhoff弾性棒の明示公式） 正の実
数 l, 四半整数ではない実数 p, 実数 q, および c± =

θ3 (0)
2 ± θ4 (0)

2 として条件

0 ≤ d ≤

(
c+ + θ2 (0)

2
Θ(p)

)(
c+ − θ2 (0)

2
Θ(p)

)
−
√
−1
(
c+ − c−Θ(p)

2
)(

c− − c+Θ(p)
2
)

をみたす実数 d を任意に固定する. 以上 6 個の任意
定数 l, x, y, p, q, dを用いて, 実数 a, b, c, A, B, D,
E と複素数 F をうまく決める. 具体的な形は講演で
述べる. このとき整数 nに対して zn = pn− C とし

fn = An+B
θ′3 (zn)

θ3 (zn)
,

gn = E exp
(√

−1Dn
) θ3 (zn − F ) θ4 (zn − F )

θ3 (zn) θ4 (zn)

とおけば (2) は離散 Kirchhoff 弾性棒の中心線であ
り, その平方離散曲率 uは

1 +
l2

4
un =

(
1 +

Θ (p)
2

√
−1

d

)(
1−Θ(p)

2
Θ(zn)

2
)

である. 枠 Φは, 任意の正数 αに対して, 中心線の平
行枠を一定の角 2 arctan lq

2α ずつ回転して得られる.
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1 General theme

This research is about discretization of ge-

ometric objects, in this case planar curves,

leading to confirmation of discretizations of

the potential mKdV equation from the per-

spective of transformation theory. We begin

by discussing three aspects of discretization

via differential geometry and integrable sys-

tems:

1) Discrete surface theory emulates smooth

surface theory to a large extent, but ex-

tra freedoms are encountered. We com-

ment on examples of this: freedom of

normal vector field, freedom of discrete

holomorphic functions for use in Weier-

strass representations, freedom of isother-

mic sphere congruences of discrete Omega

surfaces. In light of this, it is interesting

to take the opposite viewpoint when we

can, and see how smooth objects can

arise as limits of discrete objects, for

which it is advantageous to study semi-

discrete surfaces. Under this backdrop

we consider the semi-discrete potential

mKdV equation here.

2) We desire discretizations of the under-

lying equations behind special classes of

surfaces. Examples: a) taking smooth

K-surfaces to discrete ones can take us

from the smooth sine-Gordon equation

to the discrete counterpart, b) taking

smooth CMC surfaces to discrete ones

take us from the smooth sinh-Gordon

equation to a discretized Lax pair for-

mulation for that equation. A third ex-

ample is considered here: smooth isoperi-

metric deformation of curves in the plane

can be discretized to provide the dis-

cretized versions of the potential mKdV

equation.

3) We wish to see equivalence between the

”discretized frame approach” and the

”discretization via transformation the-

ory” approach, as seen in various set-

tings, and the one considered here is

planar curves and the potential mKdV

equation.

2 Preparatory definitions

After presenting the smooth, semi-discrete

and fully discrete potential mKdV equations,

we will define some tools we need for explain-

ing our results:

1) polarized curves, both smooth and dis-

crete,

2) isoperimetric deformations, both smooth

and discrete,

3) arc-length preserving and arc-length po-

larization preserving deformations, both

smooth and discrete,

4) Darboux transformations, again of both

smooth and discrete curves, and

5) infinitesimal Darboux transformations of

discrete curves.

3 Results obtained

We then explain the following results:

1) Solutions of the semi-discrete potential

mKdV equation can be regarded as the

tangential angles of isoperimetric defor-

mations of discrete curves.

2) There are three equivalent systems pro-

ducing the semi-discrete potential mKdV

equation, which are a) arc-length polar-

ization preserving Darboux transforma-

tions of polarized curves, b) arc-length
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polarization preserving infinitesimal Dar-

boux transformations of discrete polar-

ized curves, and c) isoperimetric defor-

mations of discrete curves.

3) Infinitesimal Bianchi cubes of Darboux

transformations keeping arc-length po-

larization in both the smooth and dis-

crete directions yield 1-parameter fami-

lies of solutions to the discrete potential

mKdV equation.
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2つの互いに平行な超平面上に自由境界を持つ平均曲率一定超曲面の安定
性

小磯　深幸 1, 宮本　雲平 2
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1 概要

平均曲率一定曲面 (以下では CMC曲面と略
記)は同じ体積を囲む曲面の中での面積の平衡
曲面であり，特に面積極小なものはシャボン玉
や微小液滴の表面の数理モデルを与える．CMC

曲面は，囲む体積を変えない変分に対する面積
の第 2変分が非負である時に安定であると言
われる．同じ体積を囲む曲面の中で面積が極
小のものは安定なCMC曲面である．本研究で
は，一般次元ユークリッド空間内の互いに平行
な 2つの超平面上に自由境界を持ち，これらの
超平面が囲む領域内にある自己交叉を持たない
CMC超曲面で安定なものを決定した ([1])．な
お，安定性の判定のために，一部，電子計算機
による数値計算を用いた．

2 問題の背景と主結果

(n+2)次元ユークリッド空間Rn+2の座標軸
の 1つを z軸とする．互いに平行な 2つの超平
面 Π1 := {z = z1}, Π2 := {z = z2} (z2 > z1)

が囲む閉領域を Ω とし，Ω の内部を Ω◦ で表
す．Ω内の滑らかで連結かつ向き付け可能なコ
ンパクト超曲面で，Π1 ∪Π2に境界を持つもの
全体を S(Ω)で表す．S(Ω)に属する各超曲面
X に対し，X の (n + 1)次元面積を A(X)で
表し，以下では単に面積と呼ぶ．また，和集合
X ∪ Π1 ∪ Π2 が囲むコンパクト領域 G(X)の
(n+ 2)次元体積をX の体積と呼び，V (X)で
表す．S(Ω)において，超曲面Xが体積を変え
ない変分に対する面積の臨界点であるための必
要十分条件は，(i) Xの平均曲率が定数であり，
かつ，(ii) XがΠ1∪Π2に直交することである．

(i)及び (ii)を満たすX ∈ S(Ω)が安定である
とは，Xの体積を変えない任意の変分に対する
面積の第２変分が非負である時と定義し，安定
でない時には不安定であるという．X が S(Ω)

において同じ体積を囲むものの中で面積極小な
らば，X は安定な CMC超曲面である．
さて，上の (i)及び (ii)を満たすXが自己交
叉を持たないならば，Alexandrovの鏡映法に

図 1. Rn+2内の z軸を回転軸とする回転超曲面．
その母線は z軸からの距離を表す関数 h = h(z)
によって与えられる．

より，Xは z軸を回転軸とする回転面であるこ
とが示せる．このような超曲面 X の母線を z

軸からの高さ関数 h(z) (z1 ≤ z ≤ z2) (図 1)で
表示し，XをX[h]と表そう．この時，X[h]の
外向き単位法ベクトルに対する平均曲率Hは，

H =
1

n+ 1

[ hzz

(1 + h2z)
3/2
− n

h
√

1 + h2z

]
となる．2階常微分方程式 “H =定数”の解の様
相は既知であり，自己交叉を持たず，かつ，上
の (ii)を満たすものは，Ω◦に含まれる (n+ 1)

次元球面 S(n+1), Π1 または Π2 に境界を持つ
S(n+1)の半球面，Π1とΠ2に境界を持つ円柱，
Π1とΠ2に境界を持つ unduloidの k/2周期 (k

は正の整数)の 4種類に分類される．ここで，
unduloidは z 軸方向に周期的で自己交叉を持
たない回転面であり，合同なものを除き 2助変
数族を成す．unduloidの半周期は図 1のような
形をしている．さて，これら4種類の内，S(n+1)

及びS(n+1)の半球面は安定であることが知られ
ている．また，円柱が安定であるための必要十
分条件は，その半径 rと長さLがπr ≥

√
nLを

満たすことである (cf. [2])．さらに，unduloid

の k/2周期 (k ≥ 2)は不安定であることが知ら
れている．従って，安定性が問題となるのは，
unduloidの 1/2周期のみである．

unduloidの 1/2周期 (以下では，単に undu-

loidと呼ぶことにする)の安定性について，現在
までに以下のことが知られている ([3, 4, 5, 2])．

(A) 半球面に近い unduloidは不安定である．
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(B) 1≤n≤ 6の時，unduloidは不安定である．
(C) 7≤ n≤9 (resp. n≥10)の時，円柱に近

いunduloidは不安定 (resp.安定)である．
(D) n ≥ 8の時，安定なunduloidが存在する．

本研究では，全ての unduloidの安定性を以
下で述べるように決定した．まず，hの最小値
を hmin，hの最大値を hmaxで表す．

s := 1− hmin

hmax
∈ (0, 1) (1)

とおくと，各 s ∈ (0, 1)に対し，(1)を満たす
unduloidが（合同なものと相似なものを除き）
ただ 1つ存在する．これを U(s)とし，その体
積を V (s)とおく．極限値 s = 0, 1は，それぞ
れ，円柱，半球面に対応する．U(s)の安定性が
以下の (I) - (IV)で述べるように得られた．

(I) U(s)が安定 (resp. 不安定)であるのは，
V ′(s) ≤ 0 (resp. V ′(s) > 0)なる時．

(II) 1 ≤ n ≤ 6の時, U(s)は全ての s ∈ (0, 1)

に対して不安定.

(III) 7 ≤ n ≤ 9の時, V ′(s1) = V ′(s2) = 0か
つ0 < s1 < s2 < 1を満たす s1, s2が存在
し，s ∈ [s1, s2] (resp. s ∈ (0, s1)∪(s2, 1))

ならば U(s)は安定 (resp. 不安定)．
(IV) n ≥ 10の時, V ′(s2) = 0なる s2 ∈ (0, 1)

が存在し，s ∈ (0, s2] (resp. s ∈ (s2, 1))

ならば，U(s)は安定 (resp. 不安定)．

3 証明の方針

unduloidの安定性を判定するためには，z軸
について対称な変分のみを考えれば十分であ
る（cf. [6]）．従って，母線 h = h(z)の変分
h[ϵ](z) = h(z) + h1(z)ϵ+O(ϵ2) (ϵは変分パラ
メータ)のみを考えれば良い．面積の第 2変分
は，n次元単位球面の n次元体積 anを用いて

d2A(X[h[ϵ]])

dϵ2

∣∣∣
ϵ=0

= −an
∫ z2

z1

h1Lh1dz

+an [h1σ(z)h1z]
z2
z1

となる．ここで，

L :=
d

dz

(
σ(z)

d

dz

)
+

nhn−2√
1 + h2z

,

σ(z) :=
hn

(1 + h2z)
3/2

である．そこで，固有値問題

Lφ =−λφ (z∈ [z1, z2]), φz(z1) = φz(z2) = 0

の固有値，U(s)の体積や平均曲率の振る舞い
を数値計算を援用しながら解析し，安定性の
判定条件 ([7])並びに，critical cylinderからの
unduloidの分岐の様相を分岐理論 ([8])を用い
て調べるなどすることにより，結果を得た．
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1 概要
アニメーションにおける姿勢制御を意図する

と，数学的な対象は SO(3) となるが，本報告
では方向のみを指定することを考え S2を対象
とする [1]．したがって，例えば除去加工 (sub-

tractive manufaturing)におけるボールエンド
ミルの軸方向を制御することや，付加製造 (ad-

ditive manufacturing)における 3Dプリンタの
射出ノズルの方向を制御することを考える．方
向を指定する方法としては球面 2次 Bézier曲
線を用い，そのG2接続法と有理化について報
告する．

2 球面Bézier曲線
Foly et al.[2]やFleisig and Spence[3]は，球

面 Bézier曲線を以下のように定式化している．
単位球面上の 2点 q1と q2により定まる大円を
表す曲線 S(ν)は，

S(ν) =
q1 sin(θ(1− ν)) + q2 sin(θν)

sin θ
(1)

ここで，θ = arccos(q2 · q2), |q1| = |q2| = 1

である．この定式化では 2点は単位球上にある
と仮定しているが，より一般的な場合を想定し
て，2点は必ずしも単位球面上にあると仮定し
ない．この仮定の下，以下で上式を導出する．
図 3において，|q1| = n1, |q2| = n2，さらに

q1q2の長さをAとする．また，原点Oから角
度 θν, 0 ≤ ν ≤ 1で引いた直線と，2点 q1q2と
の交点を P とし，q1P の長さを aとし，交点
P と原点Oの距離を bとする．このとき，余
弦定理，正弦定理より，

a2 = n21 + b2 − 2n1b cos(θv)

b2 = a2 + n21 − 2an1 cos θ0

a

sin(θv)
=

b

sin θ0

したがって，
a =

n1(cos θ0 − sin(θν) cos(θν) sin θ0)

sin2(θν)− sin2 θ0

b =
sin θ0

sin(θν)
a

よって，

P =
q1(A− a) + q2a

Ab

とくに n1 = n2 = 1の場合，

A =
√

2
√

1− cos θ = 2 sin
θ

2
A− a
Ab

=
sin(θ(1− ν)

sin θ
a

Ab
=

sin(θ(ν)

sin θ

したがって，式 (1)が得られる．式 (1)は線分
q1q2を角度 θνをパラメータとして内分し，そ
の点を原点から球面上に射影することで曲線を
生成していると考えることができる．

qn

q

A-aaq q!

O

P

q
0

b

図 1. Linear spherical Bézier curve

球面 Bézier曲線の高次化は以下のように行
う [3]．与えられた n+ 1個の制御点 dkに対し
て，n次球面 Bézier曲線Bj

k(v)は，

Bj
k(v) =

{
dk if j=0
Bj−1

k (v) sin(θ(1−ν))+Bj−1
k+1(v) sin(θν)

sin θ
otherwise

ここで，θ = arccos(Bj−1
k (v) ·Bj−1

k+1(v)).

2.1 球面 2次Bézier曲線の接続
曲線の端点における簡単な曲率式を導くため，
以下の制御点に対する 2次球面 Bézier曲線の
端点 (t = 0)における曲率を算出する．2次球面
Bézier曲線が厳密に単位球面上に乗っており，
その法線曲率 (normal curvature) は単位球面
の向きを外向き法線と一致すると仮定すると，
常に 1である．したがって，以下では測地曲率
(geodesic curvature)を算出する．
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一般性を失うことなく，制御点を
P 0 = (1, 0, 0)

P 1 = (cosϕ0, sinϕ0, 0)

P 2 = (cos(ϕ0 + ϕ1) sin θ1, sin(ϕ0 + ϕ1) sin θ1, cos θ1)

と配置する．このとき，
C(0) = P 0 = (1, 0, 0)

dC(0)

dν
= (0, 2ϕ0, 0)

C(ν)の 2次微分の z成分 (d2C(0)/dν2)z は(
d2C(0)

dν2

)
z

=
2ϕ0 cos θ1 arccos(cosϕ1 sin θ1)

sinϕ0
√

1− cos2 ϕ1 sin2 θ1

点 P 0における法線ベクトルは (1, 0, 0)であ
り，測地曲率 κg は曲率ベクトル κの z成分と
して与えられる．κは，

κ =
(dC(0)

dt × d2C(0)
dt2 )× dC(0)

dt

||dCdt ||4

であり，κg の計算には d2C(0)/dν2 の z成分
だけを考慮すればよい．したがって，

κg =
cos θ1 arccos(cosϕ1 sin θ1))

ϕ0 sinϕ0

√
−2 cos(2ϕ0) sin2 θ1 + cos(2θ1) + 3

が得られる．したがって，図 2に示したセグ
メントの接続点での測地曲率を連続とするため
には，以下の式を満足する λを求めればよい．

cos θ1 arccos(cosϕ1 sin θ1))

λ(ϕ0 + ϕ2) sin(λ(ϕ0 + ϕ2)
√

−2 cos(2ϕ1) sin2 θ1 + cos(2θ1) + 3
=

cos θ3 arccos(cosϕ3 sin θ3))

(1 − λ)(ϕ0 + ϕ2) sin((1 − λ)(ϕ0 + ϕ2)
√

−2 cos(2ϕ3) sin2 θ3 + cos(2θ3) + 3

2.2 球面Bézier曲線の有理化
球面 Bézier曲線を有理化するために有理式

に対する de Castejlauアルゴリズムを角度パラ
メータに修正して用いる．
定義 1 有理 Bézier曲線に対する de Casteljau
アルゴリズムは以下のように定義される．

bji =
bj−1
i sin(θ(1− ν)

ωj−1
i

ωj
i

) + bj−1
i+1 sin(θν

ωj−1
i+1

ωj
i

)

sin(θ)
(2)

ωj
i = (1− ν)ωj−1

i + νωj−1
i+1 (3)

φ₀ φ₁

θ₁
P₀

P₁
P₂

x

y

z

P₃

φ₂
φ₃

θ₃

l 1-l

図 2. G2-connection of two quadratic SBCs

式 (2)よりどのような重み ωji ̸= 0に対しても
bji は必ず単位球面上に存在する．
図 3に球面有理 Bézier曲線の例を示す． こ
の曲線の第 1, 第 3制御点の重みは 1であり，第
2制御点の重みは，0.5, 1, および 2に変更して
いる．重みを大きくすると曲線は単位球面上で
第 2制御点に引き寄せられていくことがわかる．

図 3. Spherical rational Bézier curves with several
weights 0.5, 1, and 2 for the second control point
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Fast verification for positive solutions to M-tensor multi-linear
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1 Introduction

Let A = (ai1...im) be an order m dimension

n real tensor, b ∈ Rn, and x ∈ Cn. Define the

n-vector Axm−1 by, for i = 1, . . . , n,

(Axm−1)i :=

n∑
i2=1

· · ·
n∑

im=1

aii2...imxi2 · · ·xim ,

where xi denotes the i-th component of x.

The multi-linear systems can be expressed as

Axm−1 = b, (1)

where A and b are given, and x is to be solved.

We are interested in the case where A is a

nonsingular M-tensor and b is positive.

To define the M-tensors, we need to de-

fine Z-tensors and introduce tensor eigenval-

ues first. A tensor A is called a Z-tensor if all

its off-diagonal entries are nonpositive. If λ ∈
C and v ∈ Cn \ {0} satisfy Avm−1 = λv[m−1],

where v[m−1] := (vm−1
1 , . . . , vm−1

n )T , then we

call λ an eigenvalue of A and v a correspond-

ing eigenvector. The spectral radius ρ(A) of A
is defined by

ρ(A) := max{|λ| : λ is an eigenvalue of A}.

Let I be the identity tensor. Namely, all the

diagonal entries of I are one, and other en-

tries are zero. Any Z-tensor A can be written

as A = sI − B, where s ∈ R, and B is a non-

negative tensor, i.e., all the entries of B are

nonnegative. Then, a Z-tensor A is an M-

tensor if s ≥ ρ(B). Especially, a Z-tensor A
is called a nonsingularM-tensor if s > ρ(B).

Recently, Ding and Wei [1] considered (1)

when A is a nonsingular M-tensor and b is

positive, which we callM-systems. They have

shown the following outstanding result:

Theorem 1 (Ding and Wei [1]) If A is a

nonsingularM-tensor, then for every positive

vector b, (1) has a unique positive solution.

The work presented herein addresses the prob-

lem of verified computation for the positive

solutions to theM-systems, specifically, com-

puting interval vectors which are guaranteed

to contain the positive solutions. To the best

of the author’s knowledge, a verification al-

gorithm designed specifically for the solutions

to theM-systems is unavailable in literature.

On the contrary, a verification algorithm tai-

lored for tensor problems has not been written

down in literature, as far as the author knows.

Since theM-systems are one of nonlinear sys-

tems, we can obtain the interval vectors by ex-

ecuting a verification algorithm for solutions

to nonlinear systems. Let f(x) := Axm−1 − b
for x ∈ Rn, and J(x) be the Jacobian ma-

trix of f at the point x. The most time-

consuming part of such a verification algo-

rithm when we apply it to f(x) = 0 is the

computation of an interval matrix containing

{J(x) : x ∈ x} for a given interval vector

x, which involves O(mnm) interval arithmetic

operations. Moreover, this computation is of-

ten repeated to prove the existence of a solu-

tion in x, or to obtain narrower interval vec-

tors containing the solution.

The purpose of this talk is to propose two

verification algorithms for the positive solu-

tions to the M-systems. The first algorithm

involves only two tensor-vector multiplications,

and does not require the computation of the

above interval matrix. The second algorithm

is based on the Krawczyk [2] operator, and

gives interval vectors narrower than those by

the first algorithm in general. Although the

second algorithm involves the computation of

the interval matrix, this computation is per-

formed only once. As a result, the first and

second algorithms are faster than a verifica-

tion algorithm for solutions to nonlinear sys-
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tems applied to f(x) = 0. The proposed al-

gorithms do not assume but prove that A is a

nonsingular M-tensor.

The inequality v ≤ w for v, w ∈ Rn means

vi ≤ wi, ∀i. Let m,n ≥ 2, min(v) := mini(vi),

max(v) := maxi(vi), and ./ be the element-

wise division. Define Rn+ := {v ∈ Rn : v ≥ 0}
and Rn++ := {v ∈ Rn : v > 0}. Let Rm,n
and Nm,n be the sets of all order m dimension

n real and nonnegative tensors, respectively.

Denote the sets of all real interval scalars,

n-vectors, and n × p matrices by IR, IRn,

and IRn×p, respectively. Expressions includ-

ing intervals mean results of interval arith-

metic. For x ∈ IRn, let mid(x) be the mid-

point x. For a ∈ IR, define |a| := maxa∈a |a|.
We can then define ∥M∥∞ for M ∈ IRn×p.

2 Verification theory

Let x̃ ∈ Rn++ be a numerical result for the

positive solution x++ ∈ Rn++ to theM-systems.

Suppose A = sI − B ∈ Rm,n is a Z-tensor,

where s ∈ R and B ∈ Nm,n. Since b ∈ Rn++,

we can expect Ax̃m−1 > 0. If this is true, then

s > 0. Similarly to [1], we use the mapping

T : Rn+ → Rn+, x 7→ (s−1(Bxm−1+b))[1/(m−1)].

Note that each fixed point of T is a solution

to (1), and vice versa. We give Theorem 2 for

proving that A is a nonsingularM-tensor and

computing an interval vector containing x++.

Theorem 2 Let b, x̃ ∈ Rn++ and A = sI − B
be given, where s ∈ R and B ∈ Nm,n, and T
be as above. Suppose Ax̃m−1 > 0, and define

γ := min(b./(Ax̃m−1)), γ := max(b./(Ax̃m−1)),

x := γ1/(m−1)x̃, and x := γ1/(m−1)x̃. Then, A
is a nonsingular M-tensor, and the positive

solution x++ to the M-systems is contained

in [T (x), T (x)] ⊆ [x, x]. Moreover, the solu-

tion to (1) contained in [x, x] is unique.

3 A technique for narrowing an in-

terval vector containing x++

We cite Theorem 3 for narrowing interval

vectors containing solutions to (1).

Theorem 3 (Krawczyk [2]) Assume f : D
⊆ Rn → Rn is continuous differentiable in D,

and the equation f(x) = 0 has a solution x∗ ∈
D. Let x̂ ∈ D and z ∈ IRn satisfy x̂+ z ⊆ D,
J(x) be the Jacobian matrix of f at the point

x ∈ D, and R ∈ Rn×n. Suppose J(z) ∈ IRn×n

satisfies J(z) ⊇ {J(x) : x ∈ x̂+z}, and define

k(z) := −Rf(x̂)+(I−RJ(z))z. If x̂+z ∋ x∗

and ∥I −RJ(z)∥∞ < 1, then x̂+ k(z) ∋ x∗.

Let x := [T (x), T (x)], f(x) := Axm−1 − b
for x ∈ Rn+, x̂ := mid(x), and z(0) := x −
x̂. For i = 1, 2, . . . , define z(i) := z(i−1) ∩
k(z(i−1)). IfAx̃m−1 > 0 and ∥I−RJ(z(i−1))∥∞
< 1, i = 1, 2, . . . , then Theorem 3 implies

x̂+z(i) ∋ x++ for all i. Since z(i) ⊆ z(i−1) for

all i, we can obtain narrower interval vectors

by computing z(i) for i = 1, 2, . . . .

On the other hand, the computation of J(z(i))

for each i involvesO(mnm) interval arithmetic

operations, which is a large cost. In order to

reduce the cost, we propose reusing J(z(0)).

Specifically, define k̂(z) := −Rf(x̂) + (I −
RJ(z(0)))z, ẑ(0) := z(0), and ẑ(i) := ẑ(i−1) ∩
k̂(ẑ(i−1)) for i = 1, 2, . . . . From z(i) ⊆ z(i−1)

and the inclusion monotonicity of the addi-

tion, subtraction, and multiplication in inter-

val arithmetic, we have J(z(i)) ⊆ J(z(0)),

so that ∥I − RJ(z(i))∥∞ ≤ ∥I − RJ(z(0))∥∞
and ẑ(i) ⊇ z(i) for all i. Therefore, if ∥I −
RJ(z(0))∥∞ < 1, then x̂ + ẑ(i) ∋ x++ for

all i. Moreover, ẑ(i) ⊆ ẑ(i−1). We compute

I−RJ(z(0)) and an interval vector containing

−Rf(x̂) before computing ẑ(i), i = 1, 2, . . . .

Then, we can compute ẑ(i) from ẑ(i−1) with

only 2n2 interval arithmetic operations.

Numerical results will be given at the talk.
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Fast validation for Perron vectors of a kind of weakly irreducible
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1 Introduction

Let m,n ≥ 2, A = (ai1...im) be an order m

dimension n real tensor, and u ∈ Cn. Define

the n-vector Aum−1 by, for i = 1, . . . , n,

(Aum−1)i :=
n∑

i2=1

· · ·
n∑

im=1

aii2...imui2 · · ·uim ,

where ui denotes the i-th component of u. If

λ ∈ C and v ∈ Cn \ {0} satisfy

Avm−1 = λv[m−1], (1)

where v[m−1] := (vm−1
1 , . . . , vm−1

n )T , then we

call λ an eigenvalue of A and v a correspond-

ing eigenvector. The spectral radius ρ(A) of

A is defined by ρ(A) := max{|λ| : λ is an

eigenvalue of A}. We call A is nonnegative

if ai1...im ≥ 0, ∀i1, . . . , im. Denote the rep-

resentation matrix of A by R(A). Namely,

its (i, j) element R(A)ij satisfies R(A)ij =∑
j∈{i2,...,im} |aii2...im | for i, j = 1, . . . , n. We

call A is weakly irreducible if R(A) is irre-

ducible. Weakly irreducible nonnegative ten-

sors have the following property:

Theorem 1 (e.g., Qi and Luo [1]) Let A be

weakly irreducible nonnegative. Then, ρ(A) is

a positive eigenvalue λ of A, with a positive

eigenvector v. Furthermore, λ is the unique

eigenvalue of A with a positive eigenvector,

and v is the unique positive eigenvector asso-

ciated with λ, up to a multiplicative constant.

The positive eigenvalue λ and corresponding

positive eigenvector v are called the Perron

root and vector, respectively. We call the pair

(λ, v) the Perron pair.

The work presented herein addresses veri-

fied computation for the Perron pair, specif-

ically, computing intervals which are guaran-

teed to contain the Perron pair. To the au-

thor’s best knowledge, a verification algorithm

tailored for the Perron pair is unavailable in

literature. On the contrary, a verification al-

gorithm tailored for tensor problems has not

been written down in literature, as far as the

author knows. Since we can formulate nonlin-

ear systems from (1), a verification algorithm

for solutions to nonlinear systems is applica-

ble. Let g(p) = 0 be nonlinear systems de-

rived from (1), where p and g are a vector

and continuous differential function, respec-

tively, and J(p) be the Jacobian matrix of g

at the point p. The most time-consuming part

of such a verification algorithm when we ap-

ply it to g(p) = 0 is the computation of an

interval matrix containing {J(p) : p ∈ p} for

a given interval vector p.

The purpose of this talk is to propose a

verification algorithm for the Perron pair of

a kind of weakly irreducible nonnegative ten-

sors, which we call slightly positive tensors,

whose definition is as follows:

Definition 1 A weakly irreducible nonnega-

tive tensor A is called slightly positive if there

exists at least one j ∈ {1, . . . , n} such that

aij...j > 0, ∀i ∈ {1, . . . , n} \ {j}.

To this end, we present a theory for comput-

ing an interval vector containing the positive

solution to the following multi-linear systems

with non-homogeneous left-hand side:

(sI − Bm)xm−1 −
m−1∑
j=2

Bjxj−1 = b, (2)

where s, Bj , j = 2, . . . ,m, and b are given,

x is to be solved, s and b are positive scalar

and n-vector, respectively, and Bj is an or-

der j dimension n nonnegative tensor. We

show that subvectors of the Perron vectors of

slightly positive tensors can be regarded as the

positive solutions to (2). The verification al-

gorithm is developed based on this fact and
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the theory for enclosing the solution to (2).

This algorithm involves only two tensor-vector

multiplications, and does not require the com-

putation of the above interval matrix.

The inequality v < w for v, w ∈ Rn means

vi < wi, ∀i. Let I, I, ./, and Nm,n be the

identity matrix, identity tensor, element-wise

division, and sets of all order m dimension n

nonnegative tensors, respectively, min(v) :=

mini(vi), max(v) := maxi(vi), R++ := (0,∞),

and Rn++ := {v ∈ Rn : v > 0}.

2 Enclosing positive solutions to (2)

For enclosing positive solutions to (2), we

present Theorem 2.

Theorem 2 Let s ∈ R++, Bj ∈ Nj,n, j =

2, . . . ,m, and b, x̃ ∈ Rn++ be given, and c :=

(sI −Bm)x̃m−1−Bm−1x̃
m−2−· · ·−B2x̃. Sup-

pose c > 0, and define γ := min(1,min(b./c)),

γ := max(1,max(b./c)), x := γ1/(m−1)x̃, and

x := γ1/(m−1)x̃. Then, the positive solution

x++ to (2) is contained in [x, x]. Moreover,

the solution to (2) contained in [x, x] is unique.

3 Enclosing Perron pairs of slightly

positive tensors

Let ṽ ∈ Rn++ be a numerical result for the

Perron vector. Then, ρ(A) ∈ [λ, λ] holds,

where λ := min(Aṽm−1./ṽ[m−1]) and λ :=

max(Aṽm−1./ṽ[m−1]). This is due to

Theorem 3 (e.g., Qi and Luo [1]) Let A ∈
Nm,n and v ∈ Rn++. Then, min(Avm−1./v[m−1])

≤ ρ(A) ≤ max(Avm−1./v[m−1]).

We next consider enclosing the Perron vec-

tor. Let k ∈ {1, . . . , n}, and v∗ ∈ Rn++ be the

Perron vector of A such that v∗k = ṽk. Let e

be the k-th column of I, K ∈ R(n−1)×n be I

without the k-th row, and x∗ := Kv∗. Since

x∗ corresponds to the unknown part of v∗, we

try to find x∗. From v∗ = KTx∗ + ṽke and

A(v∗)m−1 = ρ(A)(v∗)[m−1], we have (ρ(A)I−
A)(KTx∗ + ṽke)

m−1 = 0, which gives

K((ρ(A)I − A)(KTx∗ + ṽke)
m−1) = 0. (3)

There are Cj ∈ Nj,n−1, j = 2, . . . ,m such that

K(A(KTx+ ṽke)
m−1)

= ṽm−1
k Ka+

m∑
j=2

ṽm−j
k Cjxj−1

for x ∈ Rn−1, where the components of Cj , j =

2, . . . ,m consist of those of A or their sum-

mations, and a := (a1k...k, . . . , ank...k)
T . Let

Bj := ṽm−j
k Cj , j = 2, . . . ,m and b := ṽm−1

k Ka.

By using these notations, we obtain

K(A(KTx+ ṽke)
m−1)

= Bmxm−1 + Bm−1x
m−2 + · · ·+ B2x+ b,

so that, for any s ∈ R,

K((sI − A)(KTx+ ṽke)
m−1) + b

= (sI − Bm)xm−1 −
m−1∑
j=2

Bjxj−1. (4)

From (3) and (4) applied to x := x∗ and s :=

ρ(A), the vector x∗ is the positive solution to

(ρ(A)I−Bm)xm−1−Bm−1x
m−2−· · ·−B2x = b.

Note that Bj , j = 2, . . . ,m are nonnegative. If

A is slightly positive, then we can take k such

that b > 0. Thus, we can apply Theorem 2

for computing an interval vector containing

x∗. We formulate Theorem 4 for enclosing v∗

based on discussion above.

Theorem 4 Let A ∈ Nm,n, ṽ ∈ Rn++, and

k ∈ {1, . . . , n} be given, x̃ := Kṽ, and c :=

K((λI − A)ṽm−1) + b. Suppose A is slightly

positive, b > 0, and c > 0. Define c :=

K((λI−A)ṽm−1)+b, ω := min(1,min(b./c)),

ω := max(1,max(b./c)), x := ω1/(m−1)x̃, x :=

ω1/(m−1)x̃, v := KTx+ ṽke, and v := KTx+

ṽke. Then, there exists a Perron vector v∗ of

A such that v∗ ∈ [v, v]. Moreover, the Perron

vector contained in [v, v] is unique.

Numerical results will be given at the talk.

Acknowledgments This work was partially

supported by JSPS KAKENHI Grant Num-

bers JP16K05270, JP21K03363.

References

[1] Qi, L. and Luo, Z., Tensor Analysis:

Spectral Theory and Special Tensors,

SIAM Publications, 2017.

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

140
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1 はじめに
既知の行列A0, . . . , Al ∈ Cn×n，Al ̸= Oに対
して，多項式固有値問題は

F (λ)x =

(
l∑

k=0

Akλ
k

)
x = 0 (1)

と表される．(1)を満たすλ ∈ Cを固有値，λに
対応する x(̸= 0) ∈ Cnを固有ベクトルと呼ぶ．
多項式固有値問題は振動解析や流体力学での

安定性問題などに現れる計算課題であり，計算
手法としてはQZ法，多項式固有値問題に対す
る Sakurai-Sugiura(SS)法 [1]，多項式固有値問
題に対する Ehrlich–Aberth(EA)法 [2]が知ら
れている．

QZ 法は全固有値を計算する直接法である．
多項式固有値問題を ln× lnの一般化固有値問
題に帰着させるので，lと nがそれほど大きく
ない問題に対しては非常に有用である．その一
方で，lとnが大きい問題に対しては，計算に用
いるメモリー量が増加するという特徴を持つ．

SS法は複素平面内で領域を指定し，その領
域内部の固有値を計算する直接法である．内部
でQZ法を用いており，多項式固有値問題を一
般化固有値問題に帰着させるが，そのサイズは
指定した領域内部に存在する相異なる固有値の
数である．また計算の過程で台形則を使用して
いるため，精度は台形則に用いる点数に依存す
るという特徴を持つ．

EA法は全固有値を計算する反復法である．
M を全固有値数，y(0) ∈ CM を全固有値の近
似値が成分である初期ベクトル，y(k)j を k反復
目の j番目の成分としたときの反復式は

N(x) =
1

trace(F (x)−1F ′(x))
,

Aj

(
y(k)

)
=

M∑
l=1,l ̸=j

1

y
(k)
j − y

(k)
l

,

y
(k+1)
j = y

(k)
j −

N
(
y
(k)
j

)
1−N

(
y
(k)
j

)
Aj
(
y(k)

)

となる．この手法の特徴は解遠方で 1 次収束
性を，解近傍で 3次収束性を示すことである．
したがって，EA法が収束するまでに要する反
復回数は初期値に大きく依存するという特徴を
持つ．
本研究では指定領域内の固有値を対象とする．
解法としては SS法が著名であるが，台形則の
点数によっては低精度な近似固有値となり得る．
その場合，台形則の点数を増やして再計算する
方法が考えられるが，本研究では全固有値を求
めるEA法に対して軽微な修正を行い，低精度
の近似固有値を（修正された）EA法の初期値
として利用することで，近似固有値の高精度化
を試みる．

2 SS法とEA法の組み合わせについて
本節では，SS法の結果を初期値としたEA法
について述べる．

EA法の収束次数の特徴を考慮すると，誤差
が小さい値を近似値とすることが望ましい．そ
こで本研究では SS法の結果を初期値として利
用することを試みる．

Γを複素平面内の単純閉曲線，Γで囲まれた
領域内部には相異なるm個の固有値が存在する
とし，SS法によって得られた近似値をλSSj (j =

1, . . . ,m)とする．m個の近似値を成分として
持つ初期ベクトルをY (0) ∈ Cmとしたとき，本
組み合わせにおける一部の固有値を求めること
を目的とした EA法の反復式は

N(x) =
1

trace(F (x)−1F ′(x))
,

Aj

(
Y (k)

)
=

m∑
l=1,l ̸=j

1

Y
(k)
j − Y (k)

l

,

Y
(k+1)
j = Y

(k)
j −

N
(
Y

(k)
j

)
1−N

(
Y

(k)
j

)
Aj
(
Y (k)

)
となる．この反復式の収束性や収束次数など
については不明なため，数値実験を通して検証
する．
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3 数値実験
本節では，SS法の結果を初期値とした EA

法の挙動を確かめるための数値実験の結果を示
す．本実験では，テスト問題として [3]で記述
されている 4次固有値問題(

λ4A4 + λ3A3 + λ2A2 + λA1 +A0

)
x = 0

を考える．ただしAj ∈ R64×64である．この問
題に対し，半径が 0.47，中心が 1− iである複
素平面内の円内部に存在する 13個の固有値を
計算した．なお，MATLABの polyeig関数の
結果を厳密解とし，誤差が 10−10未満になった
時にEA法を停止させた．積分点数を 128点と
した SS法の結果，SS法を初期値としたEA法
によって得られた近似値を図 1に示す．

図 1. SS法の結果と SS法を初期値としたEA法の近似値

図 1より，積分点数を 128点とした際には 10

個の固有値を計算できたことが分かる．
また，SS法における積分点数をN，厳密解λj

とSS法の結果λSSj の最大絶対誤差maxj=1,...,13

|λj − λSSj |，および EA法を適用することで得
られた領域内部にある固有値の数neigをまとめ
たものを表 1に示す．
表 1. SS 法における積分点数 N と得られた領域内部に
ある固有値の数 neig の関係

N maxj=1,...,13 |λj − λSSj | neig/13

32 6.07× 10−1 4/13

64 7.75× 10−1 7/13

128 4.13× 10−2 10/13

256 4.36× 10−3 13/13

表 1より，積分点数N の増加に伴い，neigが
増えていることが分かる．特にN = 256の結
果から，今回の問題では 10−3程度の精度を持
つ初期値を与えることで，領域内部にある 13

個の固有値を全て求められた．
最後に，N = 128のときに EA法を用いる
ことで領域内に収束した近似値と，領域外に収
束した近似値の収束履歴を図 2に示す．

図 2. EA法で計算した近似値の誤差履歴

図 2より，一部の固有値を求めることを目的
としたEA法は，解近傍で収束次数が増加する
という元のEA法の性質を持っていることが分
かった．

4 まとめと今後の課題
本研究では，多項式固有値問題の固有値を計
算するために，SS法と EA法を組み合わせた
手法を考案し，その挙動について数値実験を通
し調べた．今後の課題は以下の 2点である．1

点目は，本研究で用いた一部の固有値に対する
EA法の収束次数等について調査することであ
る．2点目は，様々な問題に対して本組み合わ
せを適用し，その有用性について調査すること
である．

謝辞 本研究は JSPS科研費 (20K20397,20H0

0581,19K12002, JP19K14590,17H02829)の助
成を受けたものである．
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ブロック赤黒順序付けされた摂動付き修正不完全分解前処理の収束性解析

塩谷 明美 1, 山本 有作 1

1電気通信大学
e-mail : akemi.shioya@uec.ac.jp

1 はじめに

Krylov部分空間法による連立一次方程式の
求解において、不完全分解による前処理の並列
化のためにブロック赤黒順序付け [1] が使用で
きる。ブロック赤黒順序付けは、高い並列性と
少ない同期点を持ち、ブロック化による収束性
の向上が期待できる並列化手法である。
不完全分解による前処理において、fill-in の
棄却による条件の悪化は元の行列と同じ行和を
持つように消去の過程で対角要素に削除された
fill-in を加えることで改善できる。さらに、対
角要素を格子幅の 2乗のオーダーの量で摂動さ
せると、赤黒オーダリングと併用した場合にも
破綻を回避することができる。
正方形領域 Ω = [0, 1]2 でのポアソン方程式

−∆u(x, y) = f(x, y) in Ω (1)

u(x, y) = 0 on ∂Ω (2)

を考える。x, y 方向をそれぞれ N + 1 分割し、
格子幅 hを持つ格子点 (i, j)において方程式を

−ui,j−1 − ui−1,j + 4ui,j − ui+1,j − ui,j+1

= h2fi,j (i, j = 1, 2, ..., N)
(3)

のように離散化する。このようなモデル問題を
用いて、自然な順序付けのでの摂動付き修正不
完全分解の収束性への影響が評価されてきた。
本研究では、摂動付き修正不完全分解を前処理
として使用したクリロフ部分空間法の収束に対
するブロック赤黒順序付けの効果を、モデル問
題 (3)を用いて実験的に解析する。

2 ブロック赤黒順序付け

ブロック赤黒順序付けは計算領域をブロック
に分割し、ブロックに対して赤黒順序付けを適
用する。ブロック内の順序付けは、自然な順序
付けを用いる。例として、図 1 に 4 × 4 格子
を 2× 2 ブロックに分割した 2次元 5点有限差
分格子のブロック赤黒順序付けを示す。
図 1 に対応する係数行列は図 2 に示される。

fill-inのない不完全 LU分解 (ILU(0))をこの行

列に適用すると、赤ブロックに対応する対角ブ
ロックは複数の小さな対角ブロックからなるた
め、並列に計算できる。非対角ブロック更新後、
黒ブロックに対応する対角ブロックを同様に処
理できる。

図 1. 4 × 4格子のブロック
赤黒順序付けの例

図 2. 図 1 に対応する係数行
列パターン

3 摂動付き修正不完全分解

一般的に、Krylov部分空間法ソルバーの性能
は、ILU前処理と組み合わせると向上する。し
かし、離散化された 2次元楕円型偏微分方程式
を有限差分または有限要素で離散化した場合の
前処理された行列 M−1A の条件数 κ(M−1A)

は κ(A) と同じ O(h−2) になる。この問題は、
対角要素を摂動させた後 ILU分解中に棄却さ
れる fill-in の値を対角要素に追加する、摂動付
き修正不完全 ILU分解 (PMILU(0))を用いて
改善できる。PMILU(0)分解のアルゴリズムを
Algorithm 1 に示す。
固有値のオーダーについて以下の定理が成り

立つ。

定理 1 [2] A をモデル問題 (3)により得られる
行列とする。また、R̂を半負定値行列、Eを対
角要素の大きさが O(h−2) の対角行列として、
R = R̂+E,A = M −R とする。この時、h に
無関係な定数 c が存在して、任意のベクトル
v ∈ Rn に対して

0 ≤ −⟨R̂v,v⟩ ≤ 1

1 + ch
⟨Av,v⟩ (4)

が成り立つなら

λmax(M−1A)

λmin(M−1A)
= O(h−1) (5)
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Algorithm 1 PMILU(0) factorization of an

n by n matrix A

1: for i = 1 to n do

2: aii = aii ∗ (1 + η ∗ h2)
3: s = 0.0

4: for k = 1 to i− 1 if aik ̸= 0 do

5: aik = aik/akk
6: for j = k + 1 to n if akj ̸= 0 do

7: if aij = 0 then

8: s = s+ aik ∗ akj
9: else

10: aij = aij − aik ∗ akj
11: end if

12: end for

13: end for

14: aii = aii − s
15: end for

この定理の理論的考察と実験から、自然な順
序付けの PMILU 前処理によって O(h−1) の
条件数が得られることが観察されている。

4 数値実験

32× 32 格子点の未知数 n = 1024 のモデル
問題 (3)から得られた例を示す。PMILU(0)分
解の摂動係数 η は 0.01 とした。

MATLAB の eigs function を用いて求めた、
ブロック赤黒順序付けされた M−1A のスペク
トルを図 3 、条件数を表 1 に示す。少ないブ
ロック数ではほとんどの固有値が自然な順序付
けと同程度の大きさを持つが、最大固有値付近
で大きな値が現れる。

5E-1

5E+0

5E+1

5E+2

5E+3

5E+4

λ
 (
M

-1
A
)

1x1 block (Natural)

2x2 blocks

4x4 blocks

8x8 blocks

16x16 blocks

32x32 blocks (Nodal)

図 3. M−1A のスペクトル

ブロック赤黒順序付け後に PMILU(0) 分解
された A の対角要素サイズを図 4 に示す。赤

表 1. ブロック分割 nB × nB の条件数 κ(M−1A)

nB 1 2 4 8 16 32

κ 10 25 149 10697 23820 48066
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図 4. PMILU(0)分解された A のブロック分割条件と対
角要素サイズ. (a) aii, (b) (aii − (4− fill-in 数 ))/h.

色ブロック内に小さな対角要素が現れ、ブロッ
ク数の増加に従ってその割合は大きくなる。
当日の発表では、より詳細な実験結果と考察
について報告する予定である。

謝辞 本研究は科研費 17H02828、17K19966、
19KK0255の助成を受けた。
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凸多角形紙片上の折り線が平行な山谷付き平坦折り問題

根芝 冴 1, 伊藤 大雄 1
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1 概要

折り線と各々の山谷が指定されている長方形
の紙片の平坦折り可能性を決定する問題は, NP

完全であることが知られている. ただし, 線形
時間で解くことのできる部分問題として, 折り
線が互いに平行かつ長方形の紙帯の短辺に平行
な場合がある. この場合は, 紙片の幅（短辺の
長さ）に無関係なので, 一次元山谷付き平坦折
り問題と呼ばれる. 近年, このケースが一般化
され,紙が平行四辺形である場合についても,折
り線が互いに平行かつ平行四辺形の短辺と平行
である場合に線形時間で解くことができること
が分かった.

本研究では, 紙の形状をより一般化する. す
なわち, すべての折り線が互いに平行であると
ういう制約のもとで紙が凸多角形である場合に,

山谷付き平坦折り問題が線形時間で解くことが
できることを示す.

2 折り線が平行な山谷付き平坦折り問題

平坦折り可能性問題とは, 折り紙数学の代表
的な問題である. それは有限な紙と, その上に
書かれた折り線の集合が与えられたときに, す
べての折り線を指示通りに平坦に折ることがで
きるのかという問題である. これには, 各折り
線に対し, 山折り (M)か谷折り (V)かの指定が
与えられている問題と与えられていない問題が
存在し, ここでは前者の場合ついて扱う.

一般の平坦折り可能性問題はNP完全である
ことが知られている [1]. ただし, 図 1のよう
に紙を長方形に限定し, すべての折り線が紙帯
の長辺に垂直である場合には平坦折り可能か否
かを線形時間で判定できることも分かっている
[2, 3]. これを一次元山谷付き平坦折り問題と呼
び, 略して 1DFF-MVとする.

近年これが一般化され, 図 2のようにすべて
の折り線が互いに平行で, 紙帯を 2辺が折り線
と平行な平行四辺形とした場合についての研究
が行われた. この問題は, 1DFF-MVのアルゴ
リズムに問題例の「分割」の操作を加えること
によって, やはり線形時間で解決できることが

示された [4].

本講演では, 紙の形状を一般の凸多角形に拡
張しても, やはり線形時間で解くことができる
ことを示す.

図 1. 1DFF-MVのインスタンス [2]

図 2. 解決済みの平行四辺形のインスタンス [4]

3 結果

次の定理を示す.

定理 1 凸多角形紙片上の折り線が平行な山谷
付き平坦折り問題に対し, 線形時間アルゴリズ
ムが存在する.

図 3. 凸多角形紙片上の折り線が平行な山谷付き平坦折
り問題のインスタンス
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切頂八面体のスポンジ膜：基本展開図のタイリングと変形構造 
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1  概要 
 本研究の動機は，人工肺の開発に長年取り組

まれている北岡裕子氏の研究に触発されたも

ので，実用的モデルの作成には程遠くても，何

か幾何学的な立体モデルを作成することであ

った．肺のもつ機能として，呼吸に合わせて体

積が変化することと，張り巡らされた血管が互

いに連結していることの２点に注目して，これ

らの機能を備えた立体の作成を考えた．そこで，

注目したのが空間充填立体の切頂八面体で，こ

こで用いる切頂八面体から作るスポンジ膜で

ある．この立体は，展開図の作成方法や立体の

変形構造，さらに，一部を剛性にする建築への

応用研究へと発展している［１］．ここでは，

展開図がもつタイリングとしての特性と，その

展開図がどのように変形して種々の立体を構

成していくかを，いくつかの例を挙げながら述

べる．  

 

2  切頂八面体のスポンジ膜 
 無数個の合同な切頂八面体を取り，面同士を

貼り合わせていくと空間を隙間まく充填する

ことができる．切頂八面体は８個の正六角形の

面と６個の正方形の面から成り立っている．そ

こで，空間充填した状態から，仕切りとなる面

の集合だけを取り出して，中を空洞にしても，

もし，各面が剛性であれば，各切頂八面体が剛

体となることから，この立体は合同な状態にし

か変形しない.これを，合同でない状態に変化

させるには，面を適宜削除すればよいが，ただ

し，全体を連結にしたい．これに適う方法が次

のものである． 

 

定義１．［２］切頂八面体による空間充填にお

いて，正方形の面全部と，４方向にある正六角

形の面のうち，１方向の面全部のみとでできる

立体を，切頂八面体のスポンジ膜とよぶ（図１）． 

 

すると，上述のスポンジ膜は連結で，すべての

面を剛性にしたまま変形でき，しかも平坦化で

きる．元となる１つの切頂八面体に限定した面

集合は連結ではないことに注意しよう． 

 

   

 

 

 

３ スポンジ膜の展開図とタイリング 

 切頂八面体のスポンジ膜のモデルを作成す

るために，有限領域に限定したとき，一枚の平

らなシートからどのような立体ができるかを

調べた．図１右上の形から，正六角形とそれに

接続する３枚の正方形が基本パーツとなって

いるので，それの合同コピーを配置すると，図

２a の平面分割ができ，これはアルキメデスの

タイリングである．しかし，これからすべての

正三角形の部分を削除しても，スポンジ膜のよ

うな変形はできない． 

そこで，この基本パーツの合同コピーを３個

図１．(a) 切頂八面体 (b) 正方形面と一方向

の正六角形面のみの集合  

(c) 切頂八面体のスポンジ膜（［1］より引用） 

(a)                 (b) 

(c)       
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用意して，それぞれの六角形面に０，１，２の

番号付けをし，０型, 1 型, 2 型とそれぞれを

呼ぶことにする．さらに，０型の正六角形面の

辺で正方形面と共有していない３つの辺を赤

で着色し，２型の正方形面の辺で正六角形面と

共有していない３つの辺も赤で着色し（図２b

参照），各基本パーツが異なる２種類の型の基

本パーツと交互に結合するようにすれば，赤い

辺同士が結合するように配置できる（図２c）． 

 スポンジ膜を作成するには，赤い辺すべてに

切り込みを入れて，同じ型の正六角形面同士が

同一平面上にくるように折り，０型と２型それ

ぞれの正六角形面の乗る２つの平面の丁度真

ん中に１型の正六角形面が乗る平面がくるよ

うにする（図３）． 

(a) 

(b) 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

(c) 

 

4  基本スポンジ膜の変形 
 ７個の基本パーツからできた図２cを基本ス

ポンジ膜と呼ぼう．これを面の剛性を保ったま

ま変形すると，対称性のある種々の立体が得ら

れる．例えば，切頂八面体のスポンジ膜への変

形をさらに続行して，正六角形面と正方形面の

接続する 2面角が直角になるまで動かすと，正

六角筒を空間充填した形が現れる．一方，空間

充填ということから離れて，基本スポンジ膜を

変形させると，立方八面体や八面体の形状など

も観察することができる． 
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図 2．(a) 展開図によるアルキメデスの

タイリング (b) ０型, 1 型, および 2

型の基本パーツ (c) 基本パーツの配置 

図 3．１枚のシートから作成した切頂

八面体のスポンジモデルの一部分

（［1］より引用） 
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1  Introduction 
 In this abstract, we first introduce a 

logical matrix representation for map 
foldings, i.e., foldings from a rectangular 
piece of paper embedded with a grid pattern 

to the shape of a unit square[1]. 

A logical matrix is a binary matrix. The set 

of the logical matrices form a semiring under 

the addition and multiplication operations 

on the basic two-elements semiring ({0, 1}, 

+, •). In the map folding problem, each 

folded state corresponds to a unique partial 

order on the set of squares and thus could 

be described with a logical matrix. On the 

applicational level, such representations 

provide us an intuitive recognition of map 

folding. For instance, using the logical 

matrices, we can give a precise mathematical 

description of a folding process, such that 

some problems (ex., how to check 

self-penetration; how to deduce a folding 

process according to a given order of the 

squares) in map folding can be solved in a 

mathematical and natural manner. 

Moreover, logical matrices are naturally 

associated with the category of relations 

Rel.  We also propose a natural 

transformation from the category of partly 

folded states of a map to the category of 

logical matrix representations. 

As far as we have surveyed, there is so far 

no research associating folding in origami 

to concrete categories, like the category of 

relations (Rel) and the category of finite 

Hilbert spaces (FHilb). 

In fact, not only in the field of origami, 

these two categories, Rel and FHilb have not 

been really valued until the contemporary 

development of quantum computing and its 

concise expressions using the category 

language. 

This extended abstract gives the first step 

in the direction of making correspondence 

between folding and important categories in 

computational science subjects. There is the 

potential possibility that according to the 

category correspondence, the flat-folding 

of a piece of paper may have something to do 

with quantum computing. 

In contemporary mathematics, the logical 

matrices are put together with some special 

categories. New discoveries show that both 

the nondeterministic classical computing, 

handled within the category of relations, 

Rel, and the quantum computing, handled 

within the category of Hilbert spaces, FHilb, 

have their corresponding matrix 

representations with similar matrix 

operations and algebraic structures. Rel 

corresponds to the logical matrices while 

FHilb corresponds to complex matrices[2]. 

Let us align them together:  logical 

matrices vs complex matrices, Rel vs FHilb, 

and map folding vs flat folding. In each pair, 

the former is a degenerated case of the 

latter.  In this abstract, we managed to 

associate map folding with logical matrices 

and Rel. This result makes it natural to use 

general research methods of Rel to study map 

folding. 

For example, the logical matrix 

representation brings some new and simple 

solutions to some map folding related 

problems. 

Moreover, it is hopeful of associating 

flat-folding with complex matrices and Rel 

in the future. 

 

2  Logical Matrix Representation 
An overlapping order of a map is a poset where 
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the partial order means for the “up-down 

adjacent relation of squares”. The logical 

matrix recording the adjacent relations is 

called the adjacency representation.  

The transitive closure of this partial order 

involves all the up-and-down relations (not 

necessarily adjacent) of all the squares. 

Correspondingly, the transitive closure 

through of the adjacency representation is 

called the entire representation. 

For example, a possible final state for the 

map in Fig 1, illustrated in (1-2), 

correspond to the poset P1: 1<4<3<2. We 
denote it by ({1,2,3,4},<).  

The adjacency representation A and the 

entire representation E of P1 are illustrated 
on the right side of Fig.1. 

Fig 1. (1-1) and (1-2) illustrate a map of 

size 1×4 and one of its possible final 

state; the right side is its two logical 

matrix representations, the adjacency 

representation A and entire representation 
E 
 

3  Main Results 
 We have two main results. 

First, we proposed the logical matrix 

representation of map folding and then 

established a one-to-one correspondence 

between the category of partly flat-folded 

states and the category of logical matrices. 

It means that the category of partly 

flat-folded states could be viewed as a 

sub-category of Rel. We use simple folds as 
the morphisms. A simple fold refers to a fold 

on some continuous uppermost or lowermost 

layers along a single crease, which does not 

cause any change on the layers except for the 

neighborhoods of the crease.  

The flow of our work is as follows. 

Step 1. Define a logical matrix 

representation to represent every partly 

flat-folded state and the final flatly 

folded state of a map. 

Step 2. Give a method to detect the 

self-penetrations by detecting the numbers 

of 0s and 1s in submatrices of a given logical 

matrix. This step is necessary because we 

need to clarify which logical matrix is a 

representation of a partly flat-folded state 

to build the correspondence from the 

category of partly flat-folded states to Rel 

by an intermediate of the category of logical 

matrix representations. The remaining 

logical matrices are taken as the objects in 

the category of logical matrix 

representations. 

Step 3. Define the morphisms in the category 

of partly flat-folded states as simple folds 

and define the morphisms in the category of 

logical matrix representations using the 

addition operation on the logical matrix 

semiring, which is the same as the one on the 

semiring ({0, 1}, +, •). 

Step 4. Establish a one-to-one 

correspondence between the category of 

partly flat-folded states and the category 

of logical matrix representations (a subset 

of the set of all logical matrices). Because 

logical matrices are also generally used as 

a representation of Rel, finally, we know 

that the category of partly flat-folded 

states is closely related to Rel. 

Second, using the logical matrix 

representations, we can solve the following 

two problems: 

1. A problem that asks whether a given order 

of n squares in a map of size 1×n is foldable 
by a sequence of simple folds or not. We also 

obtain one legal sequence if it exists. 

2. A problem that asks whether there exist 

self-penetrations in the given order. 
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1  概要 
 折紙輸送箱の検討を進めている．青果物，血

液などにおいては，傷みやすい振動帯域に輸送

箱システムの固有周波数が存在しないことが

重要になる．この問題は，複数の固有周波数を

同時に大きく変更するという困難な問題に帰

着される．これには，位相最適化(1)～(3)が必須と

なるが，これまでの密度法などの手法では，困

難であり，ここに，新しく提案するエネルギー

密度に着目した手法が有効であることを示す． 

 

2  従来のトポロジー最適化法の利用 
 ここで，8Hz から 20Hz までの固有周波数を

避ける設計を試みる．利用する平板の大きさは，

420[mm]×300[mm]，厚さは，1[mm]である．材

料は，ダンボールとし，密度 256.9[kg/m^3]，ヤ

ング率 0.664[GPa]，ポアソン比 0.34 とする．こ

のモデルに対し，無拘束の条件で固有振動解析

を行うと，7 次～10 次の固有周波数は，それぞ

れ，8.14Hz,9.38Hz,19.14Hz,19.34Hz である．  

 はじめに板を 120 分割し，各要素に割り付け

る板厚の設計変数が上下左右対称になるよう

にする．設計変数は，板厚 0.1[mm]～1.5[mm]，
初期値 1.0[mm]とする． 

目的関数には，式（1）で示す一般化固有値指

標を使う（3）． 

 
 

（1） 
 

 

0if は，目標固有周波数で，6.0Hz，6.5Hz，21.5Hz，
22.0Hz である．n=2，m は目標固有周波数の個

数でm=4 である． は重みである．W=［1，1，
1，1］に設定する． 

図 1 は，最適化後の構造を示すものである．

最適化後の固有周波数は 6.74Hz，7.62Hz，
20.64Hz，22.29Hz で，目標を満足する．従来の

トポロジー最適化の報告では，この結果をもと

に，例えば，0.2[mm]以下の要素に穴を開けて

終了している．これで得られたのが，図 2 であ

るが，この構造で，無拘束条件で得られる固有

周波数は，6.81Hz，7.08Hz，17.87Hz，19.23Hz
となり，初期状態よりも，目的とする特性から

遠ざかり，本手法でこの種の設計に応用するこ

とは容易ではない． 

 
3  エネルギー密度最適化 
ここで，エネルギー密度最適法を提案する． 

図 3 は，7 次から 10 次までのひずみエネルギ

ー密度と運動エネルギー密度分布を示す．「固

有振動数を下げる場合は，ひずみエネルギー密

度が高い部分に穴を開け，上げる場合は運動エ

ネルギー密度が高い部分に穴を開ける」ことが

考えられる．7次，8 次の固有周波数を 8Hz以

下にし，9次，10次の固有周波数を 20Hz以上

とすべく次のように実行する． 

 

* 1/
0 0

1 1
*

0 0

( ( ) / )

0[ ] :

m m
n n

x i i i i
i i

i

f f W f f W

f Hz f
= =

= + −

=

  　　　　

　 目標周波数

図 1 各要素の板厚調整による固有振動数の最適化 

色は，要素の板厚を示す． 

図 2 図１の板厚分布から板厚 0.2㎜以下の要素に穴 
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1) 穴を開けたモデルについて，バネ，マスの

位置を特定する．  

2) 固有周波数は，７次 8次のバネ部に穴を開

けて下げ，9次 10次のマス部に穴を開けて

上げる．  

3) 穴を開けた形状で，板厚を設計変数にして

最適化を行う．板厚は，全要素同一とする. 

4) 目的の周波数が得られるまで，繰り返す． 

 

具体的な手順は，図 4～7 に示す． 

図 4は，図 3の 8次ひずみエネルギー密度が

高い部分に穴を開けた時の構造で，8 次の固有

周波数は，7.08Hzから 6.27Hz になり，周波数

を更に下げることができている． 

図 5，図 6 に示すように，目的のバネマスの

位置に穴を開け，最終的に図 7 の形状を得る． 

さらに，板厚を設計変数にして，最適化を行い， 

1.2[mm]のとき，固有周波数 7.50Hz，7.69Hz, 
21.65Hz，22.82Hz を得て，目標を満足する． 

 

４．結語 
 固有周波数を変える方法として，エネルギー

密度最適化法とも称すべき方法で現実的な解

を得られることを示した．各固有周波数は，等

価剛性，等価質量で決まるという振動の原点に

立ち返り，予想通りに固有周波数を上げる，ま 

たは，下げることが可能になった．今後は，こ

の提案手法の汎用化を目指す． 
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図 6 図 5 の運動エネルギー 
密度が高い所に穴 
固有周波数： 
5.50Hz，6.10Hz，15.00Hz，17.40Hz 

図5 図4の形状における 

9次運動エネルギー密度分布図 

図３ 運動エネルギー密度とひずみエネルギー密度 

図４ 図3の8次ひずみエネルギー

密度が高いところに穴 

固有周波数： 

4.76Hz，6.27Hz,12.14Hz，17.77Hz 

図７ 最終形状 
図 6 の運動エネルギー密度

が高いところに穴 

154



日本応用数理学会 2021 年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7--9)  Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会 

 

 

蛇腹折りを活かした Book Foldingアート作品の展開図生成方法の提案 

 
   蘇 単1, 山本 陽平1, 三谷 純2 
     1筑波大学システム情報工学研究群, 2筑波大学大学院システム情報系 

     e-mail: s2120672@s.tsukuba.ac.jp 

 

1  はじめに 
蛇腹折りは，剛体折りの一つとして，加工機

械の防塵カバーなどによく用いられる．蛇腹折

りの展開図とは，山折り・谷折りの順に端から

で繰り返し折るものである．出来上がった形が

蛇の胴体のような形に見えることから「蛇腹折

り」または「ジャバラ」と呼ばれている． 

Book Foldingとは，本のページを折り曲げて

小口に図形を描き出した作品である[1]．図 1左

のように，アルファベットのような図形を表す

ことができる．また，図形の中で，穴の開いた

部分（以後，穴開き形と呼ぶ）も表すことがで

きる． 

    

図 1. Book folding アート作品例（左）と Folding 

Pattern（右） 

 
2  関連研究 
Book Foldingの技法[2]では，作品を作る前段

階として，図 1右のような Folding Patternを

作る必要がある．Folding Pattern とは，作り

たい図形と一定間隔に置かれた縦線を組み合

わせるものである．Book foldingの作品を作る

には，本の 1 ページごとに，小口を Folding 

pattern の縦線に合わせ，ページの上のカドと

下のカドを図形領域の端と一致するように折

れば良い． 

 穴開き形近傍の Folding patternは，1本の

縦線と図形領域が，2 回以上交差する．この場

合，図 3のように，Folding Patternの縦線の

本数を増やし，1 ページ目では図形領域の一番

上の部分を折り，次のページで，次の部分を折

るように，Folding pattern を作り直す．この

操作を交互に繰り返すことで，穴開き形を表現

できる展開図が作図される． 

 

図 2. 穴開き形を含む例 

 
3  提案手法 
本研究では，工業製品などに用いられるジャ

バラを対象とし，Book Foldingのようなアート

作品の生成を支援するシステムを研究開発す

る．本研究が生成するアート作品は，1枚の紙

から作られるジャバラを本のページに見立て

て，Book Foldingの技法を用いた図形を描き出

す(図 5)． 

 

3.1  提案システム 
提案システムの入力は平面の図形であり，出

力は，入力の図形に近似な形を表現できるジャ

バラの展開図である．図 3のように，生成手法

の流れには三つの状態がある．入力の状態は平

面の図形である. システムは，平面の図形から，

折り畳んだ状態（従来の Book Folding の

Folding Pattern に相当する）を生成する．そ

して，3.3 で述べるパラメータの設定をしてか

ら，Book Folding の技法に参考し， ジャバラ

の展開図を生成する．これを出力状態とする． 

 

図 3. 提案システムの流れ 
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3.2  ジャバラの定義 
ジャバラとは，最後に生成するジャバラ展開

図の一部分であり，折り込みを含む単位構造で

ある．図 4左は，ジャバラの模式図である．ジ

ャバラの折り込みの間にある部分をジャバラ

線と呼び，山折線の一部分である．図 4 右は，

折りたたみ後のジャバラを右側から見た形に

なっている．ジャバラ線のみが残されるように，

ジャバラは折りたたまれる．ジャバラの高さは

最長のジャバラ線の長さに等しくする．また，

ジャバラの幅は高さと一定の比率を持つよう

に設定する． 

  

図 4. ジャバラの定義 

 
3.3  Folding Patternのパラメータ設定 
入力の状態から，Folding Pattern を生成す

るためには，入力の図形を何本のジャバラで近

似するか決める必要がある．このジャバラは，

等間隔で配置されているものとし，その間隔の

値は，ユーザから指定されるパラメータとする．

間隔を指定することで，ジャバラ線の本数や位

置を決めることができる． 

 
4  結果 
提案手法を実装したシステムで，ユーザが入

力した図形を図5に示す．入力の図形は，漢字

「折紙」である．この図形に対応するFolding 

Patternのパラメータには，ジャバラの間隔を

10ピクセル，幅と高さの比率を2:3に設定する．

入力の図形からジャバラの展開図に変換して

折り畳んだ結果を図6に示す．図6左は，展開図

を印刷して実際に折り畳んだ結果であり，「折

紙」という形を表現可能なことを確認した．図

6右は，近似した状態を3DCGソフト Rhinoceros

で表示した結果であり，図6左と比較すると，

実際に折り畳んだ状態に近い結果が得られて

いることが分かる．このように，Rhinocerosを

用いて折り畳んだ状態を表示することは，実際

に折りたたむ必要がなく，また展開を防ぐよう

に固定する必要が無いことから，結果を確認す

るために有用な手法である．また，この結果を

見ながら，生成するジャバラの展開図を修正す

ることで，見た目を改善することが可能である． 

 

図 5. 入力の図形 

   

図 6. 実際に折り畳んだ結果（左）とRhinoceros

で表示した結果（右） 

 

5  終わりに 
本研究は，蛇腹折りを活かした Book Folding

アート作品の展開図の生成を支援するシステ

ムの研究開発を行った．今後の課題としては，

様々な形の展開図を生成する実験の結果から, 

折りたたみ後の見た目と，パラメータの関係性

を考察し，見た目の良い作品を折り上げるパラ

メータの決定方法を検討する予定である．また，

ジャバラの構造を変えた結果を考察し，厚みを

考慮した作品や裏と表で別のパターンを作る

ことを検討する．さらに，Book foldingの歴史

と今まで存在する Book foldingアート作品か

ら，他の Book folding技法を探し，より複雑

な作品を作る考え方を検討する予定である. 
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1  序論 
平織りとは，紙の重なりで幾何学的な模様を

表現する折り紙の技法の１つである．平織り作

品の多くは，対称性を持ち平坦かつ相似な形状

に折りたたまれる共通の展開図（基本形）を敷

き詰めることで模様を形成する．しかし，基本

形によっては平面を隙間なく敷き詰めること

ができない場合がある（図 1(a)）．この折り線

の配置が未決定かつ周囲が折りたたみ可能な

展開図で囲われている領域を空白領域と呼ぶ．

平織りの空白領域を埋める展開図は，①接続部

で紙が干渉しない，②接続部の山谷が一致する，

③平坦折り可能である，という3つの条件を満

たす必要がある． 

空白領域に対して適切な折り線を配置する

問題はホール問題と呼ばれ，Demaineら[1]によ

って解を生成する手法が提案されている．

Demaine らの手法では折りたたみ前後の空白領

域の輪郭を入力することで複数の展開図を生

成可能である．しかし，図 1(b)に示すように条

件①を満たさない場合がある．また，山谷が非

考慮であるため条件②，③を満たすことが保証

されていない．さらに，Demaine らの手法で生

成された展開図の多くは図 1(c)に示すように

不規則であり対称性を持たない． 

 
図 1: 空白領域を持つ平織り(a)，紙が輪郭外部にはみ出

すため干渉する展開図(b)，対称性を持たない展開図 (c) 

 

本研究では，入力を対称性を持ち，外周を相

似な形に折りたためる空白領域に限定し，条件

①〜③を満たし，対称性を持つ展開図を出力す

る問題を平織りのホール問題と定め，解となり

得る展開図（解候補）をDemaineらの手法を用

いて生成する手法を提案する．また，平織り作

品の設計時に生じるプリーツ（山折りと谷折り

が平行に並ぶ折り線の組）の交差する領域に対

して本手法を適用し，実際の平織り作品の設計

に役立てることが可能となった． 

 
2  提案手法 
 Demaine らの手法を用いて，平織りのホール

問題の解候補を生成する手順を以下に示す．  

まず，空白領域を対称性を持つように分割し

てから， Demaineらの手法を適用して展開図を

生成する．次に，展開図内部の頂点（折り線の

交点）が，折りたたみ後に空白領域の輪郭内部

にあるか判定する．輪郭外部に頂点がある展開

図は折りたたみ時に基本形との接続部で紙が

干渉する可能性があるため，解から除去する．  

次に，展開図内の折り線に山谷を深さ優先探

索で割り当てる．この時，空白領域の外部の折

り線の山谷を入力し，空白領域外部の折り線も

含めて，局所平坦折り条件を満たす山谷割り当

てを生成する．局所平坦折り条件とは，単頂点

の近傍において平坦折り可能な場合に満たす

必要条件であり，川崎定理，前川定理，大小大

定理の 3 つが知られている[2]．局所平坦折り

条件を満たす山谷割り当てが存在しない場合，

その展開図は平坦折り不可能であるため除去

する．これにより，条件②，③を満たす解候補

を生成することができる． 

最後に，生成した展開図を分割した数だけ用

意して結合することで，対称性を持つ展開図を

生成できる．以上の手順により，条件①〜③を

満たし対称性を持つ解候補を生成可能となる． 

 
3  プリーツの交差への応用 
平織り作品を設計する際に，図 2(a)のように

プリーツが交差する領域が生じる場合がある．

この領域を図 2(b)のように空白領域と見なし

提案手法を適用することで，プリーツの交差を

解決する展開図を生成可能である．よって，平

織り作品によく使われる角度（60°, 45°, 30°等）
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でプリーツが交差する展開図を生成しておく

ことで，平織り作品の設計に役立てられる．ま

た，入力と出力の関係を変数を用いて表すこと

で，多様な展開図を生成可能である． 

まず， 図 2(b)の空白領域を対称性を持つよ

うに分割した１つを入力とする．この時，プリ

ーツの交差する角度を𝛼, (𝜃 = 𝛼/2)，底辺の長

さを1とした時のプリーツ幅𝑟を変数とし，図 

2(c)のように頂点の位置を決める．折りたたみ

時に全ての頂点が輪郭の内部に収まる展開図

を得るために，変数𝜃, 𝑟が満たすべき必要条件

として以下の頂点輪郭内部条件が存在する． 

頂点輪郭内部条件 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑟 ≤

2 sin2 𝜃

4 sin2 𝜃 + 1
							(0° < 𝜃 < 30°)⋯ (1)

𝑟 ≤
1

4
																											(30° ≤ 𝜃 ≤ 60°)⋯ (2)

𝑟 ≤
2cos2 𝜃

4 cos2 𝜃 + 1
							(60° < 𝜃 < 90°)⋯(3)

 

 

(1)は図 2(c)の(1 − 2𝑟) sin 𝜃 ≥ 𝑟/(2 sin 𝜃)
という関係から，(2)は(1 − 2𝑟) cos 𝜃 / tan 𝜃 ≥
𝑟/(2 sin 𝜃)という関係から，(3)は点𝑝が折りた

たみ時に斜辺の下側に存在することから導く

ことができる．頂点輪郭内部条件を満たす範囲

で変数𝜃, 𝑟を自由に決定することで，多様な展

開図を生成可能となる． 

 
図 2: 角度𝛼でプリーツが交差する領域(a)，(a)に対して

設定した空白領域(b)，変数𝜃, 𝑟を用いて頂点の位置を決定

した空白領域(c) 

 

図 2(c)を入力として用いて実際に展開図を

生成した結果を表 1 に示す．それぞれ𝛼 =
60°, 45°, 30°の時を示している．また，𝑟 =
sin! 𝜃 /(1 + 2 sin! 𝜃)は図 2(c)中の𝑎, 𝑏の長さ

が1: 2となる値，𝑟 = 2 sin! 𝜃 /(3 + 4 sin! 𝜃)は
𝑎, 𝑏の長さが1: 3となる値である．表より，変数

を変化させることで，特定の角度でプリーツが

交差する領域に対して多様な展開図を生成で

きることを確認した．  

表 1: 変数𝛼, 𝑟を変化させた時に生成されたプリーツの交

差を解決する展開図（𝛼 = 30°は展開図の上下を省略） 

 
 

実際の平織り設計に応用した結果を図 3 に

示す．図 3(a)のグレーの領域はプリーツが45°
で交差する領域である．この領域に表 1で生成

した𝛼 = 45°, 𝑟 = sin! 𝜃 /(1 + 2 sin! 𝜃)の展開

図を 2 種類用いて平織りの展開図を設計した

（図 3(b)）．これを実際に折りたたんだものを

図 3(c)に示す．赤丸の箇所に生成した展開図

が使われている．以上より，実際の平織り作品

の設計に応用可能であることを確認した． 

 
図 3: プリーツが交差する領域を持つ平織り(a)，生成し

た展開図を用いた平織り(b)，(b)の折りたたみ後(c) 

 

4  今後の課題 
 プリーツが3本交差する等，プリーツが特

定の角度で交差する展開図のバリエーション

を増やすことを予定している．また，平織り

作品の設計に役立つより良いインターフェー

スの設計を行う．  
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折り紙制作時に生じる誤差を考慮した展開図補正法の提案
廣瀬 智也 1, 三谷 純 2

1筑波大学情報学群情報メディア創成学類, 2筑波大学情報システム系
e-mail : s1811435@s.tsukuba.ac.jp

1 序論
パッケージ用のボックスや梱包素材の多くは，

紙を折ることによって作られている．この加工
法には，1枚の紙を折ることで目的の形を作る
折り紙の技法が応用されている．また，加工を
支援するために，計算機を用いた立体的な折り
紙の形状設計に関する研究が盛んに行われて
いる．これらの形状設計では，目的とする立体
的な折り紙の数理モデルを入力すると，そのモ
デルの展開図が出力される．一方，これらの数
理モデルでは，紙の厚さをゼロとする場合が多
い．そのため，出力された展開図を実際の紙に
プロットして折る過程では，紙の折り目付近で
紙の厚さに依存して紙の繊維の圧縮や綻びなど
による微小な変形が生じ，得られる物理モデル
は，数理モデルと異なる形状となる．特に，紙
が厚い場合や，紙のや折り目が 1点に集中する
場合には，誤差が大きくなる傾向にある．
本研究では，折り紙の形状設計における数理

モデルと物理モデルの誤差を小さくするために，
紙の厚みを考慮して展開図を補正することを目
的とするが、目的を達成するために、以下の手
順に基づく基礎実験をおこなう．
Step 1. 数理モデルと物理モデルの誤差測定
Step 2. 誤差の要因の考察
Step 3. 数理モデルの誤差の大きさの予測
Step 4. 誤差を抑える展開図補正手法の提案
本稿では，実験に用いる設計ソフトとして，軸
対称を持つ立体形状の生成を支援するORI-REVO

を採用する [1]．同ソフトは，与えられた断面
となる折り線から，筒状の紙を用いて折るこ
とができる数理モデルと展開図を生成する (図
1)．本稿では，同モデルを用いて，実験手順の
Step3までで得られた結果を報告する．

2 関連研究
折り紙の数理的な特性は，古くから研究の対

象とされてきている．こうした特性を用いた
折り紙の数理モデルが，計算機上で実装されて
おり，折り紙の発展に貢献している．例えば，

断面線 数理モデル 展開図
図 1. ORI-REVOの入出力

横視点 真上視点 物理モデル
図 2. 測定に用いるモデルの例

Origami Simulator[2]や Rigid Origami Simu-

lator[3]は，折り紙を折りたたむ過程を，シミュ
レートするソフトウェアである．また，設計を
支援するソフトウェアとして，ORI-REVOや
与えられた骨格構造の展開図を生成する Tree

Maker[4]が提案されている．一方，折り紙の特
性やこれらのソフトウェアで実装された数理モ
デルは，紙の厚さをゼロとしている．そのため，
物理モデルとの間の誤差を小さくする手法が課
題となる．

3 軸対称の形状の誤差の測定と考察
本研究で対象とするモデルの例と各部名称を
図 2に示す．軸方向から見たヒダの角数をひだ
の数と呼ぶ．例えば図 1のひだの数は 8はであ
る．また，真上視点から見た対象軸部分の紙の
重なりをしぼりと呼ぶ．図 2の数理モデルの寸
法は，幅 81.6，高さ 75であり，物理モデルの
寸法は，幅 80.9，高さ 78.4．紙の厚さ 0.18で
ある（単位のmmは省略する）．数理モデルと
物理モデルの誤差を表す数値として，幅誤差と
高さ誤差を定義する．幅誤差は，数理モデルの
幅に対する物理モデルの幅の比を示す．高さ誤
差は同様に高さの比を示す。図 2の場合，幅誤
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差は 0.99，高さ誤差は 1.05である．
本稿では，幾何要素の異なる複数のモデルと

異なる厚さの紙を用いてから幅誤差，高さ誤差
を測定，そのサンプルを分析することで，誤差
の要因に対する考察をおこなう．測定は図 2の
モデルの，ひだの数，高さおよび紙の厚み変え
て行なった．変更後の値を表 1に記す．なお，
数理モデルの幅は，ひだの数と高さに依存して
一意に定まる．
結果，基準を含めて７種類のモデルをサンプ

ルとし，これらのモデルを用いて，幅誤差と高
さ誤差に影響を及ぼす要素を分析するために，
３つの要素を説明変数とし、重回帰分析をおこ
なった．同分析によって得られた t値を表 1に
示す．幅 t値、高さ t値は、3つの要素が幅，高
さの誤差に与える影響の大きさを表している．
t値は絶対値の大きさが２以上であれば優位で
ある。この表より，次の事実が得られる．
表 1. 分析に用いたモデルの変更後の値と分析結果によ
る t値
要素 値 幅 t値 高さ t値
ひだの数 6,12 -2.37 7.610
数理高さ 50,100 0.71 -0.045
紙の厚さ 0.12, 0.30 3.09 17.063

まず，高さの誤差の要因は，ひだの数と紙の
厚さである．これらの要素が，誤差を生じさせ
る仕組みは，次のとおりと考察する．球体型の
側面には決められた折り線が無く，紙全体を曲
げて曲面を生成している．そのため，物理モデ
ルには，紙が元の筒状の状態に戻ろうとする弾
性エネルギーが発生し，しぼりの中心が位置が
モデルの外側に移動することでモデル全体が縦
に伸びる．ひだの数と紙の厚さが増えるほど，
しぼりに集中する弾性エネルギーが増大し，高
さの誤差が大きくなると推測する．この仮説を
検証するには，側面の弾性エネルギーが生じな
い，箱型のモデルを作成し，比較することが必
要だが，その考察は今後の課題とする．
幅の誤差の原因は，同じくひだの数と物理モ

デルの厚さである。しかし，高さの誤差と比較
すると t値が小さいことが示すように，ひだの
数や厚さが増えても，幅の誤差が大幅に変わら
ないと考えられる．

4 誤差の大きさの予測
3節でおこなった重回帰分析から，任意の幾

何要素のパラメータを引数として，その誤差を
出力する重回帰式を得ることができる．幅誤差

の重回帰式を式 (1)，高さ誤差のものを式 (2)に
示す．この式は，任意の幾何要素のパラメータ
を引数とし，その誤差を出力するため，step4

における展開図の修正への活用が期待される．
なお，x1は物理モデルの紙の厚み，x2は数理
モデルの高さ，x3はひだの数を示している．

0.06x1 + 0.00x2 + 0.00x3 + 0.99 (1)

0.67x1 + 0.00x2 + 0.09x3 + 0.85 (2)

また，重回帰分析は，式の適合度を示す自由
度調整決定係数も得られる．式 1 の同係数は
0.3991，式 2は 0.9619であり，値が１に近いほ
ど，適合していると言える．この結果から、同
式は幅の誤差を評価するには不十分であること
がわかるため，サンプル数を増やすことで再度
考察する予定である．

5 まとめと今後の課題
本稿では，計算機を用いた軸対称を持つ立体
形状の折り紙の制作において，数理モデルと物
理モデルとの間に生じる誤差の大きさの測定と
その原因の考察，そして，その誤差の大きさの
予測値を求める重回帰式を報告した．今後は，
これらの結果をもとに，誤差を打ち消すような
展開図の補正手法を提案する．例えば，球体の
モデルの場合，物理モデルは数理モデルと比較
して高さが大きくなり幅が小さくなるため，展
開図の断面線の盾を短く横を長くするような修
正を，既存の設計支援システムに追加する予定
である．
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三角形のタイリングを用いた平織りの作図法
山本 陽平 1, 中里 陸 1, 三谷 純 2

1筑波大学大学院システム情報工学研究群，2筑波大学情報システム系
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1 序論
平織りとは，平坦に折りたたまれた紙の重な

りで，幾何学模様を表現する折り紙作品の総称
である．多くの平織りは，ねじり折りと呼ばれ
るパターンを周期的に連結したものである．そ
の作図法は，紙面に折り出した正方形や正三角
形の格子の点を結ぶように，折り線を配置する
方法が一般的である [1]．しかし，この方法で
は，正五角形のような，格子上で作図できない
多角形を含む平織りを得ることができない．
本研究では平織りのバリエーションを豊富に

するために，三角形のタイリングを用いた平織
りの作図法を新たに提案する．提案手法で作図
できる展開図とは，三角形のねじり折りと呼ば
れるパターンを，格子に依存することなく，連
結したものである．検証には，提案手法を実装
したソフトウェアを用いた．本稿では，提案す
る作図法の手順と，実装に用いた作図のパラ
メータを紹介する．

2 提案手法
三角形のねじり折りとは，三角形（中央面）

を構成する 3本の折り線と，各辺から平行に伸
びる 2本 1組の折り線（プリーツ）からなる，
平坦に折りたためるパターンである（図 1(a)）．
なお，山谷の割り当て方は問わないものとする．
提案手法で作図する展開図は，複数の三角形の
ねじり折りがプリーツを共有するように接続し，
中央面が紙面の内側に含まれるものを指す (図
1(b))．作図される展開図同士を接続すること
で周期的な模様が得られる（図 1(c)）ことから，
これらの展開図を基本形と呼ぶ．基本形は，以
下の手順で作図できる場合がある．
Step 1. 期待する基本形の輪郭を三角形分割

したタイリングを用意する（図2(a)）．
Step 2. 各辺を含む直線上に，各辺と一定の

比率の線分（図中太線）を配置し，こ
れを基準線と呼ぶ（図 2(b)）．

Step 3. 基準線の端点を通る垂直な 2本 1組
の折り線（プリーツ）を作図する．

Step 4. タイリングの単位三角形ごとに，プ

(a) (b) (c)

図 1. 三角形のねじり折りと基本形（赤い 1点鎖線：山
折り，青い点線：谷折り，灰色の領域：中央面）

(a) (b) (c)

図 2. 作図の手順

リーツの交点を結ぶ折り線を作図し，
交点をプリーツの端点とする（図2(c)）．

Step 5. 作図した折り線に，平坦に折りたた
める山谷を割り当てる（図 1(b)）．

この作図法が示すように，基本形の接続とは，
1枚の基本形をタイリングの辺に沿って 2枚の
基本形に分割する操作の逆の操作（外周の一部
とプリーツを互いに共有する操作）である．基
本形が得られない場合とは，step4で折り線同
士が交差したり，中央面がタイリングの外側に
位置する場合などが考えられる．これらの場合
の一部は，ホール問題のValid mappingと呼ば
れる条件を応用して判定できる [2]．しかし本
稿では，この手順を実装し，対話的な操作によ
るトライ＆エラーによって，基本形を作図した．
正方形の基本形の作例を図 3に示す．これら
の作例は，折りたたむと，折り線に囲まれた正
三,五角形が浮かび上がる．また，図 1(c)を含
めて，どのような向きや組み合わせであっても
接続できる（図 3）．このように，提案手法に
より格子に依存しない基本形を作図し，それら
を組み合わせて，新しい平織りを設計できるこ
とを確認した．
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作図の幾何要素 展開図 折りたたんだ状態
図 3. 正方形の基本形の一例

展開図 折りたたんだ状態
図 4. 図 1,3の基本形を接続した平織り

3 実装に用いた幾何要素の関係式
提案手法の作図に用いる要素は，三角形タイ
リング，基準線に共通する比率，各基準線の位
置，折り線への山谷割り当ての 4通りである．
本節では，基準線の比率と位置に関する関係式
を紹介する．タイリングの 1辺に着目し，共通
する比率を r，その辺の基準線の位置を示す係
数を sとする（図 5）．辺の一方の端点を v，v
からもう一方の端点へ向かうベクトルを uと
する．基準線の端点を p, qとし次式で表す．

p = v + (1− r)su
q = v + ((1− r)s+ r)u

(1)

基準線の長さは，r|u|であり，rにのみ依存す
る．sの値が増減すると，基準線は長さを維持
したまま，対象の辺と同一直線上を移動する．
特に s ∈ [0, 1]の範囲であれば，対象の辺に基準
線が含まれる．rの値を増減すると，式 (1)に従
う端点を有するように基準線が伸縮する．ここ
で，本手法で作図することができ，かつ平織り
の代表的なパターンであるあじさい折りの基本
形 [3]の r値を減少した例を図 6に示す．なお，
作図された折り線の内，重複しているものを除

図 5. タイリングの辺と基準線の関係

0.33 0.20 0.15 0.10
図 6. r値を図中の値に変更したあじさい折りの基本形と
折りたたんだ状態（r = 0.33が元々の基本形）

去している [4]．いずれの展開図も，元々の基
本形と同じ山谷を割り当てることで折りたため
ることを確認した．このように，r値を変更す
ることで，別の展開図が得られると予想する．

4 今後の課題
提案手法は，展開図が作図できない場合があ
るため，作図できる条件について議論する．ま
た，r値の変更で異なる展開図を作図するため
に，平坦に折りたためる展開図は,rを減らした
ものも必ず折りたためるか否かを検証する．

謝辞 本研究は,JST,CREST,JPMJCR1911お
よび JSPS科研費 JP20J10739の支援を受けた
ものである
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折畳み缶に関する検討 
 
   崎谷 明恵1, 萩原 一郎1 

     1明治大学 

     e-mail: akie_s@meiji.ac.jp 

 

1  概要 
 近年，エコロジー，サスティナブル，エシカ

ルなどが叫ばれている．その観点からも折り畳

み可能な構造は注目されている．まず折紙構造

は，軽くて剛い，展開収縮できるという大きな

二つの特徴がある．そのため，産業界において

は，軽くて剛い特徴を生かして，ハニカムに代

表されるような有効な利用がなされている．ま

た，展開収縮できる特徴を生かしたものとして，

ソーラーセールなどもある．そして飲み干した

後の空き缶やペットボトルについても，それら

を折り畳むことができれば，これからの環境に

配慮した社会にとって画期的である.しかし，

これまで試みられたが未だに実用化されてい

ない［1］．その一方で吉村慶丸氏の薄肉円筒の

破壊のパターン「吉村パターン」から着想を得

て三浦公亮氏によって考案されたダイヤモン

ドシェル構造は，社会に受け入れられているが，

折りたたむことは困難である［2］［3］．そこで

本研究は，ダイヤモンドシェル構造の潰し易さ

を確認し，これからの新しい構造を提案するこ

とを目的とする．まずはダイヤモンドシェル構

造を研究し，実際の圧潰実験や有限要素法を用

いたシミュレーションソフトウェアで検討し

更に薄肉円筒形の新しい構造の可能性を検討

する． 

 

2 ダイヤカット缶と通常缶の圧潰実験と
シミュレーションの比較検討 
ダイヤカット缶の特徴を検証するために，円

筒型の通常缶との比較を行う．万能試験機を用

いて，荷重条件として荷重制御：0.1kN/min で

圧縮試験を行った．圧縮実験結果を図2に示す．

缶の板厚は，実際の板厚を測定し，通常缶

0.133mm，ダイヤカット缶 0.131mmである． 

 ダイヤカット缶の初期ピーク荷重は約 1200N，

平均荷重が約 400N となり，通常缶は初期ピー

ク荷重が約 650N，平均荷重が約 200N となり，

初期ピーク荷重は約 1.8倍，平均荷重は約 2倍

ダイヤカット缶の方の数値が高い． 

 以上の結果より，ダイヤカット缶の方が，板

厚が若干薄いにも関わらず初期荷重と平均荷

重共に高いことを確認した（図1）．荷重が高い

事は圧潰し難いということになり，ダイヤカッ

ト缶は軸方向での折り畳みにはこのままでは

適さない構造の可能性がある． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
次に、シミュレーションをするため三次元モ

デルを汎用物理シミュレーションソフトで作

成した．寸法は実際の缶を参考に作成，上部と

底部は複雑な構造のため，簡素化して作成した

(図 2)．円筒部分は径 66mm とし，全体高さ

122.2mm（内上部円錐台部 17mm，中央部円筒

98.2mm，内下部円錐台部 7mm）とした．ダイヤカ

ット部分は径 66mmに内接する 13角形を元に作

成した．  

 作成した三次元モデルを，メッシュ生成ソフ

ト LS-PREPOSTによりメッシュ分解し(図 2)，汎

用解析ソフトLS-DYNAを用いて圧潰解析を行っ

た．材料はヤング率 70GPa，ポアソン比 0.33，

密度 2.7×10-6 kg/mm3，降伏応力 100MPa，接

線係数280PMaの特性を持つアルミニウムとし，

拘束条件として底面を完全固定とし，荷重条件

として上面に剛体壁を作成，剛体壁を速度

1250mm/sで構造体を圧縮する条件とした．接触

条件としてはモデルと剛体壁間に接触面を定

義し，また，モデル自体の接触も設定する．缶

の板厚は，実際の板厚通常缶 0.133mm，ダイヤ

カット缶 0.131mmとした．但し上部と下部は未

測定の為同じ厚さ 0.6mmとした． 

図 1 缶の軸圧潰実験で得られた荷重と変位 
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 解析結果は図 2のようになり，通常缶の初期

ピーク荷重は約 1112N，平均荷重約 283N，ダイ

ヤカット缶の初期ピーク荷重は約 712N，平均荷

重は約 341Nとなっている． 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

実験結果とシミュレーション解析結果を比

較すると，平均荷重に関しては実験と大幅に

は違わなかったが，潰れ方が違い，初期ピー

ク荷重も通常缶とダイヤカット缶の関係が逆

になるという違いがあったがマススケーリン

グ法でも検討する事により潰れ方に関しては

同じになった．荷重の違いに関しては缶自体

の製造精度などの問題もあると考えられる. 
 
3  折畳み缶の検討 
次に折畳み可能な構造である螺旋構造を取

り入れた缶について検討する． 

  

 

 

ダイヤカット缶が正 13 角形を元に作成され

ていたため，折畳み可能な条件の式(1)より折畳

構造もまずは 13 角形を元に作成した.今回は n

を 13，R を66mm,θを30°として得られる構

造を缶の中央部に配置して次のようなモデル

を作成した．（図3） 

 次にダイヤカット缶や通常缶と同じ板厚に

したもの（折畳み缶 1）,折畳構造へ力がかかる

ように折畳み構造部のみ薄い0.131mmの板厚に

したものをシミュレーションで比較した．（図3） 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
この結果から，折畳構造が綺麗に潰れる事

により，初期ピーク荷重も平均荷重も抑えら

れるという事が示されている． 
 
4  結語 
以上の実験やシミュレーションの結果か

ら，折畳可能な構造が入る事により，圧潰荷

重が低くなる事が分かったので，今後色々な

構造［4］で試す事によって更に実現可能な折

畳み缶の研究を進めたいと考える． 
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図 2 通常缶とダイヤカット缶のモデルと解析結果 

ダイヤカット缶（節点7157,要素数7084） 

 

 

通常缶（節点7157,要素数7084） 
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図 3 折畳み缶 1と折畳み缶 2 のモデルと解析結果 
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Development of digital technology to eliminate the unnaturalness of 

fanning two-dimensional photographs and paintings 
 
   山崎 桂子1, ディアゴ ルイス1, 萩原 一郎1, 
     1明治大学 

     e-mail: keyyamazaki@meiji.ac.jp 

 
1  概要 
 扇は開いた時には放射状に広がり上下で収

縮率の違う蛇腹構造となるため，山谷で折り上

げられた各面は歪んだ曲面となる．従って，立

体である扇上で円を表示するにはその元の平

面扇絵で歪みを予見した形状で描画する工夫

が必要であり，葛飾北斎ら江戸時代に扇を手掛

けた絵師たちは，この工夫を施したと推測され

る扇の作品を多く遺している[1]．ところが，現

在市販されている扇は歪みの発生を配慮せず，

平面画として描かれた浮世絵や絵画や写真を

そのまま扇型に印刷し折上げてしまっている． 

 こうした不自然な描画の扇を通常のものす

ることが続く現在，江戸時代に葛飾北斎らが精

魂込めて築き上げた扇の「扇の特性を顧慮した

技法を駆使した本質的な魅力」が見過ごされて

しまう状況にある． 

 著者らは江戸時代の絵師が築き上げた描画

法を数理的に説明するために扇のデジタルモ

デルを作成した[2]．これを浮世絵等，元は平面

画として作成された作品に適用し，その効果を

議論する. 

 

2  折り畳み扇のデジタルモデル 
 扇は，平面図である扇絵を等間隔に折り，骨

を挿して扇に仕立てる．日本で発展した伝統的

な扇は，扇絵作成における円弧の原点と，折り

上げ後の円弧の中心点である扇の要の中心点

は同一ではない．このため，扇は開いた時には

放射状に広がり，上下で収縮率の違う蛇腹構造

となるため，山谷で折り上げられた各面はゆが

んだ曲面となる．筆者らは，十一本の骨の扇を

モデルとし，扇絵を図1のように，山折及び谷

折の折線ごとの二十一からなるセクションに

分け，それぞれのセクション毎に変換式を求め

た． 

筆者らは，図2の通り，原点Oと要の中心点

O’の距離をCとし， (1) C>0 すなわち扇骨が

短い扇に仕立てる場合，各セクションの上辺は

強く引っ張られるものの元の長さを超えて伸

びることはないため元の長さのままで変形せ

ず，(2) C<0 すなわち扇骨が長い扇に仕立てる

場合も同様に各セクションの下辺は元の長さ

のままで変形せず，（1）及び（2）いずれの場

合においても各セクション上の全ての点は，扇

の開く方向に同じ収縮率で圧縮され，折り上げ

後も平面状のセクション上に変換される，と仮

定して近似的な扇の折上げ後の姿を求めた．具

体的な数式については論文[2],[3]に記載してあ

る． 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

  
 
Fig. 3 XY projection view of the folded fan 

models shows different shapes 
depending the value of C. 

 
Fig. 1 The plane view of the fan face with 21 

section before folding. 

 
Fig. 2 XY projection view of the fan face which 

is folded and fixed to the bones whose 
length is smaller than the length H by 
the length C. 
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変換式を長さが異なる扇骨で仕立てた九種類

の扇のモデルに適用する．扇の上辺から要の中

心点までの長さを 115mm から 235mm まで 15mm

毎に変えて仕立てる．この時，扇絵作成におけ

る円弧の原点と要の中心点との距離 C も 15mm

ずつ－60mm から 60mmの間で変化する．なお，

変数C以外の変数は，A=20mm，H=175mm，B=100mm，

θ=8°のモデルとする． 

図 3 に九種類の扇骨の長さで扇に仕立てた扇

面を，z軸方向からの視点で重ねて示している．

C=0 ㎜の扇を中心として，C の値が大きくなっ

てゆくほど扇面下辺が収縮してゆき，C の値が

マイナスに減ってゆくほど扇面上辺が収縮し

てゆく様子がこの図からも確認できる． 

  
3  デジタルモデルの浮世絵への適用 
葛飾北斎の作品の中でも，富岳百景を扇にプ

リントした商品は人気であり土産品などとし

て出回っている．市販の商品はこれらの浮世絵

の一部分を扇型に切り出し，扇として仕立てる．

図4の通り，富岳百景の「赤富士」を市販品と

同じように扇型に切り出し，扇骨の長さを長い

もので仕立てる．図4(b)扇は元の浮世絵から歪

んだ画像の浮世絵となっている．これに対して

原画図 4 (a)に作成する扇の形に合わせたテン

プレートを重ね合わせ，モデルの式を逆算的に

適用して図4(d)の扇型の平面描画を求め，これ

を折り上げて図 4(e)の通り原画の表現を保つ

扇を得ることができる． 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

この例のように，既存の製品の扇に過去の偉

大な浮世絵作品をプリントするものが多くみ

られるが，完成品の扇の表面画像にはこのよう

な大きな歪みを生じさせていることが明らか

にわかる．お土産品などの気軽なアイテムだか

らという理由で今まで広く受け入れられてい

るが，過去の浮世絵師らの偉業を鑑みるにあた

り，日本文化の継承・世界への発信においては

大いに検討されるべき事項であると考える．そ

のために，扇の表面画像の歪みについて感覚論

での議論ではなく，数理的な説明が重要な役割

を果たすと考える． 

 

4  結   語 
 扇の構造を考慮したデジタルモデルを用い

て，既存の浮世絵など平面画を扇にする際にそ

の絵画的表現が歪んでいることを示した上で，

その歪みのない扇を作成する試みを行った．元

来平面画として描かれた浮世絵を扇に仕立て

ることへの是非は文化的な分野での議論とな

るところであろうが，写真を含めた元々平面で

の鑑賞が意図されたものも，扇特有の歪みを考

慮することで，元の画像と比べても違和感のな

い美しい扇に仕立てられることが確認できた． 
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折紙構造を可能とする部分加熱捩じり加工法の特徴 
 
   楊 陽1, 趙 希禄2, 萩原 一郎1 
     1明治大学, 2埼玉工業大学 

     e-mail: piscesyy0227@gmail.com 

 

1  概要 
 自動車のエネルギー吸収材は，衝突時運動エ

ネルギーを吸収し，乗員の安全を確保すること

が求められている．エネルギー吸収材として蛇

腹折など一交点 4 折構造，反転螺旋折紙構造

(Reversed Spiral Origami Structure ; RSO) [1]

や反転捩じり折紙構造（Reversed Torsion Origami 

structure: RTO）などの一交点 6折構造[2]，半

割・本割構造などの準折紙構造[3]などで検討

されている．このうち，大学の研究室などで安

価に製造できるのはRTOを製造する部分加熱捩

じり加工法である．本報ではこの製法による

RTOの成形の特徴について議論する． 

 

2  部分加熱捩じり加工法により RTO の成
形 
 図 1に示す部分加熱捩じり加工法では，正方

形断面の角パイプに対し軸方向に沿って段に

分け角パイプの両端に固定治具を設け，片方の

端部を完全固定にして，もう一つの端部を回転

できるようにする．左から右へ示すように，一

段の長さに対応する部分だけに高周波誘導

（Induction Heating; IH）加熱してから，回

転端を回転させる．角パイプ素材の加熱部分に

対するねじり塑性成形の抵抗力が比較的小さ

くなることを利用して，その加熱される部分だ

けをねじり塑性変形させる．その後，冷却して

から，IH加熱コイルを一段分ずらして，各段を

順番に部分加熱ねじり変形させる．その結果，

図 1の右端に示すような RTO構造が得られる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
3  シミュレーション 
 図 2 に示すように，部分加熱捩じり加工法に

よる成形過程を有限要素法シミュレーション

で再現する．使用する角パイプ素材の長さ

1090.75mm，板厚 2.3mm，辺長は 90mmとする．

成形解析に使う材料は軟鋼材とする．ここでは，

汎用ソフトウェアLS-DYNAを使いRTOの部分加

熱ねじり成形過程を解析する．四角形アイソパ

ラメトリックシェル要素を使用し要素数は

17504 で，節点数は 17725，毎回の部分加熱ね

じり変形の長さは断面辺長と同じ90.75mmであ

る．成形パイプに対する IH 部分加熱の温度に

ついては，軟鋼材の熱間塑性加工特性[4]，部

分加熱ねじり予備試作結果および実際に使用

する IH 加熱器の最大加熱温度を参考にして，

本研究における部分加熱温度は 950℃としてい

る．角パイプ素材の一端を固定治具で締め付け，

他端の固定治具を使い角パイプを回転させる

これらの固定治具の長さは 50mmである．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

RTO 

図 1 部分加熱捩じり加工法  

 

図 2 (a) 角パイプ素材；(b)解析モデル 

(b) 

50mm固定部分 

90.75mm加熱部分 

50mm回転部分 

(a) 
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4  検討 
 ねじり角度は 5 度で 10 段部分加熱ねじり成

形解析を行い得られた解析結果を図 3 に示す．

青い点線で囲まれた部分は各成形ステップで

の成形部分である．図 4は成形した RTOの板厚

分布を示す．赤い部分は板厚が厚く，青い部分

は板厚が薄いことを示す．その結果，最大板厚

は 2.30028mm，最小板厚は 2.29307mmとなり，

元の板厚 2.3mmより全て 0.24%以内の板厚変化

を示している．板厚の分布は非常に均一である

ことを示している．次に，板厚 1.2mmのモデル

で同様な部分加熱成形解析を行う．その結果，

最大板厚は 1.21mm，最小板厚は 1.19mmとなり，

元の板厚 1.2mmより全て 0.83%以内の板厚変化

を示している．よって，部分加熱ねじり加工法

の成形過程において安定的に塑性成形できる

ことが示されている．但し，図 5は成形した捩

じれ角度 5度の板厚 2.3mmRTOと板厚 1.2mmRTO

の形状比較である．同図(a)黄色線で囲まれた

部分と比べて，加熱温度は一定条件で，角パイ

プ素材の板厚が小さくなると，同図(b)の RTO

形状の側面に沿って折線周辺に大きな曲面が

出た． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5  まとめ 
 本研究では、反転螺旋折紙構造を近似し得る，

反転捩じり折紙構造を提案した．この構造の成

形方法を復習し，反転捩じり折紙構造の成形特

性を検討した． 

 1) 単純ねじり塑性変形だけで成形するため，

得られる成形品の板厚はほとんど元の板厚と

変わらなく，安定的に成形できることを示した． 

 2) 求めるRTOの捩じれ角度と段長が一定で，

加熱温度は同じ条件で，角パイプ素材の板厚の

変化は成形したRTO形状に明らかな影響を与え

ることを示した．これに対し，今後，加熱温度

と板厚と関係について続けて検討する． 

謝辞 本研究は，明治大学 MIMS数理科学共同

研究プロジェクトの援助を受けてなされた．こ

こに記して謝意を表す． 
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形状比較 

(a) (b) 

図 4 板厚分布 
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曲率半径を変更した円筒ハニカム構造のせん断弾性係数の評価 
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1  序論 
 ハニカム構造は六角形セルの密接集合体の

ことで軽量でありながら強度と剛性が優れて

いる．この構造を円筒型に応用した円筒ハニカ

ム構造の幾何学的なデザインが開発された[1].

しかし，一般的な平板ハニカム構造に比べ，こ

の構造は力学的特性が明らかでない点が多い．

そこで本研究では有限要素法の静解析を用い

て，曲率半径を変更した円筒ハニカム構造と平

板ハニカム構造のせん断弾性係数を比較する

ことで，円筒ハニカム構造の曲率半径とせん断

弾性係数の関係を評価することを目的とする．

解析にはハニカム構造の材料として一般的な

アルミニウム合金を使用する． 

 

2  平板ハニカム構造 
 平板ハニカム構造のコア形状を定義するた

めの設計変数を図 1 に示す．コアサイズ𝑙を 5 

mm，コア高さℎを 20 mm, コア壁の厚み𝑡を 0.25 

mmとした．また，コア数を定めることで全体の

大きさが決まり，本研究ではコア数を 53 とし

た． 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 平板ハニカム構造の解析モデル 

 

この構造の下部を単純支持，上部に 5mmの変位

を与えることで面内せん断変形させた．解析か

ら求まる反力𝐹と平板ハニカム構造の上部の面

積𝑆からせん断応力𝜏，変位∆𝑦とコア高さℎから

せん断ひずみ𝛾を求める．また，フックの法則を

用いて平板ハニカム構造のせん断弾性係数𝐺の

解析値を求める．以下に定義式を示す． 

𝜏 = 𝐹 𝑆⁄ (1) 
𝛾 = ∆𝑦 ℎ⁄ (2) 
𝐺 = 𝜏 𝛾⁄ (3) 

一方，正六角形セルの平板ハニカム構造のせん

断弾性係数の理論値は式(4)で求まる[2]．ここ

で𝐺𝑋，𝐺𝑌は面内方向のせん断弾性係数であり，

𝐺𝑆は材料のせん断弾性係数である． 
𝐺𝑋 𝐺𝑆 = 𝐺𝑌 𝐺𝑆⁄ = 0.577 ∙ (𝑡 𝑙⁄ )⁄ (4) 

式(4)から求めた理論値と解析値を表 1に示す.

誤差が 5%以下であったため解析精度はおおよ

そ妥当であるといえる． 

 

表 1 平板ハニカム構造のせん断弾性係数 

理論値[MPa] 解析値[MPa] 

770 732 

 

 

3  円筒ハニカム構造 
 図2に円筒ハニカム構造の解析モデルを示す．

本研究では，円筒の一部分のみを使用する．平

板ハニカム構造の設計変数に加え，図に示した

角度𝜃を定義することで円筒ハニカム構造の形

状が定まり，曲率半径𝑅を求まる．平板ハニカ

ム構造と比較するため，コアサイズ𝑙を 5mm，コ

ア高さℎを 20mm，コア壁の厚み𝑡を 0.25mm，コ

ア数を 53とする．また，角度𝜃を変化させ全 6

モデルを作成する.各モデルの角度𝜃及び曲率

半径𝑅を以下の表 2にまとめる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   図 2 円筒ハニカム構造の解析モデル 
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表 2 各モデルの角度𝜃及び曲率半径𝑅 

モデル 角度𝜃[°] 曲率半径𝑅[mm] 

1 12 35.7 

2 8 53.7 

3 6 71.6 

4 1 429.7 

5 0.4 1074.3 

6 0.2 2148.6 

 

 各モデルの内周部分を単純支持，外周部分に

円周方向に 5mmの変位を与えた．ただし，円筒

ハニカム構造では外周部分と内周部分で相対

変位が一致しない．外周部分の変位によって生

じた回転角を𝛼[rad]とすると𝛼 ∙ 𝑅 = 5 mm であ

る.内周部分の変位∆𝑦′は式(5)で表される. 

∆𝑦′ = (𝑅 − ℎ) ∙ 𝛼 = (𝑅 − ℎ) ∙ 5 𝑅⁄ (5) 

 したがって，外周部分の変位を 5 mm，内周部

分の変位は式(5)を用いて算出した値を用い，

面積𝑆も外周部分，内周部分それぞれの値を用

いて式(1)～(3)から各モデルのせん断弾性係

数を求めた． 

 

4  解析結果 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3 曲率半径を変更した円筒ハニカム構造の

せん断弾性係数 

 

図 3 に解析結果を示す．曲率半径𝑅が増加す

るほど円筒ハニカム構造の内周部分のせん断

弾性係数は減少し，逆に外周部分のせん断弾性

係数は増加していき，どちらも平板ハニカム構

造のせん断弾性係数の解析値に近づくことが

わかった．円筒ハニカム構造は外周部分が正六

角形のコア形状となるように設計し，内周部分

に近づくにつれてコアが小さくなっているた

め，せん断に対して強い箇所と弱いと箇所が存

在し，平板ハニカム構造のように一定のせん断

弾性係数にならなかった．したがって，円筒ハ

ニカム構造はせん断弾性係数の低い外周部分

からせん断し始めると考えられるので，外周部

分と同じコア寸法を持つ平板ハニカム構造に

比べ，せん断変形に対して弱い構造だといえる．

ただし，内周部分は平板ハニカム構造よりもせ

ん断に対して強い． 

 

5  結論  

有限要素法静解析により，曲率半径を変更し

た円筒ハニカム構造と平板ハニカム構造のせ

ん断弾性係数を比較評価した結果，曲率半径が

増加すると円筒ハニカム構造のせん断弾性係

数は外周部分では減少し，内周部分では増加し

ていき，平板ハニカム構造の解析値に近づくこ

とがわかった．また，せん断変形に対して円筒

ハニカム構造の外周部分は平板ハニカム構造

よりも弱い構造であることがわかった． 

 

6  今後の展望 
 本研究では有限要素法による静解析によっ

て円筒ハニカム構造のせん断弾性係数を評価

したがこの解析結果に加え，実際に実験を行う

ことができればより正確な結果が得られるは

ずである．また，今回の解析結果を踏まえてよ

りせん断変形に対して強い円筒ハニカム構造

の形状を考えていきたい． 
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立方体の表面の最小跡と最遠点写像

山岸 義和 1, 大福 優介 1

1龍谷大学 先端理工学部
e-mail : yg@rins.ryukoku.ac.jp

1 はじめに

三辺の長さが 1×1×k の直方体の表面 S に
おいて、測地線の長さによる距離を d とする。
表面上の点 p ∈ S から最も遠い点を ϕ(p) とす
る。p が直方体の頂点のときに ϕ(p) を求める
問題は、「小谷の蟻の問題」とよばれる [1, 2]。
写像 ϕ は区分的な有理写像であり、厳密には
多価写像である。ϕ を力学系として考える。す
なわち、ϕ0(p) = p, ϕn+1(p) = ϕ(ϕn(p)) とし
て、軌道 {ϕn(p) | n ∈ Z≥0} の集積点および

lim
n→∞

d(ϕ(ϕn(p)), ϕn(p))

を考える。

2 最遠点写像の力学系

p からの最短経路が二つ以上あるような点
全体の集合の閉包を、p に関する最小跡 (cut

locus)と呼ぶ。最小跡で直方体を切り開いて展
開することを起点展開 (source unfolding)とい
う。
S 上では、点 p の対蹠点 (いわゆる地球の反

対側の点) ι(p)が定義できる。ι2 = id, ιϕ = ϕι,

ϕ2 = (ιϕ)2 などが成立つ。
直方体の8つの頂点のうち4つの座標を (0, 0, 0),

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0,−k) で与える。S の底
面および天面について鏡映の自己同型群を考え
ると、八点 (a, b, 0), (1− a, b, 0), (a, 1− b), (1−
a, 1−b), (a, b,−k), (1−a, b,−k), (a, 1−b,−k), (1−
a, 1 − b,−k) はこの鏡映群で互いに映り合う
同値類を作る。底面および天面上の点 p と点
(a, b, 0) (0 ≤ a ≤ b ≤ 1− a) が同じ同値類に属
するとき、π(p) = (a, b), π1(p) = a, π2(p) = b

とおく。
いま p が底面の正方形の上にある場合だけ

を考え、対称性を考慮して

p = (a, 1− b,−k), 0 ≤ a ≤ b ≤ 1/2 (1)

と仮定すると、天面の正方形における最小跡
は、xy平面上の 8点 p0 = (a, b− k − 1), p1 =

(−b+ k+ 2, a− 1), p2 = (−a+ k+ 2,−b+ 1),

p3 = (b + k + 1,−a + 2), p4 = (a, b + k + 1),

(a)

(b)

図 1. 直方体の最小跡。基点 p = (0.2, 0.4,−k)。最小跡
は図中の八点のボロノイ分割として与えられる。p の対
蹠点 (中央の黒点)はボロノイ辺上にある。p の最遠点は、
このボロノイ辺の端点。(a) k = 2. (b) k = 1.1.

p5 = (−b, a + k + 1), p6 = (−a − k,−b + 1),

p7 = (b − 1,−a − k) によるボロノイ分割の境
界として得られる (図 1)。

Observation 1 (1)のとき、 ι(p)は pの最小
跡の上にある。最遠点 ϕ(p) は、ι(p) の属する
ボロノイ辺の端点 (の一方)である。

平面の三点 α, β, γ が作る三角形 △ の外心
を O(α, β, γ) で表す。i, j, l ∈ {0, 1, . . . , 7} に
対して Oijl(p) = O(pi, pj , pl) とおく。0 < k ≤
(−1+

√
17)/4 = 0.780 . . . のときϕ(p) = O026(p),
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(−1 +
√

17)/4 < k ≤ 1 のとき ϕ(p) = O026(p),

O267(p), 1 < k ≤ 1.5 のとき ϕ(p) = O026(p),

O267(p), O367(p), 1.5 < kのときϕ(p) = O026(p),

O267(p), O367(p), O357(p) である。

Observation 2 ϕ(p) = O026(p) のとき、

π1(p) = π1(O026(p)), π2(p) > π2(O026(p))

が成立つ。(ϕ(p) = O267(p) の場合も同様。)

ϕ(p) = O367(p) のとき、

(π2 − π1)(p) = (π2 − π1)(O367(p)),

π2(p) < π2(O367(p))

が成立つ。(π2(p) = O357(p) の場合も同様。)

軌道 {ϕ2n(p)}n は直線上を単調に収束する。
ϕ2 の力学系の集積点集合 Λ = Λ(k) (図 2) は、
ϕ2 の不動点集合と一致する。天面の正方形上
に Λ(k)を描くと、k > 1のとき Λ(k)は分岐点
α0 = (t0, t0, 0), t0 = (1− k+

√
k2 − 1)/2 をも

つ。α0 は正方形の面上で 3つの方向に安定多様
体をもつ。α0, ϕ(α0)は、直方体の表面上で互い
に最も遠い二点を与える。k > 3/2のとき Λ(k)

はさらに分岐点 α1 = (1−k+
√
k2 − 2)/2, 1/2)

をもつ。α1 は 2つの方向に安定多様体をもち、
1つの方向に ‘中心多様体 (center manifold)’を
もつ。

参考文献

[1] 小谷善行, 数学パズルチャレンジ超問
120, ニュートンプレス, 2014.
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図 2. 直方体の天面および底面の正方形面における最遠点
写像の不動点の集合。対角線上の分岐点 (t0, t0) は最も遠
い二点を与える。(a) k = 2, t0 = (−1+

√
3)/2 = 0.366.

(b) k = 1.1, t0 = 0.179.
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薄板の曲げ変形による曲線折り紙の形状決定手法に関する基礎的研究 
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1  概要 

 折り紙は、畳み込みが可能である点や特徴的

な力学性能から、建築構造分野への応用が期待

されている[1,2]。特に、曲線の折り目を使用する

曲線折り紙は、平面ではなく弯曲した可展面で

構成されるため、有機的なデザインの実現が可

能であることが近年注目を集めている[3,4]。 

しかし、意匠的または数学的に得られた形状

が力学上合理的な設計となっているかどうか

は、既往の研究では明らかにされていない。特

に薄い板材料を考慮すると、設定された折り目

パターンから、目的形状に達するまでに複雑な

外力が必要な場合は、構造体として成り立つ形

状を作成し、利用することが困難である。可能

な案の一つとして、重力のような簡易に載荷で

きる力を駆動力とした曲げ変形の利用が考え

られる。さらに、薄い板材を曲げることで生じ

る弾性変形から、幾何剛性の活用も可能となる。

ここで、如何に構造の曲げ変形で釣り合うと同

時に、目的形状に近い曲線折り紙の形状を作成

するかが重要な課題となる。 

本研究は、建築構造への応用に着目し、曲げ

変形させた薄板で曲線折り紙の形状を創るこ

とを目指し、曲線折りの建築構造への応用の可

能性を探る。遺伝的アルゴリズム（GA）を用い

た最適化手法に基づき、Non-Uniform Rational 

B-Spline（NURBS）曲線により意匠デザインに

近い形状を形成できる曲線折り目の決定手法

を提案する。 

2  薄板の曲げ変形 

本研究では、三角形メッシュを用いて面材を

シェル要素に離散し、有限要素法により外力下

の構造の変位を求める。 

2.１ 数値モデル 

建築の分野では、近年NURBS 曲線を用いた

立体的な形状の設計が数多く行われている。こ

こで、平面に展開した状態の折り目曲線は、同

一平面内にある制御点の座標 𝒙により𝑐(𝒙)と定

義できる。 

理想的な折り目は滑らかな曲線であるが、建

築分野への応用を考慮し、折り目部分を一定の

幅を持つ薄い板材料と仮定する（図 1）。また、

折れ目両側の面材より厚みを小さく設定する

ことで、折り目付近では局部的に急な曲げ変形

が想定できる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図１ 数値モデル 

2.2 構造計算 

 適切に設定した境界条件𝑩(𝒙) = 0の下で、シ

ェル要素の剛性マトリクス𝑲より、変位𝒅と外

力𝒇の関係を 

𝑲𝑖𝒅𝑖 = 𝒇𝑖              (1) 

のように表すことができる。ここでは、大きな

曲げ変形を追跡するため、𝑛ステップに分割し

た上、幾何学非線形を考慮した弧長法で数値計

算を行う。ここに、( )𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑛)は第 𝑖ス

テップを表し、座標は 

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝒅𝑖            (2) 

に更新されるため、最終の構造形状 𝑠(𝒙𝑓)は 

𝒙𝑓 = 𝒙1 + ∑ 𝒅𝑖
𝑛
𝑖=1        (3) 

で表すことができる。尚、本研究では簡単の

ため材料非線形は考慮していない。 

3  最適化手法 

本研究では、可能な限り目標の設計形状

 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡に近い𝑠(𝒙𝑓)を創出できる折り目の曲線

 𝑐(𝒙𝑜𝑝𝑡)を如何に決定するか、が核心的な問題

となる。 

可能な解決案として、まずは任意に初期の曲

線𝑐(𝒙0)を仮定し、適切な制御点の摂動 ∆𝒙を与

えることで、最適解 

𝑐(𝒙) 

シェル要素 変形後 幾何形状 
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 𝒙𝑜𝑝𝑡 = 𝒙0 + ∆𝒙           (4) 

が得られるまで調整する。ここに、( )0は初期

の個体を表す。また、各個体において、構造計

算を用いて得られた形状𝑠(𝒙𝑓)と目的形状

 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡の差により、一般化誤差関数𝑅を定義し、

目標の設計形状との近似度合いを評価する。 

このように、曲線折り紙を薄板構造の一種と

考え、折り目曲線の探索問題は 

Find         𝑐(𝒙)  

to minimize  𝑅(𝑠(𝒙𝑓),  𝑠𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡), 

Subject to    𝑩(𝒙) = 0               (5) 

の最適化問題に帰着できる。 

本研究では、GA を用いて式(5)の最適解を求

める（図 2）。GA はHolland によって 1975 年

に提案され、生物進化のメカニズムである選択

淘汰や突然変異を模擬した確率的な探索手法

である。単純な操作の繰り返しにより数値的に

求めることができるのが特徴であり、人間の直

観的な考えでは思いつかないような最適解近

傍にたどり着く可能性がある。 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2 最適化の流れ 

4  計算例 

 簡単な例として、高所にあるA、B 点を結ぶ

歩道橋の設計を想定し、本手法の流れを示す。

目的形状となる 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡は２本の円弧を繋いだ

曲線である（図 3）。 

 矩形で示す部分を板材料の領域と定義した。

5 つの制御点で定義したNURBS曲線を初期形 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3 目的形状 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4  𝑐(𝒙𝑜𝑝𝑡)と最終形状𝑠(𝒙𝑓) 

状として探索を始め、本手法で得られた最適解

𝑐(𝒙𝑜𝑝𝑡)にたどり着いた（図 4）。構造解析で得

られた薄板は、折れ線付近が 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡とほぼ重な

る形状となった。  

5  まとめ 

本研究では、建築構造への応用に着目し、意

匠デザインに近い形状を形成できる曲線折り

目の探索手法を提案した。GA を用いた最適化

手法に基づき、NURBS 曲線により薄板の弯曲

により曲線折り紙の形状を創ることができた。 

今後の課題として、得られた形状を薄板構造

として利用する際の力学性能の検証が必要と

なってくる。また、本手法を三次元立体形状へ

の応用、計算の高速化などが挙げられる。 
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回転対称なWaterbomb Tessellationによる波状曲面
— 一般展開図における安定性解析 —

今田 凜輝 1, 舘 知宏 1

1東京大学大学院総合文化研究科
e-mail : r-imada@g.ecc.u-tokyo.ac.jp

1 はじめに
折紙パターンのWaterbomb Tessellationを

円筒状にしたWaterbomb Tubeは,その折り状
態が波状の曲面になり得ることが知られている
[1, 2]. 著者らは,Waterbomb Tubeの離散力学
系モデル (2項参照)の解析による,その挙動の
数理的解明を目指している. 著者らの先行研究
では,波状曲面を生み出す数理構造として,特定
展開図下での力学系モデルにおいて準周期解の
存在を証明した [3]. しかし,一般化した展開図
によるWaterbomb Tubeの挙動,また波状曲面
になり得るための条件は不明であった. 本研究
では,一般展開図における安定性解析を通じて
得られた,展開図とWaterbomb Tubeの挙動の
関係について述べる.

2 Waterbomb Tubeの力学系モデル
一般展開図のWaterbomb Tubeは図 1に示

す,パラメータα ∈ (0, 90◦)と β ∈ (0, 180◦−α)

で定義されるモジュールをN ∈ Z>2個フープ
状につなぎ,それらを軸方向にM ∈ Z>0 個つ
ないで構成する. ここで,各モジュールの折り
状態について中央の山折り線に対する鏡映対称
性を仮定し,2変数 (x, y) ∈ P ≡ (0, sinα)2で表
す (図 1左). さらに,回転対称性の仮定から,m

番目のフープのモジュール状態を (xm, ym)と
して表す. このとき,一つのモジュールの端部
の状態から,3 球の交差によって次のモジュー
ルの状態を一意に求めることができる.すなわ

図 1. Waterbomb Tubeのモジュール (左),全体形状 (右)

図 2. 系 (1)の相図例. 準周期解の存在範囲を形成するサ
ドルの安定/不安定多様体をそれぞれ青/赤色で示した.

ち,xm+1, ym+1は xm, ymの関数として,

xm+1 = f(xm, ym), ym+1 = g(xm, ym) (1)

と書ける. 式 (1)がWaterbomb Tubeの挙動を
支配する2次元離散力学系であり,関数f, gは展
開図パラメータのうちα, β,Nに依存し,幾何的
に導出できる. ある初期値 (x0, y0)に対し系 (1)

を反復適用して得られる数列 (xm, ym)m=0,...,M−1

は,全ての項が P に属するならば,Waterbomb

Tubeのある折り状態に対応づけられる. (α, β,N) =

(45◦, 37◦, 12)において,異なる初期値による数
列をパラメータ空間 P 上にプロットしたもの
(相図)を,図 2に示す.

図 2で用いた系は,f(w,w) = g(w,w) = wと
なる対称不動点 (w,w) ∈ P を二つ持ち,それ
ぞれの安定性を解析すると不安定 (saddle),中
立安定 (center)であることがわかる. これら
はどちらも同一折り状態が連続する円柱状曲面
(図 2左上,上下)をなす. さらに,centerな不動
点周りには同心円状に “準周期解”が存在して
おり,前述の波状曲面は,これら準周期解に対応
する折り状態である [3](図 2左上,中央).
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図 3. (α,N) = (45◦, 12) (赤),(α,N) = (65◦, 12) (青)とした時の分岐図

3 一般展開図における安定性解析
本研究では, 一般展開図によるWaterbomb

Tubeの挙動を明らかにするために,展開図パラ
メータの値を変え,各展開図において系 (1)の
対称不動点を求め,その安定性解析を行う. 特
に中立安定な不動点を持つパラメータ値,すな
わち波状曲面になり得ると予想される展開図の
特徴づけを図る.

対称不動点の分岐図を用いて上述の解析結果
を可視化する. 一つの分岐図は α,N の値を固
定し βの値を動かしたときの系 (1)の対称不動
点 (w,w)を数値計算しプロットしたものである
(図 3). ここでは,wを Θ := arcsin (w/(sinα))

∈ (0, 90◦)に再パラメタライズし,(β,Θ)をプロ
ットしている. また,当該対称不動点が center

なら実線,saddleなら点線で示すことで,不動点
の安定性を表す.

図 3では例として (α,N) = (45◦, 12)(赤)と
(65◦, 12)(青)の分岐図を示す. ある βにおける
鉛直線と分岐図との交点は最大3つ存在し,各々
が (α, β,N)における対称不動点を表す. この
β を 0から増加させると saddle,centerが一致
して生成,消滅する値 β∗1 , β

∗
2(saddle-node分岐

点)や,安定性が入れ替わる値 β∗等の臨界値が
存在しうることが分かる. さらに,N の値のみ
固定し,様々な α値を与えて分岐図を作成・観
察することで,その様相が明らかに変化する (β∗

の存在の有無が切り替わる)臨界値α∗(N)が存
在することを発見した (e.g., 45◦ < α∗(12) ≈

60.19◦ < 65◦).

発表においては,α < α∗,α > α∗ のそれぞれ
の場合での分岐図の挙動を説明すると共に,系
(1)が中立安定な対称不動点を持つための条件
を βの臨界値等を用いて述べる. また,より多
くのパラメータ値における分岐図・相図を紹介
し,パラメータ α, βの臨界値の幾何学的な意味
も述べる予定である.
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剛性異方性を持つサンドイッチ材を用いた曲線折紙機構 
 
   武重 日香里1, 小野 勝男1, 安達 瑛翔2, 須藤 海3, 舘 知宏3 
     1株式会社 LIXIL, 2京都大学, 3東京大学 

     e-mail: hikari.takeshige@lixil.com 

 

1  概要 
 折紙の工学的応用は盛んに研究されており、

特に曲線折りは、複雑な曲面形状にフィットし

たり、包み込むような形状の家具や建材への応

用が考えられる。しかし、曲線折紙は曲面の形

状が幾何学的には一意に定まらないため、一自

由度の剛体折紙の様に可動機構として用いる

ことは難しかった。 

本研究では、曲線折紙を 0.5～2 メートル程

度のプロダクトへ応用することを展望し、特定

の直線エレメントに沿ってのみ曲がる剛性異

方性中空構造面材を用いて、曲線折紙でありな

がら「一自由度の剛体折紙」のようにふるまう

ような新規手法を提案する。 

本論では、曲線折紙の幾何学的な原理、剛性

異方性材料の構成方法、材料パラメータの設計

と評価、プロトタイプの提案について報告する。 

 

2  直線エレメントを保った曲線折紙 
 通常の曲線折紙では、曲面では直線エレメン

トの方向とその局所的な曲がり具合の二種類

が変化するため、展開収縮挙動を制御すること

が本質的に困難である。一方、直線エレメント

の 方 向 を 保 っ た ま ま の 連 続 変 形 は

rigid-ruling折り[1]として、研究されており、

特殊な条件を満たしたときのみ、連続変形が可

能であることが知られている。本研究では、任

意プロファイルの柱面に対して、切断と鏡映反

転を繰り返すことで得られる曲線折紙を考え

る。このような曲線折紙は、曲線折りを構成す

るすべての直線エレメントが同一平面と平行

であるならば、一自由度で rigid-ruling 折り

できる。これは、[2]の剛体折り構造を再分割し

てなめらかにしたものと考えることができる。 

 

図 1 曲線折紙の変形の様子 

3  剛性異方性材料の構成 
  曲面変形時に直線エレメントの方向を保つ

ことができる材料として、剛性異方性サンドイ

ッチ材（Anisotropic Sandwich Panel：以下，

ASP）を利用し、これに折り目を施し曲線折紙

を構成することを提案する。ASP は例えば薄い

表面材を持つ段ボールのような、剛性異方性を

もたらす中空コアを有する面材で、波板の直交

方向に自由に曲げられるが、その他の方向の曲

げやねじれに対して、高い剛性を持つことによ

って、曲面の直線エレメント方向（波板の押し

出し方向）が変化しない性質を得る。そのため

通常の曲線折りと異なり一自由度機構となる。 

 

4  材料パラメータの検討 
4.1  断面形状パラメータの影響度評価 

ASPは断面形状によりその構造特性が変化す

るため、断面形状をパラメータ化し、変形させ

たい曲げ方向における曲げ剛性が十分に低く、

それ以外の方向の曲げ変形や、ねじれ変形、面

内変形の剛性が十分に高くなることを目指す。 

このような性能を評価するために、固有値解

析を行った。固有値が低いことはその変形モー

ドの剛性が低いことを示す[3]。 5種の変形モ

ードを対象とし、①設計曲げモード②ねじれモ

ード③直交曲げモード④伸縮⑤面内曲げモー

ドのそれぞれの周波数を  としたとき、

   を剛性比として最大化する

ことを目指す。 

変化させるパラメータは、「表面材の厚み」

「中芯材の厚み」「波高さ」「波ピッチ」「中芯

形状（台形、サイン波）」「表面材の有無（コア

のみ、片段、両面貼り）」「積層数 1～3」とし、

連続量については主に剛性比のログプロット

を取ることにより、次元解析を行った。 

4.2  解析によるパラメータの影響度評価結果 

四つの連続量パラメータに対する次元解析

の結果を表１に示す。ねじれと直交曲げについ

ては、表面材の厚みを薄くすることまたは波高

さを高くすることによって抑制できる一方、伸

縮および面内曲げについては波高さを低くす
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ることによって抑制できる傾向がみられた。例

えば波高さを 倍とし、表面材を 倍とす

れば、ねじれ剛性を 倍、うね方向曲げを

倍、伸縮を 倍あげることが可能であると理

論的には推測できる。 
また、積層数についても、波高さと同様のト

レードオフがあることが分かった。 

表１ 断面パラメータの次元解析結果 

fi/f1のlogプロット傾き

fねじれ/f1 f直交曲げ/f1 f伸縮/f1 f面内曲げ/f1
表面材の厚み -0.57 -0.90 -0.12 -0.12
中芯材の厚み 0.18 0.07 0.05 0.05
波高さ 0.95 1.25 -0.91 -0.93
波ピッチ -0.42 -0.40 - -  

 

4.3  試験体による適正パラメータ検討 

  一自由度曲線折り変形のし易さは、一部に外

力を加えたときに、面全体においてねじれや伸

縮など設計以外の変形を起こしにくいことと

考え、パラメータ適正値検討のための ASP曲げ

追従性評価方法を考案した。ASPを円弧に沿っ

て固定し、そこから一定距離離れた位置の曲率

を計測し、固定円弧の曲率との比である曲率保

持率により評価した。ASP断面パラメータとし

て「中芯材の厚み/表面材の厚み」「波高さ」を

変化させた材に対して評価を行った。 

4.4  試験体による適正パラメータ検討結果 

  各パラメータによる曲率保持率を計測した

結果、中芯材の厚み/表面材の厚みが 5以上に

おいて曲率保持性能 1.0±0.1を確保できるこ

とがわかった。波高さは大きな影響がなかった。 

 

5  構造評価 
5.1  曲線折り適用時の連動性能評価 

  ASPに 2本の平行な曲線折りを施した時の連

動性について、2つの折り角の比である角度保

持率を用いて評価を行った。計測条件は①荷重

をかけない場合の角度保持率、②一方の折り角

を固定した場合の他方折り線の角度剛性、の 2

条件とし、ASP試験体は、3種類の市販面材に

予め設計曲げ変形時に生じる折りを入れてお

くことで曲げ追従性を向上させて使用した。 

5.2  曲線折り適用時の連動性能評価結果 

  計測結果を図２に示す。薄いグラシン片段で

は、①条件の角度保持率が良好であったが、②

②条件の角度剛性は悪化した。中芯材の厚み/

表面材の厚みが最も大きいバネセキソー（日本

セキソー製）では①、②とも角度保持率が高く

維持された。バネセキソーの構造は比較的大き

な荷重がかかることが想定される用途におい

ても適切であると考えられる。 

 

 

 

 

 

 

 
 

図２ 各ASP 材料による角度保持率の比較 

 

6  プロトタイプ製作 
一自由度の曲線折紙機構を用いて、空間の雰

囲気を変えることができる間仕切り壁をイメ

ージしたプロトタイプを製作した。縦横 2ｍの

平面から曲線形状を簡易に作り出したり、変形

調整したりできることが確認された。（図３） 

 

 

 

 

 

 

 
図３ 一自由度の曲線折紙プロトタイプ 

 
謝辞 材料技術指導や試験体製作に協力いた

だいた王子産業資材マネジメントの田口頼幸

氏、朝霧向一郎氏、ならびに、デザイン指導い

ただいたドミノアーキテクツの大野友資氏に

深く御礼申し上げます。 

 

参考文献 
[1] ED Demaine, ML Demaine, DA Huffman, D 

Koschitz, and T Tachi, “Conic Crease 

Patterns with Reflecting Rule Lines”, 

in Origami7: Proceedings of the 7th 

International Meeting on Origami 

Science, Mathematics, and Education, 

2018. 

[2] ET Filipov, GH Paulino, and T Tachi, 
“Origami tubes with reconfigurable 

polygonal cross-sections”, in Proc. R. 

Soc. A 472, 2016. 

[3] ET Filipov, T Tachi, GH Paulino, “Origami 

tubes assembled into stiff, yet reconfigurable 

structures and metamaterials”, in Proc. Natl 

Acad. Sci. 112, 12321–12326, 2015. 

①条件：荷重0、②条件：荷重100-300g 

クラフト片段 
グラシン片段 
バネセキソー 

178



日本応用数理学会 2021 年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7--9)  Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会 

 

 

有限要素法による遮音特性シミュレーション技術の折紙コアへの応用 
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1  概要 
 吸音材として用いられるグラスウールは高

周波で吸音効果があるが，500Hz 以下といった

低周波での効果はほとんど得られない．そのた

め，グラスウールで補えない低周波での遮音特

性が得られる構造について検討すべく，これま

でに開発した有限要素法によるシミュレーシ

ョン手法を垂直なコアが一つ付いた平板（以下，

垂直コア付き平板と称す）モデルの遮音特性の

検討に適用する．2 節では折紙工法により得る

垂直コア付き平板について述べ，3 節では垂直

コア付き平板と等質量条件の平板との遮音特

性の比較を4つの異なるアスペクト比を有す垂

直コア付き平板とで行い，4節では 3節で得ら

れた結果に基づき，周波数範囲（0～500Hz）に

おける遮音特性の最適値を与えるコア形状を

検討する． 

 

2  垂直コア付き平板モデル 
 垂直コア付き平板の形状の一例を図 1(a)に

示す．本稿ではアスペクト比として垂直コアの

高さhに対する底面の一辺の長さa，つまりh/a

と定義する．文献[1]では，鋼板のプレスでの

板厚減少率は 30%程度が成形限界と式を用いて

説明されていることから，同図(a)の底面の一

辺の長さa=65.5mmの場合では，高さhが16.4mm

で板厚減少率は 30％となりアスペクト比 0.25

までがプレスでの可能範囲となる．同図(b)の

コアはアスペクト比 0.56 となり，プレス成形

では得られないものであるが，折紙工法で得る

ことはできる．  

また，垂直コア付き平板を xz 断面で 2 次元

的に見たものを折紙工法で得ることを考える

と，平板に比べて断面形状で高さ aの 2倍の長

さを余分に見積もる必要がある．ここでは平板

と同質量で比較することを考えているので，板

厚を平板より薄くして調整する． 

垂直コア付き平板を製造する方法の一つの

案を示す．図 4(b)のような平板からプレス成形

により作成できない高さの垂直コアについて

は，図 4(c)に示すような展開図から文献[2]で

提案された，シャープ曲げおよび折紙工法に活

用できるプレスによる折線加工を行える低コ

ストで簡便なV型工具を用いるなどして作られ

る．左に示す展開図を折ると，真ん中の中間形

状を経て，右に示すような立体形状が得られる． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3  垂直コア付き平板の等質量条件でのア
スペクト比による遮音特性の比較 
 ここで 100mm 四方，板厚 0.8mm の平板と等質

量条件とした垂直コア付き平板での透過損失

を検討する．このときの透過損失は前報(2)に

倣い，コア底部前 1cmの音圧平均値を境界条件

として入力波と反射波を分離する．検討モデル

としては図2に示すようにプレス成形可能なも

のとして Case (a)を，折紙工法によるものとし

て Case(b)～(d)の計 4通りを検討する． 

 

Case コア底面の1辺の長さ コアの高さ アスペクト比 板厚 

(a) 65.5mm 12.2mm 0.19 0.606mm 

(b) 65.5mm 18.3mm 0.28 0.541mm 

(c) 65.5mm 36.6mm 0.56 0.408mm 

(d) 65.5mm 54.9mm 0.84 0.328mm 

 

 

 

 

 

 

図 1. 垂直コア付き平板の形状モデル 

(a)        (b)          (c)         (d)  

 

 

図 2. 4通りの垂直コア付き平板形状 

(a)              (b) 

(c)  
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4通りのコア付き平板の透過損失を図 3に示

す．500Hz以下ではアスペクト比最大の(d)で顕

著な効果がある. (b)や(c)もピークは現れない

が 500Hz以下でも効果が得られており，これは

次のように, コアがあることによる集音効果

が低周波域で得られるためといえる． 

 

4  等質量条件で垂直コア付き平板の透過
損失を最適化するコア高さの検討 
 3節の結果により，グラスウールで吸音効果

がほとんど得られない500Hz以下の低周波域で

は，アスペクト比を適切化して垂直コア付き平

板モデルで遮音性能を上げることが得策と考

えられる．軽量化のため，遮音材の重量が抑え

られている場合，コアの高さを高くすると，板

厚は薄く設定することとなる．このコアの高さ

と板厚が等重量下でどのアスペクト比で，

500Hz以下の低周波域で遮音効果が最も得られ

るか最適化検討を行う． 

垂直コア付き平板のコア高さ h（10mm≦h≦

100mm）を設計変数とし，周波数範囲 0～500Hz

における透過損失積分値を目的関数としその

最大化を図る．積分は周波数 5Hz刻みで透過損

失を求め，台形則で 0～500Hzの範囲で面積を

求めて得る (単位 dB)，最適化のフローチャー

トを図 8に示す．このとき，拘束条件として質

量は厚さ 0.8mmの平板と等質量（62.8g）とし，

最適化ソルバーは座標探索法を用い，収束条件

は式(1)とする． 

                                

    (1) 

 

その結果，反復数 23で収束し，設計変数のコ

ア高さ 52.524mm（厚さ 0.25336mm）のときに目

的関数を最大化する．図 4は最適化により得ら

れるコア高さでの垂直コア付平板の遮音特性

を等質量の平板と比較したものである．およそ

150Hz以上の周波数域で遮音特性に有利な差が

出ており，450Hz付近で局所的に最大の遮音効

果が得られることがわかる．図 5はこの 450Hz

での最適化により得られるコア形状での遮音

壁前後の音響管長手方向断面の音圧レベル分

布となる．このとき，遮音壁前後で大きく音圧

レベルに差があることが確認できる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5  結語 
今後は，コア頂部への集音効果を上手く利用

して，吸音材による音圧低減と併用した検討を

し，列車フロアパネルといった実用的な応用が

期待される． 
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図 3. 4通りの形状での透過損失の比較 

図 4. 等質量平板との透過損失の比較 

図 5. 最適化した垂直コア付き平板の音圧分布 
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写真から真の姿を知る「ありのままディスプレイ」の提案
杉原 厚吉 1

1明治大学 研究・知財戦略機構 先端数理科学インスティテュート
e-mail : kokichis@meiji.ac.jp

1 概要
奥行きの誇張された写真から、被写体の真の

姿を復元する手法を提案する。広角レンズで撮
影された写真は実際より奥行きが深く知覚され
るが、撮影自体は光学現象で被写体の姿を忠実
に記録できている。奥行きを誤認するのは、見
る側の錯視である。この錯視を除くためには、
撮影したときのレンズ中心と同じ位置に視点を
置いて写真を眺めればよい [1]。この認識に基
づいて、本手法を開発した。

2 背景
筆者は日常に現れる立体錯視を軽減すること

によって安全な社会づくりを目指している [2]。
その一環として広告写真が商品の姿を正しく伝
えられていない問題を取り上げる。
宣伝に使われる写真には、大きさを誇張した

ものが少なくない。ホテルの予約サイトに掲載
された客室の写真は、実際より広い印象を受け
るなどである。この視覚現象は、撮影の時に広
角レンズを使うために起こる。ただし、悪意を
持って撮影したわけではなくて、単に部屋のよ
り広い範囲を表示したいという目的によるもの
と思われる。部屋を提供する側と利用する側で
は、部屋の真の姿を伝えたいという利害は一致
しているはずだから、技術的問題さえ克服でき
れば、この状況は解消できるであろう。

3 写真の錯視
外の世界は 3次元の広がりを持っているのに

対して、それを撮影した写真は 2次元の情報し
かなく、奥行きが欠落している。写真を見て奥
行きを知覚できるのは、写真から奥行きを読み
取っているのではなくて、脳が勝手に奥行きを
想像した結果にすぎない。その想像が間違うと
錯視が起きる。
写真の錯視が起きる主な要因は二つある。そ

の第 1は、図 1(a)に示すように、写真を見る視
点を固定しても、写真と一致する立体には無限
の可能性があるという奥行きの任意性である。
このうちどれを知覚するかは、脳内での情報処

(a)

(b)

図 1. 写真の錯視の主要因.

理に依存するため、数理的な制御はむつかしい。
第 2の要因は、図 1(b)に示すように、写真を
眺める視点位置が自由に選べるという任意性で
ある。撮影した被写体のありのままの姿を写真
で見たかったら、レンズ中心に視点を置かなけ
ればならない。広角レンズは焦点距離が短いた
め、普通に写真を眺める距離からかけ離れてい
る。これが、奥行きが誇張される理由である。

4 ありのままの姿の復元
写真と、それを撮影したときのレンズ中心位
置が与えられたとする。撮影した場所で見る向
きを変更したとき見えるはずの被写体のありの
ままの姿は、それが写真に写っていれば次の方
法で復元できる。
図 2に示すように、A′を広角レンズで撮影し
た画像とし、撮影時のレンズ中心を Pとする。
Pは紙面の手前の点である。Pから画像面 A′

へ落した垂線の足を原点とする xy座標系を固
定する。同じレンズ位置から標準レンズで撮影
したとき得られるはずの画像フレームを Aと
する。Pを中心にフレーム Aを垂直軸の周り
に α回転し、次に水平軸の周りに β 回転した
結果、フレームCが得られたとする。この時、
xy 座標系が移った先を XY 座標系とする。P

を投影中心としてCを画像面A′へ投影して得
られる領域をC′とする。C上の点 (X,Y )に対
して、Pから見た位置が一致する C′上の点を
(x, y) とする。
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図 2. 視線を変えたときの画像点の対応.

C上の点 (X,Y )に対して、それに対応する
C′ 上の点 は、2次元射影変換に従う。具体的
には、次のように求めることができる。まず、
(X,Y )から、次の式で (X ′, Y ′)を求める。

X ′ =
dX

(d+ Y tanβ) cosβ

Y ′ =
d

(d+ Y tanβ) cosβ
(Y cosβ − d sinβ)

そして、(X ′, Y ′) から、次の式で (x, y)を求め
る。

x =
d

(d+X ′ tanα) cosα
(X ′ cosα− d sinα)

y =
dY ′

(d+X ′ tanα) cosα

ただし、 dは、レンズ中心 Pから画像面A′ま
での距離である。

5 予備的計算実験
上の方法で、与えられた視点が正しい位置と

なるように画像を変換することができる。その
一つの近似として、画像を標準レンズで撮影し
た画像に変換する実験を行った。標準レンズは、
普通に画像を眺める視点位置に近いところにレ
ンズ中心が来ると期待できるレンズである。だ
から、その画像は、特にここから見てほしいと
指定しなくても錯視の少ない画像として眺める
ことができる。
図 3(a)に示すのは、焦点距離 12mmの広角
レンズで撮影した画像である。部屋の奥行きが
誇張されていると同時に、そこに写っているも
のの形もひずんで見える。(b)と (c)は、視線方
向を変えて標準レンズ画像として復元した結果
である。(b)は見る方向を左へ 40度回転した後
に下へ 20度回転した場合であるが、丸いテー

ブルが楕円形ではなくて円形であることが確認
できる。(c)は見る方向を右へ 40度回転した場
合であるが、掲示板の張り紙が、横長ではなく
て縦長であることが確認できる。

(a)

(b) (c)
図 3. 標準画像復元例.

6 おわりに
広告画像で奥行きが誇張されるのは見る側の
錯視であるという認識に基づいて、誇張の無い
ありのままの画像へ変換する方法を提案した。
従来方法と異なり対象の 3次元情報は必要と
しない、視線方向を変更できるなどの特徴があ
る。この技術は、インターネットで商品の外観
を伝える場面などで有効であろう。

謝辞 本研究は、JST A-STEPトライアウト
タイプ（課題番号 JPMJTM20MU）、JSPS科
研費基盤研究（B）（課題番号 21H03530）の援
助を受けている。計算実験には、MIMS-SMP

共同利用計算機を使用した。
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水底地形の作成に関する計測とデータ解析手法および解析結果についての
考察

岩上 聡 1, 爲賀 雅彦 1, 真田 将英 1, 毛利 道明 1, 岩上 義隆 1, 岡本尚己 1, 麻生 良祐 1,

　　神保 秀司 2, 渡辺 雅二 3

1株式会社　アースライズカンパニー，2岡山大学客員研究員，3岡山大学特命教授（研究）
e-mail : watan-m@okayama-u.ac.jp

1 概要

水底地形は，三角形メッシュ上に定義される
区分線形関数で表される曲面で近似されるとす
る。三角形メッシュの各要素を定義域とする一
次関数は，測位データと測深データから得られ
る曲線データに基づく最小二乗近似によって導
かれる。三角形メッシュの各接点における標高
は反復計算によって得られる。

2 研究の背景

平成 30年度７月豪雨と令和元年１０月の台
風 19号とその後の大雨および令和２年 7 月豪
雨は甚大な人的被害と物的被害をもたらした
[1, 2, 3]。前記の例をはじめとする豪雨災害は，
今後気候変動の進行に伴い益々頻発するように
なり，規模も大きくなることが懸念される。し
たがって河川や湖沼および沿岸水域に関する情
報の定期的なアップデートが重要となる。本研
究では，小型船舶を用いた測位と測深による狭
小水域に対する機動的な水底地形データの計測
と解析手法および解析結果について考察する。

3 計測方法と計測結果のデータ処理

測位データの収録には，VRS (Virtual Ref-

erence Station)方式の RTK-GPS (Real Time

Kinematic GPS)を用いた。また，測深データ
の収録には音響測深機を用いた。小型船舶の
船体に固定されたポールの上端にはGPS アン
テナが取り付けられ，また水中のポール下端に
は音響測深機のセンサーが取り付けられた。小
型船舶が対象水域を航行し，測位データと測深
データが収録された。
測位データの緯度ー傾度成分はGauss-Krügel

投影法により xy座標に変換され，xy平面上の
航跡 (ξk, ηk) (k = 1, 2, 3, . . .)が得られた。測深
データを含む鉛直成分と結合されることにより
三次元水底地形データが得られた。すなわち三
次元水底地形データ (ξk, ηk, ζk) (k = 1, 2, 3, . . .)

の z成分，あるいは (ξk, ηk)における標高 ζkは
次の式で表される。

ζk = hk − dk − z0 − L .

ただし，hkを楕円体高，dkを音響測深機から
の出力結果，z0を平均海面高，Lをアンテナの
中心と音響測深機センサーの距離とする。

4 水底地形を表す三角形メッシュ上の区
分線形関数の構成

水底地形は三角形メッシュ上の区分線形関数
で近似的に表される。三角形メッシュはn個の節
点N1 (x1, y1), N2 (x2, y2), . . .Nn (xn, yn)とm

個の要素E1, E2, . . . , Emによって構成されると
する。要素Ekの頂点を (xk,1, yk,1), (xk,2, yk,2),

(xk,3, yk,3) とする。水底地形データ (ξl, ηl, ζl)

(l = 1, 2, 3, . . . , p) の xy 成分 (ξl, ηl) はすべて
要素 Ek に含まれるとする。ただし (ξ1, η1) =

(xk,1, yk,1), (ξ2, η2) = (xk,2, yk,2), (ξ3, η3) =

(xk,3, yk,3)とする。このときEk を定義域とす
る一次関数 z = ax+ by + cの係数 a, b, cの値
は，二乗和

p∑
l=1

[dl − (axl + byl + c)]2

に最小値を与えるものとする。このとき (xk,1, yk,1),

(xk,2, yk,2), (xk,3, yk,3)における標高zk,1, zk,2,zk,3
を zk,l = axk,l + byk,l + c (l = 1, 2, 3)とする。
前述の方法により各要素 Ek に対し三頂点

(xk,1, yk,1), (xk,2, yk,2), (xk,3, yk,3)における標
高zk,1, zk,2,zk,3が得られたとする。節点Nj (xj , yj)

は複数の要素の頂点となり得ることから，Njに
おける標高 zj は一般に xj と yj の多価関数で
ある。そこで節点Nj (xj , yj)における標高は，
Nj を頂点とする要素 Ek に対し (xk,l, yk,l) =

(xj , yj)となる頂点 (xj , yj)における標高 dl の
加重平均とする。あるいはN1, N2, . . . , Nnにお
ける標高d1, d2, . . . , dnは不動点反復によって求
められる [1, 2, 3, 4]。
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5 フィールドデータへの適用

第 4 節に記述された方法は，ある固定され
た三角形メッシュを定義域とする区分線形関数
を求めるため必要となる基本的方法である。一
方，初期に設定された三角形メッシュから要素
分割により三角形メッシュ列を生成し，各三角
形メッシュを定義域とする区分線形関数列を求
める方法も提案された。この方法を岡山県の児
島湖での計測で収録されたフィールドデータへ
の適用結果を示す。
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結晶構造シミュレータの開発について
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1明治大学先端数理科学インスティチュート，2東北大学金属材料研究所，

3物質・材料研究機構　統合型材料開発・情報基盤部門（MaDIS）.

e-mail : masakazu.akiyam@gmail.com

1 研究の目的

新物質の創成は機能材料開発のブレイクス
ルーをもたらすため，我が国でも，国家戦略と
して多数の研究プロジェクトが存在する．この
中で特に重要なことは，いかに効率的に新規の
結晶構造を発見するかということであり，日夜，
多方面からのアプローチが続けられているが，
実験的アプローチのみで，新規構造を探索する
ことは非効率的であり、シミュレーションによ
る指針の提示が望まれている．既に，汎用計算
機上では，分子動力学や第一原理計算を使用し
たシミュレーションは存在するが，それらを使
用できるのはある程度構造の候補があり原子
の種類・数が少ない場合に限られている．数学
的には，結晶構造は有限個の空間群で分類可能
であり，既存の結晶構造の解析ツールではこの
空間群に基づいて構造を分析することができる
が，本研究では，目的1:最初に空間群を与える

のではなく，ユーザーが自由に原子を追加・

操作し新規の結晶構造を構築できるようなシ

ミュレータの開発を目指す．これにより，空間

群の縛りがなくなり，新規結晶構造発見の可能
性が広がると考えられる．
また，これまで発見されている結晶構造の情

報を使用することで，新規結晶構造発見のス
ループットが向上することも考えられる．この
ため，目的2:既知の結晶構造に基づいたデー

タベースを参照しながら，構造の構築・解析

を行えるようなシミュレータの開発も同時に

進めたい．シミュレータの使用者は，結晶構造
を研究する実験研究者だけでなく，これからそ
の分野を志そうとする大学生なども対象とする
ため，特殊なプラットフォーム上でしか動作し
ないものは排除し，目的3:専門知識がなくと

も扱えるほど直感的かつ，特殊なセットアッ

プ等は不要でアクセスができ，高速に動作す

るシミュレータの開発を目指す．

2 研究の方法

まず，目的 3を達成するために，Webアプリ
ケーションとしてのシミュレータ開発を行う．
OpenGL は汎用 PC などのアプリケーション
開発でデファクト・スタンダードであり，描画
ライブラリとして使用されるが，そのWeb版
とも呼べるWebGLはブラウザにおける高速な
3D描画のツールとなりつつある．WebGLは
HTMLや JavaScript言語などからCallできる
が，WebGLの関数系を更に効率的に使用する
ために開発された three.jsを本シミュレータで
は使用する．
また，JavaScriptを使用した，Webアプリ
ケーションでは，コンパイラ型と比較して，そ
の実行速度が遅いことが問題であったが，本シ
ミュレータでは，WebAssemblyと呼ばれる技
術を用い，C言語のネイティブの実行速度を保っ
たまま関数を Callできるように工夫した．
次に目的 2 を達成するために，結晶構造の
データベースを作成した．共著者の桂は，既知
の結晶構造データベースを機械学習モデルによ
り解析し，D1：既知結晶構造の2原子間距離の

確率分布データと，D2：既知結晶構造をDela

unay四面体分割法を用い分類したデータを構

築した．これら２つのデータベースD1，D2を
用いることにより，結晶構造の組み上げのみな
らず，既知構造の解析にも使用することができ
るようなる．
最後に，目的 1の達成では，ユーザフレンド
リーなインターフェース設計が何よりも重要と
なる．共著者の高田はこれまで three.jsを用い
たWebアプリケーション設計と開発をしてき
たが，その経験を活かすことでこれを解決する．
全体を通して，シミュレーターの開発自体は，
秋山と高田で集中的に行うが，実際の使用感な
どのフィードバックを得ることを目的として，
CREST研究課題 ∗1 の材料分野専門家である
チームメンバーに使用してもらいながら開発を
進める．
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3 研究の結果

図 1. シミュレータの動作画面

図 1は，本シミュレータの動作画面をキャプ
チャしたものであり，Chromeなどの標準的な
Webブラウザで誰でも動作できるように設計
されており，目的１を達成しつつある．

図 2. 新規結晶構造の組み上げの様子

図 2は，D1を使用した，新規結晶構造の組
み上げの様子である．D1の確率分布は，ユー
ザーが原子位置をマウスで移動させる度に，図
2(d)のようなウインドウでリアルタイムに表示
される．ユーザーはその情報を基に，図 2(a)の
ように 3次元空間内に３つの原子を置くことが
できる．図 2(b)は図 2(a)に対して，更に一つ
の原子を追加した場合の様子である．この際，
D1のデータベースを自動的に読み込むことで，
3つの原子からの原子間距離の確率が最も高い
ものが，4つ目の原子位置の候補として自動的
に表示されるように工夫した．図 2(c)は図 2(b)

で推奨された原子位置を，ユーザーが意図的に
変更した場合の様子を示す．辺の色が寒色系か
ら暖色系となるが，これは既知構造データベー
ス上で，このような原子配置を持つような確率
が低いことを示している．※D2を使用した例

に関しては，紙面の都合上割愛するが，講演で
は発表予定である．

図 3. シミュレータを使用して作成した結晶構造の例

図 3は，D1を使用した，本シミュレータのデ
モンストレーションであり，既知結晶構造の組
み上げの様子を示したものである．結晶構造と
して，よく知られ材料科学分野で重要とされる
(a)面心立方構造，(b)六方最密構造，(c)ラーベ
ス相の一部などを再現することができている．

4 研究の応用

図 4. シミュレータを使用した網羅的な元素置換

結晶構造のデータベースは，我々が作成した
ものだけでなく，Materials Project などでも
公開されており，誰でも利用可能である．した
がって，公開されているデータを本シミュレー
タにインポートできた方がより使い勝手が良い
ため，この機能も実装した．このインポート機
能を用い，共著者である材料工学者の森戸とと
もに，既知物資の原子を一斉置換することで，
目的 2を達成する機能も実装した．
図 4はNi1.5GeおよびCo1.5GeのGeを他の
原子に一斉置換した様子を示す．詳細は割愛す
るが，既知結晶構造中の原子を置換し，その構
造が未知の構造である場合に，原子間距離が自
然かどうかを辺の色で直感的に識別すること
で，新規物質の候補を網羅的に列挙できるよう
になった．
謝辞 本研究は，JST，CREST，「新規結晶の
大規模探索に基づく革新的機能材料の開発」，
JPMJCR19J1 の支援を受けたものである．∗1
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与えられたアルファベット上の文字列の位相半群における球の体積公式
小谷野 仁 1, 林田 守広 2

1 農研機構農業情報研究センター, 2松江工業高等専門学校電気情報工学科
e-mail : koyanoh317@affrc.go.jp

1 はじめに
Z+,N,及び Rn によってそれぞれ正の整数の
集合, 自然数の集合 (0 を含む), 及び n 次元実
ベクトル空間を表す. 任意の n ∈ Z+, x ∈ Rn,

及び r ∈ N に対して, Rn における超球

Bn,2(x, r) = {y ∈ Rn : ||x− y||2 ≤ r},

||x− y||2 =

{
n∑
i=1

|xi − yi|2
}1/2

の体積は, よく知られた公式

πn/2

Γ(n/2 + 1)
rn

を使って簡単に計算できる. ここで, Γ はガン
マ関数を表す. 通常の L2 ノルムの下でのみな
らず, 一般の Lp ノルムの下での体積の公式も
知られている [2].

アルファベット A = {a1, · · · , ak} から作ら
れる文字列の半群を A∗ によって表す. A∗ 上
には, 拡張 Hamming 距離 (以下 dH′), 最小共
通部分列距離 (以下 dLCS), Levenshtein 距離
(以下 dL), Damerau–Levenshtein 距離 (以下
dDL) など, 編集距離と呼ばれる様々な距離関
数が存在する. A∗ 上の距離関数の集合を D に
よって表す. Rn における超球 Bn,2(x, r)の A∗

における対応物が, k ∈ Z+, d ∈ D, s ∈ A∗, 及
び r ∈ N に対して,

Uk,d(s, r) = {t ∈ A∗ : d(s, t) ≤ r}

によって定義される. Uk,d(s, r)が含む A∗ の元
の数を Uk,d(s, r) の体積と言い, |Uk,d(s, r)| に
よって表すことにする.

A∗ における球 Uk,d(s, r) は 1 つの正則言語
をなすため, その体積は, 離散数学のみならず,

形式言語理論においても研究されてきたが, 現
在のところ, |Uk,d(s, r)| を計算するための公式
は知られていない [1]. 固定された k ∈ Z+, d ∈
D, s ∈ A∗, 及び r ∈ N に対して, Uk,d(s, r) の
体積が必要な場合, それは, コンピューターを
用いた網羅探索によって求めるしかないが, 多

くの場合, これは非常に長い時間を要する. 例
えば, [1] は, 数値実験により, A∗ 上に dL が定
義されている時, |Uk,dL(s, r)| は半径 r に関し
て指数的に増加することを予想している. 本発
表では, アルファベット A = {a1, · · · , ak} の
下でA∗ 上に dH′ と dL が定義されている場合
の |Uk,d(s, r)| の公式と成長速度に関する私達
の研究の結果を報告する. 本発表は [3] に基づ
いている.

2 主要な結果
本発表では, まず, A∗ 上に dH′ が定義されて
いる場合の |Uk,dH′ (s, r)|の公式を述べる. これ
は, 面倒な場合分けの下で複雑な形を持つため,

ここでは省略するが, これから, |Uk,dH′ (s, r)|
は, (i) |s| と r が固定されている時, k に関
して Θ(poly(k)) に属し, (ii) k と r が固定さ
れている時, |s|に関して Θ(poly(|s|)) に属し,

(iii) k と |s| が固定されている時, r に関して
Θ(exp(r)) に属することが分かる.

次に, A∗ 上に dL が定義されている場合の
|Uk,dL(s, r)| の成長速度に関して, 任意の k ∈
Z+, s ∈ A∗, 及び r ∈ N に対して, (1) 1 ≤ r ≤
|s| の時, L1 ≤ |Uk,dL(s, r)| ≤ U1, (2) |s| = 0

かつ |s| < r の時, L2 ≤ |Uk,dL(s, r)| ≤ U2,

及び (3) |s| ≥ 1 かつ |s| < r の時, L3 ≤
|Uk,dL(s, r)| ≤ U2が成り立つ上界と下界 L1, U1,

L2, U2, 及び L3 を具体的に示す. これから,

|Uk,dL(s, r)| は, (i) |s| と r が固定されている
時, k に関して Θ(poly(k)) に属し, (ii) k と r

が固定されている時, |s| に関して Θ(poly(|s|))
に属し, (iii) k と |s| が固定されている時, r に
関して Ω(exp(r)) と O(poly(r)× exp(r)) に属
することが分かる.

最後に, A∗ 上に dLCS , dL, 及び dDL が定義
されている場合に, |Uk,d(s, r)| の真の値と 0.99

以上の確率で等しい推定値を返す効率的な乱択
アルゴリズムを構成する. そうして, このアル
ゴリズムを用いて, A∗ 上に dL が定義されてい
る場合の |Uk,dL(s, r)| に関する数値実験を行っ
た結果を示し, この結果から |Uk,dL(s, r)| の公
式に関して得られた予想を述べる.
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3 まとめ
指数分布の確率密度関数 f(x;λ) = λ exp(−λ

x), x ≥ 0, λ > 0 の基準化定数は, 定積分∫ ∞

0
exp(−λx)dx =

1

λ

から容易に求められた. 一方で, 正規分布の確
率密度関数 f(x;µ, σ2) = 1/(

√
2πσ) exp(−(x−

µ)2/(2σ2)), x ∈ R, µ ∈ R, σ2 > 0 の基準化定
数は, 指数分布のそれほど簡単には求められず,

Gauss 積分の公式∫ ∞

−∞
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
dx =

√
2πσ

を必要とした. A∗ 上にも, [4] によって, パラ
メーター d ∈ D,λ ∈ A∗, 及び ρ > 0 を持つ,

Laplace 様分布と呼ばれるパラメトリックな確
率分布

qd(s;λ, ρ) =
1

(ρ+ 1)|Vd(λ, d(s, λ))|

×
(

ρ

ρ+ 1

)d(s,λ)
, s ∈ A∗

が導入されており, その基準化定数には, A∗ に
おける球面

Vk,d(s, r) = {t ∈ A∗ : d(s, t) = r}

の体積 |Vk,d(s, r)| が現れる. 文字列球の体積
|Uk,d(s, r)| を計算できれば, |Vk,d(s, r)| も計算
でき, この逆ももちろん成り立つ. A∗ 上の
Laplace 様分布の基準化定数を具体的に計算す
る必要性に迫られたことが [5], 本稿で述べた研
究の動機となっている.

A∗ 上に Levenshtein 距離 dL が導入されて
から 50 年以上が経過した. dL は文字列間の距
離として自然なものであるため, ゲノム解析や
自然言語処理など様々な分野で使われてきた.

しかし, それを計算する効率的なアルゴリズム
が見出されるまでに長い時間が掛かったことか
らも知られるように, dL は理論的に扱いやす
いものではない. その理由は, dL が編集操作
として置換の他に挿入と削除を認めることにあ
る. 本研究では, 編集操作として置換のみを認
める Hamming距離を A∗ 全体上の距離として
拡張することにより [4] において導入された拡
張 Hamming 距離 dH′ の下では, |Uk,dH′ (s, r)|
の公式を求められることを示し, 更に, この結

果を利用して, |Uk,dL(s, r)| の成長速度の評価
を与えた. また, |Uk,dL(s, r)| を効率的に計算
する乱択アルゴリズムを構成して数値実験を行
い, 少しではあるが, |Uk,dL(s, r)| の公式の形の
候補を絞った. |Uk,dL(s, r)| を計算する明示公
式についてもう少し考えてみたいと思っている.
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velle méthode pour la détermination
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大規模並列計算による格子の最短ベクトル探索の効率化について
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1東京大学大学院総合文化研究科
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1 概要
格子の最短ベクトル問題に対する効率的なア

ルゴリズムについての研究である。特に大規模
並列計算機を使った効率的な実装を目指してい
る。現在は、sievingと基底簡約を組み合わせた
方法が最も効率的な方法として知られている。
効率的な sievingには巨大な数のベクトルが必
要であり、既存の効率的な実装はCPU間でメ
モリを共有したスレッド並列プログラムを利用
したものになっている。この研究では、大規模
メモリ空間を共有できない環境でのプロセス並
列のアルゴリズムでの効率的な実装を目指して
いる。

2 はじめに
最短ベクトル問題 (Shortest Vector Problem,

SVP) の大規模並列化による効率的なアルゴリ
ズムを構築することが本研究の目標である。n
次元ユークリッド空間において n個の線形独立
な整数ベクトルの基底の整数結合で作られる点
の全体が格子である。格子の各点の位置ベクト
ルを格子ベクトルと呼ぶことにする。正則な n

次元整数行列 (基底行列と呼ぶ)が与えられる
と、その行ベクトル (基底ベクトルと呼ぶ)で
張られる格子を考えることができる。このよう
な格子が与えられた時に、原点以外で原点に最
も近い点を見つける問題が最短ベクトル問題で
ある。SVP は次世代の公開鍵暗号システムで
ある格子暗号の安全性の元になる問題である。

SVP Challengeは、2010年からドイツのダ
ルムシュタット工科大学によって運営されてい
るウェブサイトである。格子の次元ごとの SVP

の問題として、基底行列ファイルが公開されて
いる。一般的に次元が高いほうがゴールベクト
ルを見つけるのが難しくなる。我々のグループ
も 150次元や 152次元などにおいて、サンプリ
ングという手法を用いて、SVP Challengeに当
時の最高次元としてエントリーすることができ
た。現在は、Ducasらのグループにより、GPU

も用いた計算によって 180次元までの解がみつ
かっている。それは基底簡約に sieving を組み

合わせたアルゴリズムである [1, 2]。sievingは、
既知の短いベクトルを足したり引いたりして短
いベクトルを探す手法である。Ducasらはそれ
を次元を下げた部分空間で行うことにより効率
的な探索手法を開発した。われわれが考案した
アルゴリズムは、ファイルシステムを通じて並
列プロセス間で基底をゆるく共有することによ
り協力するものと、MPIIOにより短いベクト
ル集合を共有するものの 2通りある。ここでは
ファイル共有の手法を中心に解説する。

3 基底簡約と評価関数
われわれの提案する格子の最短問題へのアプ
ローチは、基底行列をより簡単なものへと変換
していくという格子基底簡約を用いたもので
ある。Ducas らのグループにより開発された
sievingと基底変換を組み合わせたアルゴリズ
ムも利用している。
基底変換を (何回か)行うことにより、なん
らかの意味でより簡単な基底に変換していくこ
とを基底簡約と呼ぶ。大まかには、直交基底ベ
クトルの長さが短くなる方向に変換することが
基底簡約することになる。直交基底ベクトルと
は、基底行列をグラムシュミットの直交化を施
して得られる行列の列ベクトルのことである。
これは、直交基底ベクトルは整数成分を持つベ
クトルではないので格子ベクトルではないこと
に注意する。基底簡約することにより、良い基
底 (=より簡約された基底)のほうがサンプリン
グ (基底ベクトルらの整数倍の結合により格子
ベクトルを作ること)などによってゴールベク
トルのもとまる確率が高くなることが理論的に
示すことができる。基底簡約によるアプローチ
は、多くのヒューリスティックな SVPの求解ア
ルゴリズムで利用されており、我々のアプロー
チも Ducasらのアプローチも基底簡約を利用
している。
基底のよさを測る評価関数は、基底の shape

の長さ (直交基底ベクトルの自乗長さ)を index

ごとに重みをかけて足し合わせたものを使う。
前の indexのほうが重みが重く、指数関数的に
後ろにいくほど重みが小さくなっていくような
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評価関数を用いている。

(基底の評価値) =
∑
i

Θi(直交基底ベクトルの長さ)

評価関数に加えて、簡約の辞書式順序と呼ぶも
のも利用している。辞書式順序とは、2つの基
底が与えられたときに、shapeの長さを先頭の
indexから比べていって、最初に短くなった方が
小さいとする順序である。基底簡約はかならず
辞書式順序が小さくなる方向に行なっていて、
基底の置き換えも辞書式順序が小さくなる方向
に限って行なっている。それにより、循環する
ことを防いで、計算すれば計算するほど、簡約
が進むように作ってある。

4 提案アルゴリズム
並列プロセス間の協力計算は次のように行

う。各並列プロセスは、それぞれ独自の基底を
メモリ上にもっている。最初のプロセス起動時
には基底は共通であるが、それぞれ独立して
sievingを行って、乱数を利用して初期ベクト
ルを生成しているので結果はプロセスごとに異
なるので、それを使って各プロセスで基底変換
するとプロセスごとに基底がばらけてくること
になる。ここで各プロセス間に協力関係が築け
るような仕組みを用意する。そのときどきで全
体で最もよい基底をひとつ共有ファイルシステ
ムに保存して、best basisと呼ぶことにする。
並列プロセス間の協力は、基底行列をよい計算
結果を出したプロセスのものに置き換えること
によって行うことにする。並列プロセスの起動
にはMPIの仕組みを利用するが、プロセス間
の情報交換はMPI通信を行わずに、共有ファ
イルシステムを利用する。各プロセスは定期的
に共有ファイルシステムに保存されている best

basisの情報を読みにいって、簡約の辞書式順
序でも基底の評価関数でもともにファイルに保
存されているほうが自分のプロセスの基底より
もよい場合に、現在の基底をまったく保存して
いるものに置き換えてしまう。逆に辞書式順序
でも評価関数でも自分の基底のほうがよい場合
には、保存しているものを現在の基底に置き換
えるということをおこなっている。
提案システムでは、並列プロセスごとの基底

の置き換え条件として緩いものを採用するこ
とで、ある程度、プロセスごとに基底がバラバ
ラになることを許容している。基底簡約問題に
おいては基底が探索点と思うことができるが、

複数の探索点により、探索している形になる。
DucasらのシステムであるG6Kも単一の基底
で探索を行うものであるが、十分な効率的な探
索を行なっていることからわかるように、基底
簡約の問題は、比較的、単一の探索点でも局所
最適に落ち込むことがない問題といえる。しか
し、提案の並列簡約システムは複数の探索点で
探索を行うので、単一の探索点の場合との比較
を行うことができる。われわれは、あえて複数
探索点のモデルを採用し、各プロセスが自律的
に協力関係を築けるようなシステムの構築を目
指した。
基底の評価関数に加えて、簡約の辞書式順序
と呼ぶものも利用している。辞書式順序とは、2

つの基底が与えられたときに、shapeの値 (直交
基底ベクトルの自乗長さといってもよい)を先
頭の indexから比べていって、最初に短くなっ
た方が小さいとする順序である。基底簡約はか
ならず辞書式順序が小さくなる方向に行なって
いて、提案システムにおける基底の置き換えも
辞書式順序が小さくなる方向に限って行なって
いる。それにより、計算が循環することを防い
で、計算すれば計算するほど、簡約が進むよう
に作ってある。辞書式順序は全順序なので、基
底の集合をを一列に並べることができ、一つの
基底よりも辞書式順序で小さい基底は有限個な
ので、簡約を進めていくことでいつかは最小の
基底にたどり着くことになる。計算結果は、発
表時に紹介する。
もう一つの提案システムは、MPIIOという
並列計算におけるMPIの仕組みを用いて、短
いベクトルファイルをプロセス間で共有する手
法である。これについては、研究中の手法であ
り、発表において詳細を述べる予定である。

参考文献
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レーザーカオスにおけるのモードの同時性 
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1  概要 
 レーザーの縦モードが同時に発信している

かを観測できる分光器は現在のところ存在し

ない。 

一方、これまで、多モード半導体レーザー

をカオス発振させることにより、テラヘルツ波

の広帯域化、安定化を実現してきた[1-4]。 

多モード半導体レーザーによる THz 波発生方

法では、モードが同時に発生していることが必

須となる。 

テラヘルツ波の元となる、レーザーの縦モ

ード間の光ビートを、他の THz波源と混合する

ことで、１GHz 程度に下方変換し、モードの同

時性を調査したので報告する[5]。 

 

2  実験系 

 実験系を図１に示す。レーザーからの出力の

一部を半導体レーザーに戻すことで、系が無限

次元になり、半導体レーザーがカオス発振する。

このカオスレーザー光は、多くの縦モードを有

しており、その間隔は 44GHz程度である。光ビ

ート周波数は、縦モード間隔の整数倍である。

今回２倍の 88GHzの光ビートを利用する。この

レーザーカオス光と周波数逓倍器を利用した

THz 局部発振を（周波数調整可能）プラズモン

光伝導アンテナ(PPA)に入射し、PPA 中で混合

し、差周波 1GHz程度を取り出し、RF スペクト

ルアナライザーで分析する。また、戻り光を加

えない CWレーザーとも比較を行う。RFスペア

ナの分解能は 10MHz程度以上であり、高分解能

の分光も行える装置となっている。一方、光ス

ペクトルアナライザーの分解能高分解野なも

のでも 0.01nm(780nmで５GHzに相当)程度であ

る。 

   RF(Radio Frequency) スペクトルアナライ

ザーの掃引時間を 500ms ～50ms まで変化さ

せ て、 光ビ ートの安 定性を通 常の

CW(Continuous Wave)半導体レーザーとレー

ザーカオス光を比較して調査した。最速の

50ms掃引において、601点のデーター点を取

得するため、１点当たり 0.1ms の時定数ま

で観測することになる。  

 

３  実験結果 
ＣＷレーザーの場合は、間欠的なモードホッ

プがあり、信号が安定しなかった。一方、カオ

ス光を用いた場合は、安定な RF 信号が得られ

たので報告する。さらに、レーザーカオスを用

いた場合の長期の安定性についても実験結果

が得られたので、報告する。 

 これまでの工学は、制御することにより安定

化し、必要な性能を得ることで大きく発展して

きた。一方で、高度な制御を行うことで、複雑

化し、より精密な制御を必要するという側面が

ある。また多くの精密な制御を行う場合は、そ

こから制御が外れると、大きく系の状態が変わ

ってしまうという脆弱性も含有している。今回

の結果より、これらの問題を克服する方法とし

 

図１実験系 

約44GHz

約88GHz

f

図２レーザーの縦モード 
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て、自然現象を用い、システムそのものの自立

的な制御による安定化を生み出すことで、簡単

なシステムで長期の安定性を得る方法の基礎

研究となっていることも述べる。自然現象を応

用しているため、長期の構造安定性も自然に得

ることが可能となる。この点についても講演す

る。 

 
 
 
謝辞 本研究の一部は、JSPS科研費

JP20K04629の助成を受けたものです。 
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3自由度ループ結合カオス系の解析
加納 拓実, 梅野 健
京都大学 物理統計学分野研究室
e-mail : kanou.takumi.56c@st.kyoto-u.ac.jp

1 概要
カオス力学系

xn+1 = a

(
xn −

1

xn

)
: 0 < a < 1 (1)

を結合係数 εによって相互に結合させた 3自由
度結合カオス系

xn+1 = a

(
xn −

1

xn

)
+ ε12yn

yn+1 = a

(
yn −

1

yn

)
+ ε21xn + ε23zn

zn+1 = a

(
zn −

1

zn

)
+ ε32yn

(2)

はパラメータ a, εの値によってカオス同期 [1]、
非同期、発散、非発散など様々な現象を起こす。
本講演では、特定のパラメータ下でしか起こら
ないカオス同期現象において、パラメータ誤差
が生じている場合でもカオス同期に近い現象を
起こす構造安定性について紹介する。加えて、
3自由度ループ結合カオス系

xn+1 = a

(
xn −

1

xn

)
+ ε12yn + ε13zn

yn+1 = a

(
yn −

1

yn

)
+ ε21xn + ε23zn

zn+1 = a

(
zn −

1

zn

)
+ ε31xn + ε32yn

(3)

の発散・非発散の境界に当たるパラメータ下で
(xn, yn)や (yn, zn)の分布が特徴的なものとな
る現象についても講演を行う。

2 カオス同期の構造安定性
3自由度結合カオス系 (2)は、

ε12 = ε21 + ε23 = ε32 ≡ ε (4)

−2a+ 2
√
a < ε < 1− a (5)

の 2式を満たすとき、初期値によらずxn, yn, zn
が同じ値を取り続けるカオス同期を起こす [2]。
この際 aやいずれかの εに誤差が生じている場
合、例えば ε12に誤差がある、すなわち

(a, ε12, ε21, ε23, ε32) = (0.3, 0.5999, 0.6, 0.6, 0.6)

などの場合においても、カオス同期に近い現象
を起こす。これをカオス同期の構造安定性と呼
ぶ。カオス同期に近い現象とは、xn, yn, znが互
いに近い値を取り続けるという現象であり、パ
ラメータ誤差が小さければ小さいほどxn, yn, zn
の値がより近くなることが分かっている。

3 発散・非発散の境界における系の分布
3自由度ループ結合カオス系 (3)には発散・

非発散の境界に当たるパラメータがあり、
(a, ε12, ε13, ε21, ε23, ε31, ε32) =

(0.7, 2
√

7, 2
√

7,−2
√

7, 2
√

7,−2
√

7,−2
√

7)がそ
の一つである。このときの (xn, yn), (yn, zn),

(zn, xn)の分布はいずれも同心状の楕円がいく
つも現れるような興味深い分布となる。

4 終わりに
結合カオス系におけるカオス同期現象にもし
パラメータ誤差が生じていても、その誤差が小
さいならばカオス同期に近い現象を起こすこと
が出来るという、カオス同期の構造安定性があ
ることを示した。また結合カオス系の発散・非
発散の境界に当たるパラメータ下では系の分布
に特徴的な分布が現れることを発見した。結合
カオス系には未だ研究の余地があり、今後も重
要な性質や目新しい現象を発見できる可能性が
ある。

参考文献
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拡張超一般化Boole変換におけるK=2Nにおける臨界指数

大久保 健一 1, 梅野 健 2

1大阪大学情報科学研究科，2京都大学情報学研究科
e-mail : okubo@ist.osaka-u.ac.jp

1 概要

講演者らは今まで, Lebesgue測度を無限測度
として保存する Boole変換 [1]を拡張した一般
化Boole変換 (GB) やGB変換をさらに一般化
した超一般化 Boole変換 (SGB)のエルゴード
特性を研究してきた [2, 3, 4]. 講演者らは SGB

変換にパラメータをさらに加えて拡張超一般化
Boole(ESGB)変換を考案した [5]. SGB変換と
ESGB変換において, パラメータK ∈ Nが偶
数の場合 (GB変換にも相当する), パラメータ
αを 0に近づけるとカオス性を表す指標である
Lyapunov指数 λが正の値から 0に収束するこ
とが数値計算で確認されていた. しかし, GB

変換では具体的に λをパラメータの関数として
陽に表すことで, λが 0から正に立ち上がる臨
界点での臨界指数 ν を解析的に ν = 1

2 と求め
ることができたが, SGB変換と ESGB変換で
は λをパラメータの関数として陽に表すことが
難しくK が偶数の場合の λの臨界指数を導出
できていなかった. 本講演では, 新しく臨界指
数を定義し直すことで, SGB, ESGB変換の臨
界指数を解析的に導出し, 任意のK(≥ 2)につ
いて, |α| < 1の範囲の臨界点で ν = 1

2 となる
ことを示す.

2 拡張超一般化Boole変換

SGB変換は不変測度としてコーシー分布を
保存することが知られている [3]. 講演者らは,

[6]を参考に, SGB変換に新たにパラメータ 0 <

β < 2を一つ追加することで, 不変測度 ρ(x)が
コーシー分布 ρ(x) = 1

π
γ

x2+γ2
から拡張された

ρ(x) = 1
π
γ|x|β−1

|x|2β+γ2 となる拡張超一般化Boole変

換 (ESGB)を考案した [5]. 具体的な ESGB変
換 UK,α,β の式を (1)に示す. ここで, FK(x)は
cot関数のK 倍角の公式に対応する関数で (2)

で表され, sgn{·}は以下の式で表される.

sgn(x) =


+1, x > 0

0, x = 0

−1, x < 0.

U4, 1
4
, 1
2
のリターンマップの概形を図 1に載せる.

3 拡張超一般化Boole変換のエルゴード
特性

ESGB変換はパラメータ (K,α)が以下の条
件Aを満たす時, エルゴード性より強い条件で
ある exact性を持つ [5].{

0 < |α| < 1 in the case of K = 2N,
1
K2 < |α| < 1 in the case of K = 2N + 1,

よって, (K,α)が条件Aを満たす時, 位相平均
を用いてLyapunov指数を求めることができる.

4 拡張超一般化Boole変換のLyapunov

指数とK = 2N における臨界指数

本講演では, 写像のパラメータ αを変化させ
ていった時に, Lyapunov指数 λが 0から正に
立ち上がる時,式 (3)で臨界指数 νを定義する.

ν
def
= sup

{
x ∈ R :

λ

|α− αc|x
→ 0, as α→ αc

}
(3)

ここで, 点 αcは臨界点を表し, α = αcで Lya-

punov指数 λは 0となる.

以前の講演 [5]で, K = 2N,α → 0以外の臨
界点では, 以下のように ν = 1

2 となることを発
表した.

• For any K ∈ N\{1}, it holds that ν = 1
2

as |α| → 1− 0.

• For K = 2N + 1, it holds that ν = 1
2 as

|α| → 1

K2
+ 0.

本講演では K = 2N,α → 0での臨界指数も
ν = 1

2 となることを以下示す.

条件Aを満たす時, Lyapunov指数は式 (4)で

表される. ここで, A = K
1+ 1

β sin2 θ
sin2(Kθ)

∣∣∣ cot(Kθ)cot θ

∣∣∣ 1β−1

として,

ϕ1(θ, γ, β) = log ||α|
1
βA|γ| cot θ|

β−1
β

cot2 θ + γ2
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UK,α,β(x) =
∣∣∣αKFK (|x|βsgn(x)

)∣∣∣ 1β sgn
{
FK

(
|x|βsgn(x)

)}
(1)

FK(cot θ)
def
= cotKθ (2)

λ =
1

π

∫ π

0
dθ log

∣∣∣∣∣K|αK| 1β sin2 θ

sin2(Kθ)

∣∣∣∣cot(Kθ)

cot θ

∣∣∣∣ 1β−1
∣∣∣∣∣ · γ| cot θ|

β−1
β

cot2 θ + γ2
(4)

λ2N,α,β =
1

π

K−1∑
n=0

∫ an+1

an

dθ

[
∂ϕ1
∂γ2N,α

(θ, 0, β)γ2N,α +O(γ22N,α)

]
(5)

∂ϕ1
∂γ2N,α

(θ, 0, β) =
1

β
γ2N,α log |α| | cot θ|

β−1
β

cot2 θ
+ γ2N,α log |A| | cot θ|

β−1
β

cot2 θ
. (6)

-20
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x n
+1

xn

図 1. K = 4, α = 1
4
, β = 1

2
の場合の U4, 1

4
, 1
2
のリターン

マップ

とおくと [3]の方法に基づいて, K = 2Nにおけ
るLyapunov指数λ2N,α,βは (5)と表される. こ
こで, K = 2N,αにおける尺度母数 γを γ2N,α
とおく (βによらない)と, ∂ϕ1

∂γ2N,α
(θ, 0, β)は (6)

と書ける. [3]より, |α| → 0において, γ2N,α ∼√
|α|であり, (6) の第 1項を |α|x, x > 0で割っ

た項は |α| → 0において,

1

β

γ2N,α log |α|
|α|x

| cot θ|
β−1
β

cot2 θ
→

{
0, 0 < x < 1

2

−∞, x ≥ 1
2 .

(7)

また (6)の第 2項は

γ2N,α log |A| | cot θ|
β−1
β

cot2 θ
= O(

√
|α|) (8)

となる. よって (7), (8)より, Lyapunov指数
λ2N,α,βを |α|xで割った項は以下のようになる.

λK,α,β
|α|x

{
→ 0, as α→ 0, 0 < x < 1

2

↛ 0, as α→ 0, x ≥ 1
2

(9)

よって, Lyapunov指数の臨界指数 νを式 (3)で
定義するとK = 2N,α → 0における臨界指数
ν を ν = 1

2 と求めることができる. よって, β

によらず, 任意のK ≥ 2で |α| < 1の範囲の臨
界点で, ESGB変換の臨界指数は ν = 1

2となる.
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s stable law, Pys. Rev. E, 58 (1998),

2644.

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

197



世界間隔を不変にする可解カオスについてー可解カオス宇宙モデルー
梅野　健
京都大学
e-mail : umeno.ken.8z@kyoto-u.ac.jp

1 概要
世界間隔を不変にする可解カオス (非線形変

換で可解)となるものを構成する。この可解カ
オス変換は、従来よりアインシュタインの特殊
相対性理論で知られているローレンツ変換ー同
じく世界間隔を不変にする線形変換ーと違って、
ミンコフスキー空間上の非線形変換であり、多
対 1で非可逆であるという特徴がある。本講演
では、今回発見した可解カオス模型の構成の詳
細、カオスの性質、エルゴード的な不変測度の
導出、時間の矢との関係、宇宙モデルに適用し
た場合の解 (可解カオス解)などを説明する。

2 世界間隔の不変性
K系での座標が、x, y, zの点から、この系の

時刻 tに、光速度で進む信号を送りだすことを
第 1の事象とし、このK系において点 x′, y′, z′

に信号を時刻 t′に到達することを第 2の事象と
する。すると、以下の等式が成立する。

(x′−x)2+(y′−y)2+(z′−z)2−c2(t′− t)2 = 0.

(1)

世界間隔とは、任意の 2 つの事象 x, y, z, t お
よび x′, y′, z′, t′において, 以下の様に定義され
る量[
c2(t′ − t)2 − (x′ − x)2 − (y′ − y)2 − (z′ − z)2

] 1
2

であり、アインシュタインの特殊相対性理論の
光速不変の原理 [1]より,事象間の世界間隔は、
全ての慣性基準系において同一である。つまり、
1つの慣性基準系から他の任意の系への変換に
対して不変となる。今、2つの事象 x1, y1, z1, t1
と x2, y2, z2, t2との間で、

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 = l212

t2 − t1 = t12

で定義される量 l12, t12を考える。K 系におけ
る事象の間隔は、

s212 = c2t12 − l212

であり、s212 > 0のとき、実の世界間隔 s12は、
時間的といい、逆に s212 < 0のとき、虚の世界間
隔 s12は空間的という。ここで、ある事象のK

系における座標 x, y, z, tを知って、その同じ事
象を別の慣性系K ′ 系における座標 x′, y′, z′, t′

を見出す公式を考える。アインシュタインの相
対性原理 [1]より、事象間の世界間隔が不変と
ならなければならない。つまり

c2t2−x2−y2−z2 = c2t′2−x′2−y′2−z′2 (2)

となる。この世界間隔を一定にする変換として、
線形なローレンツ変換が知られており、群構造
を持つ (ローレンツ群)が知られているが、こ
こでは、世界間隔を一定に保つ、新たな非線形
変換 (可解カオス)を次節で考える。これは群
構造を持たない、多対 1の半群の構造を持つも
のである。

3 世界間隔を不変とする可解カオス
可解カオスの概念としては、[2]により与えら
れ、例えば xn = cot(2nθ) で一般解が与えられ
る写像として一般化ブール変換Y =

1

2

(
X − 1

X

)
[3]

が知られ、リアプノフ指数 log(2)でコーシー分
布をエルゴード的な不変測度を持ち [4]、混合性
を持ち [5], さらに一般化した写像においてもエ
ルゴード的な諸性質が最近において解ってきた
[6,7]ことで知られる。ここでは、この可解カオ
スの概念を用いて、世界間隔を一定に保つ変換
を考える。ここでは、定数 ρ > 0, τ > 0, α > 0,

2以上の自然数 p1 ≥ 2, p2 ≥ 2, および −π <

θ1 ≤ π、− π < θ2 ≤ πなる初期パラメーター
θ1, θ2で以下の可解カオス解を構成する。

ct(n) = ρ cosh(ατn)

x(n) = ρ sinh(ατn) cos pn1θ1 (3)

y(n) = ρ sinh(ατn) sin pn1θ1 cos pn2θ2

z(n) = ρ sinh(ατn) sin pn1θ1 sin pn2θ2

今、可解カオスの nステップ目の世界間隔を

s2(n) = ct2(n)− x2(n)− y2(n)− z2(n) (4)
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と定義すると、可解カオス解の構成 (3)から、
s2(n) = ρ2 > 0

で世界間隔は不変であり、時間的である。解 (3)

が可解カオスであることは、例えば、w(n) ≡
y(n)/z(n)が

w(n) = cot pn2θ2 (5)

で一般解が与えられるリアプノフ指数 log p2 >

0の可解カオス [3,4]であり、混合的であり、更
にエルゴード的な不変測度がコーシー分布µ(dw) =

ρ(w)dw =
dw

π(1 + w2)
を持つことからも解る。

　同様に、別の可解カオス解
ct(n) = ρ sinh(ατn)

x(n) = ρ cosh(ατn) cos pn1θ1 (6)

y(n) = ρ cosh(ατn) sin pn1θ1 cos pn2θ2

z(n) = ρ cosh(ατn) sin pn1θ1 sin pn2θ2

を構成するとき、
s2(n) = −ρ2 < 0

で世界間隔は不変であり、空間的であることが
解る。(6)式の可解カオス解の場合、t(n)は、
nに対して、単調非減少関数で、時間に対して
t(n) = −t(−n)が成立するが、(5)式の可解カオ
ス解の場合、t(n)の構成から nに関して対称な
偶関数で、n→ ±∞で t(n) ≈ ρ

2
expατ(±n)→

∞となり、
t(n) ≥ t(0) = ρ > 0

が成立する。ここで得られた、世界間隔を不変
にする可解カオス解を満足する写像は
x(n), y(n), z(n), t(n)から
x(n+ 1), y(n+ 1)z(n+ 1), t(n+ 1)への多対 1

の写像であり、ローレンツ変換と異なり、逆は
持たない。つまり群構造を持たずに、半群構造
を持ち非可逆性を有する。

4 可解カオス宇宙モデル
この世界間隔を不変とする可解カオス解を

用いて、一般相対性理論の空間等方的な解ーフ
リードマン方程式 [8,9]を満足する可解カオス
解も構成することができる。この場合、前節で
一定としていた ρを時間ステップ nに依存する
スケール変数 a(n)とし、この a(n)がフリード
マン方程式を満足するとして得る。紙数の制限
により、別の論文等で公開する予定である。

5 結論
世界間隔を不変にする可解カオス解を構成し
た。この変換は知られている世界間隔を不変に
するローレンツ変換と異なり、非可逆であり、
確率的に振る舞いカオスそのものであることが
解る。このカオス解の物理的意味などについて
は、宇宙モデルと合わせて考察する必要がある。
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Raumes, Z. Phys. (in German), Vol. 10

(1922), pp. 377-386.

[9] A. Friedman, Über die Möglichkeit
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リザバーコンピューティングにおける教師の動的な選択 
 
   海老原 瑞馬1, 津田 一郎2, 山口 裕3 
     1福岡工業大学大学院工学研究科, 2中部大学創発学術院，3福岡工業大学情報工学部 

     e-mail: mfm21104@bene.fit.ac.jp 

 

1  はじめに 
不完全な情報しか得られない環境の中で複数

のネットワークがお互いを教師として利用す

ることにより，相互補完的に学習することがで

きるか検討する．本研究で用いるリザバー計算

モデル[1]はリカレントニューラルネットワー

クの一種で，出力層のみを学習することに特徴

がある．本研究では，時系列生成課題において

真の教師信号を不完全に学習した教師リザバ

ーを２つ用意する．そして生徒役のリザバーは，

二つのリザバーのどちらかを各時刻ごとに教

師に選びながら学習し，真の教師信号を再現す

ることを目標とする．本講演では，教師信号の

履歴に依存して教師を選択する簡単なアルゴ

リズムによって教師を選択した場合の学習結

果について報告し，リザバー間での相互学習の

可能性について議論する．  

 

2  モデル 
 
2.1  ネットワーク 
リザバー計算モデルの状態𝑥(𝑡)の更新式と出

力z(𝑡)はそれぞれ式(1),(2)により与えられる． 

 

𝜏𝑥(𝑡 + ∆𝑡) = (1 − ∆𝑡)𝑥(𝑡) + 

∆𝑡 (𝑊𝑖𝑛u(𝑡) + 𝑊𝑟𝑒𝑠𝑟(𝑡) + 𝑊𝑓𝑏z(𝑡))  (1) 

z(𝑡) = 𝑊𝑜𝑢𝑡(𝑡)𝑇𝑟(𝑡) (2) 

 

ここで𝑡は現在の時刻，𝜏は時定数，∆𝑡は更新の

刻み幅，u(𝑡)はネットワークへの入力，z(𝑡)は

出力，𝑟(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)) は発火率で，𝑓(𝑥) =

tanh (𝑥) は 活 性 化 関 数 で あ る ．

𝑊𝑖𝑛, 𝑊𝑟𝑒𝑠, 𝑊𝑓𝑏 , 𝑊𝑜𝑢𝑡はそれぞれネットワーク

への入力重み，リザバー内部のニューロン同士

の結合重み，リザバー内部へのフィードバック

重み，出力重みである．𝑊𝑖𝑛, 𝑊𝑓𝑏の各値はそれ

ぞれ区間[−0.5,0.5],区間[−1.0,1.0]における一

様分布から生成し，𝑊𝑟𝑒𝑠は結合確率 0.1のスパ

ースな行列とし，各値は平均 0標準偏差1.5/√𝑁

の正規分布により生成し，いずれの結合も固定

する．ここで 𝑊𝑜𝑢𝑡のみが学習時に更新される． 

 
2.2  学習 
 

本実験では,Sussillo らにより提案された手

法 FORCE[2]を用いて𝑊𝑜𝑢𝑡を更新する. 更新式

は式(3)で与えられる.学習の早い段階で誤差

が最小となるように𝑊𝑜𝑢𝑡を更新するという特

徴をもつオンライン回帰手法である. 

 

𝑊𝑜𝑢𝑡(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑊𝑜𝑢𝑡(𝑡) − 𝑒(𝑡)𝑘(𝑡)  (3) 

 

ここで𝑘(𝑡) = P(𝑡) 𝑟(𝑡)，𝑒(t) = 𝑧(𝑡) − 𝑦(𝑡), 

𝑦(𝑡)は教師信号である．行列P(𝑡)は単位行列の

定数倍を初期値とし，式(4)により逐次更新さ

れる． 

P(𝑡 + ∆𝑡) = P(𝑡) −
𝑘(𝑡) 𝑘(𝑡)𝑇

1 + 𝑟(𝑡)𝑇𝑘(𝑡)
   (4) 

2.3  タスク 
本実験で行う学習の構造を図 1に示す． 

真の教師信号(Teacher)に Noise1，Noise2 を

加えて 2 種類の不完全な教師信号(Dummy 

Teacher)を作る．それらの不完全な教師信号を

学習した教師リザバーをそれぞれres1，res2と

し，生徒リザバーである res3では res1，res2

の出力履歴に依存して教師を選択し学習させ，

真の教師，res3 の教師，res3 の出力の 3 者を

比較する． 

学習・評価のスケジュールは以下の通り行

う．はじめにリザバーの内部状態を安定させ

図 1モデル間の学習の構造 
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図 2 学習結果の例 

るために，出力は行わず入力とリザバー内部

の状態更新のみを行う区間を 1000ステップ設

ける．その後，res1,res2の学習区間を 20000

ステップ，次に res1,res2の出力を教師とし

た res3の学習区間を 20000ステップを続け，

最後に res3の評価区間 20000ステップを設け

る． 

今回は，簡単なアルゴリズムにより教師を選

択したときの性能を評価する．res3の教師

は，各時刻毎に res1,res2の出力履歴を参照

し，100ステップ分の差分の平方和 

∑(𝑧𝑗[𝑡 − 𝑖] − 𝑧𝑗[𝑡 − 1 − 𝑖])
2

100

𝑖=1

   (5) 

が小さいリザバーを教師として選択する．ここ

での𝑗 = 1,2はリザバーの番号である． 

 

3  結果と考察 
生徒リザバーの学習が成功した例を図2に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2 b,cは，真の教師信号(図 2 a)にそれぞれ

Noise1，Noise2を加えて生成した不完全な教師

信号(図 2b,c:青線)を res1,res2 に学習させた

結果である．res1,res2 共にノイズのない区間

ではよく学習できていることが分かる(図

2b,c:黄色線)． 

図 2 dは，res1,res2出力(図 2b,c:黄色線)の

どちらかを各時刻毎に教師として 選択して生

成した教師信号(青線)を res3 に学習させ，学

習後のres3出力(緑線)を図示したものである．

res3も res1,res2同様に，生成された教師信号

を学習することには成功している．しかし，過

去の教師信号の履歴に依存して教師を選択す

る単純なアルゴリズムなので，教師を切り替え

る際に res3 Teacherと Teacherとの間に誤差

が生まれていることが分かる．res3 の出力

(res3 out)， 真の教師(Teacher),res3が再構

成した教師(re3 Teacher)それぞれの間の平均

二乗誤差（20回の試行平均）を表 1に示す． 

res3 Teacher 

res3 out 

res3 Teacher 

Teacher 

res3 out 

Teacher 

0.77 0.71 1.05 

表 1誤差 

真の教師と再構成した教師の間の誤差が存在

し，res3の教師選択が不完全であることが分か

る．また，再構成した教師を res3が学習できな

い場合も存在した（図は省略）．よって今後教師

を選択するアルゴリズムを改良し，学習の成功

率を上げる必要があると考えられる． 

 
4  まとめ 
本研究では，リザバー計算モデルに直接的な教

師信号が与えられていない状況下でも，不完全

な教師信号を学習した他の複数のリザバーが

存在すれば，それらのリザバーの出力信号の履

歴を参照し，教師を選択することにより，元の

教師に近い信号を一定程度学習できることを

示した．今後は教師選択の戦略を自律的に獲得

させることを目的に，[3]で示したような進化

的手法の導入を検討したい．また，複数のリザ

バーが相互に学習することによりタスクの性

能を向上させることが課題である． 
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1 概要 
 近年深層学習技術は様々な方向に発展をみ

せているが，カオスなどの非線形ダイナミクス

を利用した深層モデルの研究はまだ少ない．深

層学習モデルの枠組みとして敵対生成ネット

ワーク[1]が注目されており，そのひとつに

CycleGAN[2]がある.CycleGAN とは 2 つの画像

データセット同士の関係を学習して画像変換

を実現する生成モデルである． 

本研究では，CycleGANを使い，深層ニューラ

ルネットによる連想モデルを構築することを

目的とし，画像変換を繰り返し行い連続的に画

像を生成することを試みた．そして連続的に生

成した画像の変化を力学系の観点から特徴づ

けた．特にアトラクタの分類やカオス性の分析

を行った．  

2 モデル 
画像集合X,Y に対して，Generator として，X

から Y への変換を行う写像𝐺と，Y から X への

変換を行う写像𝐹を用意する．また，

Discriminatorとして，𝐺が生成した画像とYの

画像を見分ける𝐷!，𝐹が生成した画像とXの画

像を見分ける𝐷"を用意する．図1にネットワー

クを示す．𝐺と𝐷!は式(1)のAdversarial Loss

を用いて学習を行う: 

𝐿#$%(𝐺, 𝐷!, 𝑋, 𝑌) = 
  𝐸&~()*+*(&)[𝑙𝑜𝑔𝐷!(𝑦)] + 

𝐸.~()*+*(.) 3log 71 − 𝐷!	;𝐺(𝑥)=>? . (1) 
また，𝐺と𝐹で循環させた際の画像の一貫性を

保つ為に，式(2)のCycle Consistency Lossを

用いる: 

ℒ!"!(𝐺, 𝐹) = 
𝐸.~()*+*(.)AB𝐹;𝐺(𝑥)= − 𝑥BC + 
		𝐸&~()*+*(&)AB𝐺;𝐹(𝑦)= − 𝑦	B	C	. (2) 

本研究では，Generatorのネットワークの実装

にはResNetを用いた． 

3 実験 
学習済みのCycleGANを用いて画像の繰り返し

変換を行う．画像データセットから取り出した

画像を初期値𝑋/とする．式(3)のように𝑋0を𝐺

に入力し，出力された画像を𝐹に入力し，その

出力画像を再び𝐺に入力することを繰り返す:  
𝑋012 = 𝐹(𝐺(𝑋0)). (3) 

実験では，手書き数字のデータセットである

MNISTを用いた．「0」と「9」の手書き文字を5000

枚ずつ集め，CycleGANの訓練を行った．この学

習済みのCycleGANを用いて，980枚のテスト画

像をそれぞれ初期値としてそれぞれ式(3)の反

復による画像の生成を 3000 ステップ行った．

生成した画像の変化を観察する為に，アトラク

タへの収束や分類，カオス性の分析を行った． 

4  結果 
4.1  アトラクタへの収束 
 繰り返し画像の変化を分析する為に，反復の

各ステップの画像と，最後の画像との距離を計

算したグラフを図2に示す. そして画像の軌道

が不動点や周期解に収束したか数値的に判定

する為に，最後の画像との距離が，閾値 0.005

図 １ CycleGAN のネットワーク 

図 2 繰り返し回数 vs 最後の画像の距離 
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の範囲にある画像が現れる時間ステップを調

べ，周期を判定した．もし最後の画像𝑋3とほぼ
同じ画像が𝑋(345)番目に現れた場合，この周期

は𝑘と判定される． 

 ある初期値からの軌道の例（青）では，2200

回付近から画像の変化が見られなくなり，不動

点に収束していると考えられる．また別の例

（緑）では91周期の周期解に収束している．さ

らに別の例（赤）では，明確な周期解への収束

がみられなかった． 

4.2 アトラクタの分類 
 それぞれの初期値から生成した画像の軌道

が同じアトラクタに収束しているか調べる為

に，それぞれのアトラクタ間の距離を求める．

アトラクタに含まれる点同士の距離の最小値

が閾値0.005以下の２つの軌道は同じラベルの

番号を割り当て，距離が遠い軌道は異なるアト

ラクタと判定する．各アトラクタが引き込んだ

初期値の個数を降順に並べた結果を図3に示す． 

各アトラクタが引き込んだ初期値の個数は，

上位から500個，8個，7個，7個，4個となっ

ており，引き込み領域の非常に大きいアトラク

タが１つ存在し，引き込む範囲が中程度のアト

ラクタが複数存在することがわかった．また，

411 個のアトラクタは，１つの初期値のみを引

き込んだと判定されており，引き込み領域の小

さいアトラクタが非常に多数存在することが

示唆された． 

4.3  カオス性の判定 
 初期値から生成した画像系列のアトラクタ

のダイナミクスを分析する為に，最大リャプノ

フ指数を求める．リャプノフ指数は，初期値に

おける無限小の違いが時間経過とともにどの

程度の速さで増幅されるかを測る指標である

[3]．図2の3例軌道に対して，式(3)のヤコビ

行列を各ステップで計算することを通して最

大リャプノフ指数の推定を行い，分析する．軌

道の例の最大リャプノフ指数は，(青)は   

-0.00684，(緑)は-0.00038であり，どちらも安

定した不動点・周期解に収束していることが示

唆された．さらに別の例(赤)では0.05784であ

り，正のリアプノフ指数を持つことからカオス

性を持つことが示唆された． 
5  まとめ 
 本研究ではCycleGANを使い，深層ニューラ

ルネットによる連想モデルを構築し，力学系

観点から分析した．不動点，周期解，非周期

的なアトラクタの発見や分類をすることがで

きた．リャプノフ指数の数値計算によりカオ

ス性を持つアトラクタが存在する可能性を確

認した．今後は連想記憶としての性能の評価

や，カオス的遍歴軌道を生成するための改良

などが課題である． 
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GANを用いたカオス時系列生成
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1 はじめに

非線形時系列データの予測・生成課題では従
来は時系列データに存在しうる決定論的な性質
𝑥𝑛+1 = 𝐹 (𝑥𝑛) を発見し，写像 𝐹 を近似的に求
める手法が代表的であった．一方近年の深層学
習分野では，畳み込みニューラルネット (CNN)
を用いて時間方向には反復をせずに時系列サン
プルを生成する手法が提案されており，音声合
成等に応用されている [1]．このような時間的
反復を伴わない手法によりカオス的な時系列を
生成できるか，生成した時系列はどの程度カオ
ス的といえるかは興味深い問題である．
本研究ではCNNを用いた敵対生成ネットワー

ク (GAN)[2, 3]を学習させることで擬似的な時
系列データを生成し，生成された時系列が決定
論的カオスの特徴を持つか分析を行った．

2 モデル

2.1 ネットワーク

GANとは生成器 (𝐺)と判別器 (𝐷)の二つの
ネットワークを持ち，それらが敵対的に学習す
ることで，訓練データに類似したデータを生成
する事ができる生成モデルである [2]．GANの
目的関数は式 (1)により与えられる．

min
𝐺

max
𝐷

𝑉 (𝐺, 𝐷) = Ex∼pdata (x) [log 𝐷 (𝑥)] +

Ez∼pz (z) [log (1 − 𝐷 (𝐺 (z)))]
(1)

ここで 𝑥 ∼ 𝑝data(𝑥)は訓練データ集合からサン
プルされたデータ，z ∼ pz(z)は潜在空間からサ
ンプルされた z，𝐷 (𝑥)は判別器に訓練データが
入力されたときのスコア，𝐺 (𝑧) は生成器が生
成したデータ，𝐷 (𝐺 (𝑧))は判別器に生成データ
が入力されたときのスコアである．
実験に使用した GANの 𝐺 と 𝐷 は，それぞ
れ一次元の畳み込みネットワーク (1D-CNN)を
利用して構成した [1, 3]．そして長期的な相関
構造を再現するため，フィルタサイズの異なる
畳み込み層を重ねる構造を採用した．また各層

の活性化関数には LeakyReLUを使用し，畳み
込み演算後の正規化は行なっていない．

2.2 学習

実験では乱数で決定した 100個の各初期値よ
り，長さ 1000の軌道を 𝑎 = 4で固定したロジ
スティック写像 (式 (2))を用いて計算し，訓練
データとして使用した．

𝑥𝑛+1 = 𝑎𝑥𝑛 (1 − 𝑥𝑛) (2)

モデルの訓練は，上記の 100 × 1000のデータ
での訓練を 1エポックとして，500万エポック
訓練させた．

3 結果

500万エポック学習後のモデルより生成した
データと式 (2)を用いて計算した訓練データと
の比較を行う．
訓練データと生成データの時系列をそれぞれ
図 1左，図 1右に示す．生成データの値は訓練
データと同様に値がほぼ [0,1]の範囲に分布し
ている．

図 1. 訓練データ (左)と生成データ (右)の時系列．

訓練データとして使用したロジスティック写
像を横軸に 𝑥𝑛，縦軸に 𝑥𝑛+1をとりプロットす
ると図 2左のようになる．生成データを同様に
プロットしたものを図 2右に示す．

図 2. 訓練データ (左)と生成データ (右)のダイナミクス．

日本応用数理学会 2021年度年会講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021一般社団法人日本応用数理学会

204



全体的に訓練データと同じ曲線上に点が集まっ
ているが曲線上にない点も存在することがわ
かる．
次に，生成データと訓練データの値のヒスト

グラム (binはどちらも 100)を図 3に示す．図 3
のオレンジは訓練データを表し，青は生成デー
タを示す．生成データは [0,1]の範囲外の値を
持つ点があることがわかる．また，生成データ
は訓練データに比べ両端の密度がやや低く，中
間部の密度がやや高いことがわかった．

図 3. 時系列のとる値のヒストグラム．オレンジは訓練
データ，青は生成データ．

次に生成したデータの 𝑛番目の値を式 (2)に
より写像した値と生成したデータの 𝑛 + 1番目
の値との差 | 𝑓 (𝑥𝑛) − 𝑥𝑛+1 |（以下遷移誤差と呼
ぶ）の時系列を図 4示す．

図 4. 遷移誤差．

誤差は低い値をとる点が多いが，まれにスパ
イクのように高い値をとる点が現れるというパ
ターンを繰り返しているということがわかった．
生成データの遷移誤差の二乗平均平方根 (RMSE)
を 20000エポックごとに計算しプロットした図
を図 5に示す．

図 5. 遷移誤差の RMSE．

最後に Parzen window法を用いて，訓練デー

タと生成データ各々の確率分布を推定し，二つ
の分布間のKullback-Leibler divergence(KLD)を
20000エポックごとに計算しプロットした図を
図 6に示す．

図 6. 訓練データと生成データ間の KLD．

学習が進むにつれて値が低くなっていることが
わかった．

4 まとめ

本研究ではGANを用いてカオス時系列デー
タの生成を行い，生成されたデータに対して
RMSE，KLDの二つの指標を用いて学習過程
の分析を行った．訓練データに類似した時系列
データを生成できた．
今後は非線形時系列解析の手法等により，生
成された時系列の性質をさらに調べることが課
題である．

謝辞 本研究は JSPS科研費 20K11985及び
20H04246の助成を受けた．
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拡張型カオス尺度の計算式の改良について
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1 はじめに
カオス現象の制御や応用において，そのカオ

スをいかに定量化するかは重要な課題の一つで
ある．なぜなら，その観測対象となる現象にカ
オスが含まれると予測困難になるためである．
このカオスを定量化する指標として最もよく用
いられているのがリアプノフ指数である．リア
プノフ指数は，初期値に関する (指数関数的)鋭
敏性を指標化したものである．しかし，力学系
の方程式がわからず，力学系に関する情報が時
系列でしか得られない場合はリアプノフ指数の
計算が困難であることが知られている．
一方，エントロピー型カオス尺度（以下，カ

オス尺度と略）は情報理論の観点からカオスを
測る指標として導入されたある種の情報量であ
る [1]．カオス尺度は，力学系に関する情報が
時系列でしか得られない場合でも直接計算可能
なので，リアプノフ指数の代替指標として期待
されている．最近では，カオス尺度の定義を修
正した修正カオス尺度が，1次元カオス写像に
対しては，ある典型的なカオスの条件の下で，
リアプノフ指数と一致することが解析的に示さ
れている [2, 3]．また，その多次元版として拡
張型カオス尺度が提案されている [4]．拡張型
カオス尺度は，ある典型的なカオスの条件の下
で，リアプノフ指数の総和に一致することが解
析的に示されている．ただし，写像点数や領域
分割数は無限であることを仮定している．
しかし，拡張型カオス尺度の実際の数値計算

では，写像点数や領域分割数をどちらも有限と
して取り扱う必要がある．そこで，写像点数や
領域分割数が有限であっても，典型的な多次元
カオス写像に対する拡張型カオス尺度の数値計
算結果が，リアプノフ指数の総和とほぼ等しく
なるように拡張型カオス尺度の計算式の改良を
試みる。

2 拡張型カオス尺度
本節では，写像 f : I → I (≡ [a, b]d ⊂

Rd, a, b ∈ R, d ∈ N) で定義される差分方程
式系 (すなわち，xn+1 = f (xn) , n = 0, 1, . . .)

の拡張型カオス尺度の定義を述べる．
初期値 x0と I の有限分割 {Ai}:

I =

N−1∪
k=0

Ak, Ai ∩Aj = ∅ (i ̸= j)

に対して，差分方程式によって決定される時刻
nの確率分布

(
p
(n)
i,A(M)

)
と時刻 nと n+ 1の同

時確率分布
(
p
(n,n+1)
i,j,A (M)

)
を

p
(n)
i,A(M) =

|{xk ∈ Ai : k ∈ K}|
M

,

p
(n,n+1)
i,j,A (M) =

|{(xk, xk+1) ∈ Ai ×Aj : k ∈ K}|
M

,

K = {n, n+ 1, . . . , n+M − 1}

で与える．
このとき，軌道 {xn}のカオス尺度Dは次式
で定義される [1]．

D(M,n)(A, f)

=

N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

p
(n)
i,j,A(M) log

p
(n)
i,A(M)

p
(n,n+1)
i,j,A (M)

(1)

さらに，N = Ld とし，分割要素 Ai に対し
て，分割要素Ajを (Si,j)

d 個の小分割
{
B

(i,j)
l

}
に等分割

Aj =

(Si,j)
d−1∪

l=0

B
(i,j)
l

することを考える (以下では，Ldを初期分割数，
(Si,j)

dを再分割数と呼ぶ)．
いま，B(i,j)

l に対して，関数 gi,j を

gi,j

(
B

(i,j)
l

)
=

{
1 (B

(i,j)
l ∩ f(Ai) ̸= ∅)

0 (B
(i,j)
l ∩ f(Ai) = ∅)

で与え，分割要素Ai, Aj (i ̸= j)に対して，関
数R(Si,j)を関数 gi,j を用いて

R(Si,j) =

(Si,j)
d−1∑

l=0

gi,j

(
B

(i,j)
l

)
(Si,j)

d

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

206



で与える．なお，R(Si,j)はAj∩f(Ai)が領域Aj
に占める体積 (面積)の比率の意味合いがある．
このとき，拡張型カオス尺度DSは次式で定
義される [4]．

D
(M,n)
S (A, f) =

Ld−1∑
i=0

p
(n)
i,A(M)

×
Ld−1∑
j=0

p
(n)
A (j|i)(M) log

R(Si,j)

p
(n)
A (j|i)(M)

ただし，S = (Si,j)0≤i,j≤Ld−1である．なお，任
意の i, jに対して Si,j = 1のとき，R(Si,j) = 1

となり，拡張前のオリジナルのカオス尺度の定
義式 (1)に対応する．ここで、任意の分割要素
Aiにおいて、写像点が一様に分布すれば、写像
点数M ,初期分割数 Ld, 再分割数 (Si,j)

d を無
限大にすると、拡張型カオス尺度はリアプノフ
指数の総和と一致することが示されている [4].

3 拡張型カオス尺度の計算式の改良
実際の拡張型カオス尺度の数値計算では，写

像点数M ,領域の初期分割数Ld,再分割数 (Si,j)
d

を有限値として扱わなければならない．そこで，
典型的な多次元カオス写像に対して，拡張型カ
オス尺度の値がリアプノフ指数の総和とほぼ等
しい値として評価されるように拡張型カオス尺
度の計算式の改良を試みる．
いま，拡張型カオス尺度DSの定義において，

Si,j = 1のとき，R(Si,j) = 1となり拡張の効果
が得られなくなることに着目する．このとき，

Smax
i,j =

⌊
d

√
|Aj ∩ f(Ai)|

⌋
であり，|Aj ∩ f(Ai)| < 2d のとき Smax

i,j = 1と
なるので，[5]に従って，拡張型カオス尺度の計
算式として以下の形式を用いることを試みる．

D
(M,n)
Smax (A, f) =

∑
i∈J1∩J2

P
(n)
i,A (M)∑

i∈J1∩J2

P
(n)
i,A (M)

×

∑
j∈Ji

P
(n)
A (j |i) (M)∑

j∈Ji

P
(n)
A (j |i) (M)

log
R
(
Smax
i,j

)
P

(n)
A (j |i) (M)

 .

ただし，
J1 =

{
i : |Ai| ≥ 2d, i ∈ E

}

J2 =

{
i : max

j
|Aj ∩ f (Ai)| ≥ 2d, i ∈ E

}
J i =

{
j : |Aj ∩ f (Ai)| ≥ 2d, j ∈ E

}
E =

{
0,１，. . . , Ld − 1

}
すなわち，本形式は Smax

i,j = 1となる Ai × Aj
を拡張型カオス尺度の数値計算対象から除くこ
とを意味する．
現在，保存系と散逸系のカオスを示す 2次元
写像に対して，上記の形式を用いて計算した拡
張型カオス尺度の値がリアプノフ指数の総和と
等しくなるかどうかを検証している．検証結果
については発表当日に報告させていただければ
と考えている．
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修正カオス尺度を用いた交通流モデルのカオスの定量化
谷 知樹 1,井上 啓 1

1山陽小野田市立山口東京理科大学 (〒 756-0884 山口県山陽小野田市大学通 1-1-1)

e-mail : f121608@ed.socu.ac.jp

1 目的
近年,交通渋滞の発生メカニズムの解明や,そ
の抑制手法を構築することを目的として,自動
車の交通流をモデル化し,渋滞の発生条件を調
べるといった研究が行われている.交通流モデ
ルの研究の中には,交通パターンが交通渋滞の
ような複雑な振る舞いを表すものがあり,それ
らの交通渋滞を扱った論文には,交通の流れに
カオス性があるという研究もある.例えば,1台
の車の動きに着目した交通流モデルには,車の
移動で得られた移動時間のデータにカオス性を
示すものも報告されている [1].この交通流モデ
ルのカオスの定量化には,リアプノフ指数がよ
く用いられる.しかし,リアプノフ指数は時系列
データのような差分方程式など力学系の方程式
が既知でない場合では計算が困難である.時系
列データのみからリアプノフ指数を推定する方
法にはWolf法 [2]などがあるが,リアプノフ指
数を推定するためには,遅れ座標系の適切な次
元を推定する必要があることや,軌道の近接領
域に多くのデータ量が必要になるなどの課題が
存在する.

一方,情報理論の観点からカオスを定量化す
る指標としてカオス尺度が提案されている [3].

カオス尺度は,リアプノフ指数と同様にカオス
の定量化が出来る指標である.また,カオス尺度
は時系列データのみから計算をすることが出来
る.しかし,リアプノフ指数よりカオス尺度の方
が大きな値をとる.そこで,カオス尺度とリアプ
ノフ指数との差の解釈に基づいて,その差を差
し引いた新たなカオス尺度として修正カオス尺
度が提案されている [4].

本研究では,交通流モデルによって得られる
時系列データのカオスを修正カオス尺度を用い
て,定量化することを試みる.また,Wolf法を用
いてリアプノフ指数を計算した結果と比較し,

修正カオス尺度の有用性を検討する.

2 方法
2.1 交通流モデル

Toledoら [1]によって,等距離に配置された
信号機間を移動する 1台の車の動きを再現した
交通流モデルの研究が行われている.このモデ
ルは,直線道路を走行中の 1台の車両の動きを
記述している.道路上には,一定間隔に特定の頻
度で赤,青に交互に点滅する信号機が配置され
ている.移動中の車両の加速と減速は以下の式
で表すことができる.

du
dτ =

{
A+θ(1− u),加速
−A−θ(u), 減速

ここで,A+は加速度,A−は減速度,θはヘビサ
イド関数である.ヘビサイド関数 θ(u)は,正負
の引数に対して 0,1のいずれかを返すステップ
関数

θ(u) =

{
1, (u > 0)

0, (u < 0)

である.

移動する車両の各信号通過時の速度と信号
間の移動時間について考える.信号の切り替わ
りは, {

sin(Ωτ) > 0 :青
sin(Ωτ) ≤ 0 :赤

で決まる.ここで τは移動中の車両の移動時間,Ω

は信号のパラメータであり,Ωの値を変化させる
ことで信号の切り替わりの間隔を変化させる.0

番目の信号をスタート地点 (初期時間:τ0 = 0,初
期速度 u0 = 0)として,n = 0から n = 1, 2, ...

番目の信号へと車両が移動していく.

2.2 修正カオス尺度
写像 f : I → I(≡ [a, b]d ⊂ Rd, a, b ∈ R, d ∈

N)で定義される差分方程式系 (xn+1 = f(xn), n =

0, 1, ...)において初期値 x0 と I の有限分割 Ai
に対して,時刻mの確率分布を

(p
(m)
i,A (M)) =

#{xk∈Ai;k=m,m+1,...,m+M−1}
M時刻mと時刻m+1の同時確率分布を
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(pm,m+1
i,j,A (M))

=
#{(xk,xk+1∈Ai×Aj ;k=m,m+1,...,m+M−1}

M

とする.ここで,(p
(m)
i,A (M))と (pm,m+1

i,j,A (M))は,

それぞれ k = m,m + 1, ...,m + M − 1に対し
て、xkがいくつ存在するかを数え,データ数M

で割った値と,同様に xkがAiかつ xk+1がAj
に存在する数をM で割った値を表す. このと
きのカオス尺度は以下で定義される [3].

D(M,m)(A, f)

=

N∑
i=1

N∑
j=1

pm,m+1
i,j,A (M) log

p
(m)
i,A(M)

p
(m,m+1)
i,j,A (M)

(1)

カオス尺度の定義内で用いる有限分割Aj の
うち,写像 f によって区間 Ai が写像される領
域を示す割合を q(i, j)とする.この割合を用い
た情報量− log q(i, j)がカオス尺度とリアプノ
フ指数の差と考えられる.この情報量の平均を
カオス尺度から差し引くと

H̃cd = D(M,m)(A, f)−

{−
N∑
i=1

N∑
j=1

pm,m+1
i,j,A (M) log q(i, j)}

(2)

この H̃cd が修正カオス尺度として定義される
[4].

時系列データのみから,リアプノフ指数を計算
する方法としてWolf法がある [2].以下にWolf

法の計算方法を示す.|L(tk)| を時刻 tk におけ
る時系列データとその近傍点間のベクトルの
大きさ,|L′(tk+1)|を時刻 tk の時系列データと
近傍点の時刻を１つ進めたときの各データ間
のベクトルの大きさとする.時刻 t0から tM ま
で,|L(tk)|,|L′(tk+1)|を求めたときのWolf法で
のリアプノフ指数は以下で与えられる.

λ =
1

tM − t0

M∑
k=1

log2
|L′(tk)|
|L(tk−1)|

(3)

このリアプノフ指数 λ が正の場合,カオスで
ある.

3 結果・考察
図 1 はカオス的な振る舞いが発生している
特定の Ωの範囲における交通流モデルの時系
列データである, 各信号間の移動時間 ∆τn =

τn+1− τnの分布を示す分岐図である.この範囲

に対して,リアプノフ指数,修正カオス尺度の計
算結果を図 2に示す.図 1の Ω = 6.106～6.114

の範囲では,リアプノフ指数は正の値を示し,カ
オスであることがわかる.同様に,修正カオス
尺度でも同程度の範囲で正の値をとることがわ
かる.

図 1. 時系列データの分岐図

図 2. 交通流モデルのリアプノフ指数、修正カオス尺度
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安定分布に基づく無限分解可能分布の一般表現について
梅野　健
京都大学
e-mail : umeno.ken.8z@kyoto-u.ac.jp

1 概要
異なるべき指数αが複数から構成された複合

分布の問題を考える。そのべき指数が有限個で
ある場合、べき指数が一番小さい安定分布に収
束する普遍超一般化中心極限定理を発見した。
ここでは、更に、べき指数が連続的に確率的に
分布する場合の複合分布を表現する。その離散
的な場合が、普遍超一般化中心極限定理に相当
する。

2 導入:超一般化中心極限定理と普遍超一
般化中心極限定理
まず、本稿の研究で中心的な役割を果たす安

定分布について説明する。安定分布S(x;α, β, γ, µ)

とは、以下の式で与えられる特性関数 ϕ(t) の
フーリエ変換

S(x;α, β, γ, µ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ϕ(t)e−Ixtdx

で書ける４つのパラメータ (α, β, γ, µ)を持つ
分布関数である。但し、特性関数 ϕ(t)は

ϕ(t) = exp{iµt− γα|t|α(1− iβsgn(t)w(α, t)}
(1)

w(α, t) =

{
tan(πα/2) if α ̸= 1

−2/π ln |t| if α = 1

で与えられる。ここでパラメータ α, β, γ, µは
それぞれ、べき指数、歪度、尺度母数、平均値
の意味を持ち、0 < α ≤ 2,−1 ≤ β ≤ 1, γ > 0

である。α = 2の時、β = 0の安定分布 Sはガ
ウス分布に一致し、α = 1, β = 0の時、安定分
布 Sはコーシー分布に一致する。
条件 (超一般化中心極限定理)

1) C+ > 0, C− > 0 がそれぞれ確率分布
Pc+(c), Pc−(c)に従う正値確率変数とし、
以下の様に平均が存在するとする。

E[C+] <∞,E[C−] <∞

2) 各確率変数 Xi は同一のべき指数 α(0 <

α < 2)を持つべき分布であり、その確率

密度関数 fi(x)は、漸近的に

fi(x) ≃

{
c+ix

−(α+1) for x→∞
c−i|x|−(α+1) for x→ −∞

(2)

となる。但し、c+i,c−iは i毎に異なると
し、それぞれそれぞれ 1)の確率密度関数
Pc+(c), Pc−(c)に従う。この条件の元で
以下の定理が成立する。

定理 1 (超一般化中心極限定理,2018[1])

Sn =

∑n
i=1Xi −An

n
1
α

d→ S(x;α, β∗, γ∗, 0) for n→∞.

但し、確率変数Xiは条件 (超一般化中心極限分布)

を満足する独立な確率変数であり、AnはXiの
特性関数φi(t) = E[exp(ItXi)]とℑY :複素数 Y

の虚数部分という定義の下、式

An =


0 if 0 < α < 1

n
∑n

i=1ℑ ln(φi(1/n)) if α = 1∑n
i=1 E[Xi] if 1 < α < 2

で決定され、安定分布のパラメータ β∗,γ∗は,

βi =
c+i − c−i
c+i + c−i

, γi =

{
π(c+i + c−i)

2α sin(πα/2)Γ(α)

} 1
α

の重み付き平均で、

β∗ =
EC+,C− [βiγ

α
i ]

EC+,C− [γαi ]
, γ∗ = {EC+,C− [γαi ]}

1
α

(3)

で与えられる。ここで、EC+,C− は確率密度関
数 fiの漸近的特性を示すパラメータC+, C−の
確率分布 Pc+,Pc−に関する平均である。
証明 [1]参照。ここでは、前節の超一般化中
心極限定理の更なる拡張（一般化）を考える。
一般化とは、超一般化中心極限定理の条件 (超
一般化中心極限定理)を満足する同一のべき指
数 αを対象とする確率変数の和から、異なる
m(0 < m < ∞)個のべき指数 0 < α1 < α2 <

· · · < αm < 2を持つべき分布

fi(x;αk) ≃

{
c+ix

−(αk+1) for x→∞
c−i|x|−(αk+1) for x→ −∞

(4)
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に従う確率分布を持つ独立な確率変数Xiの和
を考えることである。m = 1の場合は、同一の
べき指数αの分布の和であり超一般化中心極限
定理 (2018)に一致する。よってm ≥ 2の場合
を考える。
条件 (普遍超一般化中心極限定理)

1) 確率変数 Xi の確率密度関数は、べき指
数 0 < α1 < α2 < · · · < αm < 2のいず
れかのべき指数αkを持ち条件 (超一般化
中心極限定理)に従う。

2) 確率変数Xiが小さい順に並べたべき指数
0 < α1 < α2 < · · · < αm < 2について
αk(1 ≤ k ≤ m)を持つ確率が qαk

であり、
0 < qαk

< 1を満足し、∑m
k=1 qαk

= 1で
ある。

定理 2 (普遍超一般化中心極限定理,2018)

Sn
d→ S(x;α1, β

∗[α1], γ
∗[α1]{qα1}

1
α1 , 0).

但し、確率変数Xiは条件 (普遍超一般化中心
極限定理)を満足する独立な確率変数であり、

Sn ≡
∑n

i=1Xi −An
n

1
α1

は、確率変数 Xi の和から、各 αk で決まる超
一般化中心極限定理に於けるサンプル平均の和
Anqαk

[αk]の総和An、つまり

An =
m∑
k=1

Anqαk
[αk] (5)

を引いたものである。パラメータ β∗[α1]及び
γ∗[α1]は、最小のべき指数α1を持つnqα1個の
確率変数に対して超一般化中心極限定理 (nqα1 →
∞) を適用した時に収束する安定分布のパラ
メータ β∗, γ∗ であり, べき指数 α1 によって決
まる。従って、β∗[α1], γ

∗[α1]と書ける。
証明は、文献 [2,3]を参照。

3 連続的にベキ指数が分布する場合の極
限定理
安定分布 S(x;α, β, γ, µ)の特性関数 ϕ(t)

ϕ(t) = exp{iµt− γα|t|α(1− iβsgn(t)w(α, t)}
(6)

ただし、

w(α, t) =

{
tan(πα/2) if α ̸= 1

−2/π ln |t| if α = 1

のべき指数 αが連続的に 0 < α ≤ 2に p(α)dα

で分布しているとする。すると、混合分布の特
性関数 ϕ(t)の対数 ψ(t)(ϕ(t) = exp(ψ(t))は、∫ 2

0
{iµ[α]−γ[α]α|t|α(1−iβ[α]sgn(t)w(α, t)}p(α)dα

で一意に与えられる。ただし、µ[α], γ[α], β[α]

は超一般化中心極限定理 [1]より、べき指数 α

が決まれば、ユニークに定まることを用いた。
これが、連続的にべき指数αが分布するときの
極限分布の一般表現である。これが無限分解可
能分布であることは、任意の自然数n > 0 ψ →
1

n
ψであることに着目すれば、変換後の特性関
数を持つ確率変数のn個の和が元の確率分布の
特性関数になることから証明できる。具体例と
して、p(α)が 1 ≤ α ≤ 2に連続的に分布する一
様分布のときに、β[α] = 0, µ[α] = 0, γ[α] = 1

としたときには、

ψ(t) =

∫ 2

1
−|t|αdα = − t

2 − |t|
log |t|

となる。したがって、その時の特性関数は

ϕ(t) = exp

(
− t

2 − |t|
log |t|

)
となる。p(α)が 0 < α ≤ 1に一様分布すると
きに、β[α] = 0, µ[α] = 0, γ[α] = 1 としたとき
には、

ϕ(t) = exp

(
−|t| − 1

log |t|

)
となる。
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エレメンタリーセルオートマトンのKoopmanスペクトル解析
多賀 圭理 1, 加藤 譲 2, 河原 吉伸 3, 山崎 義弘 1, 中尾 裕也 2

1早稲田大学，2東京工業大学，3九州大学・理化学研究所
e-mail : tagaksk@akane.waseda.jp

1 概要
近年研究の盛んなKoopman作用素は、力学

系の観測量の時間発展を表す線形作用素であり、
非線形力学系であっても、その時間発展をよく
知られた線形のスペクトル解析手法で解析でき
る。その反面、一般に無限次元作用素となるこ
とに困難さがある。空間自由度を持つ力学系の
Koopman解析にも興味を持たれているが、解
析的な結果を得られるのは一部の可解な偏微分
方程式に限られる [1]。
一方で本研究で扱うエレメンタリーセルオー

トマトン（ECA）は、有限サイズの系では取
りうる状態数が有限となる。これより、その
Koopman作用素を有限次元の行列で表現して
直接数値解析できる。ECAはそのシンプルな
時間発展ルールに反してカオス的な挙動を含む
豊かなダイナミクスを有しており、Koopman

作用素の解析や、それに関連した動的モード分
解（DMD）と呼ばれるデータ駆動的解析手法
の検証のためのテストベッドに適していると考
えられる。本講演では ECAのKoopmanスペ
クトル解析についての結果を紹介する。これら
の結果の詳細は [2]にまとめている。

2 エレメンタリーセルオートマトン(ECA)

ECAは 1次元鎖上のバイナリ値をとるセル
が隣接する 3近傍の状態に基づいて時間発展す
る力学系である [3]。
図 1にルール 60の ECAの時間発展則を例

示する。これがルール 60と呼ばれるのは赤く
囲ったバイナリ列を 2進数としたとき、それが
10進数の 60に相当するためである。

図 1. ルール 60の時間発展則

つまり、ECAのありうる時間発展ルールは
全部で 28 = 256種類である。ルール 60のECA

を実際に時間発展させると、図 2のような複雑
なパターンが得られる。このように、ECAは

シンプルなルールからカオス的な挙動が得られ
る点で興味深い。

図 2. ルール 60の時間発展

ECAは数学的な興味から導入されたもので
あるが、一部のルールは渋滞などの現実の系の
モデルとしても扱われている [4]。

3 ECAのKoopman作用素
ECAは次のような力学系とみなすことがで
きる。

xn+1 = F (xn) (1)

ここで、xn = {x = (x1, ..., xN ) | x1,...,N ∈
{0, 1}}であり、状態空間をM とする。観測関
数G : M → Cに作用するKoopman作用素 K̂

は次のように定義される。

(K̂G)(x) = G ◦ F (x) = G(F (x)) (2)

以下の議論では、x = (x1, ..., xN ) ∈M のイン
デックス q ∈ {1, ..., 2N}を次のように与えるこ
ととする。

q =

N∑
j=1

2j−1xj + 1 (3)

次に [5]を参考にし、ECAのKoopman作用素
を具体的に構成する。
まず、次のように指示関数 bq(x)を導入する。

bq(x) =

{
1 (x = x(q))

0 (その他)
(4)
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この指示関数を観測関数としたとき、その時間
発展は以下で与えられる。

(K̂bq)(x) = bq(F (x)) =
2N∑
r=1

Aqrbr(x) (5)

ここで、2N × 2N 行列Aは

Aqr =

{
1 (状態 rが状態 qに遷移するとき)

0 (その他)
(6)

である。Aは状態遷移図の隣接行列に相当する。
次に一般的な観測関数のKoopman作用素を

構成する。一般的な観測関数G(x)は指示関数
の線形和で構成される。これより、Gの時間発
展は

(K̂G)(x) =

2N∑
q=1

 2N∑
r=1

AT
qrgr

 bq(x). (7)

となることから、Aの転置行列がKoopman作
用素の行列表示となっていることが分かる。

4 結果
ECAの Koopman作用素の固有値とダイナ
ミクスに関して、次のことを示した。証明など
の詳細な議論は [2]にまとめた。
補題 1. Koopman作用素の固有値は、複素単
位円上に存在するか、0である。
補題 2. 固有値 0に対応する（広義の）固有関数
c(x)は、ECAの周期解上に存在しないある状
態のインデックスを qとしたとき、c(x) = bq(x)

で与えられる。
補題 3. S ⊆ M を状態遷移図において同一の
連結成分に含まれる状態の集合とすると、Sに
は必ず周期解が１つだけ含まれる。周期解上の
状態の集合をχ = {x(0),x(1), ...,x(T−1)}とし、
S = {x(0),x(1), ...,x(T−1),x(t1),x(t2), ...,x(tp)}
と表すこととする。このとき、λ = exp(2πik/T )

(k = 0, 1, ..., T − 1)は固有値となっており、対
応する固有ベクトルは

c(x) =
∑
q∈QS

λ−Dqbq(x), (8)

で与えられる。ここで、QS = {0, 1, ..., T −
1, t1, t2, ..., tp}であり、Dq は x(q) から x(0)へ
の状態遷移図における最短距離である。

補題 4. ECAについて、以下は同値である。
(i)系がエデンの園（他の状態からその状態へ
遷移することのないような状態）を持たない。
(ii)系は可逆である。
(iii)Koopman作用素が 0固有値を持たない。
(iv)Koopman作用素がユニタリ作用素である。
以上から、次の結果が得られる。

定理 5. ECAの周期解上にない状態数と 0固
有値の重複度は同じである。また、0固有値が
存在しないとき系は可逆である。
定理 6. ECAの 1固有値の重複度が系の状態
遷移図における連結成分の数に対応しており、
また系の独立な保存量の数に対応する。

5 まとめ
本研究では ECAのKoopman作用素を構成

し、その性質を調べた。また、ECAにDMDを
適用した結果も得ている [2]が、今後の展望と
して、さらにDMDの拡張的手法を ECAに適
用することを予定している。
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力学系のリザバー計算
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1 概要
リザバー計算は [1, 2]で提唱された，回帰型
ニューラルネットワーク（RNN）を用いた機械
学習法の一つである．我々の研究では特に力学
系から生成される時系列の予測に焦点を当てて
いるが，その場合にはリザバー計算のシステム
自体が大自由度力学系として定式化される．本
発表では主に「自励系としてのリザバーは，予
測対象の時系列を生成する系と共役である」と
いう仮説について，数値計算と数学解析の両面
から論じる．

2 リザバー計算による力学系の予測
f : M → M を再現したい力学系，x(t)を f

が生成する時系列データとする．以下の数値例
では f として主にロジスティック写像
x(t+1) = f(x(t)) = ax(t)(1−x(t)) (x ∈ [0, 1])

の，a = 3.7の場合を用いる（従ってM = R1）．
r(t) ∈ RN をリザバー計算システムの本体に

あたる RNN（これを「リザバー」という）の
ノード，W ∈ MN,N (R) をリザバーの結合重
み，wout ∈ M1,N (R)を出力重み，wfb ∈ RN

をフィードバック重みとする．
ここで，結合重みW，フィードバック重み

wfbはあるクラスからランダムに固定し，これ
らを用いてリザバー計算システムF : Y ×M →
Y（但し Y = RN）を定義する．
一方，出力重み wout ∈ M1,N (R) は，教師

データ {x(t)}とそれを用いて F から生成され
る {r(t)}を用いて，woutr(t) ≈ x(t)であるよ
うに定める．これを学習フェーズといい，次の
図式が可換であることに対応する：

Y ×M F //

π

��
⟳

Y ×M
π

��
M

f
//M.

ここで F : Y ×M → Y ×M は
(r(t+ 1), x(t+ 1)) = (F (r(t), x(t)), f(x(t)))

=: F(r(t), x(t))

で定まる半直積力学系である．
出力重みwoutの決定後は，γ(r) = woutrを
最適出力として，リザバーの内部変数 r(t)だけ
の自励力学系 F̃ : Y → Y が

r(t+ 1) = F (r(t), γ(r(t))) =: F̃ (r(t))

で定まり，これが f のダイナミクスを再現する
かが問題になる．これを予測フェーズという．

3 ロジスティック写像のリザバー計算
図 1は予測データを (x(t), x(t+ 1))の形でプ
ロットした集合と 2次関数 f(x) = 3.7x(1− x)

のグラフを比較したものである．この例ではロ
ジスティック写像のダイナミクスが極めて正確
に再現されたことがわかる．

図 1: ダイナミクスの再現（予測フェーズ）

このような場合に，F̃ とロジスティック写像
との「位相共役写像」を数値的に求めたものが
図 2である．これより F̃ の相空間 Y に学習対
象（ロジスティック写像）と可微分共役なアト
ラクタが実現されたと解釈できる．

図 2: 数値的に求めた位相共役写像
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4 リザバー計算の数学的枠組み
一つの理想的な状況として，次を仮定する：

(H1) 写像 f : M →M は可逆かつ（弱い意
味で）「拡大的」である．

(H2) 半直積力学系Fはファイバー縮小的で
ある．

このとき，よく知られているように次の定理が
成り立つ：
定理１（不変断面定理）
上の仮定 (H1),(H2)のもとで，半直積力学系
F には連続な不変断面 σ : M → Y ×M がた
だ 1つ存在し，その像 Σ = Im(σ) ⊂ Y ×M は
F-不変であり，法方向に縮小的である．

Y ×M F //

π

��
⟳

Y ×M
π

��
M

f
//

σ

OO

M

σ

OO

正確には例えば [3]を参照されたい．
ここで，予測フェーズについて考察するため

に次の概念を導入する：
定義（不変出力）
1) γ : Y →M を出力 (output)という．
2) σ : M → Y ×M を定理１の不変断面，

p : Y × M → M を標準的な射影とす
るとき，出力 γ : Y → M が σ-適合的
(compatible)とは，γ ◦ p ◦ σ = idM と
なることをいう．

3) 出力 γ : Y → M が不変 (invariant)と
は，F̃ (r) = F (r, γ(r))によって F̃ : Y →
Y を定義するとき，γ ◦ F̃ = f ◦ γが成り
立つことをいう．

Y ×M F //

p

��

Y ×M
p

��
Y

F̃ //

γ

��
⟳

Y

γ

��
M

f
//

σ

CC

M

σ

[[

このとき，次を示すことができる：
定理２（不変出力と位相共役性）
定理１の仮定の下で，不変断面 σ に対する

不変出力が与えられたとする．このとき，射影
p : Y ×M → Y が不変グラフ Σ = Im(σ)上

で単射であれば，その像 Σ̃ = p(Σ)はM と同
相かつ F̃ -不変であり，Σ̃上に制限した力学系
F̃ |Σ̃ : Σ̃→ Σ̃は学習対象の力学系 f : M →M

と位相共役である．

Σ̃
F̃ //

� _

ι

��
⟳

Σ̃� _

ι

��
Y

F̃ //

γ

��
⟳

Y

γ

��
M

f
// M

定理３（不変出力の存在定理）
十分小さい L > 0に対して定理１の仮定が
成り立つならば，半直積力学系 F は C1 級の
不変断面 σ と，少なくともその十分小さな近
傍 (Σ ⊂)U 上で定義された C1 級の不変出力
γ : U(⊂ Y )→M を持つ．従って，さらにもし
定理 2における射影 p|Σが単射であれば，定理
2の結論が成り立ち，しかも Σ̃は法方向に縮小
的である．

すなわち，理想的な条件の下では不変出力 γ

が存在して，自励力学系 F̃ は学習対象の力学
系 f と位相共役なダイナミクスを Σ̃として相
空間 Y に再現することがわかる．
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全域木を持つDAGを対象とした
グラフラプラシアンの固有値に関する考察
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1 概要
マルチエージェントシステムにおける合意制

御では，ダイナミクスを記述する線形常微分方
程式の係数行列であるグラフラプラシアンが
本質的な役割を果たす [1]．特にグラフラプラ
シアンの第２固有値は合意速度を左右する重要
な量である．本報告では，全域木をもつDAG

(Directed Acyclic Graph)に有向辺を追加した
場合について考察し，第２固有値が増加あるい
は減少する条件のいくつかを導き，無向グラフ
の場合との相違の明確化を試みる．

2 合意制御とグラフラプラシアン
マルチエージェントシステムにおける「合意

制御」は群ロボットなど複数の自律的要素（エー
ジェント）の状態を同一値（合意値）に一致させ
る制御であり，以下のように定式化される [1]．
まず，i = 1, ..., n の番号が付された n 個の

エージェントで構成されるシステムにおける
相互作用のネットワークを，各エージェント i

を頂点 vi で表わした重み付き有向グラフ G =

G(V,E)で定義する．ここで，V はグラフ Gの
頂点集合 V = {v1, ..., vn} であり，E ⊂ V × V
は辺集合である．エージェント j から i への
情報通信を頂点 vj から vi への有向辺 eji ∈ E
で表現し，通信の強度を辺 eji の重み wij で表
わす．本稿では，正値の重みは全て wij = 1 で
ある場合のみを考える．
各エージェント i の状態（実数値）を xi と

し（ i = 1, . . . , n ），システム全体の状態を表
わすベクトルを x = [ x1, x2, . . . , xn ]T ∈ Rn

として（ T は行列の転置を表わす），このシ
ステムに対する合意制御は次の定係数線形常微
分方程式で記述される．

ẋ(t) = −Lx(t). (1)

ここで，L = L(G) ∈ Rn×n は G のグラフラ
プラシアンである．グラフラプラシアン L の
固有値の一つは零であり，また，グラフが全域
木（ spanning tree ）を持つ場合は，この零固

有値は単純根で，その他の固有値の実部は全て
正である．このとき，各エージェントの状態 xi
は t→∞ で同一値（合意値）に収束する．す
なわち，合意が実現する．
具体的には，n 個の固有値を実部の小さい順
に重複なく λ1, λ2, ..., λr とすると（r ≤ n），
λ1 = 0 であり，初期値が x(0) = x0 である (1)

の解は次式で表現できる [1]．

x(t) = (ux0)1 +
r∑
i=2

e−λitMi(t)x0. (2)

ただし，1 は全ての成分が 1 である n 次元
ベクトル，u = [ u1, u2, . . . , un ]T ∈ Rn は
L の零固有値 λ1 に対する左固有ベクトルで
u1 + · · ·+ un = 1 を満たすものであり，Mi(t)

は，t に関する高々 mi− 1 次の（mi は固有値
λi の代数的重複度）多項式を成分にもつ n×n
行列である（i = 1, ..., r）．
この式から，状態 x(t)が合意値 (ux0)1へ収
束する速度は実部が 2番目に小さい固有値 λ2
の実部 Re(λ2) により，e−Re(λ2)t で評価できる
ことがわかる．以下，本稿では Re(λ2) を「第
２固有値」と呼び，c(G) と表わすことにする．

3 全域木をもつ DAG に対する有向辺の
追加と第２固有値の増減
マルチエージェントシステムにおいて，エー

ジェント間の結合が密になるほど相互の情報交
換が促進され，合意に至る速度が増加するもの
と考えられる．すなわち，グラフ G に辺を追
加することにより，合意速度を定めるラプラシ
アン L(G) の第２固有値 c(G) は大きくなるも
のと推測される．実際，G が無向グラフの場合
には，この推測は正しい [2]．
しかし，Gが有向グラフの場合は，これは必

ずしも正しくない．具体的には，G が有向木グ
ラフの場合，下流側から上流（有向木の rootの
向き）に有向辺を追加した場合に，L(G) の第
２固有値 c(G) が減少する場合のあることが示
されている [3, 4]．
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ネットワークが有向木グラフで表わされる
システムでは，全てのエージェントの状態が
root の状態に一致する「リーダーフォロワー
型」の合意になる [1]．本研究では，リーダー
フォロワー型の合意となるネットワーク構造の
より一般的な形式である「全域木をもつDAG

（Diected Acyclic Graph: 有向無閉路グラフ）」
を対象として，上記の結果の拡張を試みた．
以下，G = G(V,E)は全域木をもつ DAGと

する．すなわち，G は V の頂点を全て含む有
向木（全域木）を部分グラフとしてもち，有向
閉路である部分グラフはもたないとする．全域
木は複数存在することがあるが，それらの root

は共通である（ひとつしかない）ことが DAG

の性質からわかる．また，共通の root を v1
とし，root から下流に向けて頂点番号を昇順
に付与できることがわかる．すなわち，任意の
vi (1 ≤ i ≤ n) に対し vj ∈ A(vi) ならば j ≤ i

となるような頂点の番号付けが存在する．ただ
し，A(v) は頂点 v の「祖先集合（ v への有向
道が存在するような頂点の集合）」である．こ
の性質から c(G) = 1 であることもわかる．
このようなDAGに対して，結合の疎密（辺

の数が少ないか多いか）に着目した分類を行な
い，有向辺を追加した場合の第２固有値の増減
に関して考察を行なった．具体的には，グラフ
G = G(V,E) に対して，有向辺を持たない２
頂点 v と u との間に有向辺 (v, u) を追加した
グラフを G′ = G(V ′, E′)とし，ラプラシアン
L = L(G) と L′ = L(G′) の固有値に関して，
以下の定理を得た（紙面の制約のため証明は省
略する）．

【定理 1（結合が疎な場合）】 グラフ G が有向
木グラフの場合，次が成り立つ [3, 4]．
(i) u ∈ A(v) かつ u ̸= v1 (u が root でない）
のとき：c(G′) < c(G)．
(ii) u = v1，すなわち u が root のとき：
|A(v)| ≤ 4ならば c(G′) ≥ c(G)，|A(v)| ≥ 5な
らば c(G′) < c(G)（|A(v)|はA(v)の要素数）.

【定理 2（結合が密な場合）】 任意の頂点 vi か
ら，その下流にある全ての頂点（j > i である
頂点 vj）への有向辺が存在する場合，uが root

であれば c(G′) = 2 > c(G)，そうでなければ
c(G′) = 1 = c(G)．
【定理 3（一般の場合）】 次が成り立つ．
(i) u /∈ A(v)のとき：c(G′) = c(G) = 1．
(ii) u ∈ A(v) かつ u が G の root でないと

き：頂点 uから v へ至る有向道のひとつに対
して，そこに含まれる頂点の番号が u から v

まで順番に付いているとする．すなわち，ある
有向道 (u = vk1 , vk2 , ..., vkN = v) に対して，
ki+1 = ki + 1(i = 1, ..., N − 1)である．
このとき，l = min2≤i≤N lkikiとするとL(G′)

の固有値 λで，0 < λ < lとなるものが存在す
る．したがって，lkiki = 1となる i(2 ≤ i ≤ N)

が存在すれば，c(G′) < 1 = c(G)である．

定理 1は，G が有向木，すなわち結合が最も
疎であるDAGの場合が対象であり，上流への
辺の追加は第２固有値を減少させることを意味
し，定理 2は，結合が最も密な場合であり，辺
を追加しても第２固有値は非減少であることを
意味している．定理 3の (i)は，下流への有向
辺の追加は第２固有値を変化させないことを意
味し，(ii)は，追加した有向辺の端点 u から端
点 v への有向道に対応する L(G) のブロック
の固有値の実部が減少することを意味し，やは
り結合が疎であれば下流への有向辺の追加が第
２固有値の減少を招くことを示唆している．

4 まとめ
本報告では，全域木をもつDAGを対象とし
て，有向辺の増加に伴う第２固有値の増減につ
いて考察し，結合が疎である（辺の本数が少な
い）ほど，下流から上流への辺の追加が第２固
有値の減少を招く傾向のあることを見出した．
しかし，増減を左右する条件の詳細は明らかに
なっておらず，その明確化が今後の課題である．
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図 1. Comparison between monotone and oscillatory
tails in 2D:(a) oscillatory tail (b) monotone tail

1 概要
３種系という反応拡散系のクラスがもつ面白

さの一つは，それが空間２次元以上においても
安定な空間局在進行パターンの複数個の同時共
存を許すことであろう．一例として次の一般化
された FitzHugh-Nagumo型が方程式がある．


ut = Du∆u+ κ2u− u3 − κ3v − κ4w + κ1
τvt = Dv∆v + u− v
θwt = Dw∆w + u− w

(1)

それにより初めて衝突をはじめとする多彩な
粒子解相互作用を考えることができる．局在パ
ターンは遠方ではある背景解に収束するが，そ
の際，単調に近づくか，振動しつつ減衰するか
は大きな違いを生み出す．振動テールをもつ局
在解は，本体部分は粒子であり，テールは波と
見なせて，その相互作用は，粒の衝突と波の衝
突の両側面をもつ．とくにこれは２次元以上に
おいて顕著となる．実際スリットを通り抜ける
進行スポットは図 1(a)のようにテールが振動
的な場合，極めて複雑な挙動を示し，初期値に
敏感に依存する．本講演では，空間１次元にお
いても，そのような複雑さ，敏感さは引き継が
れており，それが振動テールに起因することを
述べたい．そのためスリットの代わりに，バン
プ状の不均一性をパラメータ κ1導入し，それ
と振動テールをもつ１次元進行パルス（以下パ
ルスとよぶ）の相互作用を考える．バンプの高
さにより，通過，ピン止め，反射などの出力が
観察される．このとき衝突後の出力予測には，
２つのアプローチが可能であり，一つはバンプ
の存在により新たに形成される一群の HIOP

(Heterogeneity-Induced-Ordered-Patterns) 解
を大域的に探索することであり，これにより出
力の漸近状態が予測できる．もう一つはモデル
系を有限次元の常微分方程式系に帰着する手法
である．この縮約法は強力であり，初期値空間
における ”basin boundary”（例えば，通過す
るかピン止めされるかの境界）はあるヘテロク
リック軌道により特徴付けられることがわかる．
さらに高さの変化と共に，この basin bound-

ary がどのように変遷するかについても，「無限
回のヘテロクリック軌道の切り替え現象」とし
て理解することができ，これにより初期値への
敏感依存性も理解できることとなる．以下にそ
の概要を述べる．

2 進行パルス解の大域枝の構造
進行パルス解が存在するかという問題は重要
である．幾何学的あるいは接合的特異摂動論が
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適用可能性は議論されているが，まだ厳密存在
証明は現時点ではできていない．一方数値的に
探索することは可能であり，パルス幅に比べて
十分に長い円周上の周期解としてとらえること
ができる．そのようにして得られた大域分岐描
像は”figure-eight-like stack of isolas”とよばれ
るもので，8字型の孤立枝であるイソラが積み
重なった積層構造を成す．実は速度ゼロの定常
解全体を考えると，これは snakes-and-ladders

という特徴的な構造を形成する．進行パルス解
の全体は，この構造の imperfection と見なす
ことができる．イソラの階層を上に上がると，2

連パルス，3連パルスのようにピークの数が増
えていく．特徴的なことは，左右のサドルノー
ド点で挟まれたある有限のパラメータ κ1の範
囲でのみ進行パルス解は存在することである．

3 縮約有限次元常微分方程式
パルスやスポットの位置は一点とみなし，そ

の運動方程式を導出することができる．駆動力
は３次の非線形性から来るが，それに非一様な
バンプから来る摂動力が加わる．ここではその
導出は述べないが，位置を p(t)，速度をα(t)と
すると次のようになる．

{
ṗ = κ3α− ε

C1
f(p, d)

α̇ = κ23(τ − 1/κ3)α− κ3α3C2
C1
− ε

C1
f(p, d)

(2)

ここで dはバンプの幅， ε は高さである. C1，
C2 は正定数であり，f(p, d)は pに関して奇関
数であり，指数的に符号を変えながら減衰する
関数である．同様な縮約方程式は高次元でも
導出可能である．これは振動テールをもつ進
行波解の normal form と言える．それは drift

bifurcation を示す 3次項と指数的に減衰振動
する 2つの項から成る．

4 Basin boundaryの振舞いと初期値敏
感性
パルスがバンプにぶつかり，高さの変化と共

に多彩な出力が生み出されるが，その出力が遷
移するときの力学系的特徴づけが前節の有限次
元系から可能となる．Basin boundary は着目
している遷移に関わるあるサドル点の安定多様
体により特徴付けられ，それはバンプの高さと
ともに，無限回のヘテロクリニック軌道の切り
替えを経て，遷移点ではパルス軌道に一致する．

パルス軌道は p = −∞でドリフト分岐で決ま
る速度をもつ初期値をもつ特別な解である．出
力が遷移するパラメータ値がこのパルス軌道が
basin boundary と一致するところであること
は当然であるが，興味深いのは，そこに至るま
での basin boundary の挙動である．講演では
具体的に初期値をバンプ近くの定常パルスにと
ると，十分時間が経った後の出力は，ほんのわ
ずかの初期値の誤差が通過か反射の大きな違い
となることを示す．実はこのとき通過と反射の
basin boundary はこの不安定定常パルスにス
パイラル状に巻き付くことがわかる．容易に想
像できるように，この不安定定常パルスの近傍
では，極めて初期値に敏感に依存して出力が決
定される．むろんここでの初期値敏感性はカオ
ス理論でいわれるものとは異なるものである．

5 粒と波の２面性
　この研究のひとつの動機は，文献 [1]にあ
る液体表面上で飛びはねる微少液体粒子の運動
から得た．粒子が液体表面に衝突することによ
り波が同心円状に広がり，それがスリット状の
深さの変化というヘテロ媒質と相互作用するこ
とで，粒子はあたかもマクロな量子的振る舞い
に近い挙動をする．むろんそれは本当の量子的
挙動とは無関係であるが，定性的には極めて示
唆的である．空間 2次元以上の場合，解析は格
段に複雑になる．時間があればその一端も紹介
したい．本稿の詳細は文献 [2]をベースに発刊
予定であるが，ホームページ [3]からもダウン
ロードできるようにする予定である．

謝辞 この研究は JSPS科研費 JP20K20341の
サポートを受けて実施された．
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1 Introduction

Symmetry analysis plays a fundamental role

in the study of differential equations (e.g., [1]),

while Noether’s theorem establishes a one-to-

one correspondence between symmetries and

conservation laws for variational equations [2].

In the last few decades, symmetry analysis

for discrete equations has gained much atten-

tion, as discrete equations can not only be dis-

cretizations of differential equations but also

arise as models of mechanical or physical sys-

tems themselves, such as the Toda lattice. How-

ever, the symmetry prolongation formulation,

which is essential for deriving all symmetries

of a given semi-discrete (or differential-difference)

system, has been a challenging issue [3, 4, 5],

that we finally resolve in [6]. In the following,

we focus only on the 1 + 1-dimensional case.

2 The symmetry prolongation for-

mula

Let x ∈ R and n ∈ Z be the continuous and

discrete independent variables, respectively;

the dependent variables are u ∈ Rq. The for-

ward shift operator with respect to n acts on

functions f(x, n) as follows:

S : f(x, n) 7→ f(x, n+ 1), (1)

and consequently Sj : uα(x, n) 7→ uα(x, n+j),

for each dependent variable uα. The shifts and

derivatives of uα are denoted by

uαi;j = Diuα(x, n+ j), α = 1, 2, . . . , q, (2)

where D is the total derivative with respect

to x. Note that i is non-negative but j can

be any integer. We use the Einstein summa-

tion convention with this notation; moreover,

[u] denotes any finite set of the variables uαi;j .

When q = 1, the following shorthand is com-

monly used:

u=u(x, n), uj =u(x, n+j), u′=Du(x, n), . . . .

Theorem 1 ([6]) Let

v = ξ(x, n, u)∂x + ϕα(x, n, u)∂uα (3)

be the infinitesimal generator of a one-parameter

local Lie group of continuous transformations.

Its prolongation can be written as

prv = ξD + (DiSjQα)∂uαi;j , (4)

where Qα = ϕα − ξ(Duα) are the components

of the corresponding characteristic.

Let A = 0 be a semi-discrete system of

Cauchy–Kovalevskaya type [4, 6], where

A = (A1(x, n, [u]), . . . ,Aq(x, n, [u])) . (5)

The symmetries of this system can be found

from the linearized symmetry condition (LSC),

which states that the vector field (3) generates

a Lie group of symmetries if and only if

prv(Aα) = 0, α = 1, 2, . . . , q (6)

holds on all solutions of A = 0.

Example 2 ([6]) One of the simplest equa-

tions in the Volterra hierarchy is

u′ = u(u1 − u−1). (7)

Solving the LSC,

0 = prv
(
u′ − u(u1 − u−1)

) ∣∣∣
u′=u(u1−u−1)

,

we obtain

ξ = −c1x+ c2, ϕ = c1u.
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Thus the Lie point symmetries are generated

by

v1 = ∂x, v2 = −x∂x + u∂u.

Solutions that are invariant under the group

generated by v = C0v1 + v2 are found as fol-

lows. The lowest-order differential invariant

is v = (x − C0)u; also, n is invariant. Sub-

stituting v = v(n) into (7) and solving, one

obtains

u =
C1 + C2(−1)n − n

2(x− C0)
.

The summation constants are C1 and C2.

3 Noether’s theorem

For a functional of the form

L [u] =
∑
n

∫
L(x, n, [u]) dx, (8)

where L(x, n, [u]) is the semi-discrete Lagrangian,

the corresponding Euler–Lagrange equations,

obtained through variational calculus, can be

written compactly as Eα(L) = 0, where the

Euler operator is defined by

Eα =
∑
i,j

(−1)iDiS−j ∂

∂uαi;j
. (9)

The criterion of variational invariance reads

prv(L) + L(Dξ) = DP1 + (S − id)P2 (10)

for some functions P1 and P2, where v is an

infinitesimal generator.

Theorem 3 (Noether’s theorem [6]) Suppose

that the vector field (3) generates a one-parameter

Lie group of symmetries of the functional (8).

Then the q-tuple of functions Qα = ϕα−ξ(Duα),

i.e., the characteristic of v, gives rise to a

conservation law (P1(x, n, [u]);P2(x, n, [u])) of

the Euler–Lagrange equations, in the charac-

teristic form

DP1 + (S − id)P2 = QαEα(L). (11)

This theorem holds equally for generalized

symmetries. Noether’s second theorem for semi-

discrete equations is available in [6].

Example 4 The Volterra equation (7) is gov-

erned by the Lagrangian

L = v−1v
′ + exp(v1 − v−1)

via a change of variables u = exp(v1 − v−1).

The resulting Euler–Lagrange equation is

E(L) := v′1−v′−1−exp(v2−v)+exp(v−v−2) = 0.

Notice that v = (c1(x) + (−1)nc2(x)) ∂v satis-

fies the invariance criterion (10). In particu-

lar, for constant functions c1 and c2, Noether’s

theorem gives the following conservation laws:

D (lnu) + (S−id) (−u−u−1) = 0,

D ((−1)n lnu) + (S−id) ((−1)n (u−u−1)) = 0.
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1 Hill問題
人工衛星の軌道は地球を原点とした Kepler

問題，制限 3体問題やHill問題を局所的に線形
化した方程式などを用いて設計されている．人
工衛星の軌道にはいくつかの種類がある．
静止衛星 赤道の上空を地球の自転と同じ周
期で周回する軌道で気象観測などに用い
られている

極軌道 北極と南極の上空を通過する軌道
準天頂軌道 赤道面に対し 45◦ をなす楕円軌
道で，GPSに用いられているみちびきが
この軌道上で運用されている

Kepler問題に，太陽からの引力や地球が公
転していることによる遠心力やコリオリ力を考
慮に入れた方程式

Ẍ = 2Ẏ + 3X − X

(X2 + Y 2 + Z2)3/2

Ÿ = −2Ẋ − Y

(X2 + Y 2 + Z2)3/2
(1)

Z̈ = −Z − Z

(X2 + Y 2 + Z2)3/2

を空間Hill問題という．原点が地球で，XY 平
面は地球の公転面である．(−∞, 0, 0)に太陽が
位置するといったモデルである (詳しくは，[1, 2]

などを参照)．以下，q = (X,Y, Z)と表す．
空間 Hill問題で，人工衛星軌道として用い

れるような軌道が求まれば，より少ないコスト
で運行でき，観測精度が向上することが期待さ
れる．

LX+ = {(X, 0, 0) | X > 0}
LX− = {(X, 0, 0) | X < 0}
LY+ = {(0, Y, 0) | Y > 0}
LY− = {(0, Y, 0) | Y < 0}
PXZ = {(X, 0, Z) | (X,Z) ∈ R\{(0, 0)}}
PY Z = {(0, Y, Z) | (Y, Z) ∈ R\{(0, 0)}}

とする．T0 > 0を cosT0 = T0で決まる定数と
する．なお，T = 2πが物理的な時間でいう 1

年 (365.25964日)に対応する．

定理 1 空間 Hill問題 (1)に対して，以下が成
り立つ:

1) 0 < T < 1に対して，q(0) ∈ LX+, q(T ) ∈
LX−を満たす 2T 周期軌道が存在する．

2) 0 < T < 1に対して，q(0) ∈ LX+, q(T ) ∈
LY+を満たす 4T 周期軌道が存在する．

3) 0 < T < T0に対して，q(0) ∈ LX+, q(T ) ∈
LY−を満たす 4T 周期軌道が存在する．

4) 0 < T < T0に対して，q(0) ∈ LX+, q(T ) ∈
PY Z を満たす 4T 周期軌道が存在する．

5) 0 < T < 1に対して，q(0) ∈ LY+, q(T ) ∈
LY−を満たす 2T 周期軌道が存在する．

6) 0 < T < T0に対して，q(0) ∈ LY+, q(T ) ∈
PXZ を満たす 4T 周期軌道が存在する．

2 証明の概略
変分法により周期解を求める．空間Hill問題
のラグランジアンは，

L(q, q̇) =
Ẋ2

2
+
Ẏ 2

2
+
Ż2

2
+XẎ − Y Ẋ

+
3X2

2
− Z2

2
+

1√
X2 + Y 2 + Z2

である．

2.1 境界条件の取り方と反転対称性
T > 0とし，t = 0での境界条件をB0 ⊂ R3，

t = T での境界条件を B1 ⊂ R3 としよう．こ
のもとで，作用積分

A(q) =

∫ T

0
L(q, q̇)dt

の臨界点が得られたとする．それは，
∂L

∂q̇
(q(0), q̇(0)) ⊥ B0,

∂L

∂q̇
(q(T ), q̇(T )) ⊥ B1

を満たす．空間Hill問題の場合，
∂L

∂q̇
= (Ẋ − Y, Ẏ +X, Ż)
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である．これと，(1)のもつ反転対称性と相性
が良ければ，対称的な軌道と接続でき，周期軌
道が得られる．それがうまくいく境界条件が，
LX+, . . . , PY Z である．

2.2 coercivity

境界条件を設定し，それを満たす q(t)の集
合を Ω とする．∥q∥H1 → ∞(q ∈ Ω) のとき
A|Ω(q) → ∞となるとき，A|Ω は coerciveで
あるという．A|Ωが coerciveのときminimizer

がΩの閉包 Ω̄に存在する．今の場合，ラグラン
ジアンが下に有界でないため下からの不等式評
価をする必要がある．結果として境界条件のと
り方に応じて，0 < T < 1あるいは 0 < T < T0
のとき coerciveであることを示すことができる．

2.3 衝突の除去
minimizerが衝突しないことを示す必要があ

る．ラグランジアンの XẎ − Y Ẋ の項の影響
で従来の結果は適用できないが，[3]で確立し
た局所評価の手法がそのまま適用できる．

以上が定理 1の証明の概略である．

3 ホロノーム拘束
定理 1で得られた周期軌道を用いれば，制御

は小さくて済むと思われる．しかし，実際には，
人工衛星には様々な実用上の要請がある．例え
ば，静止衛星は赤道上空を自転と同じ周期を持
つ必要があり，準天頂衛星は日本上空にできる
だけ長い時間い続けることが求められる．Hill

問題にはそのような要請に応えられるような軌
道は存在しない場合も多いと思われる．
ここでは，原点を通る平面にホロノーム拘束

した系を考える．c = (c1, c2, c3) ∈ R3 を単位
ベクトルとし，原点を通り cに直交する平面に
ホロノーム拘束したラグランジアンは

L̄ =
1

2
(ẋ2 + ẏ2) + c3(xẏ − yẋ)

+ λ1x
2 + λ2y

2 +
1√

x2 + y2

と表される．λ1 ≤ 0 ≤ λ2は次で決まる定数で
ある:

λ1 + λ2 = −3c21 + c23 + 2, λ1λ2 = −3

4
c22

lX+ = {(X, 0) | X > 0}
lX− = {(X, 0) | X < 0}
lY+ = {(0, Y ) | Y > 0}
lY− = {(0, Y ) | Y < 0}.

とする．T1 > 0を cosT1 = (c23 − 2λ1)T1で決
まる定数とする．
定理 2 Hill問題の拘束系に対して以下が成り
立つ:

1) 0 < T < min{π/2, 1/(c23 − 2λ1)}に対し
て，q(0) ∈ lX+, q(T ) ∈ lX−を満たす 2T

周期軌道が存在する．
2) 0 < T < min{π/2, 1/(c23 − 2λ1)}に対し
て，q(0) ∈ lX+, q(T ) ∈ lY+を満たす 4T

周期軌道が存在する．
3) 0 < T < min{π, T1}に対して，q(0) ∈

lX+, q(T ) ∈ lY−を満たす 4T 周期軌道が
存在する．

4) 0 < T < min{π/2, 1/(c23 − 2λ1)}に対し
て，q(0) ∈ lY+, q(T ) ∈ lY−を満たす 2T

周期軌道が存在する．
一般には，このホロノーム系は元の空間Hill

問題の部分系になっているわけではないので，
この周期軌道を描くには制御が必要になる．従
来の Kepler問題によって設計された軌道より
コストが小さくなるかどうかを検証することが
次の課題である．
謝辞 本研究はJSPS科研費 18K03366, 20J21214

および JST 特定課題調査の助成を受けたもの
である。
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近可積分系に対する正則レベル集合近傍における
非可積分性のための十分条件

本永 翔也 1, 矢ヶ崎 一幸 2

1,2京都大学 情報学研究科
e-mail : 1mnaga@amp.i.kyoto-u.ac.jp, 2yagasaki@amp.i.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに
微分方程式の可積分性とは，微分方程式が求
積法により解けることを意味する．可積分判定
の研究は Poincaré[1]の時代にまで遡るが，与
えられた力学系の可積分性の判定については現
在でも完全に解決されてはいない．また，可積
分性とダイナミクスの関係を明らかにすること
も重要である．本報告では，一般の自励的力学
系に対する可積分性を取りあげ，近可積分系に
対する非可積分性の十分条件を与える．また，
主結果を周期摂動を受ける 1自由度ハミルトン
系に適用し，分数調波軌道とホモクリニック軌
道に対するメルニコフの方法との関連について
も述べる．

2 一般的な力学系の可積分性
滑らかな n次元多様体N 上のベクトル場X

が与える力学系を考える：

ẋ = X(x), x ∈ N. (1)

定義 1 ([2]) 式 (1)がBogoyavlenskijの意味
で (q, n− q)-可積分であるとは，稠密な開集合
上一次独立かつ互いに可換な q個のベクトル場
Y1(:= X), Y2, . . . , Yq および，dF1, ..., dFn−qが
稠密な開集合上一次独立な，ベクトル場 Yi に
共通の n − q個の第一積分 F1, ..., Fn−k が存在
することをいう．特に，すべての Yi, Fjが解析
的なとき式 (1)は解析的可積分という．

定義 1 は，ハミルトン系に対してよく知られ
ている Liouville可積分性 [3]の一般化になって
おり，Liouville可積分系についての Liouville-

Arnoldの定理 [3]と同様の主張がBogoyavlen-

skij可積分系に対しても成り立つ．すなわち，正
則値 c ∈ ImF (ただし，F = (F1, . . .,

Fn−q)) に対して，レベル集合 F−1(c) が連結
かつコンパクトならば，F−1(c)の近傍におい
て作用・角変数 (I, θ) ∈ U ×Tqが存在して，式
(1)は次のように変換される．

İ = 0, θ̇ = ω(I) (2)

ここで，UはRn−qの開部分集合であり，ω(I) =
(ω1(I), ...,ωq(I))は Iのベクトル値関数である．

3 主結果
以下，扱う関数やベクトル場はすべて解析的
と仮定する．パラメータ εに依存するベクトル
場XεがXε = X0 + εX1 + O(ε2)と与えられ
ているものとし，ベクトル場X0が摂動を受け
る形の n次元力学系を考える：

ẋ = Xε(x). (3)

ε = 0のとき式 (3)に対して以下を仮定する：
(A1) ベクトル場 Y1, ..., Yq (ただし，Y1 = X0)

と第一積分F1, ..., Fn−qにより (q, n−q)-解析的
可積分であり，ある c ∈ Rn−qに対して F−1(c)

は正則で，連結かつコンパクトであり，F−1(c)

の近傍で式 (3)は式 (2)の形に変換される．
(A2) r ∈ Zq に対し r · ω(I) ≡ 0ならば r = 0

となる．
(A3) Cω(U)の鍵集合，すなわち，

∀f, g ∈ Cω(U), f |DR
= g|DR

⇒ f = g

を満たす集合DR ⊂ Uが存在し，次が成り立つ．

dimQ⟨ω1(I), ...,ωq(I)⟩ = 1, I ∈ DR

仮定 (A3)より I ∈ DRに対し周期 T Iの周期
軌道の族 {γIτ (t)}τ∈Tq が存在する．ベクトル値
関数I : Tq → Rn−q を次式で定める：

I I(τ) :=

∫ T I

0
dF (X1)γI

τ (t)
dt. (4)

定理 2 (A1)から (A3)を仮定する．すべての
I ∈ DR に対し I I(τ)が零関数でないならば，
ε = 0の近傍においてXεは F−1(c)の近傍で ε

にも解析的に依存する n− q個の解析的第一積
分をもたない.

(A1)-(A3)に加えて次を仮定する：
(A4) ある I∗ ∈ U において

rank
∂ω

∂I
(I∗) = n− q.
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定理 3 (A1)から (A4)を仮定する．すべての
I ∈ DR に対し I I(τ)が定数関数でないなら
ば，ε = 0の近傍においてXεはF−1(c)の近傍
で第一積分や可換なベクトル場が εにも解析的
に依存した解析的可積分とはならない．

注意 4 式 (2)に解析的な摂動を加えた系

İ = εh(I, θ; ε), θ̇ = ω(I) + g(I, θ; ε)

に定理 2 を適用すると，ĥr(I) を h(θ, I, 0) の
フーリエ係数として

P :=
⋃

r∈Zm\{0}

{I ∈ U ; r · ω(I) = 0, ĥr(I) ̸= 0}

が Cω(U)の鍵集合となるならば，定理 3の結
論が成り立つ．これはPoincaré[1]の 近可積分
系の非可積分定理の一般化に対応する．

4 周期外力を受ける 1自由度系
周期外力を受ける 1自由度系を考える：

ẋ = J∇H(x) + εg(x, νt), x ∈ R2 (5)

ここで，H : R2 → R および g : R2×S1 → R2

は解析的であり，J はシンプレクティック行列

J =

(

0 1

−1 0

)

である．ε = 0のとき式 (5)に対して次を仮定
する．
(M1) ある α1 < α2に対し，α ∈ (α1,α2)につ
いて定数ではない周期 Tαの周期軌道の 1パラ
メータ族 xα(t)が存在する．
(M2) xα(t)は α ∈ (α1,α2)に関しても解析的
である．
α = αl/mにおいて共鳴条件 2π/Tα = mν/l

(l,m ∈ Nは互いに素)が成立するものとし，分
数調波メルニコフ関数を

M l/m(τ)

:=

∫ 2πl/ν

0
∇H(xα(t)) · g(xα(t), νt+ τ)dt

により定める．定理 3より次を得る．

定理 5 Cω(R)の鍵集合D ⊂ {αl/m | l,m ∈ N}
が存在し，任意の αl/m ∈ Dに対して分数調波
メルニコフ関数M l/m(τ)が定数関数でなけれ
ば，ε = 0の近傍で式 (5)は定理 3の意味で非
可積分である．

さらに，ε = 0のとき式 (5)に対して次を仮定
する．
(M3) ホモクリニック軌道 xh(t)を有する双曲
的鞍点 pが存在し，

lim
α→α2

sup
t∈R

d(xα(t),Γ) = 0

が成り立つ．ここで，Γ = {xh(t) | t ∈ R}∪{p}，
d(x,Γ) = infy∈Γ |x− y|である．
ホモクリニック軌道に対するメルニコフ関数を

M(τ) :=

∫ ∞

−∞
∇H(xh(t)) · g(xh(t), νt+ τ)dt

により定める．定理 5において l → ∞の極限
を考えることにより次を得る．

定理 6 メルニコフ関数M(τ)が定数関数でな
ければ，ε = 0の近傍で式 (5)は定理 3の意味
で非可積分である．

特に，M(τ)が単純零点をもたず，横断的ホモ
クリニック軌道が存在しない場合でも，式 (5)

は非可積分となる．
定理 6より，β,ω, δ > 0を定数として，強制

Duffing方程式

ẋ1 = x2, ẋ2 = x1 − x31 + ε(β cos νt− δx2)

は，非摂動系のホモクリニック軌道の近傍で，
定理 3の意味で非可積分であることが示される．

謝辞 本研究は科研費 (課題番号：17H02859と
19J22791) の助成を受けたものである．
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力学系の可積分性に関する最近の研究結果について
矢ヶ崎 一幸
京都大学大学院情報学研究科
e-mail : yagasaki@amp.i.kyoto-u.ac.jp

1 概要
制限三体問題や標準的なDuffing系をはじめ

とした，これまで証明が困難であった力学系の
非可積分性や無限次元可積分系に逆散乱法を
適用する際に現れる Zakharov-Shabat (ZS) 系
の可積分性についての講演者の最近の研究成
果 [1, 2]を概説する．

2 近可積分系の非可積分性
まず，近可積分系の可積分性に関する結果を

述べる．ℓ,m ∈ Nとして，作用 ·角変数 (I, θ) ∈
Rℓ × Tmを用いて表された微分方程式系

İ = εh(I, θ; ε),

θ̇ = ω(I) + εg(I, θ; ε),
(1)

を考える．ここで，εは |ε| ≪ 1を満たす微小パ
ラメータ，h : Rℓ×Rm×R→ Rℓ，ω : Rℓ → Rm

および g : Rℓ × Rm × R → Rm は解析的とす
る．T ∗ = 2π/ω∗とおく．次を仮定する．
(A1) ある I∗ ∈ Rℓに対して定数 ω∗ > 0が存
在して

ω(I∗)/ω∗ ∈ Zm \ {0}

が成り立つ．
(A2) ある k ≥ 0と θ ∈ Tm に対して，γθ ∩
(iR∪ (T ∗ + iR)) = ∅を満たす閉ループ γθが存
在して積分

I k(θ)

:= Dω(I∗)

∫
γθ

Dk
εh(I∗, ω(I∗)τ + θ; 0)dτ

が非零となる．
定理 1 条件 (A1)と (A2)が成り立つものとす
る．このとき，式 (1)は共鳴周期軌道 (I∗, ω(I∗)t

+θ)の近傍において，ε = 0の近傍で εにも有理
型関数的に依存した第一積分と可換なベクトル
場が存在して，有理型関数的にBogoyavlenskij

[3]の意味で可積分とはならない．
定理 1の証明は文献 [1]を参照せよ．定理 1

により文献 [4, 5]では制限三体問題の非可積分
性が証明されている．

次に，1自由度ハミルトン系が時間周期的な
摂動を受ける場合

ẋ = JDH(x) + εu(x, νt), x ∈ R2 (2)

を考える．ここで，H : R2 → Rと u : R2 ×
S1 → R2とし，

J =

(
0 1

−1 0

)
である．次を仮定する．
(M1) ε = 0のとき，ある α1 < α2 に対して，
周期 Tα > 0をもつ周期軌道の 1パラメータ族
xα(t)，α ∈ (α1, α2)，が存在する．
(M2) xα(t)は α ∈ (α1, α2)に関して解析的で
ある．
互いに素な l, n ∈ Nに対して，α = αl/n に
おいて共鳴条件 2π/Tα = nν/lが成り立つもの
とする．定理 1から次を得る [1]．
定理 2 α = αl/nにおいて，dTα/dα ̸= 0かつ，
ある ϕ ∈ S1に対して γϕ∩ (iR∪ (T ∗ + iR)) = ∅
を満たす閉ループ γϕが存在し，積分

Î (ϕ)

:=

∫
γϕ

DH(xα(t)) · u (xα(τ), ντ + ϕ) dτ

が非零となるならば，式 (2)は α = αl/n の共
鳴周期軌道 (xα(t), νt+ϕ)の近傍で定理 1の意
味で非可積分となる．
定理 2を用いることにより，β, ν > 0と δを
定数として，Duffing系

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 − x31 + ε(β cos νt− δx2)

が任意の共鳴周期軌道の近傍において定理 1の
意味で非可積分であることが示されている [1]．

3 ZS系の求積的な可積分性
2次元 ZS系

vx =

(
−ik q(x)

−1 ik

)
v (3)
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および
vx =

(
−ik q(x)

r(x) ik

)
v (4)

を考える．ここで， v ∈ C2であり，k ∈ Cは
定数である．式 (3)はKdV方程式

qt + 6qqx + qxxx = 0

へ，式 (4)は r = ∓q∗として非線形シュレディ
ンガー方程式

iqt = qxx ± 2|q|2q

(その他，変形KdV方程式や Sine-Gordon方程
式，Sinh-Gordon方程式など) へ逆散乱法を適
用する際において現れる [6]．このとき，これら
の偏微分方程式の初期値問題を解くためには，
式 (3)や式 (4)をまず解くことが必要となる．

ZS系 (3)と (4)において x→ ±∞とすると，

vx =

(
−ik 0

r0 ik

)
v, r0 =

{
−1 in (3);

0 in (4),

を得る．x→ −∞のとき

ϕ(x; k), ϕ̄(x; k) ∼ T

(
1

0

)
e−ikx, T

(
0

1

)
eikx,

x→ +∞のとき

ψ(x; k), ψ̄(x; k) ∼ T

(
0

1

)
eikx, T

(
1

0

)
e−ikx

を満たすZS系 (3)と (4)の解をJost解という．

ここで，T =

(
1 0

1
2 ir0/k 1

)
である．さらに，散

乱係数 a(k), ā(k), b(k), b̄(k)が存在して

ϕ(x; k) =b(k)ψ(x; k) + a(k)ψ̄(x; k),

ϕ̄(x; k) =ā(k)ψ(x; k) + b̄(k)ψ̄(x; k).

が成り立ち，a(k), ā(k) ̸= 0のとき

ρ(k) = b(k)/a(k), ρ̄(k) = b̄(k)/ā(k)

を反射係数という．任意の k ∈ R \ {0}に対し
て ρ(k), ρ̄(k) = 0が成り立つとき，q(x), r(x)は
無反射ポテンシャルと呼ばれる．
関数 q(x), r(x)に対して次を仮定する．

(A) q(x), r(x)は Cにおける Rの近傍 U で正

則であり，正則関数 q±, r± : U0 → Cが存在し，
q±(0), r±(0) = 0かつ |Rex| ≫ 1に対して

q(x) = q±(e∓λ±x), r(x) = r±(e∓λ±x)

が成り立つ．ここで，U0 ⊂ Cは x = 0の近傍，
λ± ∈ Cは実部正の定数であり,複号はRex > 0

または Rex < 0によって上か下の符号を同時
に取るものとする．
以下の 2つの定理は，条件 (A)のもとで，「ZS

系 (3)と (4)が求積的に解けるためにはどのよ
うな条件が必要かつ十分か」という問いに対す
る答を与えるものである．
定理 3 q(x)あるいは q(x), r(x)が無反射なら
ば，λ ∈ Cを実部正のある定数として eλxの有
理関数となり，ZS系 (3)あるいは (4)は任意の
k ∈ C \ {0}に対して求積的に解くことができ
る (微分ガロア理論の意味で可積分である )．
定理 4 ZS系 (3)あるいは (4)が任意の k ∈ R\
{0}に対して求積的に解くことができる (微分
ガロア理論の意味で可積分である )ならば，q(x)

あるいは q(x), r(x)は無反射である．
定理 3と 4の証明は文献 [2]を参照せよ．な

お，無反射ポテンシャルに対応した偏微分方程
式の初期値問題の解はソリトンとなる [6]．
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受動歩行における吸引領域の変化とそのメカニズム
岡本 耕太 1，青井 伸也 1，大林 一平 2，國府 寛司 1，泉田 啓 1，土屋 和雄 1
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e-mail : okamoto.kota.78z@st.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに
受動歩行は，制御なしに斜面を歩いて下る力

学システムであり，ヒトの歩行の力学原理を理
解し，エネルギー効率の良い二足ロボットを設
計するうえで重要な知見を与えてくれる [1]．こ
の力学システムにおいて，ある傾斜角を超える
と，アトラクタがカオス的でないにもかかわら
ず吸引領域がフラクタルとなることが知られて
いたが，そのメカニズムは未解明であった．そ
こで，先行研究 [2, 3]においてシンプルな数理
モデルを用いた解析を行った結果，ポアンカレ
写像の逆像が引き伸ばしと折り畳みの効果を持
ち，この逆像がポアンカレ断面上の領域に無限
回作用することで，フラクタルな吸引領域とな
ることを明らかにした．
この性質に加えて，傾斜角に応じた吸引領域

の変化を調査すると，吸引領域の大きさが急激
に減少する傾斜角の存在が確認された．本研究
では先行研究で明らかにしたポアンカレ写像の
逆像による吸引領域の形成メカニズムに基づい
て，これらの吸引領域の変化のメカニズムを調
べた．

2 モデル
本研究では，先行研究 [2,3]と同様，図 1Aに
示すコンパス型のシンプルなモデルを用いる．
このモデルは，長さ lの剛体リンクからなる 2

本の脚を持ち，摩擦のない関節でつなげられて
いる．θは地面に対する支持脚の角度，φは支
持脚に対する遊脚の角度である．質量は関節の
位置に 1つのM と，関節から bの位置に 2つ
のmがあり，それぞれ質点とみなしている．g
を重力加速度とし，制御なしに角度 γの傾斜を
歩く．ただし，力学的な特徴はほとんど変わら
ないので [3]，m/M → 0, b/l→ 1の条件 [4]の
下で解析する．
このモデルは，遊脚期における連続な力学系

と，接地衝突による離散的な力学系から構成さ
れるハイブリッド系である．図 1Bにこのシス
テムの相空間の概念図を示す．H は接地の条
件より定義される相空間上の領域を示す．T が

j

q
Swing

Stance

M

m

m

l
g

b
Poincaré map:

Map: U

Jump: T

Section: HT(H)

S = T ○ U

BA

図 1. A: コンパスモデル．B: 相空間の概念図．

両脚の役割の切り替えを表し，T (H)は切り替
え後の状態を示す．U は 1ステップの開始から
次の接地までの写像を示す．T (H)をポアンカ
レ断面とすると，ポアンカレ写像 S = T ◦ U :

T (H)→ T (H)が歩行の 1ステップを表す．ポ
アンカレ写像のアトラクタが安定な歩行を説明
し，本研究ではこのアトラクタの吸引領域に着
目する．0 < γ < 0.015 radの範囲においてポ
アンカレ断面上で安定な固定点を持ち，そこか
ら 0.019 radまでの範囲において周期倍分岐を
繰り返しカオスに至ることが知られている [4]．
ポアンカレ断面上の点を初期点として，少
なくとも nステップ歩くことのできる初期点
の集合を Dn (n = 1, 2, ...)とする．このとき
Dn+1 ⊆ Dn となる．先行研究 [2]より，Rを
Sの値域（定義域から 1ステップ後の状態）と
すると，Dn = S−1(Dn−1 ∩ R)の関係が成り
立つことが分かっている．この操作を繰り返す
と，Dn = S−1(S−1(· · · (S−1(D1∩R)∩R) · · ·∩
R) ∩ R)と書ける．n → ∞の場合を考えるこ
とで，Dnは吸引領域に近似的に一致する．つ
まり，D1を出発点として，Rと重なる領域を
抽出し，S−1を何度も作用することにより吸引
領域が形成される．また先行研究 [2, 3]で明ら
かにしたように，この S−1 は領域を引き伸ば
して折り畳む効果を持つ．

3 結果
図 2に，γに応じた吸引領域の大きさを示す．
この図から，γ ≈ 0.0105, 0.0135, 0.019付近で，
吸引領域の大きさが急激に減少する様子がわか
る．ただし，γ ≈ 0.019での吸引領域の急激な
変化は，先行研究 [5]で明らかにしている吸引
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図 2. 傾斜角 γ に応じた吸引領域の大きさ．

図 3. 傾斜角 γに応じた吸引領域．赤線が非貫通スリットの
境界を示す．A: γ = 0.01．B: γ = 0.012．C: γ = 0.016．

領域の消滅に対応する．
図 3 に，γ = 0.01, 0.012, 0.016 における吸

引領域を示す．これらの図において，吸引領域
を貫通せず，吸引領域の内部で止まっているス
リット（以降非貫通スリットと呼ぶ）の数を数
えると，γ = 0.01では 4個，γ = 0.012では 3

個，γ = 0.016では 2個だとわかる．つまり，γ
が大きくなるにつれて，非貫通スリットの数が
減少することを示している．
先行研究 [2]より，あるDn で初めてスリッ
トが Rを貫通すると，引き伸ばしと折り畳み
が繰り返されることにより，吸引領域において
無数のスリットが形成され，吸引領域境界がフ
ラクタルとなることを明らかにしている．上で
示した傾斜角では吸引領域はすでにフラクタル
な構造を有しているが，傾斜角の変化に応じて
非貫通スリットが新しく Rを貫通することに
より，さらに吸引領域に無数のスリットが生成
されると考えられる．つまり，非貫通スリット
数が減少すると，新しく無数のスリットが吸引
領域に生成され，吸引領域の大きさが急減に減
少すると考えられる．
図 4に，γ ≈ 0.0135付近での吸引領域の変
化を示す．上で述べたように，傾斜角の変化に

図 4. γ ≈ 0.0135 付近での吸引領域の変化．オレンジ：
ポアンカレ写像の値域R．水色：吸引領域．黄色：値域R
と吸引領域の共通部分．A: γ = 0.0134．B: γ = 0.0143．

応じてスリットがRを貫通し，それにより新し
く無数のスリットが生成され，吸引領域の大き
さが減少する様子を確認できる．

4 おわりに
本研究では，非貫通スリットの数に着目し，
受動歩行における傾斜に応じた吸引領域の急激
な変化のメカニズムを明らかにした．今後は，
先行研究 [5]で明らかにした吸引領域の消滅メ
カニズムと関連付けてより詳細に解析する予定
である．
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片持ち弾性送水管に生じる自励振動の実験による複素振動モードの抽出
樋口 永祐 1, 藪野 浩司 1, 山下 清隆 2

1筑波大学システム情報工学研究群知能機能システム学位プログラム，2福井工業大学工学部
機械工学科

e-mail : s2120762@s.tsukuba.ac.jp

1 緒言
内部流による片持ち弾性送水管の不安定化

現象に関する研究は長年行われてきた．その
運動の理論解析はBenjamin[1]による連結送水
管を用いた解析に始まり，その後Gregory and

Paidoussis[2]らによって無限自由度における運
動解析に発展した．以降，送水管にばねや質量
などを付加した際に生じる非線形現象が興味を
集め，現在に至るまで様々な研究が盛んに行わ
れている．
片持ち弾性送水管は，内部にある臨界流速以

上の流体が流れると自励振動を生じる．内部流
の影響で非保存的な従動力が作用することに
よって不安定化現象を生じることが知られてい
る．これはシステムの非自己随伴性に直接起因
した現象であり固有モードが互いに直交せず，
またモードが複素数になりうる．既存の研究で
は，非自己随伴性に起因した複素モードに関す
る考察はあまり行われておらず，特に実験的な
研究に関しては著者の知る限り存在しない．そ
こで，本発表では実験データから振動モードを
実数成分と虚数成分に分ける方法を提案し，そ
れらの形状を理論的に得られる形状と比較し定
性的に一致することを報告する．

2 非自己随伴性に起因する複素モード
O y

x

s

v(s,t)

U

図 1. 解析モデル

解析モデルとして，図１のような送水管を考
える．送水管の上端を原点とし鉛直下向きに x

軸,それと垂直に y軸，送水管の中心軸に沿っ
て s軸をとり，送水管は弾性でその中心軸は不
伸長であること，内部流は流速Uの 1次元定常
流とみなせることを仮定する．送水管の長さ，
単位長さ当たりの質量，曲げ剛性を l, m, EI,

内部流体の単位長さ当たりの質量をM とする．
代表長さ L = l, 代表時間 T =

√
(m+M)L4

EI と
すると，3次の非線形項まで考慮した無次元運
動方程式と境界条件は以下の式 (1), (2)のよう
に表せる [3].

v∗
′′′′

+
{
U∗2 − γ(1− s)

}
v∗

′′
+ 2
√
βU∗v̇∗

′

+ γv∗
′
+ v̈∗ −

{
v∗

′ ∂2

∂t2

∫ s

0

(
−1

2
v∗

′2
)
ds

− U∗√βv∗′2 v̇∗′ +
1

2
v∗

′2
v̈∗ − 1

2
U∗2v∗

′2
v∗

′′

−
(3

2
v∗

′′3
+ 3v∗

′
v∗

′′
v∗

′′′
+

1

2
v∗

′2
v∗

′′′′
)

− v∗′′
∫ 1

s

( ∂2
∂t2

∫ s

0

(
−1

2

)
ds+ v∗

′
v̈∗
)
ds

− 1

2
γv∗

′′
∫ 1

s
v∗

′2
ds+

1

2
v∗

′2
v∗

′′
γ
(

1− s
)

+
1

2
v∗

′′2
∣∣∣
s=1

v∗
′′
}

= 0. (1)

s = 0 : v(0) = 0, v′(0) = 0,

s = 1 : v′′(1) = 0, v′′′(1) = 0. (2)

ここで無次元パラメータ β, γ, U∗ はそれぞれ
全質量に対する内部流体の質量比，弾性力に対
する重力の比，無次元流速を表し，β = M

m+M ,

γ = (m+M)gl3

EI , U∗ =
√

Ml2

EI U のように表せる．
また，(̇), (′) はそれぞれ無次元時間と位置に関
する微分を表す．以下，簡単のため無次元量を
表す (*)は省略する．式 (1)の線形項のみを考
慮し，その解を以下のように仮定する．

v =

∞∑
n=1

AnΦn(s)eλnt +AnΦn(s)eλnt. (3)

ここで An, Φn, λn = iωn = i(ωnr + iωni)はそ
れぞれ複素振幅，n次の固有モード, n次の固
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図 2. β=0.388, γ=74.2 のときの Argand diagram.

有値を表す．式 (3)を代入すると，以下のよう
に Φn(n = 1, 2, · · · ) の満たす式が求まる．

Φ′′′′
n + {U2 − γ(1− s)}Φ′′

n

+ (2iωn
√
βU + γ)Φ′

n − ω2
nΦn = 0. (4)

Φnを級数展開で仮定し，β = 0.388, γ = 74.2

の時の固有値を求めると図 2のようなArgand

diagramが得られる．横軸は固有振動数ωr，縦
軸は減衰比 ωi, 図内の数字は無次元流速を表
す．図 2 より，1, 2 次モードは全ての流速に
対して ωi > 0であるのに対し，3次モードは
U = 11.8 ≡ Ucr において ωiの値が正から負に
変わり不安定化を生じることがわかる．このよ
うに求まる固有値と流速を用いることで，その
状態における固有モードを sの関数として理論
的に求めることができる．

3 実験データを用いた複素モードの同定
式 (1)の非線形項まで考慮した式に対して，
非線形解析を用いて解を求めると以下のように
なることがわかる．
v =

ast
2

Φn1(s)e
i(ωrt+ϕ) + C.C.+O(ϵ

3
2 ). (5)

ここで，Φn1 は n次の線形モードで複素数に
なりうることから一般に Φn1(s) = Φnr(s) +

iΦni(s)と表せる. 式 (1)は自律系であるから，
s = s0での初期位相 ψ(s) + ϕがゼロになるよ
うに新しい時間 te = t+ ϕ+ψ(s0)

ωr
を導入すると,

v = ast{Φ′
nr(s) cosωrte − Φ′

ni sinωrte}. (6)

ここで cosψ(s) = Φnr(s)
|Φn(s)| , sinψ(s) = Φni(s)

|Φn(s)| ,

|Φn(s)| =
√

Φ2
nr(s) + Φ2

ni(s), ∆ψ(s) =ψ(s) −
ψ(s0)であり，Φ′

nr(s), Φ′
ni(s)は

Φ′
nr(s) = |Φn(s)| cos ∆ψ(s),

Φ′
ni(s) = |Φn(s)| sin ∆ψ(s). (7)

実験で送水管上長手方向に N 個のマーカー
を設置すると，N 個の時刻歴波形が得られ,

ve1(s1, te) = a|Φen(s1)| cos(ωrte + ∆ψ1k),

ve2(s2, te) = a|Φen(s2)| cos(ωrte + ∆ψ2k),

...

veN (sN , te) = a|Φen(sN )| cos(ωrte + ∆ψNk).

(8)

と表せる．ここで∆ψik = ψ(si) − ψ(sk), Φen

は実験で得られる n次モードを表す．s = s1を
位相の基準点, すなわち∆ψi1 = 0, とすると

ve = a


|Φen(s1)|

|Φen(s2)| cos ∆ψ21
...

|Φen(sN )| cos ∆ψN1

 cosωrte

− a


0

|Φen(s2)| sin ∆ψ21
...

|Φen(sN )| sin ∆ψN1

 sinωrte. (9)

式 (6), (9)の比較から，式 (9)の cos, sinの係
数が複素固有モードの実数成分，虚数成分で
あることがわかる．このことから，実験により
|Φen(s)|と∆ψi1を求めれば複素モードの分解
が可能であるので，この手法を用いて実験的に
複素モードの実数成分と虚数成分を求め理論的
に得られる形状との比較を行う．
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摂動を受けるレイリー・ベナール対流に現れる
ラグランジュ・コヒーレント構造と流体輸送の実験的解析

渡辺 昌仁 1, 吉村 浩明 2

1早稲田大学大学院，2早稲田大学
e-mail : masa.watanabe@aoni.waseda.jp; yoshimura@waseda.jp

1 はじめに
流速ベクトル場に摂動を受けるレイリー・ベ

ナール対流では，オイラー的視点からは流れ場
が安定に見えても，ラグランジュ的視点からは
一部の流体粒子がカオス的に輸送される．本研
究では，その大域的な輸送構造を明らかにする
ことを目的として，摂動を受けるレイリー・ベ
ナール対流の 2次元流速ベクトル場を粒子画像
流速測定 (PIV)法を用いて実験的に計測し，ラ
グランジュ・コヒーレント構造 (LCS) を抽出
した上で，安定な輸送領域についても解析を行
う．さらに，実験結果を定性的に再現する 2次
元のハミルトン系モデルを提案する．

2 実験方法
図 1に示すように，実験装置は主に高温槽，
低温槽，試験槽から構成される．試験槽には高
さ 10mmのアクリル枠が設置されており，その
内部の水が下から加熱され，上から冷却される
ことにより，レイリー・ベナール対流がロール
状に発生する．そこで，レーザーシートをロー
ル軸に垂直に照射した上で，モノクロ CMOS

カメラを用いて水中のトレーサー粒子を撮影し，
PIV解析を行う．そして，得られた 2次元流速
ベクトル場を数値積分し，流体粒子の輸送を計
算する．本実験では，上下面の温度差を 4C◦と
し，レイリー数をRa = 5.6× 104とする．

チラー チラー 
温度計

断熱材

低温槽

試験槽

レーザー
シート

高温槽 レイリー・ベナール対流銅板 アクリル枠

図 1. 実験装置

3 ラグランジュ・コヒーレント構造
LCSは非自律系における不変多様体である．

Shadden ら (2005) は，LCS を有限時間リア
プノフ指数 (FTLE) 場のリッジとして定義し

た 1．いま相空間をM ⊂ R2，フローマップを
ϕtt0 : M → M ; x(t0) 7→ x(t) とすると，積分
時間 Tintの FTLEは以下のように定義される．

σTintt0
(x) =

1

|Tint|
ln

∥∥∥∥∥dϕ
t0+Tint
t0

(x)

dx

∥∥∥∥∥
2

4 実験によって得られた輸送構造
実験によって得られた LCS を図 2 に示す．

LCSの積分時間は，摂動の周期を T = 17.3 s

として，Tint = 8T とする．図 2より，セル境
界付近にホモクリニック錯綜が形成されるだけ
でなく，セルの中心付近に 8の字型の構造が現
れることがわかる．また，LCSが複雑に絡ま
りあうことから，馬蹄形写像が生じ，一部の流
体粒子がカオス的に輸送されることが予測でき
る．次に，安定な輸送の構造を明らかにするた
めに，周期的な輸送について解析を行う．実験
系では厳密な周期軌道は現れないため，ここで
は k = 1, 2, · · · , N に対して点 x ∈M が∣∣∣ϕt0+kmTt0

(x)− x
∣∣∣ ≤ δ (1)

を満たし，mが式 1を満たす最小の整数である
とき，点 xは時間周期mT で輸送される点と
考える．この点はポアンカレ断面上のm周期
点と対応する．δ = 1.5 mmとして，図 3に実
験で近似的に求めた 1周期点と 3周期点の現れ
る領域を示す．対流中には，カオス的に輸送さ
れる流体粒子だけでなく，ほぼ周期的に輸送さ
れる粒子も存在することがわかる．

5 ハミルトン系モデルの解析
定常なレイリー・ベナール対流は，H0 = A/k

sin(kx) sin(πz)をハミルトニアンとする 2次元
のハミルトン系としてモデル化できる．Solomon

とGollub (1988)は，これをもとに，摂動を受け
るレイリー・ベナール対流を，摂動を受ける 2次
元のハミルトン系としてモデル化したが 2，その
モデルでは，実験で見られたような 8の字型の
LCSは現れない．そこで本研究では，セル境界
及び水平中央線上の流速に着目することにより，
この対流をH(x, z, t) = H0(x, z) + εH1(x, z, t)
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図 2. 実験系に現れる LCS

周期

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

5

10

図 3. 実験系で周期点の現れる領域

図 4. ハミルトン系モデルに現れる LCS

周期 種類 楕円型 双曲型

図 5. ハミルトン系モデルに現れる周期点

をハミルトニアンとする 2次元のハミルトン系
としてモデル化する．ここに，

H1 = {a sin(3kx)− b sin(ωt) sin(2kx)} sin(πz)

+ cos(ωt)z

とする．流速データからA = 7.1, k = 2.1, T =

0.15, ε = 1.2, a = 0.54, b = 0.36とすると，図 4

のように，このモデルには実験結果と同様に 8

の字型のLCSがセルの中央付近に現れる．積分
時間は Tint = 8T とする．また図 5に，このモ
デルの 1周期点と 3周期点をポアンカレ写像と
ともに示す．実験系とは周期点の数と位置が一
部異なるものの，1周期点がセルの中心付近に
現れ，3周期点がその周りに現れる点は類似し
ている．以上より，このモデルは実験結果を定

性的に再現する．従って，図 5より，実験系で
もカオス的な輸送が現れることが予測できる．

6 まとめ
本研究では，摂動を受けるレイリー・ベナー
ル対流の大域的な輸送構造を明らかにすること
を目的として，LCSを流速データに基づいて抽
出した上で，ほぼ周期的に輸送される領域を明
らかにした．さらに，実験結果を定性的に再現
する，摂動を受ける 2次元のハミルトン系モデ
ルを提案した．

謝辞 本研究は科研費基盤研究 (A)(17H01097)，
JST CREST (JPMJCR1914)，早稲田大学特
定課題研究 (SR 2021-C134, SR 2021-R014, SR

2021C-137)，文部科学省スーパーグローバル大
学創成支援，早稲田大学理工学術院総合研究所
アーリーバードプログラム及び，ASME 2020-

2021 FED Graduate Student Scholarshipによ
る援助を受けている．ここに謝辞を表します.

参考文献
[1] S. C. Shadden, F. Lekien, and J. E.

Marsden, “Definition and properties

of Lagrangian coherent structures from

finite-time Lyapunov exponents in two-

dimensional aperiodic flows”, Physica

D, Vol. 212 (2005), 271-304.

[2] T. H. Solomon and J. P. Gollub,

”Chaotic particle transport in time-

dependent Rayleigh-Bénard convec-

tion”, Phys. Rev. A, Vol. 38, No. 12

(1988), 6280-6286.

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

233



環境変動を考慮した時間遅れを伴う化学反応ネットワークのPersistence

小松　弘和

豊田工業高等専門学校
e-mail : komatsu134711@gmail.com

1 はじめに

Persistenceは，化学反応ネットワーク（CRN）
や生態系，感染症などのダイナミクスにおいて
極めて重要な性質の一つである．ここで，CRN

が persistentであるとは，初期時刻に存在する
物質は反応の進行とともに消滅することなく，
正値の濃度を保ち続けることを意味する．
　 Angeliら [1]は，CRNの物質の濃度の時間
変化を記述する常微分方程式（ODE）を対象
とし，semi-locking setや semi-conservativeと
呼ばれる概念を導入することで，CRNが per-

sistentであるための十分条件を与えた．CRN

の persistenceは，化学反応ネットワーク理論
（CRNT）の重要な課題である global attractor

conjecture（GAC）との関係から，現在も活発
に研究が行われている [2]．
　一方，多くの反応は反応物の分解から最終的
な生成物が生成されるまでに時間遅れを生じる．
したがって，時間遅れを伴うCRNのダイナミ
クスを記述する数理モデルは，ODEでなく遅
れ型関数微分方程式（DDE）が適切である [3]．
しかし，時間遅れがない場合に persistenceを
保証する条件が，時間遅れを伴う場合にも，そ
の性質を保証するかは著者の知る限りほとんど
解明されていない．最近，小松ら [3]は，DDE

の ω-極限集合と状態空間上の正値領域の境界
との共通部分の構造を，ω-極限集合の不変性を
利用し解明した．それに基づいて，CRNTにお
いて基本的かつ重要な結果である文献 [1]で示
された persistenceを保証する十分条件が，時
間遅れを伴う場合にも成立することを示した．
　本稿では，温度や電圧などの環境変動を考慮
した時間遅れを伴うCRNのより広いクラスを
対象とし，文献 [1]や [3]で示された結果を拡張
することを目的とする．この場合，各反応の速
度関数は物質の濃度だけでなく，時刻に陽に依
存する．したがって，このクラスのCRNのダ
イナミクスを記述する数理モデルは非自律的な
DDEによって記述される．一般に，非自律的
DDEのω-極限集合は不変性を満たさないため，
文献 [3]と同様の議論により，非自律的なDDE

の場合へ拡張された [1]の結果を証明できない．
本発表では，文献 [3]の議論を発展させ，非自
律的なDDEの場合へ拡張されたpersistenceの
証明を試みる．

2 環境変動を考慮した時間遅れを伴う化
学反応ネットワーク

CRNは，以下の３つの集合の組G := (S, C,R)

によって記述される：1. Sは，n個の物質から
なる集合であり，S := {X1, . . . , Xn}と表す．
2. Cは，complexes yの集合である．3. Rは，
反応 y → y′の集合である．
　ここで，complex y ∈ Cは非負の整数値yi, i =

1, . . . , nを用いて，y1X1 + · · · + ynXnと表さ
れ，反応 y → y′ ∈ Rは，complex y が反応
し，complex y′ が生成されることを表す．ま
た，物質X1, . . . , Xnの順序は固定されている
ので，以下，y, y′はその係数のみを用いて y =

(y1, . . . , yn)T , y′ = (y′1, . . . , y
′
n)T と表す．

　物質X1, . . . , Xn の各濃度 x1, . . . , xn を並べ
た濃度ベクトルをx = (x1, . . . , xn)T ∈ Rnとす
る．このとき，環境変動を考慮した時間遅れを
伴うCRNGの各物質の濃度の時間変化 x(t), ∀t
≥ 0を記述するDDEの初期関数問題は，次式
で記述される：

ẋ(t) =
∑

y→y′∈R
Ky→y′(t− τy→y′ , x(t− τy→y′))y

′

−
∑

y→y′∈R
Ky→y′(t, x(t))y, ∀t ≥ 0, (1)

x(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−τ, 0]. (2)

ここで，τy→y′ ≥ 0は反応 y → y′ ∈ Rに伴う
時間遅れであり，τ := maxy→y′∈R τy→y′ は全
反応の中で最大の時間遅れである．さらに，初
期関数は ϕ ∈ C([−τ, 0];Rn) =: C である．
　また，方程式 (1)の右辺に現れる反応速度関数
Ky→y′(t, x)は，[−τy→y′ ,+∞)×Ω上で連続な
実数値関数で，以下の２条件を満たすと仮定す
る．ここで，ΩはRnの非負象限Rn≥0を含むRn

の開集合である：1. 任意の t ∈ [−τy→y′ ,+∞)

に対して，Ky→y′(t, x)は xに関して Ω上で一
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階連続微分可能で，かつ，Rn≥0 上で非負な関
数である．2. 任意の y → y′ ∈ Rに対して，
Ω 上で一階連続微分可能な２つの実数値関数
Ky→y′(x),Ky→y′(x)が存在して，次の２条件を
満たす：2-1.全てのx ∈ Rn≥0に対して，Ky→y′(x)

> 0であるとき，かつ，その時に限り，supp(y)

⊂ supp(x)である．また，関数Ky→y′(x)も同様
の条件を満たす．ここで，x ∈ Rnに対してSの
部分集合 supp(x)は，supp(x) := {Xi ∈ S|xi ̸=
0}で定義される．2-2.任意の t ∈ [−τy→y′ ,+∞)

と任意の x ∈ Rn≥0 に対して以下の２つの不等
式を満たす：

Ky→y′(x) ≤ Ky→y′(t, x) ≤ Ky→y′(x),

0 ≤ ∂

∂xi
Ky→y′(x) ≤ ∂

∂xi
Ky→y′(t, x)

≤ ∂

∂xi
Ky→y′(x), ∀Xi ∈ supp(y).

　初期関数 ϕ をもつ DDE(1) の解を xϕ(t) と
表し，任意の t ≥ 0 に対して xϕ(t) の t-切片
xϕt ∈ C([−τ, 0];Rn)を xϕt (s) = xϕ(t+ s),∀s ∈
[−τ, 0]と定義する．文献 [3]と [4]より，DDE(1)

は解の非負値性および正値性を保証することが
知られている．つまり，任意の初期関数 ϕ ∈
C([−τ, 0];Rn≥0) =: C≥0 (resp. x0 ∈ C([−τ, 0];

Rn>0) =: C>0)に対して，DDE(1)の全ての解
xϕ(t)は xϕt ∈ C≥0, ∀t ≥ 0 (resp. xϕt ∈ C>0,∀t
≥ 0)である. ここで，Rn>0 は Rn の正象限を
表す．

3 主結果

本稿では，CRN G のDDE(1)の正値解xϕ(t)

に対して次の有界性を仮定する．
仮定１任意の初期関数ϕ ∈ C>0に対するCRN

G のDDE(1)の正値解 xϕ(t)は有界であると仮
定する．つまり，supt≥0 ∥x

ϕ
t ∥C < +∞である．

ここで，ψ ∈ C に対して ∥ψ∥C := sup−τ≤s≤0

|ψ(s)|である．
　ここで，CRN G のDDE(1)に対する persis-

tenceの厳密な定義を述べる [1]–[3]．
定義１ CRN G のDDE(1)が persistentである
とは，任意の初期関数ϕ ∈ C>0に対して正値解
xϕ(t)が次式を満たすことである：lim inft→∞
xϕi (t) > 0, i = 1, . . . , n.　
　次に本稿の主結果を述べるために必要な２つ
の用語を与える [1]–[3]．
定義２ CRN G に対して，S の非空な部分集
合をW とする．このとき，W ∩ supp(y′) ̸= ∅

を満たす任意の反応 y → y′ ∈ R に対して，
W ∩ supp(y) ̸= ∅ならば，W は semi-locking

setであるという．さらに，semi-locking setW
が他の semi-locking setを含まないとき，Wは
minimal semi-locking set であるという．
定義３ CRN G に対して，HをRnの部分空間
H := span{y′ − y | y → y′ ∈ R}とし，W を
Sの非空な部分集合とする．このとき，任意の
h ∈ Hに対して supp(a) =W かつ a · h = 0と
なるような非零ベクトル a ∈ Rn≥0が存在するな
らば，CRN G はWに関して semi-conservative

であるという．
　本稿の主結果である次の定理を述べる．
定理１ 全ての minimal semi-locking sets に関
してCRN Gが semi-conservativeならば，CRN

G のDDE(1)は persistentである．
　この定理は，Angeliら [1]によって与えられ
たCRN G のODEに対する persistenceの定理
と同様である．紙面の都合上，定理 1の証明は
省略したが，発表当日はその概略を紹介する．

4 まとめ

本稿では，文献 [3]の議論を発展させること
で，文献 [1]で示された時間遅れを伴わないCRN

の persistenceを保証する十分条件が，環境変
動を考慮した時間遅れを伴うCRNに対しても
同様にその性質が保証されることを示した．今
後は，GACに関連する persistenceの結果を，
時間遅れを伴う CRNへ拡張を試みたい．
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最適化に現れる常微分方程式の本質的な収束レート
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1東京大学大学院情報理工学系研究科
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1 はじめに
連続最適化と常微分方程式 (ODE: Ordinary

Differential Equation) の密接な関係は古くか
ら知られている．例えば，無制約最適化問題

min
x∈Rd

f(x)

に対する最も単純な手法である最急降下法
x(k+1) = x(k) − hk∇f

(
x(k)

)
は勾配流 ẋ = −∇f(x) に対する陽的 Euler法
と対応する (hkは時間刻み幅に相当する)．
一方で，近年 Su–Boyd–Candes [1]は，Nes-

terovの加速勾配法の連続極限として2階のODE

ẍ+
3

t
ẋ+∇f(x) = 0 (1)

を導出した．Nesterovの加速勾配法は L平滑
(勾配 ∇f が L-Lipschitz 連続) な関数に対し
て最適な収束レート f

(
x(k)

)
− f⋆ = O

(
1/k2

)
(f⋆ := minx∈Rd f(x))を達成する．ODE (1)の
解 xも f(x(t)) − f⋆ = O

(
1/t2

)を満たすため，
連続と離散の収束レートは綺麗に一致する．
この研究を皮切りに，既知の様々な最適化手

法に対してその連続極限であるODEが導出さ
れ，収束レートの一致が確認されている [2]．最
適化手法の連続極限であるODEは直感的に理
解しやすく，収束レートの証明なども簡潔にな
るため，上記のような連続と離散の対応は新た
な連続最適化手法の構成などに役立つことが期
待されている．
しかし，この連続と離散の対応は以下の意味

で完全ではない．離散系たる最適化手法につい
ては，収束レートの限界が各種の目的関数クラ
スに対して知られている ([3]など)．一方で，連
続系たるODEについては，2節で概説するよう
に，非線形な時間スケーリングにより収束レー
トは任意に変更できてしまうため，収束レート
の限界を素朴に考えることはできない．
本講演では，数値解法の安定性という概念を

援用し，連続系における本質的な収束レートを
定義することで時間スケーリングによる不定性
が除去できることを示す．本予稿では，紙面の
都合上証明は割愛し，結果だけを述べる．

2 準備：ODEの収束レートの加速
Wilson [2]は，L平滑な凸関数 f と任意の滑
らかな単調増加関数 η : R→ Rに対して，ẋ =

γ(t)

eη(t)
(z − x),

ż = −γ(t)∇f(x),
γ(t) :=

d

dt
eη(t) (2)

を考えると，この解 (x, z)は
f(x(t))− f⋆ = O

(
e−η(t)

)
(3)

を満たすことを示した．ここで，eη(t) = t2/4

の場合が (1)に対応する．また，ηの任意性に
より任意に速いレートが達成可能である．

ODE (2)の収束レート (3)は以下のように
して理解できる．まず，Ẋ =

1

τ
(Z −X),

Ż = −∇f(X)

を考えると，この解 (X,Z)は

f(X(t))− f⋆ = O

(
1

τ

)
を満たす．この上で，τ = eη(t)で時間スケーリ
ングを行う，すなわち x(t) = X(eη(t)), z(t) =

Z(eη(t))と定めると，(x, z)はODE (2)の解で
あり，収束レート (3)を満たす．

3 準備：数値解法の安定領域 ([4]など)

定義 1 数値解法を Dahlquistのテスト方程式
ẏ = λy, y(0) = 1 に適用したときの値をR(hλ)

と定めるときRを安定性関数という．また，集
合 { z ∈ C | |R(z)| ≤ 1 }を安定領域という．
定義 1で考えているのはあくまでスカラー

の線形ODEに対して数値解が発散しないため
の条件である．しかし，高次元非線形ODEに
適用した場合の挙動についても，ベクトル場の
Jacobi行列の固有値を λとすることで上の安
定性を通して理解できることが知られている．
陽的な数値解法の安定領域は基本的に有界で

ある．例えば，全ての陽的 Runge–Kutta法の
安定性関数は多項式であり，従って安定領域は
有界である．
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4 ODEの本質的な収束レート
補助変数を導入したODE (2)も踏まえて，一

般に d′次元 (d′ ≥ d) の非自励系

ẏ = g(y, t) (4)

を考える．すなわち，yi = xi (i = 1, . . . , d)

であり，d′ > dのとき，yd+1, . . . , yd′ が補助変
数である．また，f̃(y) = f(y1, . . . , yd)を用い
て，目的関数 f も Rd′ 次元に拡張する．この
とき，任意の初期値から最適解に収束する，つ
まり limt→∞ f̃(y(t)) = f⋆を満たすベクトル場
g : Rd′ × R≥0 → Rd′ の集合を Gと定義する．

ODE (4)に対して，単調増加かつ微分可能
な α : R≥0 → R≥0を用いて時間スケーリング
τ = α(t)を行うと，

d

dt
y(α(t)) = α̇(t)g(y(α(t)), α(t))

に変換される．2 節で確認したように時間ス
ケーリングで収束レートは変わってしまうの
で，この不定性を除くために数値解法の安定性
の概念を援用する．
多くの実用的な最適化手法は，あるODEに

対する陽的な数値解法とみなせるので，ここで
は，その安定領域が有界であると仮定する．こ
の仮定を念頭において，Jacobi行列が漸近的に
定スケールにとどまる，すなわち安定性の観点
から固定時間刻み幅を採用できるODEを適切
に時間スケーリングされたものとみなし，その
時の収束レートが本質的であると考える．
定義 2 g1, g2 ∈ G について，ある単調増加か
つ微分可能な α : R≥0 → R≥0 が存在して，
任意の t ∈ R>0, y ∈ Rd′ に対して g1(y, t) =

α̇(t)g2(y, α(t))が成立するとき，g1 ∼ g2 とか
く．この二項関係∼は同値関係になっており，
g ∈ Gを含む同値類を [g]と表す．
また，g0 ∈ [g]が t → ∞で ρ

(
∂g0(y,t)
∂y

)
=

Θ(1)を満たすとき，g0を適切な代表元という．
適切な代表元 g0 ∈ [g]に対応する解 yについて，
f(y(t)) − f⋆ = Θ(β(t))が成立するとき，β(t)

を [g]の収束レートという．
以下の命題により，この収束レートの定義は

適切な代表元の取り方に依らない．
命題 3 β1,β2が [g]の収束レートであれば，あ
るC1, C2 ∈ R>0が存在し，β2(t) = O(β1(C1t)))

と β1(t) = O(β2(C2t))が成立する．

最後に，2節で考えたような時間スケーリン
グによる加速では定義 2で定めた収束レートを
超えられないことを示す．このために，時間刻
み幅 {hk}∞k=1に以下の 2つの仮定を置く：
(A1) 任意の k において hk

∂g
∂y

(
y(k−1), tk−1

)
の全ての固有値が安定領域に含まれる．
ここで，tk := t0 +

∑k
i=1 hiとする．

(A2) ある hmax ∈ R>0が存在し，任意の k

で hk ≤ hmaxが成立する．
(A1)は安定性のために，(A2)は数値解が近似
であるために自然な仮定である．
定理 4 g ∈ Gに対して，g0が [g]の適切な代表
元であり，αが g(y, t) = α̇(t)g0(y, α(t))を満た
すとする．この下で，ẏ = g(y, t)に対して安定
領域が有界な数値解法を適用する．このとき，
あるT0 ∈ R≥0が存在して，任意の t0 ≥ T0に対
して以下の性質が成立する：t0を初期時刻とし
て時間刻み幅が仮定 (A1),(A2)を満たすとき，

α(tk)− α(t0) = O(k)

が成立する．
α(tk)− α(t0)は g0側の時間に戻したときの
経過時間を意味している．よって，上の定理は，
g0を時間スケーリングにより加速したODEで
ある gを数値的に解くとき，安定性の制約から
g0 側の時間で固定刻み幅を採用したもの以上
には進めないことを示している．つまり，この
方針では定義 2の収束レートを超えられない．
また，2節の (2)については，eη(t) = Θ(t2)

の場合が適切な代表元であり，従って本質的な
収束レートは 1/t2である．この観察はL平滑な
目的関数に対する最適レートと符合している．
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３階テンソルに対するHOOI法の局所最適化の順序について
張 田穎 1, 曽我部 知広 1, 剱持 智哉 1, 張 紹良 1

1名古屋大学 大学院工学研究科 応用物理学専攻
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1 はじめに
テンソルとは，多次元配列のことである [1]．
三階テンソルのTucker分解とは，テンソルX ∈
RI×J×K を一つのコアテンソル Z ∈ RI×J×K

と三つの直交行列A ∈ RI×I , B ∈ RJ×J , C ∈
RK×K との積で表す分解であり，

X = Z ×1 A×2 B×3 C (1)

と書かれ，各成分は xpqr =
∑I

i=1

∑J
j=1

∑K
k=1

zijkapibqjcrkで定義される．（なお，×iとはテン
ソルのモード i方向に沿ったテンソルと行列の
積のことである [1, p.460]．）
式 (1) の A,B,C を長方行列 U ∈ RI×R1 ,

V ∈ RJ×R2 , W ∈ RK×R3 とし，少ない要素
で元テンソルを近似することを低ランク近似
という．低ランク近似として，Tucker分解の
形を利用したHOSVD (Higher-Order Singular

Value Decomposition)法 [2]（高次特異値分解
法）があるが，HOSVD法では最適な低ランク
近似になるとは限らないことが知られている．
そこで，提案された（局所）最適な低ランク近
似を目指した手法の中の一つにHOOI（Higher-

Order Orthogonal Iteration）法 [3]がある．

2 HOOI法
HOOI法は HOSVD法の結果を初期値とし

て目標の最適化問題の近似解を反復的に改良す
る方法である．三階テンソルのHOOI法のアル
ゴリズムをAlgorithm 1に示す．（行列Y(i)は
テンソル Yiのモード行列化を表す [1, p.460]．）
ここで，HOOI法では二つの行列を固定して，

残りの一つの行列に関する最適化問題を以下の
順で解く．

min
U
f(U, Vold,Wold),　 (2)

min
V
f(Unew,V,Wold), (3)

min
W
f(Unew, Vnew,W). (4)

Algorithm 1の 2行目と 5行目，3行目と 6行
目，4行目と 7行目が式 (2)–(4)とそれぞれ対
応している．

Algorithm 1 HOOI法
Input: X ∈ RI×J×K , R1, R2, R3 ∈ N
Output: G ∈ RR1×R2×R3 ,U,V,W

1: for n = 1, 2, . . .

2: Y1 ← X ×2 V
⊤ ×3 W

⊤

3: Y2 ← X ×1 U
⊤ ×3 W

⊤

4: Y3 ← X ×1 U
⊤ ×2 V

⊤

5: U← R1 LLSV(∗1) of Y(1)

6: V← R2 LLSV of Y(2)

7: W← R3 LLSV of Y(3)

8: G ← X ×1 U
⊤ ×2 V

⊤ ×3 W
⊤

(*1) LLSV: leading left singular vectors

3 本研究
Algorithm 1より，HOOI法のU,V,Wの
更新順が固定されていることがわかる.しかし，
この更新順は自由度があり，最適化問題を解く
ために適した順番であるかは不明である．
そこで本研究の目標は，最適化の更新順に着
目し，「元のテンソルと近似テンソルの残差」（以
降，残差と略す）をHOOI法よりも小さくする
手法を開発することである．そのアプローチと
して，本研究では三つの手法を検討する．

3.1 手法 1

手法 1は「一つの行列の最適化問題を全て解
いた後で，最良の結果だけを残して更新する」
という操作を繰り返すアルゴリズムである．こ
こで三つの行列の更新を一反復とし，手法 1の
流れを以下に示す．
1) 三つの行列の更新，つまりmin

U
f(U, Vold,

Wold)，min
V
f(Uold,V,Wold)，min

W
f(

Uold, Vold,W) を全て計算し，残差が最
小となった行列を更新する．

2) 以下の操作を繰り返す.

直前の反復で更新された行列を除き，残
りの二つの行列の最適化問題を解き，残
差が最小となった行列を更新する.
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3.2 手法 2

手法 2は「更新順の全てのパターンを考えて
解き，最良の結果だけを更新する」という操作
を繰り返すアルゴリズムである．
具体的には，手法 2は，行列U,V,Wを一

つの組として，表 1のパターンを考え，以下の
操作を繰り返すアルゴリズムである．
1) 表 1のパターンを全て計算する．
2) 残差が最小となったパターンを選んで近
似解を更新する．

表 1. 行列の更新パターン
パターン 更新順

1 U → V →W

2 U →W → V

3 V → U →W

4 V →W → U

5 W → U → V

6 W → V → U

手法 2では，反復毎に六つのパターンを計算
するため，計算量が増加する．そこで，次の手
法 3を検討する.

3.3 手法 3

手法 3は手法 2の計算量を減少させるために
以下のように修正したアルゴリズムである．
1) 1反復目のみ表 1のパターンを全て計算
し，残差が最小となったパターンを選ぶ．

2) 以下の操作を繰り返す.

1）で選んだパターンを用いて近似解を更
新し続ける．

4 計算量
本節では，手法 1～3とHOOI法の計算量を
比較する．比較する方法を以下に述べる．
1) I = J = K,R1 = R2 = R3とする．
2) 式 (2)–(4)の計算量，つまり一つの行列
を更新する各計算量を cとする．

3) 反復回数を nとする．
反復回数 nに対する提案手法と HOOI法の

計算量の見積りを表 2に示す．
表 2より，n ≥ 5の時，手法 3の計算量<手

法 1の計算量<手法 2の計算量，が分かる．

表 2. 各手法と HOOI法の計算量
計算量

手法 1 6cn+ c

手法 2 18cn

手法 3 3cn+ 15c

HOOI法 3cn

5 数値実験
本節では，手法 1～3の有用性を確認するた
めに数値実験を行う．
数値実験では，乱数でテンソルX ∈ R30×30×30

を生成し，各ランクR1，R2，R3を 15とした．
そして，反復回数を 300回とし，1000個の三階
テンソルに対する各手法の残差がHOOI法の残
差よりも同等以上となった入力テンソルの個数
を表 3に示す．（num：「提案手法の残差≤HOOI

法の残差」の入力テンソルの個数．）
表 3. 各手法と HOOI法の比較
手法 num/1000

手法 1 591/1000

手法 2 564/1000

手法 3 604/1000

表3より，三つの手法の有用性を確認した．そ
の中で，手法 3の残差が最も高い確率でHOOI

法の残差以下となった．

6 まとめ
本研究ではHOOI法の（局所）最適化の順序
に着目し，計算順序を三つ提案した．数値実験
により HOOI法よりも残差が小さくなる更新
順序が存在していることが分かった．

謝辞 本研究はJSPS科研費（20K20397,20H00

581,19K12002,19K14590,17H02829）の助成を
受けたものである．
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メトリックグラフ上の反応拡散方程式のフロント定在波の存在と安定性
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1 はじめに

単独反応拡散方程式において定常解の存在や
安定性が空間領域の形状に依存することは広く
知られている．例えば [1]では，シリンダー領
域においてある定常解が存在しその定常解が全
域解のブロッキングをすることが示されており，
定常解の存在は解構造の解明に重要な手がかり
を与える．本研究では，星型メトリックグラフ
における研究 [2]に続いて，２頂点を持つメト
リックグラフ上の反応拡散方程式の定常解の存
在と安定性を議論する．
本研究で扱う領域Ωを図 1に示す．具体的に

は，1本の長さ Lの線分 Ω0と，2k本 (k ≥ 2)

の半直線Ωn, n = 1, . . . , 2k, から構成され，以
下の性質を満たすとする．

Ω = ∪2kn=0Ωn, Ωn1 ∩ Ωn2 = ∅ (n1 ̸= n2),

Ω0\int(Ω0) = O1 ∪ O2,

∩ki=1 cl(Ωi) = O1, ∩2kj=k+1cl(Ωj) = O2.

本研究ではΩに以下のような座標系を導入する．
Ω0 = {0 ≤ x0 ≤ L},
Ωi = {−∞ < xi < 0} (i = 1, . . . , k),

Ωj = {L < xj <∞} (j = k + 1, . . . , 2k).

以降，時空間領域 Ω × (t0, t1)上で定義され
る関数 u(x, t)に対して un(xn, t) := u|Ωn

(xn, t)

という記法を用いる．今回対象とする問題は，
各 int(Ωn)上での反応拡散方程式

∂tu0 = ∂2x0u0 + f(u0), 0 < x0 < L,

∂tui = ∂2xiui + f(ui), −∞ < xi < 0,

∂tuj = ∂2xjuj + f(uj), L < xj <∞,
(1)

図 1. 本研究で扱う領域 Ω = ∪2k
n=0Ωn の形状

に，２頂点O1とO2上でのKirchhoff境界条件

u0(0, t) = ui(0, t) (i = 1, . . . , k),

u0(L, t) = uj(L, t) (j = k + 1, . . . , 2k),

Σk
i=1∂xiui(0, t) = ∂x0u0(0, t),

∂x0u0(L, t) = Σ2k
j=k+1∂xjuj(L, t),

(2)

を課した問題である．ここで，双安定な非線形
項 f(u)は

f(0) = f(a) = f(1) = 0, f ′(0), f ′(1) < 0,

f(u) < 0 u ∈ (0, a), f(u) > 0 u ∈ (a, 1),
(3)

を満たし，原始関数 F (u) :=
∫ u
0 f(s) dsは，

F (1) > 0, F (1) + (k2 − 1)F (a) < 0 (4)

を満たすとする．
この問題 (1)–(4)に対して以下の性質を満た
す定常解を考える．

lim
xi→−∞

ui(xi) = 1 (i = 1, . . . , k),

lim
xj→∞

uj(xj) = 0 (j = k + 1, . . . , 2k),

∂xnun < 0 (n = 0, 1, . . . , 2k),

u1(x1) = ui(xi) if x1 = xi (i = 2, . . . , k),

uk+1(xk+1) = uj(xj) if xk+1 = xj

(j = k + 2, . . . , 2k).
(5)

2 定常解の存在

問題 (1)–(4)において，存在する定常解の個
数と L = |Ω0|の関係性を示した結果が以下の
定理である．なおL > 0が小さい場合には定常
解が存在せずフロント型の全域解のブロッキン
グは生じない．この事実は星型メトリックグラ
フにおける研究 [2]の結果とも整合性がとれた
ものとなっている．

定理 1 領域Ω上の問題 (1)–(4)において (5)を
満たす定常解の個数について以下が成り立つ．
ある Lmin > 0が存在して，L > Lmin ならば
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少なくとも２つの定常解が存在し，L = Lmin
ならば少なくとも１つの定常解が存在する．さ
らに，あるLM (> Lmin)が存在して，L > LM
ならばちょうど２つの定常解が存在する．

以下に証明の概略を示す．まず η ∈ (a, 1)を

k2F (1) + (k2 − 1)(F (a)− F (η)) = 0 (6)

の一意な解とする．各 η ∈ (η, 1)に対して，ξ
に関する非線形方程式

k2F (1) + (k2 − 1)(F (ξ)− F (η)) = 0 (7)

を考えると，２つの解 ξ1(η), ξ2(η) を持つこと
がわかる．
ここで η ∈ (η, 1)とL > 0を固定する．そし
て３つの区間 (−∞, 0), (0, L), (L,∞)上の境界
値問題{

v′′1 + f(v1) = 0 (−∞ < x < 0),

v1(−∞) = 1, v1(0) = η,
(8)

{
v′′2 + f(v2) = 0 (0 < x < L),

v2(0) = η, v2(L) = ξm(η),
(9)

{
v′′3 + f(v3) = 0 (L < x <∞),

v3(L) = ξm(η), v3(∞) = 0,
(10)

（ただしm = 1, 2）に，x = 0, Lで以下の導関
数の条件

kv′1(0) = v′2(0), v′2(L) = kv′3(L), (11)

を課した問題を考える．この問題 (8)–(11)の解
v1, v2, v3が存在すれば，それらをつなぎ合わ
せることによって定理 1における定常解を構成
できる．よって，問題 (8)–(11)を満たす解が存
在する ηとLのペアを求めることにより，定理
1の主張が示される．

3 定常解の安定性

定理 1で存在が示された定常解の安定性につ
いて以下が成り立つ．

定理 2 領域Ω上の問題 (1)–(4)において (5)を
満たす定常解の中で，漸近安定な定常解が一つ
存在する．

以下に証明の概略を示す．定理 1で構成され
た定常解周りでの線形化作用素の最大固有値
σM は

σM = sup
Ψ∈H1(Ω),Ψ̸=0

K[Ψ]

∥Ψ∥2L2(Ω)

, (12)

で特徴づけられる．ここで関数空間H1(Ω)は
領域ΩnでのH1(Ωn)の直積空間に２頂点上で
の連続条件を課した関数空間であり，K[Ψ]は

K[Ψ] =
k∑
i=1

∫ 0

−∞
[−|ψ′

i|2 + f ′(v1)|ψi|2] dxi

+

∫ L

0
[−|ψ′

0|2 + f ′(v2)|ψ0|2] dx0

+

2k∑
j=k+1

∫ ∞

L
[−|ψ′

j |2 + f ′(v3)|ψj |2] dxj ,

で定まる二次形式である．関係式 (12)におい
て σM を実現する Ψ̃ ∈ H1(Ω)が存在し，さら
にその関数は符号を変えないことがわかる．こ
の Ψ̃と定常解の導関数から構成される負値の
関数 Φ ∈ H1(Ω)を用いて σM を計算すること
により，ある特定の定常解に対しては σM の符
号が負であることが決定できる．以上より定理
2の主張が示される．
一方である定常解に対しては比較定理を用い
て不安定性を示すことも可能である．

4 おわりに

本研究で得られた定常解は全域解の進行をブ
ロッキングすることが予想される．領域Ω上で
の反応拡散方程式を数値的に解くと，十分に大
きいLに対しては確かに波の進行がブロックさ
れるような現象が発生し，本研究結果と整合性
の取れた数値結果が得られている．講演におい
ては数値計算も交えて結果を紹介していく．
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メトリックグラフ上の熱拡散方程式と観測システムにおける状態決定問題
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1 はじめに

近年の観測技術や IoTの発展により，様々な
分野において大量の時系列データが蓄積される
ようになっている．しかしそれらの時系列デー
タは対象の状態変数を直接観察したものではな
く，その状態変数の一部や，その状態変数を変
換したものであることが大半である．よって，
それらの時系列データから対象の真の状態を推
定することは重要な問題である．
本研究では，ネットワーク構造物内部の状態

推定を目指し，メトリックグラフ上の熱拡散方
程式の解を限られた観測点上でのみ観測できる
状況において，その時系列データから初期値を
一意に推定可能となるための条件を調べる．

2 メトリックグラフ上の関数

ユークリッド空間内の点 Nj を頂点と呼び，
その集合をN = {Nj}j とする．頂点は有限個
とする．2頂点を結ぶ線分 Iiを辺と呼び，その
集合を E = {Ii}iとする．各頂点は，少なくと
も 1つの辺とつながっており，辺同士は頂点以
外では交わらないとする．各辺 Ii の方向を考
え，始点を Ii(s) ∈ N，終点を Ii(e) ∈ N，と
表記する．各辺 Iiはユークリッド距離に基づく
長さ li > 0を持つので，各辺 Iiを開区間 (0, li)

と対応づけることができる．ただし Ii(s) = 0,

Ii(e) = li とする．このとき G = {E ,N}をメ
トリックグラフと呼ぶ．
メトリックグラフをG = {E ,N}とする．各頂
点Nj ∈ Nに対して，o(Nj) := {Ii ∈ E ; Ii(s) =

Nj}と o(Nj) := {Ii ∈ E ; Ii(s) = Nj}を定義
する．各辺 Ii ∈ E 上の関数 fi : Ii → C の
集合 f = {fi}Ii∈E を G 上の関数と呼ぶ．各
頂点 Nj ∈ N において，Ii ∈ o(Nj) ならば
fi(Nj) := fi(0)と定義して，Ii ∈ ω(Nj)なら
ば fi(Nj) := fi(li)と定義する．加えて，Nj に
おける fiの外向き微分を

∂fi/∂n(Nj) := −dfi/dxi(0) if Ii ∈ o(Nj),

∂fi/∂n(Nj) := dfi/dxi(li) if Ii ∈ ω(Nj)

と定義し，さらに

∂f/∂n(Nj) :=
∑

Ii∈o(Nj)∪ω(Nj)

∂fi/∂n(Nj)

と定義する．区間 Ii上の Lebesgue可測で２乗
可積分な関数の空間をL2(Ii)とする．メトリッ
クグラフG上の関数空間L2(G) :=

∏
Ii∈E L2(Ii)

を定義すると，L2(G)は

(f, g)L2(G) :=
∑
Ii∈E

(fi, gi)L2(Ii)

を内積としてヒルベルト空間となる．また f ∈∏
Ii∈E H

2(Ii)で，以下の条件 (C)と (T)を満た
す関数 f の空間をH2(G)と定義する．

(C) 各 Nj ∈ N ごとに，Nj に繋がる辺 Iiに
おいて fi(Nj)がすべて同じ値となる．

(T) 各Nj ∈ N で ∂f/∂n(Nj) = 0を満たす．

条件 (C)(T)は合わせて Kirchhoff条件と呼ば
れ，(C)は頂点 Nj で関数の値が連続に繋がっ
ていることを要請し，(T)は頂点Nj で境界条
件による状態変数の生成消滅がなく保存則が成
り立つことを要請している．

3 メトリックグラフ上の熱拡散方程式と
観測演算子

本章では状態推定問題の対象とする熱拡散方
程式と観測演算子について述べる．メトリック
グラフを G = {E ,N} とする．時間依存する
G 上の関数 u(t) = {ui(·, t) : Ii → R}Ii∈E が
Kirchhoff条件を満たす熱拡散方程式の解であ
るとは，uiが各辺 Ii上の熱拡散方程式

∂tui = ∂2xiui in Ii × (0, T ) (1)

を満たし，さらに各時刻 t > 0において u(t) ∈
H2(G)を満たすことをいう．関数 f ∈ L2(G)を
初期値とするKirchhoff条件を満たす熱拡散方
程式の解を u(t; f)とする．
メトリックグラフ上の k個の観測点 xl ∈ G,

l = 1, . . . , k を考え，線形な観測演算子 G :

H2(G) → Rk をG(u) := (u(x1), . . . , u(xk))と
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定める．そうすると，f ∈ L2(G)を初期値とす
るKirchhoff条件を満たす熱拡散方程式の解を
観測点上の時系列データG(u(·; f)) ∈ Lk2(0, T )

に対応付ける線形作用素F : L2(G)→ Lk2(0, T )

が定まる．ここでLk2(0, T ) :=
∏k
i=1 L2(0, T )で

ある．したがって「観測時系列データから初期値
を一意に決定できる」という条件は「F が単射
である」という条件となる．F は線形であるか
ら「F が単射である」という条件は「F (f) = 0

ならば f = 0である」ことが必要十分となる．

4 初期状態が決定できるための必要十分
条件

前章で定めた初期値から観測時系列データを
対応付ける線形作用素 F : L2(G) → Lk2(0, T )

が単射であるための必要十分条件について述べ
る．メトリックグラフ上のKirchhoff条件を課
した拡散作用素 {−∂2xi}Ii∈E の固有値と固有関
数を用いると，以下の定理が得られる．

定理 1 メトリックグラフをG，k個の観測点を
{xl}l=1,...,k ⊂ Gとする．また G上のKirchhoff

条件を課した拡散作用素 {−∂2xi}Ii∈E の固有値
と固有関数の列 {λi, ψij ; j = 1, . . . ,m(λi), i =

0, 1, 2, . . .}が supim(λi) <∞を満たすとする
（m(λi) は固有値 λi の重複度）．また wlij =

ψij(x
l) から定まる k × m(λi) 行列 Wi, i =

0, 1, 2, . . ., を

Wi =


w1
i1 w1

i2 · · · w1
im(λi)

w2
i1 w2

i2 · · · w2
im(λi)

...
...

. . .
...

wki1 wki2 · · · wkim(λi)

 (2)

と定める．このときF が単射であるための必要
十分条件は rank(Wi) = m(λi), i = 0, 1, 2, . . .,

を満たすことである．

定理 1はユークリッド領域における同様の問
題の定理 [1, Theorem 1]を，メトリックグラフ
上の問題に拡張したものとなる．以下に証明の
概略を述べる．
初期値を f ∈ L2(G)とするメトリックグラフ

上の熱拡散方程式の解 u(t; f)は，拡散作用素
{−∂2xi}Ii∈Eの固有値と固有関数の列{λi, ψij ; j =

1, . . . ,m(λi), i = 0, 1, 2, . . .}を用いて，

u(t; f) =

∞∑
i=1

e−λit
m(λi)∑
j=1

(f, ψij)L2(G)ψij (3)

と表すことができる．よって観測時系列データ
の l成分 F (f)lは wlij = ψij(x

l)を用いて

F (f)l =

∞∑
i=1

e−λit
m(λi)∑
j=1

(f, ψij)L2(G)w
l
ij (4)

と書ける．式 (4)を用いると，F (f) = 0とい
う条件は，

m(λi)∑
j=1

(f, ψij)L2(G)w
l
ij = 0

for i = 0, 1, 2, . . . , l = 1, . . . , k

という条件となる．
まず，rank(Wi) = m(λi), i = 0, 1, 2, . . ., を

満たす場合，F (f) = 0であるならば，すべて
の i = 0, 1, 2, . . ., j = 1, . . . ,m(λi) に対して
(f, ψij)L2(G) = 0が成り立ち，f = 0が成り立
つことがわかる．一方で，rank(Wi) = m(λi),

i = 0, 1, 2, . . ., を満たさない場合，F (f) = 0で
ありながら f ̸= 0となる解が構成できる．以上
より，rank(Wi) = m(λi), i = 0, 1, 2, . . .とい
う条件が，F が単射であるための必要十分条件
となることがわかる．

5 おわりに

本予稿ではメトリックグラフ上の熱拡散方程
式における初期値推定問題に関して，観測時系
列データから初期値を一意に推定可能であるた
めの必要十分条件を定理 1として紹介した．定
理 1における必要十分条件を利用するためには
Wiを具体的に計算する必要がある．この値は
メトリックグラフ上の拡散作用素の固有値問題
の解析結果 [2]を用いることにより計算が可能
である．講演では，適切な観測点を配置したと
きの初期値推定の数値例も含めて紹介する．
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1 概要
1次元におけるHénon方程式を変形した次の

方程式の正値偶関数解の多重存在性について考
える．{
u′′ +

(
|x|l + λ

)
up = 0, u(x) > 0, x ∈ (−1, 1),

u(1) = u(−1) = 0.

(1)

ここで p > 1, l ≥ 0, λ ≥ 0である．方程式は
λ = 0のとき Hénon方程式となることを注意
する．問題 (1)は [1, 2]で考察され，次の結果
が知られている．
定理A [2, Theorem 1.4] p > 1, l > 1で l >

4/(p − 1)とする．このとき，0 < λ∗ < ((l −
1)/(l+2))l−1/2なる λ∗が存在して 0 ≤ λ < λ∗
ならば (1)は少なくとも 3個の正値解をもつ．
定理Aの 3個の正値解は，1つの偶関数解及

び 2つの非偶関数解を指しており，正値偶関数
解の多重存在については不明であった（方程式
(1)の正値偶関数解の存在に関しては，シュー
ティング法または変分法の標準的な議論により
示すことができる）．本報告では (1)の正値偶
関数解の多重存在を示すパラメータ (p, l, λ)が
存在することを大石-市原-柏木らによる精度保
証付き数値計算 [3]により示す．
この結果の意味について説明したい．後で述

べる定理 1に示されるように固定された p > 1

に対して，集合 {(l, λ) | l ≥ 0, λ ≥ 0}のほとん
どで正値偶関数解の一意性が成り立ち，正値偶
関数解の一意性が保証されていない開集合 Sl,λ
は図 1,2のようになり，微小な細長い形状とな
る．したがって，正値解の一意性定理の改良を
行うことにより，集合 {(l, λ) | l ≥ 0, λ ≥ 0}全
体で正値偶関数解の一意性を示せるであろうと
予想するのが自然と思われるが，実は，そうで
はなかったということを意味する．実際，定理
3で比較的大きな l，非常に小さな λ（しかし，

一意性定理が成り立つため小さすぎてはならな
い）で正値偶関数解が 3個存在することを示す．
定理 1 p > 1とする．次の (i)-(iv)のいずれか
が成り立てば，(1)の正値偶関数解は存在して
ただ 1つである．
(i) l ≥ 1かつ λ ≥ 2l(l− 1)l−1/((3 + p)(3 +

p+ 2l)l−1) := φ(p, l),

(ii) 0 ≤ l ≤ 1かつ 0 ≤ λ,
(iii) l > 1かつ λ = 0,

(iv) l > 4/(p− 1)かつ 0 < λ ≤ λ(p, l)，ここ
で λ(p, l)は十分小．

図 1,2は定理 1の正値偶関数解が一意存在する
パラメータを表す．定理 1の (i)-(iii)の証明は

l
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図 1. 方程式 (1) の正値偶関数解が多重存在する可能性
があるパラメータ領域 Sl,λ(p ≥ 5の場合)．
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図 2. 方程式 (1) の正値偶関数解が多重存在する可能性
があるパラメータ領域 Sl,λ(1 < p < 5の場合)．

[4]の Pohožaev恒等式を用いてなされる．(iv)

は [1]と同様，(1)の正値偶関数解の線形化方程
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式の非退化性を用いてなされる．φ(p, l)は lに
関して単調減少，φ(p, 1) = 2/(3 + p)だから次
が成り立つ．
系 2 p > 1, λ ≥ 2/(3 + p)ならば，(1)の正値
偶関数解は存在して一意である．
系 2より，l > 1のときも，pが小さい値の時
（しかし，小さすぎると定理 1-(iv)より一意性
が成立するが）のみ正値偶関数解の多重存在の
可能性が残ることがわかる．次の結果は，その
ような場合が起こることを示す．
定理 3 (p, l, λ)が次のいずれかとする．
(p, l, λ) ∈ {(5, 20, 0.0001), (5, 35, 0.00001),

(7, 20, 0.00001), (7, 35, 0.000001)}

このとき，(1)は少なくとも 3つの正値偶関数
解をもつ．

r

u

r

u

r

u

5.24a = 11.95a = 13.24a =

図 3. (p, l, λ) = (7, 35, 0.000001)の場合の方程式 (1)の
3つの正値偶関数解．

2 精度保証付き数値計算による偶関数解
の構成
近年，力学系，偏微分方程式論等様々な分野

で精度保証付き数値計算が活用されている [3]．
本節では，精度保証付き数値計算ライブラリ
kv-library[5]を用いて (1)の正値偶関数解の多
重存在性を示す．u(x;α)を次の初期値問題の
解とする．{
u′′(x) + h(x)|u(x)|p−1u(x) = 0, x ∈ (0,∞),

u(0) = α > 0, u′(0) = 0,

(2)

ここで h(x) = |x|l + λ．u(x;α) > 0 のとき
u′′(x;α) < 0だから，uは区間 (0,∞) に必ず零
点をもつ．この零点をZ(α)と表す．Z(α) = 1

ならば，u(x;α)は (1)正値偶関数解である．精
度保証付き数値計算に持ち込むため，Prüfer変
換：{
u(x;α) = r(x;α) sin θ(x;α) = r(x) sin θ(x)

u′(x;α) = r(x;α) cos θ(x;α) = r(x) cos θ(x).

(3)

α Verified range of ϕ(1;α)

3.0 [1.4637614056841889, 1.463761405684305]

7.0 [1.6127550869213838, 1.6127550869215282]

13.0 [1.525689540668875, 1.5256895406689204]

14.0 [2.3266649301425523, 2.3266649301551388]
表 1. The value of α and verified range of θ(1;α) for
(p, l, λ) = (7, 35, 0.000001).

を導入する．このとき (2)は
r′(x) = r(x) sin θ(x) cos θ(x)·

·
(
1− h(x)r(x)p−1| sin θ(x)|p−1

)
θ′(x) = cos θ(x)2 + r(x)p−1h(x)| sin θ(x)|p+1

r(0) = α, θ(0) = π
2 .

(4)

と書き換えられる．さらに ϕ(x;α) = θ(x;α)−
π/2とおくことにより (2)は
r′(x) = −r(x) sinϕ(x) cosϕ(x)·

·
(
1− h(x)r(x)p−1| cosϕ(x)|p−1

)
ϕ′(x) = sinϕ(x)2 + r(x)p−1h(x)| cosϕ(x)|p+1

r(0) = α, ϕ(0) = 0.

(5)

と書き換えられる．したがって ϕ(x;α) = π/2

ならば u(x;α) は (1) の正値偶関数解である．
(p, l, λ) = (7, 35, 0.000001)のとき，kv-library

を用いると ϕ(1;α)が各 αに対して表 1の範囲
で精度保証される．表 1から，正値偶関数解が
少なくとも 3個存在することが得られるが，詳
細は講演時に述べる．
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流体方程式の自己相似解の再考

大木谷 耕司

京大数理研
e-mail : ohkitani@kurims.kyoto-u.ac.jp

1 序

流体力学に現れる方程式の前方自己相似解に
関する、簡単な考察を２つ程報告する。

2 Cannone-Planchon解のクラス

　 Navier-Stokes 方程式は、x → λx, t →

λ2t, u→ λ−1u という変換で不変である (λ >

0)。この不変性を初期値 u0 にも要求すると、
それは −1次の斉次関数となる：u0 ∝ 1

|x|
. こ

のような特異な初期値を取り扱うため、通常よ
り大きな関数クラス、Besov空間B0

3,∞(R3) が
用いられた [1]。ここでは、その解の意味の理
解を深めるため、１次元 Burgers 方程式を取
り上げ、類似の問題を考える。相似変数を ξ =
x

λ(t) , u(x, t) =
1

√
2at
U(ξ) とおくと (a > 0)、ス

ケール変換後の (定常)Burgers 方程式は、

d2U

dξ2
+
a

ν

d

dξ
(ξU) =

d

dξ

U2

2ν

となる。よく知られた源泉型 (source-type)相
似解は

U(ξ) =

Cexp

(

−
aξ2

2ν

)

1−
C

2ν

∫ ξ

0
exp

(

−
aη2

2ν

)

dη

となる、C は定数 [2, 3]。
講演では、Besov関数クラスにおいて、源泉
型以外にキンク型相似解が存在し、それは合流
型超幾何関数を用いて書くことができることを
示す。

3 前方自己相似解の応用

源泉型自己相似解が得られた時、それを用い
てより一般の解を (再)構成することを考える。
例として、Burgers 方程式を取り上げ、その源
泉型自己相似解を

U(ξ) = F (̂Ψ(ξ); ∂ξ ̂Ψ(ξ)) ≡
∂ξ ̂Ψ

1− 1
2ν

̂Ψ

と書く。ここで、̂Ψ(ξ)は、自己相似的な熱流を

表す: ̂Ψ(ξ) = K
∫ ξ
0 exp

(

−aη2

2ν

)

dη, K は定数。

Step 1

変数変換の定義から、特殊解 (自己相似解)が
得られる。

u(x, t) =
1

√
2at

F

(

̂Ψ

(

x
√
2at

)

; ∂ξ ̂Ψ

(

x
√
2at

))

≡
1

√
2at

∂ξ ̂Ψ( x
√
2at

)

1− 1
2ν

̂Ψ( x
√
2at

)
.

Step 2
̂Ψは、熱流の自己相似解を表すことに注意し、
それをより一般の熱流に置き換える。

u(x, t) =
1

√
2at

F
(

ψ (x, t) ;
√
2at∂xψ (x, t)

)

= F (ψ (x, t) ; ∂xψ (x, t)) ≡
∂xψ(x, t)

1− 1
2νψ(x, t)

.

aを含む項が、キャンセルすることに注意。こ
れは、Cole-Hopf 変換による、よく知られた
Burgers 方程式の一般解に一致する。

4 ３次元Navier-Stokes 流

３次元Navier-Stokes 方程式の自己相似解の
存在 [1, 4, 5]はよく知られている。スケール
不変性を考えると従属変数を、渦度 ω の回転
χ ≡ ∇ × ω にとると都合がよい [6]。スケー
ル変換後のχをX(ξ)と書くと、変換後の (定
常)Navier-Stokes 方程式は

△X+
a

ν
∇·(ξ⊗X) = −

1

ν
△P

(

△−1X · ∇△−1X
)

となる。(Pは、非圧縮射影。) ある汎関数 F

によって、源泉型解が
X(ξ) =

F
(

̂Ψ(ξ),∇ξ × ̂Ψ(ξ), (∇ξ×)2 ̂Ψ(ξ); (∇ξ×)3 ̂Ψ(ξ)
)

(1)

という形で得られたと仮定する。ここで、
(∇ξ×)3 ̂Ψ(ξ) = PKG, K は定ベクトル、G =

exp(− a
2ν |ξ|

2). (1)は強い仮定で、近似と捉え
るせよ、その妥当性はよく分かっていない。
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Step 1

変数変換の定義から、自己相似的な特殊解を
作る:

χ(x, t) =
1

(2at)3/2
F

(

̂Ψ

(

x
√
2at

)

,∇ξ × ̂Ψ

(

x
√
2at

)

,

(∇ξ×)2 ̂Ψ

(

x
√
2at

)

; (∇ξ×)3 ̂Ψ

(

x
√
2at

))

.

Step 2
̂Ψは、自己相似的な熱流を表すので、それをよ
り一般の熱流に置き換える:

χ(x, t) =
1

(2at)3/2
F

(

ψ(x, t), (2at)1/2∇×ψ(x, t),

2at (∇×)2ψ(x, t); (2at)3/2 (∇×)3ψ(x, t)
)

= F
(

ψ(x, t),∇×ψ(x, t), (∇×)2ψ(x, t); (∇×)3ψ(x, t)
)

.

これは、自己相似解よりも一般的な解の候補を
表すものと考えられる。講演では、近似的なF
の表現 [7] を用いて議論する予定である。
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CPUにおけるbatched BLASのためのタスクスケジューリング戦略
椋木 大地 1, 廣田 悠輔 2, 今村 俊幸 1

1理化学研究所 計算科学研究センター，2福井大学 学術研究院工学系部門
e-mail : daichi.mukunoki@riken.jp

1 概要
行列積やランク 1 更新等の基本線形代数演

算を提供するライブラリインタフェース Basic

Linear Algebra Subprograms（BLAS）のある
ルーチンに対して，batched BLAS[1] はパラ
メータやサイズが異なる独立した複数の演算を
1つのルーチンで計算するインタフェースを提
供する．メニーコア環境において十分な並列度
が抽出できない小問題を複数同時に計算するこ
とで，メニーコアを有効活用できる．そのため
ブロックアルゴリズムや分割統治法の高速化に
活用されている．Batched BLASは 2018年に
標準仕様 [2]が定義され，現在はベンダー提供
のBLASにおいても実装が進んでいる．しかし
まだ batchedルーチンを提供していないBLAS

実装や，性能が不十分なルーチンもある．
そこで我々はCPU向けに，シングルスレッド

で動作するbatchedではない通常のBLASルー
チンを 1バッチの処理に割り当て，OpenMPで
並列実行する方法により，batched BLASを自
動生成するツールを開発した [3, 4]．ここで性能
に大きな影響を与えるのが，OpenMPでタスク
（バッチ）をスレッドに割当てる際のスケジュー
リング手法である．この点を扱った研究は我々
の知る限りこれまでに行われていない．そこで
本研究では，まずバッチの負荷が不均一な時の
コア間の負荷不均衡を解消するために，事前の
負荷見積もりに基づくスケジューリング手法を
提案する．そして様々な条件下でOpenMPに標
準実装されているスケジューリング手法と提案
手法を用いた場合の性能を比較し，スケジュー
リング方法が性能に及ぼす影響を考察する．

2 事前負荷見積もりに基づく貪欲法スケ
ジューリング

OpenMPはタスクを静的に割当てる static，
コアの負荷に応じて動的に割当てるdynamicお
よび guided の 3つのスケジューリング手法を
サポートし，chunkとよばれる割当て単位に関
するパラメータがある（これらの詳細は文献 [5]

を参照）．これらのスケジューリング手法はタ

スクの負荷が事前に不明である場合を想定する
ため，タスクはソートされない．
しかし batched BLASの場合，タスク（バッ
チ）の負荷は演算量からある程度推定できる．
そこで我々は，まずバッチを演算量に基づいて
QuickSortでソートし，演算量の大きいバッチ
から順に，割り当てられたバッチの総演算量が
少ないコアへ割り当てるというスケジューリン
グ手法（apriori-cost）[3]を提案した．これは
一種の貪欲法であるため，必ずしも最適な負
荷分散を実現しないが，事前のソートにより
OpenMPの動的割り当てよりも強力に負荷バ
ランスを実現することが期待できる．

3 性能評価
提案手法の apriori-cost および OpenMPが
サポートする各種スケジューリング手法の性能
を比較する．以下の CPU・BLASの組み合わ
せで，シングルスレッドで動作する非 batched

な DGEMMルーチン（XBLASのみ内部を 4

倍精度で計算する拡張精度ルーチンDGEMM-

X）と，各種のスケジューリング手法を用いて，
batchedルーチンを実装した．

• Armv8.2-A+SSL2：A64FX（Armv8.2-A

アーキテクチャ），1NUMAノード 12コ
アのみ使用，コンパイラ：fccpx 4.5.0（-

Kfast,ocl,openmp），言語環境 lang/tcsds-

1.2.31の Fujitsu SSL2．
• Zen2+OpenBLAS：Ryzen Threadripper

3990X（Zen2アーキテクチャ，64コア），
コンパイラ：GCC 8.3.1（-O3 -fopenmp），
OpenBLAS 0.3.15．

• IceLake+MKL：Intel Xeon Platinum 8360Y

（IceLakeアーキテクチャ，36コア，nu-

mactl -localallocで実行）．ICC 2021.2.0

（-O3 -xHost -qopenmp），MKL 2021.2.0．
• IceLake+XBLAS：上記と同環境でGCC

8.3.1（-O3 -fopenmp），XBLAS 1.0.248．
上記の各環境下で以下の実装を比較する．

• Non-batch: マルチスレッドの非 batched
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図 1. DGEMM（SSL2, OpenBLAS, MKL)および DGEMM-X（XBLAS）の性能

ルーチンを逐次的に実行．
• Apriori-cost：提案手法．
• Omp-static：OpenMPの static．
• Omp-static-1：OpenMPの static（chunk-

size=1）．
• Omp-dynamic：OpenMPの dynamic．
• Omp-guided：OpenMPの guided．
• MKL-batch：MKLの batchedルーチン．
なおOmp-static-1 を除いて chunkサイズはデ
フォルトである．
グループ機能は使用せず，バッチ数は 100で，
問題サイズは randn(ceil((1− v)nmax)でラン
ダムに与え，整合寸法は nmaxとする．本稿で
は v = 0.9の結果を示す．行列は転置しない．
問題はバッチ順にメモリに配置されていて，各
データは一つのバッチからのみ参照される．
図 1に結果を示す．XBLASのみ Flopsは拡

張精度の浮動小数点演算回数を示す．Apriori-

cost はバッチの負荷が大きい場合に OpenMP

の動的スケジューリングより良い性能が得られ
るケースがあるが，最適なスケジューリング法
は環境によって異なる．IceLake+XBLAS での
MKLとの比較では，非 batched BLASを利用
した batchedルーチンの実装がMKLと同等か
それ以上の性能を発揮することがわかる．
この他に我々は異なるバッチ数や負荷不均衡

が生じない場合の評価，DGEMVにおける評
価を行った．これらの結果は発表で示す．

4 まとめ
本稿に未掲載の結果も加味すると，最適なス

ケジューリング手法は問題設定だけでなく環境
（ハードウェアおよび OpenMPや BLASの実
装）にも依存するため，理論的な自動選択は難
しいと判断し，最低でもルーチンの引数によっ

てユーザが任意のスケジューリング手法を選べ
るような実装を用意すべきと考える．その上で，
環境ごとに自動チューニングを適用することで
最適なスケジューリング手法を自動適用するこ
とが今後の課題である．

謝辞 本研究は科研費（#19H04127）および文
部科学省ポスト「京」開発事業（Flagship2020

プロジェクト）の助成による．A64FXの評価
には理化学研究所のスーパーコンピュータ富
岳，XeonGold 8360Y の評価には東京大学の
Wisteria/BDEC-01システムを使用した．
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ブロック低ランク行列の近似固有値計算 
 
   伊田 明弘1 
     1海洋研究開発機構 付加価値情報創生部門 地球情報基盤センター 

     e-mail: ida.a@jamstec.go.jp 

 
1  はじめに 
 H-行列法に代表される低ランク構造行列法

[1]は、科学技術計算に現れる密行列に対する

高速計算手法として近年注目を集めている．

BLR（ブロック低ランク）行列法[2]は，低ラン

ク構造行列法の一種であり，最もシンプルな構

造を有するため、低ランク構造行列に対する新

しい計算手法を考案し評価する際にしばしば

用いられる．行列サイズを𝑁𝑁として，密行列の

扱いには少なくとも𝑂𝑂(𝑁𝑁2)の計算機メモリが

必要であり，行列計算（行列-行列積，LU 分解，

QR 分解など）には𝑂𝑂(𝑁𝑁3)の計算コストが要求

される．この密行列を BLR 行列で近似するこ

とが出来れば、必要な計算機メモリは，𝑂𝑂(𝑁𝑁1.5)
に低減される．本研究では、近似計算を用いて

BLR 行列を三重対角化し、密行列の場合の計算

量𝑂𝑂(𝑁𝑁3)より少ない計算量𝑂𝑂(𝑁𝑁7/3)で固有値計

算を行う手法を検討する。 

 

2  実対称ブロック密行列の固有値計算 
実対称行列𝐴𝐴 ∈ ℝ𝑁𝑁×𝑁𝑁の固有値計算法には

様々な手法が提案されているが，大規模行列に

対しては計算対象となる行列𝐴𝐴を Householder
変換により三重対角行列 𝐴𝐴3 に変換し，二分法

や分割統治法を用いて固有値を計算する手法

が多く用いられている[3]．この際，行列𝐴𝐴から

三重対角行列 𝐴𝐴3 へ直接変換したのでは，行列𝐴𝐴
の最左列ベクトルから１本ずつ処理していく

必要がある．キャッシュメモリの有効利用や通

信回数の削減を目的とし，𝑚𝑚本のベクトルをま

とめて処理するBlock Householder変換（以下，

BHH 変換）により，一旦，2𝑚𝑚重対角行列 𝐴𝐴2𝑚𝑚

へ変換し， 𝐴𝐴2𝑚𝑚 を 𝐴𝐴3 へ変換する手法が提案され

ている． 
次式のように実対称行列を，大きさ𝑚𝑚 × 𝑚𝑚の

ブロック（部分行列）で，𝑁𝑁𝑚𝑚 × 𝑁𝑁𝑚𝑚に分割する

ことにより，実対称ブロック密行列を得る． 

𝐴𝐴(1): = �𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
(1)�1 ≤ 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝑚𝑚}. (1) 

今，第１行ブロックが零行列である列ブロック

行列𝑈𝑈(1) ∈ ℝ𝑁𝑁×𝑚𝑚が𝑈𝑈(1)𝑇𝑇𝑈𝑈(1) = 𝐼𝐼とすると，直

交行列𝐻𝐻(1) ≔ 𝐼𝐼 − 2𝑈𝑈(1)𝑈𝑈(1)𝑇𝑇は，𝑈𝑈(1)を軸とす

る BHH 変換行列となる．𝐴𝐴(1)
の BHH 変換後

の行列𝐴𝐴(2) ≔ 𝐻𝐻(1)𝐴𝐴(1)𝐻𝐻(1)
では，ブロック

�𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
(2)�3 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑁𝑁𝑚𝑚}（およびそれらの対称ブロッ

ク）は零部分行列になり，対角ブロックと副対

角ブロックのみに非零の数値が残る．この操作

を 𝑙𝑙回繰り返した後の対角ブロックの部分行列

を𝛼𝛼(𝑙𝑙)
とし，副対角ブロックの部分行列を𝛽𝛽(𝑙𝑙)

（および𝛽𝛽(𝑙𝑙)𝑇𝑇
）とすると，ブロック列�𝛼𝛼(𝑙𝑙)� 1 ≤

𝑙𝑙 ≤ 𝑁𝑁𝑚𝑚}および�𝛽𝛽(𝑙𝑙)�1 ≤ 𝑙𝑙 ≤ 𝑁𝑁𝑚𝑚 − 1}を用いて，

実対称ブロック三重対角行列 𝐴𝐴2𝑚𝑚 は表現する

ことができる．第𝑙𝑙回目の具体的な計算手順は以

下の通りである． 
手順 1 ブロック列�𝐴𝐴𝑖𝑖𝑙𝑙

(𝑙𝑙)� 𝑙𝑙 + 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑁𝑁𝑚𝑚}の
QR 分解を行い, 𝛼𝛼𝑙𝑙 , 𝛽𝛽𝑙𝑙および BHH
変換の軸行列𝑈𝑈(𝑙𝑙)を得る． 

手順２ 直交行列𝐻𝐻(𝑙𝑙) ≔ 𝐼𝐼 − 2𝑈𝑈(𝑙𝑙)𝑈𝑈(𝑙𝑙)𝑇𝑇を用

いて BHH 変換𝐴𝐴(𝑙𝑙+1) ≔ 𝐻𝐻(𝑙𝑙)𝐴𝐴(𝑙𝑙)𝐻𝐻(𝑙𝑙)

を行う． 
手順 1 の１回あたりの計算量は𝑂𝑂(𝑁𝑁𝑚𝑚2)であり，

𝑂𝑂(𝑁𝑁/𝑚𝑚) 回実行されるため，総計算量は

𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑁𝑁2)である．手順２をブロック単位で計算

することを考えると，各ブロックの計算量は

𝑂𝑂(𝑁𝑁𝑚𝑚2)であり，𝑂𝑂(𝑁𝑁2/𝑚𝑚2)回実行されるため，

総計算量は𝑂𝑂(𝑁𝑁3)である．また， 𝐴𝐴2𝑚𝑚 を 𝐴𝐴3 への

変換は計算量𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑁𝑁2) であり，三重対角行列

𝐴𝐴3 の固有値を計算する計算量は𝑂𝑂(𝑁𝑁2)である 
[4]．従って，上記の手法で固有値を計算する場

合の計算量は，ブロックサイズ𝑚𝑚によらず

𝑂𝑂(𝑁𝑁3)となる．  
  
3  実対称BLR 行列の固有値計算 
式(1)のようにブロック分割された実対称行

列𝐴𝐴(1)
を考える．そのような行列において，全

ての非対角ブロックを低ランク行列形式で表

現し，対角ブロックを密行列で表せば，形式的

にBLR行列�̃�𝐴(1)
を得る．即ち， 

�̃�𝐴(1)  ≔ ��̃�𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
(1)| 1 ≤  𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝑚𝑚�, (2) 
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�̃�𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
(1) = �

�̃�𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖
(1)𝑇𝑇�𝑖𝑖𝑖𝑖

(1)(𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗)

�̃�𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
(1)   (𝑖𝑖 = 𝑗𝑗),

 

ここで，�̃�𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖
(1) ∈ ℝ𝑚𝑚×𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑇𝑇�𝑖𝑖𝑖𝑖

(1) ∈ ℝ𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖×𝑚𝑚であり，

𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ ℕは部分行列�̃�𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
(1)

のランクである． 
前節に示したBHH変換を用いた固有値計算

法を，式(2)の BLR 行列�̃�𝐴(1)
に適用することを

考える．密行列の場合と同様に，演算はブロッ

ク毎．違いは，非対角ブロックが低ランク行列

で表現されていることである．ここで，手順２

のBHH変換の際に行われる低ランク行列同士

の和算の結果行列𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙+1)

に，次の条件 1を課す： 

条件1: 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙+1)

は， 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙)
と同じランク𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖である. 

この条件下で BHH 変換を実行するためには，

密部分行列どうしの積和演算に加えて，低ラン

ク部分行列が関わる演算が必要である．特に，

低ランク行列の和を正確に行うと，ランクが増

大するため，条件１を満たすためには，和の結

果行列を近似して，増大したランクを減らす必

要が生じる．そのように近似的に低ランク行列

の和を行う方法として，文献[5]で提案されてい

る手法“rounded addition”を用いる．  
BHH 変換を用いた BLR 行列の固有値計算

コストを見積もる．以下の見積りでは，低ラン

ク行列のサイズ𝑚𝑚は，ランク𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖に比べて十分大

きいと仮定し，計算コストの見積もりにランク

𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖は含めない．手順 1 に必要な低ランク行列を

含むブロック列のQR分解は，文献[5]で提案さ

れた手法を用いる．その１回あたりの計算量は

𝑂𝑂(𝑚𝑚3)であり，𝑂𝑂(𝑁𝑁/𝑚𝑚)回実行されるため，総

計算量は𝑂𝑂(𝑁𝑁𝑚𝑚2)である．手順２のブロック単

位の計算に必要な低ランク行列の演算法に関

しても文献[5]の方法を使用すると，各ブロック

の計算量は𝑂𝑂(𝑁𝑁 + 𝑚𝑚2)であり，𝑂𝑂(𝑁𝑁2/𝑚𝑚2)回実

行されるため，総計算量は𝑂𝑂(𝑁𝑁2 + 𝑁𝑁3/𝑚𝑚2)で
ある．固有値計算対象行列が BLR 行列であっ

ても，変換後の行列は密行列の場合と同じく

2𝑚𝑚重対角行列 𝐴𝐴2𝑚𝑚 であるため， 𝐴𝐴3 への変換は

計算量𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑁𝑁2) である．従って，上記の手法で

固有値を計算する場合の計算量は，ブロックサ

イズ𝑚𝑚の関数 
𝑓𝑓(𝑚𝑚) ≔ 𝑚𝑚𝑁𝑁2 + 𝑁𝑁3/𝑚𝑚2 + 𝑁𝑁𝑚𝑚2 

で見積もることができる．関数𝑓𝑓(𝑚𝑚)は𝑚𝑚min =
𝑁𝑁1/3で最小値を取る．従って，ブロックサイズ

𝑚𝑚 ∝ 𝑁𝑁1/3と取れば，上述したBLR 行列の固有

値計算手法の計算量は𝑂𝑂(𝑁𝑁7/3)となる． 
 

4  まとめ 

本研究では，低ランク構造行列手法の中で最

も簡便なBLR行列に対して，Block Householder
変換を用いて帯行列に変換し，更に帯行列を三

重対角行列に変換することにより固有値を計

算する手法を検討している．同様の計算を密行

列に対して行う場合に必要なメモリ量𝑂𝑂(𝑁𝑁2)
と計算量𝑂𝑂(𝑁𝑁3)を，検討手法では，それぞれ

𝑂𝑂(𝑁𝑁1.5)と𝑂𝑂(𝑁𝑁7/3)へ低減させることが理論上

可能である．講演では，具体的な例題に対して，

計算時間および固有値の精度について，数値実

験を用いて調べた結果を発表する． 
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二次元分割を用いた並列三次元FFTにおける計算と通信のオーバーラッ
プの自動チューニング

高橋 大介 1

1筑波大学計算科学研究センター
e-mail : daisuke@cs.tsukuba.ac.jp

1 はじめに
高速 Fourier 変換（fast Fourier transform，
以下 FFT）は，科学技術計算において今日広
く用いられているアルゴリズムである．並列三
次元 FFTにおいては，三つの次元（x，yおよ
び z軸）のうちの一つの次元のみ（例えば z軸）
のみを分割した場合，z軸におけるデータ数は
MPIプロセス数以上となる必要があり，問題サ
イズに制約が生じることになる．この問題に対
処する方法として，二次元分割を用いた並列三
次元 FFTが提案されている [1, 2]．
本論文では，二次元分割を用いた並列三次元

FFTにおける計算と通信のオーバーラップを
自動チューニングし性能評価を行った結果につ
いて述べる．

2 二次元分割を用いた並列三次元FFTの
自動チューニング
データ数 N を N = N1 × N2 × N3 とし，

MPIプロセスが P ×Qの二次元にマッピング
されるとする．P ×Q個のMPIプロセスを持
つ分散メモリ型並列計算機では，三次元配列
x(N1, N2, N3)は二番目のN2次元と三番目の
N3次元に沿って分散される．N2がP で割り切
れ，N3もQで割り切れる場合，N1×(N2/P )×
(N3/Q)個のデータが各MPIプロセスに分散さ
れる．図 1は，入力データを y軸と z軸で二次
元分割した並列三次元 FFTを示している．
計算と通信のオーバーラップには，MPI非

同期通信が広く使われているが，OpenMPに
よる通信スレッドを導入した計算と通信のオー
バーラップ手法が提案されている [3]ため，こ
れを用いた．
二次元分割を用いた並列三次元 FFTにおけ

る計算と通信のオーバーラップの自動チューニ
ングは 3つのステップで構成されている．(1)

MPIプロセスグリッド（P × Q）の選択，(2)

計算と通信のオーバーラップの分割数 NDIVの
選択，(3) ブロックサイズ NBの選択．
MPIプロセスの総数を P ×Qとすると，通

x
y

z

x
y

z

x
y

z

1. FFTs on x-axis 2. FFTs on y-axis 3. FFTs on z-axis

図 1. 二次元分割を用いた場合の並列三次元 FFT

常 P ≈ Q ≈ √
PQとなるように選択するが，

P とQの全ての組み合わせを検索することで，
最適な P とQの組み合わせが得られる．MPI

プロセス数 P × Qが 2のべき乗の場合，P と
Qの全ての組み合わせを検索したとしても，探
索空間は log2(PQ) + 1となる．
また，計算と通信のオーバーラップの分割数

を増やすと，オーバーラップ率も高くなる．一
方で，メッセージサイズを小さくすると，全対全
通信の性能が低下する．このように，オーバー
ラップ率と全対全通信の性能はトレードオフの
関係にある．
オリジナルの FFTE 7.1alpha[4]のデフォル
トのオーバーラップパラメータは NDIV=4であ
る．今回の実装では，オーバーラップパラメー
タ NDIVを 1，2，4，8，16 の間で変化させて
いる．
オリジナルの FFTE 7.1alphaのデフォルト

のブロッキングパラメータは NB=32である．最
適なブロックサイズは問題サイズに依存する可
能性があるが，ブロックサイズ NBも変化させ
ることができる [1]．今回の実装では，NBを 8，
16，32，64の間で変化させている．

3 性能評価
性能評価にあたっては，FFTE 7.1alpha（オー
バーラップなし），FFTE 7.1alpha（オーバーラ
ップあり，NDIV=4），FFTE 7.1alphaに自動チ
ューニング（AT）を行ったもの，およびFFTW

3.3.9[5] と性能を比較した．測定に際しては，
weak scalingと strong scalingにおける経過時
間を測定した．なお，FFTの計算は倍精度複
素数で行い，三角関数のテーブルはあらかじめ
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図 2. 並列三次元 FFTのweak scaling性能（N = 256×
512× 512×MPIプロセス数）
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図 3. 並列三次元 FFT の strong scaling 性能（N =
256× 512× 512）

作り置きとしている．入力と出力では同じデー
タ分散を使用した．FFTW では，”measure”

plannerを使用した．評価環境として，最先端共
同HPC基盤施設（JCAHPC）に設置されてい
るOakforest-PACS（8208ノード）の 1∼2048

ノードを用いた．コンパイラは FFTEに対し
ては Intel Fortran Compiler version 19.0.5.281

を，FFTWに対しては Intel C Compiler ver-

sion 19.0.5.281 を用いた．コンパイルオプシ
ョンは-O3 -xMIC-AVX512 -qopenmpを指定し
た．MPIライブラリは Intel MPI 2019.5.281を
用いた．各ノードあたりのMPIプロセス数は4，
各MPIプロセスあたりのスレッド数は 17に設
定し，環境変数 KMP AFFINITY=balancedを設
定してflat/quadrantモードでMCDRAMのみ
を用いて実行した．N = 2m点FFTのGFlops

値は 5N log2N より算出している．
並列三次元 FFTのweak scaling性能（N =

256 × 512 × 512×MPIプロセス数）を図 2に
示す．図 2に示すように，自動チューニングを
用いた FFTE 7.1alphaが最も高速であること
が分かる．
並列三次元FFTの strong scaling性能（N =

256× 512× 512）を図 3に示す．図 3から分か
るように，MPIプロセスが 256および 512の
場合を除き，自動チューニングを用いたFFTE

7.1alphaは FFTE 7.1alpha （オーバーラップ
なし）よりも高速である．

4 まとめ
本論文では，二次元分割を用いた並列三次元

FFTにおける計算と通信のオーバーラップの自
動チューニングの実現と評価について述べた．
MPIプロセスグリッド，計算と通信のオーバー
ラップ，ブロックサイズの最適なパラメータを
選択する自動チューニング機能を実装した．性
能評価の結果，実装した二次元分解を用いた並
列三次元 FFTの自動チューニングは性能向上
に有効であることを示した．

謝辞 本研究成果は筑波大学計算科学研究セ
ンターの学際共同利用プログラム（Oakforest-

PACS）を利用して得られたものである．本研
究の一部は，JSPS科研費 19K11989の支援に
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高精度行列-行列積ライブラリの実装選択パラメタの特徴量解析 
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1  概要 
人工知能（AI）が出力する答えを検証が不十

分なまま利用することで，様々な社会的な問題

を引き起こす事例が相次いでいる．そのため，

必ず人間がなんらかの検証をしたうえで，AI

の出力結果を活用する必要があるが，莫大なAI

の出力結果を人間の目で確認することは現実

的ではない．そのため処理の自動化が必須であ

る．一方，AIを構築する際の試行錯誤について

負荷を減らすように作られたAI構築支援ツー

ルが発表されている． 

本研究では，我々が数値計算分野での性能チ

ューニング工数の削減を目的に20年来開発し

ているソフトウェア自動チューニング

（Software Auto-tuning, AT）技術への適用を

目指したAIのAT機構の開発を目指す．AT技術

は単にパラメタ調整をする技術ではなく，高性

能コード生成も行う総合的技術であるが，ここ

ではパラメタ調整の観点に着目する．具体的に，

精度保証数値計算ライブラリの性能パラメタ

チューニング事例に機械学習を適用した場合

の，機械学習結果の説明性の例を示す． 

 

2  機械学習モデルの特徴量解析 
AI が出す答えの解釈性を高め，「信頼される

AI」を実現するためのツールがいくつか提案さ

れている．いくつかは，オープンソースによる

コードが公開されている．幅広い学習済みモデ

ルに適用できるモデルの１つとして， LIME 

(Local Interpretable Model-agnostic 

explanations)[1]が知られている． 

LIME は，Local surrogate model (ブラック

ボックスモデルの個々の予測を説明するため

に用いられる解釈可能なモデル)である．また，

分類器が特定の予測を行った理由を，人間が理

解できるように提示する機能を持っている．そ

れぞれの特徴がどの程度，分類に貢献している

か調べることにより，分類器の予測結果を説明

することができる．分類器の予測結果を用いる

ため，任意の分類器に適用できるのが特徴であ

る． 

3  高精度行列-行列積アルゴリズム 
ここでは，尾崎の方法[2]を取り扱う．尾崎

の方法では，入力行列に対して，以下の（1）

～（2）の処理を行う．IEEE754標準の浮動小数

点型データを用いるものとする．このとき，式

(ⅰ)のエラーフリー変換を行う[2]． 

(1) 行列Aと行列Bを下のように分解する．

右肩括弧内の数字が若い方が上位ビットを

持つようにする． 

A = A(1)+A(2)+A(3)+…+A(p) 
B = B(1)+B(2)+B(3)+…+B(q) …(ⅰ) 

(2) 行列積ABを以下のように計算する．これ

はp×q個の行列積となる． 

AB = (A(1)+A(2)+…+A(p))(B(1)+B(2)+…+B(q)) 
  = (A(1)+A(2)+…+A(p))(B(1)+B(2)+…+B(q)) 

   = A(1) B(1)+A(1) B(2)+A(2) B(1)+…+A(p) B(q) 
…(ⅱ) 

ここで，式(ⅱ)の分解された行列積どうし

の加算には，高精度な和を行う演算で加算さ

れる[2]．処理(1)の分解の仕方を工夫するこ

とで，処理(2)における行列積を無誤差の演算

にすることができる[2]． 

処理(1)の分解の過程で，入力行列の要素値

の散らばり度合い（レンジ）に依存し，疎行

列が生成される．このため密行列を入力とし

ても，分解の過程で疎度が大きくなる場合は，

密行列から疎行列化したほうがよい[3]．すな

わち，「疎行列‐密行列積」，および，「疎行列

‐疎行列積」の演算に切り替えるほうが，全

体の計算量（実行時間）の縮減が期待できる．

特に GPU における実装方式の研究については，

文献[3]を参照されたい． 

 

4  疎行列演算の実装方式 
本研究では，尾崎の方法の高精度行列-行列

積ライブラリDHPMM_F for GPUに実装されてい

る，以下の11通りの実装選択を，チューニン

グすべき性能パラメタとして取る．なお（）内

は，疎行列演算方式の実装の詳細である． 

 CPU上での実装：実装1 (dgemm，密行列計

算)；実装2 (CRS，SpMV(内部並列))；実装
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3 (CRS，SpMV(外部並列))；実装4 (CRS，

SpMV(複数右辺・内部並列))：実装5 (CRS，

SpMV (複数右辺・内部並列ブロッキング)；

実装6 (ELL，SpMV(内部並列))；実装7 (ELL ，

SpMV(外部並列))；実装8 (ELL，SpMV (複

数右辺・内部並列))；実装9 (ELL，SpMV (複

数右辺・内部並列ブロッキング)；  

 GPU上での実装：実装11 (dgemm，密行列

演算)；実装12 (CRS，SpMV)；実装13 (ELL，

SpMV)；実装14 (CRS，SpMM)； 

 

5  予備評価 
 機械学習の教師データを取得するため，名古

屋大学情報基盤センター設置のスーパーコン

ピュータ「不老」TypeⅡサブシステムのCPUお

よびGPUを利用した．LIMEはver. 0.2.0.1を

利用している． 

 入力データ（行列AとB）は：(1)行列要素を

0～1 の範囲で生成し，ある疎度分の要素に対

しpow(10,rand()%Φ) で生成した値を挿入し

た行列(上限はΦ=30)； (2) 単位行列と，ある

疎度分の要素に対して 0～1の範囲で生成した

行列（疎度90から98）； 

 機械学習モデル（分類器）は，scikit-learn 

ver. 0.24.1のランダムフォレストであり，4

章で指定の11種類の実装のどの実装が最も高

速になるか予想する．行列サイズは1000，1500，

2000，2500，および，3000，4000（（2）のみ），

学習データは68個，テストデータ13個である． 

 分類器に与える説明変数は，以下の7つであ

る：1)行列サイズ；2）疎度；3）Aの最大値；4）

Aの要素の最小値；5）Aの疎な分解行列数；6）

Aの密な分解行列数；7）Bの分解数； 

 学習済みモデルの正解率(Accuracy)はデー

タの取り方によって約46%から約92%まで違い

があった．ここでは，正解率92%の時のLIME

の結果を図1に示す． 

図1（a）では，実装4（CPU，CRSによるSpMV

（複数右辺，内部並列））が最高速である予測

を出し的中した場合であり，疎度が高いことが

要因と分析された．実際，疎度が高いと実装4

が速い場合が多く，妥当と判断される．また，

行列サイズが大きいことは負の要因（選ばれな

い）と分析された．実際，行列サイズが2500

よりも大きい場合，実装14が最高速となる場

合があり妥当と思われる．またAの最大値が1

以下の場合も，実装4の負の要因と分析された． 

(a)実装4（CRSによるSpMV（複数右辺）） 

(b)実装14（GPU, CRSによるSpMM） 

図１ LIMEによる出力結果 

 図1(b)は実装14(GPU，CRSによるSpMM)が最

高速と予想し的中した場合であるが，行列サイ

ズが大きいことが要因と分析された．行列サイ

ズが大きい，かつ疎度が90から96程の場合，

実装14が最高速である場合が多かったので，

妥当と思われる．さらなる予備実験の詳細は，

当日の発表で行う． 
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GPUに適した近似逆行列前処理の簡略化手法
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1 はじめに
Krylov部分空間法による線形ソルバのGPU

実装では，GPUの効率的な活用のため前処理
手法には高い並列性が要求される．つまりGPU

実装においては，三角行列の代入計算を要する
IC（ILU）分解に基づく前処理手法より，行列
ベクトル積により実行される近似逆行列に基づ
く前処理手法が適していると考えられる．そこ
で，本研究ではAINV法 [1]に着目し，その逆
行列計算を高速化（簡略化）することで，AINV

法の性能向上を試みる．
本研究ではAINV法の高速化として，係数行

列の構造に基づき A-直交化を簡略化する手法
を提案する．本手法では，一部 A-直交性が崩
れるため収束性の低下が予想される．しかし，
簡略化による前処理行列生成の高速化と，副次
的な前処理行列の非ゼロ要素数の減少が予想さ
れ，前処理行列生成と求解部分を合わせた全体
として，計算時間の削減が期待できる．

2 AINV法の簡略化
AINV法はAlgorithm 1の手順に従い，正定
値対称な行列A = [a1 . . .an]を互いにA-直交
な列ベクトルからなる行列Z = [z1 . . . zn]によ
り ZTAZ = D(= diag(d1, . . . , dn))と対角化
し，A−1＝ZD−1ZT のように逆行列を求める．
疎行列を対象とする場合，疎性維持のため 7

行目の zj の更新時に閾値 εを用い要素の切り
捨てを行うことで，Z,Dの近似 Z̄, D̄により
A−1 ≈ Z̄D̄−1Z̄T と近似することが一般的で
ある．この時，4行目の djの計算は疎ベクトル
の内積であり多くの場合 dj = 0となるため，効
率面からdj ̸= 0となり得る計算のみを行うこと
が望ましいが，この判定にも一定の時間を要す
る．そこで，djの計算を行うか否かの判定を省
略するために，aji ̸= 0である jでのみ dj を計
算する手法を提案する．実行手順はAlgorithm

2となり，dj の計算部分に aji ̸= 0の条件が追
加される．つまり，本手法では dj ̸= 0であっ
ても，aji = 0ならば，ziと zj の A-直交化は
省略されることになる．

Algorithm 1 AINV法
1: zi = ei (1 ≤ i ≤ n)

2: for i = 1, · · · , n do

3: for j = i, · · · , n do

4: dj = aTi zj
5: end for

6: for j = i+ 1, · · · , n do

7: zj = zj − dj
di
zi

8: end for

9: end for

Algorithm 2 提案手法
1: zi = ei (1 ≤ i ≤ n)

2: for i = 1, · · · , n do

3: for j = i, · · · , n do

4: if aji ̸= 0 then // 追加
5: dj = aTi zj
6: end if // 追加
7: end for

8: for j = i+ 1, · · · , n do

9: zj = zj − dj
di
zi

10: end for

11: end for

3 数値実験
The SuiteSparse Matrix Collection[2] から
取得した六つの行列を用い，Intel Xeon Gold

6230とNVIDIA Tesla V100を搭載するノード
で実験を行なった．CG法を対象とし，前処理
行列生成はCPU上，求解はGPU上で行い，そ
れぞれの計算時間を計測した．なお，収束判定
条件は相対残差ノルム< 1.0× 10−8とした．
図 1に，AMC法による IC(0)[3]，代入計算
をJacobi法で近似的に行う IC(0)[4]，AINV法，
提案手法を前処理に用いた場合の計算時間の比
較を示す．なお，ここでは対角要素のみを定数
倍する加速係数（1.0，1.1，1.2，1.3）と以下の
パラメータを用い実験を行い最良の結果を示す.

• AMC法におけるカラーリング手法：貪
欲法，サイクリック法
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図 1: 四つの手法の比較．aが AMC法，bが
jacobi法により近似的に代入計算を行う手法，
cがAINV法，dが提案手法である．青色は前
処理行列の生成時間 [s]を黄色 (ハッチング)は
ソルバの計算時間 [s]を表す．

• Jacobi法における反復回数：2，3，4

• AINV法，提案手法における zj更新時の
閾値 ε：0.09，0.1，0.11

三つの行列（Bump 2911，Serena，audikw 1）
では，提案手法が最も高速である．これらの行
列では前処理行列生成に比較的多くの時間を要
しているが，提案手法ではこの部分の計算時間
を大きく削減しており最良の結果となっている．
また，これら三つの行列と残りの行列は非ゼロ
要素数/行により区別でき，これら三つは非ゼ
ロ要素数/行が 40を超える行列であるため，提
案手法は非ゼロ要素数/行が多い行列に対し特
に有効であると考えられる．
次に，閾値 εに対し，AINV法と提案手法の

計算時間の比較をより詳細に行った結果が図 2

である．特に audikw 1では速度向上が著しく，
εの値によっては 10倍以上の速度向上が見られ
る．全体として，提案手法の計算時間は ε ≥ 0.3

ではAINV法とほぼ等しく，ε ≤ 0.2ではAINV

法から大きく削減されているため，提案手法は
AINV法の代替として有効であると言える．

10−210−1100

zj更新時の閾値 ε

5

10

15

計
算
時
間
比

Bump 2911

CurlCurl 4

G3 circuit

Serena

audikw 1

thermal2

図 2: 提案手法とAINV法の比較．前処理行列
生成と求解部分合計の計算時間比（AINV法で
の計算時間/提案手法での計算時間）を表す．

4 おわりに
本稿では，GPU における実装を前提とし，

AINV法の高速化手法を提案した．数値実験に
より，提案手法はAINV法と比較し計算時間を
短縮すること，また，特定の（非ゼロ要素数/

行の多い）行列に対し，従来手法のAMC法や，
Jacobi法を用いて IC(0)前処理を並列化する手
法と比較し求解速度が速いことを示した．
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大規模電磁場解析向け反復法の前処理における最適な加速係数の決定方法 
 
   桝井 晃基1 
     1大阪大学 

     e-mail: masui@ist.osaka-u.ac.jp 

 

1  概要 
 時間調和渦電流解析や高周波電磁場解析[1]

などで用いられる辺要素有限要素法から得ら

れる複素対称線形方程式の求解においては，反

復法の収束性が悪いことが知られている．また，

解析する対象が大規模・複雑になるにつれ収束

性はさらに悪化する．この線形方程式の求解は

解析の計算時間の大部分を占めるため，シミュ

レーションが実用時間内に終わらない場合が

ある．そのため，この反復法に対する高速化は

重要であり，需要が高まっている． 

対称線形方程式に対する反復法としては，

Krylov 部分空間法の 1 つである共役勾配

(Conjugate Gradient: CG)法やその複素数版で

ある共役直交共役勾配(Conjugate Orthogonal 

Conjugate Gradient: COCG)法が広く用いられ

ており，  

このような反復法において収束性を向上さ

せるために前処理を施すことが一般的でおり，

対称線形方程式に対する前処理としては不完

全コレスキー分解（IC, Incomplete Cholesky）

前処理がよく知られている．特に辺要素有限要

素法による電磁場解析分野では，加速係数付き

IC 前処理[2]が広く用いられている．この加速

係数は反復回数に大きく影響する重要なパラ

メータであり，通常 1.0よりも少し大きな値が

用いられる．最適な加速係数の値の自動決定に

関する研究も行われているが[3][4]，大規模解

析でも実用的な手法は確立されておらず，課題

となっている．特に，フィルインを付したIC( )

前処理（ がフィルインのレベルを表す．）の加

速係数の決定法について，大規模高周波電磁場

問題向けの研究例はない． 

 そこで，今回はこの問題を解決するために，

元行列を分割した小行列を用いて最適な加速

係数の値を決定するための手法を示し，その結

果について報告する． 

 

 

 

 

2  IC(p)前処理における最適な加速係数の
推定手法 
IC(p)前処理は対称行列 を下三角行列 と

その転置行列 ，また対角行列 を用いて

と分解する手法である．一方で

IC( )前処理には加速係数やフィルインといっ

た要素があり， ，すなわちフィルインを

行わない IC(0)においては係数行列と前処理行

列の非ゼロ要素位置が同じであるが，IC(1)以

上ではフィルインが発生し，係数行列ではゼロ

であった要素位置に前処理行列には非ゼロの

値が入ることになる． 

これまでの高周波電磁問題に対する研究結

果として，フィルインを付した IC( )前処理が

有効であるという結果が得られているが，パラ

メータによる影響を大きく受けることも知ら

れており，選択した加速係数の値によっては最

適値を選択した時と比べ反復回数が 3～4 倍に

増加する．そのため，最適な加速係数の値を知

ることはとても重要である． 

今回使用する行列は，高周波電磁界のモデル

として，変位電流を含む Maxwell方程式から導

かれる電場  [V/m]を未知数とする波動方程式

(1)から得られる．ただし，  [H/m]は透磁率，

は比誘電率，  [rad/s]は単一角周波数，は

虚数単位，  [A/m2]は電流密度である．式(1)

に全周囲で電場 の接線方向がゼロとなる境界

条件を与え，辺要素有限要素法を適用する．今

回は = 80.0, 導電率 = 0.52[S/m]とする．ま

た，単一角周波数は とし，周波数 を

300 [MHz]とした時の計算を行う． 

行列の形状を図 1に示すが，今回使用する行

列は対称行列であるため，下三角部分の非ゼロ

要素のみを示している．また，サイズにより細

 

(1) 
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かい形状は異なるが，今回の用いる全ての行列

はおおよそ図 1のような形状になっている． 

今回使用する予測方法について述べる．元の

行列のサイズを Nとする時，今回の方法は図 1

の右上の図のように行列のN/10行N/10列まで

の先頭部分を取り出す．そしてこの行列に対し，

本来よりも緩い収束判定を設定し，同様に

IC(p)前処理付き COCG法を適用し，収束までの

反復回数が最も少なかった加速係数の値を元

の行列に対する加速係数の値として採用する． 

 

図 1 高周波電磁場問題の行列 

 

3  性能評価  
取り出した小行列と元の行列に対する反復

法の前処理おける加速係数の値の相関関係を

調査する．解くべき方程式を とし， 

COCG法で解くことを考える．ただし， は複素

対称行列であり，今回はサイズが 134,573 と

439,176のものを用いる．また，初期解

とする．収束判定は相対残差ノルム 

が 以下となったときとす

る．これに対し，取り出した小行列を とする

と き ， に お け る 収 束 判 定 は

と設定した． 

今回はIC( )前処理のフィルインレベルはこ

れまでの研究例で加速係数の影響が大きい2と

し，IC( )前処理に含まれる加速係数を 1.03～

1.15 まで変化させたときの反復回数を図 2,3

に示す．図より，小行列と元の行列の反復回数

にはある程度相関があり，最適な加速係数の値

やその時の反復回数も最適なケースとほぼ同

じであった．そのため，今回示した手法は，高

周波電磁場問題においては有効な手法である

ことが分かった． 

図 2 サイズ 134,573の行列に対する結果 
 

図 3 サイズ 439,176の行列に対する結果 
 

謝辞 本研究の一部は科研費 21K17748の支援
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Wisteris/BDEC-01(Odyssey)における並列多重格子法ソルバーの開発と性能

評価 
 
   中島 研吾1, 河合 直聡1 
     1東京大学情報基盤センター 

     e-mail: nakajima@cc.u-tokyo.ac.jp 

 

1  概要 
並列多重格子法は，エクサスケールシステム

における大規模問題向け数値解法として注目

されている．本稿では，Wisteria/BDEC-01

（Odyssey）（東京大学情報基盤センター）上で

現在開発中の並列多重格子法ソルバーの概要

と最大2,048ノードを使用して実施した性能評

価について紹介する． 

 

2  Wisteria/BDEC-01の概要 
 スーパーコンピューティングは従来の計算

科学シミュレーション中心から，データ科学，

機械学習との融合へと移行しつつある．東京大

学情報基盤センターでは（計算＋データ＋学習）

融合によるSociety 5.0の実現を目指す取り組

みを継続して実施してきた．2021 年 5月 14 日

に運用を開始した『「計算・データ・学習」融合

スーパーコンピュータ（Wisteria/BDEC-01）』

〔1〕はシミュレーションノード群（Odyssey（オ

デッセイ））とデータ・学習ノード群（Aquarius

（アクエリアス））の 2 つの計算ノード群を有

したシステムである（図1）．総ピーク性能はそ

れぞれ 25.9 PFLOP（Odyssey），7.2 PFLOPS

（Aquarius），合計33.1 PFLOPSである． 

 シミュレーションノード群（Odyssey）は

「FUJITSU Supercomputer PRIMEHPC FX1000」

20ラックから構成され，「A64FX」を7,680ノー

ド（368,640コア）搭載する．「A64FX」は，7nm

プロセスで製造され，48個の演算コアと2個ま

たは4個のアシスタントコアを有し，倍精度浮

動小数点演算で3.3792 TFLOPSの理論ピーク性

能を実現する．各ノードは32 GiBのHBM2メモ

リを搭載し，シミュレーションノード群

（Odyssey）の総メモリ容量は240 TiB，総メモ

リバンド幅は7.8 PB／秒である．各ノードはバ

イセクションバンド幅が13.0 TB／秒のノード

間相互結合ネットワーク（Tofuインターコネク

ト D）で結合されている．データ・学習ノード

群（Aquarius）各ノードは汎用CPU 2基（Intel 

Xeon Platinum 8360Y（Ice Lake）, 36core, 

2.4GHz）），演算加速装置（GPU）8基（NVIDIA A100 

Tensor コア（SXM4，40GB））から構成され，ノ

ード間インターコネクトにはNVIDIA Mellanox 

HDR InfiniBand ネットワークが採用されてい

る．データ・学習ノード群（Aquarius）の合計

ピーク性能は7.2 PFLOPS，総メモリ容量は36.5 

TiB，総メモリバンド幅は578.2 TB／秒である．

各ノードは，データ転送速度が 200 Gbps の帯

域を有するInfiniBand HDR を4リンク用いて，

フルバイセクションバンド幅を持つノード間

相互結合ネットワークで結合されている．さら

に，外部接続のために 25 Gbps Ethernet イン

タフェースも有している．シミュレーションノ

ード群（Odyssey）とデータ・学習ノード群

（Aquarius）は，合計160本のInfiniBand EDR

（100Gbps）を用いて2.0 TB／秒のネットワー

クバンド幅で結合されている． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図1 Wisteria/BDEC-01の概要〔1〕 

 

2  アプリケーションの概要 
 著者等は，並列多重格子法に関する研究開発

を継続して実施しており，Sliced Ellpak-

Itpack（ELL）〔2〕に基づく新しい疎行列格納手

法によりメモリアクセスの最適化を実現した．

またHierarchical Coarse Grid Aggregation

（hCGA）法（図 2）〔2〕の導入により並列多重

格子法におけるCoarse Grid Solverの最適化

を実現した．これらの手法は，三次元不均質多
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孔質媒体中の地下水流れ（図 3）を有限体積法

によって解くプログラムpGW3D-FVM〔1〕のポア

ソン方程式求解部の多重格子法前処理付き共

役勾配法ソルバー（MGCG）に適用され，Oakleaf-

FX，Oakforest-PACS等の大規模システムで高い

性能を実現している〔2〕． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2  hCGA （ Hierarchical Coarse Grid 

Aggregation）〔2〕 

 

(a)                   (b) 

 

 

 

 

 

 

図3 不均質多孔質媒体中の三次元地下水流れ 

(a)透水係数分布，(b)流線分布〔2〕 

 

3 計算結果 
 Sliced ELL法，CGA法〔2〕を適用し，ノード

当たりの問題サイズを 256×128×128 として，

最 大 2,048 ノ ー ド ， 最 大 問 題 サ イズ

8,589,934,592 自由度としてWeak Scalingに

よる評価を実施した．各ノードにおいて3スレ

ッドによるMPIプロセスを16個実行するHB 3

×16 を適用した．図 4 は 2,048 ノードまでの

MGCG法の計算時間である．■Coarse Gridは1

プロセスで実施するCoarse Grid Solverの計

算時間，■Comm.は一対一通信，MPI_Allreduce

の通信時間，■Allgather は Coarse Grid 

SolverのためのMPI_Allgatherの通信時間，■

OtherはCG法，多重格子法の通信を除く計算時

間である．1,024 ノード⇒2,048 ノードで

Allgather の時間が急激に増加していることが

わかる．この原因については現在調査中である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4 Wistera/BDEC-01（Odyssey）における計

算時間，MGCG法（CGA），Weak Scaling 

 

 図 5 は 1,024 ノード，2,048 ノードに hCGA

法（図 2）〔2〕を適用した計算事例である．実

線は図 4 における合計計算時間である．2,048

ノードではAllgatherするプロセス数が32,768

から 512 に減少するため，Allgather によるオ

ーバーヘッドの効果は顕著ではない． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図5  Wistera/BDEC-01（Odyssey）における計

算時間，MGCG法（CGA，hCGA），Weak Scaling 

 

4  まとめ 
 Wisteria/BDEC-01（Odyssey）上で並列多重

格子法ソルバーの性能評価結果を紹介した．

ノード当たり性能，通信性能改善を継続して

実施予定である． 

 

謝辞 本研究は科学研究費補助金
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GMRES(m)法に対する低精度演算・データの積極的導入の可能性に関す
る検証
深谷 猛 1,2, 岩下 武史 1

1北海道大学，2JST さきがけ
e-mail : fukaya@iic.hokudai.ac.jp

1 はじめに
従来，倍精度浮動小数点が数値計算で一般的

に利用されている．しかし，コンピュータの性
能（FLOPS）の向上が難しくなっており，計算
速度や消費電力において優位性を持つ低精度浮
動小数点（例：単精度，半精度）の利用が注目
されている．また，AI分野を対象として，低精
度演算に特化したGPU等が登場している．こ
のような理由から，現在，低精度演算を積極的
に活用した数値計算アルゴリズムの研究が活発
化している（詳細は文献 [1]等に委ねる）．
この背景を踏まえて，最近，我々はGMRES(m)

法（リスタート付きGMRES法）を対象とした，
低精度演算・データの導入に関する研究を実施
している．本発表では，GMRES(m)法の内部
で用いる疎行列やベクトルのデータの低精度化
に関する試みについて報告する．

2 GMRES(m)法に対する低精度演算・
データの導入
一般（非対称）の疎行列 Aを係数とする連

立一次方程式Ax = bを，GMRES(m)法で解
く場合を考える．GMRES(m)法のアルゴリズ
ムの概略は Algorithm 1の通りである．Algo-

rithm 1の 5行目から 11行までの計算は，疎行
列ベクトル積とGram-Schmidtの直交化により
Krylov部分空間の直交基底を生成するArnoldi

過程であり，GMRES(m)法の実行時間の大部
分を占める．また，一般的な実装の場合，12行
目の最小化問題はArnoldi過程の計算過程を活
用することで効率的に解くことができる．

GMRES(m)法に関して，今倉らの論文 [2]

で，反復改良法との関係性が指摘されている．
この関係性を踏まえた上で，反復改良法に対
する混合精度計算の導入事例を参考にすると，
GMRES(m)法に対して，自然な形で低精度演
算・データを導入することが可能となる．実際，
文献 [3, 4, 5]において，混合精度型GMRES(m)

法のアルゴリズムが提示されている．
今回，我々は，Algorithm 1中で下線が付与

Algorithm 1 GMRES(m)

Input: x0: initial guess, ϵ: convergence cri-

terion

1: repeat

2: r0 := b−Ax0, β := ∥r0∥2
3: if β/∥b∥2 ≤ ϵ then return x0

4: v0 := r0/β

5: for k = 1 to m do

6: vk := Avk−1

7: for j = 0 to k − 1 do

8: vk := vk − (vj
⊤vk)vj

9: end for

10: vk := vk/∥vk∥2
11: end for

12: Vm := [v0 · · ·vm−1]

13: ym := arg min ∥r0 −AVmym∥2
14: x0 := x0 + Vmym
15: until attain the maximum number of it-

erations

Output: x0

された変数に関する低精度化を試みる．具体的
には，浮動小数点型データの仮数部のビット長
の削減を行う．6行目の疎行列ベクトル積で用
いる疎行列 Aのデータと，直交基底 V に関す
るデータに対して，それぞれ仮数部のビット長
を指定（倍精度の場合の 52ビットから削減）し
て，GMRES(m)法の挙動（収束性など）を実
験的に検証する．なお，13行目の最小化問題
の求解は通常のGMRES(m)法の手順で行うた
め，Aと V に低精度データを導入した影響を
受けることになる．

3 数値実験
倍精度を用いたGMRES(m)法のプログラム
をベースとし，前節で述べた通り，一部のデー
タを低精度化する．今回の実験では，仮数部の
ビット長の削減は，C言語のビット演算により，
削減するビットをゼロで上書きする形で仮想的
に行う．なお，四則演算については，通常の倍
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精度浮動小数点用の命令を用いる．
実験において，bの成分は [−1, 1]の乱数で生

成，x0 はゼロベクトル，最大反復回数は行列
の次元，とした．収束判定は，Algorithm 1の
2行目で計算された残差ノルムに基づいて行っ
ており，全ての条件で平等である．
表 1は，SuiteSparse Matrix Collectionから
取得したテスト行列に対して，Aと V の仮数
部を削減した場合における，収束条件に到達す
るまでに要したGMRES(m)法の反復回数であ
る．なお，A(52), V (52)の場合が，通常の倍精
度を用いた場合に相当する．
表 1の実験結果に関しては，AやV の仮数部
のビット長を削減しても，従来と同程度の反復
回数で収束する場合があることが確認できた．
また，V よりも Aの方が，ビット長をより削
減できる傾向があることが読み取れる．半精度
（FP16）の仮数部のビット長は 10であり，表 1

の結果は，十分に半精度（もしくは更に低い精
度）を導入できる可能性が十分にあることを示
唆している．

4 おわりに
今回の実験結果から，GMRES(m)法に対し
て，単精度浮動小数点を越えた，積極的な低精
度データの導入の可能性が示唆された．疎行列
ベクトル積と直交化は，どちらもメモリ律速な
処理であるため，データ量の削減により高速化
が期待できる．一方で，疎行列データと直交基
底に関して，低精度化の影響が異なる可能性が
高いことも確認された．当日の発表では，追加
の実験結果を紹介するとともに，これらの点に
ついて議論を行いたい．

謝辞 本研究はJSTさきがけ（JPMJPR20M8）
およびJSPS科研費（19H04122, 19H05662）の
支援を受けている．
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動的に非対称な成分からなる混合溶媒中でのゲルダイナミクス
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1 はじめに
連続体力学的には，溶媒の出入りを伴うゲ

ルのダイナミクスはいわゆるポロメカニクス
（poromechanics; 液体で満たされた多孔質固体
の力学）の対象だとみるのが自然であろう．歴
史的には，ゲルダイナミクスとポロメカニクス
は異なった研究者コミュニティーでほぼ独立し
て研究されはじめたが，結果として得られた基
礎方程式は極めて似ている．固体成分（多孔質
固体あるいはゲル網目）の弾性率のミクロな起
源を問わないならば，ゲルの膨潤収集のダイナ
ミクスは，蜂蜜に浸したスポンジのようなもの
だと見ることができる [1]．
しかし，上のゲルと粘性液体で満たされたス

ポンジの類似性は，溶媒が多成分のときには破
綻する．近年の研究によると [2]，水で膨潤さ
せたゲルをエチレングリコール [3] （以降 EG

と略記 ） の中に移して溶媒置換を行うと，2

溶媒の混合の過程でゲルが一時的な膨潤をした
後，平衡体積に緩和する．
我々は，溶媒の相互拡散に伴うゲルの過渡的

変形を理解するために，上述の実験に加えOn-

sagerの変分原理をつかってゲルダイナミクス
定式化し，2溶媒（水と EG）およびゲル網目
を構成するポリマー成分の動きを決める発展方
程式を得た [2]．特に，ゲル網目が希薄で，そ
れが 2溶媒の相互拡散に与える影響が殆ど無視
できる条件では，混合溶媒ゲルのダイナミクス
は弱くカップルした 1組の非線形拡散方程式に
帰着することを示した．この簡略化方程式を定
性的に解析することで，それが実験で見られる
挙動を説明しうることを考察した．
本研究の目的は，上述のモデル方程式を数値

解析し，実験データと定量的な比較を行うこと
である．そのために，モデルの設定を実験によ
り近いものに手直しした上で，実験から決めた
モデルパラメータを使って数値計算する．現状
では定式化および数値計算のやり方にクリアー
にすべき点がある．発表では，このような点の
改善の経過と結果を報告する．と同時に，ここ
で扱う「溶媒置換に伴うゲルの過渡的体積変化」

という問題を，浸透圧概念と一般化・緻密化と
いう観点から論じたい．

2 モデル
上に述べた近似的取り扱いでは，ゲル網目の
濃度（体積分率）ϕp はつねに小さく，2種溶媒
の混合にほとんど影響を及ぼさないとみる．そ
して，水の濃度 ϕwおよびEGの濃度 ϕeを，あ
らかじめ，2溶媒の相互拡散方程式を解いて決
めておく．つぎに，この溶媒濃度分布から決ま
る流束場の中にゲル網目を置いた時の変形－溶
媒との摩擦力によって生じる変位場 u－の時間
発展を力学的つり合いをもとに考える．このよ
うな取り扱いでは，ゲル網目の各部に作用する
摩擦力はあらかじめ決まった外場のように見え
る．系を円柱状（軸対称）とし，基準状態で中
心から距離Rにあったゲル網目の微小要素が，
時刻 tにおいて半径方法に u(R, t)だけ変位し
て距離R + u(R, t)とする．力学的つり合いを
Onsager原理として書き換えると uに関する時
間発展方程式が得られる:

[ζepϕe + ζwp(1− ϕe)]
∂u

∂t

=
k

ϕp0R

[
∂

∂R
(R

∂u

∂R
)− u

R

]
+ (ζep − ζwp)je

(1)

ここで ζip(i = e, w)は，ゲルポリマーとEG（添
え字の “e”）および水（“w”）の摩擦係数，kは
ゲルの弾性率，ϕp0は基準状態におけるゲルポリ
マーの体積分率，je = −Dwe

∂ϕe(r,t)
∂r |r=R+u(R,t)

はあらかじめ決めた EGの流束である（rは半
径方向の Euler座標）．実験から推定した摩擦
係数 ζip(i = e, w)および弾性率 kをもちいた数
値計算の結果を図 1に示した．
フィッティングパラメータを使ってないこと
を考慮すると悪くはない結果である．

3 浸透圧のようで浸透圧でないもの
本研究で注目するゲルの一時的な変形の原因
は，ゲルからの水の流出にくらべ，高粘性液体
であるEGの浸入が遅いことだとみることもで
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実験データ

モデル

図 1. ゲルサイズ（円柱状ゲルの直径 a(t)を初期直径 a0

で除したもの）の時間変化．時間 tは純水中のゲルの共
同拡散の緩和時間 τ で除して無次元化．

きる．この遅れた期間を，「ゲル内部の水が回り
のEGに奪われた」と解釈すると，いわゆる浸
透圧による脱水のようにも思える．しかし，こ
こで注目する現象は 2溶媒の動的な性質の非対
称性に由来し，平衡熱力学における対応物は無
い．むしろ，浸透効果による液体輸送は，動力
学的な観点で捉えたほうが，事の本質を混乱な
く理解できるようにも思える．

謝辞 　共同研究者である清井美結氏，原野友
暉氏，Jize Sui氏に感謝する．
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summary

The relative slip rate of two rock masses

during an earthquake tends to be fluctuating

and complicated time series and has been es-

timated via seismic inversion analyses. Accu-

mulation of the inversion results has revealed

some statistical and empirical laws on the slip

rate: their non-negativeness, continuity, finite

duration, unimodality, asymptotics in the high-

frequency band, and some power laws. We

confirmed mathematically and numerically that

a convolution of two solutions of a stochastic

differential equation, known as the Bessel pro-

cess, reproduces the empirical laws.

1 背景
地震時に地球内部で生じる破壊はせん断モー

ドであり, したがって岩石の滑りを伴なう. こ
こから放射される地震波を地表の様々な場所で
観測し, 逆問題を解くことによって, 破壊面上
の岩石の滑り速度分布が推定されている. 一般
に破壊面は断層面と呼ばれ, その形状は複雑で
ある場合もあるが, 多くの研究同様, ここでは
断層面 Γ を平面と考える. Γ 上の滑り速度 (ス
カラー量とする)の分布を V (x, t) と書くこと
にする. ただし x ∈ Γ であり, t は破壊開始か
らの経過時間である.

分布関数 V を推定する逆問題においては,観
測点がまばらで, 地球内部の弾性波速度構造に
ついての情報不足により, 低解像度な解が得ら
れるのみである. そこで地震学では, 比較的堅
牢な推定量として, 震源時間関数

S(t) :=

∫
Γ
V (x, t) dx

を考察対象とすることが多い. 以下, 地震の
継続時間 (時間軸上の S の台の長さ) を T ,

岩石の剛性率 µ を S の時間積分にかけた量

M(t) := µ

∫ t

0
S(τ) dτ を地震モーメントと呼

び, 地震モーメントの終端値を M0 := M(T )

とする. M0 は地震の最終的な規模を表わす指
標であり, Mw := 2

3 log10M0 − 6.1 によって,

よく知られた地震のマグニチュードが定義され
る. 時系列 S について, 広いマグニチュードの
範囲で以下の統計的経験則が知られている:

1) S の多くは非負かつ連続で, 有界な台を
持ち, 単峰である.

2) S の Fourier 変換の絶対値
∣∣∣Ŝ(f)

∣∣∣ の包
絡線 (以下, スペクトル包絡線と呼ぶ)は,

充分大きな周波数帯域 (f ≫ T−1)にお
いて f−2 の定数倍に漸近する.

3) 破壊開始から破壊の中盤までは概ねM(t) ∝
t3 に, また終端では M0 ∝ T 3 に従う.

4) M0 の発生頻度 P は P (M0) ∝ M
− 2

3
b

0

(b = 1± 0.3)で近似される.

さて, これらはあくまでも統計的性質であり,

大抵個々の S は個性的で複雑な形状をしてい
る. たとえば, 大局的には単峰といっても細か
い擾乱に富み, 経験則 2の高周波の特徴は, S

のどこを取っても滑らかではなく, f−2 のよう
な漸近挙動が見られるという意味である.

このように, 再現すべき統計的な性質は知ら
れているものの, 個々の時系列が擾乱と個性に
富み滑らかでない場合, その擾乱は確率的なも
のであるとして, 確率微分方程式によるモデル
化が有効であろうと推測される. しかし震源時
間関数に対するそのようなアプローチはこれま
で, 限定的にしかなされてこなかった. その困
難の一端は, 典型的な確率微分方程式

dXt = f(Xt, t) dt+ g(Xt, t) dBt

(ただし dBt は Brown運動の増分)の解 Xt の
スペクトル包絡線が f−1 に従う傾向にあるた
めであろう. 実際, 通常の地震と異なり, ゆっ
くりとした断層滑りが長時間続くスロー地震の
震源過程においては, スペクトル包絡線が f−1

に漸近することが知られており, Langevin 方
程式によるモデル化が有効である [1]. しかし
経験則 1–4に従う通常の地震においては, 異な
るアプローチが要求される.
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2 モデル方程式
本研究では, 以下のモデルが経験則 1–4を満
足することを確かめる. まず, 2つの確率変数
の時系列 X

(1)
t , X

(2)
t を, Bessel 過程と呼ばれ

る以下の確率微分方程式の解とする:

dXt =
d− 1

2

dt

Xt
+ dBt,

ただし初期値を X0 > 0とする. Bessel過程は,

d ≤ 0 であれば確率 1で有限時間内に Xt = 0

に達する [2]. そこで t > 0 において最初に
Xt = 0 に達した時刻を First hitting time と
呼び, T0 で表わす. そして T0 < t においては
恒久的に Xt = 0 と定義する.

次に, 畳み込み積分

Y (t) :=

∫ t

0
X(1)
s X

(2)
t−s ds (1)

を考えることで, この時系列 Y が統計的に経
験則 1–4を満たすか否かを検証する. まず経験
則 1における非負性, 連続性, および台の有界
性は, 前段落の Bessel 過程の性質により保証
される. 単峰であるかどうかについては, 実際
の震源時間関数の約 8割が単峰であること [3]

に見合う程度の統計的性質であれば良い. これ
は次節で数値的に確かめる. 経験則 2について
は, Bessel 過程のスペクトル包絡線が f−1 に
漸近するので, その畳込みにより, 周波数領域
では f−1 × f−1 = f−2 となることがわかる.

経験則 3は次節で数値的に確かめる. 経験則
4については, 経験則 3の M0 ∝ T 3 を代入し
て得られる確率密度関数 P (T ) ∝ T−2b を近似
できれば良い. ここで T0 と T が次節で述べ
る定数倍の関係にあるとき, T0 と T の頻度分
布を同一視できる. T0 の頻度分布については,

d < 2 かつ初期値 X0 が
√

2T0 よりも充分小
さい時, P (T0) ∼ T

d
2
−2

0 が知られている [2]の
で, d = 4(1− b) であれば良い.

3 数値解析
Bessel 過程については, Julialang の Differ-

entialEquations.jlパッケージにより 1.5次精度
の数値解を求めることができる. 経験的に b ∼ 1

であることから, d = 0 の場合について数値的
に Bessel 過程の時系列を生成した. 2つの畳込
みを計算するに際し, 両者の First hitting time

T0 が大きく異なると経験則 2が満たされない.

そこで多数回の計算結果から, 両者の T0 の値

の比が 2以内の場合と 10以内の場合を抽出し,

それぞれ 1,000 個ずつの Y (t) を得た. これに
より, T0 と T は定数倍の違いしか無いことに
なる. 結果, 比が 2以内の方が単峰となる傾向
が強いこと, およびいずれの場合にも経験則 3

が満たされることが確かめられた

4 物理的考察
Bessel 過程同士の畳み込み積分 (1)が震源時
間関数についての経験則 1–4を満たすことが分
かった. その物理的背景について推測する. 地
震の最中 0 < t < T において, 断層面 Γ 上
の応力変化を σ(x, t) とすると, Neumann-to-

Dirichlet 作用素 Z−1 を用いて

V (x, t) =

∫ t

0

∫
Γ
σ̇(ξ, τ)Z−1(x− ξ, t− τ) dξ dτ

と書けるので,

S(t) =
(
σ̇ ∗ Z−1

)
(t)

を得る. ただし上線は x ∈ Γに渡る積分を表わ
す. ここから, Γ 上の応力変化速度 σ̇ が Bessel

過程に従う可能性が示唆される. 滑り過程にお
ける応力変化は摩擦力変化とバランスするので,

以上の考察は, 摩擦過程が何らかの確率過程を
含んでいることと等価である. それは断層面の
フラクタル的な形状など, 地質学的にも知られ
る複雑さと関連付けられるかもしれない.
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1 概要

様々な移動境界問題に対応した汎用型有限要
素法:Comoving Mesh Method (CMM) を提案
する. 移動境界の法線速度を領域全体に滑らか
に調和拡張し, この速度場に沿って節点を移動
することで境界と有限要素メッシュをタイムス
テップ毎に更新する. Hele-Shaw問題や平均曲
率流問題に対して数値実験を行なった他, 計算
精度を確認するために構成解を用いて数値解の
収束誤差を計算した.

2 背景

次の一般化されたHele-Shaw問題を考える:

問題 1 t ∈ [0, T ]に対し, 以下を満たす Ω(t) ⊃
B と u(·, t) : Ω(t) \B → R を求める:

−∆u = f in Ω(t) \B,
∇u · ν = qB on ∂B,

u = 0 on Γ(t),

Vn = (−∇u+ γ) · ν on Γ(t),

Ω(0) = Ω0.

(1)

図 1に描くように, B ⊂ Rdと Ω(t) ⊂ Rd (d =

2, 3) は, それぞれ滑らかな境界 ∂B, Γ(t) :=

∂Ω(t)をもつ有界領域であり, B ⊂ Ω(t) とす
る. また, ν は Ω(t) \Bの境界上の外向き単位
法線ベクトルである.

図 1: 移動領域 Ω(t)と固定領域 B

Hele-Shaw問題は,たとえば境界要素法 [1]や
代用電荷法 (CSM) [2]で数値的に解けることが
知られている. しかし,私たちの知る限り f ̸≡ 0

かつ γ ̸≡ 0であるような, 一般的な方程式 (1)

を数値的に解くための効果的なアプローチはま
だ開発されていない. 本研究では, 次の特質を
もつ数値解法の開発を目的とする:

• 実装が簡単で 3次元問題も処理できる;

• すべてのタイムステップでメッシュの再
生成を必要としない;

• 平均曲率流問題など, 他の移動境界問題
に対しても適合できる.

3 提案手法

NTを正の整数とし,時間刻み幅を τ := T/NT

で定める. 各時間刻み k = 0, 1, · · · , NT に
対し, 離散化された領域を Ωk ≈ Ω(kτ) (同
様に, Γk ≈ Γ(kτ)) また, 時間離散化した関
数をそれぞれ uk ≈ u(·, kτ), fk ≈ f(·, kτ),

qkB ≈ qB(·, kτ), γk ≈ γ(·, kτ)と表す. Hele-

Shaw 問題 (1)を解く我々の方法は以下である:

Algorithm 1 Comoving mesh method

1: Set T > 0, NT ∈ N, ε > 0, and k =

0. Also generate a finite element mesh:

Ω0
h \Bh ≈ Ω0 \B.

2: while k ⩽ NT do

3: Solve the finite element solution ukh ∈
P1(Ω

k
h \Bh):
−∆uk = fk in Ωk

h \Bh,
∇uk · νk = qkB on ∂Bh,

uk = 0 on Γkh.

(2)

4: Define the normal velocity as V k
n :=

(−∇ukh + γk) · νk on Γkh.

5: Solve the finite element solution wk
h ∈

P1(Ω
k
h \Bh;Rd):

−∆wk = 0 in Ωk
h \Bh,

wk = 0 on ∂Bh,

ε∇wk · νk +wk = V k
n ν

k on Γkh.

(3)

6: Move the mesh according to

Ωk+1
h \Bh :=

{
x+ τwk

h(x)
∣∣∣ x ∈ Ωk

h \Bh
}

(4)

7: k ← k + 1

8: end while
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CMMの肝となるプロセスは, Step 5. およ
び Step 6.にある. Step 5.では, 境界上のみ
で定義されている V k

n を領域全体に滑らかに拡
張するために, 調和方程式 (3)を解く. 形状最
適化問題については, 同様の考え方がH1勾配
法（もしくは, 力法）[3] でも採用されている
が, 加えて Dirichlet境界条件を Robin近似す
ることで, 移動境界上で不連続性を持つような
V k
n ν

k ∈ P0(Γ
k
h)を取り扱うことが可能である.

さらに Step 6.において, 領域全体に拡張され
た速度場wに沿って境界だけでなくメッシュ全
体を移動させることで, 毎回のメッシュの再生
成をする必要がなくなる.

4 収束誤差

Hele-Shaw問題 (1)に対するCMMの精度を
確認するために,構成解による方法を用いる [4].

補題 1 ϕ(x, t)を ϕ < 0 in B かつ |∇ϕ| ̸= 0 on

{ϕ = 0}である滑らかな関数とする. f := ∆ϕ,

qB := −∇ϕ · ν, γ :=
(
− ϕt

|∇ϕ|2 + 1
)
∇ϕ, Ω0 :=

{ϕ(x, 0) < 0}と定める. このとき, u(x, t) =

−ϕ(x, t) と Ω(t) := {x ∈ Rd | ϕ(x, t) < 0)}
は, 移動境界問題 (1)の解である.

この構成解 u と数値解 ukh を比較することに
よって, 収束誤差 (EOC)を確認する. いま, 数
値誤差は以下のように定める:

errΓ := max0⩽k⩽NT
maxx∈Γk

h
dist(x,Γ(kτ)),

errXk := max0⩽k⩽NT

{∥∥ukh −Πhu(·, kτ)
∥∥
Xk

}
.

(5)

ここで, X k ∈ {L2(Ωk
h \B),H1(Ωk

h \B)}とし,

Πh : H1(Ω)→ P1(Th(Ω)) は有限要素空間への
射影とする.

数値例 1 以下の条件で数値例を行った: ε ∈
{10−4, 10−2}, h ≈ τ , また構成解は, ϕ(x, t) :=
x21

2(t+1) +
x22
t+1 − 1 (x := (x1, x2))とし, B :={

x ∈ R2
∣∣ x21 + x22 ⩽ 0.52

}
とする.

数値実験の結果を図 2 に示す. 図 2b を除き, ε

が十分に小さい場合, 誤差オーダーはほぼ 1次
であることに注意する. 従って,時間刻みとメッ
シュサイズを小さくすることにより, 数値解が
厳密解に収束することが期待できる. 一方, εを
横軸としてプロットした図 2b では、εが十分
に小さい場合, 誤差は飽和状態になり, 飽和値
はO（τ）の次数で減少することが確認できる.

(a) τ vs errΓ (b) ε vs errΓ

(c) τ vs errL2 (d) τ vs errH1

図 2: 数値例 1に対する収束誤差

5 まとめ

Hele-Shaw問題, 平均曲率流問題, Bernoulli

問題といった移動境界問題に対して, CMMを
適用し数値実験を実施した. 今後は, Stefan問
題などの非定常問題や 3次元問題についての数
値実験を進める.
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1 The Inverse Geometry Problem

Let D ⊂ R2 be a simply connected open

bounded set with boundary Σ = ∂D and as-

sume that an unknown simply connected void

region B, with sufficiently regular boundary

Γ = ∂B is located inside the domain D such

that dist(Γ,Σ) > 0. We want to identify B by

measuring, for a given current distribution g,

the voltage distribution f at the boundary Σ.

That is, we seek to find a domain Ω := D \B
and an associated function u such that{

−∆u = 0 in Ω, u = 0, on Γ

u = f and ∂νu = g on Σ,
(1)

where ν is the outward unit normal vector to

Ω, and ∂νu := ∇u · ν. As proposed in [1], the

overdetermined problem (1) can be reformu-

lated into the shape optimization problem

min
Ω
J(Ω) = min

Ω

∫
Ω
∥∇(u− v)∥2 dx, (2)

subject to
−∆u = 0 in Ω, u = f on Σ, u = 0 on Γ,

−∆v = 0 in Ω, ∂νv = g on Σ, v = 0 on Γ.
(3)

The equivalence between the shape optimiza-

tion (SO) problem stated above and (1) issues

from the first-order necessary condition of a

minimizer of the shape functional J(Ω), i.e.,

dJ(Ω)[V ] = lim
ε↘0

J(Ωε)− J(Ω)

ε
=

d

d ε
J(Ωε)

∣∣∣∣
ε=0

=

∫
Γ

[
(∂νv)2 − (∂νu)2

]
Vn dx = 0,

has to hold for all sufficiently smooth pertur-

bation fields V = (V · ν)ν =: Vnν. Here, Ωε

stands for a perturbation of Ω along V that

vanishes on Σ. By calculus of variations, the

above statement implies the necessary condi-

tion ∂νv ≡ ∂νu on Γ.

To minimize J , a typical approach is to use

the kernel G of the shape derivative dJ in a

gradient-based descent algorithm. For exam-

ple, for sufficiently smooth boundary ∂Ω and

regular states u and v, one can take 0 ̸≡ V =

−Gν :=
[
(∂νu)2 − (∂νv)2

]
ν ∈ L2(Γ) so that,

by formal expansion, with small s > 0,

J(Ωs) = J(Ω) + sdJ(Ω)[V ] +O(s2)

= J(Ω) + s⟨Gν,V ⟩+O(s2)

= J(Ω)− s⟨V ,V ⟩+O(s2) < J(Ω).

Observe that we may also choose V =
∂ν(v − u)ν =: Fν, since ∇(v+ u) · ν < 0 on Γ
if f > 0. Indeed, if V = Fν, then we have

J(Ωs) ≃ J(Ω) + s

∫
Γ

∇(v+ u) · ν∥V ∥2 dΓ < J(Ω).

Remark Due to the lack of smoothness

of Gν, and since it is only defined on Γ,

an extension-regularization technique, such as

the H1-gradient method, is needed for the nu-

merical realization of the SO problem (2)–(3).

2 Numerical Resolution

The numerical resolution to (2)–(3) consists

in adopting an iterative procedure that de-

creases J . Denoting by Ωk the shape of the

domain at the kth iteration, we set Ωk+1 :=

Ωsk+1
= (I2 + skV

H
k )Ω, where sk > 0 (small

enough number) and V H
k is obtained via the

H1-gradient method, i.e., vk := V H
k satisfies{−∆vk + vk = 0 in Ωk, vk = 0 on Σk,

∂νvk = −Gν on Γk, (∀k = 0, 1, . . .).
(4)

A simple boundary variation algorithm to
solve (1) can then be formulated as follows:

(S1) Initialization Choose an initial shape Ω0.
(S2) Iteration For k = 0, 1, 2, . . .:

– Solve the state equations on Ωk.
– Compute V H

k by solving (4).
– Update the domain, i.e., set Ωk+1.

(S3) Stop Test Repeat (S2) until convergence.

The identification of the void region B ac-
cording to steps (S1)–(S3), but with −G re-
placed by F , defines a similar evolutionary
equation for the Hele-Shaw-like problem
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−∆v = ∆u = 0 in Ω(t),

∂νv = g > 0, u = f > 0 on Σ,

v = u = 0, Vn = ∇(v − u) · ν on Γ(t),

Ω(0) = Ω0,

(5)

where Ω0 is a given (smooth) initial shape.

Hereafter, we fix (unless specified) Vn :=

Vn(x, t) = ∂ν(v(x, t)− u(x, t)), x ∈ Γ(t),

which now describes the normal velocity of

the moving boundary Γ(t) at t > 0. Instead

of dealing with (2)–(3), we numerically solve

the inverse problem by solving (5) via a quasi-

stationary Stefan-type (QS) scheme which we

give next. Let T > 0 be the final time of inter-

est, NT ∈ N be the number of time steps, and

∆t := T/NT be the time-step size. For each

time-step index k ∈ K := [0, NT ] ∩ N, Ωk ≈
Ω(k∆t), Σk ≈ Σ(k∆t), Γk ≈ Γ(k∆t) denote

the time discretized domain and boundaries,

respectively. The time discretized function is

denoted by uk ≈ u(·, k∆t) and vk ≈ v(·, k∆t).

Denoting by Th(Ωk) =: Ωk
h the triangulation

of Ωk, we solve (5) via the following scheme

which we develop along the lines of the co-

moving mesh method proposed in [2].

Algorithm 1 QS scheme
1: Specify T > 0, NT ∈ N, ε > 0, and set k = 0.

Also, generate a triangulation Ω
0
h of Ω

0
.

2: while k ⩽ NT or ∥V k
n ∥L2(Γk) > η do

3: Solve (5) for uk, vk ∈ P1(Ω
k
h) on Ω = Ω

k
h.

4: Define the normal velocity field V k
n on Γk.

5: Find wk ∈ P1(Ω
k
h;Rd), wk = 0 on Σk

h = Σ0
h,

such that −∆wk = 0 in Ωk
h and

ε∇wk · νk +wk = V k
n νk on Γk

h.

6: Update the mesh nodes x ∈ Ω
k
h according to

Ω
k+1
h =

{
x+∆twk(x)

∣∣∣ x ∈ Ω
k
h

}
, ∆t = T/NT .

7: k ← k + 1
8: end while

3 Numerical Examples

Given f ≡ 1 on Σ, we generate the synthetic

data g := ∂νu, and test our algorithm with ex-

act measurements in identifying a large void

inside a circular object with radius one (see

Fig. 1). In all cases, Γ0 = C(0, 0.9) (blue

dashed lines), and we let T = 1, h = 1
40 ,

NT = 1
h2

, ε = 0.01, and η = 10−3. The ex-

act unknown boundary are colored in black

solid lines and the identified shapes by red-

colored dotted lines with circle markers. For

comparison, we also run Algo. 1, but with

V k
n = −Gk. The identified shapes using

V k
n = −Gk are also plotted in Fig. 1 with

cyan-colored solid lines. In these cases, how-

ever, we used η = 5×10−3 values since the al-

gorithm does not converge when η = 10−3. In

all these examples, we observed fair identifica-

tions of the void, including its concave regions.

As evident in Fig. 2, our scheme appears to be

more effective than with the method when the

exact gradient of J is utilized in the scheme

for identifying voids with concave parts. For

further research, we want to apply our scheme

to other types of geometric inverse problems.

Fig. 1. Identifications of a large void

Fig. 2. Zoomed figures (second quadrant)
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1 Abstract

In the present research, we investigate the

numerical reliability for vortex filament evolu-

tion based on the regularized Biot–Savart law

for incompressible fluid proposed by Rosen-

head. We reproduce the numerical reconnec-

tion of vortex filaments and establish reliabil-

ity based on numerical experiments. We in-

vestigate the relation of temporal and spatial

discretization parameters to mitigate distur-

bance in numerical solutions. We also mea-

sure the rounding error quantitatively by com-

paring the numerical solutions with multiple

precision arithmetic.

2 Biot–Savart Model

We study the self-induced motion of a figure-

of-eight vortex filament [1] with Rosenhead’s

regularized Biot–Savart law [2, 3]. Let ξ ∈ I
be a parameter defined on an interval I ⊂ R,

and define the space curve rµ(t, ξ) where t is

the time parameter. Then the velocity is rep-

resented by

vµ(t,xµ) = − Γ

4π

∫
I

(
xµ − rµ(t, ξ)

)
× ∂rµ

∂ξ(
|xµ − rµ(t, ξ)|2 + µ2

)3/2 dξ

(1)

for xµ ∈ R3, where a positive number µ is

called a regularization parameter. Consequently,

the evolution of the space curve is given by ve-

locity
∂rµ
∂t

= vµ
(
t, rµ(t, ξ)

)
. (2)

The figure-of-eight vortex is proposed by Y.

Kimura and H. K. Moffatt [1] and the initial

shape is described as

x =


x(θ) = 0.5 sin 2θ,

y(θ) = 2.5 sin θ,

z(θ) = 0.05 cos θ.

(0 ≤ θ < 2π) (3)

For the discretization, we allocate x0,i = x(θi)

with θi = 2πi/N , 0 ≤ i < N , on the initial

shape (3). Trapezoidal rule is employed to

approximate Eq. (1) as following:

vt,i = − Γ

4π

2π

N

N−1∑
j=0

(xt,i − xt,j)× τ t,j(
|xt,i − xt,j |2 + µ2

)3/2
(4)

for 0 ≤ i < N , where τ t,j is tangent vector

and calculated by the Fourier method to en-

sure spectral accuracy. We use the 4th order

Runge-Kutta method for the time-stepping.

Γ = 4π
50 is used.

3 Reliability Criteria

We investigate the parameter pairs of N

and ∆t, which enable us to meet reconnec-

tion of the vortex filament numerically shows

in Fig. 1. For the cases which could reproduce

the reconnection called Type S parameters.

For the cases which diverge in a very early

stage, we called it Type U parameters. Fig. 2

shows our numerical results with N versus ∆t

on the log-log scale where the circles and the

crosses mean the Type S/Type U parameter

pairs we have tested. We state that the in-

terface is proportional to 1/N2 for µ = 10−5.

4 Estimate of Accumulation of

Rounding Errors

In order to verify the reliability of double

precision computation and estimate rounding

errors introduced by the approximation of the

Rosenhead’s regularization, we process com-

putation with double precision, quadruple pre-

cision, and multiple precision (50 digits, by

exflib [4]). We measure the errors between

them and indicate that the rounding errors

are not significant even after a short period of

the estimated reconnection time t∗ = 0.3385.
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図 1: Reconnection of figure-of-eight vortex

filament near the estimated reconnection time

t = 0.3385 (N = 8192, ∆t = 2× 10−5)

10
3

10
4

10
5

Number of Points

10
-7

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

 t

Type S

Type U

図 2: Reliable region for figure-of-eight vortex,

Γ = 4π
50 and µ = 10−5

表 1: Maximum relative errors of figure-of-

eight vortex filament under double precision,

quadruple precision with multiple precision.

(N = 8192, ∆t = 2× 10−5)

Double Quadruple

0.320 6.45× 10−13 4.76× 10−31

0.338 1.23× 10−12 3.44× 10−31

0.342 9.58× 10−9 3.27× 10−27

0.344 1.02× 101 1.15× 10−1

5 Convergence of Numerical Solu-

tions

Let x
(N)
t,i , 0 ≤ i < N , be numerical solutions

corresponding to x(t, θi) under the spatial dis-

cretization parameter N and double precision

arithmetic. We define

max
k
|x(N)
t,k − x̃

(N)
t,k |, (5)

where x̃
(N)
t,k = x

(65536)
t,(65536/N)k which maps the

fine discretization points to those in the spec-

ified N and assume N = 65536 to be the clos-

est to the exact solution. The errors along to

different N is shown in Fig. 3. In this case,

the error is observed to decay exponentially as

N goes large under Type S parameters which

are chosen along the interface in Fig. 2.
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Number of Points 10
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図 3: Errors in log scale versus N when µ =

10−5, t = 0.15 with scheme (4)
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1 Introduction
Due to computational complexity, fluid flows

are defined on a bounded domain. Hence,
capturing fluid outflow calls for imposing an
appropriate condition on the boundary where
the said outflow is prescribed. Usually, the
Neumann type boundary condition called do-
nothing condition is the go-to description for
such outflow phenomena. However, such con-
dition does not ensure energy estimate for the
Navier―Stokes equations - let alone establish
the existence of solutions. In this talk, we
shall analyze a convective boundary condition
(CBC) that will capture outflow and estab-
lish the existence of solutions to the govern-
ing equations. We shall show existence and
uniqueness results for two versions of a sys-
tem with mixed boundary conditions - the
Dirichlet condition and the convective bound-
ary condition. The first version is where the
Dirichlet condition is purely homogeneous, and
the other is where an input function is pre-
scribed. We end by showing numerical exam-
ples to illustrate the difference between the
current outflow condition and the usual do-
nothing condition.
2 Existence and Uniqueness

For a Banach space X, its dual is denoted as
X∗ and their pairing is denoted as ⟨x∗, x⟩X∗×X

for x∗ ∈ X∗ and x ∈ X, the L2(D;Rd) inner
product is denoted as (·, ·)D, for d = 1, 2, 2×2,
where D is measurable. For a domain Ω ⊂ R2,
and Γ0 ⊂ ∂Ω such that |Γ0| > 0, we con-
sider the following spaces for Neumann-type
boundary conditions:

W(Ω;Rd) := {φ ∈ C∞(Ω;Rd) : φ
∣∣
Γ0

= 0},

Hs
Γ0

(Ω;Rd) := W(Ω;Rd)
∥·∥

Hs(Ω;Rd) ,

W := {φ ∈ W(Ω;R2) : ∇·φ = 0 in Ω},

V := {φ ∈ H1
Γ0

(Ω;R2) : ∇·φ = 0 in Ω},

H := {φ ∈ L2(Ω;R2) : ∇·φ = 0 in Ω, φ·n
∣∣
Γ0

= 0}.

We shall use the operator a0 : [H1(Ω;R2)]2 →
R is defined as a0(u, v) = 2ν(D(u), D(v))Ω,
and the trilinear form a1 : [H1(Ω;R2)]3 → R
given by
a1(w; u, v) = ((w · ∇)u, v)Ω − 1

2
(w · n, u · w)∂Ω\Γ0 .

We first consider the stationary Navier–Stokes
equations:

−∇ · σ(u, p) + (u · ∇)u = f in Ω,

∇ · u = 0 in Ω,

u = 0 on Γ0,

σ(u, p)n − 1
2

(u · n)u = 0 on Γ1,

(1)

where u and p are the fluid velocity and the
pressure, respectively, σ(u, p) = 2νD(u) − pI

corresponds to the fluid stress tensor, D(u) =
(∇u + ∇u⊤)/2 denotes the deformation rate
tensor, ν > 0 corresponds to fluid viscosity,
n is the unit normal vector on the boundary.
Perhaps, this system is the more straightfor-
ward to analyze since the convection parts of
the first equation in (1) and of the bound-
ary condition on Γ1 cancels out when gone
through diagonal testing. To be precise, we
can show that the weak solution to (1) exists,
in the sense that there exists u ∈ V that sat-
isfies

a0(u, v) + a1(u; u, v) = ⟨f , v⟩V ∗×V (2)

for any v ∈ V . We have the following theorem
to summarize such result

Theorem 1 Let Ω ⊂ R2 be of class C1, and
suppose that f ∈ V ∗. Then, there exists u ∈
V solving (2), such that ∥u∥V ≤ c∥f∥V ∗ for
some constant c > 0.

Remark 2 Uniqueness of solution is assured
if B∥f∥V ∗ < ν2, where B = sup

u,v,w∈V

a1(u;v,w)
∥u∥V ∥v∥V ∥w∥V

.

For a prescribed input function on a section
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of the boundary, we consider the system

−∇ · σ(u, p) + (u · ∇)u = f in Ω,

∇ · u = 0 in Ω,

σ(u, p)n − 1
2

(u · n)u = 0 on Γ1

u
∣∣
ΓN

= uin, u
∣∣
ΓH

= 0.

(3)

We denote by Γ0 := ΓN ∪ΓH the boundary of
Ω except that of the outflow boundary. Fur-
thermore, the analysis - as far as we are aware
- is only possible for domains such that the
outflow boundary is adjacent only to bound-
aries with prescribed homogeneous Dirichlet
condition (see Figure 1 for illustrations).

Fig. 1. Illustrations of the boundaries/domains where
(A) purely inflow/outflow phenomena, and (B) flow
past an obstacle are considered.

The reason why such assumption is neces-
sary is due to the following lemma,
Lemma 3 Let ϵ > 0, then there exists w0 :=
w0(ϵ) ∈ H1(Ω;R2) such that

∇ · w0 = 0 in Ω, w0
∣∣
ΓH

= 0, w0
∣∣
ΓN

= uin. (4)

Furthermore, we get the estimate

|a1(v; w0, v)| ≤ ϵ∥v∥2
V ∀v ∈ V. (5)

This lemma, thus helps us in proving the ex-
istence of a weak solution, i.e., there is a so-
lution to the following equation

a0(ũ, v) + a1(ũ; ũ, v) + a1(w0; ũ, v)
+a1(ũ; w0, v) = ⟨Φ, v⟩V ∗×V .

(6)

Theorem 4 Let Ω ⊂ R2 be of class C1, f ∈
V ∗, and uin ∈ H1/2(ΓN ). Then, the solution
ũ ∈ V of (6) exists and satisfies, for a c > 0,

∥ũ∥V ≤ c(∥ f ∥V ∗ + ν∥w0∥H1(Ω;R2) + ∥w0∥2
H1(Ω;R2)).

3 Numerics
We illustrate numerical implementations of

the systems previously considered. For the il-
lustration of (1), we consider a square domain
with vertices (0, 0), (0, 1), (1, 1) and (1, 0). While
for (3), we consider a bifurcating geometry
where the input function is defined on the left-
end and the outflow is imposed on the stems.

Fig. 2. The figure illustrates simulations of system (1)
(top row), and its version but instead with the do-
nothing boundary condition on Γ1 := {(x, y) : x =
0, 0 ≤ y ≤ 1} (bottom row). From each set of exam-
ples, three values of the viscosity constant are utilized,
i.e., ν = 1, 1/40, 1/90. It can be observed that for
ν = 1, the behavior of both flows are the same since
this value compels the flows to ignore advect effects
on the fluid, i.e., they both mimic Stokes flows. Mean-
while, as the value of ν becomes smaller, one can ob-
serve bulk motion of fluid flow around (x, y) = (0, 0.1)
due to the convective nature of the boundary condi-
tion on Γ1 for system (1), while a more dissipated out-
flow behavior on the system with do-nothing condi-
tion. Lastly, we observe failure of Newton’s method
to converge for the system with the usual do-nothing
condition for ν = 1/90, while system (1) gives us a
converging solution, which can be attributed to the
stability estimate in Theorem 1.

Fig. 3. To quantify the difference between the flow
simulated using (1) and the do-nothing condition,
we solve the nonlinear outflow which is quantified as
j(u) = ([u · n]+, |u|2)Γ1 , where [g] = max(0, g). The
figure above plots the nonlinear outflow induced by
CBC and the usual do-nothing boundary condition
versus x, where x = 0 for ν = 1, and x = 1/(10ν)
otherwise. We observe the difference for lower values
of ν, which can be attributed to the bulk motion of
fluid which we have visually observed.

Fig. 4. The figure above shows simulations of sys-
tem (3) (left) and its version but instead with the do-
nothing boundary condition on the outflow boundary
(right). Similar as with the previous system, one can
notice the convective effect on the outflow boundary
for system (3).

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

275



非ホロノミック拘束を受ける連続体の微分形式による運動の定式化
深川 宏樹 1

1DeepFlow株式会社
e-mail : hiroki.fukagawa@deepflow.co.jp

1 概要
変分原理は，「運動が描く曲線は汎関数に停留

値を与える」という形で運動法則を与える．最
初に，これを微分形式を使って表現する．ある
物理量の値を同時刻の他の物理量の値だけで定
める拘束条件をホロノミック拘束と呼び，そう
でないものを非ホロノミック拘束と呼ぶ．本稿
では，非ホロノミック拘束で微分形式で与えら
れる系の運動を微分形式で定式化し [1]，連続
体への拡張を示す [2, 3, 4]．

2 正準方程式の導出
1次元の質点の運動を考える．質点の時刻 t

の質点の状態は位置 qと速度 uで与えられる．
位置 qの時間発展は，dq/dt = uより速度 uで
定まり，(q, u, t)空間で運動曲線 C0は∫

C0

(dq − udt) = 0 (1)

を満たす．ハミルトンの原理によると, C0はラ
グランジアン L(q, u)の時間積分に停留値を与
える．媒介変数 αについて，limα→0Cα = C0

となり，∂Sα := C0−Cαが閉曲線をなせば，ハ
ミルトンの原理は周回積分で表せる．

lim
α→0

1

α

∮
∂Sα

L(q, u)dt = 0 (2)

式 (1)と (2)より，Ξ̃ := Ldt+p(dq−udt)と
して，ストークスの定理より次を得る．

0 = lim
α→0

1

α

∮
∂Sα

Ξ̃ = lim
α→0

1

α

∫
Sα

dΞ̃ (3)

∂SαとSαは，(p, q, u, t)空間上の向き付きの閉
曲線とそれに囲まれた面積である．プレハミル
トニアンを

H̃(p, q, u) := pu− L(q, u) (4)

とすれば，Ξ̃ = pdq − H̃dtとなり，
dΞ̃ = dp ∧ dq − dH̃ ∧ dt

=

(
dp+

∂H̃

∂q
dt

)
∧

(
dq − ∂H̃

∂p
dt

)

−∂H̃
∂u

du ∧ dt (5)

を得る．運動曲線 C0の接ベクトルを

XC0 :=
dC0

dt
=

dp

dt

∂

∂p
+

dq

dt

∂

∂q
+

du

dt

∂

∂u
+
∂

∂t
(6)

とすれば，式 (3)より運動は

ιXC0
(dΞ̃) = 0 (7)

を満たす．∂H̃/∂u = 0の解 u∗(p, q)を式 (4)に
代入し，ハミルトニアンを

H(p, q) := H̃(p, q, u∗(p, q)) (8)

とすれば，運動方程式である正準方程式
dq

dt
=
∂H

∂p
,

dp

dt
= −∂H

∂q
(9)

が得られる．
質点の速度 uが位置 qの時間発展を決めるこ
とから，速度 uは状態量 qの制御とみなせる．
一般的に制御は F (q, u)と関数で与えることが
でき，式 (1)は次のように一般化できる [5]．∫

C
(dq − F (q, u)dt) = 0 (10)

式 (4)で H̃(p, q, u) := pF (q, u) − L(q, u)とプ
レハミルトニアンは再定義され，式 (5)以降と
同様にして，正準方程式 (9)が得られる [2, 3]．

3 拘束系の運動法則
ラグランジアンLを (q, u, s)の関数とし，状
態量 sが他の状態量の関数W (q, t)となるとき，

0 = U(s, q, t) := s−W (q, t) (11)

となり，これをホロノミック拘束条件と呼ぶ．
未定乗数 T に対し， 次が満たされる．

0= lim
α→0

1

α

∫
∂Sα

TUdt = lim
α→0

1

α

∫
Sα

d(TUdt) (12)

式 (11)を考慮すれば，d(TUdt) = TdU ∧dtと
なる．ここで微分 1形式 βを導入する．

β := Tds+ fdq +Qdt (13)
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β = TdU であれば，f = T ∂U
∂q とQ = T ∂U

∂t と
なり，式 (12)から，(p, q, u, s, t, T )上の曲線C0

の接ベクトルXC0 について，次が示せる．

ιXC0
β = 0 (14)

未定乗数法を用いれば，式 (7)と同様にして
ιXC0

(d(Ξ̃ + TUdt)) = 0を得る．この式は

ιXC0
(dΞ̃ + β ∧ dt) = 0 (15)

と式 (14)との組に分解できる．上式は拘束系
の運動を表現する重要な式であり，以降の議論
の起点となる．なお，dΞ̃ + β ∧ dtは，

dp ∧ dq − (dH̃ − β) ∧ dt

=

[
dp+

(
∂H̃

∂q
− f

)
dt

]
∧

(
dq − ∂H̃

∂p
dt

)

−

(
∂H̃

∂s
− T

)
ds ∧ dt− ∂H̃

∂u
du ∧ dt (16)

と計算でき，式 (15)より次を得る．

dq

dt
=
∂H̃

∂p
,

dp

dt
= −∂H̃

∂q
+ f, (17)

∂H̃

∂s
− T = 0,

∂H̃

∂u
= 0 (18)

以上から，運動は式 (14)，(17)，(18)を満たす．
式 (16)の計算では式 (11)を使っていない．拘

束系を式 (14)と (15)で定めれば，運動方程式
を式 (17)と (18)で得る．式 (11)の形で表せな
い拘束を非ホロノミック拘束と呼ぶ [1]．非ホ
ロノミック系でも，拘束条件が式 (14)で与え
られれば，式 (15)から運動方程式が導ける．

4 連続体への拡張
数学的には場は底空間からの切断である．場

の運動法則を式 (14)と (15)に対応する形で与
える．場 (pi, q

i, s, ui)の運動方程式を求めよう．
プレハミルトニアン密度を H̃(pi, q

i,∇jqi, s, ui)
とする．底空間の体積要素を ∗1とし，Ξ̃を

Ξ̃ := ∗1 ∧
(
pidq

i − H̃dt
)

(19)

で定める．未定乗数場を T とし，βを定める．

β := ∗1 ∧
(
Tds+ ζidq

i + ηji∇j(dq
i) +Qdt

)
(20)

ζi, η
j
i , Qは場とその共変微分∇jの関数である．

式 (19)と (20)より，運動法則は式 (14)と∫
V

[
ιXC0

(
dΞ̃ + β ∧ dt

)]
= 0 (21)

で与えられる．ここで，XC0 = ∂pi
∂t

∂
∂pi

+∂qi

∂t
∂
∂qi

+
∂ui

∂t
∂
∂ui

+ ∂s
∂t

∂
∂s + ∂

∂t は場の運動曲線 C0 の接ベ
クトルであり，V は底空間の積分領域である．
なお，dΞ̃ + β ∧ dt = ∗1 ∧式 (22)となる．[

dpi+

(
∂H̃
∂qi
−∇j

∂H̃
∂(∇jqi)

−
(
ζi−∇jηji

))
dt

]

∧

(
dqi− ∂H̃

∂pi
dt

)
−

[
∂H̃
∂ui

dui+

(
∂H̃
∂s
−T

)
ds

]

∧dt−∇j

[(
∂H̃

∂(∇jqi)
− ηji

)
dqi ∧ dt

]
(22)

式 (22)の第 2行までより運動方程式が得ら
れ，第 3行より境界条件が得られる [2, 3, 4]．

5 まとめ
ハミルトンの変分原理によると，運動を表す
曲線C0は 1形式 Ξ̃の線積分に停留値を与える．
このときの必要条件は式 (7)となるが，我々の
定式化では，これこそを運動法則の基礎とする．
状態量間の拘束がβを用いて，式 (14)から定ま
る場合には，運動は式 (15)を満たすとした．連
続体への拡張においても，(Ξ, β)の組を式 (19)

と (20)のように与えれば良い．
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On universal approximation property of a partial differential

equation-based neural network
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1 Introduction

Differential equation-based neural networks

have been attracting increasing attentions and

under active discussions recently.

In this talk, we discuss the universal ap-

proximation property of a partial differential

equation-based neural network which was pro-

posed in our previous papers ( see, for in-

stance, [1]).

2 Notations

In this section, we introduce some notations

used for general analysis. First, let us define

Ω = (0, 1). Let G denote an arbitrary closed

region in Rn. We denote the closure of G as

G. Hereafter, C(G) denotes a set of continuous

functions on G. In addition, C+(G) (C−(G))

denotes a set of non-negative (non-positive,

resp.) continuous functions on G. In partic-

ular, for r ∈ N, a set of functions that are

r-times continuously differentiable univariate

on R is denoted as Cr(R). For f ∈ C2(R), f ′

and f ′′ denote the first and second derivatives,

respectively.

Let ∥·∥Lp(G) denote the usual Lp norm with

1 ≤ p ≤ +∞ on G; i.e., for a function f in

general, we define

∥f∥Lp(G) ≡



(∫
G
|f(x)|p dx

) 1
p

(p ∈ [1,+∞)),

ess sup
x∈G
|f(x)| (p =∞).

For r ∈ N, we define Sobolev spaces Hr(G),

which are the spaces of functions f(x), x ∈ G,

equipped with the norm

∥f∥2Hr(G) ≡
∑
|α|≤r

∥Dαf∥2L2(G).

On the other hand, H−r(G) is defined as the

dual space of Hr(G) [2].

For a Banach space B with the norm ∥ · ∥B,

we denote the space of B-valued measurable

functions f on the interval (a, b) by Lp(a, b;B),

the norm of which is defined by

|f |Lp((a,b);B) ≡


(∫ b

a
∥f(t)∥pB dt

) 1
p

(p ∈ [1,+∞)),

ess supa≤t≤b ∥f(t)∥B (p =∞).

Similarly, we often use notations like C((a, b);B)

and C([a, b);B) to denote sets of B-valued func-

tions that are continuous with respect to time

on the interval specified as the brackets. Let

BUC(G) be the space of uniformly bounded

and continuous functions on a set G. Given

T > 0, we use the notation HT ≡ (0, T ) ×
Ω × Ω. Hereafter, c’s in the inequalites rep-

resent some positive constants, and (a.b)i de-

notes the i-th equation in a set of equations.

3 Formulation: differential equation-

based neural networks

In our previous paper [1], given T > 0, we

formulated the continuous version of a neural

network as follows:

∂

∂t
u(t, x)− ν∇2u(t, x)

= ϕ1

(∫
Ω
w1(t, x, y)u(t, y) dy

)
in ΩT ,

(1)

where ν > 0, ϕ1(·) denotes the activation func-

tion, and ∇2 = d2

dx2
. Additionally, we impose

the initial and boundary value conditions as

follows:

u(0, x) = u0(x) on Ω,

u(t, x) = 1 on ∂Ω ∀t ∈ (0, T ). (2)

Here, given an input data

u⃗0 = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)⊤ ∈ Rn,
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the initial data is a simple function of the form

: u0(x) =
∑m

j=1 ξjχIj , with χIj as the indica-

tor functions of Ij ≡ ((j − 1)/m, j/m]. By

taking v ≡ u − 1, we can transform problem

(1)–(2) as below.

∂

∂t
v(t, x)− ν∇2v(t, x)

= ϕ1

(∫
Ω
w1(t, x, y)v(t, y) dy

+

∫
Ω
w1(t, x, y) dy

)
in ΩT ,

v(0, x) = u0(x)− 1 ≡ ũ0 on Ω,

v(t, x) = 0 on ∂Ω ∀t ∈ (0, T ).

(3)

To problem (3), we obtained the following re-

sult.

Theorem 1. Let T > 0 be arbitrary, and let

us assume the following:

(i) u0 ∈ L2(Ω),

(ii) ϕ1 ∈ C2(R)
∩
BUC(R), ϕ′1(x) > 0 for

all x ∈ R,
(iii) |ϕ′1(x)| ∨ |ϕ′′1(x)| < M for all x ∈ R and

k = 1, 2, . . . ,K − 1 for some M > 0.

Then, given w1(t, x, y) ∈ L2(HT ), Problem

(3) has a unique solution

u(t, x) ∈ L2((0, T );H1(Ω))
∩
C([0, T ];L2(Ω))∩

H1((0, T );H−1(Ω))

satisfying ∥u∥X(T ) ≤ c(∥u0∥L2(Ω)),where

c(∥u0∥L2(Ω)) is a positive constant that depends

on ∥u0∥L2(Ω).

In our previous papers, we set some cost

functions that corresponded to some tasks,

and showed the existence of optimal controls

as well as the gradient descent algorithm to

find the sub-optimal control. However, be-

cause we consider the feed forward network

hereafter, we do not consider the activation

function of the output layer. Instead, we dis-

cuss the universal approximation property of

the neural network above.

Hereafter, we often represent the solution

to (1)–(2) like u(t, x;w1, u⃗0) to clarify the de-

pendency on w1 and u⃗0.

4 Main result

In this section, we present the universal ap-

proximation property of a partial differential

equation-based neural network prescribed in

Section 3.

4.1 Universal approximation prop-

erty of our formulation

We discuss the universal approximation prop-

erty of our neural network model based on a

nonlinear partial differential equation [1]. As

is the case with the previous works, we re-

strict ourselves on an arbitrary compact set

K ⊂ Rm. Note that here, we regard the solu-

tion u(T, x;w1, u⃗0) as a functional on K ⊂ Rm

by identifying u0 with

ξ⃗ = (ξ1, . . . , ξm)⊤ ∈ Rm. Our main result is

Theorem 2. For arbitrary F (ξ⃗) ∈ C(K) and

ε > 0, there exist w0(x) ∈ H1(Ω), w1(t, x, y) ∈
L2(HT ) such that∣∣∣∣∣F (ξ⃗)−

∫
Ω
w0(x)u(T, x;w1, u0) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

This implies that an arbitrary continuous

function on any compacta can be approximated

the output of our neural network with an ar-

itrary precision. In this talk, we will briefly

present the proof of this theorem, that makes

use of the result by Leshno [?] on the univer-

sal approximation property of a certain type

of activation functions.

参考文献

[1] Honda, H. , On a partial differential

equation based Neural Network, IEICE

Comex, 10 (2021), 137–143.

[2] J. L. Lions and E. Magenes. , Non-

homogeneous boundary values prob-

lems and applications, Springer-Verlag,

1972.

[3] M. Leshno et al., Multilayer feed-

forward networks with a nonpolyno-

mial activation function can approxi-

mate any function, Neural Networks, 6

(1993), 861-867.

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

279



半導体問題の有限要素離散化と特異な係数行列をもつ非線形問題の解法
鈴木 厚 1

1大阪大学 サイバーメディアセンター
e-mail : atsushi.suzuki@cas.cmc.osaka-u.ac.jp

1 はじめに
半導体問題では静電場に対して電子と正孔分
布に関するドリフト拡散方程式を扱う. 有限体
積法と同様の保存則を満すために, 混合型有限
要素法近似を用いる. 電子/正孔密度分布とそ
の勾配の要素剛性行列は静電場に指数関数重み
で依存する. N型半導体とP型半導体が N-P-N

の構造になるダイオードでは P 型半導体の内
部境界部分が絶縁に近い状態となると考えられ
ており, Newton 法の反復が収束しなくなるこ
とが知られている. Jacobi 係数行列が特異に
なっていて, その核ベクトルの正孔密度分布の
部分は P 型領域で拡散効果が無視できるオー
ダーであることから生じることがわかった.

2 半導体ドリフト拡散モデル
半導体のドリフト拡散モデル [1]は,静電ポテ
ンシャル ϕ,電子密度 n ,正孔密度 pに関する連
立系であるが, 定常状態は無次元化された次の
系で記述される. 2次元領域 Ω の境界 Γ = ∂Ω

はDirichelt 条件を課す ΓD と Neumann 条件
を課す ΓN からなるものとする, Γ = ΓD ∪ΓN .

ν を ΓN での外向き単位法線とする

−λ2△ϕ = −n+ p+ C , (1)

−∇ · Jn = 0 , Jn = ∇n− n∇ϕ , (2)

∇ · Jp = 0 , Jp = −(∇p+ p∇ϕ) . (3)

境界条件は

ϕ = ϕD on ΓD , ∇ϕ · ν = 0 on ΓN ,

n = nD on ΓD , ∇n · ν = 0, Jn = 0 on ΓN ,

p = pD on ΓD , ∇p · ν = 0, Jp = 0 on ΓN

である. C(x, y)はN型, P型の半導体で決まる
不純物のドーピング分布であり既知の関数であ
る. λ > 0 は Debye 長と呼ばれる定数である.

3 混合型の弱形式
正孔密度勾配は Slotboom 変数 ξ = eϕp を

導入すると

∇ξ = ∇(eϕp) = eϕ∇ϕ p+ eϕ∇p = −eϕJp

となる. 次の関数空間を準備する

V (gϕ) = {ψ ∈ H1(Ω) ;ψ = gϕ on ΓD} ,
H(div;Ω) = {u ∈ L2(Ω)2 ;∇ · u ∈ L2(Ω)} ,

Σ = {u ∈ H(div;Ω) ; u · ν|ΓN = 0} .

(1) – (3) 式に対応する ϕ, Slotboom 変数 η =

e−ϕn, ξ と Jn, Jp に関する弱形式は任意の ψ ∈
V (0), (vn, qn), (vp, qp) ∈ Σ× L2(Ω) に対し

λ2
∫

Ω
∇ϕ ·∇ψ =

∫

Ω
(e−ϕξ − eϕη + C)ψ (4)

∫

Ω
e−ϕJn · vn +

∫

Ω
η∇ · vn +

∫

Ω
qn∇ · Jn

=

∫

ΓD

gηvn · ν (5)

∫

Ω
eϕJp · vp −

∫

Ω
ξ∇ · vp −

∫

Ω
qp∇ · Jp

= −
∫

ΓD

gξvp · ν (6)

となる. Dirichelt データは ΓD で η = gη =

e−ϕDnD, ξ = gξ = eϕDpD である.

4 熱平衡解
熱平衡での電子密度, 正孔密度は eϕ, e−ϕ の

ため Slotboom 変数は η = 1, ξ = 1 となり,

e−ϕJn = ∇η = 0, より Jn = 0 ,

eϕJp = −∇ξ = 0, より Jp = 0 .

(5) 式から部分積分により ∇η をとりだすと
∫

Ω
e−ϕJn·vn−

∫

Ω
∇η·vn+

∫

∂Ω
ηvn·ν−

∫

ΓD

gηvn·ν

となり, 電子密度に関するドリフト拡散方程式
を満足していることがわかる.

一方 η = e−ϕn の関係により上式の第 2項
は −

∫

Ω∇(e−ϕn) · vn となる. ϕ に P1 要素に
よる有限要素近似を行なうと, 要素の頂点では
e−ϕn = 1 とできるが, 要素の内部では e−ϕn ̸=
1 となり ∇(e−ϕn) ≡ 0 は成り立たない. こ
れが, 本稿がもとの電子密度の変数 n でなく
Slotboom変数 η を未知変数とする理由である.
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5 混合型有限要素近似での剛性行列
V (0)に P1要素近似, Σ×L2 に RT0×P1要

素近似を用いて離散化を行い, Newton 法を適
用すると (ϕ, {Jn, η}, {Jp, ξ}) のブロック変数
に対する Jacobi 行列は
⎡

⎢

⎣

Aϕ(ϕk, ηk, ξk) ˜Cϕ(ϕk) −˜Cϕ(−ϕk)

−˜DJn(ϕ
k, Jk

n) ˜SJn(−ϕk) 0
˜DJp(ϕ

k, Jk
p ) 0 ˜SJp(ϕ

k)

⎤

⎥

⎦

となる. Cϕ(ϕk) を (4) 式 2 項あるいは 3 項,

DJn(ϕ
k, Jk

n)を (5)式 1項の非線形結合を表わ
す行列として, ブロック行列は

˜Cϕ(ϕ
k) =

[

0 Cϕ(ϕk)
]

,

˜DJn(ϕ
k, Jk

n) =

[

DJn(ϕ
k, Jk

n)

0

]

,

˜SJp(ϕ
k) =

[

M(−ϕk) −BT

−B 0

]

(7)

である. ˜SJp(ϕ
k) は指数関数重みを持つ楕円型

方程式
−∇(eϕ

k∇ξ) = 0

で ΓD 境界に ξ = 0, ΓN 境界に ∂νξ = 0を課す
ものの混合型有限要素近似の剛性行列である.

6 N-P-N 型ダイオードでの特異性
N-P-N 型ダイオードは横 0.3 縦 0.2 の長方

形領域で, N 領域は x < 0.1 と x > 0.2 で
C(x, y) = nd = 1020 の不純物を有し, P領域は
0.1 < x < 0.2 で C(x, y) = −na = −β × 1017

の不純物を有するものとする. Dirichletデータ
は両端の境界に与える. Vth = 0.0258V として,

ϕ = sinh−1(
nd

2ni
) +

ϕapp

Vth

n =
nd

2ni
+

(

1 +
1

4

(

nd

ni

)2
)1/2

, p =
1

n
.

左端ではバイアス電圧を ϕapp = 0.01Vとする.

FreeFEM と double-double型による 4倍精
度四則演算ライブラリqdを用いて係数行列を生
成し,疎行列直接法 Dissectionを用いて LDU

分解を行うと β ≥ 6 の値では 1次元の核を持
つとことがわかった (図 1). β = 6での静電
ポテンンシャル (図 2)の値の範囲は−13.85 ≤
ϕ ≤ 24.06でその指数関数重みの範囲は 0.966×
10−6 ≤ eϕ ≤ 2.813× 1010 で, eϕ の値は P 型

図 1 LDU分解による正孔密度分布の核の分布

図 2 N-P-N デバイスでの ϕ の分布

領域では N 型領域に比較して 10−16 以下であ
る. (7) 式で (δJp, δξ)の未知変数とし, P型領
域での拡散係数を 0 と見做す近似を行うと
∫

ΩN

eϕ
k
δJp·vp−

∫

ΩN∪ΩP

δξ∇·vp−
∫

ΩN∪ΩP

qp∇·δJp = 0

である. c ∈ R とするとき, 次の {J∗
p , ξ

∗}

ξ∗ = c in ΩP , J∗
p = 0 ,

−∇ · (e−ϕk∇ξ∗) = 0 in ΩN , J∗
p = −e−ϕk∇ξ∗ ,

ξ∗ = c on ∂ΩN ∩ ∂ΩP ,

ξ∗ = 0 on ∂ΩN ∩ ΓD , ∂νξ
∗ = 0 on ∂ΩN ∩ ΓN

は上式を満たし, 図 1 の核の分布に一致する.

7 非線形最適化問題による解の補正
x ∈ RN を (ϕ, {Jn, η}, {Jp, ξ})の自由度のベ

クトルとする. 非線形問題 F (x) = 0のNewton

法解法では ∇F (xk)に対する連立一次方程式を
解く. その係数行列が正則でない場合を扱う必
要がある. 核が 1次元の場合 ∇F (xk)v = 0 で
あるとする. Newton 法反復で xk+1 = xk + δx

の更新手続きでの v 方向の補正の大きさは
α∗ = argmin

α
||F (xk + δx+ αv)||2

により決定できる.

参考文献
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Maxwell方程式に対する選点法を用いた isogeometric境界要素法に
おける斜交メッシュ上でのCalderónの前処理に関する一考察
竹内 祐介 1, 新納 和樹 1

1京都大学
e-mail : takeuchi.yuusuke.68s@st.kyoto-u.ac.jp

1 概要
西村ら [1]は境界積分方程式の離散化に際し

て，isogeometric解析を用い領域境界を滑らか
に近似することでEFIE(Electric Field Integral

Equation)を選点法で離散化できることを示し
た．田原 [2]はこの離散化に対して，Calderón

の前処理の実装法を提案し，領域境界上でメッ
シュが直交している場合に，前処理行列用の双
対基底が容易に実装できることを示した．本研
究では，メッシュが斜交している場合でも双対
基底が直交メッシュの場合と同様に構成でき，
Calderónの前処理が有効であることを示す．ま
た，数値計算を行うことによってその方法の妥
当性を検証する．

2 問題設定
2.1 問題設定
領域 Ω0 ⊂ R3をトーラスに同相な領域とし，

Ω = R3\Ω̄0 とする．また，Γ = ∂Ω0は滑らか
な閉曲面とし，Γの単位法線ベクトルnはΩの
方向を向いているとする．Ω0は完全導体であ
るとして，次の散乱問題を考える．

∇×∇×E − k2E = 0

E × n = 0 on Γ

Esca := E −Einc に対する放射条件
ここで，Eは電場，nは Γ上Ω0から見た外向
き単位法線ベクトル，Einc は与えられた入射
波，Escaは散乱波，kは波数である．この問題
の積分方程式として，EFIE
√
ϵ

ik
√
µ
t(x) ·Einc(x)

= t(x) ·
∫
Γ

(
1 +

1

k2
∇∇

)
G(x− y)j(y)dSy

(1)

が知られている．ここでG(x)はHelmholtz方
程式の基本解，jは未知の表面電流，t(x)は x ∈
Γにおける Γの接ベクトル，ϵ, µはそれぞれΩ

の誘電率と透磁率 (定数)を表す．

2.2 対象となる散乱体と基底関数
D = (0, 1] × (0, 1]とし，Dにデカルト座標

sI , (I = 1, 2)を導入する．sI 軸上に節点 0 =

s0I < s1I < · · · < snI
I = 1を定め，s−iI = snI−i

I −
1, snI+i

I = siI +1とする (i = 1, 2)．sI軸上の節
点 si−2

I , si−1
I , siI , s

i+1
I で定義される2次B-spline

関数をBi
2(sI)とすると，境界 Γの幾何形状を

表現する基底関数を次のように取る．

ϕij (s1, s2) = Bi
2(s1)B

j
2(s2)

(1 ≤ i ≤ n1, 1 ≤ j ≤ n2)

これらのGreville座標
(
sig1 , s

jg
2

)
=

(
si−1
1 + si1

2
,
sj−1
2 + sj2

2

)
(1 ≤ i ≤ n1, 1 ≤ j ≤ n2)

において，si−1
1 ≤ s1 ≤ si1, s

j−1
2 ≤ s2 ≤ sj2を満

たす (s1, s2)に対して，Γ上の点 xij を通る条
件より次の式が求まる．

x (s1, s2) =

i+1∑
k=i−1

j+1∑
l=j−1

ϕkl (s1, s2) x̃
kl

ただし，トーラスの性質より，(k, l)は mod n1,

mod n2の意味で周期的に理解することができ，
その意味で x̃klを定義しておく．
次に，未知関数 jをB-spline関数を用いて補
間する．先行研究によると，未知電流を補間す
るB-spline関数を用いた基底は，次の式で表さ
れる．(
Bi
p (s1)×Bj

p−1 (s2) , B
i
p−1 (s1)×Bj

p (s2)
)

この基底は節点座標
(
si1, s

j
2

)
によって Dを区

分けしたメッシュにおいて，それぞれ 3× 2及
び 2× 3の面要素の台を持つ．この基底と選点
法を用いて，式 (1)の EFIEを離散化する [1]．
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2.3 Calderónの前処理
積分作用素Qを

Qϕ = n×
∫
Γ

(
1 +
∇∇
k2

)
G(x− y)ϕ(y)dSy (2)

とすると，先行研究によりQ2は良条件である
ことが知られている．よってQ2の離散化を考
える. その際，メッシュ上で半区間ずつずれた
図 1のような基底を取る必要がある [2]．

図 1: 黒い点が Γ 上での選点 xj . 黒矢印と黒
線がその選点に対応する基底関数 ϕjとその台，
青矢印と青線が双対基底 ϕ̃j とその台

3 斜交メッシュを用いた
Calderónの前処理
先行研究 [2]では，Γ上でメッシュが直交して

いることを仮定し,双対メッシュ上で基底関数を
考えた．一方，一般に isogeometric解析では Γ

上でメッシュが直交しているとは限らず，斜交
するメッシュを考えた場合，Γ上の点で s1 = (

定数), s2 = (定数)の曲線が角度 θで斜交して
いる時，基底関数とその双対基底は互いに直交
しない．そこで本節では簡単のためにΓ上の全
ての点でメッシュが角度 θで斜交している場合
の Calderónの前処理について考察する．行列
A, Ãは Γ上で定義された作用素Qを離散化し
た行列であるとすると，Γ上でのメッシュの形
状には依らず，パラメータ空間 (s1, s2)上では
メッシュが直交していることに着目し，行列A,

Ãを (s1, s2)上の作用素の離散化とみなす．実
際，式 (2)の積分変数を変数変換すると

Qsϕ =

∫∫
D

(G(x− y)CIK

+
1

k2
∂2G(x− y)

∂sKx∂sIx

)
ϕkds1yds2y

CIK : =
∂xi
∂SI

∂yi
∂SK

=

{
1 (I = K)

cos θ (I ̸= K)

である．よって，A, ÃをD上の直交メッシュ
で作用素Qsを離散化した行列とみなし，Qに
代えてQsの性質を調べる．実際に (Qs)2の主
シンボルを計算することで

(Qs)2 = S +K

となることを示せる．ここにSは可逆な有界作
用素であり，K はコンパクト作用素である．

4 数値計算結果
数値計算によっても提案手法の妥当性を検討
する．領域 Ωをトーラス

xij1 = (a+ b cos θij) cosϕi

xij2 = (a+ b cos θij) sinϕi

xij1 = sin θij

とし，斜交メッシュは

ϕi = 2π

(
sig1 +

1

2n1

)
θij = 2π

(
sig1 + sjg2 +

1

2n1
+

1

2n2

)
(1 ≤ i ≤ n1, 1 ≤ j ≤ n2)

として構成する．積分はDのメッシュの面要素
ごとに，座標軸方向の 4次のGauss積分のテン
ソル積を用いて計算する．次の表 1はそれぞれ
のメッシュの場合で kを変化させた時の係数行
列の条件数を示している．

k 1 1.5 2

直交メッシュ 32.092 33.631 25.228

斜交メッシュ 25.916 29.053 25.723

表 1: n1 = 40, n2 = 10 での各手法の条件数

表 1より，直交メッシュの場合と斜交メッシュ
の場合で行列の条件数がそれほど変わらないこ
とがわかる．

5 結論
本研究では，領域境界上でメッシュが斜交し
ている場合にも Calderónの前処理が有効であ
ることを示した．

参考文献
[1] 西村直志, 新納和樹, 計算数理工学論文
集, Vol. 19, pp. 91-94, 2019.

[2] 田原寛太, 京都大学情報学研究科修士論
文, 2020
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Isogeometric離散化に基づく面垂直応力を考慮したKirchhoff–Loveシ
ェル定式化 -平面応力シェルとの比較・検討-

谷口 靖憲 1, 滝沢 研二 1, Tezduyar, Tayfun2

1早稲田大学，2Rice University

e-mail : yasutoshi.taniguchi@tafsm.org

1 概要
バイオメカニクスに基づく現象解明において，

血管壁や弁を再現するための Isogeometric離散
化に基づくシェル（IGAシェル）開発 [1, 2]が
盛んである．先行研究の IGAシェルでは平面
応力条件を課し，流体力はシェル内部に定義さ
れる基準面に与える．これに対し本研究では，
厚さ方向垂直応力および流体力作用面を正しく
考慮することで，両表面に血液を受ける現象を
より厳密に表現できる IGAシェルを開発した．
発表では，平面応力シェルとの定式化の違い、お
よび各変形モードに対する応答の違いを示し，
その妥当性を検証する。

2 シェルの定式化
2.1 位置ベクトル・ひずみの定義
シェルのパラメータ空間を (ξ1, ξ2, ξ30) ∈ R3

とする．シェルは基準面とそれを垂直に貫く線
分で構成されており，基準面までの位置ベクト
ル x(ξ1, ξ2) ∈ Γtと基準面からの高さ ξ3(ξ30) ∈
(hth)tを自由度として持つ．ただし，ξ3は基準
面上の各点に独立に定義されており，近傍同士
にせん断力は働かないと仮定する．また，xの境
界 ∂Γtは滑らかな閉曲線であるとし，縁の単位
接線ベクトルを tと定義する．また，基準配置に
おいても基準面の位置ベクトルX(ξ1, ξ2) ∈ Γ0，
任意点の高さパラメータ ξ30 ∈ (hth)0が定義さ
れており，Xの境界 ∂Γ0 には単位接線ベクト
ルTが定義されているものとする．
まず基準面の位置ベクトルXおよび xを ξα

で偏微分することにより，Gα および gα を定
義する．ただしこれ以降，ギリシャ文字は自然
数 1, 2をとる．これらは基準面に接しているた
め，基準面の単位法線ベクトルを

N =
G1 ×G2∥∥G1 ×G2

∥∥ , n =
g1 × g2

∥g1 × g2∥
, (1)

と表現できる．これを用いて，任意点の位置ベ

クトルX ∈ Ω0および x ∈ Ωtを

X = X + ξ30N, (2)

x = x + ξ3n, (3)

と表現でき，式 (2)と (3)を ξαで偏微分するこ
とでシェル任意点の基底ベクトルをGα,gαと
定義する．これを用いて，変形勾配テンソルF

およびグリーン・ラグランジュテンソルEを

F = gαG
α + λ3nN, (4)

E =
1

2

(
F
⊺ · F− I

)
=

1

2
(gα·gβ −Gα·Gβ)︸ ︷︷ ︸

Eαβ

GαGβ +
1

2
(λ3)

2︸ ︷︷ ︸
E33

NN,

(5)

と定義できる．ただし，GαはGαに対する反
変ベクトルである．また λ3は厚さ方向垂直ひ
ずみであり，λ3 = dξ3

dξ30
と定義される．

2.2 内部応力・外力の定義
ひずみエネルギー密度を φ(E)とすると，第
二ピオラ・キルヒホッフテンソルは

S =
∂φ

∂E
=

∂φ

∂Eαβ︸ ︷︷ ︸
Sαβ

GαGβ +
∂φ

∂E33︸ ︷︷ ︸
S33

NN. (6)

ここでは外力として現在配置における面力を h

用いる．特に，上下表面から与えられる外力を
h+およびh−とし，縁境界のものをhedgeと表
記する．

2.3 仮想仕事の原理
仮想仕事の原理は，ひずみエネルギーUおよ
び外部仮想仕事Wextを用いて δU − δWext = 0

と表され，これを変形すると，∫
Ω0

δφ dΩ−
∫
Γ+
t

(h · δx) dΓ

−
∫
Γ−
t

(h · δx) dΓ +

∫
Aedge

(h · δx) dA = 0
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⇔
∫
Γ0

∫
(hth)0

(
SαβδEαβ + S33λ3δλ3

) A0

A0

dξ3dΓ

−
∫
Γ0

(
h+ ·

(
δx

A

A0

)
+

+ h− ·
(
δx

A

A0

)
−

)
dΓ

−
∫
∂Γ0

(∫
(hth)0

(
λ3∥gα∥

(
G
α·T
)
hedge· δx

)
dξ3
)

dS

= 0. (7)

ここで，A0 =
∥∥G1 ×G2

∥∥，A0 = ∥G1 ×G2∥，
A = ∥g1 × g2∥であり，積分領域の変更に用い
られる．式 (3)と (5)の変分を取り，式 (7) に
代入すると，∫
Γ0

(∫
(hth)0

Sαβgβ
A0

A0

dξ3 · δgα

+

∫
(hth)0

Sαβgβξ
3A0

A0

dξ3 · δn,α

+

∫
(hth)0

(
S33λ3

A0

A0

δλ3+Sαβξ3
A0

A0

(gα·n,β)δξ3
)

dξ3
)

dΓ

−
∫
Γ0

((
h+A

+

A0

+ h−A
−

A0

)
· δx

+

(
h+A

+

A0

(
ξ3
)+

+ h−A
−

A0

(
ξ3
)−) · δn)dΓ

−
∫
Γ0

(
h+·n A+

A0

δξ3
∣∣∣∣
(ξ30)

+

+ h−·n A−

A0

δξ3
∣∣∣∣
(ξ30)

−

)
dΓ

−
∫
∂Γ0

∫
(hth)0

λ3∥gα∥
(
G
α·T

)
hedge·

(
δx+ξ3δn

)
dξ3dS

= 0. (8)

式 (8) において，第一行目から三行目は内部仮
想仕事を表しており，第一行目は面内応力，第
二行目は曲げ・ねじり応力，第三行目は厚さ方
向の内力による内部仮想仕事を表している．ま
た，第四行目から六行目は上下表面にかかる流
体による外部仮想仕事を表しており，第四行目
は並進運動を引き起こす成分，第五行目は回転
を引き起こす成分、第六行目は厚さ変形を引き
起こす成分である．第七行目は縁境界にかかる
流体力による外部仮想仕事を表している．
先行研究との比較として，平面応力シェル [2]

においては，第三行目の代わりに S33 = 0が課
され，流体力は基準面に与えられるので外部仮
想仕事のうち偶力成分と厚み変化成分である五
行目・六行目は存在せず，四行目の係数 (A/A0)

が１となる．また，[1]では [2]に加えてさらに
ξ3を ξ30 に置き換えてあり，結果的に厚み方向
の影響は Sαβ の表現のみで考慮されている．

3 テスト計算と考察
本研究で提案するシェルと先行研究 [2]で提
案された平面応力シェルの曲げ変形応答を比
較することで，本提案シェルの妥当性を検証
する．無変形状態でシェルは平板であり，厚
さ 0.2で基準面が正方形である．この 1対の辺
に曲げ変形が発生するように外トルクM を加
え，中心面の曲率と共にプロットする．構成則
は neo-Hookeanモデルである．結果を図 1に
示す．なお，グラフの縦軸に表される外トルク
M∗はneo-Hookeanモデルの初期せん断弾性係
数µによってM∗ = M/µと正規化されている．

0 1 2 3 4 5
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

中心面の曲率

曲
げ
モ
ー
メ
ン
ト
M

∗

ν = 0.3 3D stress
ν = 0.3 Plane stress
ν = 0.45 3D stress
ν = 0.45 Plane stress
ν = 0.49 3D stress
ν = 0.49 Plane stress

図 1. 曲率と曲げモーメントの関係

図1によると，曲率が低い領域ではモデル間で
曲率・外トルク関係に有意な差は見られないが，
曲率が大きくなるにつれて曲率・外トルク関係
に有意な差が発生している．この応答差は，曲
率が大きくなることで厚さ方向垂直応力S33の
絶対値が大きくなる現象を，平面応力シェルで
は再現していないが本提案シェルでは再現して
いるという差によると考えられる．この点で，
本提案シェルの計算力学的妥当性が計算結果に
も反映されており，厚さ方向垂直応力を考慮す
ることは意味のあることであると考えられる．

参考文献
[1] J. Kiendl, K.U. Bletzinger, J. Linhard,

and R. Wüchner, “Isogeometric shell

analysis with Kirchhoff–Love elements”,

Computer Methods in Applied Mechan-

ics and Engineering, 198 (2009) 3902–
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[2] K. Takizawa, T.E. Tezduyar, and

T. Sasaki, “Isogeometric hyperelastic

shell analysis with out-of-plane deforma-

tion mapping”, Computational Mechan-

ics, 63 (2019) 681–700.
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Self-Attention Networkに基づくコンクリート構造物打撃時の加速度応
答を用いた内部欠陥のトポロジー同定

嶋田 雅也 1, 倉橋 貴彦 1, 村上 祐貴 2, 池田 富士雄 3, 井原 郁夫 1

1長岡技術科学大学 工学部 機械創造工学専攻，2長岡工業高等専門学校 環境都市工学科，
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1 はじめに
高度経済成長期に急速に建築されたトンネル

などのコンクリート構造物の老朽化が深刻化し
ている．老朽化による事故の防止には定期点検
が必要である．コンクリート内部評価手法とし
て，ハンマで構造物を叩いた際の変位や音から
状態を診断する打撃試験がある．しかし作業の
危険性や作業者不足から，その自動化が求めら
れており，人の感覚に頼らないコンクリート内
部状態の評価手法の需要がある．本研究では，
コンクリート内部の欠陥トポロジー (位置，大
きさ) を推定する機械学習モデルを構築する．
入力には，打撃試験で得られた加速度応答のス
カログラムを用いる．機械学習モデルとしては，
Self-Attentionに基づくニューラルネットワー
クを構築する．また入力データ点数の間引きを
行い，結果を平均二乗誤差により比較する．

2 データセット
本研究では村上らによる人工欠陥付きコンク

リート床版の打撃試験データ [1]を利用する．床
版を (32× 32× 36)の大きさの無次元密度行列
で表す．図 1, 2に欠陥深さが異なる 2床版を示
す．打撃点は上面の各格子点に配置されている．
また打撃点ごとの打撃力の差による影響を減ら
すため，各加速度応答をその最大打撃力で除す．
スカログラムの生成には，32種の幅の Ricker

ウェーブレットを用いる．推定する領域の四隅
の打撃点に対応するスカログラムから，その直
下の無次元密度分布を推定する．32列中 4列を
testデータとし，残りを train : valid = 8 : 2で
ランダムに分けて，trainデータで学習，valid

データで過学習の抑制，testデータで精度評価
を行う．また testデータ用の 4列の位置をずら
して同様に train，validデータを作成し学習，
testデータに対し予測，という手順を 8回繰り
返し，最終的な出力を testデータへの結果の
みにしている．2000イタレーションの学習で
valid lossが最小だった際の重みを採用する．

図 1. Defect position of floor plate A.

図 2. Defect position of floor plate B.

3 機械学習モデル
図 3にSelf-Attention Block[2]の構造を示し，
式 (1), (2), (3)にその数式を示す．αはAtten-

tion重み，φ,ψ, βは学習可能な線形写像，R(i)

は要素 i近傍の要素の集合，γはマッピング関
数，δ(xR(i))は関係関数，⊙はHadamard積で
ある．ブロックは残差を学習するため，入力か
らスキップ結合が伸びており，式 (1)で求まる
yに対し入力 xが足されて出力となる．表 1に
Self-Attention Networkの構造を示す．この表
において，SAは Self-Attention block，付随す
る括弧は積まれたブロックの個数，n-saは n次
元の self-attention，n-dは n次元の線形写像，
[d1, d2]poolはストライド及びカーネルサイズ
が [d1, d2] である max pooling，(n,n) ap は
n×n global average pooling，σは Sigmoid関
数である．最終的にn×n global average pool-

ingによって出力を間引き領域の大きさにする．
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表 1. Structure of machine learning model.

Layer Output size Functions

In (32, 2048, 4) -

SA(2) (32, 2048, 4) [(3, 3), 4-sa, 4-d]

Trans. (16, 512, 16) [2, 4] pool → 16-d

SA(2) (16, 512, 16) [(3, 3), 8-sa, 16-d]

Trans. (8, 128, 32) [2, 4] pool → 32-d

SA(4) (8, 128, 32) [(3, 3), 8-sa, 32-d]

Trans. (4, 16, 64) [2, 8] pool → 64-d

SA(1) (4, 16, 64) [(3, 3), 16-sa, 64-d]

Out (n, n, 36) (n, n) ap, 36-d, σ

表 2. Mean Squared Error. (10−3[-])

Case Floor plate A Floor plate B

1 × 1 0.772 1.158

2 × 2 1.196 1.579

4 × 4 1.654 2.080

図 3. Self-Attention Block.

yi =
∑
j∈R(i)

α
(
xR(i)

)
j
⊙ β (xj) (1)

α
(
xR(i)

)
= γ

(
δ
(
xR(i)

))
(2)

δ
(
xR(i)

)
=
[
φ (xi) , [ψ (xj)]∀j∈R(i)

]
(3)

4 数値解析による検証
最適化手法には Adam[3]を用いる．間引き

による trainデータ数の不均衡を防ぐため，間
引きを行わない 1× 1の際のデータ数と同じに
なるよう，それぞれの間引き領域についてデー
タオーギュメンテーションを行っている．

図 4. Predicted defect position of floor plate A (4×4).

図 5. Predicted defect position of floor plate B (4×4).

図 4, 5に，間引き領域 4× 4での欠陥トポロ
ジーの推定結果を示す．また各間引き領域での
結果の，真値との平均二乗誤差を表 2に示す．

5 おわりに
Self-Attenion Networkを用い，コンクリー
ト床版内部の欠陥トポロジーを，打撃試験で得
られた加速度応答から推定した．またデータ点
数を間引き，精度が床版 A > 床版 B，また，
1×1 > 2×2 > 4×4となることを確認した．
謝辞 本研究は，国立研究開発法人科学技術振
興機構A-STEPトライアウト (JPMJTM20DK)

による援助を受けた．記して謝意を表す．
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1 Introduction

Passive heat sinks cooled by natural convec-
tion are reliable, compact, and low-noise. They
are widely used in telecommunication devices,
LEDs, etc.

This work proposes a novel topology opti-
mization (TO) framework for two- and three-
dimensional natural convection problems. First,
a high fidelity thermal-fluid model is formu-
lated where the full Navier-Stokes equations
are strongly coupled with the energy equation
through the Boussinesq approximation. We care-
fully investigate the flow behaviour under dif-
ferent Grashof numbers using a fully transient
simulation solver. Then we revisit the reaction-
diffusion equation-based level-set TO method-
ology and construct an open-source parallel TO
framework. Thanks to the body-fitted mesh
adaptation, the proposed methodology is capa-
ble to capture the explicit fluid-solid boundary
and we are free of the continuation approach
to push the design variable to the binary struc-
ture. A moderately large-scale TO problem
with 1 million tetrahedra can be solved on a
standard workstation. For comparison and for
accessing our various techniques, a variety of
2D and 3D benchmarks are presented to sup-
port these remarkable features.

2 Optimization mathematical model

The strongly-coupled thermal-fluid system
to be solved are governed by the incompress-
ible steady-state Navier–Stokes equations, with
linear Boussinesq approximation of buoyancy
effects, and the energy equation for the heat
transportation. Thus, the dimensionless gov-

erning equations are formulated as follows:
(v · ∇)v − Pr∇ ·

(
∇v +∇vT

)
+∇p

− fDa (v)− fB (T ) e3 = 0

−∇ · v = 0

(v · ∇T )−∇ · (κ∇T )−Q (x) = 0,

(1)

where the state variables v, p, and T are the
dimensionless velocity, pressure, and tempera-
ture, respectively. Pr is the Prandtl number.
fB (T ) is the Boussinesq buoyancy force and
−fDa (v) is the fictitious body-force term for
mimicking the fluid–solid phase changing. κ
is the thermal conductivity. Q (x) is the body
heat source depending on the space x:

Q (x) =

{
Q0 x ∈ ω
0 x ∈ Ω\ω. (2)

Eq. (1) is endowed with the boundary condi-
tions, as follows: v = 0 on ∂Ω

T = 0 on Γ
∇T · n = 0 on ∂Ω\Γ.

(3)

Considering a domain Ω = Ωs ∪ Ωf , we in-
tend to find the optimal passive heat sink lay-
out which can minimize the thermal compli-
ance. The objective functional can be defined
as follows:

inf
χφ∈X

J(Ω) =

∫
ω
QTdΩ.

s.t. G1 =

∫
D 1− χφdΩ∫

D dΩ
− Vmax ≤ 0.

(4)

3 Numerical implementation

The cornerstone of the present work is a
highly scalable level-set based topology opti-
mization framework (see our previous work [1].)
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Here we recall the key ingredients of this frame-
work. We use FreeFEM [2, 3] for finite element
analysis (FEA), PETSc [4] for distributed lin-
ear algebra, and Mmg [5] for body-fitted mesh
adaption. More precisely, after decomposing
an initial mesh using a graph partitioner pack-
age, the distributed assembly of the weak forms
is performed by FreeFEM. The resulting dis-
create linear systems are then passed over to
PETSc. They are solved using multigrid pre-
conditioners which ensures that this part of the
TO method is scalable with respect to the prob-
lem size.

4 Design examples

Fig. 1 shows a three-dimensional benchmark
problem–a heated cylinder. Fig. 1(a) shows the
optimal solution sampled by the body-fitted
mesh, and Fig. 1(b) shows the temperature dis-
tribution under the Grashof number of 1 · 106.
For this test case, the number of tetrahedra
used at the last iteration is 9.16·105, having ap-
proximately 3.56·106 degrees of freedom for the
linearized fluid system. We performed the com-
putation on a standard workstation mounted
with 32 MPI processes. The total runtime for
300 iterations is approximately 41 h23 min.

(a) Compliance problem.

(b) Fluid-structure-interaction.

Fig. 1: Design results.
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スカラー波動方程式の係数同定問題に対するH1勾配法におけるパラメー
タ選択方法の検討

代田 健二 1

1愛知県立大学情報科学部
e-mail : shirota@ist.aichi-pu.ac.jp

1 はじめに
本研究の目的は，波動方程式族の係数同定問

題に対する安定な数値解法を開発することであ
る．著者らは，密度型位相最適化問題に対して
提案されたH1 勾配法 [1]を 1次元波動型方程
式の係数同定問題に対して応用し，確率的な観
測誤差が含まれる場合についても，安定かつ一
定精度で同定可能なH2勾配法を開発した [2]．
その結果を共に，次のスカラー波動方程式の係
数同定問題に対するH2勾配法を開発した [3]．

∂2u

∂t2
−∇ · (K(x)∇u) = f in Ω× (0, T ) .

ただし u，u(·, 0) = u0,
∂u
∂t (·, 0) = v0 in Ω,

u = g on ∂Ω× (0, T )を満たしているものとす
る．Ω ⊂ Rn (n = 2 or 3) は区分的に滑らかな
境界 ∂Ω をもつ有界かつ凸な領域とし，T は
与えられた観測時間の長さである．また，f ∈
L2((0, T ) ; L2(Ω)), u0 ∈ H1(Ω), v0 ∈ H1(Ω),

g ∈ C0([0, T ];H
1
2 (∂Ω)) は与えられた関数と

し，整合条件を満たすと仮定する．係数関数
K ∈ L∞(Ω)は，次の条件を満たすものとする：

0 < C1 ≤ K(x) ≤ C2 , ∀x ∈ Ω . (1)

ここで，C1, C2 は与えられた正定数である．
ω ⊆ Ω を与えられた部分領域とし，内部観

測 u ∈ C0([0, T ];H1(ω)) が与えられていると
き，次の係数同定問題を考察する:

係数同定問題
u より (1)を満たすK(x)を同定せよ．

開発手法については，数値実験により安定か
つ一定精度の近似解が得られることを示した
ものの，パラメータ選択方法については明らか
にできなかった．本研究では，スカラー波動方
程式の係数同定問題に対するH1型解法のパラ
メータ選択方法を検討し，数値実験によりその
有効性を検証する．

2 H1勾配法による同定アルゴリズム
本研究で用いる H1 型解法は，Hilbert 空間
上での勾配法を基礎としている．本稿では，適
切なパラメータ選択法を考察するため，パラ
メータが 1つであるH1勾配法を対象とし，係
数関数はH1(Ω)∩C0(Ω)に属すると仮定する．
ϕ ∈ C1(R)を，0 ≤ ϕ(y) ≤ 1を満たす関数とす
る．このとき，設計変数関数 θ ∈ H1(Ω) を用
いて，次のとおり密度型係数関数を導入する．

Kθ(x) := (C2 − C1)ϕ(θ(x)) + C1 .

Kθ ∈ H1(Ω) であり，条件 (1)を満たしている．
この密度型係数関数を用いて，元の係数同定問
題を次のとおりに密度型へと変更する．

密度型係数同定問題
uより，設計変数関数 θ を同定せよ．
密度型問題を解くため，次の汎関数を導入
する．

J(θ) = J̃(Kθ) =

∫ T

0

∫
ω

|u[Kθ]− u|2

∥u∥2
dxdt .

ここで，∥u∥ :=

(∫ T

0

∫
ω
|u|2 dxdt

) 1
2

である．
汎関数 J の最小化関数により，設計変数を同
定する．最小化関数を同定する方法としては，
抽象勾配法を用いる．その方法に必要な汎関数
J の導関数は，次のとおりに与えられる．

dJ

dθ
=

dJ̃

dK
◦ dϕ

dθ
.

ここで，
dJ̃

dK
(K̃) = −

∫ T

0
∇u[K̃] · ∇w dt

であり，w ∈ H1((0, T );H1
0 (Ω)) は随伴問題の

解である．
未知の設計変数関数を，次の反復プロセスに
より同定する．

θℓ+1 = θℓ + αℓ
sℓ

∥sℓ∥H1

(ℓ = 0, 1, 2, . . . . . .) .
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ここで sℓ は探索方向，αℓ > 0 は適切に与えら
れた探索の幅，探索方向は次の弱形式の方程式
の解である: ∀v ∈ H1(Ω)に対して，

(∇sℓ, ∇v)L2 + β (sℓ, v)L2 = −
〈

dJ

dθ
(θℓ), v

〉
.

ここで，β は与えられた正定数である．Lax-

Milgram の定理より，dJ

dθ
∈ H−1(Ω) ならば探

索方向 sℓ ∈ H1(Ω) は一意に決定され，さらに
降下方向であることも保証される．
探索方向 sℓ = sβ, ℓ を定めるためには，パ
ラメータ β を選択する必要がある．本稿では，
次の関数を最小にする β > 0 を用いることに
する．

G0(β) = J

(
θ0 + α0

sβ, 0
∥sβ, 0∥H1

)
.

反復の初期ステップにおいてパラメータを決定
し，それ以降は決定済みのものを使用する．

3 数値実験
Ω = (0, 1) × (0, 1) とし，真の係数関数は，

中心 (0.5, 0.5) で半径 1/7の円内では次の値を
とり，それ以外では 1をとるものとする．

K(x, y) = cos(7π
√

(x− 0.5)2 + (y − 0.5)2)+2 .

また，C1 = 0.95, C2 = 3.05 とする．スカラー
波動方程式に対する解を

u(x, y, t) = sinπ(x+ 2y − t)

と仮定し，Dirichlet 条件，ソース項関数，初
期値関数，初速度関数を構成する．T = 1.75，
ω = Ω とし，観測データに 1.0 % の正規乱
数による誤差を加えたものを使用する．アルゴ
リズムの実装するために，FreeFem++ (バー
ジョン 4.9) [4]を使用する．また，関数 G0(β)

の最小値を求める方法として二分法を採用す
る．探索の幅は，初期ステップにおいては 1.0

に固定し，それ以降はバックトラック法により
求める．密度型関数に必要なシグモイド関数は，
ϕ(θ) = (1 + tanh(10θ))/2とする．
θ0 ≡ −1としたときの，初期ステップにおけ
る最適パラメータを用いたとき及び β = 1.0×
10−2としたときの同定結果は，それぞれ図 1，

図 2のとおりであった．

図 1. 同定結果 (最適パラメータ)

図 2. 同定結果 (固定パラメータ)

最適パラメータは β = 2.15 × 10−1 であった．
結果より，初期ステップにおける最適パラメー
タを使用した方が安定かつ一定精度で同定可能
であることが示唆された．今後は，初期最適パ
ラメータ使用の理論的妥当性，他のより効果的
な選択方法について検討する．

謝辞 本研究は JSPS科研費 18K03420の助成
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形状最適化解析を対象にした Karhunen-Loève 展開によるモデル次元縮退
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1 はじめに
形状最適化解析では，状態決定問題，随伴問

題および形状変動を求める問題を有限要素法
で解くことを繰り返す．本研究では，従来法で
得られた数値解析の結果を標本集合に用いた
Karhunen-Loève 展開 (KLE) の直交基底によ
り，大規模な連立 1次方程式を小さな連立 1次
方程式に置き換える方法を提案する．

2 形状最適化問題の定式化
超弾性体の剛性最大化問題を考える．領域変

動の変位を ϕ ∈ D ⊂ Y ⊂ X として，領域
Ω (ϕ) に対して，変位を u ∈ S (ϕ) = U (ϕ) ∩
C1,1

(
Ω (ϕ) ;Rd

)
⊂ U (ϕ) とする [1, Chapter

9]．変形勾配テンソル，第 1および第 2 Piola-

Kirchhoff 応力を F (u), Π (u), S (u) とかく．

問題 1 (超弾性体の有限変形問題) 体積力 b ∈
C0,1

(
D;Rd

)と非ゼロ境界力 pN ∈ C0,1
(
D;Rd

)
に対して，次を満たす u ∈ S (ϕ) を求めよ．

−∇⊤Π⊤ (u) = b⊤ in Ω (ϕ) ,

Π (u)ν = pN on Γp (ϕ) ,

Π (u)ν = 0Rd on ΓN (ϕ) \ Γ̄p (ϕ) ,

u = 0Rd on ΓD (ϕ)

終端平均コンプライアンスと体積制約関数:

f0 (ϕ,u) =

∫
Ω(ϕ)

b · u dx+

∫
Γp(ϕ)

pN · udγ,

f1 (ϕ) =

∫
Ω(ϕ)

dx− |Ω0|

を用いて，形状最適化問題を次のようにおく．

問題 2 (終端平均コンプライアンス最小化)

min
ϕ∈D
{f0 (ϕ,u) | f1 (ϕ) ≤ 0, u ∈ S, 問題 1}

3 形状最適化問題の解法
f̃0 (ϕ) = f0 (ϕ,u (ϕ)) の形状微分は，

f̃ ′0 (ϕ) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

(
GΩ0 ·∇φ⊤ + gΩ0∇ ·φ

)
dx

= ⟨g0,φ⟩

となる． ただし，次のように与えられる．

GΩ0 = S (u)
{(

∇v⊤0
)⊤

+ ∇u⊤
(
∇v⊤0

)⊤
+ ∇v⊤0

(
∇u⊤

)⊤}
+ S′ (u) [v0]

{(
∇u⊤

)⊤
+ ∇v⊤0

(
∇u⊤

)⊤}
,

gΩ0 = −S (u) ·E′ (u) [v0]

v0 は次の問題の解として与えられる．

問題 3 (f0 に対する随伴問題) 問題 1の解 u ∈
S より，次を満たす v0 ∈ S を求めよ．

−∇⊤Π′⊤ (u) [v0] = b⊤ in Ω (ϕ) ,

Π′ (u) [v0]ν = pN on Γp (ϕ) ,

Π′ (u) [v0]ν = 0Rd on ΓN (ϕ) \ Γ̄p (ϕ) ,

v0 = 0Rd on ΓD (ϕ)

一方，f1 (ϕ) の形状微分は次のようになる．

f ′1 (ϕ) [φ] = ⟨g1,φ⟩ =

∫
Ω(ϕ)

∇ ·φ dx (1)

fr (r ∈ {0, 1}) が減少するような領域変動
φgr ∈ X は次の問題の解として得られる．

問題 4 (H1 勾配法) gr (ϕk) ∈ X ′ と正定数
ca と cΩ が与えられたとき，

ca

∫
Ω(ϕk)

(EL (φgr) ·EL (ψ) + cΩφgr ·ψ) dx

= −⟨gr,ψ⟩ ∀ψ ∈ X

を満たすφgr ∈ X を求めよ．ただし，EL (φgr) =

{∇φ⊤
gr +

(
∇φ⊤

gr

)⊤}/2 とする．
問題 2 の不等式制約 f1 ≤ 0 を満たす領域変

動は，次式で計算される．

φgh = φg0h + λ1φg1h, λ1 = −
⟨g1h,φg0h⟩
⟨g1h,φg1h⟩
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4 ∆Sǔk の KLE

以下では，( · )h と ˇ( · )をそれぞれ ( · )の数値
解と節点値ベクトルを表すことにする．本研究
では，∆Suhk = uhk−uh(k−1) (k ∈ {1, 2, . . . , n})
を既知として，次の仮定を設ける．

仮定 1 (確率変数) ∆Suhk (k ∈ {1, 2, . . .})を
Ω (ϕhn)に写像した∆Sũhk = ∆Suhk◦(i+ ϕhk)◦
(i+ ϕhn)−1 を確率変数 ∆Sũh = ∆Sũhn =

ũhn − ũh(n−1) の標本集合とする．
確率変数 ∆Sũh の Karhunen-Loève 展開を

∆SuK =
∑

k∈{1,2,...}

αkψk, (2)

とおく．ψk ∈ S (ϕhn)と αk ∈ R (k ∈ {1, 2, . . .})
は，誤差 ∥∆Sũh −∆SuK∥2L2(Ω(ϕhn);Rd) が最小
となるような正規直交基底と係数である．それ
らは，次のような固問題の解として定義される．

問題 5 (分散最大化問題) 次を最大化するψ ∈
S (ϕhn) を求めよ．∫
Ω(ϕhn)

∫
Ω(ϕhn)

R (x,y) ·
(
ψ (x)ψ⊤ (y)

)
dxdy

where

∫
Ω(ϕhn)

ψ ·ψ dx = 1

ただし，R (x,y) = E
(
∆Sũh (x) ∆Sũ

⊤
h (y)

)と
する．E ( · ) は平均を表す．
問題 5の最適性条件は固有値問題となり，次

のように離散化される．
ŘM̌ψ̌k = µkψ̌k, ψ̌k ·

(
M̌ψ̌k

)
= 1, (3)

where Ř = E
(

∆Sǔ∆Sǔ
⊤
)

= Ř⊤ ∈ RmS×mS ,

M̌ =

∫
Ω(ϕhn)

N⊤
Sn (x)NSn (x) dx ∈ RmS×mS

5 KLE による形状最適化問題の解法
∆Sǔk (k ∈ {1, 2, . . . , n}) を標本集合として，
Ř = ǓǓ⊤ ∈ RmS×mS ,

Ǔ =
(

∆Sǔ1 ∆Sǔ2 · · · ∆Sǔn

)
∈ RmS×n

とおく．ここで，mS ≫ n より，この Ř を用
いた (3) は大規模な固有値問題となる．一方，

Ǎ = Ǎ⊤ = Ǔ⊤M̌Ǔ (4)

を用いれば，次の小規模な固有値問題の固有値
は，(3) の µk (k ∈ {1, 2, . . . , n}) と一致する．

問題 6 (∆Sǔk に対する固有値問題) (4)の Ǎ
を用いて，次を満たす固有対 (µk,ρk) ∈ R×Rn

(k ∈ {1, 2, . . . , n}) を求めよ．
Ǎρk = µkρk, ρ⊤k Ǔ

⊤M̌Ǔρk = 1

問題 6の固有値 µk (k ∈ {1, 2, . . . , n})が (3)

の µk と一致することは，(3) の固有方程式の
両辺に左から Ǔ を掛けて，

ψ̌k = Ǔρk (5)

を用いて確かめられる．
固有値 µk が得られたならば，十分小さな正
定数 ϵµ に対して µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µnµ ≥ ϵµ を
満たす固有ベクトル ψ̌k (k ∈ {1, . . . , nµ})を求
め，直交基底座標 ∆Sξ ∈ Rnµ からの変換式を

∆Sǔϵ =
(
ψ̌1 ψ̌2 · · · ψ̌nµ

)
∆Sξ

= Pϵ∆Sξ, (6)

とおく．本研究では，次の仮定を設ける．

仮定 2 (接線剛性の変動)
(
ϕ̌k+1, ǔk

)
(k ≥ n)

に対して，∆Sǔk+1 = ǔk+1 − ǔk は近似的に
Ǩ
(
ϕ̌k+1, ǔk

)
∆Sǔk+1 = q̌

(
ϕ̌k+1, ǔk

)
(7)

を満たす．
仮定 2 が成り立つとき，状態決定問題の近
似解は次の問題の解として求められる．

問題 7 (モデル次数低減問題) (6) の Pϵ を用
いて，次を満たす ∆Sξ (k ≥ n) を求めよ．
Kϵ

(
ϕ̌k+1, ǔk

)
∆Sξ = qϵ

(
ϕ̌k+1, ǔk

)
,

where Kϵ

(
ϕ̌k+1, ǔk

)
= P⊤

ϵ Ǩ
(
ϕ̌k+1, ǔk

)
Pϵ,

qϵ
(
ϕ̌k+1, ǔk

)
= P⊤

ϵ q̌
(
ϕ̌k+1, ǔk

)
.

本研究では，問題 1 の解 ǔk を逐次解く代わ
りに，問題 7 の解 ∆Sξ を用いて，

ǔk+1 = ǔk + Pϵ∆Sξ. (8)

で ǔk+1 を計算する．
随伴問題と H1 勾配法の連立 1次方程式は線

形であることから，増分ではなく，直接，v0h
および φgrh (r ∈ {0, 1}) に対して問題 6 と同
様の固有値問題の解を求め，その解を用いるこ
とによってモデル次数低減を行うことができる．

参考文献
[1] H. Azegami. Shape optimization prob-

lems. Springer, Singapore, 2020.
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美的評価指標を考慮した位相最適化手法の提案

竹内 謙善 1, 壺井 丈二 2, 荒川 雅生 3

1香川大学, 2NTT 西日本
e-mail : takeuchi.kenzen.u8@kagawa-u.ac.jp

1 はじめに

位相最適化手法は様々な製品の概念設計段階
において有用なツールだと認識されているが，
その用途の多くは剛性，強度，固有振動数等の
力学的な評価指標のみを対象としている．一方，
構造物の美しさにも関心を持つ工業デザイナー
が位相最適化手法を利用するためには美的評価
指標も考慮する必要がある．そこで本稿では，
従来の力学的評価指標に加えて，美的評価指標
の一つであるフラクタル次元を考慮した位相最
適化手法を提案する．

2 位相最適化手法

設計領域 D 上で定義された密度を表す関数
ϕ : D 7→ [0, 1] を設計変数とした最適化問題を
位相最適化問題と言う．ϕ = 1 は材料を配置す
ることを意味し，ϕ = 0 は材料を配置しないこ
とを意味する．材料の物理定数は ϕ に対して
微分可能な関数として与えられる．例えば，ヤ
ング率 E は次式で与えられる．

E(ϕ) = E0ϕ
α (1)

ここで，E0 は本来の材料のヤング率，α > 1

は定数である．このような仮定の下で，適当な
評価関数，例えばコンプライアンスの ϕ に対
する微分を求め，その微分の情報に基づいて評
価関数が最小となる ϕ の分布を求めることが
最も基本的な位相最適化手法である．

3 フラクタル次元解析

フラクタル次元 [1]は図形の複雑さを非整数
次元で表したものである．二次元的な図形の場
合，フラクタル次元が 2 に近い場合は複雑な
図形であり，1 に近い場合は単純な図形だと考
えられる．図形の美しさは適度な複雑さに起因
していると考えると，フラクタル次元が 1.5 前
後の図形が美しいと予想される．実際に，一般
的に美しいとされるゴッホやモネなどの印象派
の絵画のフラクタル次元が 1.4 ～ 1.6 の範囲に
あったとの報告 [2]がある．
図形のフラクタル次元はボックスカウント法

によって求めることができる．本稿では，有限
要素モデルに対して位相最適化手法を適用して
得られた密度 ϕ に対してボックスカウント法
を適用する．まず前処理として，適当な閾値 T

を設けて ϕ の二値化を行う．

ϕB =

{
0 if ϕ ≤ T
1 if ϕ > T

(2)

設計領域 D 上で ϕB = 0 と ϕB = 1 の境界面
（または境界線）を ΓB とする．有限要素モデ
ルの要素長さと同程度の実数 x を設定し，以
下の手順を適用する．

1) 設計領域 Dを一辺の長さ xの立方体（ま
たは正方形）に分割する．また，それぞ
れの立方体をボックスと呼ぶ．

2) 全てのボックスの中で ΓB を含むボック
スの数を数えて N(x) とする．

3) x が設計領域 D の代表長さと同程度に
なれば 4)に進む．そうでなければ，xを
２倍にして 1) に戻る．

4) X = log(x) と Y = log(N(x)) について
回帰直線 Y = aX + b を求める．

5) F = −a がフラクタル次元である．

以上の手順を考えると，明らかにフラクタル
次元 F は ϕ に対して微分不可能な評価関数と
言える．

4 遺伝的アルゴリズム

前節で述べたように，フラクタル次元 F は ϕ

に対して微分不可能なので，一般的な位相最適
化手法は適用できない．そこで，本稿では従来
の位相最適化手法に遺伝的アルゴリズムを組み
合わせる方法を提案する．遺伝的アルゴリズム
[3]は，設計変数に対して交叉，突然変異，淘汰
と呼ばれる操作を繰り返すことで最適解を得る
方法で，評価関数の一階微分を必要としない．
従来の位相最適化手法では，最適化条件等に

僅かな摂動を与えると得られる密度 ϕの分布が
多様に変化するようなケースがしばしばある．
そのような場合，多様な ϕ の分布は，全て力
学的な観点ではある程度の妥当性があることは
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図 1. フローチャート

期待できるものの，それ以外の指標に基づいて
最も有益な解を選択する作業は解析者に委ねら
れているのが現状である．本稿では，有益な解
を選択するための評価指標としてフラクタル次
元を採用する．
さらにその摂動を設計変数（遺伝子）として，

フラクタル次元に基づく評価指標を最適化する
ように遺伝的アルゴリズムを適用すれば，力学
的に妥当且つ美しい構造を自動的に創成できる
と考えられる．これが本稿において提案する手
法の基本的な考え方である．本稿で提案する手
法のフローチャートを図 1 に示す．

5 解析例

解析例として図 2 に示す有限要素モデルを
設計領域とする位相最適化問題を考える．この
モデルでは下端が完全拘束され，上端は剛体要
素を介して X 方向の荷重が作用している．左
右両端は MPC による周期境界条件が与えら
れている．このようなモデルの体積制約コンプ
ライアンス最小化問題に従来の位相最適化手法
を適用する．この時，摂動として適当な節点に
小さな荷重を与えるものとする．摂動として与
える荷重によるコンプライアンス（外力仕事）
は，図 2 に示した荷重のコンプライアンスに
比べて 1/100 程度である．

図 2. 解析モデル

この摂動として与える荷重の位置を様々に変
化させると，それに応じて位相最適化の結果形
状も様々に変化する．例えば，図 3 のような形
状が得られる．図 3 における赤点は摂動の荷

重が与えられた位置を示している．

図 3. 摂動の例

摂動として与える荷重の位置を遺伝子として
表現し，遺伝的アルゴリズムを適用した．遺伝
的アルゴリズムでは，設計領域 D 全体のフラ
クタル次元 F といくつかの部分領域 Di ⊂ D

におけるフラクタル次元 Fi, i = 1, · · · , n を求
めて，それらを組み合わせた評価関数を最小化
した．その結果，図 4 に示す結果が得られた．

図 4. 最適個体

この結果を見ると，建築物の筋交いのように
斜め 45 度の部材でせん断荷重を支持する構
造になっており，力学的には十分に妥当な形状
と言える．また，この構造のフラクタル次元は
1.57 であり，適度に複雑な形状と言える．

6 まとめ

本稿では，従来の位相最適化手法と遺伝的ア
ルゴリズムを組み合わせることで，力学的評価
指標と美的評価指標の両方を考慮した位相最適
化手法を提案した．

参考文献

[1] M. Ohya, Fractal dimensions of states,

in Quntum Probability and Related

Topics VI (World Scientific, Singa-

pore), pp. 359-369 (1991).

[2] 石田眞二, 堀口敬, 公園景観の色彩と構
図に関する評価手法の研究，土木学会論
文集, Vol.71 (2003), No. 723，63-71.

[3] J. Holland, Adaptation in natural
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tory analysis with application to biol-
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日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

295



ニット素材を対象とする超弾性構成則の提案

竹内 謙善 1, 野々川 舞 2, 高橋 秀長 3, 畔上 秀幸 3

1香川大学, 2株式会社アシックス, 3名古屋大学
e-mail : takeuchi.kenzen.u8@kagawa-u.ac.jp

1 はじめに

ニット素材は衣服をはじめ，靴，手袋，椅子
等の家具にも使用されている．ニット素材は繊
維が編み込まれた独特の微視的な構造によって，
柔軟な巨視的特性を有している．ニット素材で
構成される製品の力学的特性を有限要素法等の
数値シミュレーションによって再現するために
は適当な構成則が必要である．本稿ではニット
素材に適した構成則を提案する．

2 ニット素材に求められる構成則

ニット素材は図 1に示すように，微視的には
繊維が周期的に絡み合った構造になっている．
巨視的なひずみが小さい状態では繊維が互いに
緩く絡み合っており，その結果として巨視的な
剛性は極めて小さい．しかしながら，巨視的な
ひずみが大きくなるにつれて繊維が互いに引っ
張りあうことで巨視的な剛性が大きくなる．こ
のような非線形性を有する特性を再現するた
めには超弾性体としての適切な構成則が必要と
なる．
さらに，ニット素材は繊維の配向に伴う異方

性が現れることが知られている．一般的な場合
でも方向によって剛性に 2 倍から 3 倍の差が
生じることが多く，顕著な場合には 10 倍を超
える差が生じる場合もある．従って，ニット素
材の構成則はそのような異方性を再現すること
が求められる．
またニット素材は繊維の間に多くの空隙が存

在し，変形に伴ってその空隙が自由に変形する．
その結果，巨視的な体積変化をもたらすと考え
られるので，ニット素材は圧縮性材料として取
り扱うべきだと考えられる．

3 従来の構成則

超弾性体はひずみエネルギー密度を表す弾
性ポテンシャルの存在を仮定する．弾性ポテン
シャルのひずみに対する一階微分及び二階微分
が応力及び弾性テンソルに対応することから，
弾性ポテンシャルには適当な微分可能性，凸性
等が必要となる．

超弾性体の構成則として，neo-Hooke モデ
ル，Mooney-Rivlin モデル, Ogden モデル等
が提案されているが，これらの構成則は等方性
材料を対象としており，ニット素材の異方性を
再現することができない．汎用の有限要素法ソ
フトウェアの中には，異方性材料を対象とする
構成則として一般化 Fung モデル，Holzapfel-

Gasser-Ogden モデルが実装されている．しか
しながら，これらの構成則は非圧縮性材料また
は微圧縮性材料を想定しているため，ニット素
材の構成則には適していない．

Itskov ら [1]は異方性と圧縮性を有する材料
の構成則を提案している．この構成則では弾性
ポテンシャルを次式のように定義している．

pI(C) ≡ 1

4

n∑
i=1

µi

[
1

αi
(I4(C,Li)

αi − 1)

+
1

βi

(
I5(C,Li)

βi − 1
)

+
1

γi

(
I3(C)−γi − 1

)]
(1)

ここで，C は右 Cauchy-Green 変形テンソル，
Li, i = 1, · · · , n は異方性を表す一般化構造テ
ンソルである．C に対する不変量 I3, I4, I5 は，
次式のように定義される．

I3(C) ≡ det(C) (2)

I4(C,Li) ≡ tr(CLi) (3)

I5(C,Li) ≡ tr(cof(C)Li) (4)

図 1. ニット素材の微視的構造
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パラメータ µi ≥ 0, αi ≥ 1, βi ≥ 1, γi ≥ −1
2 ,

i = 1, · · · , n は材料定数である．これらのパラ
メータと一般構造テンソル Li を調整すること
で，多様な超弾性体を再現することができる．
しかしながら，この構成則では非線形性を冪級
数で表現するが，ニット素材のように変形の途
中で剛性が明確に変化するような独特の非線形
性を再現するのは難しい．

4 提案する構成則

本稿では，冪級数で C の定義域全体を近似
する代わりに，区分的に定義された式に基づく
構成則を提案する．

p(C) ≡ 1

2
µ (tr(C)− 3)− µln

(√
det(C)

)
+

1

4
ζ1 (tr(CL1)− 1) +

1

4
ζ2 (tr(CL2)− 1)

+
1

4
ζ3 (tr(CL3)− 1) (5)

ここで一般化構造テンソル L1, L2, L3 は以下の
ように定義する．

L1 ≡

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 (6)

L2 ≡

0 0 0

0 1 0

0 0 0

 (7)

L3 ≡

0.5 0 0

0 0.5 0

0 0 0

 (8)

関数 ζi(f) : R 7→ R, i = 1, 2, 3 は，引数 f に
対して次式のように区分的に定義される．

ζi(f)≡



c0isi
q0i+1

(
−ln

(
f
si

+ 1
))q0i+1

+ a0i
2 f

2

if (−si < f ≤ 0)
c1i
q1i+1f

q1i+1 + a0i
2 f

2

if (0 < f ≤ x1i)
c2i
q2i+1(f − x1i)q2i+1 + α1i

2 (f − x1i)2

+y1if + di if (x1i < f)

(9)

式 (5) における µ と 式 (9) における c0i, c2i,

q0i, q2i, α0i, α1i, x1i, y1i, si は材料定数である．
ζi(f) を二階微分可能な関数とするために，パ

ラメータ q1i, di, c1i は次式で定義する．

q1i ≡
(α1i − α0i)x1i
y1i − α0ix1i

(10)

di ≡
c1i

q1i + 1
xq1i+1
1i +

α0i

2
x21i − y1ix1i (11)

c1i ≡ (y1i − α0ix1i)x
−q1i
1i (12)

以上のように，区分的な式を用いることでニッ
ト素材に特有の剛性の変化に追従させることが
可能となる．

5 材料定数の同定結果

本稿で提案する構成則がニット素材の非線形
特性を十分に再現することを確認するため，実
験結果を用いた材料定数の同定を行った．機密
保持の都合上，実験データの開示が困難なので
実験データを模擬したデータとの同定結果を図
2 に示す．この結果からニット素材の特性を良
好に再現できていることが確認できる．

6 まとめ

本稿ではニット素材を対象とする超弾性体の
構成則を提案した．この構成則では，区分的に
定義される式を用いて弾性ポテンシャルを定義
することで，ニット素材の非線形特性を再現す
ることが可能となった．

参考文献

[1] Itskov M and Aksel N. A class of or-

thotropic and transversely isotropic hy-

perelastic constitutive models based on

a polyconvex strain energ y function,

Int. J. Solids Struct., Vol.41 (2004),

3833-3848.

図 2. 提案する構成則の同定結果
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流体構造連成を考慮した内部流れ場領域の形状最適化
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1 はじめに
本概要では，幾何学的非線形性を考慮した構

造を含む定常流体構造連成場の流体領域に対し
て，散逸エネルギー最小化の形状最適化問題を
取り上げる [1]．問題を定式化し，形状更新のた
めの感度となる形状勾配密度関数を導出する．
その導出した形状勾配密度関数に基づいてH1

勾配法 [2]を適用して，流体領域の形状更新を
行う．またその流体領域の形状更新に伴い，流
体領域と弾性領域の共通境界において，はく離
や干渉が生じないように弾性領域の形状更新を
行う一方法を提案する．最後に FreeFEM[3]を
利用して解析した数値例を紹介する．

2 流れ場領域の散逸エネルギー最小化
図 1に示すような定常流体構造連成問題を考

え，流れ場領域の散逸エネルギー最小化を目的
とする形状決定問題を考える．粘性流れ場領域
を Ωf，弾性場領域を Ωs，流体構造連成を考慮
する共通境界を Γsとする．弱連成解析によっ
て得られた Ωf における流速，圧力をそれぞれ
uf，p とするとき，形状最適化問題は次のよう
に定式化できる．

Find Ωf
opt

that minimizes af (uf , uf ) (1)

subject to af (uf , wf ) + af1 (uf , uf , wf )

+bf (p, wf ) = 0 ∀wf in Ωf

(2)

bf (q, uf ) = 0 ∀q in Ωf (3)∫
Ωf

dx ≤M (4)

ただし，各項af (uf , wf ), af1(uf , uf , wf ), bf (p, wf )
は次式で定義される．

af (uf , wf ) =

∫
Ωf

2µfεf (uf ) : εf (wf ) dx,

af1 (uf , vf , wf ) =

∫
Ωf

ρf (uf · ∇vf ) · wf dx,

bf (p, wf ) = −
∫
Ωf

∇ · wfp dx (5)

ここで，式 (1)は散逸エネルギーを表す．式
(2), (3)はそれぞれ Navier-Stokes方程式，連
続の式の弱形式であり，wf，q はテスト関数，

Γs

Γ s
Ω

fΓ
f

0
Γ
f

Γdesign

Γdesign

Ω
s

Γs
0

図 1. Fluid-Structure-Interaction problem

µf を粘性係数，ρf を密度としている．なお，
式 (4)は流体領域の制約式であり，M は流体
領域 Ωf の初期領域の大きさである．
随伴変数法を用いて，この問題に対する随伴
方程式は次のように導出できる．

af (uf
′
, wf ) + af1 (uf

′
, uf , wf ) + af1 (uf , uf

′
, wf )

+bf (q, uf
′
) = 2af (uf , uf

′
) ∀uf ′ in Ωf (6)

bf (p′, wf ) = 0 ∀p′ in Ωf (7)

流れ場領域Ωf の形状更新の感度となる形状勾
配密度関数Gf は次のように導出できる．

Gf = 2µ{εf (uf ) : εf (uf )− εf (uf ) : εf (wf )}
+Λ (8)

ここで，Λ は流体領域の制約式に対する La-

grange乗数である，この形状勾配密度関数Gf

に基づいて，H1 勾配法 [2]を適用して，流れ
場領域 Ωf の形状更新が実現できる．

3 流体領域の形状更新に伴う弾性場領域
の形状更新
流体領域Ωf の形状最適化による共通境界Γs

の変動 δΓsに対して，弾性領域Ωs側の境界が
界面追跡できるように形状更新する一方法を
提案する．その提案する手法の概略を図 2 に
示す．具体的には，有限要素解析を利用して，
H1 勾配法に基づく流れ場の領域 Ωf の形状更
新と，疑似弾性解析に基づく共通境界 Γsの界
面追跡のための弾性場領域 Ωsの形状更新によ
る次の Step1.～Step 4. の解析手順によって実
現できる．
Step 1. Ωf とΩsの共通境界Γsを定義して，
共通境界Γsにおける有限要素節点を一致
させるように設定し，領域Ωf およびΩs

に対して有限要素メッシュを生成する．
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図 2. Interface tracking method

Step 2. 図 2(a)に示すように，Ωf のみに対
して，設計境界Γdesign（共通境界Γs）に，
感度Gf に基づいたH1勾配法を適用し，
Ωf の領域変動量V f を解析する．図 2(b)

に示すように，V f により形状更新した
新たな流体領域をΩf

newとし，Γs上での
流体領域の変動量を δΓsを用いて，新た
な共通境界を Γsnew = Γs + δΓsとする．

Step 3. 図 2(c)に示すように，Ωsのみに対
して，Step.2 で更新される前の共通境界
Γs に対して，境界変動量 δΓs を強制変
位に設定した境界条件による疑似弾性解
析を行い，弾性領域Ωsの領域変動量 V s

を解析する．図 2(d)に示すように，この
強制変位の設定により，Γsでの界面追跡
(Γsnew = Γs + δΓs)が実現できて，新た
な弾性場領域 Ωs

newが得られる．
Step 4. Step 2.，Step 3. の解析の結果，
新たな流体構造連成領域Ωnew = Ωf

new +

Ωs
newを得る．

4 数値解析例
簡単な二次元問題の数値例を紹介する [1]．数

値解析におけるプログラムはFreeFEM[3]を利
用して開発した．図 3(a)に示す T字型分岐管
モデルで解析を行った．解析に用いた有限要素
メッシュを図 3(b)に示し，Re 数 50, 100の場
合の解析結果を紹介する．
図 4に，初期形状と最適形状と比較した解析

結果を示す．紙面の都合上，具体的な図示はで
きないが，形状更新に対する共通境界 Γsにお
いて，有限要素メッシュのはく離や干渉がなく
境界が一致し，本研究で提案した共通境界Γsの
界面追跡法の有効性を確認している．Re 数 50

Ωs

Ωs

ΩsΩf

0Γ
s

Γf0

x1

x2

Γf

0Γ
s

Γf

0Γ
s

designΓf

(a) Numerical model (b) Meshes
図 3. T-shaped channel

(a) Re=50 (b) Re=100
図 4. Numerical results

では初期形状の T字型分岐形状から Y字型の
分岐形状へ形状更新している．これは，流路境
界における流体のせん断作用が目的汎関数であ
る散逸エネルギーに影響するために，その流路
境界長さを縮小することで散逸エネルギーを最
小化させるように形状更新したと考えられる．
一方，Re 数 100では著しいY字型への形状更
新が行われなかった．

参考文献
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DOI:10.1299/transjsme.21-00116.
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トポロジー最適化による電磁波と音波に対するアンディテクタブルクロー
クについて

藤井 雅留太 1

1信州大学 学術研究院 工学系
e-mail : g fujii@shinshu-u.ac.jp

1 概要
透明マント効果を実現するクロークは電磁波

または音波の波動伝搬や熱伝導または電気伝導
の拡散系物理におけるフラックスなど，一般的
には一つの物理的な流れに対し物体を不可視化
にする．本研究では，電磁波と音波の 2つの波
動伝播に対し 1つのデバイスでクローキングを
可能とする構造を設計する．2つの波動伝播に
対するクロークを実現するために，共分散行列
適応進化戦略に基づいたレベルセット形状表現
によるトポロジー最適化を行う．電磁波におけ
る 2つの偏光と音波に対して物体を無散乱化す
る 3重のクローキング効果を実現するために，
3つの波における散乱キャンセレーションを試
みる．

2 諸言
2011年のAndkjærらによる密度法に基づく

トポロジー最適化を用いた光学クロークの最適
設計 [1]から，光・電磁波 [2–5]に限らず音響ク
ローク [6–10]，サーマルクローク [11,12]，直流
電流クローク [13,14]などの，様々な物理にお
けるクローキングを実現するためのトポロジー
最適化が開発されている．これらのクロークの
うち，定常状態においてともにラプラス方程式
で記述される熱伝導と電気伝導は，断熱と絶縁
の境界条件もともにノイマン境界条件で記述で
き，互いに似たふるまいをする物理現象である
ことがよく知られており，熱伝導と電気伝導の
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図 1. 電磁波音響アンディテクタブルクロークのトポロ
ジー最適化問題．

2つの流れから障害物のクロークを実現するた
めのトポロジー最適化 [15]が提案された．
一方で，波動系において 2つの波から障害物
のクロークを実現するトポロジー最適化はいま
だ提案されておらず，電磁波と音波の 2つの波
動伝播において障害物を同時にクロークするこ
とはいまだ難しい．本研究では電磁波と音波の
2つの波動伝播においてクロークを可能とする
構造のトポロジー最適化を開発する．

3 最適化問題
電磁波と音波の両方で散乱を最小化するため
の目的関数は下記のように記述できる．

ΨX =
1

Ψn
X

∫
Ωout

∣∣Xs
∣∣2dΩ (1)

ここで，X = (E,H, p)はそれぞれ E偏光の散
乱波の電場，H偏光の散乱波の磁場，音波の散
乱波の音圧を示し，Ωoutは設計領域の外側の領
域を表している．また，Ψn

X は無次元化のため
の値であり，下記の通りに与えられる．

Ψn
X =

∫
Ωout

∣∣Xs
bare

∣∣2dΩ (2)

ここで，Xs
bare = (Es

bare,H
s
bare, p

s
bare)はそれぞ

れクロークが無いアルミニウムの障害物のみの
系におけるE偏光の散乱波の電場，H偏光の散
乱波の磁場，音波の散乱波の音圧を示す．

inf
ϕ

Fr = max
(
ΨE ,ΨH ,Ψp, τL

)
, (3)

ここでLは構造の周囲長であり，正則化係数 τ

により周囲長と目的関数の比率の調整ができる.

E偏光の電場，H偏光の磁場はマクスウェル
方程式から導出されるヘルムホルツ方程式を各
領域で満たし，音圧は音響構造連成問題を解く
ことでその分布を得ることができる．
本研究ではレベルセット法によりクロークの
構造を表現し，矩形制約 [16]，−1 ≤ ϕj ≤ 1，
を伴った CMA-ES [17]により，上記の適応度
Fr を最小化する離散化されたレベルセット関
数 ϕ = {ϕ1, · · · , ϕj , · · · , ϕn}を探索する．
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4 まとめ
本研究では電磁波の 2つの偏光と音波の 3つ

の波に対してクローキングを実現する構造のト
ポロジー最適化の定式化を示した．講演会では
最適化構造とその性能について講演する．
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Max-plus対称行列の代数的固有ベクトルの直交性

西田 優樹 1, 渡邉 扇之介 2, 渡邊 芳英 3

1同志社大学研究開発推進機構，2福知山公立大学情報学部，3同志社大学理工学部
e-mail : ynishida@mail.doshisha.ac.jp

1 概要

Max-plus代数とは，集合Rmax := R∪{−∞}
に加法⊕と乗法⊗をそれぞれ

a⊕ b = max{a, b}, a⊗ b = a+ b

で定義した半環であり，加法の単位元 ε := −∞
と乗法の単位元 e := 0をもつ．Max-plus代数
上の正方行列に対する固有値問題は，製造工程
への応用を起源として研究がすすめられ，グラ
フの閉路との関係が明らかにされてきた [1]．一
方で，max-plus正方行列に対しては固有多項
式を定義することができ，それは行列の次数と
（重複度を含めて）同じ数だけの根を持つ．行
列の固有値はすべて固有多項式の根であり，特
に最大固有値と最大根は一致するが，固有多項
式の根は一般には固有値ではない [2]．そこで
筆者らは，max-plus正方行列の固有多項式の
根に付随するベクトルを定義し，それを代数的
固有ベクトルと呼んだ [3]．代数的固有ベクト
ルについてはこれまでに，固有空間の次元をは
じめとして通常の線形代数における固有ベクト
ルと類似の性質が示されてきている．本講演で
は，max-plus代数上の対称行列に着目し，そ
の固有多項式の相異なる 2つの根に属する代数
的固有ベクトルが，トロピカル幾何学の意味で
互いに直交することを示す．

2 Max-plus行列の固有値問題

Max-plus行列A = (aij) ∈ Rn×nmax に対して，

A⊗ x = λ⊗ x (1)

をみたす λ ∈ RmaxをAの固有値，x ∈ Rnmax \
{E}を Aの λに付随する固有ベクトルという．
ただし，E = t(ε, . . . , ε)である．グラフ G(A)

を行列 Aを重み付き隣接行列とする重み付き
の有向グラフとしたとき，行列Aの最大固有値
はG(A)における閉路の平均重みの最大値と一
致することが知られている [1]．ここで，G(A)

の閉路 C = (i0,, i1, . . . , iℓ = i0)の平均重みと
は，C の重み w(C) :=

∑ℓ−1
k=0 aikik+1

を C の長
さ ℓ(C) := ℓで割ったものである．

Max-plus行列 A = (aij) ∈ Rn×nmax に対して，
Aの行列式を

detA =
⊕
σ∈Sn

n⊗
i=1

aiσ(i)

で定義する．さらに，Aの固有多項式を

χA(t) = det(A⊕ t⊗ En)

で定義する．ただし，Enは n次の単位行列で
ある．固有多項式 χA(t)は

χA(t) = (t⊕ λ1)⊗p1 ⊗ · · · ⊗ (t⊕ λm)⊗pm

と因数分解できる．このとき λ1, . . . , λm を固
有多項式の根といい，p1, . . . , pmをそれぞれの
根の重複度という．行列 Aの固有値は固有多
項式χA(t)の根であり，特にAの最大固有値と
χA(t)の最大根は一致する [2]．しかし，χA(t)

の根は一般には Aの固有値とは限らない．固
有多項式 χA(t)の根を Aの代数的固有値とい
う [4]．

3 代数的固有ベクトル

グラフ G(A) における互いに交わらない基
本閉路の集まり C を多重閉路という．C を構
成する閉路の長さの和と重みの和をそれぞれ
C の長さと重みといい ℓ(C) および w(C) で表
す．ここで，ℓ(∅) = w(∅) = 0 である．また
λ ∈ Rに対して，χA(λ) = w(C) ⊗ λ⊗(n−ℓ(C))

をみたす多重閉路 C は λ-maximalであるとい
う．A = (aij) ∈ Rn×nmax と多重閉路 Cに対して，
行列AC , A\C , EC , E\C ∈ Rn×nmax をそれぞれ次の
ように定義する．

[AC ]ij =

{
aij ((i, j) ∈ E(C)のとき)

ε (それ以外)

[A\C ]ij =

{
ε ((i, j) ∈ E(C)のとき)

aij (それ以外)

[EC ]ij =

{
e ( i = j ∈ V (C)のとき)

ε (それ以外)
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[E\C ]ij =

{
e ( i = j ̸∈ V (C)のとき)

ε (それ以外)

ただし，V (C)および E(C)はそれぞれ C の頂
点集合と辺集合である．さらに，方程式

(A\C ⊕ λ⊗ EC)⊗ x = (AC ⊕ λ⊗ E\C)⊗ x

をみたすベクトル xの全体をW (A, λ, C)とお
く．Z = [0, 1]n×n とし，ζ ∈ Z とパラメータ
δ > 0に対して A(ζ; δ) = A − δζ ∈ Rn×nmax と
する．また B(λ, nδ) = [λ − nδ, λ + nδ]とし，
G(A(ζ; δ))におけるλ′-maximalな多重閉路の1

つを Cλ′(ζ; δ)で表す．これらの記号の下，Rnmax

の部分集合

W (A, λ) =∩
ζ∈Z

lim
δ→+0

⊕
λ′∈B(λ,nδ)

W (A(ζ; δ), λ′, Cλ′(ζ; δ))

を定義する．なお，λ-maximalな多重閉路の長
さがすべて異なるとき，任意の λ-maximalな
多重閉路 CについてW (A, λ) = W (A, λ, C)で
ある．

定理 1 ([3]). A ∈ Rn×nmax に対して，λ ∈ Rmax

が Aの代数的固有値であるための必要十分条
件は，W (A, λ) ̸= {E}が成り立つことである．

上記の定理より，λ ∈ RmaxがAの代数的固
有値であるとき，ベクトル x ∈W (A, λ) \ {E}
と集合W (A, λ)を，それぞれ Aの λに属する
代数的固有ベクトルおよび代数的固有空間とい
う．λがAの固有値であるとき，λに属する固
有ベクトルはすべて代数的固有空間W (A, λ)の
元でもある．

定理 2 ([3]). A ∈ Rn×nmax とその代数的固有値
λ ∈ Rmaxに対して，代数的固有空間W (A, λ)

はmax-plus代数の意味で線形空間であり，そ
の次元，すなわち極小な生成系の要素数は λの
χA(t)における重複度以下である．

4 対称行列の代数的固有ベクトルの直交
性

Max-plus代数において，2つのベクトルu =
t(u1, . . . , un)と v = t(v1, . . . , vn)の内積は

tu⊗ v =

n⊕
i=1

ui ⊗ vi

と定義される．この式の右辺は n個の項の最大
値であるが，これが 2つ以上の項で同時に実現
されるときuと vは互いに直交するという．こ
の考え方はトロピカル幾何学に由来する．

定理 3. A = (aij) ∈ Rn×nmax を対称行列，すなわ
ち任意の i, j について aij = aji が成り立つ行
列とする．λ, µをAの任意の相異なる代数的固
有値とし，u,v をそれらに属する Aの代数的
固有ベクトルとする．このとき，2つのベクト
ル uと vは互いに直交する．

例 4. 対称行列

A =

6 5 0

5 4 ε

0 ε 2


に対して，代数的固有値は 6, 4, 2である．これ
らに属する代数的固有ベクトルはそれぞれ

x1 =

 0

−1

−6

 , x2 =

−1

0

−5

 , x3 =

−6

−5

0


である．内積を計算すると

tx1 ⊗ x2 = (−1)⊕ (−1)⊕ (−11),
tx1 ⊗ x3 = (−6)⊕ (−6)⊕ (−6),
tx2 ⊗ x3 = (−7)⊕ (−5)⊕ (−5).

であり，x1,x2,x3はそれぞれ互いに直交して
いる．
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競争拡散方程式のセル・オートマトン化

村田 実貴生 1

1東京農工大学
e-mail : mmurata@cc.tuat.ac.jp

1 概要

反応拡散方程式をセル・オートマトン化する
方法として，正値差分化と超離散化を利用す
る方法を講演者は提案した．本講演では，この
手法により競争拡散方程式のセル・オートマト
ン化を行った結果について報告する．得られた
セル・オートマトンはグレイ－スコットモデル
のセル・オートマトン化の一般化として提案し
たMax型拡散セル・オートマトンの一つにな
る．競争拡散方程式とそのセル・オートマトン
化の解を比較し，類似点や相違点について考察
を行う．

2 競争拡散方程式

本講演では反応拡散方程式の中で競争拡散方
程式：

∂u

∂t
= Du

∂2u

∂x2
+ ru(k − u− αv) (1a)

∂v

∂t
= Dv

∂2v

∂x2
+ sv(l − v − βu) (1b)

を取り扱う．ここで α，β，k，l，r，s，Du，Dv

は正の定数である．(1)で拡散項のない場合を
考えると 4個の平衡点 A = (k, 0)，B = (0, l)，
C = (uC, vC)，O = (0, 0)を持つ．ただし，

uC =
αl − k
αβ − 1

, vC =
βk − l
αβ − 1

は正とは限らないが，

1

α
<
l

k
< β

のときには，ともに正になる．このとき，平衡
点A，Bは局所的に漸近安定，Cは不安定であ
り，双安定競争系と呼ばれる．2つの安定平衡
点のどちらに収束するかは初期値に依存する．

3 正値差分化

競争拡散方程式の正値差分化と超離散化を行
い，セル・オートマトンを構成する．2成分の
反応拡散方程式の正値差分化と超離散化は [1]

と同様の方法を適用する．変数変換により競争
拡散方程式を次の形に書き換えておく．

∂u

∂t
= Du

∂2u

∂x2
+ r(u− 1)(α+ k − u− αv)

(2a)

∂v

∂t
= Dv

∂2v

∂x2
+ s(v − 1)(β + l − v − βu)

(2b)

(2)で拡散項のない場合を考えると 4個の平衡
点A = (k, 1)，B = (1, l)，C = (uC, vC)，O =

(1, 1)を持つ．ただし，

1

α
<
β + l

α+ k
< β (3)

とすると，

uC =
α(β + l − 1)− k

αβ − 1
,

vC =
β(α+ k − 1)− l

αβ − 1

はともに正である．(2)の正値差分化は次の差
分方程式となる．

ujn+1 = [ujn]p
{
ε−1r−1[ujn]p + (1 + α+ k)[ujn]p

+ α[vjn]q
}
×
{
ε−1r−1[ujn]p + ([ujn]p)

2

+ α[ujn]p[v
j
n]q + α+ k

}−1

(4a)

vjn+1 = [vjn]q
{
ε−1s−1[vjn]q + (1 + β + l)[vjn]q

+ βujn+1

}
×
{
ε−1s−1[vjn]q + ([vjn]q)

2

+ βujn+1[v
j
n]q + β + l

}−1

(4b)

ここで，εは正の定数であり，[ujn]p = (uj−pn +

uj+pn )/2，[vjn]q = (vj−qn + vj+qn )/2である．(4)

で拡散効果のない場合，すなわち p = q = 0の
場合を考えると，(2)で拡散項のない場合と同
じ 4個の平衡点 A = (k, 1)，B = (1, l)，C =

(uC, vC)，O = (1, 1)を持つ．なお，これらは
差分化パラメーター εに依存しないことを注意
しておく．
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4 超離散化

(4)に超離散化の操作を行うことで，次の超
離散方程式が得られる．

U jn+1 = {U jn}p + max
[
{U jn}p − E −R,

max(0, A,K) + {U jn}p, A+ {V j
n }q
]

−max
[
{U jn}p − E −R, 2{U jn}p,

A+ {U jn}p + {V j
n }q, A,K

]
(5a)

V j
n+1 = {V j

n }q + max
[
{V j

n }q − E − S,

max(0, B, L) + {V j
n }q, B + U jn+1

]
−max

[
{V j

n }q − E − S, 2{V j
n }q,

B + U jn+1 + {V j
n }q, B, L

]
(5b)

ここで，{U jn}p = max(U j−pn , U j+pn )，{V j
n }q =

max(V j−q
n , V j+q

n )である．ただし，(3)より

−A < max(B,L)−max(A,K) < B (6)

であり，E ≥ max{−R −max(A,K)/2,−S −
max(B,L)/2}のときには

U jn+1 = {U jn}p + max
[
max(A,K) + {U jn}p,

A+ {V j
n }q
]
−max

[
2{U jn}p,

A+ {U jn}p + {V j
n }q, A,K

]
(7a)

V j
n+1 = {V j

n }q + max
[
max(B,L) + {V j

n }q,

B + U jn+1

]
−max

[
2{V j

n }q,

B + U jn+1 + {V j
n }q, B, L

]
(7b)

と整理できる．(7)で拡散効果のない場合を考
えると 4個の平衡点 A = (K, 0)，B = (0, L)，
C = (max(0, L − B),max(0,K − A))，O =

(0, 0)を持つが，A ≥ K，B ≥ LのときはCは
Oと等しくなり，平衡点は 3個になる．

5 セル・オートマトン化

(7)でK = 1，L = 1，A ≥ 1，B ≥ 1のと
き，U jn ∈ {1, 0}， V j

n ∈ {1, 0}と制限でき，次

のルール表に従う 2成分 2値のセル・オートマ
トンになる．

{U jn}p, {V j
n }q 1, 1 1, 0 0, 1 0, 0

U jn+1 0 1 0 0

V j
n+1 1 0 1 0

このセル・オートマトンはグレイ－スコットモ
デルのセル・オートマトン化の一般化として [2]

で提案した連立型のセル・オートマトンの一つ
であり，MDCA4-10(p,q)と呼んでいるものに
なる．MDCA4-10で拡散効果がない場合は，3

個の平衡点A = (1, 0)，B = (0, 1)，O = (0, 0)

を持つ．
セル・オートマトンの解について，2つの平
衡状態をつなぎ合わせた

· · ·BBBBAAAA · · ·

という状態が速度 qで右にシフトする進行解に
なることが分かる．また，2つの解 (U jn, V

j
n )と

(Ũ jn, Ṽ
j
n )について，ある nの任意の jで Ũ jn ≥

U jn, Ṽ
j
n ≤ V j

n ならば Ũ jn+1 ≥ U jn+1, Ṽ
j
n+1 ≤

V j
n+1 が成り立つので，この順序について順序
保存系になる．

6 まとめ

競争拡散方程式 (1)に変数変換を施した (2)

に正値差分化と超離散化を適用することで，セ
ル・オートマトンMDCA4-10(p,q)を導出した．
MDCA4-10(p,q)だけでなく，正値差分化や超
離散化についても競争拡散方程式と同様の性質
を有することが期待されるので，それらを示す
ことが今後の課題である．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP20K03693の助
成を受けたものです．
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Kaczmarz法の超離散化と
min-plus代数におけるダイクストラ法との対応

西山 智也 1, 福田 亜希子 2

1芝浦工業大学大学院理工学研究科，2芝浦工業大学システム理工学部
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1 はじめに
Selective dioidと呼ばれる代数において，線

形方程式を解くこととダイクストラ法によって
最短経路問題を解くことは数学的に等価であ
ることが知られている [1]．本研究では，通常
の線形方程式を解く古典的な反復解法である
Kaczmarz 法 [2] の超離散化と selective dioid

の 1つであるmin-plus代数上のダイクストラ
法との対応について議論する．

2 ダイクストラ法
頂点の集合を V，辺の集合を E とする有向
グラフを G = (V,E)とし，i ∈ V から j ∈ V
への辺 ei,j の重みを wi,j，|V | = nとする．ま
た，有向グラフGの隣接行列Aを

[A]ij = aij =

{
wi,j , ei,j ∈ E,
+∞, ei,j /∈ E

とする．
k反復目における頂点 iの重みを xki，重みが

未確定な頂点の集合を T とする．このとき，始
点 rからの最小重みを求めるダイクストラ法は
Algorithm 1で与えられる.

Algorithm 1 ダイクストラ法
1) T = {1, 2, . . . , n}, x0r = 0,

x0i = +∞, i ∈ {1, 2, . . . , n}\{r}と設定．
2) 以下を満たす頂点 i ∈ T を決定し，

xki = min
j∈T

xkj ,

T := T\{i}とする．T = ∅ならば終了し
xk = (xk1, x

k
2, . . . , x

k
n)が最小重みとなる．

T ̸= ∅ならば 3)へ．
3) 頂点 j ∈ T の重みを

xk+1
j := min

j∈T
{xkj , xki + aij}

と更新し，k := k + 1として 2)に戻る．

3 Selective dioid

Dioidとは，集合 C に対し，和⊕と積⊗を
備えた冪等半環であり，(C,⊕,⊗)と表記する．
Dioidにおいて，特に a⊕b = aまたは bのとき，
selective dioidという．(C,⊕,⊗)における零元
と単位元はそれぞれ ε, eと表記する．行列Aの
(i, j)成分を [A]ij と表記すると，A,B ∈ Cn×n
の和と積はそれぞれ

[A⊕B]ij = [A]ij ⊕ [B]ij ,

[A⊗B]ij =

n⊕
ℓ=1

([A]iℓ ⊗ [B]ℓj)

となる．単位行列 In ∈ Cn×nの成分 [In]ij は，
i = j のとき e，i ̸= j のとき εとする．また，
A ∈ Cn×n の冪乗を A⊗k = A⊗A⊗ · · · ⊗A︸ ︷︷ ︸

k 個として，A(k)を
A(k) = In ⊕A⊕A⊗2 ⊕ · · · ⊕A⊗k

と定義する．limk→∞A(k)が存在するとき，A
の擬似逆行列は

A∗ = lim
k→∞

A(k)

で与えられる．

4 Selective dioidにおける線形方程式
の解

Selctive dioidにおける線形方程式に関して
以下の定理が知られている．
定理 1 (M. Gondran and M. Minoux [1])

(C,⊕,⊗)を，∀a ∈ Cに対して e⊕a = eとなる
selective dioidとする．A ∈ Cn×n,x, b ∈ C1×n

のとき，線形方程式
x = x⊗A⊕ b (1)

の最小解は x̄ = b⊗A∗となる．このとき，x̄i0 =

bi0 を満たす i0 ∈ {1, 2, . . . , n}が存在し，

bi0 =

n⊕
i=1

bi (2)
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を満たす．
定理 1において，(1)の第 i成分は

xi =
n⊕
j=1

xj ⊗ aji ⊕ bi (3)

となる．(2)より，xi0 = bi0であるため，(3)は
以下のように書き換えられる．

xi =
n⊕

j=1
j ̸=i0

xj ⊗ aji ⊕ (bi ⊕ bi0 ⊗ ai0i). (4)

Aから第 i0 行と第 i0 列を削除した行列を A′，
xから第 i0成分を削除したベクトルをx′，bの
第 i ∈ {1, 2, . . . , n}\{i0}成分を (bi⊕ bi0 ⊗ ai0i)
とし，第 i0成分を削除したベクトルを b′とす
る．このとき，(4)の第 i0成分を除いてベクト
ル表記すると

x′ = x′ ⊗A′ ⊕ b′ (5)

となる．同様の手順を n回繰り返すと最小解 x̄
が求まる．上記の手順において bの第 r成分を
e，その他の成分を εとし，x0 = bとする．さ
らに，(1)における Aを有向グラフ Gの隣接
行列とすると，始点を rとした selective dioid

(C,⊕,⊗)上のダイクストラ法と見なせる:

Algorithm 2 Selective dioid上のダイクスト
ラ法
1) T = {1, 2, . . . , n}, x0r = e,

x0i = ε, i ∈ {1, 2, . . . , n}\{r}と設定.

2) 以下を満たす頂点 i ∈ T を決定し，

xki =
⊕
j∈T

xkj , (6)

T := T\{i}とする．T = ∅ならば終了し
xk = (xk1, x

k
2, . . . , x

k
n)が最小重み x̄とな

る．T ̸= ∅ならば 3)へ．
3) 行列Aの第 i行を aiとし，次の計算

xk+1 := xk ⊕ xki ⊗ ai (7)

を行い，k := k + 1として 2)に戻る．

5 Kaczmarz法の超離散化
A ∈ Rn×n, x, b ∈ R1×n とし，(1)に対応す
る線形方程式

x = xA+ b (8)

に Kaczmarz 法 [2] を適用することを考える．
(8)を x(I −A) = bと書き直し，Â = (I −A)

とすると
xÂ = b (9)

と書ける. このとき，(9) を x について解く
Kaczmarz法は以下で与えられる．

xk+1 := xk +
bi − (xk, âi)

∥âi∥2
âi, (10)

i = (k mod n) + 1, k = 0, 1, 2, . . . .

(10) に対して変数変換 aij = eãij/ϵ, bj =

eb̃j/ϵ, xkj = ex̃
k
j /ϵ, i, j = 1, 2, . . . , nを施し超離

散化する．超離散化した方程式を (R+∪{+∞},
min, +)上で考えると

x̃k+1
ℓ :=

{
min{x̃kℓ , F̃ ki }, ℓ = i,

min{x̃kℓ , F̃ ki + ãiℓ}, ℓ ̸= i
(11)

が得られる．ただし，F̃ ki = min{b̃i, x̃ki , x̃k1 +

ãi1, x̃
k
2 + ãi2, . . . , x̃

k
n + ãin} である．ここで，

Kaczmarz法における iを (6)と同様の選び方
に変更すると，(11)は ∀ℓに対して

x̃k+1
ℓ := min{x̃kℓ , x̃ki + ãiℓ} (12)

となる．ここで，x̃k = (x̃k1, x̃
k
2, . . . , x̃

k
n)，ãijを

成分とする行列 Ãの第 i行を ãiとすると，(12)

は
x̃k+1 := x̃k ⊕ x̃ki ⊗ ãi (13)

と書ける．Kaczmarz法において初期値 x0 の
選び方は任意であるため，Algorithm 2の 1)

と同様に設定すると，(7)と (13)の対応から，
Kaczmarz法の超離散化は selective dioidの 1

つであるmin-plus代数 (R+ ∪ {+∞}, min, +)

におけるダイクストラ法と見なせる．
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非自励離散基本戸田軌道の導出とその超離散化について
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1 はじめに

基本戸田軌道とはFaybusovichとGekhtman

によって [1]で導入された可積分系の族であり,

通常の戸田方程式や相対論的戸田方程式など,

様々な可積分系を特殊な場合として含む. 本発
表では, あるクラスの双直交Laurent多項式 [2]

のスペクトル変換を用いて, 非自励離散基本戸
田軌道を導出する. さらに, 補助変数を導入し
て非自励離散基本戸田軌道を減算を含まない形
で書き直し, 超離散化することで対応する箱玉
系を導出する. この箱玉系は運搬車容量付き箱
玉系や相対論的戸田方程式から得られる箱玉系
などを特殊な場合として含む.

2 非自励離散基本戸田軌道

N を正整数とし, ϵ = (ϵ0, ..., ϵN−1)と ν =

(ν0, ..., νN−1)を

ϵi =

{
0 or 1 i ̸= N − 1,

0 i = N − 1,
(1)

νi =

{
i−
∑i

j=1 ϵj ϵi = 0,

−
∑i

j=1 ϵj ϵi = 1.
(2)

と定める. N + 1個の多項式 {pi(x)}Ni=0 ⊂ C[x]

とN個のLaurent多項式{ri(x)}N−1
i=0 ⊂ C[x, x−1]

が以下を満たすとする:

1) deg pi(x) = i,

2) ri(x)は

ri(x) = xνi +

i−1∑
β=0

riβx
νβ , riβ ∈ C.

(3)

とかける.

定義 1 ([2]) 多項式列 {pi(x)}Ni=0, {ri(x)}N−1
i=0

が線型汎函数Lに関する有限 ϵ-双直交Laurent

多項式列 (ϵ-BLP)であるとは, 線型汎函数Lに
対して

L[pi(x)rj(x)] = hiδij , 0 ≤ i, j ≤ N − 1,

(4)

L[pN (x)π(x)] = 0, ∀π(x) ∈ C[x, x−1] (5)

が成立することをいう. ただし, hiは零でない
定数.

線型汎函数L(0,0) := Lにパラメータ t, k ∈ Z≥0

を

L(k+1,t)[·] = L(k,t)[x·], (6)

L(k,t+1)[·] = L(k,t)[(x+ s(t))·], (7)

と入れる. 任意の t, kについて, L(k,t)に関する
ϵ-BLP {p(k,t)i (x)}Ni=0, {r

(k,t)
i (x)}N−1

i=0 が存在す

ると仮定する. このとき, {p(k,t)i (x)}Ni=0たちの
間に以下の隣接関係式が成り立つ.

命題 2 定数 q̃
(k,t)
i , ẽ

(k,t)
i , q

(k,t)
i , e

(k,t)
i ∈ Cが存在

して

(x+ s(t))p
(k,t+1)
i (x) = p

(k,t)
i+1 (x) + q̃

(k,t)
i p

(k,t)
i (x),

(8)

p
(k,t+1)
i+1 (x) + (1− ϵi)ẽ(k,t)i p

(k,t+1)
i (x)

= p
(k,t)
i+1 (x)− ϵiẽ(k,t)i p

(k−1,t+1)
i (x), (9)

xp
(k+1,t)
i (x) = p

(k,t)
i+1 (x) + q

(k,t)
i p

(k,t)
i (x), (10)

p
(k+1,t)
i+1 (x) + (1− ϵi)e(k,t)i p

(k+1,t)
i (x)

= p
(k,t)
i+1 (x)− ϵie(k,t)i p

(k,t)
i (x). (11)

が成り立つ.

式 (8)–(11)の両立条件から, q
(k,t)
i , e

(k,t)
i , q̃

(k,t)
i , ẽ

(k,t)
i

の間の関係式

q̃
(k+1,t)
i = q

(k,t)
i + e

(k,t)
i − ẽ(k+1,t)

i−1 + s(t), (12)

ẽ
(k+1,t)
i = e

(k,t)
i

(q
(k,t)
i+1 + ϵi+1e

(k,t)
i+1 )

(q̃
(k+1,t)
i + ϵie

(k,t+1)
i−1 )

(13)

q
(k,t+1)
i = q̃

(k+1,t)
i + ẽ

(k+1,t)
i − e(k,t+1)

i − s(t),
(14)

e
(k,t+1)
i−1 =

ẽ
(k+1,t)
i−1 q̃

(k+1,t)
i

(ϵi(e
(k,t+1)
i − ẽ(k+1,t)

i ) + q
(k,t+1)
i )

.

(15)

を得る.

q
(t)
i := q

(0,t+1)
i , e

(t)
i := e

(0,t+1)
i , (16)

q̃
(t)
i := q̃

(1,t)
i , ẽ

(t)
i := ẽ

(1,t)
i . (17)
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とおきなおして, (12)–(15)から関係式

q̃
(t+1)
i + ẽ

(t+1)
i−1 = q

(t)
i + e

(t)
i + s(t+1) (18)

ẽ
(t+1)
i = e

(t)
i

(q
(t)
i+1 + ϵi+1e

(t)
i+1)

(q̃
(t+1)
i + ϵie

(t+1)
i−1 )

(19)

q
(t+1)
i + e

(t+1)
i = q̃

(t+1)
i + ẽ

(t+1)
i − s(t+1),

(20)

e
(t+1)
i−1 =

ẽ
(t+1)
i−1 q̃

(t+1)
i

(ϵi(e
(t+1)
i − ẽ(t+1)

i ) + q
(t+1)
i )

(21)

を得る. 式 (18)–(21)を非自励離散基本戸田軌
道と呼ぶ. 式 (18)–(21)は, ϵ0, ϵ1, ..., ϵN−1 を 0

か 1に特殊化しなければ, 時間発展を陽に計算
できないことに注意する. 以下, 式を簡単にす
るために f

(t)
i = q

(t)
i + e

(t)
i とおく. すると式

(18)–(21)は, 補助変数 d
(t)
i を導入して, 以下の

形に書き直せる: i = 0, 1, ..., N − 1について,

q̃
(t+1)
i =


d
(t+1)
i + e

(t)
i ϵi = 0,

f
(t)
i d

(t+1)
i−1

q̃
(t+1)
i−1

+ s(t+1) ϵi = 1,
(22)

d
(t+1)
i =

q
(t)
i

q̃
(t+1)
i−1

d
(t+1)
i−1 + s(t+1), (23)

ẽ
(t+1)
i =

(
d
(t+1)
i−1

q̃
(t+1)
i−1

)ϵi
(q

(t)
i+1 + ϵi+1e

(t)
i+1)

q̃
(t+1)
i

e
(t)
i ,

(24)

q
(t+1)
i =

d
(t+1)
i−1 q̃

(t+1)
i

q̃
(t+1)
i−1 d

(t+1)
i

q
(t)
i , (25)

e
(t+1)
i =



q̃
(t+1)
i d

(t+1)
i+1

d
(t+1)
i q

(t)
i+1

ẽ
(t+1)
i ϵi+1 = 0,

q̃
(t+1)
i q̃

(t+1)
i+1

d
(t+1)
i f

(t)
i+1

ẽ
(t+1)
i ϵi+1 = 1,

(26)

, ただし d
(t)
−1, q̃

(t)
−1 ≡ 1 かつ ẽ

(t)
N−1, e

(t)
N−1 ≡ 0.

3 非自励超離散基本戸田軌道

非自励離散基本戸田軌道 (22)–(26)は右辺に
減算を含まないので, 超離散化できる. (22)–

(26)を超離散化したものを非自励超離散基本
戸田軌道と呼ぶ (式は省略する). 新たに従属変
数E

(t)
−1を導入し, 非自励超離散基本戸田軌道と

合わせて,

E
(t+1)
−1 = E

(t)
−1 + min(Q

(t)
0 , E0 + E

(t)
0 , S(t))

(27)

を考える. ここで, Ei は ϵi を超離散化したも
ので,

Ei =

{
+∞ ϵi = 0,

0 ϵi = 1
(28)

と定める. 従属変数Q
(t)
i , E

(t)
i−1, i = 0, 1, ..., N −

1から 01-列を以下のように作る:

• Q(t)
i : 時刻 tにおける, 左から (i+1)番目
の連続する 1の個数,

• E(t)
i : 時刻 tにおける, 左から (i + 2)番
目の連続する 0の個数.

これにより, 非自励超離散基本戸田軌道を箱玉
系とみなせる.

例 3 ϵ = (1, 0, 1, 0, 1, 0), S(t) ≡ 3で, 初期値
が (Q0, Q1, Q2, Q3, Q4, Q5) = (3, 2, 2, 3, 3, 2),
(E−1, E0, E1, E2, E3, E4) = (1, 1, 2, 2, 2, 1) の
とき (上付き添字は省略 ), 対応する初期列 u(0)

と最初のいくつかの時間発展は以下のように
なる:

u(0) : 011101100110011100111011000000000000 · · ·
u(1) : 001011100111000110111001110000000000 · · ·
u(2) : 000100011001111000100111100011100000 · · ·
u(3) : 000010000110001111010000111100011100 · · ·
u(4) : 000001000001100110111000011110001110 · · ·

この箱玉系の特殊な場合として, 運搬車容量付
き箱玉系 (ϵ = (0, 0, ..., 0, 0))や相対論的戸田方
程式に対応する箱玉系 (ϵ = (1, 1, ..., 1, 0), S(t) ≡
+∞) などが得られる. この箱玉系の時間発展
ルールについては講演で詳しく述べる.

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP19J23445の助
成および京都大学とトヨタ自動車の共同研究プ
ロジェクト「モビリティ基盤数理の研究」の支
援を受けたものです.
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Max-plus代数における対称式
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1 概要
組合せ最適化問題や位相的データ解析，順序

統計への応用を視野に，max-plus代数における
基本的な対称式を提案する．提案する基本的な
対称式は，Weylの著書「The classical group」
にある typical basic invariantsをトロピカル化・
超離散化したもので，これまで提案された基本
的な対称式よりも良い性質を持つ．

2 トロピカル多項式
maxを⊕，plusを ⊙ で示すとする．トロピ

カル多項式 (max-plus代数における多項式)は，
m⊕
k=1

ak ⊙x
ik1
1

⊙ · · · ⊙xi
k
N
N

の形の式である．ここで，ak は実数，ikj は非
負整数とする．異なる多項式でも同じ関数を示
すことがある点に留意．
なお，関数として等しい同値類と定義したり，

指数を整数全体とする場合もある．

3 基本的なトロピカル r-対称式の定義
nr 変数（r変数が n個のブロック）を以下

のように行列で表し，各列を x(α) と書くこと
にする． 

x
(1)
1 x

(2)
1 · · · x

(r)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 · · · x

(r)
2

...
...

. . .
...

x
(1)
n x

(2)
n · · · x

(r)
n


n次対称群 Snが上記の n × r行列の行に作用
するとして，トロピカル r-対称式を考える．
定義 1 上記のnr変数x(1), ..., x(r)があるとき，

Φ1

(
u(α1)

)
=
⊕
k1

u
(α1)
k1

Φ2

(
u(α1), u(α2)

)
=
⊕
k1 ̸=k2

u
(α1)
k1

⊙u
(α2)
k2

...

Φn

(
u(α1), . . . , u(αn)

)
=

⊕
k1,...,kn all ̸=

u
(α1)
k1

⊙ · · · ⊙u(αn)
kn

の式の u(α) に可能な全ての組合せ（重複を含
む）で x(1), . . . , x(r)を代入したもの

Φi

(
x(α1), x(α2), . . . , x(αi)

)
(α1, α2, ..., αi = 1, 2, ..., r; i = 1, 2, ..., n)

を，「基本的なトロピカル r-対称式」と呼ぶこ
とにする [1]．
なお，これはWeylの著書 [2]にある typical

basic invariantsをトロピカル化・超離散化した
ものである．r = 1のときは，基本対称式をト
ロピカル化・超離散化したものである．

4 基本的なトロピカル r-対称式の性質
4.1 軌道を決めるか？
基本的なトロピカル r-対称式の値が，軌道

（元の各変数の値）を一意的に定めるか．
r = 1 のとき，当該性質が成り立つことは明
らか．r = 2のときも，当該性質が成り立つこ
とを示した [3]．既存結果 [4]よりも少ない対称
式で実現．さらに，この結果を用いて，r ≥ 3で
も，ある列にタイ（同じ値）がない場合又はあ
る列間の差（x(αp)

i − x(αq)
i ）にタイがない場合

には，当該性質が成り立つことは容易に分かる．
定理 2 基本的なトロピカル 2-対称式の値が，
軌道を一意的に定める．
簡潔な記載のために，x(1), x(2)をx, yと書く．

また，Φi(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸) (i = 1, 2, ..., n)

　　　　 p個　　 q個　 (p+ q = i)

を bp,q と表し，行数 (n− 1)の場合には b′p,q と
表すこととする．
証明の方針としては，行数 nに関する帰納法
を用いる．

• まず，１つの組 xk, ykを見つける．
• 残りを，行数 (n−1)の場合に帰着させる．
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以下の補題が成り立つ（証明略）．
補題 3 基本的なトロピカル 2-対称式 bp,q は，

bp,q = b′p,q ⊕ xi⊙b′p−1,q ⊕ yi⊙b′p,q−1

を満たす．ただし，添え字が負又は添字の和が
行数を超える場合は，−∞とする．
補題 4 以下の不等式が成り立つ．p, qは整数．

bp,q−1⊙bp−1,q ≥ bp,q ⊙bp−1 q−1,

bp,q ⊙bp,q−1 ≥ bp+1,q−1⊙bp−1,q,

bp,q ⊙bp−1,q ≥ bp−1,q+1⊙bp,q−1

定理 2の証明の概要
I．１つの組 xk, ykを見つける
x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xnとし，もし xi = xi+1な

ら，yi ≤ yi+1とする．
補題 4から得られる不等式

b1,1 ≤ b1,0⊙b0,1 = x1⊙b0,1,

b2,1 ≤ b2,0⊙b0,1 = x1⊙x2⊙b0,1,

...

bn−1,1 ≤ bn−1,0⊙b0,1 = x1⊙ · · · ⊙xn−1⊙b0,1

に着目する．等号成立を上から順に調べ，k番
目の不等式で初めて等号が成り立たないとす
ると，yk = b0,1（等号が全て成り立つときは，
yn = b0,1）となることが分かる．このように，
yの最大値 b0,1を含む組の中で xの値が最小の
ものが一意に決定する．
II．残りを，行数 (n− 1)の場合に帰着させる
決定した 1つの組を除いた行数 (n− 1)の場
合の基本的なトロピカル 2-対称式 b′p,q は，

b′p,0 = min
[
bp,0, bp+1,0⊙x−1

k

]
b′p,q = min

[
bp,q, b

p+1,q ⊙x−1
k , bp,q+1⊙y−1

k

]
b′0,q = min

[
b0,q, b0,q+1⊙y−1

k

]
となる．これは，補題 3,4などを用いて示せる．

4.2 トロピカル r-対称式の“基底”か？
任意のトロピカル r-対称式は，基本的なトロ

ピカル r-対称式の多項式で書けるか．
r = 1のとき，当該性質は成り立つが，r ≥ 2

では有限個の多項式では書けないことが示され
ている [4]．そこで，多項式という条件を緩め，

有理式にする．つまり，任意のトロピカル r-対
称式は，基本的なトロピカル r-対称式の有理式
で書けるか．
r = 2の場合でも容易ではない．n = 2のと
き示すことができたが，n ≥ 3の場合は今後の
課題である．ちなみに，Carlsson et al. [4]に
は，r = 2の場合に，彼らが提案した対称式の
有理式で書けるという定理があるが，証明に誤
りがある（著者に連絡済）．

5 まとめ
Weylの著書をヒントに，max-plus代数にお
ける基本的な対称式（基本的なトロピカル r-対
称式）を提案し，その良い性質（一部）を示し
た．今後，提案した対称式が前記 2つの性質を
持つかどうか見極めていきたい．
さらに，組合せ最適化問題などへの応用も考
えていきたい．r = 1の場合には，既に 2つの
性質を持つことが示されており，分割問題に応
用した [5]．

謝辞 松井清先生及び梅田亨先生との議論に感
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1 はじめに

Program evaluation and review technique

(PERT)のスケジューリング問題に対して、Max-

plus代数を利用したアプローチがある [1]。PERT

における最早完了時刻はMax-plus線形システ
ム (MPL)で表され、Kleene閉包と呼ばれる演
算により代数的に解を求めることが可能である。
一方、スケジューリング問題の代数的解法に

は、取り扱いが簡単になることと引き換えに計
算量が多いことが問題になる。そこで工程の順
序関係に従ってトポロジカルソートを行うこと
によって効率的に求解する方法が存在する [2]。
両者の方法は代数的な明快さと計算量のトレー
ドオフとなっており、それら両方を満たす効率
の良い解法が存在しなかった。

MPLでは、スケジューリングするネットワー
クが構造依存となる。CPUスケジューリングで
知られるFirst come first served (FCFS)では、
最も早く到着したジョブを工程の開始時刻とす
るため、min演算が現れるが、Max-plus代数で
は取り扱うことができない。この問題を解決す
るためにはmax演算とmin演算が混合した記述
が可能Min-max-plus scaling (MMPS)システ
ム [3]を導入する必要がある。しかしMMPS上
で表されるスケジューリング問題に対して解析
解を求めるアルゴリズムは存在しない。そこで
本研究では、MMPS上のMin-max-plus (MMP)

方程式で定式化されるスケジューリング問題に
ついて、Haskellを利用した代数表現による求
解法を提案する。

2 MMPSによるスケジューリング問題
の定式化

Max-plus代数は、Rmax = R∪ {ε}上で演算
x⊕ y ≡ max(x, y)と x⊗ y ≡ x+ yが定義され
た代数系である。さらにMin-max-plus代数で
は演算 x ∧ y = min(x, y)と x ◦\ y = −x + yを
追加する。ここで⊗に対する単位元を e = 0と
する。さらに加法の単位元は通常 ε = −∞で
定義されるが、本研究ではHaskell上での取り

扱いを簡素にするため、

x⊕ ε = ε⊕ x = x ∧ ε = ε ∧ x = x,

x⊗ ε = ε⊗ x = ε (x ∈ Rmax)

を満たす元と定義する。
Min-max-plus 代数で定義される Min-max-

plus scaling (MMPS)表現 f は

f = xi | α | fk⊕fl | fk∧fl | fk⊗fl | βfk (1)

と再帰的に表現される。ここでxiは変数、α, β ∈
R、fk, flはMMPS表現である。

MMPSでのスケジューリングを定式する。あ
る工程 iは作業時間 piであり、先行工程からの
入力が複数の場合は、先行工程からの入力が一
番早いものを入力として作業を開始するmin工
程と一番遅いものを入力として作業を開始する
max工程とがある。ここで行列

[F+]ij =


e：工程 iが先行工程 jをもち

かつ工程 iがmin工程ではない

ε：それ以外

[F−]ij =


e：工程 iが先行工程 jをもち

かつ工程 iがmax工程ではない

ε：それ以外

[u]i =


ui：工程 iが入力を持つとき、

その入力時刻

ε：それ以外

を定義し、工程の総数を nとすると工程の作業
完了時刻 x = [x1 · · ·xn]T は

x = P ⊗ {F+ ⊗ x⊕ F− ◦\x⊕ u} (2)

となる。ここでP = diag[p1, · · · , pn]である。
MPLの場合 x = A⊗ x⊕ bとなり、右辺の

xに繰り返し代入することにより解を求めるこ
とができるが、MMPSの場合は陽的に解をも
とめることができない。しかしHaskellを導入
することによりネットワーク構造がDAGの場
合には解を求めることが可能である。
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3 HaskellによるMin-max-plusの表現

Haskellの機能である型クラスとデータ型宣
言を利用し、行列上で MMPSの計算を行う。
Haskellではデータ構造をプログラミング言語
の型として表現する。ここで型クラスを導入す
ることにより、任意の型に制約を加えることが
可能となる。そこでまず、Min-max-plus代数
はHaskellの型クラスを利用して
class MinMaxPlus a

zero :: a

one :: a

min :: a -> a -> a

max :: a -> a -> a

plus :: a -> a -> a

と記述される。この定義は、任意の型 aに対し
て、零元と単位元、そしてそれぞれMin-max-

plusの演算を定義することによってMin-max-

plus代数として表すことができることを意味し
ている。次にMMPS表現は Haskellのデータ
型宣言によって
data MMPS = Min MMPS MMPS

| Max MMPS MMPS

| Plus MMPS MMPS

| Scalar Float MMPS

| Numerical Float

| Variable Int | Eps

と記述される。この記述はHaskell上でMMPS

を2分木によって保持することを可能とする。そ
して今定義したMMPSに対して適切な零元、単
位元と演算を作成し、この定義をMinMaxPlus

型クラスに適用する。また行列を
data Matrix a = Scalar a

| Matrix [[a]]

と各要素にMMPS表現を持つ行列と定義する。
そして同じくMinMaxPlus型クラスに適用す
る。これにより式 (2)を Haskell上で計算する
ことが可能となる。

4 MMP方程式の求解アルゴリズム

Haskell上で MMPS表現は 2分木で表され
る。MMPS表現をグラフG = (V ,E)で表し、
V = P | Rmax | V, P = {⊕,∧,⊗, ◦\, Scalar},
V =変数の集合として数式上で表現する。

MMPSから再帰的に計算を行い値を返す関
数 redex：G→ Rmaxを定義する。木の根ノー
ドを取り出す関数 root：G → V と、木の左
右の子ノードを根ノードとし木を取り出す関数

child：G→ (G,G)を補助関数として定義する
と、関数 redexは
redex(x | root(x) ∈ Rmax) = root(x)

redex(x | root(x) ∈ P) =

redex(l) root(x) redex(r) | (l, r) = child(x)

redex(x | root(x) ∈ V) = compute(root(x))

となる。次に Haskell上で式 (2)を計算した各
作業完了時刻 xiを保持する連想配列 var：V →
Gと、最終的な値を保持する連想配列memo：
V → Rmaxを用意すると、変数から値を求める
関数 compute：V → Rmaxは
compute(x | memo[x] ̸= null) = memo[x]

compute(x | memo[x] = null)

= memo[x] | memo[x]← redex(var[x])

となる。関数 redexと computeは再帰関数と
なっているが、ネットワーク構造が有向非サイ
クルグラフ (DAG)である場合には再帰関数の
基底が存在する。

2つの関数を定義することにより、各作業の
完了時刻を求めることができる。最終的にすべ
ての作業完了時刻の連想配列xを求めるアルゴ
リズムは、以下のようになる。

Algorithm 1 Min-max-plus方程式の再帰求解
1: for v ∈ V do

2: x[v]← compute(v)

3: end for

4: return x
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加重平均型3値3近傍ファジーCAの収束性と数え上げ
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1 概要

Celluar Automaton (CA)とはある状態を持
つセルの配列が，単純な近傍ルールにより時間
発展する離散力学系である．CAには，セルが
0と 1の 2種類の状態をとる Elementary CA

(ECA)やセルが 0,1,2の 3種類の状態をとる 3

値 3近傍CAが存在し，それらは交通流モデル
などに応用されている．また，セルの状態を離
散状態から連続状態へ拡張するCAのファジー
化についても研究されており，ECAのファジー
化の手法は [1]で，3値 3近傍 CAのファジー
化の手法は [2]で明らかにされている．
ファジー化したECAの中には加重平均型CA

と呼ばれるクラスが存在し，それらのCAの収
束性が [3]で示されている．そこで本講演では，
3値 3近傍ファジーCAの加重平均型ルールを
定義し，それらの性質を数学的に明らかにする．
まず，加重平均型ファジーCAの漸近挙動につ
いて，それが時間的または空間的に周期的な配
列へと収束をすることを数学的に証明した．ま
た，加重平均型ファジーCAのルールの総数の
数え上げ，同値関係による分類を行った．

2 ECAとそのファジー化

時刻 t，位置 iのセルの値を xti ∈ {0, 1}と
すると，ECAの時間発展は局所遷移関数 h :

{0, 1}3 → {0, 1}を用いて以下の式で与えられ
る．

xt+1
i = h(xti−1, x

t
i, x

t
i+1)

ただし，空間の周期を N とし，周期的境界条
件 xti+N = xtiを仮定する．ECAの局所遷移関
数 hは上段を xyzの組，下段を h(x, y, z)の値
とするルール表（表 1）で表すことができる．
このとき，関数 hは以下のように多項式表現で
きる．

h(x, y, z) = a1xyz + a2xyz̄ + a3xȳz + a4xȳz̄

+a5x̄yz + a6x̄yz̄ + a7x̄ȳz + a8x̄ȳz̄

ただし，x̄ = 1 − x, ȳ = 1 − y, z̄ = 1 − zであ
る．多項式表現した局所遷移関数 hにおいて，
定義域を {0,1}から [0,1]へ拡張した関数を fと

すれば，f([0, 1]3) ⊂ [0, 1]が成り立つ [1]．この
関数 f によってECAの値を連続化する操作を
ファジー化と呼び，ファジー化された ECAを
Elementary Fuzzy CA (EFCA) と呼ぶ．

表 1. ECAのルール表
111 110 101 100 011 010 001 000
a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

3 3値 3近傍CAとそのファジー化

3値CAのファジー化のために，[2]ではセル
の状態を 0,1,2ではなく 3次元のベクトルで表
すことを提案した．つまり，R3の標準基底を
Q = {e1, e2, e3}で表し，時刻 t，位置 iのセル
の状態を xti ∈ Qとしたとき，3値 3近傍 CA

の時間発展は局所遷移関数 h : Q3 → Qを用い
て以下の式で与えられる．

xt+1
i = h(xti−1,x

t
i,x

t
i+1)

ここで，x = (x1, x2, x3)
⊤などとすると，3値

3近傍 CAの局所遷移関数 hは

h (x,y, z) =


∑

h(ej ,ek,eℓ)=e1
xjykzℓ∑

h(ej ,ek,eℓ)=e2
xjykzℓ∑

h(ej ,ek,eℓ)=e3
xjykzℓ


と表せる．そこで，

Ω = {(x1, x2, x3)⊤ ∈ R3 |
x1 + x2 + x3 = 1, xp ≥ 0 (p = 1, 2, 3)}

とし，関数hの定義域をQ3からΩ3へ拡張した
関数を f とすれば f(Ω3) ⊂ Ωが成り立つ [2]．
この関数 f によって 3値 3近傍CAの値を連続
化する操作をファジー化と呼び，ファジー化さ
れた 3値 3近傍CAを 3値 3近傍FCAと呼ぶ．

4 加重平均型EFCA

EFCAにおいて，局所遷移関数 f が，3つの
近傍セルのうちの 1つの値を重みとした残り 2

つのセルの値の加重平均とみなせるものを加重
平均型 EFCAと呼ぶ．例えば，

f(xti−1, x
t
i, x

t
i+1)

= xti−1(1− xti) + (1− xti−1)x
t
i+1
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は xti−1と (1−xti−1)を重みとして，(1−xti)と
xti+1の加重平均と考えられる．よって，この f

を局所遷移関数とする EFCAは加重平均型で
ある．加重平均型 EFCAのルールは全部で 16

個存在し，左右反転と 0と 1の値の入れ替えで
移りあうルールを同値とみなせば，それらは表
2の同値類に分類できる [3]．

表 2. 加重平均型 EFCAのルール表
ルール番号 局所遷移関数

27(39, 63, 83) xi+1x̄i−1 + (1− xi+1)x̄i
58(114, 163, 177) xi−1x̄i + (1− xi−1)xi+1

75(92, 141, 197) xi+1x̄i−1 + (1− xi+1)xi
172(212, 202, 228) (1− xi−1)xi + xi−1xi+1

5 加重平均型 3値 3近傍FCA

まずS3を 3次対称群とし，x ∈ R3, σ ∈ S3に
対してσ(x) = (xσ−1(1), xσ−1(2), xσ−1(3))

⊤ と定
義する．このとき，局所遷移関数 fが σ, τ ∈ S3
を用いて式 (1)で表される 3値 3近傍 FCAを
加重平均型と定義する．

f(xti−1,x
t
i,x

t
i+1)

= α(xti∓1)σ(xti) +
(
1− α(xti∓1)

)
τ(xti±1)

(1)

ただし，α(x)は，[x]k を xの k番目の成分と
して，[x]1, [x]2, [x]3, 1− [x]1, 1− [x]2, 1− [x]3
のいずれかの形である．

6 加重平均型 3値 3近傍FCAの収束性

ある初期配列X0 = (x0
0,x

0
1, . . . ,x

0
N−1)を持

つ周期 N の周期的境界条件を課した 3値 3近
傍 FCAが，周期 π の時間的収束をするとは，
任意の ϵ > 0に対してある T が存在し，t ≥ T

と k = 1, 2, . . . において

max
i

(
max
q=1,2,3

∣∣∣∣[xti]q − [xt+kπi

]
q

∣∣∣∣) < ϵ

が成立することをいう．また，周期ωの空間的
収束をするとは，任意の ϵ > 0に対してある T

が存在し，t ≥ T において

max
i

(
max
q=1,2,3

∣∣∣[xti]q − [xti+ω]q∣∣∣) < ϵ

が成立することをいう．局所遷移関数 f が式
(1)で与えられる加重平均型 3値 3近傍FCAの
収束性は，次のように分類される．

1) σと τ が可換であるとき
S3の元としての σの位数を ℓ1，σ−1τ の
位数を ℓ2とすると，この FCAは時間に
ついて周期 ℓ1，空間について周期 ℓ2でそ
れぞれ時間的かつ空間的に収束する．

2) σと τ が可換でないとき
この FCAは一様な配列

(p,p, . . . ,p) , p =

(
1

3
,

1

3
,

1

3

)⊤

に収束する．

7 加重平均型3値3近傍FCAの数え上げ

加重平均型 3値 3近傍 FCAのルールを決定
するための要素は，

1) 平均を取る 2つのセルの選び方
2) 選んだセルに対する，σ, τ の選び方
3) 重みとなる関数 α(x)の選び方

の 3つである．1)における 2つのセルの選び方
は (xti,x

t
i±1)の 2通り，2)におけるS3の元の選

び方は 6× 6 = 36通り，3)における関数 α(x)

の選び方は 6通りであるため，加重平均型 3値
3近傍FCAのルールは全部で 2×36×6 = 432

通り存在する．また，左右反転および S3の置
換を作用させて移り合うルールを同値なものと
みなすと，加重平均型 3値 3近傍FCAは 44個
の同値類に分類できる．

謝辞 本研究は JSPS 科研費 JP21K03359 の
助成を受けたものです．
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Max-plus代数を用いて導出される離散粒子系の3次元基本図 
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1  概要 
 以下の方程式によって表される離散的な時

間発展系を考える. 

 

𝑢𝑗
𝑛+1 = 𝑢𝑗

𝑛 + 𝑓(𝑢𝑗−2
𝑛 , 𝑢𝑗−1

𝑛 , 𝑢𝑗
𝑛, 𝑢𝑗+1

𝑛 )

− 𝑓(𝑢𝑗−1
𝑛 , 𝑢𝑗

𝑛, 𝑢𝑗+1
𝑛 , 𝑢𝑗+2

𝑛 ) 

 

この時,状態変数 𝑢𝑗
𝑛 は 𝑢𝑗

𝑛 ∈ {0,1} をとり,𝑗 

は空間サイト数, 𝑛 は時刻を表している.ここ

で 𝑢𝑗
𝑛 = 1 となる状態を「時刻 𝑛 において粒子

が 𝑗 番目のサイトに存在している」と解釈す

ると,上の方程式は粒子の移流現象を表現して

いることになり,右辺の関数 𝑓 は時間発展にお

ける 𝑗 番目のサイトへの粒子の流入量と流出

量をそれぞれ表している.本稿ではこの粒子の

流量を表す関数が以下の表によって規定され

る系を扱う. 

 

 

上表によって規定される系の時間発展例 右向きに 𝑗  下向きに 𝑛 

 

離散粒子系の解析手法として基本図と呼ば

れるものがある.基本図は系の漸近挙動におい

て各粒子が 1 時刻あたりに移流するサイト数

の平均を示したものであり,これにより系が表

す移流現象の流量がわかる.粒子系における基

本図を作成する際には,初期条件として設定さ

れる粒子密度に応じて流量をプロットするの

が一般的だが,本稿で扱う系においてモンテカ

ルロシミュレーションを用い数値的に基本図

を導出すると,粒子密度に対して流量が一意に

定まらず多価になってしまう. 

一方,左に示した 𝑓 の表からこの系は粒子数 

 ∑ 𝑢𝑗
𝑛

𝑗  だけでなく, ∑ (1 − 𝑢𝑗−1
𝑛 )𝑢𝑗

𝑛𝑢𝑗+1
𝑛

𝑗 ,すな

わち局所的な011というパターンの総数も保存

量として持つことがわかる.そこで粒子密度

 𝜌1 とパターン011の密度 𝜌011 をそれぞれ変化

させつつシミュレーションを行うと,下のよう

に 3 次元の基本図を数値的に導出することが

できる. 

シミュレーションによる基本図 横軸 𝜌1, 𝜌011 縦軸流量 𝑄 

 

また,高橋,松木平はこのシミュレーションの

結果から流量 𝑄 を 𝜌1 と 𝜌011 の関数として 

 

𝑄 = max(2𝜌1 − 1, 2𝜌011) 

 

と表すことで基本図の平面を予想した[1]. 

 

2  確率化と定常分布 
この平面を理論的に導出するために,本稿で

はまず系に対して確率変数を導入する.具体的

には 𝑓 の表を以下のものに置き換えることに

よって,決定論的な系が持つ保存量を損なわず

に粒子の移流を確率化する. 

 1111 1110 1101 1100 1011 1010 1001 1000 

𝑓 −1 0 0 0 −1 0 0 0 

 0111 0110 0101 0100 0011 0010 0001 0000 

𝑓 −1 −1 0 0 −1 0 0 0 
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ここで 𝑎 は 𝑎 = {
0 （確率 𝛼） 

−1 （確率 1 − 𝛼）
である. 

また,この表に対してガリレイ変換を施すこと

により粒子の移流の発生条件が,「パターン

 1110 があれば,確率𝛼で粒子が右へ動き,パタ

ーン 010 があれば必ず粒子が右へ動く」 

となることがわかるので,流量𝑄を 

𝑄 = lim
𝑛→∞

(𝛼 𝜌1110
𝑛   + 𝜌010

𝑛 ) 

と表すことができる.ここで 𝜌1110
𝑛  や 𝜌010

𝑛  は各

パターンの時刻𝑛における密度を表している. 

本稿において系の時間発展は周期境界条件

を仮定して行われている.空間周期長を𝐿とし

た際に,長さ𝐿の状態列を 1 つの状態とした上

で系の時間発展を確率過程と解釈すると,遷移

確率行列を用いた手法によって系の定常分布

を導出することができる[2].この手法により

任意の有限な周期長において,パターン1110の

個数が𝑘1110個,パターン010の個数が𝑘010個で

あるような状態が漸近挙動において生起する

確率が 

α𝑘010

(1 − α)𝑘1110+𝑘010
 

に比例することがわかる.これを基に基本図を

流量の期待値として, 

𝑄 = lim
𝑛→∞

(𝛼 𝜌1110
𝑛   + 𝜌010

𝑛 ) 

=

∑ (α𝑘1110 + 𝑘010)
α𝑘010

(1 − α)𝑘1110+𝑘010
𝑁

min(𝐿−𝑚1,𝑚1−2𝑚110)
𝑘1110+𝑘010=1

𝐿 ∑
α𝑘010

(1 − α)𝑘1110+𝑘010
𝑁

min(1−𝑚1,𝑚1−2𝑚110)

𝑘1110+𝑘010=1

 

 

と導出することができる.ここで式中の 𝑁  

（正確には 𝑁𝐿,𝑚1,𝑚110
(𝑘1110, 𝑘010) ）は確率

比を分布とするための分配関数であり,周期長

𝐿,保存量である粒子数 𝑚1,パターン110の個

数𝑚110が与えられ状態空間が決定された際の,

パターン 1110 の個数が 𝑘1110 個,パターン

 010 の個数が 𝑘010 個となるような長さ𝐿の状

態の総数を表している.それらをとりうる

 𝑘010,  𝑘1110  全てで足し合わせることで状態空

間の全状態数となる. 

 

3  極限計算による基本図の導出 

左式において 𝛼 → 1 の極限をとると,分母,

分子それぞれの級数において𝑘1110 + 𝑘010 が

最大となる次数の項の係数のみが残るので, 

lim
𝛼→1

𝑄 =
min(𝐿 − 𝑚1, 𝑚1 − 2𝑚110)𝑁 

𝐿𝑁 
 

=
min(𝐿 − 𝑚1, 𝑚1 − 2𝑚110) 

𝐿
 

= min(1 − 𝜌1, 𝜌1 − 2𝜌110) 

となる.これをガリレイ変換を施す前のものに

戻すことで,確率化以前の決定論的な系におけ

る基本図の平面を導くことができる.その結果

は 

𝑄 = 𝜌
1

− min(1 − 𝜌
1
, 𝜌

1
− 2𝜌

110) 

= 𝜌1 + max(𝜌1 − 1, 2𝜌110 − 𝜌1) 

= max(2𝜌1 − 1, 2𝜌110) 

= max(2𝜌1 − 1, 2𝜌011) 

となり,高橋,松木平の予想と一致した. 

このように本稿では一旦確率変数を導入

し拡張した系の定常分布を求め,期待値と

して基本図を表した後にその確率パラメー

タの極限を計算することで,複数の保存量

を持つ系の 3次元基本図を理論的に導出す

ることに成功した. 
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高次元の数独解の構成

足立 智子 1

1東邦大学
e-mail : adachi@is.sci.toho-u.ac.jp

1 はじめに

数独パズルの完成形（全てのセルに数字が配
置されたもの）を数独解という。通常の数独パ
ズルは、大きさが 9× 9の方陣 (正方格子)で考
えている。数独パズルも数独解も, 明確に区別
する必要がないときは, 単に数独と呼ばれる.

一般に, 正整数 nに対して, 大きさを n2×n2

の方陣に拡張した数独を,位数n2の数独という.

数独については様々は研究がなされており,

素数 pについて, 位数 p2 の数独解の構成法は
Keedwell(2010)[1] によって与えられた. この
構成法は, 拡大体の性質を用いている.

通常,数独は 2次元平面で考えるが, Lambert

and Whitlaock(2010)[2]は 3次元に拡張してい
る. Lambert and Whitlaockは, 位数 9の数独
を,大きさ9×9×9の立方体の六つの側面に貼り
付ける形で, 3次元への拡張を図った. Lambert

and Whitlaockと同様の手法で, 位数を拡張す
ると, 位数 n2の数独を, 大きさ n2×n2×n2の
立方体の側面に貼り付けることになり, 6n4 個
のセルが存在することになる.

本稿では,立方体の側面ではなく,大きさn2×
n2×n2の立方体を, x軸, y軸, z軸の各方向にn

等分ずつ分割し, n6個のセルを持つ立方体を考
える. この立方体を一つの軸に関する任意の値
で切断する. x = aで切断して得られる断面図
をM(a, y, z)と表記し, y = aで切断して得ら
れる断面図をM(x, a, z)と表記し, z = aで切
断して得られる断面図をM(x, y, a)と表記する.

この断面図は, 大きさn2×n2の方陣である. 任
意の aについて, 断面図M(a, y, z), M(x, a, z),

M(x, y, a) が位数 n2の数独の条件を満たすと
き, この立方体を, 位数 n2の 3次元数独と呼ぶ
ことにする. 我々の研究結果として, 素数 pに
ついて, 位数 p2 の 3次元数独解の構成法を与
える.

2 有限体上のラテン方陣

正整数nに対して,大きさn×nの方陣にn種
類の文字（シンボル）を入れ,どの縦の列，横の
行にもすべてのシンボルがちょうど 1個ずつ出

現するように配置したものを, 位数 nのラテン
方陣と呼ぶ. シンボルの集合全体をA (|A| = n)

とし, A上のラテン方陣とも呼ぶ.

二項演算 ·が集合Aで閉じているとき, すな
わち, 任意の a, b ∈ A に対して a · b ∈ Aが成り
立つとき, (A, ·)は全域性を持つという. 任意の
a, b ∈ A に対して連立方程式 a ·x = b, y · a = b

が一意の解 x, y ∈ A を持つとき, (A, ·)は可除
性を持つという. 全域性と可除性を持つ (A, ·)
を準群と呼ぶ.

準群 (A, ·)において a · b = cの演算が成り立
つとき, a行 b列のセルに cを配置した演算表を
ケイリー表と呼ぶ. ケイリー表は、行を a ∈ A
で表し, 列を b ∈ Aで表し, 演算結果 a ·b = cを
|A| × |A| = n× nの行列に配置している. 全域
性と可除性により, ケイリー表の大きさ n × n
の演算結果部分 (ケイリー表から行番号 aと列
番号 bの縁取りを取り除いた部分)は,どの横の
行, 縦の列にもすべてのAの元がちょうど 1回
ずつ出現する. よって,準群 (A, ·)のケイリー表
は位数 nのラテン方陣になる. 逆に, 位数 nの
ラテン方陣 Lが与えられると, Lをケイリー表
の演算結果部分に持つような準群 (A, ·)が定ま
る. この演算結果部分（ラテン方陣）に行番号
aの項目と列番号 bの項目を追加したものを縁
取りラテン方陣と呼ぶ. 本稿では, ラテン方陣
も縁取りラテン方陣もどちらも Lと表記する.

定理 1 ([3]), 準群の演算表はラテン方陣にな
る. 逆に, 任意の縁取りラテン方陣は準群の演
算表になる.

正整数 nに対して, 大きさ n2 × n2の方陣に
1, 2, · · · , n2の数字を入れ, どの縦の列，横の行
にもすべての数字がちょうど 1回ずつ出現し,

大きさ n × nの n2個の小方陣（ブロックと呼
ぶ）に 1, 2, · · · , n2の数字がちょうど 1回ずつ
出現するように配置したものが,位数n2の数独
解である. 前半の条件は, A = {1, 2, · · ·, n} と
して, 位数 n2のラテン方陣になることである.

後半の条件を, ブロック条件と呼ぶ.

A上のラテン方陣Lが体であるとは, Aが有
限体であり, かつ, Lがその加法演算表である
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ことを指す.

有限体の位数は素数または素数べきであり,

位数 qの有限体をGF (q)と表記する. 素数 pに
対し, 位数 pの有限体 GF (p)は, 剰余環 Zpと
同型であり, GF (p) = Zp = {0, 1, 2, · · · , p−1}
と表記する.

3 3次元数独解の構成

素数 pに対し, 位数 p2の 3次元数独解を, 有
限体K = GF (p3)を用いて構成する.

有限体K = GF (p3)は, 基礎体 F = GF (p)

の三次拡大である. 基礎体 F 上の三次既約多
項式 f(x)を用いて, 拡大体K を構成する. 原
始根 αを F に付加した体 F (α) = {c0 + c1α+

c2α
2|ci(i = 0, 1, 2) ∈ F} がK である.

拡大体Kは, p2−1個の coset F, α+F, 2α+

F, · · · , (p− 1)α+F , α2 +F, 2α2 +F, · · · , (p−
1)α2 + F に分割することができる. すなわち,

基礎体 F の非零元 c (c = 1, 2, · · · , p − 1とみ
なす)に対し, 集合 E

(i)
c = cαi + F とおくと,

K = F ∪ E(1)
c ∪ E(2)

c となり, 各集合は互いに
素である.

このとき, f(α) = 0より, 拡大体 K の任意
の非零元 c0 + c1α+ c2α

2, (c0, c1, c2) ̸= (0, 0, 0)

は, 原始根 αのべき乗 αu, (0 ≤ u ≤ p3 − 2) で
表示することができる. coset E

(i)
c (i = 1, 2) の

元 αuについて, u ̸= 0となる.

位数 p3の 3次元数独解の構成法として, 我々
は次の結果を得た.

定理 2 拡大体K の同じ cosetの相異なる任意
の二元 d, eに対し, E

(i)
c の元 uを乗じた duと

euは, 異なる cosetの元になる.

定理 3 次の手順で, 位数 p2の 3次元数独解を
構成する.

Step 1: 3次元空間の各軸 (x軸, y軸, z軸)の
値 (シンボル)をK = GF (p3)の元とし, これ
を縁取り部分とみなす. 座標 (x, y, z)をセルと
みなし, 大きさ p2× p2× p2の立方体において,

p6個のセル (x, y, z) にシンボルを配置したい.

Step 2: 拡大体 K の加法に関する演算表を
L(0,0)とする. ここで, この演算表L(0,0)におい
て, 行および列の縁取りは, 拡大体K の coset

F, α + F, · · · , (p − 1)α + F , α2 + F, 2α2 +

F, · · · , (p − 1)α2 + F の順序に並べる. この
縁取りの並びの順序は, z軸の値 (シンボル)の
並びの順序とする.

Step 3: 演算表 L(0,0) の行の縁取りに, E
(1)
c

の元 αu を掛けて, 行の縁取りの順序を, 同じ
cosetの元がひとかたまりになるように並び替
える. 列の縁取りの順序は変更しない. この縁
取りにおける加法の演算表を L(u,0)とおく. 演
算表 L(u,0)の行の縁取りの並びの順序を, x軸
の値 (シンボル)の並びの順序とする.

Step 4: 演算表 L(0,0) の列の縁取りに, E
(2)
c

の元 αv を掛けて, 列の縁取りの順序を, 同じ
cosetの元がひとかたまりになるように並び替
える. 行の縁取りの順序は変更しない. この縁
取りにおける加法の演算表を L(0,v)とおく. 演
算表 L(0,v) の列の縁取りの並びの順序を, y軸
の値 (シンボル)の並びの順序とする.

Step 5: 上のように並び順を定めた各軸 (x

軸, y軸, z軸)の値 (シンボル)に対して、セル
(x, y, z)には, 拡大体Kでの加法演算 x+ y+ z

の値 (シンボル)を配置する. こうして得られ
た大きさ p2 × p2 × p2の立方体は, 位数 p2の 3

次元数独解になる.

ここで, 上の定理に関して次のことに注意し
よう. Step 2の演算表 L(0,0) から縁取りを除
いた方陣は数独解ではない. Step 3の演算表
L(u,0) から縁取りを除いた方陣は, 位数 p2 の
数独解になり, 立方体 (3次元数独解)の断面図
M(x, 0, z)に当たる. Step 4の演算表 L(0,v)か
ら縁取りを除いた方陣は, 位数 p2の数独解にな
り, 立方体 (3次元数独解)の断面図M(0, y, z)

に当たる.
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有限体上楕円曲線の3次の指標
白勢 政明 1

1公立はこだて未来大学
e-mail : shirase@fun.ac.jp

1 はじめに
本稿では，E，E′，E′′ は次の形の楕円曲線

を表すとする．
E : y2 + axy + by = x3

E′ : y′2 = x′3 + a′x′ + b′ (short Weierstrass)

E′′ : y′′2 = x′′3 + a′′x′′2 + b′′x′′

[1] にて著者は，ϕ2 : E′′(Fp) → {±1}(⊂
F∗
p), O 7→ 1, (0, 0) 7→ b(p−1)/2, (x′′0, y

′′
0) 7→

x
′′(p−1)/2
1 (x′′0 6= 0)が準同型である，つまり ϕ2
は E′′(Fp)上 2次の指標であることを示した．
本稿はE(Fp)上の 3次の指標を構成する．

2 楕円曲線E : y2 + axy+ by = x3

本稿で必要となるE(Fp)の性質を挙げる．
命題 1 (a) (0, 0) ∈ E(Fp)は位数 3を持つ．
(b) E(Fp)の y = 0となる点は (0, 0)のみ．
(c) (x0, y0) ∈ Eに対して，

−(x0, y0) = (x0,−y0 − ax0 − b)．
(d) (x′1, y

′
1) ∈ E′(Fp)[3]が存在すると仮定する

と，s = (a′ + 3x′21 )/(2y′1)に対して，座標変換
x′ = x+ x′1
y′ = y + sx+ y′1

}
(1)

は同型写像E′(Fp)→ E(Fp)を与える．ここで，
a = 2s, b = 2y′1とおく．また，3x′1は Fpの平
方元である．
∵) (a)実際に 3(0, 0)を計算してみる．(b)すぐ
に分かる．(c)よく知られている．
(d)(x′1, y

′
1)は 3等分多項式

3x′41 + 6a′x′21 + 12b′x′1 − a′2 = 0

を満たすことより，座標変換 (1)が全単射E′(Fp)
→ E(Fp)を与えることが分かる．この写像は
同種写像なので，同型写像である．再び (1)よ
り，s2 = 3x′1であることが分かる．□

3 E(Fp)上の 3次の指標
本節以降，pを p ≡ 1 (mod 3)を満たす素数，

w ∈ Fpを 1の原始 3乗根とする．

写像 χを
χ : F∗

p → {1, w, w2} ⊂ F∗
p

α → α(p−1)/3

と定義する．α, β ∈ F∗
pに対して，次が成り立

つことが，本稿では重要となる．{
χ(αβ) = χ(α)χ(β)

χ(α3) = χ(−α3) = 1

写像 ϕを
E(Fp) → {1, w, w2} ⊂ F∗

p

O 7→ 1

(0, 0) 7→ χ(b2)

(x0, y0) 7→ χ(y0) y0 6= 0の時
と定義する．写像 ϕについて次が成り立つ．
定理 2 写像 ϕは準同型である．
定理の証明のために次の補題を考える．

補題 3 (a) P ∈ E(Fp)に対して，ϕ(P )ϕ(−P )

= 1が成り立つ．
(b) P1, P2 ∈ E(Fp)に対してP3 = −P1−P2と
すると，ϕ(P1)ϕ(P2)ϕ(P3) = 1が成り立つ．
∵) 紙面の都合上，O 6= P = (x0, y0) ∈ E(Fp),
x0 6= 0の場合のみを記載する．−P = (x0,−ax0−
y0 − b)であるので，次が得られる．
ϕ(P )ϕ(−P ) = χ(y0)χ(−ax0 − y0 − b)

= χ(−y20 − ax0y0 − by0)
= χ(−x30) = 1

(b) LをP1, P2, P3を通る直線とする．紙面の都
合上，P1, P2, P3がどれもO, (0, 0)と異なる場
合のみ記載する．Pi = (xi, yi) (i = 1, 2, 3)とす
ると，直線Lの式はx = λy+ν, λ 6= 0, ν 6= 0と
書ける．これをEの式に代入すると y2+axy+

by = (λy + ν)3 が得られ，整理すると
λ3y3 + (3λ2ν)y2 + (3λν2 − aν − b)y + ν3 = 0

となる．この式の根は y1, y2, y3である．よって，
解と係数の関係より，y1 y2 y3 = −ν3/λ3 とな
り，次が成り立つ．

ϕ(P1)ϕ(P2)ϕ(P3) = χ(y1)χ(y2)χ(y3)

= χ(y1 y2 y3) = χ(−ν3/λ3) = 1 □
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定理の証明: 補題 3より次が成り立つ．
ϕ(P1)ϕ(P2)

= ϕ(−P1 − P2)
−1 (補題 3(b)より)

= ϕ(P1 + P2) (補題 3(a)より)

よって，ϕは準同型である．□
ϕ : E(Fp) → {1, w, w2}は準同型なので，ϕ

を ((0, 0)をベースとする)E(Fp)上の指標と呼
ぶことにする．ϕの性質をいくつか与える．
補題 4 (a) b が Fp での立方元でないならば，
ϕ−1(w) 6= ∅．
(b)ϕ−1(w) 6= ∅ならば，

#ϕ−1(1) = #ϕ−1(w) = #ϕ−1(w2).

∵) (a) (0, 0), (0,−b) ∈ E(Fp)に対して，
{ϕ((0, 0)), ϕ((0,−b))} = {χ(b2), χ(−b)}

= {w,w2}
となるので，ϕ−1(w) 6= ∅である．
(b) ϕは準同型なので，kerϕ = ϕ−1(1)はE(Fp)
の部分群である．E(Fp)の kerϕによる剰余群
を考えると
E(Fp)/ kerϕ = {ϕ−1(1), ϕ−1(w), ϕ−1(w2)}

と書ける．一般に各剰余類の元の個数は互いに
等しいので，

#ϕ−1(1) = #ϕ−1(w) = #ϕ−1(w2)

となる．□

命題 5 (a) P ∈ E(Fp)の位数が 3の倍数でな
ければ，ϕ(P ) = 1．
(b) ϕ−1(w) 6= ∅, 3|#E(Fp), 9 ∤ #E(Fp)を仮
定すると，P ∈ E(Fp)に対して次が成り立つ．

P の位数が 3の倍数でない⇔ ϕ(P ) = 1

∵) (a) P の位数が 3k + 1の時，
1 = ϕ((3k + 1)P ) = ϕ(P )3k︸ ︷︷ ︸

=1

ϕ(P ) = ϕ(P ).

P の位数が 3k + 2の時，
1 = ϕ((3k + 2)P ) = ϕ(P )3k︸ ︷︷ ︸

=1

ϕ(P )2 = ϕ(P )2

であるが，ϕ(P ) ∈ {1, w, w2}より ϕ(P ) = 1で
ある．
(b) E(Fp)の位数を 3l (lは 3の倍数でない)と
する．E(Fp)は有限アーベル群なので，シロー
の定理よりE(Fp) ' Z/3Z×G (Gの位数は l)

と書ける．E(Fp)の部分集合 E0, E1, E2 を次の

ように定義する．
E0は {(0, g) ∈ Z/3Z×G}に対応
E1は {(1, g) ∈ Z/3Z×G}に対応
E2は {(2, g) ∈ Z/3Z×G}に対応

すると，E0の各点の位数は lの約数 (特に 3の
倍数でない)であり，E1と E2の各点の位数は 3

の倍数である．
(b)の証明のためには，E0 = ϕ−1(1)を示せ

ば十分である．(a)より E0 ⊂ ϕ−1(1)である．
明らかに #E0 = #E1 = #E2 = l であり，補
題 4(b)より ϕ−1(1) = l である．したがって，
E0 = ϕ−1(1)である．□

4 E′(Fp)上の 3次の指標
E′(Fp)は位数 3の点 (x′1, y

′
1)を持つと仮定す

る．s = (a′ + 3x′21 )/(2y′1)に対して，写像 ϕ′を
E′(Fp) → {1, w, w2} ⊂ F∗

p

O 7→ 1

(x′1, y
′
1) 7→ χ(4y′21 )

(x′0, y
′
0) 7→ χ(y′0 − s(x′0 − x′1)− y′1)

(x′0, y
′
0) 6= (x′1, y

′
1)の時

と定義する．すると，定理 2と補題 1(a)より，
ϕ′は準同型である．

5 まとめと今後の課題
本稿は 3次の指標 E(Fp) → {1, w, w2}を構

成した．楕円曲線暗号では点の位数チェックが
必要な場合があり，本稿の結果はそれに役立つ
かもしれない．
先行研究 [1]では y2 = x3 + ax2 + bxを考

察することで 2 次の指標が，本稿では x3 =

y2 + axy + byを考察することで 3次の指標が
得られた．すると，4次式タイプの楕円曲線を
考察することで 4次の指標が得られるのだろ
うか．暗号実装では位数が必ず 4の倍数となる
Montgomery曲線や twisted Edwards曲線がよ
く用いられるため，4次の指標は暗号にとって
有用と思われる．
謝辞 本研究は JSPS科研費 19K11966の助成
を受けたものです．プログラミングに協力頂い
た公立はこだて未来大学卒業生 葛西隼人さん
に，お礼を申し上げます．
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探索Ring-LWE問題に対するKannanの埋め込み法の拡張
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1 概要
Ring-LWE問題は代数構造を持つ格子暗号方
式の安全性を支える求解困難な数学問題の 1つ
である. Kannanの埋め込み法により探索Ring-

LWE問題はある格子上の最短ベクトル問題に帰
着でき，格子基底簡約アルゴリズムにより探索
Ring-LWE問題を求解できる. 本稿では，Ring-

LWE格子上の rotation操作によるKannanの
埋め込み法の拡張を提案すると共に，その拡張
による利点と欠点について述べる.

2 探索Ring-LWE問題と q-ary格子
2の冪数 nに対し，1の原始 2n乗根 ζ2nを添
加した円分体 Q(ζ2n) ≃ Q[x]/(xn + 1)の整数
環をR = Z[x]/(xn + 1)とする. 素数剰余パラ
メータ qに対し Rq = R/qRとおく. 誤差パラ
メータ σに対し，各 eiの絶対値が σ前後の多
項式 e(x) = e0 + e1x + · · · + en−1x

n−1を出力
する環R上の分布を χとする ([1]を参照).

定義 1 (探索Ring-LWE[2]) 環 Rq 上の秘密
元を s(x)とする. 環 Rq 上一様ランダムに選
択された元 a(x)と誤差多項式 e(x) ← χに対
し b(x) = s(x)a(x) + e(x) ∈ Rq をおき，組
(a(x), b(x))を出力するRing-LWE分布をAs,χ
とする. このとき，探索Ring-LWE問題とは
m個のRing-LWEサンプル元{(ai(x), bi(x))}mi=1

から秘密多項式 s(x)を復元する問題である.

多項式 f(x) = f0 + f1x+ · · ·+ fn−1x
n−1の係

数ベクトルを f = (f0, f1, . . . , fn−1)とする. ま
た，環RまたはRqの元 f(x)の係数ベクトル f

に対し rot(f) = (−fn−1, f0, f1, . . . , fn−2)とす
る (これは多項式 xf(x)の係数ベクトル). 任意
の (a(x), b(x)) ← As,χ に対し，a, rot(a), . . . ,

rotn−1(a)を行ベクトルに持つ行列をAとする
と，b ≡ sA + e (mod q)が成り立つ. 一般に，
m個のRing-LWEサンプル元{(ai(x), bi(x))}mi=1

に対し，各ai(x)に対応する行列をAiとし，n×
d行列 (d = mn)を Ã = (A1 | · · · | Am)とお
くと b̃ ≡ sÃ+ ẽ (mod q)が成り立つ. ただし，
b̃ = (b1 | · · · | bm), ẽ = (e1 | · · · | em)とする.

つまり，探索Ring-LWEは s(または ẽ)を見つ
ける問題である (ẽから sは容易に復元可能). こ
こで，n× d行列 Ãで定まる q-ary格子 [3]を
L =

{
z̃ ∈ Zd | z̃ ≡ sÃ (mod q),∃s ∈ Zn

}
と

する. 特に ∥ẽ∥ ≈ σ
√
dが十分小さいとき，探

索 Ring-LWE問題は b̃を目標ベクトルとする
格子 L上の最近ベクトル問題とみなせる.

3 Kannanの埋め込み法の拡張
Kannanの埋め込み法 [4]は CVPの最短ベ
クトル問題への帰着で，前節の q-ary格子L上
の最近ベクトル問題を解く有効な方法である.

本節では探索Ring-LWE問題におけるKannan

の埋め込み法の拡張を提案する.

格子の構成 q-ary格子 Lは (n + d) × d行列(
Ã

qId

)
の行ベクトルで生成され (Id は単位行

列)，この生成行列を LLL基底簡約することで
格子 Lの d × dの基底行列Cを得ることがで
きる. ここで，(d+ k)× (d+ k)の整数行列

B =


C 0 0 . . . 0

b̃ t 0 . . . 0

rot(b̃) 0 t . . . 0
...

...
...

. . .
...

rotk−1(b̃) 0 0 . . . t


の行ベクトルで生成される格子を L̄kとする (た
だし，rot(b̃)は b̃のブロックごとの rotation操
作. また，右下行列部の対角成分として t = 1又
は t = ⌊σ⌉がよく選択される). 特に，k = 1の時
が既存のKannanの埋め込み法である. このと
き，roti (ẽ) ≡ roti

(
b̃
)
− s · roti

(
Ã
)

(mod q)

より (ただし，rot(Ã)は Ãの各行ベクトルに対
する rotation操作)，k個の短い格子ベクトル

ē = (ẽ | t, 0, . . . , 0)

rot (ē) = (rot (ẽ) | 0, t, . . . , 0)

...

rotk−1 (ē) =
(

rotk−1 (ẽ) | 0, . . . , 0, t
) (1)
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が格子 L̄kに含まれる. これらの格子ベクトルの
いずれかを見つけることで探索Ring-LWE問題
を求解できる. また，実用的な探索Ring-LWE

問題においては，これらの格子ベクトル (又は
これらの線形結合)が格子 L̄k 上の非零な最短
ベクトルである. 特に，(1)内の格子ベクトル
のノルムはすべて同じで，およそ σ

√
dである.

BKZ基底簡約による求解原理 ここでは暗号
解読で幅広く利用されている格子基底簡約アル
ゴリズムであるBlock Korkine-Zolotarev (BKZ)

を用いて，(1)内の格子ベクトルを見つける原理
を説明する. 格子 L̄kの基底行列Bのブロック
サイズ β > 50の BKZ簡約基底 [b1, . . . ,bd+k]

のGram-Schmidtベクトル [b∗
1, . . . ,b

∗
d+k]が

∥b∗
i ∥ ≈ δd+k−1−2i

β · vol(L̄k)
1

d+k ,

δβ =

(
(πβ)

1
β · β

2πe

) 1
2(β−1)

を満たすと仮定する [5]. ただし，vol(L̄k) は
格子 L̄k の体積で，ほとんどの場合 vol(L̄k) =

qd−n · tkである. ここで，(1)内のベクトル v =

roth(ē)に対して ∥πd+k−β(v)∥ < ∥b∗
d+k−β∥と

する (ただし，πℓ は ⟨b∗
ℓ , . . . ,b

∗
d+k⟩R への直交

射影). 具体的には，ブロックサイズ βは

σ
√
β ≈ ∥πd+k−β(v)∥ < δ2β−d−k−1

β vol(L̄k)
1

d+k

を満たす. このとき，図 1 のように最後の β

次元ブロック格子上の最短ベクトルの数え上げ
(ENUM)で射影ベクトル πd+k−β(v)を見つけ
ると，その他のブロック射影格子上の ENUM

により目的の格子ベクトル v ∈ L̄kを復元する.

（ブロックサイズ βに関する上記の条件は，目
的の格子ベクトル v ∈ L̄kを復元するための十
分条件だが必要条件とは限らない.）

図 1. 格子 L̄k の基底行列 Bに対する BKZ基底簡約に
よる (1)内の格子ベクトル v = roth(ē)の復元イメージ

本拡張の利点と欠点 求解に必要なブロックサ
イズ βは拡張パラメータ kにあまり依存せず，
図1のように目的の射影格子ベクトルπd+k−β(v)

が複数存在するため BKZ基底簡約による求解
成功確率の増加が期待される. （特に，大きな
β ≥ 50においては，処理性能の観点から β次
元のブロック射影格子上の ENUMの探索木の
枝刈りが有効で，目的のベクトルが複数あるほ
ど求解成功確率が増大する.）さらに，格子 L̄k
の基底行列Bの構成法から，BKZ基底簡約の
処理途中において

(
rotk(b̃) | 0, 0, . . . , 0, t

)
のベ

クトルを追加することで求解成功確率を増大さ
せることができる. 一方で，拡張パラメータ k

の増加により格子 L̄k の次元 d + k が増大し，
BKZ基底簡約の処理時間の増大が予想される.

4 まとめと今後の課題
本稿では探索Ring-LWE問題に対するKan-

nanの埋め込み法において，誤差ベクトル ẽに
関する複数のベクトル (1)を含む格子 L̄k の構
成法を示した. 本拡張による求解成功確率と処
理時間のトレードオフを理論・実験の両面で評
価するのが今後の課題である.

謝辞 本研究は JSPS科研費 20H04142の助成
を受けたものです.
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1 概要
Radical isogenyとは, 小さな正整数 Nに対
してN次同種写像を繰り返し計算するための公
式である. 我々はMontgomery曲線における次
数 3と 4の radical isogenyの公式を導出した.

さらに, 有限素体上の次数 4の radical isogeny

の公式に関する未解決であった予想を肯定的に
解決した.

2 準備
2.1 Montgomery曲線
Kを標数が2でない体とする. K上のMont-

gomery曲線とは以下で定義される楕円曲線の
ことである.

y2 = x3 +Ax2 + x (A ∈ K,A2 ̸= 4).

Aを E のMontgomery係数という. Mont-

gomery曲線上の点 (0, 0)は位数 2を持つ. 2倍
して (0, 0)になる点は 4つあり, x座標が 1の
点, −1の点がそれぞれ 2つずつある. x座標
が同じ点はそれぞれ互いの逆元となっているた
め, x座標が 1の点で生成される 4次巡回群が
唯 1つある. Montgomery曲線Eに対してその
ような 4次巡回群を C

(4)
E とかく.

2.2 Radical Isogenies

Radical isogenyとは, 同じ次数の同種写像の
鎖を計算するための根基 (radical)を用いた公
式であり, [1]により提案された.

N を正整数, Kを標数がN を割らない体, E

を K 上の楕円曲線, P を E(K)の点で位数が
N となるものとする. このとき, 核を ⟨P ⟩と
する分離的同種写像 φ : E → E/⟨P ⟩が存在
する. ここで E/⟨P ⟩はK 上定義されたものと
とることができる. P ′ ∈ E/⟨P ⟩を位数 N で
φ̂(P ′) = P を満たす点とする. ρ = tN (P,−P )

として, P ′はK( N
√
ρ)上定義される. ここで tN

は Tateペアリング

tN : E(K)[n]×E(K)/nE(K)→ (K×/(K×)n)

である. N乗根 N
√
ρのN個の取り方は, E/⟨P ⟩

を定義域とするN 次同種写像で φとの合成の
核が巡回群となるものの取り方と対応している.

さらに, [1]はE,E/⟨P ⟩としてP, P ′が (0, 0)

となる楕円曲線のモデルを取り, 同種写像の公
式を具体的に与えた.

3 新しい公式
K を標数が 2, 3でない体とする. E をK 上
のMontgomery曲線, Aを E のMontgomery

係数, tを E の位数 3の点の x座標とする. こ
のとき, Montgomery曲線の算術より

A =
−3t4 − 6t2 + 1

4t3

が成り立つ. ここでA ̸= ±2,∞であることから
t ̸= 0,±1,±1

3が従う. 即ち, t ∈ K\{0,±1,±1
3}

に対して, 位数 3の点の x座標の 1つが tとな
るようなMontgomery曲線が唯 1つ定まる. こ
のような曲線をEtとかき, Et上のx座標が tと
なる点で生成される 3次巡回群を C

(3)
t とかく.

このMontgomery曲線の表示において radical

isogenyの公式が得られる.

定理 1 (Theorem 7 in [2]) t ∈ K\{0,±1,±1
3}

とし, EをK上のMontgomery曲線, 同種写像
φ : Et → Eを核が C

(3)
t で C

(4)
Et
を C

(4)
E に写す

ものとする. このとき, ker φ̂の生成元の x座標
は− 1

3t となり, Eの他の位数 3の点の x座標は

3tα2 + (3t2 − 1)α+ 3t3 − 2t

とかける. ここでαは t(t2−1)の 3乗根である.

K を標数が 2でない体とする. Mongomery

係数 Aに対して, その修正Montgomery係
数を 4(A + 2)で定義する. 次数 4の場合は修
正Montgomery係数による radical isogenyの
公式が得られる.

定理 2 (Theorem 8 in [2]) Eを修正Mont-

gomery係数 a ∈ K を持つMontgomery曲線,

E′をMontgomery曲線, 同種写像 φ : E → E′

を核が C
(4)
E となるものとし, 同種写像 ψ を核
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が ⟨(0, 0)⟩ ⊂ E′となるものとする. もし, 合成
写像 ψ ◦φの核が巡回群であるならば, E′の修
正Montgomery係数は

(β + 2)4

β(β2 + 4)

とかける. ここで βは aの 4乗根である.

4 暗号への応用
本節では, radical isogenyの暗号への応用お
よび [1]における未解決の予想について述べる.

pを p ≡ 3 (mod 4)なる素数, O = Z[
√
−p]

or Z[1+
√
−p

2 ]とする. Fp上の超特異楕円曲線で
あってFp自己準同型環がOと同型なもののFp
同型類全体の集合を Eℓℓp(O)とかく. このとき,

Oのイデアル類群が Eℓℓp(O)に単純推移的に作
用する.

E ∈ Eℓℓp(O)とOのイデアル aに対して,

E[a] := {P ∈ E | αP = O, ∀α ∈ a}

と定義する. aの類の作用 a∗EはE/E[a]のFp
同型類で与えられる. また, a, b ∈ Oに対して,

aと bが生成するOのイデアルを [a, b]とかく.

CSIDH [3], CSURF [4]では, 暗復号にこの
イデアル類群の作用が用いられる. 計算を効率
化するために aとして小さなノルムのイデアル
の積でかけるものを使う. lを小さなノルムN

を持つイデアルとする. Radical isogenyを用
いることで, ln の計算における n回の N 次同
種写像における核の生成元の計算を省略できる
ため, 計算が効率化される場合がある.

p−1と同種写像の次数Nが互いに素であれば
Fp上のN 乗根は唯 1つだけ存在する. 従って,

この場合は radical isogenyにおける根基の取
り方は自明に決まる. CSIDH等では, N | p+ 1

となるようにするため, N が奇数であれば, こ
れが成り立つ. しかし, N が偶数の場合には根
基の取り方に符号の曖昧さが生じる. [1]では,

ノルム 4のイデアル類の作用に対応する根基の
取り方の予想を述べたが, 未解決であった.

我々は, Mongomery係数間の 4次の radical

isogenyであってイデアル類に対応するものを計
算する公式を与え, それを用いることで上記の
予想を肯定的に証明した. 以下, p ≡ 7 mod 8,

O = Z[1+
√
−p

2 ]とし, a ∈ Fp に対して
√
a :=

a(p+1)/4, 4
√
a :=

√√
a, ε := (−1)(p+1)/8と定義

する.

定理 3 ([2, Theorem 14]) E ∈ Eℓℓp(O) を
Montgomery曲線, aを Eの修正Montgomery

係数とする. a ∈ (F×
p )2のとき a = [2, 1−

√
−p

2 ],

そうでないとき a = [2, 1+
√
−p

2 ]と定義する. E′

を a2 ∗ E の代表元で (0, 0) ∈ E′ が E′[a]を生
成するものとする. このとき E′の修正Mont-

gomery係数は
(ε 4
√
a+ 2)4

ε 4
√
a(
√
a+ 4)

となる.

Montgomery曲線を位数 4の点が (0, 0)とな
る曲線に変換することで [1]で述べられた未解
決の予想を証明することができる.

系 4 ([1, Conjecture 2], [2, Corollary 15])

E ∈ Eℓℓp(O)を y2 + xy − by = x3 − bx2, b ∈
Fp で定義される曲線で P = (0, 0) ∈ E が
E[[2, 1−

√
−p

2 ]2]を生成するものとする. このと
き, −b ∈ (F×

p )2であり,

b′ = −ε
4
√
b(4
√
−b+ 1)

(2ε 4
√
b+ 1)4

,

と定義すると楕円曲線 E′ : y2 + xy − b′y =

x3 − b′x2 は [2, 1−
√
−p

2 ]2 ∗ E の代表元となり,

(0, 0) ∈ E′はE′[[2, 1−
√
−p

2 ]2]を生成する.
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種数5の非超楕円曲線を定義する方程式の明示的構成とその応用
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1 概要
与えられた種数に対し, 代数曲線をその定義

方程式付きで効率よくパラメトライズすること
は基本的な問題であるが, 非超楕円曲線につい
ては一般には困難が伴う. 種数 5 の非超楕円曲
線は, トリゴナルか否かで分類され [1, Chap.

IV, Example 5.5.3], 前者の場合の定義方程式
は既に考察済みである [2]. 本研究では, 後者の
場合を平面射影 6 次曲線の特異点解消として
実現する. 特異点が悪くない場合 (genericと呼
ぶ)は, 特異点の配置に着目し, 未知係数の個数
がモジュライの次元と一致するような非常に効
率の良い曲線のパラメトリゼーションを, 明示
的に与えることができた. 応用として, 標数 3

の素体上の種数 5 generic 曲線で, 2 次拡大体
上で有理点の個数が最大となるものを計算機に
よって全て数え上げた. なお, 本稿の内容は [3]

に基づく.

2 種数 5 の非超楕円曲線の定義方程式
C を体K 上の種数 5の非超楕円曲線 (i.e.,標
準曲線)で,トリゴナルでないとする. このとき,

2次形式 φ1, φ2, φ3 ∈ S := K[x0, x1, x2, x3, x4]

があって, C = V (φ1, φ2, φ3) ⊂ P4 = Proj(S)

の形となる [1, Chap. IV, Exam. 5.5.3]. P , Q

を C 上の異なる 2点とする. 線形変換によって

P = (1 : 0 : 0 : 0 : 0), Q = (0 : 0 : 0 : 0 : 1)

としてよい. φi ∈ (K[x1, x2, x3])[x0, x4] とみ
て, ai, fi, gi をそれぞれ φi 内の x0x4, x0, x4
の係数とし, hi を φi の定数項とする. そこで

A :=

a1 a2 a3
f1 f2 f3
g1 g2 g3


とし, (v1, v2, v3) := −(h1, h2, h3) ·∆A とおく.

ここで ∆A は A の余因子行列とする.

定理 1 (cf. [3], §2.1) 上の状況において,

1) C は平面射影 6 次 (既約) 曲線

C ′ : F (x1, x2, x3) := det(A)·v1−v2v3 = 0

に双有理同値となる. C ′ を C に付随す
る 6 次曲線という.

2) C および因子 P +Q (P ̸= Q) が K 上
定義されるなら, C に付随する 6 次曲線
C ′ も K 上定義される.

6 次曲線 C ′ は非特異とは限らず, また, 特異
点の配置は一般には様々な場合があるが, 上の
ようにして得られる “ほとんど全ての” C ′ は

g =
(d− 1)(d− 2)

2
−

∑
P∈Sing(C′)

mP (mP − 1)

2

を満たす (ここで g = 5, d = 6であり, Sing(C ′)

は C ′ の特異点全体のなす集合, mP は点 P の
重複度とする). 実際, 上の等式を満たす C 全
体のなす空間の次元は, 種数 5 の曲線のモジュ
ライ空間の次元 3g − 3 = 12 に一致する. そこ
で本稿では, 上の等式が成り立つ場合のみを考
え, このとき種数 5 の曲線 C は generic であ
るという (cf. [3, Def. 2.2.1]). すなわち, C が
generic であるとは, 付随する 6 次曲線 C ′ が
次の (I), (II) のいずれかを満たすときをいう:

(I) C ′ は 2 重特異点をちょうど 5 つもつ.

(II) C ′ は 3 重特異点をちょうど 1 つ, 2 重特
異点をちょうど 2 つもつ.

以下本節と次節では (I) のみ扱うものとし, C ′

の特異点の配置 {Pℓ : 1 ≤ ℓ ≤ 5} ⊂ P2 が与え
られたときに, C ′ の定義多項式 F をモジュラ
イの次元分 (= 12) のパラメータで表示する.

M を変数 x, y, z の 6 次単項式全体のなす
集合とし, M の元を任意に順序付けて, M =

{m1, . . . ,m28} と表す. さらに, ai を変数 (mi

の未知係数) とし, F :=
∑28

i=1 aimi とする. 各
1 ≤ ℓ ≤ 5に対し,条件 (I)から a1, . . . , a28に関
する 3つの線形方程式 f3ℓ−2 = f3ℓ−1 = f3ℓ = 0

を得る (詳細は [3, Algorithm 3.1.1] の (3) を
参照). このとき, 次が成り立つ:

命題 2 (cf. [3], Prop. 2.1.3) 線形方程式系
ft(a1, . . . , a28) = 0 (1 ≤ t ≤ 15) (2.1)

の解全体のなす集合は, K 線形空間として 13

次元である.
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よって, 線形方程式系 (2.1) の解空間の基底
を {b1, . . . ,b13} ⊂ (K)28 とすれば,

(a1, . . . , a28) =

13∑
j=1

vjbj (vj ∈ K) (2.2)

と表される. また, c ∈ K∖{0}に対し V (cF ) =

V (F ) であるから, v1 = 1 としてよい.

3 応用: 有理点を多くもつ曲線の列挙
K を有限体, K ′ を K の有限次拡大とする.

前節で構成したパラメトリゼーションの応用と
して, 与えられた個数 N の K ′ 有理点をもつ
ような, K 上の種数 5 generic 曲線 (に付随
する 6 次曲線の定義多項式) を全て列挙する
ことを考える. 具体的には, (I), (II) の各場合
において, まず特異点の配置パターンを決定す
る (本節では (I) のみ扱うが, (II) の場合も同
様). 次に, 各配置 {Pℓ : 1 ≤ ℓ ≤ 5} ⊂ P2 に
対し, 下のアルゴリズム 3 を実行することで,

6 次形式 F ∈ K[x, y, z] であって次を満たす
ものを全て列挙する: C ′ = V (F ) ⊂ P2 は Pℓ
(1 ≤ ℓ ≤ 5) を重複度 2 の特異点にもち, C ′ の
特異点解消 C は種数 5 generic 曲線であり, さ
らに #C(K ′) = N を満たす.

アルゴリズム 3 (cf. [3], Algorithm 3.1.1)

F := ∅ とし, 以下を実行する:

1) (2.1) の解空間の基底 {b1, . . . ,b13} ⊂
(K)28 を求める. なお, 各 bj は bj ∈
K28 を満たすようにとれる [3, Rem. 3.1.2].

2) 各 (1, v2, . . . , v13) ∈ K13 に対し, (2.2)

に対応する 6 次形式を F とする. F が
既約かつ V (F ) ⊂ P2 の幾何種数が 5 で
あり, さらに #C(K ′) = N なら F :=

F∪{F} とする (#C(K ′) の計算には [3]

の公式 (2.2.2) を用いる). ここで C は
C ′ := V (F ) の特異点解消とする.

3) F を出力する.

4 標数 p = 3 における計算結果
K = F3, K

′ = F9 の場合に, アルゴリズム 3

をMagma 上で実装・実行することで得られた
結果を定理 4 にまとめる. アルゴリズムの実行
にあたり, K = F3 に対する特異点の配置を決
定する必要があるが, これについては [3, §4]に
計算結果をまとめている. また, 計算機環境の
詳細, および, 得られた曲線の方程式の例につ
いては [3, §5] を参照とする.

定理 4 ([3], Thm. 1) 標数 p = 3 の有限素体
F3 上の種数 5 generic 曲線の F9 有理点の個数
#C(F9) の最大値は 32 である. さらに, F9 有
理点の個数が 32 となるような種数 5 generic

曲線の Jacobi 多様体は F9 同種を除いてちょ
うど 4 個存在し, それらの Weil 多項式は次の
いずれかで与えられる:

1) (t2 + 2t+ 9)(t2 + 4t+ 9)4,

2) (t+ 3)2(t4 + 8t3 + 32t2 + 72t+ 81)2,

3) (t+ 3)4(t2 + 2t+ 9)(t2 + 4t+ 9)2,

4) (t+ 3)6(t2 + 2t+ 9)2.

有限体上の代数曲線がもつ有理点の個数に関
するデータベース manypoints.org によれば,

F9 上の種数 5 の代数曲線がもつ F9 有理点の
個数 #C(F9) の最大値は 32 以上 35 以下であ
る. #C(F9) = 32 を達成する C の例は 2 つ知
られており, Fischer, そして Ramos-Ramos [4]

によって発見された. これら 2 つの例がもつ
Weil 多項式はそれぞれ定理 4 の 1), 4) と同一
である. 一方, 2), 3) のWeil 多項式をもつ曲線
は, #C(F9) = 32 を達成する新しい例である.

また, #C(F9) > 32 を満たす種数 5 の非超楕
円曲線 C を見つけたいなら, 特異点がより複
雑な場合 (i.e., (I), (II) 以外の場合), または F3

上定義されない場合を考える必要がある.
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橋本侑知 1,縫田光司 2

1東京大学，2九州大学
e-mail : hashimoto-yuji715ewwwd@g.ecc.u-tokyo.ac.jp

1 概要
ある楕円曲線が与えられたときにその曲線が

超特異曲線であるかを判定する効率的かつ al-
most deterministicなアルゴリズムが Sutherland
により提案されている [1]。このアルゴリズム
の支配的な計算コストは有限体上の平方根計算
となっている。本研究ではその支配的な計算コ
ストを Legendre型の楕円曲線とその間の同種
写像の性質を用いることにより、約半分に削減
出来ることを示した。また、計算機実験を行う
ことにより、43.6%から 55.7%計算時間が削減
されたことを示した。

2 準備
本章では、楕円曲線と同種写像について説明

する。(詳しくは [2]を参照せよ。)以降では、p
を 3より大きな素数とする。また、Fqを標数 p
の有限体として、F̄p を Fq の代数閉包とする。

2.1 楕円曲線
本節では楕円曲線について説明する。有限

体 Fq上の任意の楕円曲線は下記のような short
Weierstrass曲線として与えられる。

E : y2 = x3 + Ax + B (A,B ∈ Fq)

ただし、4A3 + 27B2 , 0とする。この楕円曲
線の無限遠点を OE と表記することとする。ま
た、この楕円曲線の j-不変量は以下のように定
義される。

j(A,B) = 1728
4A3

4A3 + 27B2

有限体 Fq上の二つの楕円曲線に対して、j-不変
量が等しいこととそれらの楕円曲線が F̄p 上同
型であることは同値である。次に Legendre型
の楕円曲線について説明する。

定義 1. F̄p上の任意の楕円曲線は以下のような
ある Legendre型の楕円曲線と同型である。

E(−(λ+1),λ) : y2 = x(x−1)(x−λ) (λ ∈ F̄p, λ , 0,1)

また、Legendre型の楕円曲線の j-不変量は以下
のように定義される。

j(E(−(λ+1),λ)) =
256

(
λ2 − λ + 1

)3

λ2(λ − 1)2
.

上記の λは Legendreパラメータと呼ばれる。
次に short Weierstrass曲線をLegendre型の楕円
曲線へ変換する方法について説明する。

命題1. Eを y2 = (x−e1)(x−e2)(x−e3) (e1, e2, e3 ∈
F̄p は互いに異なる値 )と表された short Weier-
strass曲線とする。λ = e3−e1

e2−e1
とすると、このと

き、E は E(−(λ+1),λ)と同型である。

2.2 同種写像
本節では、同種写像について説明する。Fq上
の 2つの楕円曲線 E,E ′に対して、その間の有
理関数によって与えられる定数写像でない準同
型写像 ϕ : E → E ′を同種写像と呼ぶ。

2.3 基本 Legendre写像
超特異性判定アルゴリズムの効率化のために、
我々は Legendre曲線間の Legendreパラメータ
のみに注目した基本 Legendre写像を導入する。
P0 = (0,0),P1 = (1,0),Pλ = (λ,0)とする。この
とき、Pを P0 = (0,0),P1 = (1,0),Pλ = (λ,0)の
いずれかの二等分点とすると ϕP : E(−(λ+1),λ) →
E(−(λ+1),λ)/⟨P⟩における基本Legendre写像φP0, φP1, φPλ

は下記のような写像となる。

φP0(λ) =
(√
λ + 1

√
λ − 1

)2

, φP1(λ) =
(√

1 − λ + 1
√

1 − λ − 1

)2

,

φPλ (λ) =
(√
λ − 1 +

√
λ

√
λ − 1 −

√
λ

)2

3 提案アルゴリズム
本章では我々の提案アルゴリズムについて説
明する。(詳しくは [3]を参照せよ。) Fp2 上の
short Weierstrass曲線 E : y2 = f (x)が与えられ
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たとき,提案アルゴリズムは以下のように実行
される。
1) f (x)が Fp2 上に異なる 3つの根を持たな
ければ falseを出力する。そうでなけれ
ばそれらの根を e1, e2, e3(∈ Fp2)とする。

2) λ = e3−e1
e2−e1

として、E(−(λ+1),λ) : y2 = x(x −
1)(x − λ)を計算する。

3) λ1,1 := λ,λ1,2 := λ,λ1,3 := λとする。
4) 下記の計算を実行する。

(a) A = 4
√
λ1,1 and λ2,1 = 1 − φP0(λ1,1) =

− 4A2

(A2−1)2 を計算し、もし、λ2,1 < Fp2

ならば falseを出力する。
(b) λ3,1 = 1−φP0(λ2,1) = − 8

√
−1A(A2−1)
(A−

√
−1)4 を

計算する。このとき、もし、λ3,1 < Fp2

ならば falseを出力する。
(c) B = 4

√
1 − λ1,2 andλ2,2 = 1−φP1(λ1,2) =

− 4B2

(B2−1)2 を計算し、もし、λ2,2 < Fp2

ならば falseを出力する。
(d) λ3,2 = 1−φP0(λ2,2) = − 8

√
−1B(B2−1)
(B−

√
−1)4 を

計算する。このとき、もし、λ3,2 < Fp2

ならば falseを出力する。
(e) C1 =

4
√
λ1,3, C2 =

4
√
λ1,3 − 1 and λ2,3 =

1 − φPλ (λ1,3) = − 4C2
1C

2
2

(C2
2−C

2
1 )2
を計算し、

もし、λ2,3 < Fp2 ならば falseを出
力する。

(f) λ3,3 = 1−φP0(λ2,3) = − 8
√
−1C1C2(C2

2−C
2
1 )

(C2−
√
−1C1)4

を計算する。このとき、もし、λ3,3 <
Fp2 ならば falseを出力する。

5) m := ⌊log2 p⌋ +1として、i = 3からmま
で繰り返し以下の計算をする。µ = 1,2,3
として、iが奇数のときは (a)を計算し、
iが偶数のときは (b)を計算する。

(a) di,µ = 4
√
λi,µを計算し、

λi+1,µ = 1−φP0(λi,µ) = −
4d2

i,µ

(d2
i,µ − 1)2

とする。このとき、もし、λi+1,µ < Fp2

ならば falseを出力する。
(b) di−1,µを用いて、

λi+1,µ = 1−φP0(λi,µ) = −
8
√
−1di−1,µ(d2

i−1,µ − 1)

(di−1,µ −
√
−1)4

を計算する。このとき、もし、λi+1,µ <
Fp2 ならば falseを出力する。

6) もし、上記の過程で falseが出力されな
いならば trueを出力する。

3.1 計算コストと計算時間
以下の表から累乗根計算が半分になっている
ことが分かる。

表 1. 1ステップ辺りの同種写像計算コストの Sutherland
アルゴリズムとの比較表 (Fp2 上の計算において、“Root”は
累乗根計算、“Inv”は除算, “Mult”は掛け算、“Const. Mult”
は定数倍を表す。)

Fp2 operations Root Inv Mult Const. Mult
Sutherland [1] 3 0 9 15
Our algorithm 3/2 3 9 3

また、以下の表は計算機実験における計算時
間の測定表である。下記の表から実測値として
も計算時間が約半分に削減されていることが分
かる。

表 2. 提案アルゴリズムと Sutherlandの平均計算時間
(CPU times in milliseconds)

bit Sutherland’s algorithm Our algorithm Percentage
768 48178 20996 43.6
832 50533 24354 48.2
896 87331 39071 44.7
960 89885 43289 48.2
1024 110947 61837 55.7

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP19J23395の助成
を受けたものである。
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平均場ニューラルネットワークの収束率保証付き最適化
二反田 篤史 1

1九州工業大学大学院情報工学研究院
e-mail : nitanda@ai.kyutech.ac.jp

1 概要
平均場ニューラルネットワークはニューラル

ネットワークの特性をよく体現するモデルであ
ると同時に最適化が難しいモデルでもありその
最適化効率は未だ不明な部分が多い．本研究で
は，KL正則化を課すことで平均場ニューラル
ネットワークを劣線形，あるいは線形収束の効
率性で最適化可能であることを示す．

2 はじめに
ニューラルネットワークの最適化は，目的関

数が非凸であるにもかかわらずオーバーパラ
メトライゼーションのもと最適値に収束するこ
とが多くの実験で確かめられている．この大域
的収束性（最適値への収束性）を理論的に説明
する試みが近年活発に進められニューラルタン
ジェントカーネル (NTK)や平均場ニューラル
ネットワークといった概念が開発された．これ
らの理論はニューラルネットワークの最適化ダ
イナミクスを関数空間内で記述する方法を与え
る．それにより関数を変数とみた場合の目的関
数の凸性が利用可能となり最適化の大域的収束
性が示されるのである．また平均場ニューラル
ネットワークは表現学習を体現するモデルとし
ても重要な研究対象になっている．図1はニュー
ラルネットワークのパラメータの特異値を描い
ていて，平均場ニューラルネットワークがより
高い適応性を持っていることがわかる．一方で
平均場ニューラルネットワークは最適化が難し
いモデルでもあり効率的な収束性の担保のため
には強い条件が必要とされている．実際，一般
的な条件下においての収束効率については不明
な部分が多い．本研究では，カルバック・ライ
ブラ距離 (KL距離)を正則化項として目的関数
に加えることで平均場ニューラルネットワーク
を劣線形，あるいは線形収束の効率性で最適化
可能であることを示す．
平均場ニューラルネットワークは単一ニュー

ロンのパラメータ空間上の確率測度でパラメ
トライズされる．パラメータの空間およびデー
タ空間をそれぞれ Ω = Rp，X = Rd で表し，

h(θ, ·) : X → Rを単一ニューロン θ ∈ Ωが定
めるデータ空間上の関数とする．ここでΩ上の
確率密度関数 q(θ)を用いて平均場ニューラル
ネットワークをhq(x) = Eθ∼q(θ)[h(θ, x)]で定義
する．これは中間ニューロン数が無限個の二層
ニューラルネットワークとみなせる．実際，こ
の積分を q(θ)dθからサンプリングされた有限個
の粒子で近似すれば通常の二層ニューラルネッ
トワークに相当するモデルが得られることがわ
かる．すなわちM 個のニューロン θr ∼ q(θ)dθ
をサンプリングしまとめてΘ = {θr}Mr=1とおけ
ば，hq(x)は有限次元二層ニューラルネットワー
ク hΘ(x) = 1

M

∑M
r=1 h(θr, x)の極限 (M →∞)

とみなせる．
本研究では正則化付き期待 (経験)損失最小化
問題を考える．目的関数は損失関数を ℓ(x, y)，
期待 (経験)データ分布をDとして，

min
q:density

{L(q) = E(X,Y )∼D[ℓ(hq(X), Y )]

+ λ1Eθ∼q(θ)[∥θ∥22]
+ λ2Eθ∼q(θ)[log(q(θ))]}, (1)

で定義される．ここで正則化項はガウス分布か
らのKL距離に他ならない．
通常，ニューラルネットワークのパラメータ

について損失関数は非凸関数であるために，最
適化の大域的収束性を示すことは困難である
が，問題 (1)は確率密度関数 qについて凸最適
化問題になっている．本研究では，この特筆す
べき性質を活用することで凸最適化の観点から
平均場ニューラルネットワークの最適化手法を
導出した．具体的には有限次元凸最適化法とし
て開発された Dual Averaging (DA)法および
Stochastic Dual Coordinate Ascent (SDCA)

法の無限次元版 (確率測度版)を導出し，それ
ぞれ期待損失最小化，経験損失最小化問題の
場合に劣線形収束性O(1/T )および線形収束性
exp(−O(T ))を証明することに成功した．ここ
で T はアルゴリズムの外部反復数である．ま
た総計算量の観点からも多項式時間での収束性
が保証される．これはこの問題設定において平
均場ニューラルネットワークが多項式時間で最
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(a) パラメータの適応性 (平均場 NN).
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(b) パラメータの適応性 (NTK).
図 1. 単一ニューロンからなる教師モデルのパラメータと生徒ニューラルネットワークのパラメータ行列の
特異ベクトル (上位 5個)のコサイン類似度の推移．平均場ニューラルネットワークがより高い適応性を示
している.

適化可能であることを初めて示した研究成果で
ある．

3 主結果
問題 (1)のための Duarl Averaging (DA)法
を提案する．DA法は元来，有限次元空間上の
凸最適化法として開発された [1]．本研究ではそ
れを確率測度の空間上の手法に拡張する．DA

法の詳細をアルゴリズム 1にまとめる.

Algorithm 1 Dual Averaging (DA)

Input: データ分布D，初期確率密度 q(1)

for t = 1 to T do

Dからデータ (xt, yt)を乱択
g(t) ← ∂zℓ(hq(t)(xt), yt)h(·, xt) +λ1∥ · ∥22
分布 q

(t+1)
∗ ∝ exp

(
−

∑t
s=1 2sg

(s)

λ2(t+2)(t+1)

)
の近

似分布 q(t+1)をえる
end for

t ∈ {2, 3, . . . , T + 1}を確率 P[t] = 2t
T (T+3)

に従い乱択，hq(t) を返す

DA法は逐次的にギブス分布 q
(t+1)
∗ を更新す

る．この分布は以下の関数の最小解である．

Eq
[ t∑
s=1

sg(s)
]
+
λ2
2

(t+2)(t+1)Eq[log(q)], (2)

ここで g(t) = ∂zℓ(hq(t)(xt), yt)h(·, xt) +λ1∥ · ∥22
は ℓ(hq(xii), yt) + λ1Eq[∥θ∥22]の q(t)における q

についての変分である. 部分問題の目的関数 (2)

は確率密度関数の空間上での損失関数の線形近
似と負エントロピー項で構成され，ランジュバ
ンアルゴリズムを走らせることで最小化可能で
ある．以上まとめるとDA法は負エントロピー
付き非線形汎関数を線形近似しつつ，その最小

解をランジュバンアルゴリズムにより近似的に
求めるということを逐次的に実行するアルゴリ
ズムである．
損失関数とモデルについて適当な滑らかさ，
有界性と近似問題の求解精度KL(q(t+1)∥q(t+1)

∗ ) ≤
1/t2のもと次の収束定理をえる．
定理 1. 任意の q∗ ∈ P2に対し正数 e(q∗)が存
在し, DA法の反復に対し以下が成立する．

2

T (T + 3)

T+1∑
t=2

t
(
E[L(q(t))]− L(q∗)

)
≤ O

( 1

T 2

(
1 + λ1Eq∗

[
∥θ∥22

])
+
λ2e(q∗)

T

+
λ2
T

(1 + exp(8/λ2))p
2 log2(T + 2)

)
.

この定理よりDA法の劣線形収束性O(1/T )

が示された．また本稿では詳細は省くが SDCA

法という凸最適化法を本問題設定に拡張する
ことで線形収束するアルゴリズムも導出可能で
ある．

謝辞 本稿で紹介した研究の一部は，JSPS科研
費JP19K20337及びJSTさきがけJPMJPR1928

の支援を受けたものです. 共同研究者である東
京大学の鈴木大慈氏，大古一聡氏，トロント大
学のDenny Wu氏に感謝いたします.
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メビウス型包除積分ニューラルネットワークの項数削減による精度と解釈 
 
   板橋 将之1, 本田 あおい2 
     1九州工業大学大学院,  2九州工業大学 

     e-mail: aoi@ai.kyutech.ac.jp 

 

1  概要 
 近年画像処理や自然言語処理などの様々な

分野でディープラーニングニューラルネット

ワークモデルが高い成果を上げている. ディ

ープラーニングはニューラルネットワーク(以

降 NN)の層を深くしたもので, 高い精度で特徴

抽出を行うことができるが, そのモデルは一

般に解釈が困難である. 本研究の目的は高い

精度を保持し, 解釈や情報抽出が可能となる

ネットワークモデルの設計である. その手法

として加法性を仮定しない測度であるファジ

ィ測度による積分を可能とする包除積分[1], 

特にメビウス型包除積分に対応する NN モデル

を構築する. 過学習を抑制しモデルをよりシ

ンプルにするための項数削減法や学習後のパ

ラメータからの情報抽出方法を提案する. 

 

2  数学的定義 
 Ω = {1, 2, … , n}を有限集合とする. Aを有

限集合, P(Ω)をΩのべき集合, μをファジィ測

度, ⊗を[0, 𝐾]上の t-ノルムとする. この時Ω

上の非負有界関数𝑓 = (𝑥1,  𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ [0,

𝐾]𝑛のμ と⊗による包除積分は, 

⊗ ∫ 𝑓𝑑𝜇 ≔ ∑ 𝑀⊗(𝑓|𝐴)𝜇(𝐴),

𝐴∈𝑃(Ω)

 

ただし, 

𝑀⊗(𝑓|𝐴) ∶=  ∑ (−1)|𝐵−1| ⊗𝑖∈𝐵 𝑥𝑖

𝐵∈𝑃(Ω),B⊃A

, 

で定義される. この式をメビウスの反転公式

を用いて変換すると包除積分は 

⊗ ∫ 𝑓𝑑𝜇 ≔ ∑ (⊗𝑖∈𝐴 𝑥𝑖)𝑚𝜇(𝐴)

𝐴∈𝑃(Ω)

, 

ただし, 

𝑚𝜇(𝐴) ≔ ∑(−1)|𝐵−𝐴|𝜇(𝐵)

𝐵⊂𝐴

, 

と変形できる. 

 
3  包除積分ネットワークモデル 
メビウス型包除積分モデルのネットワーク

構造は前処理層とメビウス型包除積分層から

なる. 前処理層では各説明変数データを[0,1]

の値にするため活性化関数にシグモイド関数

を用いる. また, データの前処理は図１の左

図のようにシグモイド関数に対して ax+b を引

数に渡すような単純な波形で概ね近似できる

場合もあれば, 入力と出力の関係が単調とな

らないような複雑な場合にも対応できるよう

全結合層とした図１の右図のような層に置き

換えることも可能である.  

図１：3点集合の前処理層例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図２：3点集合のメビウス型包除積分層例 

 

今回の実験で使用するデータは比較的単純な

データであったため実験では前処理層に図１
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の左図を用いた. メビウス型包除積分層は図

２のように前処理層のシグモイド関数を経た

出力で[0, 1]にした値が被積分関数に対応し, 

出力 yが包除積分結果となる. 包除積分層の

エッジの重みパラメータの値がファジィ測度

のメビウス変換に対応する. 

 

4  実験 
4.1データ 

実験で使用するデータセットは Pythonの

scikit-learn機械学習用ライブラリで提供さ

れている「diabetes」（糖尿病）に関する 442

件のデータから成り, データの構成は表 1の

ように１年後の疾患進行度を目的変数とし, 

説明変数は年齢や性別, BMI値などの 10変数

の回帰用データとなっている. 

 

表 1：diabetesデータの概要 

データ使用時は, 最小値と最大値を用いて[0, 

1]に線形に正規化し目的変数と負の相関を持

つ HDLは上下の反転を行った. 

4.2実験内容 

 実験では 2つの手法で項数削減を行い, そ

れぞれの影響を調査した. 

① k-加法性による項数削減 

k-加法性による項数削減ではメビウス型包

除積分を k-加法性条件を用いて項数を削減す

る. 例えば 2加法まで項数を削減する場合は 3

変数以上による多項演算部分を削減する. こ

の時項数はデータ数 nに対して2𝑛 − 1から

𝐶𝑛 1 + 𝐶𝑛 2まで項数を削減できる 

② シンプレックス加法包除積分モデルによる

項数削減 

シンプレックス加法包除積分モデルでは RNN

（再帰的ニューラルネットワーク）風に項数

の削減を行った. 具体的にはまず, 1次加法を

残し 1～nまで足すような集合 SA, 

SA = {{1}, …, {n}, {1, 2}, {1, 2, 3}, 

…, {1, 2, …, n}} 

を定義し, メビウス型包除積分の式で用いら

れているべき集合を集合 SAに変え削減を行

う. また, この項数削減方法はデータ順によ

る影響を受けるため, データ順をデータ取得

時の順番, 目的変数に対する相関係数の昇順,

降順の３通りで精度の比較を行った. シンプ

レックス加法包除積分モデルでは項数は 2nま

で削減できる. 精度の評価指標として平均絶

対誤差, 平均二乗誤差, 決定係数を用いて 5

分割交差検証により, 汎化性能を調査した. 

 

5  結論 

 今回の実験では使用したデータが比較的単

調なためか, k-加法性による制限を強めた 2

次加法の場合に検証データに対する精度が最

も高く, 10次加法まで制限を弱めるほど精度

が下がった. このことから使用したデータは

２加法性程度で表現できる比較的単調な構造

であること, k-加法性による項数削減によっ

て過学習を抑制されていることがわかる. ま

たシンプレックス加法包除積分モデルは比較

的精度を損なうことなくモデルを単純化でき

る手法として有効であった. ただし, データ

順に影響を受けるためデータ順に関しては精

度が高くなるような工夫が必要であるだろう. 

実験結果からシンプレックス加法包除積分モ

デルの解釈を行うと, BMI値, 平均血圧, LTG

値のモデルに対する影響力が大きく, また, 

SA集合で表現される一点集合を除いたファジ

ィ測度から{年齢, 性別, BMI値, 平均血圧}の

組み合わせの影響が大きいことが読み取れた. 
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詳細 最小 最大
Yに関する

相関係数

AGE 年齢 -0.107 0.111 0.188

SEX 性別 -0.045 0.051 0.043

BMI BMI値 -0.090 0.171 0.586

MAP 平均血圧 -0.112 0.132 0.441

TC 総コレステロール -0.127 0.154 0.212

LDL 悪玉コレステロール -0.116 0.199 0.174

HDL 善玉コレステロール -0.102 0.181 -0.395

TCH -0.076 0.185 0.430

LTG -0.126 0.134 0.566

GLU -0.138 0.136 0.382

Y 1年後の疾患進行度 25 346 1

血清に関する指標
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包除積分ニューラルネットの多層化とパーセプトロンによる構成について
長瀬 准平 1, 本田 あおい 2, 石渡 哲哉 3

1芝浦工業大学大学院，2九州工業大学, 3芝浦工業大学
e-mail : nb20106@shibaura-it.ac.jp

1 包除積分ニューラルネット
包除積分とは，非加法的な測度に関して一般

化された積分である．包除積分は入力に関する
交互作用の項をもつように拡張された重回帰分
析の一種であると考えることができるため，包
除積分をデータ解析の手法として応用した包除
積分ニューラルネットが提案されている．
定義 1 (包除積分ニューラルネット) 入力デー
タxはN個の数値をもち，x = (x1, · · · , xN ) ∈
RNとする. 包除積分ニューラルネット IEINは，
各変数の変換を x′n := h(anxn+ bn)として，次
のように定義される積分である:

IEIN(x;w,a, b,�) :=
∑

A∈P(X)

wA

(⊙
n∈A

x′n

)
.

an, bn ∈ RN , w = {wA}A∈P(X) はパラメー
タである．ここで，X = {1, ..., n, ..., N}とし，
P(X)は X の部分集合全体，関数 hは活性化
関数と呼ばれる非線型な関数である．�は任意
の二項演算から自然に定義される多項演算で，⊙

i∈∅ xi = 1とする．
例としてx = (x1, x2, x3) ∈ R3の場合の包除積
分ニューラルネット IEINは

IEIN(x;w,a, b,�) = w{1}x1 + w{2}x2 + w{3}x3

+w{1,2} (x1 � x2) + w{1,3} (x1 � x3)
+w{2,3} (x2 � x3) + w{1,2,3} (x1 � x2 � x3) + w∅

と書き下すことができる．また，�としてmin

演算∧を用いた包除積分はショケ積分と呼ばれ
るファジィ積分の一種に相当する．
包除積分ニューラルネットは，その定義から

大きく二つの関数に分けて考えることができる．
すなわち，各変数の特徴変換 xi 7→ x′iを行う特
徴変換の関数と，その各変数に対して積型の演
算 �を適用する包除積分の関数である．本研
究では，前者を特徴変換層 ϕ, 後者を包除積分
層 IE⊙と呼び，

IEIN(x;�) = IE⊙ ◦ ϕ(x)

と表すことにする．それぞれの関数の定義は次
の通りである．
ϕ(x;a, b) := h (a1x1 + b1, · · · , aNxN + bN ) ,

IE⊙(x,w) :=
∑

A∈P(X)

wA

(⊙
n∈A

xn

)
.

本講演では，包除積分ニューラルネット（以下，
IEIN）のもつこれら ϕ, IE⊙の関数の性質を深
層ニューラルネット（以下，DNN）の観点から
改めて考察する．特に，ϕ, IE⊙ のそれぞれと
等価なパーセプトロンの構成および多層 IEIN

の提案によって，IEINは DNNの一種として
捉えられることを示す．

2 幅方向の一般化
本田らは IEINの実装および実験を行なって
いる [2]．その一つの結果として，パラメータ
ai,a

′
i ∈ Rmを用いて，要素ごとのアフィン関

数 ϕを要素ごとの入出力 1次元の単層パーセプ
トロン ϕ′ に置き換えた場合の精度向上が報告
されている：
ϕ′(x;a1,a

′
1, b1, · · · ,aN ,a′N , bN )

=
(
h(aT1 a

′
1x1 + b1) · · · h(aTNa

′
NxN + bN )

)T
.

したがって，特徴変換層ϕ′はパーセプトロンで
構成可能である．ただし，本田らは，IEINが
積分としての性質を保つための要請として，特
徴変換層 ϕの出力 x′i について x′i ∈ [0, 1]を仮
定しており，活性化関数 hは出力が [0, 1]に正
規化されるシグモイド関数を採用している．
また，包除積分を行う層 IE⊙については，�
の種類によっては，パーセプトロンによって構
成可能である．例として，�がmin演算 ∧の
場合は活性化関数にReLU関数を，�が代数積
�Pの場合は活性化関数に expと logを用いた
パーセプトロンでそれぞれ構成できる．

3 深さ方向の一般化
前節の通り，IEINの特徴変換層 ϕは要素ご

との変換に置き換えることが考えられる．要素
ごとの変換という性質を次のように定義する．
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定義 2 (変数独立性) x = (x1, · · · , xN ) ∈ RN

を入力とするベクトル値関数 f : RN → RN に
ついて，N 個の関数 f1, · · · , fN を用いて

f(x) =
(
f1(x1) f2(x2) · · · fN (xN )

)T
と表せるとき，f は変数独立性をもつという．
特徴変換層 ϕに変数独立性を仮定することで，
包除積分 IE⊙の入力x′が元々の IEINの入力x
と対応し，各測度パラメータwAから各入力の
重要度を得ることができる．実際，ϕ′は変数独
立性をもつ単層のパーセプトロンであったが，
ϕ′を多層化することで変数独立性をもつDNN

を構成することができ，変数独立なDNNを特
徴変換層に用いることで IEINを一般化できる．
また，近年の深層学習において，点群データ

や画像の集合が入力として扱われることがある．
その際にDNNに要請される仮定として次の置
換不変性が知られている [3]．
定義 3 (置換不変性) x = (x1, · · · , xN ) ∈ RN

を入力とするベクトル値関数 g : RN → Rが任
意の置換 σについて次の性質

g(x1, · · · , xN ) = g(xσ(1), · · · , xσ(N))

をみたすとき，gは置換不変性をもつという．
この置換不変性によって，DNNは入力データの
任意の置換に対する不変性を獲得し，入力デー
タを集合として扱うように学習することができ
る．一方，IEINにおける �の演算は，t-ノル
ムと呼ばれる単調で置換不変な二項演算を仮定
することで，積分の単調性を保つことが知られ
ている．このことから，IE⊙における�には，
単調性と置換不変性をもつ 2入力 1出力の学習
済みDNNに置き換えることが考えられる．前
節で述べた通り，特定の �はパーセプトロン
で構成できるため，�を 2入力 1出力の置換不
変な DNNに拡張することで IEINを一般化で
きる．
以上のことから，要素ごとのアフィン関数あ

るいはパーセプトロンが用いられていた特徴変
換層 ϕ, ϕ′を変数独立な DNNに置き換えるこ
と，そして，min演算などの �を用いた包除
積分層 IE⊙を 2入力 1出力の置換不変なDNN

に置き換えることによって，IEINを一般化す
ることができる．また，この IEINの一般化は
DNNの一種として捉えられる．

4 包除積分ニューラルネットの多層化
特徴変換は一般に多層のほうが表現能力が高
くなるため，IEINの性能は DNNを用いるこ
とで向上すると考えられる．一方，積分自体を
繰り返して表現能力を向上させる方法も考えら
れるため，IEIN自体の多層化を考える．
変数独立性は特徴変換の前後で入出力に対応
関係を与える性質の一つであり，特徴変換層の
一般化のために導入した．同様に特徴変換層を
一般化するための性質の一つとして，変数独立
性を拡張した本研究独自の概念を定義する．
定義 4 (局所大域分離性) x = (x1, · · · , xN ) ∈
RN を入力とする関数 ϕ : RN → RN について，
変数独立性をもつ関数 fと置換不変性をもつ関
数 gを用いて ϕ(x) = f(x) + g(x) と表せると
き，ϕは局所大域分離性をもつという．
g(x) = 0のとき ϕは明らかに変数独立性をも
つことから，局所大域分離性は変数独立性の一
般化である．また，g(x)は特定の入力に依存し
ない置換不変な情報を用いているため，複数の
入力の情報を扱いながらも変数の対応関係を保
つ．さらに，IE⊙ は各パラメータ wを調整す
ることで置換不変性を有する．例として，任意
のパラメータをw = 1とすれば，IE⊙ は置換
不変性を満たす．したがって，変数独立性をも
つ特徴変換層 ϕと置換不変な包除積分層 IEの
和によって構成される局所大域分離性をもつ関
数は，IEINの特徴変換層 ϕIEとして用いるこ
とができる：ϕIE = IE⊙

(
ϕ(x) + IE⊙(x)

)．す
なわち，この ϕIEを特徴変換層に用いた IEIN

は包除積分が繰り返された多層 IEINである．
謝辞 本研究は，JSPS 科研費 JP21J12812 の
支援を受けたものである．
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包除積分ネットワークモデルと tノルム・コノルム演算の関係

本田 あおい 1, 長瀬 准平 2, 石渡 哲哉 3

1九州工業大学，2芝浦工業大学大学院，3芝浦工業大学
e-mail : aoi@ai.kyutech.ac.jp

1 概要

ニューラルネットワークは単純な処理を行う
ユニットを大量に結合することで, 任意の関数
を任意の精度で近似できるという, 現在人工知
能の分野で最も成果をあげている技術である.

この強力な表現力をベースに様々な角度から改
良が加えられ,実用的で高性能なニューラルネッ
トワークが次々に考案されている. その一つと
して包除積分ニューラルネットワークモデルが
提案されている. 包除積分は多項演算に t-ノル
ムを用いると性質のよい積分汎関数になること
はわかっているが, 関係の詳細は未解決である.

本講演では包除積分ネットワークで用いる多項
演算に焦点をあて, どのような t-ノルムが適切
か, また t-ノルムの性質の違いが包除積分ネッ
トワークと通常のパーセプトロンの表現力の差
異に影響するのかについて考察する. 研究の最
終目標は包除積分ニューラルネットワークを用
いてニューラルネットワークの課題の 1つであ
るブラックボックス問題を解決することである.

2 t-ノルム・コノルムと包除積分ネット
ワーク

t-ノルム・コノルムとは I = [0, 1] 上に定義
される 2項演算で, 集合演算, 論理演算の拡張
と捉えて扱われることが多く, 論理や集合の拡
張理論の構築において欠かせない存在となって
いる.

定義 1 (t-ノルム・コノルム)

2項演算 ⊙ : [0, 1]2 → [0, 1] が次の条件を満た
すとき, t-ノルムと呼ぶ. 任意の x, y, z ∈ [0, 1]

に対して,

(T1) 0⊙ 0 = 0, x⊙ 1 = 1

(T2) x ≤ y ならば x⊙ z ≤ y ⊙ z
(T3) x⊙ y = y ⊙ x
(T4) x⊙ (y ⊙ z) = (x⊙ y)⊙ z

2項演算 ⊕ : [0, 1]2 → [0, 1] が次の (S1), およ
び (T2), (T3), (T4)を満たすとき, t-コノルム
と呼ぶ. 任意の x, y, z ∈ [0, 1] に対して,

(S1) 1⊕ 1 = 1, x⊕ 0 = x

定義域の [0, 1] は任意の閉区間に置き換え可能
で, 区間の最小値と最大値がそれぞれ, 零元と
単位元になることが本質である. 性質 4 より自
然に n項演算に拡張できる. t-ノルム・コノル
ムの代表的なものは

論理積・和
x ∨ y := max(x, y), x ∧ y := min(x, y)

代数積・和 x⊙py := xy, x⊕py := x+y−xy
限界積・和 x⊙L y := max(x+ y − 1, 0),

x⊕L y := min(x+ y, 1)

激烈積・和

x⊙W y :=


x, y = 1

y, x = 1

0, otherwise

x⊕W y :=


x, y = 0

y, x = 0

1, otherwise

この他にもパラメータ付きのパラメトリック t-

ノルム・コノルムなども含め多数の演算が考案
されている. 一般に t-ノルムの方が t-コノルム
より小さい値をとり 平均演算がその間に入る.

値の大小で強弱を, 任意の x, y ∈ [0, 1] に対し
て x ∗1 y ≤ x ∗2 y が成り立つ時 ∗1 ≤ ∗2 と定
義すると関係は次のようになる:

激烈積<限界積<代数積<論理積
<種々の平均演算<論理和<代数和
<限界和< 激烈和.

この t-ノルムは包除積分の演算として利用
ができる. 包除積分は必ずしも加法性を仮定し
ない測度による積分のクラスである [1]. X =

{1, 2, . . . , n} とし µ を (X, 2X 上に定義された
単調な集合関数とする. すなわち A ⊂ B ⊂ X

に対して常に µ(A) ≤ µ(B) が成り立つ.

補題 2 (包除積分の別表現) X = {1, 2, . . . , n}
としµ を (X, 2X)上のファジィ測度, ⊙ を [0, 1]

上の t-ノルムとする. X 上の非負有界関数
f = (x1, x2, . . . , xn) ∈ [0, 1]n の µ と ⊙による
包除積分⊙

∫
f dµは µ のメビウス変換:

mµ(A) :=
∑
B⊂A

(−1)|B\A|µ(B).

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

336



を用いて, 次のように別表現できる:

⊙
∫
f dµ =

∑
A∈2X

(⊙
i∈A

xi

)
mµ(A).

包除積分のメビウス変換表現をニューラルネッ
トワークに組み込んだものが包除積分ニューラ
ルネットワークである. 表現力の高い効率の
よいネットワーク構造になっていること, パラ
メータや演算が積分汎関数としての意味をもつ
ためネットワークが解釈可能となるなどの利点
がある.

3 等価なニューラルネットワーク

ニューラルネットワークの構造解析を行うた
めには, 等価なネットワークモデルで比較する
のが一つのアプローチである. 包除積分ネット
ワークモデルの場合は等価なネットワークモデ
ルの構成は t-ノルムの表現定理と密接な関係が
ある.

2層 D 入力-1出力パーセプトロンの全体を
関数で表すと次のようになる.

y(x;w) = σ

 M∑
j=0

w
(2)
j h

(
D∑
i=0

w
(1)
ji xi

) ,

(1)

ただし, x は入力ベクトル, w は重みパラメー
タ集合で上付きの (1), (2)はそれぞれ 1層目, 2

層目の重みパラメータを意味する. i, j は入力
ベクトル番号と, 隠れユニット番号でD は入力
ユニット数,M は 隠れユニット数, h, σ は 1層
目, 2層目の活性化関数である. 基本的なニュー
ラルネットワークであるパーセプトロン全体,

あるいは一部分の処理はこのようにアフィン結
合と活性化関数の合成関数である. より多層な
ネットワークも順次, このシンプルな構造を合
成したものである. 設計したニューラルネット
ワーク構造を関数で表したものが任意の x に
対して (1)式と等価,あるいは近似となっていれ
ばこのニューラルネットワークの表現力はパー
セプトロンと等しい, あるいは近いとみなすこ
とができる.

包除積分ニューラルネットワークモデルには
t-ノルム演算以外はアフィン関数であるので, t-

ノルムがパーセプトロンで表現可能であれば包
除積分ニューラルネットワークモデルには等価
なパーセプトロンで表現できるということであ
る. ここで t-ノルムには次の表現定理が得られ
ている.

定理 3 ([2]) ⊙ が連続減少関数 t : [0, 1] →
[0,∞), t(1) = 0 と t の擬逆関数を用いて

x⊙ y = t(−1)(t(x) + t(y))

と別表現できることの必要十分条件は ⊙ が連
続かつアルキメデス的な t-ノルムであることで
ある. ただし, t-ノルムが連続とは任意の x, y ∈
[0, 1]に対して x→ aならば x⊙y → a⊙y が成
り立つこと, アルキメデス的とは, 任意の x, y ∈
(0, 1) に対して自然数 n が存在して ⊙(n)x < y

が成り立つことをいう. 擬逆関数は

t(−1)(x) :=

{
t−1(x), 0 ≤ x ≤ t(x)

1, t(1) ≤ x.

この定理より, アルキメデス的で連続な t-ノ
ルムは加法生成関数とその擬逆関数を用いた別
表現が可能であり, 逆に適当な加法生成関数 t

を用いて t-ノルムを生成することができる. こ
の加法生成関数表現は n項にも拡張でき, すな
わち

n⊙
i=1

xi = t(−1)

(
n∑
i=1

t(xi)

)
が成り立つことが確認できる. したがって次の
補題を得る.

補題 4 包除積分の演算子⊙ が連続でアルキメ
デス的な tノルムならば, 包除積分ネットワー
クはパーセプトロンで別表現可能である.

t, t(−1) が活性化関数に対応する.

包除積分で演算子⊙が ∧(min演算)の場合,

包除積分はショケ積分となる. ∧ はアルキメデ
ス性を持たないため定理 3は適用できず加法生
成表現ができない. しかし, ∧ 演算も次の表現
を用いてパーセプトロンによる表現が可能であ
る. 活性化関数は ReLU関数, 恒等関数となる.

補題 5 ∧.∨ 演算は次のように別表現できる.

x ∧ y = −ReLU(x− y) + x,

x ∨ y = ReLU(x− y) + y.
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符号拡散による2値クラス分類器とその応用
儀我 美保 1, 儀我 美一 1, 大塚 岳 2, 梅田 典晃 3
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1 概要
機械学習において, 入力されたデータがある

集合に属すか否かを, 限られた情報から分類す
る学習問題を 2値クラス分類と呼ぶ. その代表
的な手法としてサポートベクターマシンによる
クラス分類がある ([1]). 本研究ではその中で
もっとも単純な最大マージンクラス分類器を踏
襲しつつ, 線形分離不可能なデータに容易に対
応できる, 拡散方程式の無限伝搬性を応用した
新しい 2値クラス分類器を導入する.

2 拡散方程式による 2値クラス分類器
いまRdは共通部分を持たない未知の集合 P

とQにより Rd = P ∪Qと分離されるとする.

しかし, P およびQの全容は分からず, その一
部である部分集合 A ⊂ P と B ⊂ Qのみが与
えられているとする. このとき, ある種の妥当
性を持つアルゴリズムによってA, Bからそれ
ぞれ P およびQを再現しているであろう集合
PA および QB を構成せよ, という問題が 2値
クラス分類問題となる.

この問題に対し, 本研究では, 以下の拡散方
程式を用いたアルゴリズムを提案する. いま,

AおよびBの測度はそれぞれ 0でないとせよ.

ただし, 線形分離可能性は仮定しない.

d1) u0 : Rd → Rを

u0(x) =


1 if x ∈ A,
−1 if x ∈ B,

0 otherwise.

(1)

d2) u0を初期値とする拡散方程式{
ut = uxx in (0, T )× Rd,

u(0, ·) = u0 on Rd

をごく短い時間区間で解く.

d3) h≪ 1なる正の定数 hに対し,

P hA = {x ∈ Rd| u(h, x) > 0},
QhB = {x ∈ Rd| u(h, x) < 0}

とする.

このアルゴリズムについて, h > 0を大きく取
ると拡散方程式の平滑効果が働き, いずれ既知
のデータA, B上でも分類器の出力と合わない
データが現れる. この観点で言えば hは十分小
さくとり, 時間区間 [0, h]の範囲で u(·, x)の正
負が定まることが求められる. すなわち数学的
には, 本研究が提案する分類器は

SD[u0](x) = lim
t↘0

sgn(u(t, x)) (2)

が存在するとき,

PA = {x ∈ Rd| SD[u0](x) = 1},
QB = {x ∈ Rd| SD[u0](x) = −1}

と定めている. この, AおよびBの特性関数を
初期値とする拡散方程式の解の符号が, 本研究
で提案する新しい 2値クラス分類器である.

3 符号拡散の数学的性質
まずこの分類器が成立するためには,極限 (2)

が u0(x̂) = 0なる x̂ ∈ Rd でも存在する必要が
ある. それには u0 の正負が本質的な意味で振
動しないことが重要であり, 次で定義される関
数の符号変化回数が重要な役割を果たす.

定義 1. v : R → Rに対し, ある開区間 I 上に
おける符号変化数 ZI [v]を, 以下で定義する;

ZI [v] = sup

{
k ∈ Z

∣∣∣∣∣ {x0, . . . , xk} は I 上
vの正負分離点.

}
.

ただし, {x0, . . . , xk} ⊂ I が I 上 vの正負分離
点であるとは, すべての i = 0, 1, . . . , k − 1で
xi < xi+1であって,

v(xi)v(xi+1) < 0

がなりたつときをいう.

次の定理は, SD[u0]が存在するための十分条
件を与える.

定理 2. u0はRd上で有界かつ可測であるとし,

x̂ ∈ Rdで連続かつ u0(x̂) = 0とする. さらに

ū0(r, x̂) =

∫
|ω|=1

u0(x̂+ |r|ω)dHd−1(ω)
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に対し, 次の 3条件を仮定する.

A1) ū0は高々可算個の不連続点をもつ区分的
連続関数で, その不連続点は高々有限個
の集積点を持つ.

A2) ū0はその不連続点にて右連続または左連
続である.

A3) 任意の有界開区間 I ⊂ Rに対しZI [ū0] <

∞が成り立つ.

このとき極限 SD[u0](x̂)は存在する.

また SD[u0](x̂) = 0となるのは ū0(·, x̂) ≡ 0 の
ときに限る. {x ∈ Rd| SD[u0](x) = 0} は Rd

の解析多様体に含まれ, したがって局所有界な
d− 1次元ハウスドルフ測度を持つ.

また本研究では, 符号拡散による 2値クラス
分類器により分類されるデータ PAおよびQB
がA, Bからどのように特徴付けされるかにつ
いても明らかにすることができた.

定義 3. Aの測度は 0でないとする. このとき
集合 A ⊂ Rd に対し, x ∈ Rd と Aの本質的距
離 de(x,A)を

de(x,A) = sup{r ∈ R| |Br(x) ∩A| = 0}

で定める. ただし Br(x) = {y ∈ Rd| |y − x| <
r} とし, |A|はAの Lebesgue測度とする.

定理 4. u0 ∈ L∞(Rd)とする. A ∩ B = ∅な
るA,B ⊂ Rdに対し infA u0 > 0, supB u0 < 0,

Rd \ (A ∪B)上で u0 ≡ 0 とする. このとき
PA = Int{x ∈ Rd| de(x,A) < de(x,B)},
QB = Int{x ∈ Rd| de(x,A) > de(x,B)}

である.

4 N 値クラス分類器への拡張
本研究が提案するアルゴリズムは, さらに次

のように一般化できる: いま Ai ⊂ Rd (i =

1, . . . , N) はそれぞれその測度が 0でないとす
る.

e1) u0,i : Rd → R (i = 1, . . . , N)を
u0,i = χAi(x) (i = 1, . . . , N)

で定める.

e2) u0,iを初期値とする拡散方程式
(ui)t = (ui)xx in (0, T )× Rd,
ui(0, ·) = u0,i on Rd

(i = 1, . . . , N)

(ki > 0は定数とする) をごく短い時間区
間で解く.

e3) (e2)の解 ui(i = 1, . . . , N) に対し, Aiに
対するデータ分類の集合 PAi を
PAi = {x ∈ Rd| ui(h, x) > uk(h, x) (k ̸= i)}

で定める.

これによりN 値クラス分類問題へ拡張できる.

図 1は領域Ω = [−1, 1]2上にA1, A2, A3のデー
タをそれぞれ 20点ずつ配置し, 上のアルゴリ
ズムにより分類を形成したものである.

図 1. 符号拡散による 3値クラス分類の数値計算例.

5 まとめ
本研究では拡散方程式の無限伝搬性を応用し
た 2値クラス分類器を提案し, この分類結果が
既知のデータ集合からの本質的距離で特徴づけ
できることを証明した. 他方でこの符号拡散に
よる分類の結果は, 初期値に与えるデータの重
み付けには依存せず, 既知のデータ集合からの
本質的距離にのみ依存して定まることを示して
いる. また, 符号拡散のN 値クラス分類器への
拡張も行った.
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ODE-net の解析学的定式化について
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1 問題の設定

2017 年にニューラルネットワークの新たな
アーキテクチャとして「neural ordinary differ-

ential equation」なる概念が, Chen, Rubanova,

Bettencourt, Duvenaud らにより [1] で導入さ
れた. この概念は ODE-net とも呼ばれ, 多く
の研究がなされている. ODE-net の万能近似
性については [2] をはじめとする多くの研究が
あるが, これらによると, 従来取り扱われてき
たフィードフォワードニューラルネットと同じ
く, (非減少) 連続関数のクラスにおける max-

ノルムの意味での万能近似性が成立する.

ODE-netは, 従来取り扱われてきたフィード
フォワードニューラルネットにおける「層数」
を連続無限化したものである. [2] で扱われた,

非減少な φ ∈ C[0, 1] を近似する関数近似器と
しての ODE-net の定式化は以下の通りである
([2] では φ は非減少関数だが本稿ではこの仮
定をおかない).

近似したい目標関数 φ の変数を x ∈ I =

[0, 1], f ∈ C(R2), 制御変数 (フィードフォワー
ドの場合のバイアスなどに相当) を θ, 許容さ
れる制御変数の集合を Θ ([2] では区分的連続
関数の族) とし, 以下の方程式を考える：

(P)θ

{
q̇(t) = f(q(t), θ(t)), t ∈ (0, T ),

q(0) = x,

ただし q, θ は

X(Θ) := {(µ, r); µ ∈ Θ, r は (P)µ の解 }

を「制御 µ と, その制御の下での (P), (I) の解
r の組 (µ, r) 全体からなる集合」として

(O) J [q, θ] = inf
(µ,r)∈X(Θ)

J [r(·;µ, x), µ] =: d

を満たす ([2] の結果により, φ が非減少関数の
場合は d = 0). 評価関数 J の典型的な例とし
ては,

J [q, θ] :=

∫
I
dxψ(q(x, T ), x)

とおくとき (q は (P) を通じて θ にも依存する
ため J は q, θ の汎関数と見做す), Lp-ノルム

ψ(q(x, T ), x) := ∥q(T )− φ∥p

=

(∫
x∈I
|q(T, x)− φ(x)|pdx

) 1
p

,

あるいは L∞-ノルム

ψ(q(x, T ), x) := ∥q(T )− φ∥∞
= max

x∈I
|q(x, T )− φ(x)|

がある. 以下簡単のため L2-ノルムを取る.

この定式化における重要な点は以下の二つで
ある：

1) 「関数近似器としての ODE-net」の観点
から,評価関数 J に「初期値 x(∈ I)に関
する積分」が入るのは自然である. この
点が, 初期値を固定する通常の微分方程
式に対する最適制御問題と, ODE-net に
付随する最適制御問題の相違である. 例
えば (P), (O) を満たす q, θ は変数 x, t

の関数と見做すのが普通だが, θ は Lp-ノ
ルムという (初期値 x に関する)「平均
量」を最小化する制御であるので, 個々
の初期値 x には依存しない.

2) ODE-net の出力 q について論じるため
には, 常に制約条件 (O) を連立して考え
なくてはならない. すなわち (P) のみを
用いて「ODE-net の解 q の存在」を論
じることはできない.

本稿では以上の 1), 2) に留意し, (P), (O) を
満たす解 (q, θ) が満たすべき Euler-Lagrange

方程式を導出し, 簡単な場合にその可解性を論
じる.

2 主結果

2)で述べた通り, (P), (O)は微分方程式に対
する最適制御問題であるので, その可解性を論
じるにあたり付随する Euler-Lagrange 方程式
を考えることは自然である. まずこの枠組みを
導入する.
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(P) を評価関数 J の最小化問題 (O) に対す
る制約条件と見做す. つまり J の最小化にお
ける制約条件として, 方程式系

qt − f(q, θ) = 0, (x, t) ∈ I × L
θx = 0, (x, t) ∈ I × L
q(x, 0) = x, x ∈ I

を考える (L = [0, T ] とおいた). 初期値を固
定する通常の最適制御問題では第二式が現れな
いことに注意する. それぞれの制約条件に対応
する Lagrange 未定乗数関数を p(x, t), r(x, t),

s(x) とおくと, 以上の枠組みに対する拡大評価
関数は, K := I×Lとして (以下

∫∫
は
∫∫

dxdt

の略)

S̃[q, θ, p, r, s] :=

∫
I
dxψ(q(x, T ), x)

−
∫∫

K
[p(qt − f(q, θ)) + rθx]

−
∫
I
dxs(x)(q(x, 0)− x)

となる. それぞれの変数関数についての変分
を取ることで, 以下の Euler-Lagrange 方程式
(系) を得る.

定理 1 (ODE-net の基礎方程式)

ODE-net に付随する最適制御問題 (P), (O)

に対する最適過程 q, θ, p は以下の方程式系を
満たす：

0 = F [q, p, θ](t), (1)

qt(x, t) = f(q(x, t), θ(t)),

q(x, 0) = x,

ṗ(x, t) = −p(x, t)fq(q(x, t), θ(t)),
p(x, T ) = ψq(q(x, T ), x),

s(x) = p(x, 0),

ただし t ∈ [0, T ] に対して

F [q, p, θ](t) :=

∫ b

a
dyp(y, t)fθ(q(y, t), θ(t))

とおき, また θ の x-非依存性は関数表記に繰
り込んだ (必要に応じて θx = 0 を連立する).

通常の最適制御問題から導かれる Euler-Lagrange

方程式との相違は, 「非局所項」(1) の存在で
ある.

3 簡単な例

f(q, θ) = q + θ の場合の Euler-Lagrange 方
程式系は, 定理 1 を具体的に書き下すと

pt(x, t) + p(x, t) = 0,

p(x, T ) = 2(q(x, T )− φ(x)),∫
I
dxp(x, t) = 0,

qt(x, t) = q(x, t) + θ(t),

q(x, 0) = x.

となる. これより

q(x, t) = etx+

∫ t

0
dset−sθ(s)ds,

p(x, t) = 2(q(x, T )− φ(x))e−(t−T ),

特に (1) より∫ T

0
dse−sθ(s) =

1

eT
⟨φ⟩ − ⟨x⟩ (2)

を得る. ただし ⟨·⟩ は I 上の積分平均.

上に挙げた 1) の特徴により, θ は与えられ
た目標関数 φ, 初期値 x そのものではなく, そ
の積分平均に依存して決まる. また, (2) を満
たす θ は一意には定まらないことに注意する.

これは, 方程式系が古典的な意味で well-posed

であるためには一般に θ に対する追加の条件
が必要であることを示唆する.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1 概要
深層学習が汎化するメカニズムを解明するう

えで，深層学習を通じて得られる典型的な解の
特徴付けが問題となっている．本研究では，そ
の基礎付けとして，隠れ 1層の場合の方程式を
考え，Fourier表示を用いてその一般解を与え
る方法について説明する．

2 問題定式化
σ : R→ Cを活性化関数とし，γ : Rm×R→

Cをパラメータ分布とする積分表現ニューラル
ネット（NN）を

S[γ](x) :=

∫
Rm×R

γ(a, b)σ(a · x− b)dadb,

(1)

と定義する．S[γ]は連続無限個のニューロンを
持つ隠れ 1層・全結合型NNとみなせる．隠れ
1層・全結合型NNの任意の学習過程は Gの点
列 {γi}i∈Nとみなせるため，深層学習で得られ
る典型解の解析にはしばしば積分表現が用いら
れる．
活性化関数 σは重み付き Sobolev空間A :=

{(1 + | · |2)t/2ϕ | ϕ ∈ Hs(R)} (s, t ∈ R)の元と
する．例えばGauss関数 exp(−b2/2)や，シグ
モイド関数 tanh b，ReLU関数max{b, 0}など
の典型的な活性化関数が含まれる．
パラメータ分布 γ が属する関数クラスを G
とし，S の値域を F := L2(Rm)とする．G は
L2(Rm×R)のある部分Hilbert空間であり，か
つ S : G → F が有界作用素となるようにとれ
る（[1]参照）．
本研究では，以下の積分方程式を考える．

S[γ] = f, f ∈ F , γ ∈ G. (2)

3 一般解
(2)の一般解を求める手順を説明する．
以降では 2種類の Fourier変換が同時に登場
する．f(x)および γ(a, b)の第一変数に対する
Fourier変換を ·̂で表し，ϕ(b)および γ(a, b)の
第二変数に対する Fourier変換を ·♯で表す．例

えば，f̂(a) =
∫
Rm f(x)e−ix·adx, γ♯(a, ω) =∫

R γ(a, b)e−ibωdb となる．

3.1 Fourier表示
まず，積分表現を Fourier表示にする．

S[γ](x)

=

∫
Rm

[γ(a, ·) ∗b σ](a · x)da

=
1

2π

∫
Rm×R

γ♯(a, ω)σ♯(ω)eiωa·xdadω

=
1

2π

∫
R

[∫
Rm

γ♯(a′/ω, ω)eia
′·xda′

]
× σ♯(ω)|ω|−mdω. (3)

ここで，第 2式の ∗bは bに関する畳み込み積分
を表す．第3式は関数ϕに対する恒等式（Fourier

反転公式）ϕ(b) = 1
2π

∫
R ϕ

♯(ω)eiωbdω (∀b ∈ R)

において ϕ(b) ← [γ(a, ) ∗b σ](b), b ← a · x
として得られる．第 4式は変換変換 (a, ω) ←
(a′/ω, ω), dadω = |ω|−mda′dωから得られる．

3.2 特殊解
Fourier表示 (3)の [· · · ]の中身はa′に関する

Fourier逆変換であることに注意する．このこ
とから，γとして次のような変数分離形を仮定
する：

γ♯f,ρ(a/ω, ω)← f̂(a)ρ♯(ω). (4)

ここで f ∈ F は (2)で与えられた関数であり，
ρ ∈ L2

m(R) は任意の関数である．このとき，
γf,ρは特殊解である．実際，

S[γ](x)

=

[
(2π)m−1

∫
R
σ♯(ω)ρ♯(ω)|ω|−mdω

]
×
[

1

(2π)m

∫
Rm

f̂(a)eia·xda

]
= ((σ, ρ))f(x). (5)
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ただし ((ϕ, ψ)) := (2π)m−1
∫
R ϕ

♯(ω)ψ♯(ω)|ω|−mdω

とおいた．すなわち，((σ, ρ)) ̸= 0のとき ρを適
切に正規化することで，変数分離形 (4) は積分
方程式 (2) の特殊解である．

3.3 一般解
一般解は特殊解と零空間 kerS = {γ ∈ G |

S[γ] = 0} の和で与えられるので，以下では零
空間の表示を計算する．まず，((·, ·))を内積と
するHilbert空間を L2

m(R)と書く．
変数分離形 (4)と再構成公式 (5)の関係を見
比べると， ((σ, ρ0)) = 0 となる ρ0 ∈ L2

m(R) を
用いて変数分離形を作ると，f に依らず S[γ] =

((σ, ρ0))f = 0となることが分かる．結局，以下
の補題から一般解はこのように非自明な零成分
の無限和で書けることが示せる．
補題 1. {ei}i∈N と {ϕj}j∈N はそれぞれ F と
L2
m(R)の正規直交系とする．このとき，任意
の γ ∈ L2(Rm ×R)はある一意な ℓ2列 cij を用
いて次のように書ける．

γ♯(a/ω, ω) =
∑
ij

cij êi(a)ϕ♯j(ω). (6)

ただし級数は L2(Rm)⊗ L2
m(R)で収束する．

補題 1において基底の取り方は自由なので，
L2
m(R)の正規直交基底 {ρj}j∈N∪{∗} として

((σ, ρ∗)) = 1; ((σ, ρj)) = 0 (j ∈ N), (7)

となるものをとる．

定理 1. f ∈ F , γ ∈ G に対し，S[γ] = f の一
般解は以下の形式で尽くされる

γ♯(a/ω, ω) = f̂(a)ρ♯∗(ω) +
∑
ij

cij êi(a)ρ♯j(ω).

(8)

ただし級数は L2(Rm)⊗ L2
m(R)で収束する．

実際，作り方から，

S[γ] = ((σ, ρ∗))f +
∑
ij

cij((σ, ρj))ei

= 1 · f +
∑
ij

0 · ei = f. (9)

となり，(8)は解であることが分かる．解がこ
れで尽くされていることは補題 1から従う．

なお，後述のリッジレット変換と組み合わせ
ると，(8)は実空間で以下のように書ける．

γ(a, b) = R[f ; ρ∗] +
∑
ij

cijR[ei; ρj ]. (10)

ここで級数は L2(Rm × R)で収束する．特に，
γ が具体的に与えられれば，係数 cij は以下の
ように計算できる

cij = ⟨γ,R[ei; ρj ]⟩L2(Rm×R). (11)

4 技術的補足
前節では説明のために積分や級数の順序交換
を自由に行ったが，これらの操作は S : G → F
の有界性（連続性）から保証される．順序交換
の正当化，Fourier表示や補題 1の証明は文献
[1]を参照されたい．

4.1 リッジレット変換
特殊解 (4) を γに関して解いてみよう．まず
変数変換により，

γ♯(a, ω) = f̂(ωa)ρ♯(ω),

である．これの逆 Fourier変換は以下のように
計算できる．

γ(a, b) =
1

2π

∫
R
f̂(ωa)ρ♯(ω)e−iωbdω

=
1

2π

∫
Rm×R

f(x)ρ♯(ω)eiω(a·x−b)dω

=

∫
Rm×R

f(x)ρ(a · x− b)dx. (12)

最後の式 (12)はいわゆるリッジレット変換R[f ; ρ]

である．すなわち，変数分離形 (4)の正体はリッ
ジレット変換のFourier表示であることが分かっ
た．（ただし本講演の趣旨は，リッジレット変換
を知らずとも，Fourier表示にすることで変数
分離形として特殊解が発見できることにある．）

謝辞 本研究は JSPS科研費 18K18113の助成
を受けたものです．
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星状グラフの分岐点における2種競争拡散系のフロント解の通過・停止
森田 善久 1, 中村 健一 2, 荻原 俊子 3

1龍谷大学先端理工学部，2金沢大学数物科学系, 3城西大学理学部
e-mail : k-nakamura@se.kanazawa-u.ac.jp

1 はじめに
生態系において生物種が生息する環境は必ず

しも空間的に一様ではなく, 細長い経路でつな
がっている森林や湖沼などの分断化された生息
環境であることも多い．生態学の分野では, こ
のような環境における生物群集の持続可能性に
ついて近年活発に研究・議論がなされている.

特に, 競争関係にある生物種の個体群動態を考
察するためには, ネットワーク構造を持つ領域
における競争拡散系としてモデル化することは
妥当である. 本講演では, 最も簡略化された問
題として, 複数の半直線が 1点O (以下ジャン
クションと呼ぶ)で結合された星状グラフ (star

graph) Ωにおいて Lotka-Volterra 2種競争拡
散系を考察し,双安定フロント波がジャンクショ
ンOを通過するか,それともOでブロックされ
るかという問題に対する定量的な条件を与える.

2 問題設定
m本 (m ≥ 3)の共通部分を持たない半直線

Ωn (n = 1, . . . ,m)を 1点Oで結合した領域

Ω =

(
m⋃
n=1

Ωn

)
∪ {O}

上で次の方程式系を考える:

∂un
∂t

=
∂2un
∂x2n

+ un(1− un − k1vn)

∂vn
∂t

= d
∂2vn
∂x2n

+ rvn(1− k2un − vn)

(xn ∈ Ωn, t > 0).

　 (1)

ただし, 各半直線 Ωnの座標系は

Ωn =

{
{−∞ < xn < 0} (1 ≤ n ≤ ℓ),
{0 < xn <∞} (ℓ+ 1 ≤ n ≤ m)

により定め, ジャンクションOにおいて以下の
キルヒホッフ型境界条件を課す:

(u1(0, t), v1(0, t)) = · · ·
= (um(0, t), vm(0, t)), (2)

ℓ∑
i=1

(
∂ui
∂xi

(−0, t),
∂vi
∂xi

(−0, t)

)

=

m∑
j=ℓ+1

(
∂uj
∂xj

(+0, t),
∂vj
∂xj

(+0, t)

)
. (3)

(1)-(3)は Ωに生息する 2種の生物種 u, vの競
争を記述するLotka-Volterra競争拡散系を無次
元化したモデルで, u(x, t), v(x, t)は場所 x, 時
刻 tにおけるそれぞれの種の個体数密度を表し
ている. 各パラメータは全て正定数で, dは種
u, vの拡散係数比, rは純出生率比で, u, vの環
境収容力は 1に正規化されている. k1, k2は種
間競争の強さを表す係数で, 本講演では常に次
を仮定する:� �

(A1) k1, k2 > 1.� �
これは種 uと種 vが強い競争関係にあることを
表しており, (A1)の下で 1次元領域R上の問題
を考えた場合には,安定平衡点 (0, 1)と (1, 0)を
結ぶ双安定フロント進行波 (ϕ(x+ct), ψ(x+ct))

が (平行移動を除いて)一意に存在することが
知られている ([1]およびその referenceを参照).

ただし, (ϕ(z), ψ(z))および c ∈ Rは以下を満
たす:{
ϕ′′ − cϕ′ + ϕ(1− ϕ− k1ψ) = 0

dψ′′ − cψ′ + rψ(1− k2ϕ− ψ) = 0
(z ∈ R),

(ϕ, ψ)(−∞)) = (0, 1), (ϕ, ψ)(∞)) = (1, 0).

以下では, 双安定フロント進行波の速度につい
て次を仮定する:� �

(A2) c > 0.� �
(A2)が成り立つためのパラメータに関する条
件については, 講演中に述べる.

3 主結果
条件 (A2)は種 uが種 vよりも相対的に強い
ことを表している. したがって, 通常の 1次元
領域Rの場合は, 種 uが支配する領域がフロン
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ト波として時間とともに拡大していくことにな
る. Ωにおいても各 Ωn上でジャンクションO
から十分遠く離れたところでは, フロント波が
形成され種 uの支配域が拡大していくと予想で
きる. そこで, m本の半直線を 2グループに分
け, 一方のΩ1, . . . ,Ωℓは初期時刻において vの
支配域であり,他方のΩℓ+1, . . . ,Ωmではuの支
配域が無限遠方からOに向かって時間とともに
拡大しているとする. このような状況において,

種 uがジャンクションO を越えて vの支配域
Ω1, . . . ,Ωℓに侵入できるかについて得られた結
果を以下に述べる. ただし, α := (m− l)/l > 0

は両グループに属する半直線の本数比であり,

αが小さいほど初期時刻における vの支配域が
多いことを表す.

定理 1 (通過条件)

(i) α ≥ 1のとき, (1)-(3)の劣解 (u(x, t), v(x, t))

(x ∈ Ω, t ∈ R)で次を満たすものが存在
する:

limt→−∞(u(x, t), v(x, t)) = (0, 1),

limt→+∞(u(x, t), v(x, t)) = (1, 0).
(*)

(ii) α < 1のとき, さらに次の条件 (A3)を仮
定する:

1 < k1 < 2, k2 >
4

3
+

2

3k1
,

2− k2
2(k1 − 1)

<
d

r
<
k2 − 1

k1 + 2
.

(A3)

このとき,√
2(k1 − 1)

k1
< α (< 1)

ならば, (1)-(3)の劣解 (u(x, t), v(x, t)) (x ∈
Ω, t ∈ R)で (*)を満たすものが存在する.

定理 2 (停止条件)

µ2 − cµ− (k1 − 1) = 0の正の解 µが� �
(A4) dµ > c� �

を満たすとする. このとき, 定数 ρ∗ ∈ (0, 1)が
存在して, (0 <) α < ρ∗ならば, (1)-(3)の平衡
解 (ũ(x), ṽ(x))で,

(ũ|Ωn(−∞), ṽ|Ωn(−∞)) = (0, 1) (1 ≤ n ≤ ℓ),
(ũ|Ωn(∞), ṽ|Ωn(∞)) = (1, 0) (ℓ+ 1 ≤ n ≤ m)

を満たすものが存在する.

定理 1は, 初期時刻において種 vの支配する
半直線の本数がいかに多くても, k1が 1に近け
れば (すなわち種 uの競争力が種 vに比べて相
対的に十分強ければ), 種 uがジャンクションO
を越えて侵入可能であることを意味している.

一方, 定理 2は方程式の各パラメータが固定さ
れた状況では, 初期時刻において種 vの支配す
る半直線の数が十分大きければ, 種 uの侵入は
ジャンクション O によってブロックされるこ
とを示している. なお, µに関する仮定 (A4)は
d ≥ 1 の場合は自動的に満たされている.

単独の双安定反応拡散方程式に関しては, [2,

3]において同様の問題が考察されている. (1)-

(3)に対しては, 単独方程式の場合と異なり相
平面の方法やポテンシャル (エネルギー)が利
用できないので, 優解・劣解の構成によりジャ
ンクション Oにおけるフロント波の通過およ
び停止条件を求める.

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP18H01139およ
び JP18K03412の助成を受けたものです.
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円領域内のパルス運動に関わる修正ヘルムホルツ方程式のノイマン問題に
対する基本解近似解法
栄 伸一郎 1, 落合　啓之 2, 田中 吉太郎 3,∗

1北海道大学，2九州大学，3公立はこだて未来大学
e-mail : y-tanaka@fun.ac.jp

1 はじめに
生物の細胞内における拡散性物質やある領域
内の化学物質に対する時間変化の様子を記述す
る数理モデルとして，多くの反応拡散系が提案
されている．反応拡散系の解の中には，波形を
一定にしたまま伝搬する進行パルス解やスポッ
ト状局在解が存在する．反応拡散系モデルに現
れるスポット解の運動が領域の形状にどのよう
に影響を受けるかという問題は，細胞生物学や
非平衡化学の分野で興味をもたれている重要な
問題である．
[1]ではこの上記の問題に対して，領域内部の
スポット解と領域の形状の関係を，運動方程式
の形で導出することにより明らかにした．しか
しこの運動方程式を解くためには，以下の (1)

の修正ヘルムホルツ方程式のノイマン問題に対
する解の表示式が必要でり，特定の領域を除い
て，この解の表示式は求められていなかった．
このことを動機として，本研究では，(1)の近
似解を基本解近似解法を用いて構成する．実際
[1]にある理論では，与えられた形状に関する
(1)の解を解く必要がある．基本解近似解法で
は，[2, 3]にあるように，円領域で近似解を構
成した後，その結果は様々な領域に拡張されて
いるので，我々も第 1段階として円領域の場合
について考察した．

2 問題設定
以下の方程式の近似解について調べていく．







∆g − α2g = 0, x ∈ Ω,

∂g

∂n
= s, x ∈ ∂Ω.

(1)

ここで，Ω := B(0, R) ⊂ R2, B(0, R) は中心
が原点で，半径R > 0の円盤であり，αは正定
数，s = s(x)は十分滑らかな関数である．Lax-

Milgramの定理と正則性定理を用いることで，
以下を得る．命題 1内は，Ωをなめらなかな境
界をもつ一般の領域にかえてよい：

y0
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図 1. (a)選点と拘束点の模式図．(b)s(Reiθ) = e−r2 , r =
|Reiθ−0.2eiπ/3|のときのN に対する F (N)を表示した
数値計算結果．ρ = 3, R = 1, α = 1.0．

命題 1 ∂σ
∂n = sを満たす関数σがあるとし，σ ∈

C∞(Ω)を仮定する．このとき，(1)の一意な解
g ∈ C∞(Ω)が存在する．

Ω = B(0, R)のときは，以下のように厳密解を
構成できる：

命題 2 (r, θ) ∈ [0,∞)× [0, 2π)上の関数 gと数
列 {an}を

g(reiθ) =
∑

n∈Z

In(αr)

αI ′n(αR)
ane

inθ,

an :=
1

2π

∫ π

−π
s(Reiθ)e−inθdθ

とする．ここで In(x)は次数nの第一種変形ベッ
セル関数であり，anは s(Reiθ)に対するフーリ
エ係数で，s(Reiθ) =

∑

n∈Z ane
inθ を満たす．

このとき，g(reiθ)は (1)を満たす．

3 基本解近似解法
次に，MFSの選点法 [3]を用いて，(1)の近似

解を構成する．二次元ユークリッド空間R2と複
素平面Cを同一視する．(1)の作用素が∆−α2

であることから，この基本解は，次数0の第2種
変形ベッセル関数 K0(α|x|)であることがわか
る．図 1(a)にあるように，Ωの領域の外に選点
と呼ばれる点 {yk}Nk=1 = {ρωk}Nk=1を用意する．
ここで，0 < R < ρ, ω = e2πi/Nとする．∆−α2

は平行移動に不変なので，特異点を領域Ωの外
に平行移動させた基本解 K0(α|x − yk|), (k =
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1, . . . , N)も (1)の第一式を満たす．したがって，
{Qk}Nk=1を定数として，

gN (x) :=
N
∑

k=1

QkK0(α|x− yk|) (2)

も (1)の第一式を満たすことがわかる．gN (x)

が N 個の境界上の点で境界条件を満たすよう
に，拘束点と呼ばれる点 {xj}Nj=1 = {Rωj}Nj=1

を導入する．gN (x)を (1)の境界条件に代入し，
∂Ω上の {xj}Nj=1 を代入すると，j = 1, . . . , N

に対して

∂

∂n
gN (xj) =

N
∑

k=1

Qk
∂

∂n
K0(α|xj − yk|)

= s(xj)

(3)

方程式 (3)を行列を用いて未知数 {Qk}Nk=1の連
立方程式で書きあらわす．K ′

0(x) = −K1(x), |xj−
yk| = |R−ρωk−j |であるので，k, j = 0, . . . , N−
1に対して，

ck,j := −αK1(α|R− ρωk−j |)R− Re(ρω−k+j)

|R− ρωk−j | ,

sj := s(xj)

とおく．ここでReは複素数の実部を意味する．
行列を G := {ck,j}1≤k,j≤N , ベクトルを Q :=

(Q1, · · · , QN )T，S := (s1, · · · , sN )T と定義す
る．l := −(k − j)とおくと， cl = ck,j となり，
行列Gは巡回行列になる．すると，(3)は以下
の連立 1次方程式によって表される：

GQ = S, G =



















c0 c1 · · · · · · cN−1

cN−1 c0
. . .

...
...

. . .
. . .

...
...

. . . c1
c1 · · · · · · · · · c0



















.

この方程式の解 {Qk}Nk=1と (2)によって，我々
は近似解 gN (x)を得る．この行列 Gの固有値
は
∑N−1

l=0 clωlm, m = 0, . . . , N − 1と求めるこ
とができる．もし，m = 0, . . . , N − 1に対し
て，固有値 f(ωm) &= 0だとすると，これは行
列Gには 0固有値がないことになり，我々は，
係数 {Qk}Nk=1 を求めることができる．以上の
設定のもと，主結果は以下である：

定理 3 任意のR > 0 と α > 0に対して，ρ ≥
2Rと仮定する．このとき，任意の N ∈ Nと

m = 0, . . . , N − 1に対して，f(ωm) > 0 を得
る．つまり，近似解 gN (x)は一意に定まる．

さらに，エネルギー法から，近似解と厳密解の
誤差hN := g−gNをH2(Ω)内で，‖hN‖2H2(Ω) ≤
F (N)と評価することができる．ただし，F (N)

は C(‖∂hN/∂n‖2L2(∂Ω) + ‖∂hN,x/∂n‖2L2(∂Ω) +

‖∂hN,y/∂n‖2L2(∂Ω))で，CはNと関数 gに依存
しない正定数である．このF (N)を評価したあ
と，ソボレフの埋め込み定理により，以下の収
束の結果を得る：

定理 4 定理 3の仮定に加えて，gは Ωの近傍
Ω̄まで拡張できる，つまり gは r0 > Rである
定数 r0 に対し 0 ≤ r ≤ r0 で有界と仮定する．
このとき，Nと gに依存しないある定数C1 > 0

と 0 < a < 1を満たす a が存在し，

sup
x∈Ω

|g − gN | ≤ C1N
2aN sup

|x|≤r0

|g(x)|

が成立する．

図 1(b)はN に対する F (N)の数値計算結果
である．縦軸は対数スケールで表示しているの
で，N を増やしていくごとに，誤差が指数的に
収束している様子が確認できる．

4 まとめ
選点と拘束点の位置を調整することで，近似
解が存在するための十分条件を得た．さらに，
近似解が指数的に厳密解に収束することを示し
た．今後は，正多角形領域等に本結果を拡張す
ることや，栄氏が導出したパルスの運動方程式
の数値解析に応用したいと考えている．

謝辞 本研究は科研費 (課題番号:20K1436)の
助成を受けたものである．
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自発的に振動する薄膜の数理モデル
小林康明
北海道大学電子科学研究所
e-mail : ykobayashi@es.hokudai.ac.jp

1 分子集合体の自発運動
分子の集合体がつくる薄膜状の結晶が光照射

によって自発的に振動運動を起こすことが実験
的に報告されている [1, 2]．このような現象を
起こす結晶は主に光異性化を示すアゾベンゼ
ンのような棒状の分子からなっていて，光の照
射によって分子形状が変化する．結晶の形状に
よって様々な運動のモードが観察されている．
平べったい結晶では主にフリップ運動が見られ
る．異性体の濃度比の時間変化の解析からこれ
はリミットサイクル振動であることが示唆され
ている．一方リボン状の結晶では局所的な変形
が進行波となって伝播する．また単純な振動だ
けでなく，多重周期の振動やカオス的な振動も
観察されている．
振動のメカニズムは次のようなものと考えら

れている [2]．結晶を構成する分子はトランス
型とシス型の 2つの異性体の間を確率的に遷移
する．光照射によってシス型の濃度が増加する
と結晶が構造転移を起こして変形する．変形し
た結晶内では光異性化の反応速度が変化するた
め今度はトランス型が優勢になり，再び構造転
移を起こす．この繰り返しで結晶は振動する．
すなわち光異性化のミクロなダイナミクスと結
晶の構造転移というマクロなダイナミクスが結
合した結果の振動現象と考えられるが，なぜ実
験で観察されるような持続的な振動が生じるか
は明らかになっていない．そこで本研究では数
理モデルを用いてこのような結晶のダイナミク
スを解析し，結晶の振動が形状にどのように依
存するかを調べる．

2 数理モデル
薄膜状の結晶の変形を記述するために，結晶

を 2次元の三角格子で表す．格子点 iの座標を
ri(t) = (xi(t), yi(t), zi(t))とする．各点には異
性体の組成比 niと結晶の自発曲率 ϕiを割り当
てる．化学反応によって局所的な自発曲率が変
化し，結晶の大域的変形が引き起こされると仮
定している．

2つの格子点間の張力と，2つの三角格子間

の曲げ弾性を考慮した運動方程式は以下で与え
られる．

dri
dt

= − ∂

∂ri
(Ustr + Ubend(ϕi)). (1)

ここでUstrは伸びのエネルギー，Ubendは自発
曲率に依存する曲げのエネルギーで，次式で与
えられる．

Ustr =
ks
2

∑
i<j

|ri − rj − l0|2 (2)

Ubend =
kb
2

∑
k∈edges

[1− cos(θk − ⟨ϕ⟩k)] (3)

ここで l0は格子定数．Ubendの和は格子のすべ
ての辺にわたってとる．θkは辺 kに接する 2つ
の三角格子の法線ベクトルのなす角，ϕkは辺 k

を共有する 2つの格子点での ϕの平均とする．
異性体の組成比 ni の時間変化は次で与えら
れるとする．

dni
dt

= α(κi)− (α(κi) + β(κi))ni (4)

遷移確率α(κi)，β(κi)は各点における結晶の
平均曲率 κiに依存する．κiは自発曲率 ϕiとは
異なり，実際の結晶の形状から計算される量で
ある．遷移確率は次の形を仮定する．

α(κ) = α0e
−γ0κ, (5)

β(κ) = β0e
γ0κ (6)

α0, β0, γ0 は光照射の強度に依存する．定常的
な光照射を考えるためにこれらは定数とする．
結晶構造の転移は nの濃度の変化によって起
こると考え，結晶の各点での自発曲率 ϕは次の
方程式に従うとする．

dϕi
dt

= D
∑
j∈n.n.

(ϕj − ϕi)2

− Λ(ni)ϕi +Bϕ3i − Cϕ5i (7)

ここで和は最近接の格子点についてとる．Λ(ni) =

λ(nc − ni)はポテンシャルが ni に依存して変
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図 1. 結晶の振動運動の数値計算．

化する効果を表す．特に niが ncを超えたとこ
ろで平らな状態（ϕ = 0）が不安定化して自発
曲率 ϕ∗ ̸= 0が生じる．(4)式と (7)でD = 0と
したもの局所的なダイナミクスを考えると，適
切に選んだパラメータのもとでリミットサイク
ル振動を生じることが示せる．したがってこの
モデルは各点でリミットサイクルを持つ 2次元
弾性体のモデルとみなすことができる．

3 数値計算
結晶の 1辺を固定して数値計算を行うと，図

1に示すように結晶に自発曲率が生じて変形が
引き起こされ，ついで変形によって自発曲率が
徐々に解消されて形状が戻る．この形状変化は
周期的に繰り返され，持続的な振動であること
が数値的に確認できる．振動のモードは結晶の
形に依存する（図 2）．またパラメータによっ
て多重周期の振動も生じることがわかる．

図 2. 結晶の形状を変えた数値計算．

4 おわりに
薄膜状結晶の振動現象を再現するモデルを構
築することができた．振動の形状依存性やパラ
メータ依存性はさらに解析を要する．また実験
で観察されているカオス的振動や進行波などが
このモデルで取り扱えるかも今後調べる必要が
ある．
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Temporal coherency of mechanical stimuli modulates tactile form

perception

仲谷 正史 1

1慶應義塾大学 環境情報学部
e-mail : mn2598@sfc.keio.ac.jp

1 概要
人間の触覚による形状認識の仕組みを説明す

る数理モデルの構築とその検証研究を行い, 触
覚で生じる錯覚現象（触錯覚）を活用して，そ
の触錯覚が生じなくなる現象を世界で初めて発
見した．ヒト触知覚メカニズムの全容は，五感
の他の感覚に比べると未解明である．人間は手
の指先で触れている物体の硬さや滑らかさ，そ
の形を瞬時に認識することができる．この能力
を実装したロボットの実現はにわかには難しい．
本研究では，ヒト触覚の形状認識の仕組みを

知るために，触覚で生じる錯覚現象を活用し，
その触錯覚が生じなくなる現象を世界で初めて
発見し，この現象を説明する数理モデルを皮膚
科学・生物物理学・神経科学の知見を融合して
構築した．その結果，ヒトが指先の触覚を通じ
て形を認識する際には，触覚刺激の強度を反映
した感覚神経活動の頻度だけでなく，多数の感
覚神経活動の時間的な頻度と非同期性（タイミ
ングのばらつき方，Temporal coherency）が形
の認識に影響を与えることを究明した．本研究
成果は，インターネットを通して遠隔に高品質
な触覚情報を伝達するための基本技術の開発に
役立つ．また，COVID-19下で対面の応対が制
限される社会状況の中でも，触覚を通じた人間
同士の非言語コミュニケーションを実現する情
報基盤の整備にも役立つことが期待できる．

2 研究の背景
ヒト触知覚の全容は，五感の他の感覚に比べ

るとわかっていることが少ない．指先で触れて
いるものの形（凹凸形状）の認識メカニズムは，
心理科学や神経科学の手法を駆使した触覚基礎
科学研究が行われてきた．一方で，人間が日常
生活で体験する現象に広く汎化できる知見につ
いては研究の余地が残されている．
筆者は，先行する研究においてFishbone Tac-

tile Illusion（魚骨錯触覚）という凹凸形状の錯
覚が引き起こされることを明らかにしてきた．
この現象の知覚メカニズムを神経科学の研究手

法で直接得るためには，多数の感覚神経から同
時に神経活動を計測する必要があるが，その検
証実験は 2021年現在の神経科学研究手法を駆
使っしてもにわかに実現すること困難である．
本研究では，前述の触覚の錯覚現象を利用し
て，人間の手の指先における凹凸形状認識の性
質についてヒト官能評価を通じて定量化した．
指先に物体が触れる際には，皮膚を押し込む方
向の変形（垂直変位）と皮膚を伸縮させる方向
の変形（水平変位）がありますが，この水平変
位を実験的に減弱する方法を援用した心理実験
を実施した結果，統計的有意に錯覚量が減少す
ることがわかった．この結果自体，ヒト触知覚
特性を物語る現象として興味深いが，本研究は
その背後の触認知メカニズム究明に取り組んだ．
具体的には，生体触覚センサが持つ機械受容
イオンチャネルPiezo2の性質を加味した機械受
容器の応答特性モデルを先行研究より援用し，
複数の機械受容器が１本の感覚神経に接続して
情報統合を行なう仕組み，神経活動電位に変換
される仕組みをHodgkin-Huxley方程式を援用
した数理モデルによって表現し，コンピュータ
上で機械受容器を再現した（図 1）．この機械受
容器を 72個並べることでヒト指腹部の機械受
容野を構築した．いわゆるバーチャルな触覚セ
ンサを計算機上に設計した上で，前述の触錯覚
現象を生じさせる機械刺激をシミュレーション
し，指先の感覚神経が生じさせるであろう末梢
皮膚内の感覚神経群の時空間応答を予測した．

3 結果
3.1 官能評価実験
手の指先に提示する触覚刺激の中から，皮膚
垂直方向の機械刺激を取得するために，多数の
ピンを並べた実験装置を利用して，心理実験を
行った (図 1 a)．実験参加者 12名に魚骨パター
ンのあばら骨間隔が異なるサンプル１対を提示
し，サーストンの１対比較法によって調べた．
官能評価実験の結果，素手で触れる場合には，
あばら骨間隔が 4.0mmから 0.4mmに至るに
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従って，「よりへこんで感じる」確率が高くなっ
た．対して，触覚刺激の水平変位を減弱させる
実験操作をピンマトリックスを用いて行った場
合，あばら骨間隔が 1.0mmと 2.0mmにおいて
急激に「よりへこんで感じる」確率が低下した．

3.2 数理シミュレーション実験
このヒト触知覚特性を検討するために，生体

触覚センサ（機械受容器）の応答を表現する数
理モデルを構築した．この数理モデルは図 1 に
示すように， (b)機械刺激を記述する変位モ
デル，(c)機械刺激を受ける機械受容体モデル，
(d)複数の機械受容体が接続した受容野での神
経電位伝播モデル，（e）複数の受容野が配置さ
れた指先の受容野配置モデルによって構成した．
官能評価実験で使用したFishbone patternの

条件を用いて計算機実験を実施した結果，すべ
てのピンマトリックス条件で，あばら骨間隔が
0.4mmのとき，感覚ニューロンの神経活動電位
の発火頻度は最大となった (図 2 b)．一方で，
神経活動電位の時間的な非同期性をシャノン情
報量によって評価した結果では，あばら骨間隔
が 1.0，2.0，3.0mmのときに急激な減少を示し
た (図 2 c)。計算機実験の結果を，ヒト触知覚
特性 (図 1a)と相関解析を行ったところ，神経
活動電位の発火頻度だけでなく，神経活動電位
の非同期性が統計的有意に相関した．
以上のように，心理実験と数値シミュレーショ

ン実験の結果を組み合わせて解釈を行うことで，
触覚刺激が触覚感覚神経の応答情報に変換され
る際に，72本の感覚神経が同時に応答するので
はなく，時差を持って応答することでヒト指先
の触覚形状認知をもたらしうることを示した。

4 将来の展望
現行の神経科学の研究手法（マイクロニュー

ログラム法）では，単一もしくは少数の感覚神
経の応答を計測することは可能であっても，日
常的に体験する触覚刺激を提示した場合に，多
数の感覚神経応答を高精度に計測する技術は確
立していない．本研究が提案する機械受容器の
数理モデルを利用することで，計算機上で感覚
神経応答をシミュレーションすることができれ
ば，複雑な触覚刺激に対しての応答特性や，未
解明である触知覚・認識の神経基盤を末梢神経
科学の視点から明らかにすることに貢献できる．
また将来，多数の感覚神経応答を同時に計測す
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電位スパイク開始部位

受容器電位

t
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図 1. 触錯覚を説明する数理モデルの概念図
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図 2. 官能評価と計算機実験結果の比較

る技術が開発された場合に，本研究が予測した
結果との違いを比較することで，新たなる触覚
神経科学の知見創出にもつながる．
ヒトが感じる触覚現象（柔らかい感覚やスベ
スベした感覚）を感覚神経科学の観点から説明
する数理感覚の数理モデルとしても利用可能で
ある．遠隔に触覚を伝達する技術における情報
生成アルゴリズムの開発や，その知見に基づく
触質感再現装置の開発が考えられる．また，疾
病や障害により手足の感覚神経や四肢を喪失し
た場合に装着する義手・義足への触覚入力をセ
ンシングして感覚神経に伝達する神経義手・義
足開発にも本研究知見が有用である。
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自己駆動粒子の間欠振動運動
末松 J. 信彦 1,2

1明治大学総合数理学部現象数理学科，2明治大学先端数理科学インスティテュート（MIMS）
e-mail : suematsu@meiji.ac.jp

1 自発的に水面を滑走する粒子
自発的な運動は生き物の特徴的な振る舞いの

一つであるが，比較的単純な化学系でも実現さ
れるようになってきている．中でも，界面張力
を利用して自発的に運動する物質が多数報告さ
れるようになってきている [1]．これらの物質
は，「自己駆動粒子」と呼ばれ，自発的に空間対
称性を破って駆動力を持続的に発現することが
できる．
しょうのう円板は代表的な自己駆動粒子の一

つであり，水面を自発的に滑走する．十分に大
きな水相の表面に円板を浮かべると，ほぼ一定
の速さで運動し続けることが知られている（図
1a）．ところが，水相の粘性抵抗を高くしたり
[2]，水相の大きさを小さくしたり [3]すること
で，運動の速度が低下し，やがて停止する．こ
のように，しょうのう円板の運動は円板そのも
のや周辺環境の物理化学パラメータに依存して
分岐する．

2 水相面積に依存した運動モードの分岐
しょうのう円板の運動モードは，連続運動と

停止が知られていたが，近年，水相面積が狭い，
ごく限られた条件下において，間欠振動運動が
現れることが発見された（図 1b） [4]. 円形の
水相を用意し，その水面にしょうのう円板を浮
かべると，水相の直径が十分に大きいときには
壁面に沿って円形の軌道を描いて一定の速度で
運動するが，ある臨界値以下の狭い水相では，
停止と急な運動を繰り返す，間欠振動運動が現
れる（図 1）．そして，さらに水相を狭くする
と，やがて停止する．

3 数理モデルの構築
円板からしょうのう分子が水面に供給される

と，水面を拡散する．また，水面のしょうのう
分子は空気中に昇華するとともに，水相中に溶
解することによって，水面から徐々に除去され
る．この「供給」，「拡散」，「昇華・溶解」に
よって表面濃度（u）が決められる（図 2）．ま
た，しょうのうの水面濃度に依存して円板にか
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図 1. しょうのう粒の自律運動の (a) 軌跡と (b) 運動速
度プロファイル．(i) 広い水相（直径 45.0 mm）におい
て現れる連続運動と (ii) 狭い水相（直径 21.4 mm）に現
れる間欠振動運動の結果を示している．連続運動の軌跡
には 0.1 s 毎に斑点をプロットしている．白い領域が水
面で，その内側にある小さな黒い円形粒子がしょうのう
粒（直径 5.0 mm）である．

かる表面張力が決められ，それによって円板の
運動方程式が決定される．これらを踏まえて，
従来，しょうのう円板の運動の数理モデルは，
しょうのう表面濃度の反応拡散方程式と円板の
運動方程式を表面張力関数でつなぐことで成り
立っていた [2, 3]．ところが，この従来の数理
モデルでは，連続運動から停止への分岐は表現
できていたものの，間欠振動運動は再現できな
かった．

運動速度 (v)

水相

しょうのう粒

供給

表面濃度 (u)

バルク濃度 (w)

昇華

拡散

空気
表面張力

しょうのう分子

図 2. しょうのう運動に関わる水面ダイナミクスを表し
た模式図．

そこで本研究では，実験で観測されている間
欠振動運動を再現するために，従来無視されて
きたバルク濃度を考慮に入れた，3変数の数理
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モデルを構築した（図 2）[4]．
∂u

∂t
=Du

∂2u

∂x2
− (k1 + k2)u

+ (S0 − k−u) δ(x− xc) + k3w

(1)

∂w

∂t
= Dw

∂2w

∂x2
− (k3 + k4)w + k2u (2)

m
dv

dt
=− µv

+ l (γ (xc + ε)− γ (xc − ε))
(3)

γ(u) = (γ0 − γ1)
(

1− u

uc

)2

+ γ1 (4)

ここで，Du，Dw は実効的な拡散係数，k1 は
昇華速度，k2は溶解速度，S0は円板から水面
への供給速度，k−は水面から円板への吸着速
度，k3は水中から水面への吸着速度，k4はバ
ルク層からさらに下層への拡散速度，mは円板
の質量，vは円板の運動の速さ，µは摩擦抵抗
係数，lは粒の奥行の長さ，xcは円板の重心位
置，εは円板の半径，γ0 および γ1 は水および
飽和しょうのう水溶液の表面張力，αは正の定
数を表している．なお，従来は表面張力関数を
1次関数で表すことが多いが，ここでは高濃度
領域に対応できるよう，2次関数を用いている．

4 縮約モデルの数値計算
ここで，表面濃度（u）の緩和が十分に速い

と仮定して，式 1を断熱消去し，さらにバルク
濃度（w）は円板運動のために空間均一である
と仮定して，式 2の空間平均をることで，以下
の 2変数常微分方程式を導いた．
dW

dT
= −W + Ω(1−W )

√
V 2 + 1

κ+
√
V 2 + 1

τ
dV

dT
= −V + q(1−W )2

√
V 2 + 1(

κ+
√
V 2 + 1

)2V
ここで，W はバルク濃度の空間平均，V は円

板の運動速度の無次元量である．また，Ωは水
相面積の逆数を含む無次元量である．そこで，
Ωを分岐パラメータとして数値計算すると，水
相が大きいとき（Ωが小さいとき）には連続運
動が，小さいときには停止が，そして中間的な
大きさのときには間欠振動運動が現れることが
示された．

5 まとめ
水相の大きさを分岐パラメータとして，連続

運動・間欠振動運動・停止の運動モード分岐を
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(b) 間欠振動運動
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(c) 停止

図 3. 数値計算により求めたしょうのう粒の速さ V（青
色の実線）としょうのうの濃度W（オレンジ色の破線）．
(a) 連続運動（Ω = 2.0），(b) 間欠振動運動（Ω = 4.0），
(c) 停止（Ω = 8.0）を示している．

実験的に示し，その結果を再現する数理モデル
の構築に成功した．縮約モデルの導出の際には，
かなり強い仮定を置いているため，この仮定の
妥当性の検証が今後の課題である．
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濃度場と相互作用する自己駆動粒子の形状と運動の関係性

北畑 裕之 1

1千葉大学大学院理学研究院
e-mail : kitahata@chiba-u.jp

1 概要

例えば樟脳のような表面張力を下げる物質を
タブレット状の粒子にして水面に浮かべると自
発的に運動することが知られている．これは，
粒子から溶け出した樟脳分子が水の表面張力を
下げ，粒子の周囲の表面張力のバランスが崩れ
るためである．この現象は濃度場の時間発展を
表す反応拡散方程式と粒子の運動方程式を組み
合わせたモデルで記述される．そこで本研究で
は，粒子の形状が運動に与える影響を議論する．

2 自己駆動粒子とは

非平衡条件下において，粒子は自ら変形した
り周囲の場と相互作用することにより外力を受
けなくても運動することができる．このような
粒子は自己駆動粒子と呼ばれ，近年盛んに研究
されてきている．様々な種類がある自己駆動粒
子の中で，我々は，周囲の濃度場と相互作用す
ることにより自己駆動する粒子モデルを考えて
きた．すなわち，粒子が物質を放出したり，吸
収したりすることにより周囲の濃度場を変化さ
せるとともに，周囲の濃度場の勾配によって粒
子が運動するモデルである．
具体例としては，樟脳のような界面活性と揮

発性を持つ物質をタブレット状に固めた粒子を
水面に浮かべた系があげられる．樟脳粒子を水
面に浮かべるとそこから樟脳分子が水面へと溶
け出し，水面上を広がる．水面に溶け出た樟脳
分子は空気中へと気化したり，水中に溶解する．
そのため，樟脳粒子の近くに樟脳分子の表面濃
度が局所的に高い領域を生成する．樟脳分子は
疎水性で水の表面張力を下げる性質 (界面活性)

があるので，樟脳分子の表面濃度が高い領域は
表面張力が周囲と比べて低い．水面にある物体
は表面張力が低い領域から高い領域へと力を受
けることが知られているため，樟脳粒子にはた
らく力のバランスが崩れ，樟脳粒子が動き出す
場合がある．このモデルは，忌避性 (負の走化
性)を持つ物質を周囲に放出する細胞のモデル
としても捉えられる．細胞が放出した物質は周
囲に濃度場を作るが，細胞がその物質を避けて

運動する性質を持っている場合には，自らが放
出した物質を避けようとするため，動き続ける
ことができる．
このような濃度場と相互作用する自己駆動粒
子に関しては，長山らにより 1次元系でのモデ
ルが提案され，運動に対する粘性抵抗係数を分
岐パラメータとしてピッチフォーク分岐により
静止状態が不安定化して等速で運動する状態が
実現することが明らかにされた [1]．

3 数理モデル

濃度場と相互作用する自己駆動粒子のモデル
として，水面に浮かぶ樟脳粒子のモデルを紹介
する [1, 2, 3]．水面に相当する 2次元平面を考え
る．樟脳分子の表面濃度u(r, t) = u(x, y, t)，樟
脳粒子の重心位置 rc(t) = (xc(t), yc(t))，およ
びその向きを表す特徴的な角度 θc(t)を考える．
まず，樟脳分子の表面濃度場の時間発展は

∂u

∂t
= D∇2u− αu+ S(r; rc, θc), (1)

と与えられる（図 1(a)参照）．右辺第 1項は，
樟脳分子が水面に広がっていく過程を実効的な
拡散として表した項である．Dは実効的な拡散
係数であり，熱平衡状態における拡散に比べて
かなり速い過程である．第 2項は樟脳分子が空
気中に気化する過程および水中に溶解する過程
を表す項であり，αは気化及び溶解の速度を表
す．第 3項は位置 rc にある樟脳粒子から水面
へ樟脳分子が溶け出す過程を表す項で，

S(r; rc, θc) =

{
S0/A, r ∈ Ω(rc, θc),

0, r /∈ Ω(rc, θc),
(2)

と与えられる．ここで，S0 は単位時間あたり
に供給される樟脳分子の量であり，Aは樟脳粒
子の底面積である．Ω(rc, θc)は重心位置が rc，
特徴的な角度が θc の樟脳粒子の内部に相当す
る領域である．
樟脳粒子の運動は，粒子の境界において周囲
の水面から及ぼされる表面張力によるものと考
えられる．各位置での表面張力は濃度場 uの関
数として表される．実験測定により，表面張力
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γ(u)γ(u)

–ηt drc/dt
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図 1. 樟脳粒子の運動についての数理モデルの概略図．こ
こでは系を 1 次元とした．(a) 樟脳分子の表面濃度の時
間発展の各要素の概念図．(b) 樟脳粒子の運動方程式に
含まれる項の概念図．

は樟脳の濃度の減少関数であることが知られて
いるため

γ = γ0 − Γu, (3)

と線形の関係を仮定する．ここで，γ0は純水の
表面張力であり，Γは正の定数である．
これを用いて，樟脳粒子の位置 rcの時間発
展を，ニュートンの運動方程式

m
d2rc
dt2

= −ηt
drc
dt

+ F , (4)

で記述する（図 1(b)参照）．樟脳粒子の質量を
mとし，粒子が速度に比例した抵抗を受けると
してその比例係数を ηtとする．F は樟脳粒子
にはたらく表面張力に起因する力であり，

F =

∮
∂Ω(rc,θc)

γ
(
r′
)
n(r′)dℓ′ (5)

=

∫
Ω(rc,θc)

∇′γ dr′, (6)

と書ける．特徴的な角度 θc についても同様の
方程式を考える．すなわち，

I
d2θc
dt2

= −ηr
dθc
dt

+N, (7)

にしたがって時間発展するとする．ここで，樟
脳粒子の重心まわりの慣性モーメントを Iとし，
回転に関する抵抗が角速度に比例するとしてそ
の比例係数を ηrとする．N は樟脳粒子にはた
らくトルクであり

N =

∮
∂Ω(rc,θc)

γ
(
r′
)

(r′ − rc)× n(r′)dℓ′ (8)

=

∫
Ω(rc,θc)

(
r′ − rc

)
×∇γ dr′, (9)

と書ける．

4 樟脳粒子の運動に及ぼす形状の影響

樟脳粒子の形状として円形から摂動的に変形
させた場合を考える。すなわち樟脳粒子の形状
としてその重心を中心とする極座標 (r, θ)で

r = R

[
1 + ϵ

∞∑
k=2

ak cos k(θ − θk)

]
, (10)

と書ける場合を考える．ここで ϵ は微小パラ
メータであり，ak を k モードの変形の振幅と
考える．今，和を k = 2以上でとっているのは，
k = 0モードは等方的に膨らむ変形を表すので
Rの変化に対応し，k = 1モードは重心位置の
ずれを表すので rcの変化に対応するためであ
る．対称性に着目して議論したいため，k = 2

モードのみが存在する場合 [4, 5, 6]，k = 3モー
ドのみが存在する場合 [6]について考察した結
果を報告する予定である．
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樟脳粒の数理モデルに対する中心多様体縮約理論
池田 幸太 1

1明大総合数理
e-mail : ikeda@meiji.ac.jp

1 樟脳粒の集団運動
樟脳粒等の自己駆動粒子は, 粒子間相互作用
により系全体として特徴的な時空間パターンを
自己組織的に形成する. 円環水路上に浮かべた
樟脳粒の動きは空間 1次元的な運動と見せるが,

その集団運動において, 等間隔, 一定速度で進
行する状態 (一様流) や, 密度差を伴う状態 (非
一様流) が現れる. 非一様流にも複数の種類が
存在し, [2]で実験的に示されたように渋滞やク
ラスターと呼ばれる状態が出現する.

樟脳粒の運動は長山氏らによって提案された
モデル

d2zi
dt2

= −µ
(
dzi
dt
− c
)

+ γ(u(zi + ρ, t))− γ(u(zi − ρ, t)),

∂u

∂t
=
∂2u

∂z2
− c∂u

∂z
− αu+

N∑
i=0

f(z − zi)

(1)

によって記述される ([4]). このモデルでは水
面上の拡散性分子が表面張力を変化させること
が表現されており, この効果によって樟脳粒同
士は間接的に相互作用を及ぼし合う. 本講演で
は周期境界条件を課し, (1) を扱うこととする.

区間長を L とし, i 番目の粒子の位置を zi(t)

(i = 0, . . . , N), 樟脳分子濃度を u(z, t) で表す.

表面張力を表す関数 γ(u) は単調減少とし, さ
らに γ ∈ C4 を仮定する. 樟脳分子が樟脳粒
から供給される速度は階段関数 f(z) で表され,

|z| < ρ では f(z) = 1, その他では f(z) = 0 と
する. パラメータ α, µ, ρ は正の定数である. 本
来の空間変数 x に対して, 動座標系 z = x+ ct

を用いている. 進行速度 c ≥ 0 は L = ∞,

N = 0 の場合に存在する進行波解 p∞ に対応
して決め, この解はある意味で安定と仮定する.

集団運動に見られる非一様流を調べるため,

一様流に対する線形化固有値問題を調べたいが,

粒子が 2個の場合であっても解析は難しい. そ
こで中心多様体理論を適用し, モデル方程式を
縮約することは有益であろう. 縮約理論として
は [1] が知られているが, この結果の適用に必

要な関数の正則性が (1) では成り立たない. 特
に (1)の線形化作用素に現れるデルタ関数が影
響を及ぼす. この事実から [3] では, (H1)∗ 空
間における縮約理論の構築を行った. [1] の結
果の拡張に部分的に成功したものの, [3]では最
低次項が得られたのみで, 必要な高次項は得ら
れなかった. そこで本講演では [3] の方法を見
直し, L2 空間における縮約理論の構築を目標
とする.

(1) を以下の手順で書き換える. p ∈ H2 を
p′′ − cp′ −αp+ f(z) = 0 の解とする. (1) にお
いて u(z, t)→ u(z, t) +

∑N
i=0 p(z − zi(t)) と置

き換えると,
d2zi
dt2

= −µ
(
dzi
dt
− c
)

+ γi,+ − γi,−,

∂u

∂t
=
∂2u

∂z2
− c∂u

∂z
− αu+

N∑
i=0

dzi
dt
p′(z − zi)

(2)

を得る. ここで

γi,± = γ

 N∑
j=0

p(zi − zj ± ρ) + u(zi ± ρ, t)


である. (1) に含まれる f をH1 関数 p′ で置
き換えたことで, 様々な関数の正則性が改善さ
れる. 一方で, 第 1式の u(zi ± ρ, t) の影響に
より, (zi, u) = (0, 0) 周りでの線形化作用素に
対する共役作用素には, デルタ関数が出現する.

これが様々な関数の正則性を損なわせ, [1]の結
果を (2) に直接適用できない原因となる.

ここで主定理を述べるため記号を導入する.

i = 0, . . . , N −1に対して i番目と (i+1)番目
の粒子間の距離を hi で表す. すると N 番目と
0番目の粒子間距離 hN は, hN = L−

∑N−1
i=0 hi

となる. ĥj > h∗ を満たす ĥ = (ĥ0, . . . , ĥN ) ∈
RN+1 と ρ1 > 0 を固定し,

H(ĥ, ρ1) ≡ {h ∈ RN+1 | ĥj < hj < ĥj + ρ1}

と定義する. ここで h∗ は十分大きいと仮定し,

h = (h0, . . . , hN ) である. λ2 − cλ − α = 0 の
根を λ1 < 0, λ2 > 0 とする. 以上の記号を用い
ると, 次の定理が成り立つ.
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定理 1 任意の N ≥ 1 に対して L, h∗ が十分
大きいとする. (2) の初期値 U0 が十分小さい
とすると, h(t) ∈ H(ĥ, ρ1) である限り, (2) の
解 U(z, t) も十分小さい. また, h(t) は

dhi
dt

= M1(e
λ1hi−1 − eλ1hi)

+M2(e
−λ2hi − e−λ2hi+1),

(3)

を満たす (i = 0, . . . , N). ここで h−1 = hN ,

hN+1 = h0 であり, M1,M2 はある定数である.

2 一様流の安定性
この節では (1)における一様流の安定性を調

べる. 明らかに h∗ = (L/(N + 1), . . . , L/(N +

1)) は (3) における平衡点であるが, これが (1)

における一様流に相当する. そこで線形化固有
値問題を解くと,

λ = −(λ1M1 + λ2M2) + λ1M1ω
j + λ2M2ω

j

(j = 1, . . . , N) と固有値 λ を具体的に求める
ことができる. ここで ω ̸= 1 は 1 の (N + 1)

乗根である. 拘束条件∑N
i=0 hi = Lから λ = 0

は除外される. これにより次が得られる.

定理 2 λ1M1 + λ2M2 > 0 (< 0) であれば h∗

は安定 (不安定) である.

この表示式に現れる λ1, λ2,M1,M2 は全て
(1) におけるパラメータで書き下すことが可能
であるため, λ の符号を決定できる. そこで,

γ(u) = γ1/(1 + (au)n) に対して λ1M1 +λ2M2

の符号を調べたところ,図 1を得た. ここで,図
1 で用いたパラメータの場合, ある µ = µ∗ > 0

で超臨界ピッチフォーク分岐が起こり, 0 < µ <

µ∗ で c > 0 を満たす p∞ が存在することに
注意する. 図 1 では 0 < µ < µ∗ の範囲で
λ1M1 + λ2M2 を表示した.

(a) では λ1M1 +λ2M2 > 0 であることから,

一様流は常に安定である. 一方 (b)では, µが 0

に近いところで λ1M1 +λ2M2 < 0であるので,

一様流は不安定である. 実は λ1M1+λ2M2 < 0

を満たす場合に (1) 対して数値シミュレーショ
ンを実行すると, (N+1)個の粒子が 1つの塊と
なって動く様子が確認できる. これは [2] でク
ラスター呼ばれた状態に相当する. また, n = 1,

n = 2 で安定性に対する結果が異なることが分
かったが, [5]で指摘された非対称進行波解の存
在条件との関連が強く示唆される.

(a) n = 1

(b) n = 2
図 1. µ に対する λ1M1 + λ2M2. a = 20, γ1 = 25, α =
5.5, ρ = 0.2, L = 10, N = 10 とし, (a) では n = 1, (b)
では n = 2 とした.

謝辞 本研究は科研費 (課題番号:20K03757)の
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1 Introduction

Numerical investigations of solutions to par-

tial differential equations (PDE) are typically

carried out on simple domains, such as straight

lines and other flat surfaces. However, the

vast majority natural phenomena (for exam-

ple, pattern formations observed on living or-

ganisms) involve surfaces with complex (non-

flat) shapes. Consequently, in simulations and

other topics contingent on the numerical ap-

proximation of surface-constrained phenom-

ena, it becomes necessary to account for the

surface’s curvature.

The closest point method (CPM) is a tech-

nique used in approximating solutions to sur-

face PDE. We have investigated the numeri-

cal properties of the CPM, clarified issues re-

lated to the interpolation methods used in the

CPM’s normal extension step, extended its

range of applicability to the setting of mini-

mizing movements, and performed numerical

analysis of its convergence. In addition, con-

centrating on the Gray-Scott model, our ap-

proximation method was used to illustrate the

inherent differences between the pattern for-

mations of flat and non-flat surfaces.

2 The CPM approximation method

The details of the CPM can be found, for

example, in [1]. An outline the CPM algo-

rithm is given below:

1) Construct a point cloud approximation

S of the surface PDE’s domain.

2) Prepare a computational grid Ω for ap-

proximating the ambient space of S.

3) Construct the closest point function from

Ω to S, by solving the optimization prob-

lems:

CS(x) = min
y∈S
||x− y||

4) Set the surface PDE’s initial conditions

u0, defined on S.

5) Using CS(x), extend u0 smoothly to the

ambient space (e.g., using polynomial

extrapolation, or a constant normal ex-

tension).

6) Use standard finite differences with the

computational grid to evolve the solu-

tion of the PDE in the ambient space.

7) Use the solution obtained in step 6 to

update the function in the ambient space,

via the extension in step 5.

8) Repeat steps 6-8

3 Computational analysis of the CPM

Using properties of the Gray-Scott model

below, we are able to examine the applicabil-

ity of the CPM and to illustrate natural dif-

ferences in the pattern formations observed in

surface PDE with those over flat geometries.{
ut = Du∆Su− uv2 + β(1− u)

vt = Dv∆Sv + uv2 − (β + k)v, x ∈ S, t > 0

In the above, Du and Dv are diffusion coeffi-

cients, β and k are nonnegative, ∆S denotes

the Laplace-Beltrami operator on S, where

the surface is prescribed as follows:

S =


 x

y

cos(4πx) cos(4πy)/2




Here 0 ≤ x ≤ 1 and 0 ≤ y ≤ 1. An illustration

of the surface PDE’s domain is shown in figure

3 below.

We set β = 0.035, k = 0.065, Du = 2×10−5

and Dv = 10−5, and the numerical result is

shown in Figure 2. The corresponding pat-

tern for the flat geometry is displayed in Fig-

ure 3, where we confirm a significant variance

in the two patterns. Figure 4 shows pattern

formation on the surface of a torus.
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図 1. A sample computational domain, S.

図 2. Pattern formation in the surface constrained
Gray-Scott model.

図 3. Pattern formation on a flat domain

図 4. Pattern formation on the surface of a torus.

4 Extention of the CPM to the min-

imizing movement setting

We have also extended the closest point method

to the case of minimizing movements [2]:

Fn(u) =

∫
S

|u− un−1|2

2h
+
|∇Su|2

2
dS

where un−1 is a given function, h > 0 is a time

step, and ∇S denotes the surface gradient op-

erator on the surface S.

By combining the CPM with the finite el-

ement method for computing functional val-

ues, we performed a numerical analysis of the

convergence of our method for the surface-

constrained heat equation:{
ut = ∆Su x ∈ S, t > 0

u(t = 0,x) = u0(x) x ∈ S,

where S denotes the unit circle in R2. The

data of the numerical analysis showing its con-

vergence is given in the table below.

dl L∞-error

0.1 0.074377498

0.5 0.026021928

0.025 0.01265426

0.0125 0.006802381

0.00625 0.002198334

0.003125 0.001222797
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フーリエ・メリン変換を用いたスケールパラメータと平行移動パラメータ
の推定
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1 概要

R+ := {x ≥ 0} で定義された関数 f(x) のメ
リン変換を

M[f ](ω) :=

∫ +∞

0
f(x)xω dx

で定義する [1]．ただし ω ∈ R+ である．メリ
ン変換はスケール不変であることが知られてい
るが，関数の平行移動に対して敏感なので，録
音した 2 つの音声信号が時間軸のスケーリン
グの関係にあるかどうかを調べる場合には，原
点の位置を合わせる必要がある．平行移動不変
性を得るために，関数のフーリエ変換の絶対値
の 2 乗をメリンする，フーリエ・メリン変換
も様々な分野で使われている [2, 3]．信号 f(x)

のフーリエ変換を

F [f ](ξ) :=

∫
R
f(x) e−ixξ dx

で定義すると，f のフーリエ・メリン変換は，

FM[f ](ω) :=

∫ +∞

0

∣∣∣F [f ](ξ)
∣∣∣2 ξω dξ

で与えられる．

2 音声信号に対して

音声信号 f(x) に対して，もう一つの音声信
号 g(x) が，

g(x) = bf(ax− c) (1)

の関係にあるかどうかを知りたい．ただし，a >
0, b > 0, c ∈ R は定数である．式 (1) の関係
にある場合は，パラメータ a, b, c の値を推定
したい．文献 [4] では，パラメータ a, b の推
定方法を提案した．正数 p > 0 にたいして，f
のフーリエ・メリン変換を

FM[f ](p, ω) :=

∫ +∞

0

∣∣∣F [f ](ξ)
∣∣∣p ξω dξ

と定義し直すと，式 (1) を満たす g の変換は，

FM[g](p, ω) = a(ω+1−p)bpFM[f ](p, ω)

となる．対数を取って変形すると，

R(p, ω) = log (FM[g](p, ω))− log (FM[f ](p, ω))

= p log b+ (ω + 1− p) log a

が得られ，p をとめるごとに，ω の 1 次関数に
なる．最小二乗法で，log aと log bを推定して，

a =

(
FM[g](p, ω)

bpFM[f ](p, ω)

)1/(ω+1−p)

の右辺と ω のグラフが定数関数に近いかどう
かで，式 (1)の関係があるかどうかを判定した．
ここで，正定数 p は，従来までの p = 2 では
なく，p = 4 を選べばうまく判定できることが
分かった．本講演では，パラメータ c の推定方
法を提案する．

3 音声信号の作成方法

文献 [5, 6] にある音声信号を MATLAB に
取り込んで，サンプリング周波数を a倍して再
生する．再生音をヘッドフォンから，ケーブル
で IC レコーダーのマイクに繋ぎ，サンプリン
グ周波数 48000 Hz，16 bitモノラル音声（wav

ファイル）として録音する．録音した音声信号
を解析に用いた．

4 画像に対して

三脚に固定したディジタルカメラで，ズーム
倍率を変更して写真を撮る．写真から同一箇所
を取り出して，モノクロにすることにより，ス
ケールの異なる画像を作成した．
画像の中心を原点にし，垂直上方向の半直線
を基準に，時計回りに角度 θ の半直線 Lθ を取
る．半直線 Lθ 上で，メリン変換を行う．画像
f(x) に対して，

M[f ](θ, ω) :=

∫
Lθ

f(rθ) r
ω dr

を計算する．ただし，

rθ =

(
r sin θ

r cos θ

)
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は，半直線 Lθ 上で原点からの距離 r の画像上
の座標を表す．
画像 g(x) が，g(x) = bf(ax), a > 0, b > 0

の関係にあれば，

M[g](θ, ω) = ba−(ω+1)M[f ](θ, ω)

が成り立つので，両辺の対数を取ることにより，

R(θ, ω) = log (M[g](θ, ω))− log (M[f ](θ, ω)))

= log b− (ω + 1) log a

と θ によらない ω の 1次関数になることから，
各 θ に対して，ω と R(θ, ω)のグラフを描くこ
とにより，g(x) = bf(ax) の関係の有無と，パ
ラメータ a, b が推定できる．
画像 f(x) のフーリエ変換

F [f ](ξ) :=

∫
R2

f(x) e−ix·ξ dx

に対して，フーリエ空間で原点 O から垂直上
方向の半直線を基準にして，時計回りに角度 θ

の半直線 Lθ を取る．半直線 Lθ 上で，画像の
フーリエ像の絶対値の p > 0 乗をメリン変換
する．つまり，画像のフーリエ・メリン変換を

FM[f ](p, θ, ω) :=

∫ +∞

0

∣∣∣F [f ](rθ)
∣∣∣p rω dr

で定義する．画像 g(x) が，g(x) = bf(ax− c),
a > 0, b > 0, c ∈ R2 の関係にあれば，

FM[g](p, θ, ω) = bp aω+1−2pFM[f ](p, θ, ω)

なので，両辺の対数を取ることにより，

R(p, θ, ω) = log (FM[g](p, θ, ω))

− log (FM[f ](p, θ, ω))

= p log b+ (ω + 1− 2p) log a

が得られる．理論上は，ここからスケール関係
の有無やパラメータの推定が可能である．しか
しながら，高速フーリエ変換（FFT）を使った
解析では，作製したモノクロ画像に特別なロー
パスフィルタを作用させる必要があった．詳細
は，本講演で述べる．
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周波数領域にコンパクト・サポートを持つHilbert変換ペア・ウェーブレッ

トによる連続ウェーブレット係数

戸田 浩

e-mail : pxt00134@nifty.com

1 はじめに

周波数領域にコンパクト・サポートを持つ

Hilbert変換ペア・ウェーブレットによるウェー
ブレット・フレームは，すでに実用化されてい

る.[1, 2]　本文ではこれを Hilbert変換ペア・
ウェーブレット・フレームと呼ぶことにするが，

これを基礎に連続ウェーブレット係数が定義で

きる．これは時間領域の連続関数であり，複素

数の関数値を持つ．そしてこの連続関数は，離

散情報である離散ウェーブレット係数から求め

られ，これを用いた信号解析，信号処理等には，

新しい可能性が期待できる．

2 準備

Rは実数全体の集合を表し，Zは整数全体の
集合を表す．L1(R)は積分可能な関数の集合を
表し，L2(R)は二乗積分可能な関数の集合を表
す．関数 f(t) ∈ L2(R)，g(t) ∈ L2(R)の内積を
次のように定義する．

⟨f , g⟩ =
∫ ∞

−∞
f(t) g(t) dt.

g(t)はg(t)の複素共役を表す．関数f(t) ∈ L2(R)
のノルム ∥f∥を次のように定義する．

∥f∥ =
√

⟨f , f⟩.

関数 f(t) ∈ L1(R) のフーリエ変換（Fourier
transform）f̂(ω)を次のように定義する．

F(f)(ω) = f̂(ω) =
∫ ∞

−∞
f(t) e−i ω t dt.

関数 f̂(ω) ∈ L1(R)の逆フーリエ変換（inverse
Fourier transform）f(t)を次のように定義する．

F−1(f̂)(t) = f(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω) ei ω t dω.

3 Hilbert変換ペア・ウェーブレット

この章ではHilbert変換ペア・ウェーブレッ
ト・フレーム [1, 2]に用いられる，Hilbert変換
ペア・ウェーブレットを紹介する．まず，ウェー

ブレット ψR(t)，ψI(t)が，Hilbert変換ペアで
あるということは，以下の関係が成立すること

である．

ψ̂I(ω) =

{
iψ̂R(ω), ω < 0,

−iψ̂R(ω), ω > 0.
(1)

さらに，ウェーブレットψR(t)，ψI(t)は実数関
数値を持ち周波数領域にコンパクト・サポート

を持つ．またこれらのウェーブレットは直流成

分を含まず，ノルムは 1に正規化され，次式が
成立する．

ψ̂R(0) = ψ̂I(0) = 0,

∥ψR∥ = ∥ψI∥ = 1.

Hilbert変換ペア・ウェーブレット・フレーム
[1, 2]の各レベル（各帯域）は，上記のような
Hilbert変換ペア・ウェーブレットψR(t)，ψI(t)
を基礎に構成される．そして各レベルの実際の

変換は，これら2種類のウェーブレットによる並
列処理により計算されるが，この変換は，次の

ような複素数関数値を持つ複素数ウェーブレッ

トψ(t)を基に展開したウェーブレット・フレー
ムの変換と同値の処理であることが証明される

（紙面の都合により証明は省略）．

ψ(t) =
1√
2

{
ψR(t) + iψI(t)

}
. (2)

式 (2)の中の 1/
√

2は，ψ(t)のノルムを 1に保
つために必要な係数である．また式 (1)より，
ψ̂(ω)は，ω > 0の領域にコンパクト・サポート
を持つことがわかるが，その長さを Ωとする．
以上のことより次式が成立する．

∥ψ∥ = 1,

supp ψ̂(ω) = [ω1, ω2] , 0 < ω1 < ω2 <∞,

0 < Ω = ω2 − ω1 <∞.

上記のウェーブレットψ(t)を基に，以下のよう
な定数 p > 0と共に，次のようなウェーブレッ
トの集合 {ψp,n(t)}n∈Zを展開する．

ψp,n(t) = ψ(t− pn), n ∈ Z, (3)

0 < pΩ ≤ 2π. (4)
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実際の変換においては，周波数の正の領域を

{ψp,n(t)}n∈Zが，また負の領域を {ψp,n(t)}n∈Z
が受け持つが，ここでは正の領域を受け持つ

{ψp,n(t)}n∈Zに着目する．これによる関数f(t) ∈
L2(R)に対する変換式は，フレーム・オペレー
タWψ

p を用いて，次のように表せる．

(Wψ
p f)(t) =

∑
k∈Z

⟨f, ψp,k⟩ψp,k(t). (5)

すると次式が成立する.[3]

(Wψ
p f)(t) ∈ L2(R), (6)

F(Wψ
p f)(ω) =

1
p
|ψ̂(ω)|2f̂(ω). (7)

式 (6)，(7)は，Hilbert変換ペア・ウェーブレッ
ト・フレームを設計するにあたって，重要な式

となる．

4 連続ウェーブレット係数

式 (3)–(5)に着目すると {⟨f, ψp,n⟩}n∈Zは，p

間隔に並んだウェーブレットの集合{ψp,n(t)}n∈Z
による，離散的なウェーブレット係数の集合

であることがわかる．これに対し，ここでは

連続的な関数である，連続ウェーブレット係数

(C ψf)(t)を次のように定義する．

(C ψf)(t) = ⟨f, ψ( · − t)⟩

=
∫ ∞

−∞
f(x) ψ(x− t) dx.

このように定義された連続ウェーブレット係数

(C ψf)(t)を，離散的なウェーブレット係数の集
合 {⟨f, ψp,n⟩}n∈Zより計算するために，次のよ

うな手順により補間関数 S(t)を定義する．

1) 次の条件を満たす ω0，ω3を準備する．

0 ≤ ω0 ≤ ω1 < ω2 ≤ ω3 <∞, (8)

ω3 − ω0 =
2π
p
. (9)

ω0，ω3は，式 (8)，(9)を満たせば，それ
で十分であるが，よりコンパクトリィな

補間関数 S(t)を得るための一例として，
次の ω0，ω3を推奨する．

ω0 = ω1 − ∆, ω3 = ω2 + ∆,

∆ =
1
2

(
2π
p

− Ω
)
.

ただし稀に ω0 < 0となることがあるが，
そのときは例外的に ω0 = 0とする．

2) 補間関数 S(t)を次のように定義する．

Ŝ(ω) =



0 , ω ≤ ω0,

p

2

{
1 − cos

(
π
ω − ω0

ω1 − ω0

)}
,

ω0 < ω ≤ ω1,

p , ω1 < ω < ω2,

p

2

{
1 + cos

(
π
ω − ω2

ω3 − ω2

)}
,

ω2 ≤ ω < ω3,

0 , ω3 ≤ ω.

すると連続ウェーブレット係数 (C ψf)(t)は次
のように計算できる.[3]　

(C ψf)(t) =
∑
k∈Z

⟨f, ψp,k⟩ S(t− pk). (10)

5 まとめ

式 (10)を用いて，離散情報{⟨f, ψp,n⟩}n∈Zか

ら求められた連続ウェーブレット係数 (C ψf)(t)
より，各レベル（各帯域）の瞬時振幅，瞬時位

相，瞬時周波数等に匹敵する情報が，連続的に

取り出せる．そして大切なことは，このような

連続的な情報が，離散情報によりコントロール

できていることであり，これを用いた信号解析，

信号処理等には，新しい可能性が期待できる．
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Parseval Frame

1, 2, 2

1 2

e-mail : mandai@osakac.ac.jp

1

(frame)

Parseval frame

Parseval frame

Parseval frame 1

1

2 Parseval frame

H ‖f‖,
〈f, g〉 K

H F = (fk)k∈K H

frame A,B

f ∈ H

A ‖f‖2 ≤
∑
k∈K

|〈f, fk〉|2 ≤ B ‖f‖2

F frame

R0[F ] : H → �2(K), R0[F ](f) :=

(〈f, fk〉)k∈K ∈ �2(K) F anal-

ysis operator S[F ] =

R0[F ]∗R0[F ] : H → H F frame operator

A = B = 1 F H Parse-

val frame ( normalized tight frame)

Mercedes Benz

R2 Parseval frame

f1 =

⎛⎝ 0√
2√
3

⎞⎠, f2 =

⎛⎜⎝− 1√
2

− 1√
6

⎞⎟⎠, f3 =

⎛⎜⎝
1√
2

− 1√
6

⎞⎟⎠
Parseval frame

F = (fk)k∈K Parseval frame

1) f ∈ H

f =
∑

k∈K〈f, fk〉fk
S[F ] = IdH .

2) R0[F ](f)

〈f, g〉 = ∑
k〈f, fk〉〈g, fk〉, ∀f, g ∈ H.

3) H1 H PH1 H1

PH1(F ) := (PH1(fk))k∈H H1 Par-

seval frame

4) F

H

H̃ E =

(ek)k∈K fk = PH(ek)

5)
∑

k∈K ‖fk‖2 = dimH.

F = (fk)k∈K frame

S[F ]−1/2F := (S[F ]−1/2fk)k∈K Parseval

frame H

〈f, g〉S := 〈S[F ]−1/2f, S[F ]−1/2g〉 =
〈S[F ]−1f, g〉 F Parseval

frame

3

F = (fk)k∈K Parseval frame

k0 ∈ K, ‖fk0‖ = 1 fk ⊥ fk0 , ∀k �=
k0

‖fk0‖ 1 fk fk0
θk,k0 ±π

2

θk,k0 cos θk,k0 =
�〈fk, fk0〉
‖fk‖ ‖fk0‖

[−π/2, π/2]

‖fk‖2+
‖fk0‖2 ≤ 1

1 θ ∈ [−π/2, π/2] t2+s2 ≤
1 t ∈ (0, 1), s ∈ (0, 1)

R2 Parseval frame

2 f1, f2

〈f1, f2〉
‖f1‖ ‖f2‖ = cos θ, ‖f1‖ = t, ‖f2‖ = s
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‖fk‖2 + ‖fk0‖2 > 1

F = (fk)k∈K Parseval frame

Parseval frame

2 k �= l

|〈fk, fl〉|
‖fk‖ ‖fl‖ ≤

√
1− ‖fk‖2
‖fl‖ . (1)

‖fk‖2 + ‖fl‖2 ≥ 1

|〈fk, fl〉|
‖fk‖ ‖fl‖ ≤ min

⎧⎨⎩
√

1− ‖fk‖2
‖fl‖ ,

√
1− ‖fl‖2
‖fk‖

⎫⎬⎭
=

√
1−max{‖fk‖ , ‖fl‖}2
min{‖fk‖ , ‖fl‖} . (2)

(1), (2) 1 ‖fk‖2 +
‖fl‖2 > 1

‖fk‖ 1 θk,l
±π/2

(2)

(i) fk ⊥ fj for ∀j �= k, l,

(ii) fl ⊥ fj for ∀j �= k, l.

Mercedes

Benz 1/2 < 1/
√
2

4

3 k �= l

|〈fk, fl〉| ≤
√
1− ‖fk‖2

√
1− ‖fl‖2, (3)

|〈fk, fl〉|
‖fk‖ ‖fl‖ ≤

√
1− ‖fk‖2

√
1− ‖fl‖2

‖fk‖ ‖fl‖ . (4)

(4) 1 ‖fk‖2+‖fl‖2 >
1

min
{
1,

√
1− x2

√
1− y2

xy

}

(4) ‖fk‖2 + ‖fl‖2 > 1 (2)

Mercedes Benz

x2 + y2 > 1

√
1−max{x, y}2
min{x, y} >

√
1− x2

√
1− y2

xy

min

{
1,

√
1−max{x, y}2
min{x, y}

}

−min

{
1,

√
1− x2

√
1− y2

xy

}

4.1

(3),(4) (E)(k,l)

(E)(k,l) |〈fk, fl〉|2 = (1− ‖fk‖2)(1− ‖fl‖2).
4 (1) (E)(k,l) for ∀k �= l

⇐⇒ codimRangeR0[F ] ≤ 1.

dimH < ∞ |K| = dimH + 1

k �= l

(2) k �= l

(i) dimSpan{fk, fl} = 1

(E)(k,l) ⇐⇒ “fj ⊥ fk, fl for j �= k, l ”.

‖fk‖2+ ‖fl‖2 = 1

1

(ii) dimSpan{fk, fl} = 2

(E)(k,l) ⇐⇒
dimSpan{PSpan{fk,fl}fj | j �= k, l} ≤ 1.

5

(3), (4)

5 dimH ≥ 2

|〈f, g〉| ≤
√

1− ‖f‖2
√

1− ‖g‖2
f, g ∈ H H Parseval frame

F = (fk)k∈K k �= l ∈ K

f = fk, g = fl
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減衰条件を弱めたH2-MRAの具体的構成

橋本　紘史 1, 木下　保 2

1,2筑波大学
e-mail : 1h.hashimoto@math.tsukuba.ac.jp, 2kinosita@math.tsukuba.ac.jp

1 多重解像度解析

L2(R)における直交ウェーブレットを構成す
る基本的なアプローチは, Mallat[1] によって
考案され, その後整備された多重解像度解析
(MRA)である.

定義 1 (MRA). 以下を満たす L2(R)の閉部分
空間列 {Vj}j∈Zとスケーリング関数と呼ばれる
φ ∈ V0の組 ({Vj}, φ)を L2-MRAという:

(i) · · · ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ · · · .
(ii)

∪
j∈Z

Vj = L2(R).

(iii)
∩
j∈Z

Vj = {0}.

(iv) f(x) ∈ Vj ⇐⇒ f(2x) ∈ Vj+1.

(v) {φ(·−k) : k ∈ Z}は V0の正規直交基底.

MRAが与えられたとき, 定義 (i), (iv), (v)

から 2スケール関係

φ(x) =
∑
k∈Z

ck
√
2φ(2x− k)

が成り立つので,

φ̂(2ξ) = m0(ξ)φ̂(ξ),

m0(ξ) :=
∑
k∈Z

ck√
2
e−ikξ ∈ L2(T)

という関係が自然に得られる. この 2π周期関
数m0を, このMRAのローパスフィルターと
呼ぶ. このとき,

ψ̂(ξ) = e−iξ/2m0

(
ξ

2
+ π

)
φ̂

(
ξ

2

)
で定義される ψ ∈ L2(R)は直交ウェーブレッ
トとなる.

一方, 与えられた直交ウェーブレットが何ら
かのMRAに付随するかという問題は, MRAの
定義からは非自明である. この問題に対する鍵
は, ウェーブレットのある種の正則性に関わっ
てくる.

定義 2 (R0条件). |ψ̂|が連続で, かつ無限遠に
おいて

∃α > 0 s.t. |ψ̂(ξ)| = O
(
⟨ξ⟩−α−1/2

)
が成り立つとき, ψはR0条件を満たすという.

以下が成り立つ.

定理 1. 直交ウェーブレット ψがR0条件を満
たせば, L2-MRAに付随する.

R0条件とウェーブレットの関係性に関して
は文献 [2]を参照せよ.

2 古典的Hardy空間H2(R)
C上の正則関数全体をO(C)で表す. 次の空
間はよく知られている.

定義 3 (上半平面における Hardy空間). 上半
平面 C+上のHardy空間を

H2(C+) =
{
f ∈ O(C) : ∥f∥H2(C+) <∞

}
,

∥f∥H2(C+) :=

(
sup
y>0

∫
R
|f(x+ iy)|2dx

)1/2

で定義する.

さて, 任意の f(x+ iy) ∈ H2(C+)に対して,

limy→0 f(x + iy)は何らかの f ∈ L2(R)に L2

の位相で収束する. 実際は, 殆ど至る所収束す
る (Fatouの定理). 極限関数の特徴付けに興味
を持つことは自然だろう.

定理 2 (Paley-Wienerの定理). f ∈ L2(R)が
f ∈ H2(C+)の極限関数であるための必要十分
条件は f̂(ξ) = 0 (ξ ≤ 0)である.

この意味で,

H2(R) = {f ∈ L2(R) : f̂(ξ) = 0 a.e. ξ ≤ 0}

もHardy空間と呼ばれる. この空間は解析信号
からなる空間でもあり,ウェーブレットをax+b

群 R>0 ⋉ Rの既約ユニタリー表現と見る場合
の表現空間でもあり, 意外に馴染み深い.
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3 H2-wavelet

H2(R)はL2(R)の閉部分空間であるので, 通
常のウェーブレット解析が制限付きで成り立
つ. 特に, MRAの定義 (ii)における L2(R)を
H2(R)で置き換えることにより, H2(R)におけ
る直交ウェーブレット (H2-wavelet)がパラレ
ルに得られる.

ところが, Fourier 解析の一般論により, コ
ンパクトサポートを持つH2-waveletは存在し
得ないことがわかる. このような問題に対し
て Meyer[3]は, Schwartzクラス S(R)に属す
る H2-waveletは存在するか, という問題提起
を行なった. 1992年, この問題は Auscherに
よって否定的に解決された.

定理 3 (P. Auscher[4, 5]). R0 条件を満たす
H2-waveletは存在しない.

従って, 周波数空間における H2-waveletの
減衰度, 同じことだが, 時間空間における正則
性には限界があることが示された. H2-wavelet

の存在条件にR0条件が現れたことは興味深い.

4 今回の報告

R0条件における減衰オーダーO
(
⟨ξ⟩−α−1/2

)
は関数が L2(R)に属するための臨界的なオー
ダーに思える. しかし,そのような減衰オーダー
を持つH2-waveletは存在しないことがAuscher

によって示された. 従って, H2-waveletの具体
例が気になる所である. さらに, H2-MRAに付
随するような素性の良いウェーブレットを期待
したい. その答えの 1つとして, 以下のウェー
ブレットが存在する (文献 [2]を見よ).

定理 4. 任意の ℓ ∈ Z≥0に対し,

Kℓ =

[
2ℓ+1

2ℓ+1 − 1
π, 2π

]
∪
[
2ℓ+1π,

22ℓ+2

2ℓ+1 − 1
π

]
を定義する. このとき, ψ̂ℓ = χKℓ

で定義され
る ψℓ ∈ H2(R)はH2-waveletである. さらに,

ℓ = 0のときはH2-MRAに付随するが, ℓ ≥ 1

ならば付随するH2-MRAは存在しない.

この構成はMSFウェーブレットを想起させ
る. 実際, ℓ = 0のときは Shannonタイプの
H2-waveletになり, ℓ = 2のときは Journéタ
イプのH2-waveletとなる. この例は周波数空
間上で不連続であるため, R0 条件における連
続性の要請を破っている.

我々は今回, R0条件における減衰オーダーよ
りも少し弱い減衰オーダーを持つが, |ψ̂|が連続
であるH2-waveletの構成に成功した. さらに,

このH2-waveletはH2-MRAにも付随する.
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ハミルトニアンニューラルネットワークの近似性能評価
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1 概要
近年，ハミルトニアンニューラルネットワー

クと呼ばれる，ニューラルネットワークを用い
てデータから運動方程式を学習する手法が注目
されている．この方法は，シンプレクティック
数値積分法と連携するなど，様々な形で拡張が
されているが，一方，その性能の理論解析は十
分に行われていない．本講演では，この手法の
近似能力に関する理論解析結果を報告する．

2 イントロダクション
エネルギーを用いた理論で記述される物理現

象は多く，例えば，ハミルトン力学の運動方程
式であるハミルトン方程式は

du

dt
= S

∂H

∂u
, (1)

という形をしている．ここで u : t ∈ R 7→
u(t) ∈ RN は状態変数，H : u ∈ RN 7→ H(u) ∈
R はエネルギーを表す関数であり，ハミルトニ
アンと呼ばれる．また，Sは非退化の歪対称行
列である [?]. よく知られているように，(2)の
形で表される方程式はエネルギーの保存則を
もつ:

dH

dt
= 0.

近年, このような方程式におけるエネルギー関
数 H をニューラルネットワーク HNN で学習
することにより, 対応する物理現象を予測する
研究が盛んに行われている（[?, 2]など．）しか
し, 我々が知る限り, そのようなモデルの近似
性能についての研究は, ハミルトン方程式に対
する SympNetの研究 [3]のみであり, 十分に行
われていない．本研究では, このようなモデル
の近似能力についての理論解析を行う．具体的
には，まず，ハミルトニアンニューラルネット
ワークと呼ばれるモデル

du

dt
= S

∂HNN

∂u
, (2)

が万能近似性をもつことを示す．ただし，HNN

は適当な仮定を満たす多層パーセプトロンであ

る．これは, Hornikらによるニューラルネット
ワークの微分を含めた万能近似性の定理から直
ちに従う．次に，このモデルを変数変換したモ
デル

dx

dt
= (

∂u

∂x
)−1S(

∂u

∂x
)−⊤∂H

∂x
. (3)

についても同様の定理を示す．

3 ハミルトニアンニューラルネットワー
クの万能近似性
この節では，ある仮定の元でハミルトニア
ンニューラルネットワークが万能近似性をも
つことを示す．まず，いくつかの記法を準備
する．まず，Cm(X)にソボレフ空間W p,m(X)

の位相を入れた者を Smp (X)と表す．これは，
W p,m(X) の中で弱微分でない，通常の微分を
もつ関数の空間となる．関数についての Lpノ
ルムを ‖ · ‖Lp，ベクトルについての Lpノルム
を ‖ · ‖pと表す．活性化関数 σ をもつニューラ
ルネットワークの集合を Σ(σ) とする:

Σ(σ) = {g : Rr → R | g(x)

=

q∑
i

βiσ(γ⊤i x+ αi), αi ∈ R, βi ∈ R, γi ∈ Rr}.

定理 1 H : RN → R をハミルトニアンとする
ハミルトン方程式

∂u

∂t
= S

∂H

∂u

を考える．ただし，uは状態変数 u : t ∈ R 7→
u(t) ∈ RN であり S は N×N の歪対称行列で
ある．相空間 K はコンパクトであり，S∂H/∂u
は Lipschitz 連続であるとする．活性化関数
σ 6= 0 が S1

2(R)に属するのであれば，任意の
ε > 0 に対し，ある HNN ∈ Σ(σ) が存在して∥∥∥∥S∂H∂u − S∂HNN

∂u

∥∥∥∥
2

< ε

が成り立つ．
証明にはHornikらの定理を利用する．
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定理 2 (Hornik et al., 1990) 活性化関数 σ 6=
0 が，ある m ≥ 0 に対して Smp (R, λ) に属し
ているとする．このとき，Σ(σ) は C∞(K) の
中で m階微分まで一様に稠密である．ただし，
K は RN のコンパクト部分集合である．
この定理は，ある種のニューラルネットワーク
が関数値だけでなく微分値も含めて近似出来る
ことを保証する．上記のハミルトニアンニュー
ラルネットワークの近似定理および次節の定理
は，基本的には，この定理の応用で示すことが
できる．

4 座標変換を伴うハミルトニアンニュー
ラルネットワークの万能近似性
ハミルトニアンニューラルネットワークの,

実用上, 使いにくい部分は, 状態を表す変数に
一般化運動量が必要となることである．一般化
運動量は, 一般にラグランジアンから定義され
る．しかし, ラグランジアンは, 典型的には, 運
動エネルギーとポテンシャルエネルギーの差
で定義されるものである．従って, エネルギー
関数が分からなければ一般化運動量は分からな
い．そこで，ハミルトン方程式に従うと考えら
れるデータであるが，一般化運動量を用いた座
標系で与えられていない場合を想定し，座標変
換を伴うモデルを考える．より具体的には，

dx

dt
= f(x) (4)

というモデルで，座標変換 u(t) = u(x(t)) に
よって (??) の形に変形できるようなものを考
える．これをハミルトン方程式に代入すると

∂u

∂x

dx

dt
= G

∂x

∂u

⊤∂H

∂x
.

となるが，∂x/∂u = (∂u/∂x)−1であるため
dx

dt
= (

∂u

∂x
)−1G(

∂u

∂x
)−⊤∂H

∂x
. (5)

となる．このモデルに対しても，以下のような
意味で万能近似性をもつことが示される．
定理 3 H : RN → R をハミルトニアンとする
ハミルトン方程式

dx

dt
= (

∂u

∂x
)−1G(

∂u

∂x
)−⊤∂H

∂x

を考える．ただし，x : t ∈ R 7→ x(t) ∈ RN は，
状態変数 u : x ∈ RN 7→ u(x) ∈ RN を変数変

換したものであり，S は N × N の非退化歪
対称行列である. 相空間 K はコンパクトであ
り，∂H/∂u の右辺は Lipschitz 連続であると
する．また，u は C1級の微分同相写像である
とする．もしも，関数 σ 6= 0，ρ 6= 0 が S1

2(R)

に属するのであれば，任意の ε > 0 に対して
ある σ を活性化関数とするニューラルネット
ワーク HNN と ρ を活性化関数とするニュー
ラルネットワーク uNN が存在して∥∥∥∥(

∂u

∂x
)−1G(

∂u

∂x
)−⊤∂H

∂x

− (
∂uNN

∂x
)−1G(

∂uNN

∂x
)−⊤∂HNN

∂x

∥∥∥∥
2

< ε

が成り立つ．
講演時には，これらの定理の詳細に加え，汎
化性能評価についても報告する．

謝辞 本研究は JST CREST(JPMJCR1914)

および JSPS科研費 (19K20344, 20K11693)の
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深層離散時間ラグランジュ力学モデル
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1 概要

ニューラルネットワークを用いて未知の物理
系を学習する手法が近年盛んに研究されている．
例えば，ハミルトニアンやラグランジアンを近
似し，その勾配を常微分方程式に用いることで
エネルギーを保存する物理現象を学習すること
ができる [1, 2]．しかしながら，シミュレーショ
ンのために系を時間的に離散化すると，エネル
ギーは一般に保存されない．そこで，シンプレ
クティック数値積分法や離散勾配法を用いるこ
とで，ニューラルネットワークを用いて離散時
間でエネルギーを保存する手法が提案されてき
た [3, 4]．
これらの手法を用いるには，位置と速度の

データが必要である．しかし，速度は計測誤差
が出やすいため, 正確な値を得るのは困難であ
る．シンプレクティック数値積分法の 1つであ
るベレの方法は，速度を用いずに位置のみで扱
うことができるが，シンプレクティック数値積
分法で保存するのは影のハミルトニアンである．
離散勾配法はエネルギー関数を厳密に保存でき
るが，位置のみで扱えるニューラルネットワー
ク向けの離散勾配法はなかった．
そこで本研究では，離散時間におけるラグ

ランジュ力学系を位置のデータのみからニュー
ラルネットワークでモデル化し，離散時間でエ
ネルギーを保存する手法を提案する．さらに，
数値実験により，実際に提案手法が位置のみの
データから離散時間でエネルギーを保存するこ
とを示す．本稿は国際ワークショップに採録さ
れた著者らの研究に基づく [6]．

2 関連研究

ハミルトン力学では，系の状態uを位置 qと
正準運動量pを用いてu = (q,p)と表す．系の
全エネルギーであるハミルトニアンHは運動
エネルギー T とポテンシャルエネルギー V の
和として表される．ハミルトン系におけるエネ
ルギーを保存する運動は，以下のハミルトン方
程式によって記述される．

dq
dt = ∇pH, dpdt = −∇qH. (1)

Hamiltonian Neural Networks (HNN)はニ
ューラルネットワークでハミルトニアンHをモ
デル化する手法である [1]．ラグランジュ系で
は系の状態 uは位置 qと速度 q̇で表し，運動
はラグランジアンLを用いてオイラー・ラグラ
ンジュ方程式 d

dt∇q̇L = ∇pLによって記述され
る．Lagrangian Neural Networksでは，HNN

と同じような方法でラグランジアン Lをモデ
ル化した [2]．これらの手法は，エネルギー保
存則を満たす．離散時間においてエネルギー保
存則を満たす手法として，シンプレクティック
数値積分法や離散勾配法を用いた手法が提案さ
れてきた [3, 4]．Symplectic Reccurent Neural

Networksはシンプレクティック数値積分法を用
いる手法である [3]．しかし，シンプレクティッ
ク数値積分法で保存するのは影のハミルトニア
ンであり，エネルギー関数は厳密には保存され
ない [5]．一方で，離散勾配法はエネルギー関数
を厳密に保存することができる手法である [5]．
離散勾配を用いてハミルトン方程式を離散時間
で書き直すと以下のようになる．

q(n+1) − q(n)

∆t
= ∇pH(u(n+1),un),

p(n+1) − p(n)

∆t
= −∇qH(u(n+1),u(n)).

(2)

離散勾配法は離散時間に一般化された勾配であ
る離散勾配を用いる．離散勾配は手動の式変形
が必要であるためニューラルネットワークに適
応するのが難しかった．そこで，ニューラルネッ
トワークの勾配を求める際に使われる自動微分
アルゴリズムを基に，自動離散微分が提案され
た [4]．自動離散微分によって，離散勾配法を
用いることが可能となった．

3 提案手法

本研究では，運動エネルギー T が運動量 p

のみに依存し，ポテンシャルエネルギー V が
位置 qのみに依存する系を対象とする．このと
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表 1. 実験結果
質点バネ系 振り子 二体問題

手法 位置 q 　　　 エネルギー H 位置 q エネルギー H 位置 q エネルギー H
オイラー法 4.48×100 1.23×101 2.96×102 8.54×101 3.71×10−1 8.64×10−4

シンプレクティックオイラー法 7.09×10−2 1.67×10−3 4.89×10−3 7.45×10−2 1.65×10−4 2.77×10−7

リープフロッグ法 7.09×10−2 6.57×10−4 4.89×10−3 2.04×10−2 1.65×10−4 1.14×10−7

提案手法 6.20×10−2 4.52×10−5 5.43×10−3 2.20×10−3 7.31×10−3 3.00×10−6

リープフロッグ法+提案手法 8.30×10−2 6.19×10−4 1.47×10−1 8.38×10−4 1.59×10−4 1.01×10−7

き，式 (2)は

q(n+1) − q(n)

∆t
= ∇pT (p(n+1),p(n)),

p(n+1) − p(n)

∆t
= −∇qV (q(n+1), q(n))

(3)

と書ける．式 (3)から運動量 pを式変形により
消去すると，以下の式を得ることができる．

M
q(n+1) − 2q(n) + q(n−1)

(∆t)2

= −1

2

{
∇V

(
q(n+1), q(n)

)
+∇V

(
q(n), q(n−1)

)}
．

(4)

式 (4)を使うことで，位置のみを用いてエネル
ギーを保存する数値積分ができる．また，式 (4)

は時間ステップ幅∆tを限りなく小さくするこ
とで，オイラー・ラグランジュ方程式に収束す
る．このことから，離散時間におけるラグラン
ジュ系を表していることが分かる．提案手法で
はポテンシャルエネルギー V をニューラルネッ
トワークでモデル化し，離散勾配を自動離散微
分 [4]を用いて得る．学習の際には式 (4)の両
辺の二乗誤差を最小化し，予測の際には 2つの
時間における位置 (q(n−1), q(n))から陰的に次
の時間における位置 q(n+1)を求める．

4 実験

4.1 実験設定

[1, 4]で用いられた質点バネ系，振り子，二
体問題の 3つの系における数値実験を行った．
これらの系はいずれも運動エネルギーT とポテ
ンシャルエネルギー V がそれぞれ速度 q̇，位置
qにのみ依存する．比較手法としてオイラー法，
シンプレクティックオイラー法，リープフロッ
グ法の 3つの手法と比較した．また，リープフ
ロッグ法で学習し，提案手法で予測を行うリー
プフロッグ法+提案手法も用いた．検証のため
に，初期値を与えて各手法で状態を予測し，真
の状態と予測した状態の二乗誤差と，真のエネ
ルギーと予測した状態におけるエネルギーの二
乗誤差を計算した．

4.2 実験結果

表 1 に位置の予測とエネルギーの結果をま
とめた．リープフロッグ法+提案手法の結果を
除くと，位置については質点バネ系で，エネル
ギーについては質点バネ系と振り子で最も良い
結果が得られた．二体問題についても，リープ
フロッグ法+提案手法が比較手法を上回った．こ
れらの結果から，提案手法が最も離散時間にお
いてエネルギーを保存していることがわかる．
二体問題においてリープフロッグ法が提案手法
を上回り，リープフロッグ法+提案手法が比較
手法を上回ったことから，提案手法は学習によ
るモデル化誤差が大きいと考えられる．このこ
とから，学習方法の改良を今後検討する．

謝辞 本研究は，JST CREST(JPMJCR1914)

と，JSPS科研費 (19K20344)の補助を受けて
実施された．
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二相混合体理論に基づくキャビテーションクラウドの非定常挙動に関する
数値解析

牛奥 隆博 1, 吉村 浩明 2

1早稲田大学大学院，2早稲田大学
e-mail : t.ushioku@aoni.waseda.jp; yoshimura@waseda.jp

1 概要

キャビテーションにより発生した無数の気泡
の集合はクラウドと呼ばれ，集団的な非定常挙
動を示すと共に，圧壊時に衝撃波が発生すると
考えられている．しかし，クラウドが混相流の
中でどのように生成され，クラウドの圧壊に関
連してどのように衝撃波が発生・伝播するかは，
実験的・解析的にも十分に理解されているとは言
えない．本研究では，水ジェット噴射に伴うキャ
ビテーションクラウドに注目し，入力圧力を変
化させて，気液混合体によるモデル化と SPH

法による二次元流れ場解析を行い，クラウドの
発生に関する入力圧力の閾値を調査する．

2 数値解析方法と条件

本解析では図 1に示すように，水中に設置さ
れたノズルから無数の気泡を含む水を噴射する
数値実験を行う．このような気泡流を扱うため
に，混合体理論によるモデル化を行う．温度変
化，体積力及び二相間の速度差に起因する運動
量の輸送を無視し，混合体モデルにより記述さ
れた圧縮性粘性流体の基礎方程式に対してSPH

近似を施すと次のようになる．

Dρi
Dt

= ρi

N∑
j=1

mj

ρj
(ubi − ubj)

∂Wij

∂xb
, (1)

Duai
Dt

= −
N∑
j=1

mj

(
pi + pj
ρiρj

+ Πij

)
∂Wij

∂xa

+

N∑
j=1

mj

τabi + τabj
ρiρj

∂Wij

∂xa
. (2)

ここに，D/Dtは物質微分，ρ，u = ubeb，p，
τ = τabea ⊗ eb は各々混合体の密度，流速ベ
クトル，圧力，粘性応力テンソル，mは粒子の
質量であり，総和規約に従って記述している．
また，添字の i, jは計算点の粒子とその近傍の
粒子を表し，N は計算領域内の総粒子数であ
る．Wij はカーネル関数，Πij は人工粘性であ
り，ここではそれぞれWendland Kernel[1]と

Monaghan型 [2]のものを使用する．混合体の
パラメータはボイド率αと液相 (l)，気相 (g)の
パラメータを用いて，ρ = (1 − α)ρl + αρg ≈
(1−α)ρl，u = {(1−α)ρlul−αρgug}/ρ ≈ ul，
p = (1−α)pl+αpg ≈ pl，τ = (1−α)τ l+ατ g ≈
(1− α)τ lのようになる．但し，今回は αを定
数とし，α≪ 1，ρg ≪ ρl，ug ≈ ul，pg ≈ plの
仮定の下で近似を行なっている．液相はニュー
トン流体 (τ l = τ l(ul))として，圧力が次の状
態方程式によって与えられると，変数 ρi, u

a
i , p

についての方程式系 (1)-(3)は閉じる．

p = B

{(
ρ

ρ0

)γ
− 1

}
+ p0. (3)

ただし，Bは定数，γは液相の比熱比，添字の
0は基準となる値を表している．
　境界条件については，図 1に示す通りノズル
内外の壁にそれぞれ滑り・非滑りの固体壁境界
条件，水槽境界に開境界条件を与える．また，
ノズル内部に次の流入境界条件を与え，圧力入
力によって水ジェットを誘起する．

∂ub

∂xb
= 0, p = ptl −

1

2
ρ∥u∥2,

ptl =

{
pinp
2

(
1− cos 2πt

tinp

)
+ p0, (t < tinp),

p0, (t ≥ tinp).

pinpは入力圧力の大きさ，tinp(= 350 µs)は入
力時間を表す．時間方向の数値積分には Leap-

Frog法を採用し，ノズル内と水槽内の流体の
ボイド率をそれぞれ 5%，0%，水温を 20 ◦C，
粒子直径を 40 µm(N = 235850)とし，pinpを
0.1 ∼ 1.0 MPaの範囲で変化させて解析した．

3 数値解析結果

pinp=0.9 MPaと pinp=0.52 MPaの場合の流
体粒子の流れをそれぞれ図 2，図 3に示す．た
だし，赤色の粒子は初期時刻にノズル内に設置
した気泡を含む流体を，青色の粒子は水槽内に
設置した気泡を含まない流体を表している．
　まず，pinp=0.9 MPaの場合は，ノズル内の
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図 1. 数値解析のモデル

流体が水槽領域に噴射されていくと共に，t =

400 µsで液体が気体への相変化が起こり，流体
粒子の存在しない真空（白色）領域が発生して
いることがわかる．赤い領域は２相流の領域で
あり，従来の研究で議論されている広義のクラ
ウドと考られるが，本研究では，特に衝撃波を
引き起こす白色領域を狭義のクラウドと定義す
る．発生したクラウドの核はその後，ノズルか
ら噴射される流体の流れ場によって引き伸ばさ
れながら収縮運動を開始し，そして t = 800 µs

では完全に潰れて消滅している様子が見て取れ
る．従って，クラウドが流れの中で発生し，成長
から圧壊までの非定常挙動が再現できている．
次に，pinp=0.52 MPaの場合は，t = 355 µs

において僅かにクラウドの核が発生している様
子がわかるが，発生したクラウドの核は成長せ
ず，t = 500 µsで既に消滅していることが分か
る．また，pinp ≤ 0.5 MPaの場合では，クラウ
ドの核が発生する様子は確認されなかった．以
上より，クラウドは入力圧力がある一定の大き
さ以上の場合に発生し，その入力圧力の閾値は
0.5 ∼ 0.52 MPaの範囲にあることが分かった．

4 結言

圧力入力により誘起される水ジェットに伴っ
て発生するクラウドについて，混合体モデルと
SPH法による二次元流れ場解析を行なった．そ
の結果，クラウドの発生から成長，圧壊までの
非定常挙動を本解析手法により再現できること
が確認できた．また，クラウドの発生に関する
入力圧力の閾値が 0.5 ∼ 0.52 MPaの範囲にあ
ることを明らかにした．

図 2. pinp=0.9 MPaの場合

図 3. pinp=0.52 MPaの場合
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データ駆動型アプローチによる神経ネットワークのダイナミクス推定

井上 広明 1, 大森 敏明 1,2,∗
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1 概要

近年のイメージング計測技術の発達により，
脳を代表とした神経ネットワークから様々な
データが得られるようになってきている [1]．そ
のような背景から，イメージング技術によって
得られるイメージングデータを用いて，データ
の背後にあるダイナミクスを推定するための
データ駆動型のアプローチが求められている．
本研究では，神経ネットワークから得られるイ
メージングデータを用いて，そのダイナミクス
を推定するためのデータ駆動型アプローチを提
案する．

2 神経ネットワークのダイナミクス推定

本稿では，神経ネットワークからイメージン
グデータが得られる過程を状態空間モデルで
表現し，粒子マルコフ連鎖モンテカルロ (Par-

ticle Markov chain Monte Carlo: PMCMC)

法 [2]の一つであるレプリカ交換粒子ギブスサ
ンプリング (Replica exchange particle-Gibbs:

REPG)法 [3]を用いてイメージングデータか
ら神経ネットワークのダイナミクスを推定する
手法を提案する．

2.1 状態空間モデル

状態空間モデルは自然科学，社会科学，工
学など，様々な分野で用いられる汎用的な時
系列モデルである．状態空間モデルでは，観
測値 y1:N = {y1,y2, · · · ,yN}が観測される背
景に直接観測できない時変の潜在状態 x1:N =

{x1,x2, · · · ,xN}が存在していることを仮定し
ている．ある時刻 nにおける潜在状態 xnの時
間変化を表現するシステムモデルと，潜在状態
xnから観測値ynが得られる過程を表現する観
測モデルの 2つのモデルで状態空間モデルは表
現される．
本研究においては，神経ネットワーク内の複

数の神経細胞の膜電位やチャネルの開閉確率が
潜在状態 xn であり，観測値 yn はイメージン
グ技術によって得られるイメージングデータを

表す．状態空間モデルにおける，システムモデ
ルと観測モデルはベイズ統計における条件付き
分布を用いてそれぞれ次のように表現できる．

p (xn | xn−1,θx) (1)

p (yn | xn,θy) (2)

ここで θxはシステムモデルを定めるパラメー
タであり，本研究においては神経ネットワーク
の構造や神経ネットワーク内の神経細胞の特性
を表現するパラメータである．θy は観測モデ
ルを定めるパラメータであり，イメージングで
用いた指示色素の特性などが含まれる．本研究
においては，観測値であるイメージングデータ
y1:N から，神経ネットワークの潜在状態 x1:N

を推定すると同時に，そのダイナミクスや観測
過程を支配するパラメータΘ = {θx,θy}を推
定することを目的とする．

2.2 レプリカ交換粒子ギブスサンプリン
グ法

状態空間モデル内の潜在状態やパラメータを
推定する手法として，PMCMC法が提案され
ている [2]．本研究ではPMCMC法の一つであ
る REPG法 [3]を用いて，イメージングデー
タから潜在状態とパラメータの同時事後分布
p (Θ,x1:N | y1:N )を推定する手法を提案する．

REPG法では温度T =
{
T (1), T (2), · · · , T (R)

}
を拡張変数として導入し，各温度 T (r) におい
て次に示す分布より潜在状態 x

(r)
1:N とパラメー

タΘ(r)のサンプルを得る．

π(r)
(
Θ(r),x

(r)
1:N

)
=

1

Z
(
T (r)

)p(Θ(r),x
(r)
1:N | y1:N

) 1

T (r)

(3)

ここで，Z
(
T (r)

)
は分配関数である．REPG法

では，各温度 T (r)において式 (3)からサンプル
を得るため，潜在状態 x(r)

1:N とパラメータΘ(r)

を交互にサンプルする．潜在状態の k番目のサ
ンプル x1:N [k]を得る際には k − 1番目の潜在
状態 x

(r)
1:N [k − 1]とパラメータ Θ(r) [k − 1]を

用いて条件付き粒子フィルタ [2]を実行する．
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潜在状態の初期分布 p
(
x
(r)
1

)
より粒子と呼ば

れる潜在状態 x(r)
1 のサンプルをM − 1個生成

し，x(r)
1,1,x

(r)
1,2, · · · ,x

(r)
1,M−1とする．k − 1番目

の潜在状態 x
(r)
1 [k − 1]をM 番目の粒子とし，

x
(r)
1,M ← x

(r)
1 [k − 1]とする．ここで，式 (2)を

用いて各粒子の重み w1,mを計算する．

w1,m =　
p
(
y1 | x

(r)
1,m,θ

(r)
y

) 1

T (r)

∑M
i=1 p

(
y1 | x

(r)
1,i ,θ

(r)
y

) 1

T (r)

(4)

次に，式 (4) において計算した各粒子の重み
w1,1, · · · , w1,M に従い，粒子全体からM −1個

のサンプルx(r)
1,A1,1

, · · · ,x(r)
1,A1,M−1

を復元抽出す
る．ここでA1,mはm番目のサンプルにおいて
抽出された抽出元の粒子番号を表す．さらに，
式 (1)を用いて次式の通り次の時刻の潜在状態

x
(r)
2,mをサンプルし，

{
x
(r)
1,A1,m

,x
(r)
2,m

}
を新たな

粒子とする．

x
(r)
2,m ∼ p

(
x
(r)
2,m | x

(r)
1,A1,m

,θ(r)x

) 1

T (r)
(5)

M 番目の粒子については A1,M = M とし，{
x
(r)
1,A1,M

,x
(r)
2 [k − 1]

}
を新たな粒子とする．こ

れらの処理を時刻 N まで繰り返した後，重み
wN,mに従いサンプルした粒子を潜在状態の k

番目のサンプル x(r)
1:N [k]とする．

パラメータの k番目のサンプルΘ(r) [k]を得
る際にはメトロポリスヘイスティングス法を用
いて，次の条件付き分布からサンプルを得る．

Θ(r) [k] ∼ p
(
Θ(r) | x(r)

1:N [k] ,y1:N

) 1

T (r)
(6)

REPG法では，各温度において前述の通り
の方法でサンプルを取得した上で，温度間で
サンプルを交換することを試みる．低温状態
において有限回のサンプルでは局所解から抜
け出せない場合でも，交換処理によりサンプル
が低温状態と高温状態を行き来することで局
所解から抜け出すことが可能となり，事後分布
p (Θ,x1:N | y1:N )全体からのサンプルが可能と
なる．交換処理において，r番目と r + 1番目
の温度間でサンプルを交換する場合，次の確率
で提案された交換を採択する．

min

1,
π(r)

(
Θ(r+1),x

(r+1)
1:N

)
π(r+1)

(
Θ(r),x

(r)
1:N

)
π(r)

(
Θ(r),x

(r)
1:N

)
π(r+1)

(
Θ(r+1),x

(r+1)
1:N

)


(7)

3 まとめ

本稿では，イメージング技術によって得られ
る時系列データから神経ネットワークのダイナ
ミクスを推定するための手法として，REPG法
に基づく手法を提案した．提案手法では，神経
ネットワークからイメージングデータが得られ
る過程を状態空間モデルとして表現し，潜在
状態とパラメータを交互にサンプルすること
で，潜在状態である神経ネットワーク内の複数
の神経細胞の膜電位やチャネルの開閉確率とパ
ラメータである神経ネットワークの構造や神経
細胞の特性の同時推定を可能としている．さら
に，提案手法では温度と呼ばれる拡張変数と交
換処理を導入することにより，サンプルが局所
解に囚われてしまう問題への対処を実現するこ
とで，精緻な神経ネットワークのダイナミクス
推定を実現している．
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特異値分解のための両側ヤコビ法の複素数行列に対する効率的な実装法
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1 概要

ヤコビ法は, 数値線形代数の特異値分解に対

して, 高精度に特異値・特異ベクトルを計算で

きる解法である. ヤコビ法には, 片側ヤコビ法・

両側ヤコビ法の 2つがある. LAPACKには片

側ヤコビ法における特異値分解のみ存在する.

そのような状況で, 荒木らによって実行列に対

して特異値分解を行う両側ヤコビ法の計算法が

提案された [1]. 本講演では, その計算法を複素

数行列に拡張する. 実行列の計算法では, ヤコ

ビ回転行列をベクトルに適用する際に, sin・cos

のいずれか一方の値を補正することが高精度な

計算を達成するために重要である. 複素数行列

では, そのアイデアを対角成分の実数化と非対

角成分の実数化の際にも利用する.

2 両側ヤコビ法による特異値分解

実行列における両側ヤコビ法による特異値分

解は, 任意の行列に対してQR分解を前処理と

して行うことで, 上三角行列に対する特異値分

解と考えることができる. 複素数行列に拡張す

る場合も同様に, 複素上三角行列に対する特異

値分解と考えればよい. 複素数行列においては,

前処理として, 対角成分, 非対角成分の実数化

を行った後, 式 (1)を利用し, 実装を行う.(
c1 s1
−s1 c1

)(
aj,j aj,k
0 ak,k

)(
c2 −s2
s2 c2

)

=

(
âj,j 0

0 âk,k

)
(1)

ここで, aj,j , ak,k, âj,j , âk,k, aj,k, c1, s1, c2, s2 ∈
Rである.

3 複素数行列に対する計算法

3.1, 3.2の 2つの前処理を導入する.

3.1 行列の対角成分の実数化

行列の対角成分の実数化は, 始めに 1度行う.

対象となる行列をA, その対角成分を aj,j

(j = 1, · · · , n)とするときに, この行列に対し

て, 対角成分が aj,j/|aj,j |, 非対角成分が 0の行

列 T を左からかける. その結果, 対角成分が実

数となった行列 Ã = AT を得る.

3.2 非対角成分の実数化

行列の非対角成分の実数化は, ヤコビ回転行

列を作用する直前に毎回行う. 対象となる 2×2

行列Aに対して, 左右から行列U , V をそれぞ

れ作用させる.

A =

(
aj,j aj,k
0 ak,k

)
aj,j , ak,k ∈ R, aj,k ∈ C

U =

(
1 0

0
aj,k
|aj,k|

)
,V =

(
1 0

0
aj,k
|aj,k|

)

その結果, 非対角成分が実数の行列 Âを得る.

Â = UAV =

(
aj,j |aj,k|
0 ak,k

)

3.3 複素数の実数化

3.1, 3.2では, 複素数の値を実数化する必要

がある. 複素数 zの実数化には, z/|z|, z/|z|が
必要になる. この値を計算するために通常, 関

数 ABSと CONJGを用いる. しかし, 行列サ

イズが大きくなると誤差の混入が大きくなり,

収束しなくなる. そこで, Givens回転の式を活

用し, 値を計算する.(
c s

−s c

)(
x

y

)
=

(
r

0

)
r =

√
x2 + y2

c = x/r, s = y/r

上記の計算は, LAPACKの xLARTGルーチン

によって行う. x ← Re(z), y ← Im(z)とする

と, 上記の式により,

z/|z| = c+ is, z/|z| = c− is
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4 両側ヤコビ法の実装

特異値分解の実装は, 逆正接関数を用いた実

装とRutishauser型の実装, Givens回転を用い

た実装の 3つの手法で行った. この３つの手法

を比較し, Givens回転を用いた実装法を採用し

た. そのため, Givens回転を用いた実装のアル

ゴリズムを記載する.

Algorithm 1 Givens回転を用いた実装法

1: f1 ← aj,j − ak,k
2: f1 ← f1 + sgn (f1)

√
a2j,k + f21

3: if f1 ≥ 0 then

4: g1 ← aj,k
5: else

6: g1 ← −aj,k
7: f1 ← −f1
8: end if

9: f2 ← aj,j + ak,k

10: f2 ← f2 + sgn (f2)
√
a2j,k + f22

11: if f2 ≥ 0 then

12: g2 ← −aj,k
13: else

14: g2 ← aj,k
15: f2 ← −f2
16: end if

17: if f1 ≥ f2 then

18: t1 ← g1/f1
19: ĉ1 ← −t1 × g2 + f2
20: ŝ1 ← t1 × f2 + g2
21: ĉ2 ← t1 × g2 + f2
22: ŝ2 ← t1 × f2 − g2
23: else

24: t2 ← g2/f2
25: ĉ1 ← −g1 × t2 + f1
26: ŝ1 ← f1 × t2 + g1
27: ĉ2 ← g1 × t2 + f1
28: ŝ2 ← −f1 × t2 + g1
29: end if

30: c1, s1 ← Givens回転 (x← ĉ1, y ← ŝ1)

31: c2, s2 ← Givens回転 (x← ĉ2, y ← ŝ2)

5 計算の高速化・高精度化

5.1 sin θ, cos θの補正

Algorithm 1の c1, s1, c2, s2は, 丸め誤差等

の影響で s2+c2 = 1の理論を満たさないことが

ある. そのため, 値を補正することで高精度化

を実現できる. この計算は, 実行列に対する実

装時から行われている. 複素数行列における実

装では, さらに 3.1, 3.2実数化でも補正を行う.

補正には, 割線法を利用した式 (2)を用いる.

xn+1 =
xn−1 × f(xn)− xn × f(xn−1)

f(xn)− f(xn−1)
(2)

s, cの大きさによって場合分けを行う必要があ

り, Algorithm 1における補正では, −π/2 ≤
θ ≤ π/2の範囲で, 3.1, 3.2における補正では,

−3π/4 ≤ θ ≤ 5π/4の範囲で場合分けを行う.

ここでは, −π/4 ≤ θ ≤ π/4の場合を記載する.

(1) −π/4 ≤ θ ≤ π/4すなわち |s| ≤ cの場合
初期値を x0 = 1, x1 = cとする. f(x) =

x2 + s2 − 1とし, 式 (2)に適用すると,

c← x2 = 1− s× s/(1 + c)

この補正した c, sと FMA演算を用いて,

ヤコビ回転行列による計算をする.

ω = s/(1 + c)

x← s× (−ω × x+ y) + x

y ← −s× (ω × y + x) + y

(2)π/4 < θ < 3π/4, (3)3π/4 ≤ θ ≤ 5π/4,

(4)−3π/4 ≤ θ < −π/4でも同様のことを行う.

5.2 SIMD型計算の利用

SIMD(Single Instruction Multiple Data)型

計算は, 複数の同一の演算を一つの命令で行う

ものである. この演算を活用することで, 計算

を高速化することが可能になる. この計算を複

素数の場合にも活用するために, 実部と虚部を

分けた実装を行った.

5.3 計算の融合

3.2の実数化は, 5.1のヤコビ回転行列による

計算と融合することができる. 融合により,デー

タの転送量を減らし, 高速化につながる.
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拡張 q-戸田方程式の固有値計算への応用

渡邉 凌斗 1，新庄 雅斗 2，岩崎 雅史 1

1京都府立大学生命環境学部，2同志社大学理工学部
e-mail : r watanabe@mei.kpu.ac.jp

1 概要

可積分系として知られる離散戸田方程式は３
重対角行列の固有値が求められる qdアルゴリ
ズムの漸化式と等価である [1, 2]．戸田方程式
の q-類似として q-戸田方程式 [3]が知られてい
るが，固有値問題との関連性については報告さ
れていない．q-戸田方程式は戸田方程式の微分
項を q-微分で置き換えたものであるが，q-微分
は関数 f(t)に対して

Dqf(t) :=


f(t)− f(qt)

(1− q)t
, t ̸= 0,

lim
n→∞

f(qnt)− f(0))

qnt
, t = 0

(1)

と定義される．本講演では，q-戸田方程式を拡
張させ，その固有値計算への応用について述
べる．

2 拡張 q-戸田方程式とその行列表示

q-戸田方程式に対して任意パラメータM を
含めて

Dqxk(t) = gk(qt)− gk−M−1(qt),

k = 1, 2, . . . ,Mm +M,

Dqyk(t) = gk(qt)
(
xk+M+1(qt)− xk(t)

)
,

k = 1, 2, . . . ,Mm − 1,

y−M (t) := 0, . . . , y0(t) := 0,

yMm(t) := 0, . . . , yMm+M (t) := 0
(2)

のように拡張する．ここで，Mm := (M+1)m−
M であり，gk(qt)は

gk(qt) =
yk(qt)

1 + (1− q)txk(qt)
,

k = 1, 2, . . . ,M + 1,

gk(qt) =
yk(qt)

yk−M−1(t)
gk−M−1(qt),

k = M + 2,M + 3, . . . ,Mm − 1,

g−M (qt) := 0, . . . , g0(qt) := 0,

gMm(qt) := 0, . . . , gMm+M (qt) := 0
(3)

を満たすとする．q → 1 のとき Dqxk(t) →
dxk(t)/dt, Dqyk(t)→ dyk(t)/dt, gk(qt)→ yk(t)

なので，M = 0とした (2)に対して q → 1の
極限をとると戸田方程式が導かれる．よって，
(2)を拡張 q-戸田方程式と呼ぶことにする．
可積分系を固有値問題と関連付けるには，ラ

ックス表示と呼ばれる行列表示がポイントとな
る．M + 1次対角行列 Xk(t) := diag(xMk

(t),

xMk+1(t), . . . , xMk+M (t)), Yk(t) := diag(yMk
(t),

yMk+1(t), . . . , yMk+M (t)) を用いた (M + 1)m

次ブロック３重対角行列を

A(t) :=


X1(t) IM+1

Y1(t) X2(t)
. . .

. . .
. . . IM+1

Ym−1(t) Xm(t)

 ,

Gk(t) := diag(gMk
(t), gMk+1(t), . . . , gMk+M (t))

を用いた (M + 1)m次ブロック下２重対角行
列を

G(t) :=


OM+1

G1(t)
. . .
. . . OM+1

Gm−1(t) OM+1


のように定めると，拡張 q-戸田方程式 (2)のラッ
クス表示として

DqA(t) = A(qt)G(qt)−G(qt)A(t) (4)

が得られる．(4)は拡張 q-戸田方程式 (2)がA(t)

の固有値問題と関連付けられることを意味する．
ここで，A(t)はM = 0ならば 3重対角行列で
あるが，M ̸= 0ならば３重対角行列でないこ
とに注意されたい．

3 離散化と相似変形への関連付け

離散時間を t(n) := q−nt(0) > 0と定め，拡張
q-戸田方程式 (2)においてx

(n+1)
k,s := xMk+s(t

(n)),

y
(n+1)
k,s := yMk+s(t

(n)), g
(n+1)
k,s := gMk+s(t

(n))

と書き換えたものを拡張 q-離散戸田方程式と
呼ぶことにする．拡張 q-離散戸田方程式のラ
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ックス表示は (4)において A(n+1) := A(t(n)),

G(n+1) := G(t(n)) と書き換えると得られるの
で，拡張 q-離散戸田方程式の時間発展n→ n+1

の繰り返しのもとでは初期行列 A(0) の固有値
は保存されることがわかる．なお，拡張 q-離
散戸田方程式の時間発展 n → n + 1が一意的
に定まることは容易に確認できる．A(n) から
A(n+1)への相似変形は離散戸田方程式ではLR

変換であるのに対して，拡張 q-離散戸田方程
式ではLR変換とは異なる変換として解釈でき
る．もちろん，拡張 q-離散戸田方程式の時間発
展 n→ n+ 1をLR変換に関連付けることもで
きるが，そのためには次に示す新たな変数を導
入すればよい．

Q
(n)
k,s := x

(n)
k,s +

1

(1− q)t(n)
− (1− q)t(n)g(n)k−1,s,

k = 1, 2, . . . ,m, s = 0, 1, . . . ,M,

E
(n)
k,s := (1− q)t(n)g(n)k,s ,

k = 0, 1, . . . ,m, s = 0, 1, . . . ,M.
(5)

詳細については講演時に説明する．

4 数値例

4次行列

A(0) =


6 0 1 0

0 −3 0 1

6 0 1 0

0 5 0 1


の固有値 7,−4, 0, 2が拡張 q-離散戸田方程式の
時間発展 n → n + 1の繰り返し求まることを
数値的に示す．拡張 q-離散戸田方程式の初期値
は x

(n)
1,0 = 6, x

(n)
1,1 = −3, x

(n)
2,0 = 1, x

(n)
2,1 = 1,

y
(n)
1,0 = 6, y

(n)
1,1 = 5であり，時間パラメータは

t(0) = 4, q = 1/2とした．図は拡張 q-離散戸田
変数の行列 A(0)の固有値はそれぞれ λ1,0 = 7,

λ1,1 = −4, λ2,0 = 0, λ2,1 = 2 であるが，x(n)1,0 ,

x
(n)
1,1 , x

(n)
2,0 , x

(n)
2,1 の値がA(0)の固有値 7,−4, 0, 2

にそれぞれ収束する様子がうかがえる．なお，
拡張 q-離散戸田変数の理論的な収束証明につい
ては講演中に触れる．

5 まとめと今後の展望

戸田方程式の q-類似の拡張版を行列の固有値
問題と結び付け，拡張 q-離散戸田方程式の時間
発展を利用すると，非対角帯が対角帯からM

図 q-離散戸田変数の収束履歴．横軸は離散時間 n，縦軸は

拡張 q-離散戸田変数の値を表す．+ : x
(n)
1,0 の値，× : x

(0)
1,1

の値，◦ : x(0)
2,0 の値，△ : x

(0)
2,1 の値．

離れたような行列の固有値が求められることも
明らかにした．他の q-可積分系やその拡張版に
ついても同様の議論が進められるが，その結果
については次の機会に報告する．また，拡張 q-

離散戸田方程式に対する超離散化で得られる箱
玉系についても今後明らかにする予定である．
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実対称帯行列に対する分割統治法の計算量削減のための
摂動処理順序の提案

平岡 俊佑 1, 廣田 悠輔 1

1福井大学
e-mail : mf210695@u-fukui.ac.jp

1 はじめに
実対称帯行列の固有値問題

B = QDQ⊤ (1)

を考える．ただし，Bは半帯幅 kの n×n実対
称帯行列，Dは対角行列，Qは直交行列である．
実対称帯行列の固有値問題の解法として帯行

列向けのQR法や分割統治法 [1]など様々な解
法が提案されている．中でも実対称帯行列に対
する分割統治法は計算部分の多くを行列積の計
算で占めるという優位性をもつ．
実対称帯行列に対する分割統治法は，対角行

列と k個の rank-1積（摂動）の和で表される行
列の対角化に帰着される．この対角化は対角行
列と 1個の摂動の和の対角化（摂動処理）を k

回繰り返すことによって解かれる．k個の摂動
はどのような順序でも処理することができる．
また，摂動を処理する順番を変えることで k回
の摂動処理に要する計算量が変化する．ところ
が，摂動をどの順番で処理すれば計算量が削減
できるかは明らかにされていない．
本研究では，帯行列分割統治法の計算量が少

なくなる摂動の処理順序について検討する．

2 実対称帯行列に対する分割統治法
実対称帯行列 B は実対称帯行列 B1, B2 ∈

R
n
2
×n

2 , 実数 ρi > 0，ベクトル vi ∈ Rn (i =

1, 2, . . . , k)を用いて

B =

[
B1 O

O B2

]
+

k∑
i=1

ρiviv
⊤
i (2)

と分割できる．式 (2)の右辺に現れる ρiviv
⊤
i を

摂動という．ここで，Bj の固有値分解 : Bj =

Xj∆jX
⊤
j (j = 1, 2)が得られているとすると，

X =

[
X1 O

O X2

]
, ∆ =

[
∆1 O

O ∆2

]

として

B =

[
X1∆1X

⊤
1 O

O X2∆2X
⊤
2

]
+

k∑
i=1

ρiviv
⊤
i

= X

(
∆ +

k∑
i=1

ρiu
(1)
i u

(1)⊤
i

)
X⊤, (3)

u
(1)
i = X⊤vi (i = 1, 2, . . . , k).

ただし，Xj は直交行列，∆j は対角行列であ
る．式 (3)の∆ + ρ1u

(1)
1 u

(1)⊤
1 の対角化を∆ +

ρ1u
(1)
1 u

(1)⊤
1 = Y1Λ1Y

⊤
1 (Λ1 :対角行列，Y1 :直

交行列)と表す．すると，(3)は

B = XY1

(
Λ1 +

k∑
i=2

ρiu
(2)
i u

(2)⊤
i

)
(XY1)

⊤,

(4)

u
(2)
i = Y ⊤

1 u
(1)
i (i = 2, . . . , k)

と摂動が 1つ少ない形に変形できる．式 (4)の
処理を繰り返すことで，最終的に
B = (XY1Y2 · · ·Yk)Λk(XY1Y2 · · ·Yk)⊤ (5)

と変形できる．式 (1)と (5)の対応より，Bの固
有値は Λkの対角要素，固有ベクトルは行列積

XY1Y2 · · ·Yk (6)

の各列ベクトルであるとわかる．上記の説明で
は摂動の処理を i = 1, 2, . . . kの順に処理した
が，摂動の処理順序は任意に決定できる．
前述の式変形で現れた対角行列と摂動 1個の
和の対角化（摂動処理）はある方法を用いて容
易に解くことができる．その方法により得られ
る Yi (i = 1, 2, . . . , k)は密行列ではなくゼロ要
素を多く含む特殊な構造をもつ．これは摂動処
理中に行われるデフレーション [2, Sec. 2.1]と
呼ばれる処理によるものである．Λ + ρuu⊤の
対角化を行うときにデフレーションは uの第 l

要素である ul (1 ≤ l ≤ n)が
√

2|ul|∥u∥2
∥u∥22 + max |λm|

ρ

< ϵ (7)
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を満たす場合に生じる．ただし，ϵは十分小さ
い定数であり，λm (1 ≤ m ≤ n)は対角行列 Λ

の対角要素である．デフレーションが起こると
Yiのゼロ要素が増加し，(6)の計算量を削減で
きる．uの要素のうち，(7)を満たすものが多
いほどデフレーションが多く発生し，(6)の計
算量が減少する．

3 計算量の少ない摂動処理順序の提案
帯行列分割統治法の計算量は行列積 (6)の計

算量が大部分を占める．そこで本研究では，(6)

の計算量を少なくする摂動処理順序を提案する．
ただし，(6)の計算順序は本来自由であるが，本
研究では左から順に積をとると仮定する．
行列積 (6)において，最初の行列積 XY1 は

ブロック対角行列と特殊な構造をもつ Y1との
積となる．これに対して，行列積XY1の結果
は密行列になるため行列積 (XY1)Y2 は密行列
と特殊な構造をもつ Y2の積となる．これは Y3
以降も同様である．このため，(6)における最
初の積XY1は以後の Y2, Y3, . . . , Ykをかける場
合と比べて計算量がおよそ半減する．よって，
1回目の摂動処理でデフレーションの発生頻度
が最も少なくなる摂動を選択すると (6)の計算
量を最も削減できると見込まれる．
デフレーションの発生条件 (7)に注目すると

ρが大きいほど条件 (7)を満たしにくくなる．し
たがって，1回目の摂動処理では ρiが 1番大き
い摂動を選択すれば計算量を少なくすることが
できると予想される．以上の考察に基づき，1

回目の摂動処理で ρi が最も大きい摂動を選択
するという摂動処理順序を提案する．

4 数値実験
1回目の摂動処理で ρiが最も大きい摂動を処

理する実装（提案手法）と，最も小さいものを
処理する実装（比較手法）について，性能（分
割統治法全体の実行時間，行列積 (6)の計算量）
を評価する．
テスト行列には半帯幅 k = 3, 4, 5の実対称帯

行列を用い，行列の次数はn =1000,2000,4000,

8000とする．本実験では 2つのテスト行列を
用いる．1つは k個の摂動のうち，1つの摂動
のみデフレーションの発生頻度が低くなり，提
案手法の効果が最大になると予想される行列
（test1）である．もう 1つはデフレーションの
発生頻度が k 個の摂動でほぼ均等になり，提
案手法の効果が最小になると予想される行列

表 1. 比較手法に対する提案手法の実行時間および計算
量の比率 (k = 3)

test1 test2

実行 実行
n 時間 計算量 時間 計算量

1000 0.9455 0.9231 0.9996 0.9994

2000 0.9120 0.8866 0.9992 0.9995

4000 0.9116 0.8860 1.0005 1.0004

8000 0.9050 0.8844 1.0019 1.0020

（test2）である．
行列積の計算は行列計算ライブラリBLASの

ルーチンであるDGEMMを用いる．計算機環
境には京都大学スーパーコンピュータシステム
B（CPU：Intel Xeon E5-2695 v4，演算性能：
1.21 TFLOPs，コンパイラ：icc 18.0.5，ifort

18.0.5）を用い，1ノード 1スレッドで実行する．
表 1に 2種類のテスト行列における比較手法
に対する提案手法の実行時間と計算量それぞれ
の比率を示す（紙面の都合上 k = 3の場合のみ
示す）．表 1より，提案手法の効果が最も大き
いと予想される test1では実行時間，計算量と
もに約 10%程度削減され，提案手法の有効性
を確認した．また，最も効果が小さいと予想さ
れる test2でも従来と同等の性能であることが
確認できた．

5 まとめ
本研究では帯行列分割統治法の計算量を削減
する摂動処理順序を提案した．具体的には摂動
に含まれるスカラーが最大となる摂動を最初に
処理するという方法である．数値実験により提
案手法が他の処理順序に対して同等以上の性能
を示すことが確認できた．

謝辞 本研究の一部は京都大学学術情報メディ
アセンターのスーパーコンピュータを利用して
実施した．
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実数シフトのレゾルベント少数から構成されたフィルタによる実対称定値
一般固有値問題の固有値が下端付近の固有対の近似解法について

村上 弘
東京都立大学
e-mail : mrkmhrsh@tmu.ac.jp

1 概要
実対称定値一般固有値問題 Av = λBvの近

似固有対を求めるためのフィルタとして，少数
のレゾルベントの線形結合の作用のチェビシェ
フ多項式を用いる．特性の優れたフィルタを構
成できる既出の方法 [1]では，レゾルベントの
シフトは複素数であり，複数のシフトに実数だ
けを用いることはできない．そこで固有値が下
端付近の固有対を求める場合に限定して，シフ
トが実数のレゾルベントをたとえば 2つ用いた
フィルタを構成し，それによる実験の例を示す．

2 はじめに
固有値が下端付近の固有対だけが必要である

場合には，レゾルベントのシフトをすべて実数
にすることで，フィルタ処理に必要な記憶量や
演算量を減らせる可能性がある．これまでの，
単一のレゾルベントから構成されたフィルタは，
構成が簡単で適用も容易だが特性があまり良く
ない [2]．たとえば伝達関数の通過域での最大最
小比を抑えながら遷移域の幅を狭めることは困
難である．しかし，特性の悪いフィルタでも直
交化と組合せて 2～3回反復すれば近似固有対
の精度を向上できる [3]．そうであれば，フィル
タはレゾルベント 1つだけから構成すれば十分
であり，複数を用いる必要はないと思われよう．
しかし計算を小規模な並列システムで行う場

合で，複数のレゾルベントに対応する連立 1次
方程式の行列分解を主記憶上に保持でき，複数
の行列分解や前進後退代入を並行に処理できる
のであれば以下の可能性がある．1)フィルタを
単一のレゾルベントの多項式から少数のレゾル
ベントの線形結合の多項式にすることで，多項
式の次数を下げられれば，フィルタ処理の経過
時間が減らせる．2) 伝達関数の遷移域を狭く
できれば，フィルタで濾過するベクトルの数を
減らせる．3) 伝達関数の閾値を改善できれば，
フィルタ 1回適用で得られる近似固有対が既に
要求される品質の水準を満たす可能性がある.
そこで今回は，主に実数シフトのレゾルベン

トを 2つ用いてフィルタを構成する場合を扱う．
フィルタ F がレゾルベントの線形結合や多

項式である場合には，固有対 (λ,v) に対して
Fv = f(λ)vが成り立つ．ここで f(λ)はフィ
ルタの伝達関数であり，λの有理関数である．
座標 λに対する正規化座標 tを最小固有値を

含む区間 λ ∈ [a, b]と標準区間 t ∈ [0, 1]の間の
線形変換により定義する．そうして tを引数と
する伝達関数を g(t) ≡ f(λ)により定義する．

3 レゾルベント 2つの線形結合の多項式
によるフィルタ
単一のレゾルベントの多項式である簡易型の

フィルタに対応する伝達関数 g(t)は実数 1つだ
けを極に持ち，式 (1)と (2)により与えられる．

g(t) ≡ gsTn(y(t)), y(t) ≡ 2x(t) − 1. (1)

x(t) ≡ (μ + σ)/(t + σ). (2)

いま，伝達関数の形状を改善することを狙って，
実数の極を 2つにして自由度を増やすことにす
る．フィルタはシフトが実数のレゾルベント 2
つの線形結合のチェビシェフ多項式とし，それ
に対応してx(t)の式を (2)から (3)に変更する．

x(t) ≡ α1/(t + σ1) − α2/(t + σ2). (3)

伝達関数 g(t)は t ≥ 0で連続で，その形状を
表すパラメタを μ，gp，gs (μ>1, 1>gp>gs>0)
とする．つまり以下の 3条件を満たすとする：
1) 通過域 [0, 1]では 1 ≥ g(t) ≥ gp，
2) 遷移域 (1, μ)では gp > g(t) > gs，
3) 阻止域 [μ,∞)では gs ≥ |g(t)|．
まず t ≥ 0での g(t)の連続性から条件 g(1) =

gpと g(μ) = gsを満たすことが必要である．さ
らに，以下の 2通りの方式で条件を追加するこ
とにより，x(t)の含む σ1，σ2，α1，α2の 4つ
の実数値（σ1>σ2>0とする）を決定する．追加
する条件は「方式 I」では g(0) = 1と g′(0) = 0
とし，「方式 II」では g(0) = gpと g(tp) = 1と
g′(tp) = 0（ただし 0<tp<1）とする（図 1）．そ
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うして課された複数の条件を連立して解き [4]，
その結果 x(t)の含む 4つの値が実数として求
まれば，伝達関数は指定した 4つのパラメタμ，
gp，gs，nを満たすことができる．なお，4つの

「方式 I」 「方式 II」
図 1. 「方式 I」と「方式 II」の伝達関数のグラフの概形

パラメタのうち 3つだけを指定してやり，残り
の 1つについてはフィルタの性質がなるべく良
くなるように（次数 nは小さく，gpは大きく，
gsは小さく，μは小さく）選ぶこともできる．

3.1 伝達関数からのフィルタの構成

式 (1)と (3)で与えられる伝達関数 g(t)に対
応するフィルタの構成は以下のようになる．固
有値の区間 λ ∈ [a, b]と正規化座標の標準区間
t ∈ [0, 1]の間の線形対応 t = (λ− a)/(b− a)に
より y(t)を λを用いて表すと式 (4)である．

y(t) = 2γ1/(λ − ρ1) − 2γ2/(λ − ρ2) − 1. (4)

ただし γk = (b − a)αk，ρk = a − (b − a)σk，
k = 1, 2である．y(t)に対応する線形作用素 Y
の式は (5)であり，フィルタFは式 (6)になる．

Y = 2γ1R(ρ1) − 2γ2R(ρ2) − I. (5)

F = gsTn(Y). (6)

フィルタFのベクトルの組V への作用は，漸化
式 (7)を用いてV (j) ≡ Tj(Y)V，j = 1, 2, . . . , n

を順に計算すると，FV = gsV
(n)で与えられる．

{
V (0) ← V, V (1) ← YV,

V (j) ← 2YV (j−1) − V (j−2) (for j ≥ 2).
(7)

4 実験について
例題に用いた実対称定値一般固有値問題Av =

λBvは，領域が 1辺の長さ πの立方体で，そ
の表面で零ディリクレ条件を課した 3次元ラプ
ラシアンの固有値問題−ΔΨ = λΨを FEMで

離散化したものである．立方体の各辺の方向を
N1 + 1，N2 + 1，N3 + 1（N1 ≤ N2 ≤ N3）
の小区間に等分割した直方体を有限要素とし，
各要素内の展開基底は 3重線形関数とした．行
列 Aと B の次数は N = N1N2N3 で下帯幅は
wL = 1 + N1 + N1N2 である．実験では要素
分割を (N1, N2, N3) = (40, 50, 60)としたので，
次数はN = 120, 000，下帯幅はwL = 2, 041と
なる．近似固有対 (λ,v)の精度の確認には相対
残差 ||Av − λBv||2/||λBv||2を用いた．
この問題の固有値は3以上なので，区間 [a, b] =

[3, 30]を指定してそこに固有値がある固有対 54
個を求めた．フィルタの伝達特性の遷移の急峻
さを表すパラメタ μが 2.0，1.5，1.25の各場合
について，フィルタを適用する最初のベクトル
の数mをそれぞれ 200，125，100とした（通
過域と遷移域の合併区間に固有値が入る固有対
の数はそれぞれ 163，105，78なので，上記の
数mは十分である）．固有値が [a, b]に入る近
似固有対の品質を相対残差を求めて評価した．
計算に用いたシステムは東京大学情報基盤セ

ンタのOakbridge-CXの 1ノード（Dual intel
Xeon 8280(2.7GHz, 28cores)，メモリ 192GiB
で，ピーク性能は倍精度 4.8 TFLOPS）である．

結果の詳細は当日の講演で発表する．
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Projection method for eigenproblems of linear nonsquare matrix

pencils
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1 Introduction

Consider the computation of all finite eigen-

values of a linear matrix pencil zB − A ∈
Cm×n, z ∈ C, A, B ∈ Cm×n in a prescribed

simply connected open set Ω ⊂ C

Ax = λBx, x ∈ Cn \ {0}, λ ∈ Ω (1)

and the corresponding eigenvectors. The ma-

trix pencil zB − A is said to be regular if

m = n and det(zB − A) is not identically

equal to zero for all z ∈ C; otherwise, it is sin-

gular. This study focuses on singular cases.

Such problems (1) arise in linear differential-

algebraic equations, eigenstate computations

of semiconductor quantum wells, and super-

vised dimensionality reduction [1].

A well-established method uses the QZ and

staircase algorithms as well as unitary equiv-

alence transformation to determine the Kro-

necker structure [3]. A sophisticated imple-

mentation of these methods is the generalized

upper triangular (GUPTRI) algorithm [2].

In a class of projection methods [4, 5, 6], a

complex moment filters out undesired eigen-

components and extracts the desired ones in a

random matrix whose columns are supposed

to have eigencomponents of interest. Thus,

methods of this kind project a regular ma-

trix pencil onto the eigenspace associated with

eigenvalues in a prescribed region. The com-

plex moment resulted from a contour integral

is approximated by a quadrature rule numeri-

cal computations. Each quadrature point pro-

duces a linear system to solve. Each linear

system can be solved independently. Hence,

this kind of methods can be efficiently and hi-

erarchially parallelized.

This work extends such a projection method

to singular cases [7]. The integral is also ap-

proximated by a numerical quadrature. Each

quadrature point produces a least squares

problem with multiple right-hand sides to

solve. This extension inherits those features

of the above projection methods in parallel

by nature. Note that the proposed method

will be considered in theory for linear matrix

pencils whose singular blocks are of size zero.

2 Method

The proposed method reduces a given non-

square matrix eigenproblem (1) to a smaller

generalized square eigenproblem having the

eigenvalues λ ∈ Ω of interest. To this end,

the kth order complex moment matrix

Mk =
1

2πi

∮
Γ
zk(zB −A)†dz ∈ Cn×m (2)

plays the primary role, where Γ is a closed Jor-

dan curve of which Ω is the interior, † denotes

the pseudoinverse, M is the order of moments,

and k = 0, 1, . . . ,M − 1. Let L > 0 be an in-

teger, T ∈ CLM×m, V ∈ Cm×L, Sk = MkV ∈
Cn×L, and S = [S0, S1, . . . , SM−1] ∈ Cn×LM .

Then, the wanted eigenvalues can be obtained

by solving the reduced eigenproblem

TASy = λTBSy, y ∈ CLM \ {0}. (3)

This study extends the formula for a mo-

ment matrix [8, (5.8)] in the regular case to

singular cases. This formula helps provide

conditions under which the regular part of (3)

has the eigenvalues in Ω and that R(S) ⊇
R(XΩ), where R(·) denotes the range and the

columns of XΩ are the eigenvectors corre-

sponding to the eigenvalues in Ω.

In numerical computations, the contour in-

tegral (2) is approximated using the N -point

trapezoidal quadrature rule

M̃k =

N∑
j=1

wjz
k
j (zjB −A)† ≃ Mk,
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where zj ∈ C is a quadrature point and ωj ∈ C
is a weight. For efficiency and stability, a low-

rank approximation using the truncated sin-

gular value decomposition is applied. These

procedures are summarized in Algorithm 1.

Algorithm 1

1: Set L, M , N ∈ Z>0, V ∈ Cm×L, T̃ ∈
Cm×τ , (zj , ωj), j = 1, 2, . . . , N .

2: S̃k =
∑N

j=1 ωjz
k
j (zjB −A)†V

3: S̃ = [S̃0, S̃1, . . . , S̃M−1]

4: Compute SVD of S̃ = [US,1, US,2] (ΣS,1⊕
ΣS,2) [VS,1, VS,2]

H, where US,1 ∈ Cn×τ .

5: Solve (λ̃, ỹ) of T̃TAUS,1ỹ = λ̃T̃TBUS,1ỹ.

6: (λ̃, x̃) = (λ̃, US,1ỹ)

The required number of quadrature points

is relevant to the distance of the eigenvalue

to the contour. Let λ
(N)
1 , λ

(N)
2 , . . . , λ

(N)
t be

the approximated eigenvalues of (1) via the

proposed method, where t is the number of

eigenvalue in Ω. Then, this work shows the

linear convergence |λj − λ(N)
j | = O(εN ), j =

1, 2, . . . , t for sufficiently large N in a diago-

nalizable case.

3 Experiments

Experimental results on pseudo-random

matrix pencils show that the proposed method

is superior to previous methods in terms of ef-

ficiency and robustness.

To examine the effect of the number of

quadrature points N on the accuracy, we

tested the method on different numbers of N .

The quadrature points zi are on the circle

with center 1 + i and radius 0.1, in which

four eigenvalues exit. The values of the other

parameters are L = 8, M = 4. Figure 1

shows the maximum relative error and resid-

ual norm (RERR and RRN, respectively) and

CPU time in seconds versus the number of

quadrature points N on a test matrix pencil

with m = 3000, n = 10,000. This figure shows

that the maximum RERR and RRN seem to

exponentially converge regarding N , and the

CPU time increased proportionally to N .

Experimental results conjecture that the

proposed method is more efficient in paral-
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Fig 1. Maximum relative error/residual norm, CPU
time (s) vs. number of quadrature points.

lelized settings and works on matrix pencils

with left singular blocks, and theoretical sup-

port for this case is left open.
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行列実数乗の数値積分のための定数倍の前処理について
立岡 文理, 曽我部 知広 1, 剱持 智哉 1, 張 紹良 1

1 名古屋大学 大学院工学研究科 応用物理学専攻
e-mail : f-tatsuoka@na.nuap.nagoya-u.ac.jp

1 概要
数値積分法による正定値対称行列の実数乗の
計算を考える．計算の際に行列を定数倍すると，
固有値が定数倍され，同じ積分点数でも数値積
分の精度が変化する．特に Gauss求積では誤差
を最小化するためのほぼ最適な定数の選び方が
提案されている [1]．本研究の目的は二重指数関
数型公式に対して誤差を小さくする定数を選ぶ
ことである．本発表では，良い定数を厳密では
なく近似的に求めたとしても誤差を小さくする
効果が得られ，計算が高速化されたことを報告
する．

2 行列実数乗に対する数値積分法
行列A ∈ Cn×nを全ての固有値がC\(−∞, 0]
に属する行列とする．このとき，α ∈ Rに対し
て，行列 Aの α乗は

Aα := exp(α log(A))

と定義される．ただし，exp と log はそれぞれ
行列指数関数と行列主対数関数である．特に
α ∈ (0, 1)のとき，実数乗は

Aα = sin(απ)
απ

A

∫ ∞

0
(t1/αI + A)−1 dt (1)

と表される [2, p. 174, p. 187]．この性質を用い
て，Aα を数値積分により計算する手法（これ以
降，数値積分法と呼ぶ）についての研究が行わ
れてきた [1,3]．数値積分法と他の計算手法を比
べたときの強みとしては，並列化が容易である
ことや，大規模疎行列 Aに対して Aα を直接計
算せずにベクトルとの積 Aαb (b ∈ Cn) が求め
られることが挙げられる．

3 定数倍の前処理
行列実数乗において

Aα = c−α(cA)α (c > 0)

が成り立つため，数値積分法に都合が良いよう
に c を選ぶことができる．本研究の目的は，A

が正定値対称行列であるときに，二重指数関数
型 (DE) 公式が少ない積分点数で高精度な結果
を得るように cを選ぶことである．
積分 (1) において，積分の前の定数も含め

た被積分関数を G(t, A) と表すとする．この
とき，ある求積法の積分点と重みをそれぞれ
tk, wk (k = 1, . . . , m) とすると，求積法の誤
差は

Aα −
m∑

k=1
wkG(tk, A)

と表され，Aが正定値対称であることから∥∥∥∥∥Aα −
m∑

k=1
wkG(tk, A)

∥∥∥∥∥
2

= max
λ∈Λ(A)

∣∣∣∣∣λα −
m∑

k=1
wkG(tk, λ)

∣∣∣∣∣
となる．ただしΛ(A)はAの固有値集合である．
ゆえに，前処理時の誤差は

max
λ∈Λ(A)

f(c, λ),

f(c, λ) =
∣∣∣∣∣λα − c−α

m∑
k=1

wkG(tk, cλ)
∣∣∣∣∣

であり，誤差を小さくする最適な cは

arg min
c>0

max
λ∈Λ(A)

f(c, λ) (2)

である．
A が大規模な場合は Λ(A) を求めることは困

難であり，文献 [1]では問題 (2)の連続緩和を考
えることで，Gauss 求積に対して誤差を小さく
する cの選び方が提案された．具体的には，

arg min
c>0

max
λ∈[λmin,λmax]

f(c, λ) (3)

において，ほぼ最適な cを解析的に導出した．た
だし，λmax, λmin は Aの最大・最小固有値であ
る．提案された c は λmax, λmin, α, m から計算
でき，数値積分のコストと比べると無視できる．
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4 DE公式における定数の選び方
Gauss 求積に対する最適化問題の解析が行わ

れた一方で，DE公式では f(c, λ)が多峰的であ
り，解析的に (3) を解くことは困難であると考
えた．
そこで，本発表では最適化問題 (3) を粗く解

き，近似的に良い c を選ぶことを考え，数値例
を通して効果を確かめる．具体的には，f の定
義域を離散化した問題

arg min
c∈C

max
λ∈L

f(c, λ) (4)

を解く．ただし，

C = {(λmax/λmin)i/s/λmax : i = 0, . . . , s},

L = {λmin(λmax/λmin)j/s : j = 0, . . . , s},

とし，数値例では s = 70とした．問題 (4)の計
算量は行列のサイズによらないため，数値積分
のコストと比べると無視できるであろう．

4.1 数値例
本稿では 2 つの数値例を示す．まず，DE 公
式の誤差履歴を示す．テスト行列は

A = tridiag(−1, 2, −1) ∈ R500×500

であり，α = 0.75とした．また，cの選び方は
c = 1/

√
λmaxλminとするもの [3]（既存）と，最

適化問題 (4) を解くもの（提案）の 2 種類であ
る．図 1より，このテスト行列に対しては提案
手法が 2桁ほど高精度であった．

0 50 100 150
10 14

10 7

100

2
)

DE

図 1. A0.75 に対する DE公式の誤差．

次に，表 1 に示す行列に対する行列実数乗–
ベクトル積 A0.75bの計算時間を示す．なお b =
[1, . . . , 1]⊤/

√
n ∈ Rn とした．ここでは，相対

残差が 10−8 以下になるように積分点数を設定
し，数値積分法の計算時間を測定した．なお，使
用した計算機の CPUは Core-i7 (3.6GHz)でメ
モリは 16GBであり，プログラミングには Julia
言語を用いた．表 2より，問題 (4)を解いて得
た cを用いても，少ない積分点数で計算でき，高
速化できていることが確かめられた．
表 1. テスト行列．なお，これらの行列は SuiteSparse
Matrix Collection [4]によるものである．

ID 行列名 n κ(A)
1 bundle1 10581 1.0 × 103

2 bodyy5 18589 7.9 × 103

3 Pres_Poisson 14822 2.0 × 106

4 t2dah_e 11445 7.2 × 108

表 2. A0.75bの計算時間と積分点数．各項目の左の数字は
時間（秒）であり，括弧内の数字は積分点数である．参考
として Gauss求積 [1]の計算時間も示す．

ID DE（既存） DE（提案） Gauss
1 1.22 (37) 1.04 (31) 0.84 (23)
2 1.26 (40) 1.07 (35) 1.08 (37)
3 3.92 (63) 3.09 (41) 7.80 (126)
4 1.49 (84) 0.77 (42) 7.55 (456)

以上より，DE公式に対する定数倍の前処理に
おいて，最適化問題を粗く解いて得た c であっ
ても実用上の効果があると言えるであろう．

謝辞 本研究は JSPS 科研費 20H00581 の助成
を受けた．
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非対称な線形行列方程式に対するglobal GPBiCGstab(L)法の提案
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1 はじめに
本研究では，非対称な線形行列方程式に対す

る global Krylov部分空間法を考える．以降は
簡単のため，複数右辺ベクトルをもつブロック
線形方程式

AX = B, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×s

を扱う．Global Krylov部分空間法は，連立一
次方程式に対するKrylov部分空間法を線形行
列方程式向けに拡張したものである [1, 2]．こ
れは，上記のブロック線形方程式と同値な連立
一次方程式

Âx̂ = b̂, Â := Is ⊗A, b̂ ∈ Rns (1)

に標準的なKrylov部分空間法を適用し，アル
ゴリズムの全工程を行列ベースの計算に書き直
すことで得られる．ここで，x̂, b̂は vec作用素
を用いて x̂ := vec(X), b̂ := vec(B) と表され，
⊗はクロネッカー積，Isは s次単位行列を表す．
現在，主な積型 BiCG法の global版として，

Gl-CGS法，Gl-BiCGSTAB 法，Gl-GPBiCG

法 [3]などが提案されているが，我々の知る限
り，BiCGstab(L)法のglobal版は導出されてい
ない．また，最近提案されたGPBiCGstab(L)

法 [4](GPBiCG法と BiCGstab(L)法を融合し
た解法)の global版についても知られていない．
そこで本研究では，global GPBiCGstab(L)法
を新たに提案する．この解法は，BiCGstab(L)

法の global版も包含した形で，既存の方法より
も優れた収束性を保持することが期待される．
いくつかの線形行列方程式に対する数値実験を
通して，提案手法の有効性を示す．

2 GPBiCGstab(L)法
連立一次方程式 Ax = b, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn

に対する積型BiCG法は，BiCG法の残差 rbicgk

と k 次の安定化多項式 Hk(λ)を用いて，残差
を rk := Hk(A)rbicgk と定めるものである．た
だし，Hk(0) = 1とする．

GPBiCGstab(L)法は，次の安定化多項式を
用いる積型 BiCG法の一種である．

Hk+L(λ) := (1− ζk,1λ− · · · − ζk,LλL)Hk(λ)

− ηkλGk−1(λ),

Gk−1(λ) :=
Hk−L(λ)−Hk(λ)

λ
.

ただし，kはLの倍数であり，H0(λ) := 1, η0 :=

0とする．ζk,1, . . . , ζk,L, ηk はパラメータであ
り，ηk = 0ならばBiCGstab(L)法に，L = 1な
らばGPBiCG法にそれぞれ帰着される．また，
r
(L)
k := Hk(A)rbicgk+L, y

(L)
k := AGk−1(A)rbicgk+L

と定めると，残差は

rk+L = r
(L)
k −

L∑
i=1

ζk,iA
ir

(L)
k − ηky

(L)
k

と表される．よって，標準的なGPBiCGstab(L)

法の実装では，反復毎にまず r(L)k , Ar
(L)
k , . . . ,

ALr
(L)
k , y

(L)
k を計算し，その上で ∥rk+L∥2を最

小にする ζk,1, . . . , ζk,L, ηkを用いて，残差や近
似解などを更新する．

3 Global GPBiCGstab(L)法
本節では，global GPBiCGstab(L)法の導出
について述べる．まず，GPBiCGstab(L)法 [4,

Algorithm 3]を (1)に適用し，適用後のアルゴ
リズム内の行列ベクトル積，標準内積，AXPY

演算を次のように同値変形する．

Âx̂ ⇔ AX, (2)

(x̂, ŷ) ⇔ ⟨X,Y ⟩F , (3)

x̂+ cŷ ⇔ X + cY. (4)

ただし，x̂ = vec(X), ŷ = vec(Y )であり，行列
X,Y に対してフロベニウス内積を ⟨X,Y ⟩F :=

tr(X⊤Y )とする．また，適用後のアルゴリズ
ムの ζk,1,. . . ,ζk,L,ηk は，最小二乗問題

min

∥∥∥∥∥r̂(L)k −
L∑
i=1

ζk,iÂ
ir̂

(L)
k − ηkŷ

(L)
k

∥∥∥∥∥
2

の解として定めるため，Âir̂(L)k = vec(AiR
(L)
k ),

ŷ
(L)
k = vec(Y

(L)
k )を満たすR

(L)
k , Y

(L)
k ∈ Rn×s,
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Algorithm 1 Global GPBiCGstab(L)法
Require: An initial guess X.

1: R0 = B −AX, and select R̃0.

2: Set R = [R0], P = [R0], Q = [On×s].

3: Z = U = Y = On×s
4: for k = 0, 1, . . . , until convergence do

5: ρ = ⟨R̃0, R0⟩F
6: for j = 1, 2, . . . , L do

7: if k ̸= 0 && j > 1 then

8: S = [S0; . . . ;SL−j ]

−α[Q1; . . . ;QL−j+1]

9: Q = S − β[Q0; . . . ;QL−j ]

10: end if

11: P = [P ;APj−1], V = Q0 − P1

12: σ = ⟨R̃0, Pj⟩F , α = ρ/σ,

13: X = X + αP0, Z = Z − αU ,

Y = Y −αV , R = R−α[P1; . . . ;Pj ]

14: R = [R;ARj−1], ρ = ⟨R̃0, Rj⟩F
15: β = ρ/σ, P = R−βP , U = Y −βU
16: end for

17: Set R′ = R0, S = [R1; . . . ;RL−1],

P ′ = P0, Q = [P1; . . . ;PL].

18: Solve min
ζi,η

∥∥∥R0 −
∑L

i=1 ζiRi − ηY
∥∥∥
F

,

(if k = 0, then η = 0).

19: Z = ζ1R0 + · · ·+ ζLRL−1 + ηZ,

R = R0 − ζ1R1 − · · · − ζLRL − ηY ,

P = P0 − ζ1P1 − · · · − ζLPL − ηU
20: X = X +Z, Y = R′−R, U = P ′−P
21: end for

および 2ノルムと ⟨·, ·⟩F から導かれるフロベニ
ウスノルム ∥ · ∥F との変換

∥x̂∥2 = ∥X∥F , x̂ = vec(X)

を用いて書き直すと，ζk,1, . . . , ζk,L, ηk は次の
最小化問題の解として得られる．

min

∥∥∥∥∥R(L)
k −

L∑
i=1

ζk,iA
iR

(L)
k − ηkY

(L)
k

∥∥∥∥∥
F

.

以上より，global GPBiCGstab(L)法のアルゴ
リズムとして，Algorithm 1が得られる．表記
はMATLABに従う．なお，常に ηk = 0とす
ると，global BiCGstab(L)法が得られる. ま
た，L = 1とすると，global GPBiCG法に帰
着されるが，既存のGl-GPBiCG法 [3]とは計
算順序が異なることに注意されたい．

4 他の線形行列方程式への適用
本節では，他の線形行列方程式の例として，
シルベスター方程式AX−XC = B, A ∈ Rn×n,

C ∈ Rs×s, B ∈ Rn×sを取り上げ，Algorithm 1

の適用方法を述べる．3節と同様に，シルベス
ター方程式と同値な連立一次方程式
Âx̂ = b̂, Â := Is ⊗A− C⊤ ⊗ In, b̂ ∈ Rns

に GPBiCGstab(L)法を適用し，(3), (4)，お
よび x̂ = vec(X)に対する同値変形

Âx̂ ⇔ A(X) := AX −XC

を用いてアルゴリズムの全工程を行列ベース
の計算に書き直す．このとき，3節との相異は
Âに関する積の部分のみであるから，シルベス
ター方程式に対する global GPBiCGstab(L)法
は，Algorithm 1の 1, 11, 14行目に現れる行列
積を，それぞれA(X), A(Pj−1), A(Rj−1)に置
き換えるだけでよい．以上の考え方は，その他
の線形行列方程式の場合も同様である．
当日の講演では，導出の詳細や実装方法につ
いて説明するとともに，提案手法 (Algorithm 1)

が既存の方法に比べて優れた収束性をもつこと
を数値実験により示す．
謝辞 本研究は科学研究費補助金（基盤研究
(C)：21K11925）の助成を受けています．
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1 The stabilized GMRES method

In [1, 2, 3], we proposed the stabilized GM-

RES method for singular and severely ill-con-

ditioned systems. In this talk, we will analyze

why the method works using Weyl’s inequal-

ity.

The Generalized Minimal Residual

(GMRES) method [4] is a robust Krylov sub-

space iterative method for solving systems of

linear equations Ax = b, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn,

where A may be singular and nonsymmetric.

In each iteration i of the method, one has to

solve the system

Ry = t, (1)

where R ∈ Ri×i is an upper triangular ma-

trix. This system is usually solved by back-

ward substitution. However, when A is sin-

gular or severely ill-conditioned, R becomes

severely ill-conditioned, which leads to the in-

crease of the residual norm ∥r∥2 or ∥ATr∥2,
where r = b − Ax, and the convergence of

GMRES deteriorates.

The stabilized GMRES overcomes this

problem by solving the normal equation

RTRy = RTt (2)

by Cholesky decomposition RTR = LLT where

L is a lower triangular matrix. RTR becomes

even more ill-conditioned than R, but it turns

out that due to rounding error, RTR is much

better conditioned than the exact RTR, so

that L is much better conditioned than R,

which stabilizes the convergence of GMRES.

In the following, we will give a theoretical ex-

planation of this phenomenon.

2 Analysis of the stabilized GMRES

method

Let ϵ denote the machine epsilon, and fl(x)

denote the floating point number correspond-

ing to x. O(x) denotes that

lim
x→0

∣∣∣∣O(x)

x

∣∣∣∣ = c < +∞.

o(x) denotes that

lim
x→0

∣∣∣∣o(x)

x

∣∣∣∣ = 0.

For R = (rij) ∈ Rn×n, |R| = (|rij |), and

O(x) = (xij) ∈ Rn×n such that xij = O(x)

(1 ≤ i, j ≤ n). Then, we have [5]

fl(RTR) = RTR+O(nϵ)|RT||R|
= RTR+O(nϵ),

where |RT| = |R|T, fl(RTR)T = fl(RTR) and

O(nϵ)T = O(nϵ). Let σ1 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0 be

the singular values of R, and let σ̃21 ≥ · · · ≥
σ̃2n ≥ 0 be the eigenvalues of fl(RTR).

Note the following.

Lemma 1 (|RT||R|)ij ≤ ∥R∥22 = σ1
2.

Proof Let R = [r1, . . . , rn]. Then,

(|RT||R|)ij = |ri|T|rj | = (|ri|, |rj |)
≤ ∥ri∥2∥rj∥2 ≤ max

1≤i≤n
∥ri∥22

≤ max
i=1,...,n

∥Rei∥2 ≤ max
∥x∥2=1

∥Rx∥2

≤ ∥R∥22 = σ1
2.

Here, ei is the ith column of the identity ma-

trix. □
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Thus, E :=fl(RTR)− RTR=O(nϵ)|RT||R|=
σ1

2O(nϵ).

Next, note that Weyl’s inequality e.g. [6, 7]

gives the following.

Theorem 2 |σ̃2i − σi2| ≤ σ1(E) = ∥E∥2
(i = 1, . . . , n).

Note that

∥O(nϵ)∥2 ≤ ∥O(nϵ)∥F

=

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

O(nϵ)2 = O(n2ϵ).

Hence, ∥E∥2 = σ1
2∥O(nϵ)∥2 ≤ σ1

2O(n2ϵ).

Thus, σ̃2i = σi
2 + σ1

2O(n2ϵ) (i = 1, . . . , n).

Hence, if σn
2 ≤ σ1

2O(n2ϵ), which is equiva-

lent to

κ(R) =
σ1
σn
≥ 1

O(n
√
ϵ)
,

then σn
2 = σ1

2O(n2ϵ), so that

κ(fl(RTR))=
σ̃21
σ̃2n

=
σ1

2(1 +O(n2ϵ))

σn2 + σ12O(n2ϵ)
=

1

O(n2ϵ)

if O(n2ϵ) ≤ 1. Hence, if κ(R) =
1

o(n
√
ϵ)

,

then κ(RTR) = κ(R)2 =
1

o(n2ϵ)
, whereas

κ(fl(RTR)) =
1

O(n2ϵ)
.

If we assume σ1(O(nϵ)) = ∥O(nϵ)∥2 = O(nϵ)

(1 ≤ i ≤ n), which seems to hold in our nu-

merical examples, then

∥E∥2 = σ1(E) = σ1
2∥O(nϵ)∥2 = σ1

2O(nϵ).

Hence, σ̃2i = σi
2 + σ1

2O(nϵ) (1 ≤ i ≤ n).

Thus, if σn
2 ≤ σ1

2O(nϵ), which is equivalent

to κ(R) =
σ1
σn
≥ 1

O(
√
nϵ)

, then,

σ̃2n = σn
2 + σ1

2O(nϵ) = σ1
2O(nϵ)

and

κ(fl(RTR)) =
σ̃21
σ̃2n

=
σ1

2(1 +O(nϵ))

σ12O(nϵ)

=
1

O(nϵ)
+O(1) =

1

O(nϵ)

if nϵ ≤ O(1).

Hence, if

κ(R)=
σ1
σn

=
1

o(
√
nϵ)

, κ(RTR)=
σ1

2

σn2
=

1

o(nϵ)
,

whereas

κ(fl(RTR)) =
1

O(nϵ)
.

This seems to match well with numerical re-

sults, which we will show in the talk.
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リーマン多様体上の非線形共役勾配法の新たな枠組みと
数値線形代数への応用

佐藤 寛之 1

1京都大学
e-mail : hsato@i.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに
本研究では，リーマン多様体M 上で定義さ
れた目的関数 f : M → Rの最小化問題

min
x∈M

f(x)

に対する非線形共役勾配法について議論する．
具体的には，多様体上の従来の共役勾配法で用
いられてきた vector transportと呼ばれる写像
が必ずしも必要ではないことを説明し，新たな
枠組みを提案する．また，種々の共役勾配法の
大域的収束性について証明を与え，数値線形代
数における問題への応用を通してその性質を数
値的に検証する．

2 線形共役勾配法と非線形共役勾配法
正定値対称行列 A ∈ Rn×nおよび b ∈ Rnを

用いて表される連立一次方程式 Ax = bを解
くためのアルゴリズムとしてよく知られている
線形共役勾配法は，M = Rn 上の狭義凸 2次
関数 f(x) = 1

2x
TAx − bTxの最小化を行う方

法である [1]．具体的には，与えられた初期点
x0 ∈ Rnと探索方向 η0 := −∇f(x0)を用いて，
線形共役勾配法は，点列 {xk}を，k ≥ 0に対し
てxk+1 := xk+tkηkにより生成する．ステップ
幅 tk := arg mint≥0 f(xk + tηk) = −∇f(xk)T ηk

ηTk Aηk

は正確な直線探索によって計算されるものであ
り，探索方向は ηk+1 := −∇f(xk+1) + βk+1ηk

により計算される．また，βk :=
∥∇f(xk)∥22

∥∇f(xk−1)∥22
は，探索方向 η0, η1, . . . , ηn−1 が ηTk Aηl = δkl
を満たす，すなわち，互いに A-共役となるよ
うに計算される．ここで，gk := ∇f(xk)およ
び yk := gk − gk−1 とおくと，βk の数学的に
等価な表現をいくつか得ることができる．たと
えば，

βk =
gTk gk

gTk−1gk−1
=

gTk gk

ηTk−1yk

が成り立つ．
一方，xk+1 := xk+tkηk, ηk := −gk+βkηk−1

の形の反復は，M = Rn上の，より一般の滑ら

かな実数値関数 fの最小化にも用いることがで
きる．この最適化アルゴリズムを非線形共役勾
配法という．その際，ステップ幅 tk はアルミ
ホ条件やウルフ条件を満たすものとして計算さ
れ，βkについては，たとえば

βFRk =
gTk gk

gTk−1gk−1
, βDY

k =
gTk gk

dTk−1yk

などが知られている [2]．ここで，FRおよびDY

は，それぞれ提案者である Fletcher–Reevesお
よびDai–Yuanの頭文字である．

3 リーマン多様体上の共役勾配法
本節では，（非線形）共役勾配法のリーマン多
様体M上への拡張について議論し，新たな枠組
みを提案する．以下では，Mのリーマン計量を
⟨·, ·⟩と表し，M 上の点 xにおける接空間 TxM

のベクトル ξ, ηの内積を ⟨ξ, η⟩xと書く．また，
f : M → RのM 上の勾配を grad f(x) ∈ TxM
と書き，これまでと同様，共役勾配法における
点 xkでの f の勾配を gk := grad f(xk)と書く．
多様体上では一般にはRnでのような直線探
索が行えないので，その代わりに曲線上の探索
を行う．すなわち，M 上の点 xkにおける探索
方向 ηkをxkにおける接ベクトルとして計算し，
レトラクションと呼ばれる写像 R : TM → M

を用いることで，Rnでの反復xk+1 := xk+tkηk
を拡張して xk+1 := Rxk(tkηk)とする [3]．こ
こで，Rxk : TxkM → M は Rの TxkM への制
限であり，γk(t) := Rxk(tηk)により定義される
M 上の曲線 γk は，γk(0) = xk, γ̇k(0) = ηk を
満たす．
また，リーマン多様体上の共役勾配法では，
探索方向 ηk+1 ∈ Txk+1

M の計算についても考
慮が必要である．すなわち，M = Rnの場合の
ηk+1 = −gk+1+βk+1ηkを一般のMに拡張する
際，−gk+1 ∈ Txk+1

M および βk+1ηk ∈ TxkM
であるから，これらは異なる接空間に属し，足
し合わせることができない．これを解決するた
めに，測地線に沿った平行移動 [4]や，平行移
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動を一般化した写像である vector transport [3]

を用いて，ηk ∈ TxkM を Txk+1
M に写すこと

で，−gk+1と足し合わせられるようにする方法
が提案されてきた．
ただし，vector transportを用いた共役勾配

法は大域的収束しない場合があり，それを解決
するために，適切なスケーリングを施す研究も
ある [5, 6]．さらに，近年，点列を計算する際
のレトラクション Rとは必ずしも一致しない
レトラクションRbwの逆写像を用いて，探索方
向を ηk+1 := −gk+1−βk+1skt

−1
k (Rbw

xk+1
)−1(xk)

と計算する手法も提案されている [7]．ここで，
sk = min{1, ∥ηk∥xk

/
∥t−1
k (Rbw

xk+1
)−1(xk)∥xk+1

}
はスケーリングの役割を果たす．レトラクシ
ョンの逆写像は線形性を満たさないが，vector

transportはその定義により線形写像であるか
ら，このアルゴリズムは vector transportを用
いない多様体上の共役勾配法である．
そこで，より一般に，vector transportとは限

らない写像T (k) : TxkM → Txk+1
M を用いて，

ηk+1 := − grad f(xk+1) + βk+1skT
(k) (ηk)

により探索方向を計算する共役勾配法を提案す
る．ここで，0 < sk ≤ ∥ηk∥xk/∥T (k)(ηk)∥xk+1

である．また，βk+1 の計算方法は様々なもの
が考えられるが，Rnの場合の βFRk や βDY

k を拡
張したものとして，ここでは

βR-FR
k+1 =

∥gk+1∥2xk+1

∥gk∥2xk

および

βR-DY
k+1 =

∥gk+1∥2xk+1

⟨skT (k)(ηk), gk+1⟩xk+1
− ⟨ηk, gk⟩xk

を紹介する．
ここで，関数 f に対して以下の仮定を置く．

仮定 1 準位集合 {x ∈ M | f(x) ≤ f(x0)}上
で，fは滑らかで下に有界であるとする．また，
ある Lg > 0が存在し，すべての k ≥ 0に対し
て ∥ grad f(xk)∥xk ≤ Lgが成り立つとする．さ
らに，あるLh > 0が存在し，すべての k ≥ 0に
対して supt∈[0,tk] ∥Hess(f ◦Rxk)(tηk)∥xk ≤ Lh
が成り立つとする．

定理 1 仮定 1の下で，βk+1 = βR−FR
k+1 とした多

様体上の共役勾配法で生成された点列 {xk}を
考える．あるC > 0が存在して，すべてのk ≥ 0

に対して ∥T (k)(ηk) − DRxk(tkηk)[ηk]∥xk+1
≤

C(tk + t2k)∥ηk∥2xk が成り立ち，ステップ幅 tkが

f(xk+1) ≤ f(xk) + c1tk⟨gk, ηk⟩xk ,

|⟨gk+1,T
(k)(ηk)⟩xk+1

| ≤ c2|⟨gk, ηk⟩xk |

を満たすとする．ただし0 < c1 < c2 < 1/2であ
る．このとき，lim infk→∞∥grad f(xk)∥xk = 0

が成り立つ．

講演では，βR-DYについても同様の大域的収
束性が成り立つことを紹介し，本稿で紹介した
もの以外の βk も用いて，特異値分解などの数
値線形代数の問題に共役勾配法を適用した結果
により，それぞれの手法の性能を評価する．
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非負制約付き2次計画問題に対する適応型射影SOR法
宮武 勇登 1, 曽我部 知広 2

1大阪大学，2名古屋大学
e-mail : miyatake@cas.cmc.osaka-u.ac.jp

1 はじめに
SOR法は線形方程式（連立一次方程式）

Ax = b (A ∈ Rn×n, b ∈ Rn)

に対する代表的な定常反復法である. よく知
られているように，その収束解析は反復行列の
スペクトル半径の解析によってなされるのが標
準的であり，特に係数行列 Aが正定値対称で
あるとき，SOR法の反復が任意の初期ベクト
ルに対して収束することと緩和パラメータが
0 < ω < 2であることは必要十分である．とこ
ろで，係数行列Aが正定値対称のとき，関数

f(x) =
1

2
x⊤Ax− x⊤b

の停留点は唯一定まり線形方程式の解と一致す
る．実は，共役勾配法などと同様に，緩和パラ
メータが 0 < ω < 2を満たすとき SOR法は反
復ごとに f(x)を減少させる解法となっている．
この事実は，後述の線形相補性問題などの文脈
では 1970年頃には既知の事実だったようだが，
近年，本講演著者らは，緩和パラメータを変数
変換 h = 2ω/(2− ω)すれば，SOR法は「刻み
幅」hに関して無条件収束する勾配法（関数 f

の勾配を利用した解法）であるという解釈を得
た [1]．さらに，この解釈によって，刻み幅を
直線探索の技巧で選択することが可能となり，
Wolfe条件を利用した新しい適応型 SOR法を
構築した [2]．
本講演では，以上の考え方を非負制約付き 2

次計画問題に応用し，SOR法をベースにした
新しい「適応型射影 SOR法」を提案する．
本稿では，紙面の都合上，次のような記法を

用いる：

x
(k)
0 = x(k),

x
(k)
i = (x

(k+1)
1 , . . . , x

(k+1)
i , x

(k)
i+1, . . . , x

(k)
n )

i = 1, . . . , n− 1,

x(k)
n = x(k+1).

ここで，写像 ψi : Rn → Rを
ψi(x)

= (1− ω)xi

+
ω

aii

(
bi −

∑
j<i

aijxj −
∑
j>i

aijxj

)
で定義すれば，通常の SOR法は

x
(k+1)
i = ψi(x

(k)
i−1), i = 1, . . . , n

と表せる．

2 非負制約付き 2次計画問題
本講演では，次の非負制約付き 2次計画問題
minimize f(x) =

1

2
x⊤Ax− x⊤b

subject to x ≥ 0 (xi ≥ 0 for all i)
(P)

に対する数値解法を考える．以後，行列Aは正
定値対称であると仮定するが，半正定値であっ
ても同様あるいは拡張した議論が可能である．
問題 (P)に対して，一般に有限回の演算で最適
解を求めることはできない（なお，Aが正定値
対称行列ならば最適解は一意に存在する）．従っ
て，これまで提案されてきた解法は基本的に反
復法の側面を有する．例えば，非負行列分解で
定番の乗法型公式などが知られているが，本講
演ではSOR法をベースにした射影型SOR法を
考える．考え方は非常にシンプルであり，SOR

法の（1反復ごとではなく）成分ごとの更新に
際して，もし更新値が負であれば 0に射影する
というものである：
x
(k+1)
i = max

{
ψi(x

(k)
i−1), 0

}
, i = 1, . . . , n.

射影型 SOR法が生成するベクトル列が最適
解に収束することの必要十分条件はやはり 0 <

ω < 2であり，この事実も 1970年代にはすで
に知られていた [3]．その証明の鍵は，成分ごと
の更新において関数 fの値が単調減少すること
にある．なお，1反復ごとではなく各成分の更
新ごとに射影を行うことは極めて重要であり，
実際，1反復ごとに射影を行うと，最適解では
ないベクトルに収束したり，そもそもベクトル
列が収束しない例が存在する．
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3 適応型射影 SOR法
さて，緩和パラメータωを適応的に制御する
手法について考えよう．議論の出発点は，[1]で
示されているように，h = 2ω/(2−ω)と変数変
換すれば，通常のSOR法（そして射影SOR法）
が収束するための必要十分条件は ω ∈ (0,∞)

であるという考察である（すなわち「刻み幅」
hに関して無条件収束する）．この事実に着目
し，緩和パラメータの代わりに，直線探索の技
巧を組み合わせて刻み幅を制御することが基本
的なアイデアである．ここでは，Wolfe条件を
用いて各反復ごとに刻み幅 h(k) を更新する適
応型射影 SOR法を提案する．
本講演では，刻み幅 h(k)を用いて x(k)から

x(k+1) を計算したのち，x(k+1) から x(k+2) を
計算するために用いる刻み幅h(k+1)の定め方を
以下のように提案する．まず，5個のパラメー
タ c1 ∈ (0, 1), c2 ∈ (c1, 1), λ1 > 1, λ2 > λ1,

ρ1 ∈ (0, 1) を予め定めておく．そして，x(k+1)

を得た段階でWolfe条件

f(x(k+1))

≤ f(x(k))

+ c1∇f(x(k))⊤(x(k+1) − x(k)),(W1)

c2∇f(x(k))⊤(x(k+1) − x(k))

≤ ∇f(x(k+1))⊤(x(k+1) − x(k)) (W2)

が成り立つかをチェックする．もし (W1)と (W2)

の両方の不等式が成り立つならばh(k+1) = λ1h
(k)

（次の反復の刻み幅を大きくする），(W1)のみ
成り立つならば h(k+1) = λ2h

(k)（次の反復の
刻み幅をより大きくする），どちらも成り立た
ないならば h(k+1) = ρ1h

(k)（次の反復の刻み
幅を小さくする）．
数値実験は当日示すが，それを踏まえた提案

手法の特徴は主に次の 3点である．
• 通常の直線探索では，Wolfeの条件を満た
すように刻み幅を選択する．しかし，（射
影）SOR法では，刻み幅が正であれば目
的関数の値は必ず減少することに着目し，
Wolfeの条件を満たすように刻み幅を選
択するのではなく，反復後にWolfeの条
件の成立を確認し，その結果に応じて次
の反復の刻み幅を定めている．

• 射影 SOR法と比較して，緩和パラメー
タ更新のために追加の行列ベクトル積の
計算を必要としない．より具体的に言え

ば，f やその勾配∇f を評価する必要が
あるものの，これらは射影 SOR法の反
復内部の計算を利用すればO(n)（ベクト
ル同士の和や内積計算程度）の計算量で
容易に計算できる．

• 収束速度は 5つのパラメータの選択に依
存するが，（少なくとも実験的には）例えば
(c1, c2, λ1, λ2, ρ1) = (0.89, 0.95, 1.15, 1.4,

0.85) の組み合わせで，幅広い問題に対
して良好な収束が観察される．
幾つか注意を述べる．収束を保証するために，

ω(k)が 0や 2に漸近することを避ける必要があ
る．これを避ける一つの方法は，0および 2に
近い閾値を予め設定しておき，更新した緩和パ
ラメータがそれらよりも 0や 2に近づくと，強
制的に閾値内の値（例えば 1）に初期化するも
のである．数値実験による観察では，提案手法
は，x(k)が最適解から遠すぎずかつ近すぎない
場合に適切な緩和パラメータを選択する傾向に
ある．従って，例えば更新幅 ∥x(k+1)−x(k)∥を
モニターし，ある閾値よりも小さくなれば緩和
パラメータの更新を停止する（あるいは，その
前後に選択された緩和パラメータの平均をとる
などする）のも実装の観点では有用と思われる．
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CP-ALSについてのHPCからの考察と試み
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1 概要
テンソル分解の一例である CP-ALSにおい
て, k 階テンソル分解の計算コアは O(RNk)

の MTTKRP(Khatri-Rao 計算) である (ここ
で N は各テンソル方向の次元, Rは分解に要
するテンソルランク). HPC的には, compute-

intensiveな構造を持っており, 適切なループ変
換によりGEMMを組み合わせた実装が可能で
ある. 一方, 高次の Tensor-contraction と考え
ることもできる. 本稿では, 高性能計算の観点
からの最適化が必要な MTTKRPと最小二乗
法の反復法としての一面についても考察する.

2 CP-ALS

Canonical Polyadic分解 (以下 CP分解)は,

k階テンソルX ∈ Rn1×n2×···nk を 1階テンソル
のクロネッカー積和によって分解する方法であ
り, 本稿では, 打切り項数 (展開するテンソルラ
ンク)Rを用いて以下のように書く.

X ≈
R∑
r=1

xr1 ◦ xr2 ◦ · · · ◦ xrk (1)

= [[X1,X2, · · · ,Xk]] (2)

ここで, xrj ∈ Rnj , Xj = [x1
j ,x

2
j , · · · ,xRj ]と

する. テンソル演算子の表記方法は複数流儀
が存在するが, 本稿では Koldaらの論文 [1]に
従う.

CP分解の近似計算は,与えられたテンソルX
に対する近似テンソル展開 X̃ = [[X1,X2, · · · ,Xk]]

との最小二乗近似誤差の最小化問題として定式
化することができる.

arg min
Xj

∥X − [[X1, · · · ,Xj , · · · ]]∥2F (3)

この方法のうち,行列Xj以外を固定化し最小二
乗問題を解き, その結果を用いて, 新たにXj+1

に対する最小二乗問題と反復する方法が, ALS

(Alternating Least-Squares)もしくはCP-ALS

と呼ばれている (Algorithm1).

ここで, ∗○はアダマール積である. X(j) は
添字 jが行を表すとし, それ以外を 1次元化し

Algorithm 1 CP-ALS

Data: X ∈ Rn1×···nk , R ∈ I.
Result: Xj ∈ Rnj×R for j = 1, ..., k

1: initialize Xj for j = 1, ..., k.

2: repeat

3: for j = 1 to k do

4: Vj ←
k

∗○
i=1
i̸=j

(X⊤
i Xi) (4)

5: Xj ← X(j) ·
k⊙
i=1
i̸=j

Xi ·V†
j (5)

6: end for

7: until [[X1, · · · ,Xk]] converge

て列に対応させる行列化操作を表している. ⊙
はKhatri-Rao積であり,ベクトルクロネッカー
積の 1次元直列化操作である. †は一般化逆行
列を指す. 式 (5) は Matricized tensor times

Khatri-Rao product (MTTKRP)と呼ばれる.

3 計算機実装上の考察
式 (5)に含まれる Khatri-Rao積により, 式
全体は行列積で構成される. Vは通常密行列
となるので, 式 (5)は密行列となるが, GEMM

などの高性能 BLASカーネルを用いることで
高性能実装できることは明らかである (ただし,

Khatri-Rao積は batched-GER)[2, 3, 4]. 一方,

計算機実装上はX(j)をどのようにメモリ上に
配置するかによって, メモリ上の「飛び地」が
発生するため行列積カーネル (GEMM)の発行
形態が決定される [4].

例えば, Column-Majorの格納方式では, 3階
テンソルAを配列 A(I,J,K)に格納すると,

• A(1): B(I,J*K)形状で格納し行列積
• A(2): B(I,J)[K]なる部分行列の転置行
列積をK回

• A(3): B(I*J,K)の転置行列積
など, 行列の要素を並べ替えずに実装を行うこ
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とが通例である.

また、MTTKRPではなく, 次のようなイン
デックス構造をもとにテンソル積計算そのもの
のループ構造を実装することも可能である.

Ci,m =
∑
j,k

Ai,j,k · Yj,m · Zk,m (6)

= y(m)⊤A(i)z(m) (7)

計算機科学的には,移動データ量O(N3+3NR)

に対して計算量 O(3RN3)であるので, 演算強
度は O(3RN3)/O(N3 + 3NR) ≈ 3R と定ま
る. 一般的に R >> O(1)であれば, 演算律速
(compute intensive)といえるので, コーディン
グを工夫すればピーク性能に近いものを出す可
能性がある (しかしながら, 加算乗算比が 1:2と
なるため性能上限はピークの 1/2程度であろ
う). 式 (7)は式の上ではGEMV+DOTの形で
あるが,上添字が2つあるのでGEMM+GEMV

の実装が可能である. これはMTTKRPの実行
順序を変更することに相当する.

4 反復法としてのCP-ALS

CP-ALSは最小二乗近似反復として, 悪条件
な正規方程式を解く必要がある. 当然, 丸め誤
差の影響を受けて最小解への到達が困難になる.

また, 十分なテンソルランクRが設定されない
と二乗誤差の減少がすぐに停滞する. 後者につ
いては, 経験的に得られたテンソルランク指定
が有力であるが, 前者には残差改良反復の考え
方で改善の可能性がある. 双線形性を用いて,

∥X − [[X1 + δX1, · · · ,Xk]]∥2F (8)

= ∥R − [[δX1, · · · ,Xk]]∥2F (9)

に対する δX1の最小二乗近似問題に帰着する.

X1 := X1 + δX1と更新し, 順次, δX2, · · · ,と
ALSを繰り返せばよい. 更に, ∥Xj∥2F の最小
化付帯条件と等価な正則化条件を付すことがあ
る. 具体的には,

∥X − [[X1, · · · ,Xk]]∥2F + µ

k∑
j

∥Xj∥∥2F (10)

と正則化係数 µ(→ 0)を用いて定式化する. そ
の他, 初期行列選択やリスタートにおけるRan-

domized技法についても議論の余地があるが,

今回は頁制限などもあり触れない.

5 数値実験
本研究では, 3階密テンソル向けの CP-ALS

分解ルーチンを実装している. MTTKRPの部
分は計算順序や並べ替えの観点から,

1) TYPE 1: オリジナルのMTTKRP実装
2) TYPE 2: GEMM+GEMVの実装
3) TYPE 3: 4重ループ構造の直接コード化
の三タイプが考えられる. 現時点では, TYPE2

をCPU上で, TYPE3をGPU上で実装してい
る。特に, CFDコードの 7点ステンシルから生
成される テンソルデータの CP分解を目標と
して, 開発を進めている.

予備評価のための問題サイズは 104× 104×
265と小規模であるが, NVIDIA社のA100 1GPU

を用いて 1000∼1100GFLOPSを記録している.

まだ、初期の実装のためメモリ転送のオーバヘ
ッドや高並列化などは行われていないが, ピー
ク性能 (9.1TFLOPS)の 1/8程度である. 今後,

より大規模な問題に対して 2～3倍程度の高速
化を狙う予定である.

発表当日には, CP-ALSやその他のテンソル
分解法を用いた応用計算の可能性や, 今回実装
した CP-ALSルーチンの実験データや実装詳
細について示したい.
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ベイズ推定による超並列計算の性能予測
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1 序論
我々は実応用からの需要に基づき，スーパー

コンピュータにおける超並列計算の計算性能 (強
スケーリング性)を予測 (外挿)する研究に取り
組んでいる．一般に超並列計算の実行時間T は，
プロセッサノード数 P に反比例 (T ∝ 1/P )す
ることが理想であるが (理想並列性)，実際の実
行時間 T (P )はアプリケーションによって大き
く異なる．そのため実応用では，小さいノード
数 P での経験から，大きいノード数を用いた
際の実行時間 T を予測 (外挿)することに，大
きな需要がある．特に，T (P )が最小点を持つ
「性能飽和」(performance saturation)現象が起
きることが問題となるため，これを予測したい
（図 1）．従来は実応用研究者が経験に基づいて
予測してきたが，当該スパコンにおける十分な
計算経験がなければ予測は難しい．

Number of nodes P
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p
s
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e
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？？ ？

図 1. 超並列計算による計算性能予測（外挿）の概念図．
実行時間 T をプロセッサノード数 P の関数としてモデ
ル化する (T = T (P ))．図では，並列効率の限界により，
実行時間が最小値を示すこと（性能飽和, performance
saturation）を，描いている．

上記需要に基づき我々は，T (P )を数理モデ
ル化し，実績データに基づくベイズ推定により，
性能予測（外挿）する数理手法構築に取り組ん
でいる [1]．本研究では我々の先行研究 [1]から
の発展について，報告する．手法は汎用である
が例として，予測対象を，一部著者 (星)らが
取り組んでいる大規模電子状態計算の基礎とな
る，実対称一般化固有値問題に対する密行列ソ
ルバー (SCALAPACKルーチン)とした．

2 先行研究での計算性能予測法
行研究 [1]では，実行時間モデルとして，3パ
ラメータモデル

T (P ) =
c1
P

+ c2 + c3 logP (1)

を提案した [1]．ただし c1, c2, c3(> 0)は，決め
るべきパラメータである．右辺第 1，2項は，そ
れぞれ理想並列項，非並列項を表す．第 3項は
通信項であり，全体通信項の典型的振る舞であ
る対数関数を与えた [3]．右辺第 1，2項のみの
場合はアムダールの関係式 [2]になる．上記 3

パラメータモデルは，最小値を持ちうる，最低
限のモデルと言える．さらに，表現力を高めた
モデルとして，5パラメータモデルも提案した

T (P ) =
c1
P

+ c2 + c3 logP +
c4
P 2

+ c5
logP√
P
. (2)

追加された第 4，5項は，「スーパーリニア」項
(P−1より速い減少項)，列（行）単位での行列通
信項，である．また，実測データを (Pj , T

[exp]
j (Pj))

と表記する．パラメータ {ci}の決定は，モデ
ル値と実測値の残差関数

Forg =
∑
i

∣∣∣T (Pi)− T [exp]
i

∣∣∣2 (3)

を対象とする，非負値制約 ({ci > 0})つき最
適化問題と考えることができる．ただし，我々
は不確かさを陽に扱うため，モンテカルロ法
によるベイズ推定を行う．強スケーリング性予
測の特徴としては，小ノード数 (P :小)での実
測値と大ノード数 (P :大)での実測値では，絶
対値は圧倒的に前者が大きい（数十倍）ため，
残差 (Forg)の大半を前者が占めることが多い．
その場合，目的である大ノード数 (P :大)での
予測には，有用ではないことがある．上記状
況を克服するため，(P, T )を対数変換した変数
(U, V ) ≡ (logP, log T )に対する残差関数

Flog =
∑
i

∣∣∣V (Ui)− V [exp]
i

∣∣∣2 (4)

を対象にして，ベイズ推定を行うこととした
[1]．5パラメータモデルを用いたテスト計算に

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

398



おいて，実行時間 T (P )の予測 (外挿)領域にお
いて，予測における 95％信頼区間に実測値が
含まれており，外挿は達成された．

3 修正された計算性能予測法
以下では，前節予測手法 [1]から修正された
手法を提案する．具体的には対象関数を

Fwt =
∑
i

(T
[exp]
i )−α

∣∣∣T (Pi)− T [exp]
i

∣∣∣2 (5)

とした．ここで αは定数である．式 3は wi ≡
(T

[exp]
i )−αを重みとした残差の和とみなすこと

ができる．例えば，α = 2は相対残差の和とな
る．我々の目標は，大ノード方向 (P →大)へ
の外挿であるため，αの値を大きくとることで，
小ノード領域 (P :小)での再現よりも，大ノー
ド領域 (P :大)での再現を重視したパラメータ
決定ができる．

図 2. 一般化固有値問題における超並列計算の性能予測
例. プロセッサノード数 P = 4, 16, 64の実行時間データ
を学習データとし，P = 256, 1024, 2048, 10000 の実行
時間を予測した．実測値を赤丸で描いた．予測値として，
ベイズ推定による中央値を青丸で，95%信頼区間の上下
端を波線で描いた．

図 2 に，修正された計算性能予測の例を示
す．論文 [1] に含まれる，M = 22, 500 次元
行列問題 (ELSES Matrix Library [5] の行列
「VCNT22500」)を用いている．実績データは，
プロセッサノード数 P =4, 16, 64, 256, 1024,

2048, 10000に対する，京コンピュータでのベ
ンチマークである．P = 4, 16, 64の実行時間
データを学習データとして，P = 256以上の
実行時間を予測対象としている．ベイズ推定に
は，自作ソフト 2DMAT[4]を用いたレプリカ交
換モンテカルロ法を用いた．図 2では，5パラ
メータモデル (式 (2))ではなくて，よりシンプ
ルな 3パラメータモデル (式 (1))を用いている．

残差関数は，式 (5)においてα = 2と設定した．
3パラメータモデルには表現力に限界があるも
の，図 2からは，大ノード領域 (P = 16, 64)

の学習データは，よく再現されていることが
わかる．我々の目標は，学習データを領域全体
(P = 4, 16, 64)で精度よく再現する必要はなく，
大ノード方向 (P →大)への外挿を目指してお
り，図 2の予測は十分と言える．一般に，学習
データが少ない場合，少ないパラメータを用い
たモデルで予測を行えることは，実用上重要で
ある．
講演では，他例についても報告する．

4 まとめ
実応用からの需要に基づき，超並列計算の強
スケーリング性を予測 (外挿)する手法を提案
した．モンテカルロ法にもとづくベイズ推定と
して，実行時間T をプロセッサノード数P の関
数として予測した．数理手法構築の際には，「学
習データの全てを再現する必要はなく，大ノー
ド方向 (P →大)への外挿を目指す」ことを方
針とすることで，シンプルで実用的な予測手法
が作れることが示唆された．本研究の予測手法
は汎用であり，超並列計算を行う実応用研究者
にとって有用なツールとして，普及させていき
たい．ツール利用により，スパコンを用いた実
応用研究が促進されていく．今後の展望は，問
題サイズ N も含めた計算性能 (T = T (P,N))

の予測を行うことである．

謝辞 プログラム開発の一部は，岩本晴道 (鳥
取大)と議論した．
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動的モード分解に対して収束を保証する平均化手法について
相島 健助 1

1法政大学情報科学部
e-mail : aishima@hosei.ac.jp

1 概要
動的モード分解 [1] とは，実験や数値シミュ

レーションで得られる高次元の時系列データに
対する有力な解析手法である．線形代数的な数
値計算の観点からは，クリロフ部分空間や特異
値分解などが用いられており，様々な計算手法
が存在する．本発表では，データが確率的なノ
イズを含むことを想定し，ノイズに対する自然
な統計モデルを構築する．このモデルの下で，
種々の計算手法に共通して利用できる平均化手
法を提案し，その漸近解析を行うことで収束定
理を与える．

2 問題設定
時系列データ zk ∈ Rm (k = 0, 1, . . .) があ
り，これらが行列 A を用いて

zk+1 ≈ Azk (k = 0, 1, . . .)

と表現できている．ただし A は未知の行列で
ある．この時系列データの解析のため，以下の
ような定式化を行う．
行列 X,Y ∈ Rm×n は，ある低ランク行列

A ∈ Rm×m を用いて AX ≈ Y を満たす．時系
列 zk (k = 0, 1, . . .) との対応は，時系列をある
時間発展する系と見て，いくつかの k に着目し
て系の入力をX，出力を Y とおいている．した
がって，観測できるのは行列 X,Y ∈ Rm×n の
みであり Aは未知の行列である．この Aの（主
要な）固有値・固有ベクトルを効率よく求めたい．
そのための計算アルゴリズムが動的モード分解
（詳細は後述）である．近年，X,Y ∈ Rm×n が
時系列に対する観測データであるという性質を
考慮して，行列成分が確率的なノイズを含む場
合に有効な計算手法が検討されてきている [2]．
上の目的と動的モード分解の特徴を意識して，

[3] では以下のような数学的定式化を行う．未
知の行列 X̄, Ȳ ∈ Rm×n および A ∈ Rm×m が

AX̄ = Ȳ , rank(A) = r(≤ m),

R(A) = R(X̄) = R(Ȳ )

を満たす．Rは行列の像空間である．観測に相
当する行列

X,Y ∈ Rm×n

は，観測不可の乱数行列 E,F ∈ Rm×n を用
いて

X = X̄ + E, Y = Ȳ + F

と表され，E,F ∈ Rm×n は観測不可の乱数行
列である．この条件下で A ∈ Rm×m の r 個の
非零固有値 λi (i = 1, . . . , r) と対応する固有ベ
クトル wi (i = 1, . . . , r) を求めたい．この目
的に対して，全最小二乗法を用いる動的モード
分解が有力であり，[3] では，既存の統計上の
漸近解析に基づき概収束が理論保証されること
を指摘している．
ただし，この摂動のモデルでは観測以外の誤

差を考慮していない．本稿では，観測以外の摂
動もモデリングに含めることを検討する．具体
的には，時系列そのものは

zk+1 = Azk + ξk+1 (k = 0, 1, . . .)

と表現され，時間発展において摂動が加わると
仮定する．そして，観測において

ẑk+1 = zk+1 + ηk+1 (k = 0, 1, . . .)

という形でノイズが加わり，実際に観測できる
のは ẑk である．本稿では，この摂動モデルの
解析を行い，さらに，この条件下で収束を保証
する推定手法を与える．

3 動的モード分解
本稿では特異値分解を用いる動的モード分

解の計算手法について考える．この計算手法で
は，まず X の特異値分解 X = UΣV ⊤, U ∈
Rm×n,Σ ∈ Rn×n, V ∈ Rn×n を求める．特異値
分布から X の（数値）ランク rを定め，U の
第 1列から第 r列までのベクトルから成る行列
を Urとおく．同様に Σr と Vr を定義し，

U⊤
r Y VrΣ

−1
r =: Admd ∈ Rr×r (1)
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とする．そしてAdmdの r 個の非零固有値と対
応する固有ベクトルを求める．その具体的アル
ゴリズムは次のとおりである．

アルゴリズム 1 動的モード分解
入力: X,Y ∈ Rm×n.

1: X =: UΣV ⊤

2: Admd = U⊤
r Y VrΣ

−1
r ∈ Rr×r

3: Admd の固有対 (λi, zi) (i = 1, . . . , r)を
計算

4: Urzi (i = 1, . . . , r)：固有ベクトル計算

上のアルゴリズムにおいて，A を近似する
m ×mの大規模行列を陽に構成することなく
r個の固有値・固有ベクトルを推定できること
が，この計算手法の長所である．
ここで，AX ≈ Y に留意して，

Ã = Y X† = Y VrΣ
−1
r Ur

とおくと，

Admd = U⊤
r ÃUr (2)

となる．したがって，動的モード分解は Ur に
よる部分空間を用いて Ã の固有値問題をレイ
リー・リッツの技法を用いて解く手法と解釈で
きる．つまり，計算される近似的な固有値・固有
ベクトルは，リッツ値・リッツベクトルである．

4 提案する誤差モデル
本発表では，時系列を生成する系に対して，

行列を用いた以下の表現を与える．

Ȳ = AX̄ + E, rank(A) = r(≤ m),

R(A) = R(X̄) = R(Ȳ ),

X = X̄ + F, Y = Ȳ +G.

このノイズモデルにおいて，乱数行列 E,F,G ∈
Rm×n の各列に対応する確率変数はすべて独立
同一分布である．これは，本稿の 2節でも示し
た既存の誤差モデル [3] の拡張モデルである．

5 平均化手法と収束性解析
上記で導出した誤差モデルに対しては，その

複雑さゆえ既存手法の収束性（一致性）の理論
保証は容易ではない．本研究では，動的モード
分解で現れるデータの特殊性を考慮して，以下
のような手法を導入し収束解析を行う．

動的モード分解で考える時系列 z0, z1, . . .は，
近似的ではあるが，ある種の周期性をもつ場合
が多い．つまり，

zk+t ≈ zk (k = 0, 1, . . .)

のような関係を仮定できる．この関係に着目し，
おおよそ似ているベクトルで平均化することで
ノイズを除去することを考える．
行列 X を列ベクトルxk (k = 1, . . . , n) の集
合と見なしたときの，各列ベクトルの添え字の
集合を ℓ 個に分割し，各々の集合を S1, . . . Sℓ
とおく．そして，j = 1, . . . , ℓ に対して

x̂j = |Sj |−1
∑
i∈Sj

xi, ŷj = |Sj |−1
∑
i∈Sj

yi

とおき，x̂j , ŷj 各々を並べてできる行列を X̂, Ŷ

とおく．
こうして得られる X̂, Ŷ に対して動的モード
分解を行うと，ある自然な条件下で真の固有対
が得られる．
定理 1 集合 S1, . . . Sℓ は

lim
n→∞

|Sj |
n

> 0 (j = 1, . . . , ℓ)

を満たすように設定する．X̂の収束先がランク
r の行列であるなら，動的モード分解で得られ
る固有対は真の A の固有対に収束する．
この定理は，提案手法において r ≤ ℓ であっ
ても固有対が求まることを示唆していることに
汎用性があり，これが重要な機能となる．
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1  序論 
 光学的な物性を探るためには電子の励起状

態を求める必要がある．そのための手法として

時間依存密度汎関数法(TDDFT)などが用いられ

る．特に実時間・実空間を用いる方法が数値計

算上も安定に計算することができる．この

TDDFTを用いる電子状態計算では，物性を求め

るためには，まず定常状態(基底状態)を求め，

更に実時間の時間発展をさせることで電子の

動的な変化から光学的な特性などを算出する．

我々が考案したのは、初期の定常状態を求める

際にも同じ時間発展の枠組で計算する方法で

ある．同じ手法であるので効率が良い．すなわ

ち基底状態を求めるために虚数時間発展法を

使うことである．また通常の固有状態計算法よ

り，時間発展計算の方が並列化効率が良く，全

計算量が少なくて済むということが知られて

いる[1, 2]．この方法を使えば，すべての計算を

同じ時間発展の枠組みの中で計算でき，非常に

効率が良い． 

解析手法の有効性の確認は1次元の井戸型ポ

テンシャル，モースポテンシャル，3D調和ポテ

ンシャルなど固有状態の解析解が良く知られ

ている系を用いた．また，この手法を用いて現

実問題である水素原子と水素分子の固有状態

解析もできた．この結果について報告する． 

 

2  計算手法 
 時間に依存する Schro dinger 方程式において，

実時間を虚数時間に直す．すなわち, 𝜏 = −𝑖𝑡と

置くと，虚数時間発展の方程式が得られる[3]．

これは式(1)で表されるように拡散方程式の形

をしており，数値的にも安定に計算できること

が知られている． 

この解は一般的に式(2)で表すことができる． 

ここで 𝜙𝑘  と 𝜀𝑘  は 𝑘  番目の各固有状態と固

有エネルギ―を表わす．波動関数の完全性

 ∑ |𝜙𝑛⟩⟨𝜙𝑛𝑛 | = 𝟏  から虚数時間 𝜏 を発展させてい

くと， 

基底状態より高い固有エネルギ―を持つ状態は

指数関数的に減衰するので，効率よく確実に基

底状態を求めることができる．  

この解を求めるため、一例として Crank-

Nicolson 法を使って解析した．時間を現時間 𝜏

から 𝛻𝜏 2⁄  だけ進めた状態と，求める状態から 

𝛻𝜏 2⁄  だけ戻した状態は等しいことから， 

となる．この方法では虚数時間発展の演算はテ

ーラー展開の1次まででもユニタリー性を確保

でき，計算の安定性を保てる． 

 

3  結果と考察 
 虚数発展法のプログラムでの検証として，1

次元井戸型ポテンシャルとモースポテンシャ

ルの2つの基本的なポテンシャルなど解析解の

ある単純な系にて計算を試みた．この 2つのポ

テンシャルは原点付近の発散などの影響がな

いため，手法の検証として有効である．また，

この手法を 3次元に拡張し，3次元の球対称調

和ポテンシャルでも計算を試みた．いずれの計

算においても解析解と同じ値を得られ，手法を

検証することができた．基底状態よりエネルギ

―の高い状態は Gram-Schmidt 法を用いること

により求める． 

実用的な応用例として，水素原子と水素分子

の解析を行なった．水素原子の場合は通常の求

め方と変わらない．𝜓(𝐫) = 𝑅(𝐫)𝑌(𝜃, 𝜑) と分離し、 

−
𝜕

𝜕𝑡
𝜓(𝐫, 𝜏 + 𝛥𝜏) = [−

1

2
𝛻2 + 𝑉(𝐫)] 𝜓(𝐫, 𝜏) (1) 

𝜓(𝐫, 𝑡) = ∑ 𝐶𝑘𝜙𝑘(𝐫) exp (−𝜀𝑘𝜏)

∞

𝑘=1

 (2) 

𝑒−𝐻𝜏𝜓(𝐫,τ) = 𝑒−𝐸0𝜏 ∑ 𝑒(𝐸0−𝐸𝑛)𝜏|𝜙𝑛⟩

𝑛

⟨𝜙𝑛|𝜓⟩

→ 𝑒−𝐸0𝜏 |𝜙0⟩   (𝜏 → ∞) 

(3) 

e
𝛥𝜏
2

𝐻𝜓(r, 𝜏+𝛥𝜏) = e
−𝛥𝜏

2
𝐻𝜓(r, 𝜏) (4) 

𝜓(r, 𝜏+𝛥𝜏) =
1 − 𝛥𝜏

2 𝐻

1 + 𝛥𝜏
2 𝐻

𝜓(r, 𝜏) (5) 

−
𝜕

𝜕𝑡
𝑅(𝑟, 𝜏) = 𝐻𝑟𝑅(𝑟, 𝜏) (7) 
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となる．ここで、原子の状態解析は上述の解析

したケースと違い，角運動量に関係する．軌道

角運動量 𝑙 = 0,1,2, …  ，つまり𝑠, 𝑝, 𝑑, …  軌道があ

るので次のようになる． 

なお基本的な動作確認と単純化のため 𝑙 = 0 

の場合に限定した．基底状態である1𝑠 状態は

 𝑌(𝜃, 𝜑) = 1 であるので都合がよい．初期値とし

て基底状態は何でもよいが、高次の状態を求め

るには初期値にランダムな値を設定する方が

高周波成分を含んでおり、収束しやすい。(図 1) 

また実践的な材料の解析に向け単純な水素

分子について，密度汎関数法に基づいて解析を

行った．立方体の系をとり、ポテンシャル 𝑉 は 

となる．ここで 𝑉𝑝𝑠 は擬ポテンシャル、𝑉𝐻 はハ

ートレー項、𝑉𝑥𝑐  は交換相関ポテンシャルであ

る．ここでの基底状態の計算では、境界条件と

して計算領域の端にて Slater型を遠方での漸近

形を用いた．境界条件として適切な波動関数の

形状を選択することが重要である．その結果、

収束も早く正確な固有状態を求めることがで

る． 

図 2は我々の実空間・実時間を用いる TDDFT

で使われる空間と同じグリッド103 𝑎. 𝑢.  

(𝛥𝑥, 𝛥𝑦, 𝛥𝑧 = 0.2 𝑎. 𝑢. )  上にて水素分子の計算

を行った結果である．結合状態と反結合状態と

も正確に計算されている．この手法が実時間・

実空間の TDDFT などの計算と連続して利用で

きる．時間発展する電子状態の解析と同じ方程

式を使うため，電子状態計算のプログラム全体

を同じ時間発展の枠組みの中で計算すること

ができる． 

4 まとめ 

電子の固有状態を，虚数時間発展法を用いて

求めた．その結果，現在よく使われている対角

化法より収束が速く，計算量が少なくできるこ

とを確認した．また実空間・実時間のTDDFTと

同じ時間発展の枠組みの中で計算することが

できる特徴がある． 

計算領域の端での境界条件を適切に選ぶ必

要があるが、虚数時間発展法の特徴として自己

無頓着な状態に至るまでの計算の収束が速い．

また計算量は予想の通りに 𝑂(𝑛)  に抑えること

ができる．手法の検証として用いた 1次元の系

では解析解との一致が確認できた．3次元の場

合は自由度が増すため，基底状態の初期値およ

び計算領域の端での境界条件の選択が重要と

なる． 
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図 1 水素原子の波動関数(𝑙 = 0) 
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図 2 水素分子の (𝑎)結合状態と (𝑏) 反結合

状態の波動関数 
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Preconditioning行列を用いたChambolle-Pockアルゴリズムの高速化とCT画

像再構成への応用 
 
   金 鎔采1 
     1筑波大学 

     e-mail: acevip12@hotmail.com 

 

1  概要 
 Passty frameworkを用いた高速化は、並列化

および実装の難易度が非常に高く、ごく一部の

研究者しか再現できないという限界がある。本

研究では、Chambolle-Pock (CP)アルゴリズムに

Preconditioning 行列を導入し、同時反復型ア

ルゴリズムの利点を最大に活かしながらも、簡

便に高速化できる新手法を紹介する。提案手法

は、高速化のメカニズムがシンプル、かつ完全

に並列化できるという大きな利点がある。提案

手法を CT再構成に応用した結果、10倍以上の

高速化が実現できた。 

 

2  Inverse Problem 
 逆問題の定式化は、以下になる。 

𝐴𝑢 = 𝑏 (1) 

ここで、𝐴は投影を行うシステム行列、𝑏は投影

データ、𝑢は再構成画像である。画像再構成と

は、𝐴𝑢 = 𝑏という問題を解いて再構成画像𝑢を

求める問題である。 

以下のように𝐴−1が分かれば簡単に解ける。 

𝑢 = 𝐴−1𝑏 (2) 

しかし、𝐴−1は容易に求められるものではない。

既存の解析的手法としては、FBP (filtered 

back-projection)があり、以下のプロセスによ

り、反復計算なしで𝑢を求めることができる。 

𝑢 = 𝐴𝑇𝐹−1𝑅(𝜔)𝐹𝐴𝑢 = 𝐴𝑇(𝐴𝐴𝑇)−1𝐴𝑢 (3) 

ここで、以下が成立することが分かる。 

(𝐴𝐴𝑇)−1 = 𝐹−1𝑅(𝜔)𝐹, 

𝑅(𝜔) =
|𝜔|

2𝑚
は Ramp filter 

𝐹と𝐹−1は 1-D Fourier transform (FFT) 

(4) 

 

3  Preconditioned Chambolle-Pock (CP) 
提案手法は、 CP アルゴリズム [1]に

Preconditioning 行列を導入して加速化すると

いう仕組みである。本稿では、最適化問題で最

も基本となる「ℓ2
2データ項+ℓ1正則化項」の組み

合わせを例としてアルゴリズムの導出を行う。 

まず、Preconditioning 行列𝑌を組み込んだ

CPアルゴリズムのプロセスを以下に示す。 

[Dual Update] 

𝑝𝑛+1 ← (𝑝𝑛 + 𝜎𝑌(𝐴�̅�𝑛 − 𝑏))/(1 + 𝜎) (5) 

𝑞𝑛+1 ← 𝜆(𝑞𝑛 + 𝜎𝛻𝑁𝐿�̅�
𝑛)/max(𝜆, |𝑞𝑛 + 𝜎𝛻𝑁𝐿�̅�

𝑛|) (6) 

[Primal Update] 

𝑢𝑛+1 ← 𝑢𝑛 − 𝜏𝐴𝑇𝑝𝑛+1 + 𝜏𝑑𝑖𝑣𝑁𝐿𝑞
𝑛+1 (7) 

[Extrapolation Step] 

�̅�𝑛+1 ← 𝑢𝑛+1 + 𝜃(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) (8) 

ここで、𝑝と𝑞は双対変数であり、𝑝はデータ項, 

𝑞は正則化項の処理のためのものである。 

[Y. Kim Observation] 

正則化項に関する演算(i.e., 𝜏𝑑𝑖𝑣𝑁𝐿𝑞
𝑛+1)

と Extrapolation を無視した以下の Primal 

Updateを式(5)に代入すると 

𝑢𝑛+1 ←  (𝑢𝑛 − 𝜏𝐴𝑇𝑝𝑛) (9) 

Dual Updateは以下になる。 

𝑝𝑛+1 ← (𝑝𝑛 + 𝜎𝑌(𝐴𝑢𝑛 − 𝜏𝐴𝐴𝑇𝑝𝑛 − 𝑏))/(1 + 𝜎) (10) 

アルゴリズムは以下のように𝑝を更新するため

の勾配 (i.e., proximal gradient)が 0になる

方向へ更新される。 

0 ← 𝜎𝑌(𝐴𝑢𝑛 − 𝜏𝐴𝐴𝑇𝑝𝑛 − 𝑏) (11) 

よって、以下が成立する。 

𝐴𝑢𝑛 − 𝑏 = 𝜏𝐴𝐴𝑇𝑝𝑛 (12) 

上記の Observationから Preconditioning行

列𝑌は、明確に以下になることが分かる。 

𝑌 = (𝐴𝐴𝑇)−1 (13) 

ここで、𝐴𝐴𝑇は再構成画像がぼやける原因の劣

化作用素 (the blurring operator)であるため、

前処理行列𝑌を FBP と同様(式 4)にすれば、ア

ルゴリズムの高速化が可能になり、反復初期で

画像がぼやける問題も解決できるだろう。 

𝑌 = (𝐴𝐴𝑇)−1 = 𝐹−1𝑅(𝜔)𝐹, 𝑅(𝜔) =
𝑆|𝜔|

2𝑚
, 

𝑆は追加的なスケーリングパラメータ 

(14) 
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4  先行研究との違い 
 先行研究[2-3]は、1997年に提案された古い

APPアルゴリズム[4]を導入している。APPは

データ項が微分可能であることを前提とし、

表 1のようにデータ項に関する更新を

Gradientで処理する。要するに、微分不可能

なℓ1データ項は対応できない限界がある。 

一方、最新の CPアルゴリズムはデータ項に

関する更新が Proximalであるため、微分不可

能なℓ1データ項を用いる最新の画像再構成の

トレンド[5]にも対応できると期待される。 

表１. 先行研究との比較[2] 

 
Primal 

Update 

Dual 

Update 
Extrapolation 

APP Proximal Gradient Dual space 

CP Proximal Proximal Primal space 

 

5  まとめ 
Passty framework による加速化の場合、

mutiblock 分割した部分関数が互いに依存性を

もっているため、並列化の効率がよくないとい

う欠点があり、実装の難易度も非常に高い。 

本研究の注目すべき点は、Preconditioning

行列を導入して「コロンブスの卵」のように簡

単に加速化できたという点であり、完全に並列

化できるという利点もあるため、工学的な観点

から十分価値の高い研究であると思う[6]。 

参考文献 
[1] Chambolle A and Pock T, A First-Order 

Primal-Dual Algorithm for Convex 

Problems with Applications to 

Imaging, J. Math. Imaging Vis., Vol. 

40 (2011), pp. 120–45. 

[2] Kudo, H. et al., A very fast 
iterative algorithm for TV-

regularized image reconstruction with 

applications to low-dose and few-view 

CT, Proc. SPIE, 9967 (2016), 996711. 

[3] Wang, T. et al., A fast regularized 
iterative algorithm for fan-beam CT 

reconstruction, Phys. Med. Biol., 

Vol. 64 (2019), 145006. 

[4] Tseng P, Alternating projection-
proximal methods for convex 

programming and variational 

inequalities, SIAM J. Optim., Vol. 7 

(1997), pp. 951–65. 

[5] Kudo, H. et al., Metal artifact 
reduction in CT using fault-tolerant 

image reconstruction, Proc. SPIE, 

11113 (2019), 111130A. 

[6] Kim Y, Ultrafast preconditioned 
Chambolle-Pock algorithm for CT 

reconstruction, (投稿準備中). 

 

図 1. スパースビューCT (80方向)における提案手法(Preconditioned CP)の加速効果 
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1  概要 
First-order primal-dualの最新アルゴリズ

ムとして提案された Chambolle-Pock (CP)は、

多くの反復回数(1000回以上)が必要となり、実

用化に限界がある。本研究では、CPアルゴリズ

ムに Passty framework を導入し、アルゴリズ

ムの高精度化および高速化を実現する。提案手

法を最先端の CT再構成に応用した結果、30回

以内で収束させることに成功した。さらに、正

則化としては、1階微分と 2階微分を同時に考

慮する改良した Nonlocal TVを用いることで劇

的な画質改善が実現できた。 

 

2  Passty framework 
 既存のproximal splittingのframeworkは、

データ項と正則化項の二つの項からなる評価

関数に対し、二つの proximity operator を交

互に適用させることで評価関数の最小化が可

能になる仕組みである。しかし、既存の

framework は、アルゴリズムの高精度化および

加速化のためのmultiblock化(評価関数を多数

の部分関数に分割)には対応できないという限

界がある。そのため、提案手法では、multi-

operatorsに関する数学的な証明があるPassty 

frameworkを導入する。まず、Passty framework

について簡略に紹介する。 

関数𝐻が以下のように multiblock 分割が可

能であると仮定する。 

𝐻(𝑥) = ∑ 𝐻𝑟(𝑥)

𝑅

𝑟=1

 (1) 

それぞれの部分関数𝐻𝑟(𝑟 = 1,2, ⋯ , 𝑅)につい

て proximity operator を適用することで評価

関数の最小化が可能である。 

𝑥𝑛+1 = 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜎[𝐻𝑅] ⋯ 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜎[𝐻2] ∙ 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜎[𝐻1](𝑥𝑛) (2) 
これは Passtyによって証明されている[1]。 

 

3  Passty framework of CP algorithm 
CPアルゴリズムは、主問題と双対問題を同時

に処理する主双対アルゴリズムである[2]。本

研究では、主問題と双対問題に対するそれぞれ

の評価関数を投影の 1 方向単位で multiblock

分割し、Passty frameworkを適用する。まず、

CP アルゴリズムの主問題は以下のように分割

できる。 

min
𝑥

{𝐹(𝐾𝑥) + 𝐺(𝑥)} = min
𝑥

{∑ 𝐹𝑟(𝐾𝑟𝑥)

𝑅

𝑟=1

+ ∑ 𝐺𝑟(𝑥)

𝑅

𝑟=1

} (3) 

次に、双対問題は以下のように分割できる。 
max

𝑦
{−𝐹∗(𝑦) − 𝐺∗(−𝐾𝑇𝑦)} 

= max
𝑦

{− ∑ 𝐹𝑟
∗(𝑦)

𝑅

𝑟=1

− ∑ 𝐺𝑟
∗(−𝐾𝑟

𝑇𝑦)

𝑅

𝑟=1

} 
(4) 

このとき、主問題と双対問題を結合する鞍点問

題も以下のように分割できる。 
min

𝑥
max

𝑦
{⟨𝐾𝑥, 𝑦⟩ + 𝐺(𝑥) − 𝐹∗(𝑦)} 

= min
𝑥

max
𝑦

∑{⟨𝐾𝑟𝑥, 𝑦⟩ + 𝐺𝑟(𝑥) − 𝐹𝑟
∗(𝑦)}

𝑅

𝑟=1

 
(5) 

 Passty frameworkは、主問題と双対問題のそ

れぞれの multiblock部分関数に適用される。 

𝑦𝑛+1 = 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜎[𝐹𝑅
∗] ⋯ 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜎[𝐹2

∗] ∙ 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜎[𝐹1
∗](𝑦𝑛) (6) 

𝑥𝑛+1 = 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜏[𝐺𝑅] ⋯ 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜏[𝐺2] ∙ 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜏[𝐺1](𝑥𝑛) (7) 
最終的なアルゴリズムは、Ordered Subsets 

(OS)理論の導入が可能なRow-Action型となり、

さらなる加速化が可能である[3]。提案手法の

一般化アルゴリズムを Algorithm 1に示す。 

 

4  Nonlocal Total Variation 
 正則化としては、Window内の画素値の差分

を評価する Nonlocal TVを採用する[4]。 

さらに、本研究では、画像が区分的多項式 

(piecewise polynomial)であるという仮定の

もとで、1階微分と 2階微分を結合させて設計

した新しい Nonlocal TVを用いる[5]。 

𝜆‖(|𝛻𝑢|)‖1 = 𝜆1‖(|𝛻𝑁𝐿𝑢|)‖1 + 𝜆2‖(|𝛻𝑁𝐿
2 𝑢|)‖1, 

  𝛻 = [
𝛻𝑁𝐿

𝛻𝑁𝐿
2 ] , 𝜆 = [

𝜆1

𝜆2
] 

(8) 

ここで、𝛻𝑁𝐿𝑢と𝛻𝑁𝐿
2 𝑢は、それぞれ 1階微分と

2階微分の Nonlocal gradientである。 
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Algorithm 1. Generalized Passty framework of CP algorithm. 

𝜏 and 𝜎 are non-negative step-size parameters; 𝜃 ∈ [0,1] is a parameter for 

extrapolation; 𝑛 is the main iteration index; 𝑟 ∈ 𝑆[𝑟] is the sub iteration index; 

𝑆[𝑟] is the 𝑟-th ordered subset. 

1: initialize 𝑥(0,0) and 𝑦(0,0) to zero values 

2: �̅�(0,0) ← 𝑥(0,0) 

3:     for each iteration 𝑛 = 0,1, ⋯ , 𝑁 − 1 

4:           for each subset 𝑟 = 0,1, ⋯ , 𝑅 − 1 

5:                𝑦(𝑛,𝑟+1) ← 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜎[𝐹𝑟
∗](𝑦(𝑛,𝑟) + 𝜎𝐾𝑟�̅�(𝑛,𝑟)) 

6:                𝑥(𝑛,𝑟+1) ← 𝑝𝑟𝑜𝑥𝜏[𝐺𝑟](𝑥(𝑛,𝑟) − 𝜏𝐾𝑟
𝑇𝑦(𝑛,𝑟+1)) 

7:                �̅�(𝑛,𝑟+1) ← 𝑥(𝑛,𝑟+1) + 𝜃(𝑥(𝑛,𝑟+1) − 𝑥(𝑛,𝑟)) 

8:           end 

9:     end 

 

5  まとめ 
提案手法を低被ばくおよび撮影時間短縮の

ための最先端の CT装置構成の一つであるスパ

ースビューCTに応用した結果、1000回以上の

反復回数が必要であった CPアルゴリズムを 30

回以内で収束させることに成功した[6]。 
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Primal-Dual Algorithm for Convex 
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Processing, Multiscale Model. Simul., 
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図 1. スパースビューCT (80方向)における既存手法(Classical CP)と提案手法(Proposed OSCP)

の性能比較 
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四面体の最大角条件と同値な幾何学的条件について

A New Geometric Condition Equivalent to the Maximum Angle Condition for Tetrahedrons

土屋卓也 1,鈴木遼 1,石坂宏樹 1,小林健太 2

1愛媛大学，2一橋大学

e-mail : tsuchiya@math.sci.ehime-u.ac.jp

1 はじめに

三角形、あるいは四面体上の Lagrange補間
の誤差評価は、有限要素法の誤差評価にとって
非常に重要である。以下それについて説明する
が、Sobolev空間とその（セミ）ノルムなどの関
数解析からの必要事項については、有限要素法
の数学的理論の標準的な教科書（例えば、[2]）
を参照されたい。異方的な三角形分割上の誤差
解析全般については、[1]を参照のこと。
有界多角形（多面体）領域Ω ⊂ Rd (d = 2, 3)

上のモデル方程式

−∆u = f in Ω, u = 0 on ∂Ω

を考える。ただし、 f ∈ L2(Ω)は与えられた関
数である。最も基本的な Lagrange有限要素法
では、領域Ωの三角形（あるいは四面体）分割
Thを考え、

S h :=
{
v ∈ C0(Ω)

∣∣∣ v|T ∈ Pk(T ),∀T ∈ Th
}

として、区分的 k次有限要素空間 S hを定義す
る。ただし、Pk(T )は要素 T 上での高々k次多
項式の集合である。その上で、モデル方程式の
弱形式: Find u ∈ V := H1

0(Ω),

(∇u,∇v)L2(Ω) = ( f , v)L2(Ω), ∀v ∈ V

を、Find uh ∈ Vh := S h ∩ V ,

(∇uh,∇vh)L2(Ω) = ( f , vh)L2(Ω), ∀vh ∈ Vh

と変更して、有限要素解 uhを定義する。
有限要素解 uhの誤差として、次の Céaの補

題が知られている：

|u − uh|H1(Ω) ≤ inf
vh∈Vh
|u − vh|H1(Ω).

よって、真の解 uの何らかの補間Ihu ∈ S hにつ
いてその誤差 |u−Ihu|H1(Ω)が評価できれば、有
限要素解の誤差 |u−uh|H1(Ω)の上界が得られる。

2 Lagrange補間

上記の補間として、通常 Lagrange補間がよ
く使われる。単体要素 T（2次元ならば三角形、
3次元ならば四面体）の頂点を xi (i = 1, · · · , d+
1)とするとき、T の頂点 xi についての重心座
標を λi で表す。すると定義より、0 ≤ λi ≤ 1,∑d+1

i=1 λi = 1である。非負整数の集合をN0で表
し、γ = (a1, · · · , ad+1) ∈ Nd+1

0 を多重インデック
スとする。整数 k ≥ 1に対して |γ| := ∑d+1

i=1 ai = k
ならば、γ/k := (a1/k, · · · , ad+1/k)は T の重心
座標であるとみなすことができる。そのうえで
T の点の集合 Σk(K)を、

Σk(K) :=
{
γ

k
∈ K

∣∣∣∣ |γ| = k, γ ∈ Nd+1
0

}
と定義する。以下、Tは閉集合であるとみなす。

図 1. 三角形 T 上の点集合 Σk(T ), k = 1, k = 2, k = 3.

連続関数 v ∈ C0(T )に対して多項式Ik
T v ∈ Pk(T )

を

v(x) = (Ik
T v)(x), ∀x ∈ Σk(T )

と定義し、これを T 上の k次 Lagrange補間と
呼ぶ。

3 Lagrange補間の誤差評価

Lagrange補間の誤差について、次の評価式が
知られている。まず hT := diamT とし、T の辺
の長さを h1 ≤ h2 ≤ · · · ≤ hk = hT と表すことに
する。ただし、T が三角形のときは k = 3で、
四面体のときは k = 6である。そのうえで RT
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を、

RT :=
h1h2hT

4|T | (= T の外接円の半径), T は三角形,

RT :=
h1h2h2

T

|T | , T は四面体

と定義する。このとき、次の定理が成り立つ。
整数 mは、0 ≤ m ≤ kであり、pは、三角形の
場合は 1 ≤ p ≤ ∞であり、四面体の場合は

2 < p ≤ ∞ if k − m = 0,
3
2 < p ≤ ∞ if k = 1, m = 0,

1 ≤ p ≤ ∞ if k ≥ 2 and k − m ≥ 1

(1)

であるとする。

定理 1 任意の関数 v ∈ Wk+1,p(T )に対して、

|u − Ik
T u|Wm,p(T ) ≤ Ck,m,p

(
RT

hT

)m

hk+1−m
T |u|Wk+1,p(T )

= Ck,m,pRm
T hk+1−2m

T |u|Wk+1,p(T )

が成り立つ。ただし、定数Ck,m,pは、k, m, pの
みに依存し、Tの幾何学的形状には依存しない。

定理 1は、講演者のいくつかの論文の内容を
まとめて得られる。詳しくは、[4]、およびレク
チャーノート [5]を参照のこと。

4 最大角条件

前節に述べられた Lagrange補間の誤差評価
は最近得られたものである。これとは別に、単
体要素に対する最大角条件を仮定した誤差評価
が、以前から知られていた。
定数 γmax が、π/3 ≤ γmax < πを満たすとす

る。三角形 T のすべての内角が γmax以下であ
る、あるいは四面体 T のすべての 2辺角（1つ
の面上での内角）とすべての 2面角（2つの面
のなす角）が γmax 以下である場合、T は γmax

について最大角条件 (maximum angle condition)
を満たすという。三角形 T に関しては、正弦
定理

RT

hT
=

1
2 sin θT

,
RT = T の外接円の半径
θT = T の最大内角

より、ある定数 D = D(γmax)が存在し、

θT ≤ γmax ⇐⇒
RT

hT
≤ D

が成り立つ。よって、三角形 T が最大角条件を
満たせば、T 上の Lagrange補間の誤差は、

|u − Ik
T v|Wm,p(T ) ≤ Chk+1−m

T |u|Wk+1,p(T )

と評価できる。ただし、定数Cは、k, m, p,お
よび γmaxに依存する。
本講演では、四面体についても同様なことが
成り立つことを報告する。

定理 2 ([3]) 四面体 T が定数 γmaxについて最大
角条件を満たすことの必要十分条件は、ある定
数 D = D(γmax)が存在し、

RT

hT
≤ D

となることである。

系 3 四面体 T が定数 γmax, π/3 ≤ γmax < πにつ
いて最大角条件を満たせば、(1)を満たす pに
対して、

|u − Ik
T u|Wm,p(T ) ≤ Chk+1−m

T |u|Wk+1,p(T )

という評価式が成り立つ。ただし、定数Cは、
k, m, p,および γmaxに依存する。
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重調和波動方程式の有限要素解析と擬似波面を用いた境界条件

加藤　初弘 1

1 山梨大学　大学院

e-mail : katoh1yamanashi.ac.jp

1 概要

重調和波動方程式は弾性板の横振動のモデル

式であり，進行波とともに局在波を基本解に持

つことが特徴である [1]．重調和波動方程式の

有限要素解析は離散ソボレフ空間 [2]における

波動伝搬の問題とみなすことができる．本研究

では，輻射あるいは散乱問題に適用することを

目的に，解析領域を取り囲む擬似波面で境界条

件を設定する方法である近接場ラップ法を提案

する．既存の方法であるMurの境界条件や完

全吸収層を用いる境界設定法 [3]と比較すると，

離散化した基礎方程式の性質にのみ準拠した一

貫性がある新しい方法である．

2 弱形式表現と離散化

図１に三角形分割された２次元的な xy-空間

の解析領域D(= [¡1; 1]£ [¡1; 1])) とこれを囲

む３層の疑似波面H0;H1; H2を示す．近接ラッ

プ法では解析領域を拡張する必要があるが，最

も内側の疑似波面H0は解析領域Dの外周 @D

と共通にすることができるので，計算量の増

加は少ない．疑似波面で囲まれた領域を近接場

ラップとよび，近接場ラップと解析領域 Dか

らなる拡張された解析領域をD¤と表す．

関数 u(P )とテスト関数 w(P )を用いて，汎

関数 F [w; u]を

F [w; u] =

Z

D¤

©
(r2w)(r2u)¡ k4wu

¾

dS (1)

と定義する．ここで，r2は２次元のラプラシ

アン，k は波数と呼ばれるパラメータである．

このとき，重調和波動方程式 (r2)2u¡k4u = 0

の弱い解はw(P ) = 0（P 2 @D¤)を条件として

F [w; u] = 0; (8w) (2)

と表現される零値問題を満たす u(P )である．

三角格子の各節点P に場の変数とその空間微

分からなる３次元の縦ベクトル u(P ) = [u(P )

ru(P )T ]T を割り当てる．このとき，形状関数

を空間変数 x; yの３次多項式による補間関数に

選ぶと，関数値は隣接する三角要素の間で連続

であり少なくとも節点では空間微分も連続であ

る．同様にテスト関数w(P )の離散ベクトルを

w(P ) = [w(P ) rw(P )T ]T とすると，汎関数

(1)は，

~F =
X

P2D

w(P ) ¢
£
A¡ k4B

¤
u (3)

で近似できる．ここで，Aおよび B はともに

3 £ 3の行列であり，形状関数で作るられた行

列要素に関する空間積分で定義される [2].

この様に汎関数の離散化により，連続な関数

空間の問題をソボレフク空間 [2]における離散

的な問題にマッピングできる．さらに，このマッ

ピングは弾性平板に破断や折れ曲りがないこと

を大前提にしている．

3 疑似波面と近接場ラップ

疑似波面Hn上の節点P
(n)
` (` = 0,1,2, ..., Nn)

における離散変数u(P
(n)
` )をまとめた縦ベクト

ルをUn = fu(P
(n)
` )g` と表す．ここで，省略記

号 f g` は指標 `を変化させ要素を縦に並べるこ

とを表す．同様にテスト関数w(P )についても

離散ベクトルを定義しWn で表す．このとき，

条件 (2)をテスト関数Wnに関する変分で表現

すると，次の２階の差分方程式を導出できる．

cnUn¡1 + bnUn + anUn+1 = 0 (4)

．ここで，cn; bn; an はそれぞれNn£Nn¡1, Nn£

Nn, Nn£Nn+1 の行列であり (3)から決定され

る．一般敵に Nqw 重に疑似波面を設置すると

図 1. 解析領域の拡張と三角形要素による分割．(a)擬似
波面 H0;H1;H2 による近接場ラップ，(b)解析領域 D.
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差分方程式 (4)は (Nqw-2)本ある．図１ (a)の

場合，３重の疑似波面なので本数は１である．

疑似波面Hnから解析領域の内側 (¾ = inc)

あるい外側 (¾ = rad)に進む波動モードがあ

るとし，その離散ベクトルを ©
(¾)
n;m（mはモー

ド指標）で表す．また，一般の波動 Unを展開

係数をまとめた縦ベクトルを c
(¾)
n をもちいて，

Un = h©
(¾)
n;mimc

(¾)
n と表現する．省略記号 h im

は h©
(¾)
n;mim = [©

(m;¾)
1 ©

(¾)
2 ... ©

(¾)
n;m:::©

(¾)
M ]によ

り定義した（Mはモード指標mの総数）．モー

ドの総数M とベクトル Un の次元 Nn が一致

しない場合も含めて，最小自乗推定により係数

ベクトル c
(¾)
m を決定することで，疑似波面Hn

とHn+1間の伝達行列を

K(¾)
n =h©(¾)n;mim[h©(¾)n;mi

y
mh©

(¾)
n;mim]¡1h©(¾)n;mi

y
m (5)

と導出でき，Un+1 = K
(¾)
n Un と表現できる．

理論的にモード関数が明らかでない場合，ま

ず最外殻の伝達行列K
(¾)
Nwq¡1

を数値的に固有値

問題を解くことで決定する．この場合，最外殻

にある３つの疑似波面HNqw¡3，HNqw¡2;HNqw¡1
に属す節点数を等しくし，n = Nqw ¡ 2での差

分方程式 (4)から得られる一種の固有値問題

(cNqw¡2 + ¸cNqw¡2 + ¸2aNqw¡2)© = 0 (6)

の固有ベクトル©がモード関数である (¸は固有

値)．さらに，最外殻以外の伝達行列K
(¾)
n (n <

Nwp ¡ 2)は，K
(¾)
Nqw¡2

から (4)を用いて

K
(¾)
n¡1 = ¡(bn + anK

(¾)
n )¡1cn (7)

により漸近的に決定できる．したがって，零

値問題 (2)で U1を関係式

U1 = K
(¾)
0 U0 (8)

で消去することができ，これが近接場ラップを

用いた入射 (¾ = inc)あるいは輻射 (¾ = rad)

図 2. 解析境界からの単極輻射解の境界条件による変化．
(a)近接場ラップ境界条件． (b)Murの境界条件．

境界条件である．したがって，最内殻の伝達行

列K
(¾)
0 が決定できると領域Dに擬似は面H1

を加えた領域だけで有限要素法の解法をすすめ

ることが可能になる．

4 解析境界からの輻射

解析境界に輻射点がある場合，輻射問題の有

限要素法による数値解が，境界条件の設定方法

によりどのように変化するかを図 2に等高線で

示した．輻射点がP(0,¡1)にあり，輻射境界条

件として (a)図は３つの疑似波面による近接場

ラップ法，(b)は既存の手法であるMurの境界

条件 [3]を用いた．Murの境界条件では波面が

境界に斜めに入射すると精度が保てないため，

輻射点がある下方の解析境界に沿って波面が乱

れて同心円ではなくなっている．一方，近接場

ラップを用いた境界条件である (a)図では，同

心円が保たれ高い精度で解析できていることが

確認できる．なお，疑似波面の総数を増加する

と解析精度を改善することも可能である．

5 まとめ

解析領域を疑似波面で取り囲みその波面間の

波動伝搬を２階の差分方程式で表現することで，

境界条件を設定する近接場ラップ法を提案した．

この方法は，差分方程式が微分方程式の有する

解析的な性質を受け継いでいることに着目して

輻射あるいは入射波を表現する方法であり，重

調和波動以外にも適用できる拡張性もある．

謝辞 この研究は科研費 (19K05283)の援助を

受けて行われました．
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シミュレーションにおける局所性と並列性の離散微分形式による実現
深川 宏樹 1, 石原 拓哉 1

1DeepFlow株式会社
e-mail : hiroki.fukagawa@deepflow.co.jp

1 概要
近接作用論によると，力は場の局所的な相互

作用で伝搬し，力の伝播速度には上限が存在し，
運動は並列的である．並列計算機の性能を引き
出すには，物理現象の局所性と並列性が計算時
でのデータアクセスにおいても実現することが
重要である [1]．場の基礎方程式を微分形式で与
えれば，局所性と並列性を保つ自然な離散化が
でき，大規模なシミュレーションができる [2]．

2 局所性と並列性
時刻 tと位置 xでの場を ωで表し，場の空間

微分を ω′と書く．近接作用の基礎方程式は
∂ω(t, x)

∂t
= f(ω(t, x), ω′(t, x)) (1)

で与えられる．式 (1)を数値的に解こう．時間
を刻み幅∆tで分割し，時間のインデックスを
mとする．空間をメッシュ分割し，分割要素を
Cellと呼び，IDをnとする．離散化した場の値
を ω∗∗(m,n)で表す．Cell nの近傍にある Cell

の IDを (n, i) とする．i ≥ 0 は近傍にあるCell

同士を区別し，n = (n, 0)とする．ω′(t, x)の離
散化はω∗∗(m, (n, i))で表せ，式 (1)の離散化は

ω∗∗(m+1,n)=ω∗∗(m,n)+f(ω∗∗(m,(n,i))) ∆t (2)

となる．ω∗∗(m+1, n)は近傍のω∗∗(m, (n, i))の
みから求まり，データアクセスは局所的となる．
ω∗∗(m+1, n)の ID nが異なれば，複数のスレッ
ドで独立に計算ができ，データアクセスは並列
的である．この方法を陽解法と呼ぶ．

DeepFlow株式会社では離散微分形式による
超大規模並列物理場シミュレーターElkurageを
開発している．流体計算時の密度 ρと速度場 u

のメッシュ上での配位を図 1 に示す．Elkurage

では，スタッガード格子 (左)の拡張として双対
メッシュ(右)を用いる．簡単のため，2次元で
図示したが，実際は 3次元である．メッシュを
構成する点，線，面，体を，それぞれ，0-Cell，
1-Cell，2-Cell，3-Cellと呼ぶ．実線で書いたも
のを Primal Cellと呼び，点線で書いたものを
Dual Cellと呼ぶ．

図 1. 流体計算での密度 ρと速度場 uの配置

3 離散微分形式
Elkurageでは物理量は全て微分形式で与えら
れる．例えば，流体計算で密度 ρは 0形式であ
り，速度場 uは 1形式である．微分形式 ω ∈ V
の Cell χ上の積分 (評価) 値を求める．

〈χ, ω〉 :=

∫
χ
ω ∈ R (3)

ω に対して積分値を返す線形汎関数

χ∗ := 〈χ, 〉 : ω 7→ 〈χ, ω〉 (4)

は V の双対空間 V ∗の元になる．ωの評価写像

ω∗∗ := evalω : χ∗ 7→ 〈χ, ω〉 (5)

は二重双対空間 V ∗∗の元となる．微分形式ωは
任意の点xで連続に値ω(x)を持つが，評価写像
ω∗∗は可算個のCell χのみに対応して値ω∗∗(χ∗)

を持つ．この ω∗∗ を離散微分形式と呼ぶ．
写像 ϕ : V →W と σ∗ ∈ W ∗ を与えたとき，

V 上の汎関数を

ϕ∗(σ∗) := σ∗ ◦ ϕ = 〈σ, ϕ( )〉 (6)

で定める．ϕ∗∗(ω∗∗) := ω∗∗◦ ϕ∗ とすれば，

(ϕ∗∗(ω∗∗))(σ∗)=〈σ, ϕ(ω)〉=(ϕ(ω))∗∗(σ∗) (7)

を得る．つまり，図式

V
∗∗ //

ϕ
��

V ∗∗

ϕ∗∗

��

ω � ∗∗ //
_

ϕ
��

ω∗∗_

ϕ∗∗

��
W

∗∗ //W ∗∗ ϕ(ω) � ∗∗ // (ϕ(ω))∗∗=ϕ∗∗(ω∗∗)

が可換になる．ϕが線形ならば，式 (3)の双線
形性より，線形な転置写像 tϕを用いて

〈σ, ϕ(ω)〉 = 〈tϕ(σ), ω〉 (8)
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図 2. 回転二重羽根の空力計算

となり [3]，ϕ(ω)を知らなくても (ϕ(ω))∗∗(σ)が
計算できる．例えば，外微分 d は線形写像であ
り，境界作用素を ∂として，ストークスの定理
より 〈σ, dω〉 = 〈∂σ, ω〉となる．ωを 2形式とす
れば，dωは 3形式となる．χiを 3-Cell σの表
面を覆う 2-Cellとすれば，∂σ =

∑
i χiとなり，

(dω)∗∗(σ∗) =
∑

i ω
∗∗(χ∗

i ) と計算できる．ホッ
ジスター作用素も線形写像であり，同様に計算
できる．写像は必ずしも線形とは限らない．例
えば，内部積は非線形写像である．この場合に
は式 (8)が成立せず，補間関数ω∗∗(χ∗

i ) 7→ ω(x)

を与え，式 (7)で ϕ(ω)を直接計算することで
離散化を行う [4]．

4 シミュレーション
Elkrageは微分形式で与えられた運動方程式

を自動的に離散化し，大規模シミュレーション
を実行する．流体や電磁場の基礎方程式は微分
形式で表現できる [5, 6, 7]．DeepFlow株式会
社では，これらのシミュレーションを実行しも
のづくりの現場で役立ている．図 2と 3は回転
二重羽根の空力とダイポールアンテナの電磁場
のシミュレーション結果である．

5 まとめ
基礎方程式を微分形式で記述し，離散化し，

陽解法で解いた．この一連の手続きは，基礎方
程式の局所性と並列性を保ち，並列計算機を
使った大規模シミュレーションを可能とする．

図 3. ダイポールアンテナの電気力線 (左)と磁場分布 (右)

謝辞 Elkurage開発の際には，DeepFlow株式
会社の石井大海氏，神志那純氏，小井土真一氏，
簑毛崇章氏，DoerResearch株式会社の菊地亮
太氏の協力を得た．シミュレーションの実行に
は，さくらインターネット株式会社のクラウド
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ベイズ計測～中性子散乱スペクトル解析への導入～

片上舜 1,有馬孝尚 1,永田賢二 2,岡田真人 1

1東京大学大学院新領域創成科学研究科，2国立研究開発法人物質・材料研究機構
e-mail : katakami@mns.k.u-tokyo.ac.jp

1 序文

固体物理や物性科学において，分散関係
は物性を知るために重要な観測対象である.
分散関係は，中性子散乱や X線散乱により
観測される. 現在，散乱実験を行うために
高強度 Fermi chopper spectrometers を持つ
大型実験施設がいくつも設立されている.例
えば 4SEASONS [1], AMATERAS [2], and
HRC [3] である.これらの施設では，中性
子散乱や X線散乱の実験が可能であり，莫
大な量の 4次元スペクトルデータを出して
いる. 現在の分散関係観測データの解析の
過程は間接的手法に基づいている.まず，獲
得された 4次元スペクトルデータを人が理
解可能な 1次元スペクトルデータとし可視
化し，分散関係の曲線を推定する. そして，
推定した分散関係の曲線に一致するように，
研究者の知見を用いて物理モデルパラメー
タをフィッティングする. しかし，この手法
には問題があり，人力での処理を伴うため，
莫大な量のデータを解析ができない. また
モデルパラメータ候補は解析者により設定
されるため，解析者には候補を狭めるため
の専門的知見が必要となる. さらに得られ
たデータの次元を削減しデータを可視化す
るので，全データを考慮した推論が不能で
ある. 我々は，これらの問題を解決するた
め，高次元の分散関係スペクトルデータか
らモデルパラメータを分布推定する手法を
提案する．ここでは観測過程に単純なガウ
スノイズまたイベントカウントデータのゆ
らぎとしてのポアソンノイズの異なるノイ
ズメカニズムを導入しモデルパラメータ分
布推定する手法を提案する．

本研究では，単純な格子モデルとして 1
種類の原子からなる体心立方格子モデルに
よる人工データを用いて数値実験に手法の
評価をした. 分散関係は古典系の格子モデ
ルの格子振動から計算できるものと仮定し，
ローレンチアンの重ね合わせによってスペ
クトル強度を作成し，得られたスペクトル
強度にノイズを加算することで観測データ
を生成した.

2 ベイズ推論による解析

エネルギー Ei，運動量 q j に対して観測
されるスペクトル強度 I(Ei, q j;Θ) とする．
また，Θはモデルパラメータである．観測
時間 T に対するスペクトル強度平均 ȳi j は

ȳi j = (I(Ei, q j;Θ) + B)T. (1)

とかける．ここで，バックグラウンド Bは
エネルギー，運動量に依存せず一様として
ある．観測過程は Poisson分布に従うと仮
定すると，得られるスペクトルデータは以
下の分布に従う．

P(yi j|I(Ei, qj ;Θ) =
ȳyi j

i j exp(−ȳi j)

yi j!
. (2)

観測点を X = {xi j|xi j = (Ei, q j)}, 観測値を
Y = {yi j}とすると観測データはD = {X,Y}
とかける．ベイズの定理より事後確率は

P(Θ|D) =
P(Y |X,Θ)φ(Θ)

P(Y |X)
, (3)

=
1

Z(D)
exp (−NE)φ(Θ), (4)

E(Θ) ≡ 1
N

∑
i j

(
ȳi j − yi j ln ȳi j + ln yi j!

)
. (5)
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図 1. (a) : 長時間計測 (T = 100)での分散関係データ．(b) : 短時間計測 (T = 1)での分散関係データ．
(c) : (a)に対する推定結果．(d) : (b)に対する推定結果．赤線の交点は真値を示す．

とかける．ここで φ(Θ)はモデルパラメータ
の事前確率である．本研究では交換モンテ
カルロ法によりベイズ事後確率を計算する
ことで物理モデルパラメータを分布推定し
た．図 1は Poisson過程で生成した体心立
方格子モデルの分散関係の人工データ及び
推定結果である．図 1(a)が長時間計測 (T =
100), 図 1(b)が短時間計測 (T = 1)に対応
する分散関係データである．図 1(a), (b)に
対して提案手法により，体心立方格子モデ
ルのモデルパラメータを推定した．図 1(c),
(d)は相互作用係数 α1, α2 の推定結果であ
る．真値は α1 = 300, α2 = 200である．図
1(b)のような観測時間が短い場合の分散関
係データからもベイズ推論により相互作用
係数が推定可能であることを示した．

3 おわりに

本講演では物理計測にベイズ推論を応用
することで物理量を効率的に推定する手法
を紹介した．推論においては観測過程のノ
イズメカニズムが大きく影響することがわ
かってきている．今後の課題として，本手
法からベイズ自由エネルギーを計算しモデ
ル選択によって観測モデルの評価へ展開す
ることが考えられる．

謝辞 本研究は科研費 18H04106, JP18J21951,
JST CREST JPMJCR1761 の助成を受けた
ものである．
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Discriminator Optimal Transport
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1 概要
潜在変数を用いた深層生成モデルには大きく

分けて二つの枠組み、変分自己符号化器 [1]と
敵対的生成ネットワーク [2]がある。これらの
モデルは深層ニューラルネットワークを用いた
画像生成などに用いられ、大きな成功を収めて
いる。これらのモデルの訓練には、二つの学習
器を用いる。どちらの場合にも共通するのは生
成器 (復号化器)であり、これが潜在ベクトルか
ら画像などのデータを作り出す。もう一方の学
習器は、変分自己符号化器では実データベクト
ルを潜在空間に埋め込む符号化器が、敵対的生
成ネットワークではデータが本物か偽物かを識
別する識別器が用いられる。訓練の後、符号化
器の用途は明らかであるが、識別器は一見する
と何に使って良いかわからないだろう。本講演
では [3]で講演者が提案した最適輸送理論のア
イデアを用いた訓練後の識別器を用いた生成器
の改善手法を説明する。

2 序文
敵対的生成ネットワークの生成器と識別器の

ペアのうち、訓練した識別器は捨てられ、生成
器のみが推論で用いられることが多い。しかし
ながら、敵対的生成ネットワークの訓練は不安
定で難しいことが知られているため、識別器に
も何らかの用途がないだろうかと期待するのは
自然な発想に思われる。
敵対的生成ネットワークの目的関数、特に識

別器がその目的関数の最適値を達成する場合、
それはデータ生成確率密度と生成器の導く確
率密度の比に対応することが知られていた。そ
こで実際に訓練で得られた深層ニューラルネッ
トワークで構成された識別器が密度比を近似的
に計算していると考え、訓練後の生成器からの
サンプリングを棄却サンプリングで改善する手
法 [4]が、あるいは生成器からの i.i.d.サンプ
リングをマルコフ連鎖だと思ってMetropolis-

Hastings法でこれを改善する手法 [5]などが提
案されていた。

これらの手法は「おかしな生成データを捨て
る」ことで生成器からのサンプルを改良すると
いう意味で、いわば passiveな改良と言える。
ではより activeな改良、すなわち「おかしな生
成データを改善する」手法はないだろうか。

3 GANと最適輸送
そこで講演者は最適輸送理論が使えるのでは
ないかと考えた。いくつかの示し方があるが、
ここではエントロピー制約付きの最適輸送問題

min
π∈Π(p,q)

{
Ex,y∼π [∥x− y∥2]− ϵH(π)

}
(1)

を考え、最終的に ϵ→ 0極限をとって1-Wasserstein

距離に戻すことを考える。式 (1)の問題では強
双対性が成り立ち、その値が双対問題

max
|f(x)+g(y)|≤∥x−y∥2

{
Ex∼p[f(x)] + Ey∼q[g(y)]

− ϵ
∫
e−

∥x−y∥2−f(x)−g(y)
ϵ dxdy

}
(2)

の値と一致する [6]。最後の積分の被積分関数
が最適輸送を表す解 π∗(x,y)に対応するが、こ
の「同時確率密度」から条件つき確率密度

π∗(x|y) ∝ e−
∥x−y∥2−f∗(x)

ϵ (3)

を得る。この密度に従って y ∼ q の点を輸送す
れば、それが最適輸送となる。ここで ϵ→ 0を
取ると、「解が一意に存在するという仮定」の
元で、最適輸送の写像が

T (y) = min
x

{
∥x− y∥2 − f∗(x)

}
(4)

となることがわかる。同じ極限にて双対問題は

max
|f(x)−f(y)|≤∥x−y∥2

{
Ex∼p[f(x)]− Ey∼q[f(y)]

}
(5)

の形式を取るが、ここで敵対的生成ネットワー
クに戻ってくると、
1) 識別器の目的関数 V (G,D)は V (G,D) ≤

Ex∼pdata [D(x)]− Ey∼pG [D(y)] を満たす
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2) 識別器はしばしばLipschitz制約 |D(x)−
D(y)| ≤ ∥x− y∥2 を満たす

ことがわかるので、敵対的生成ネットワークの
識別器の訓練が V (G,D) の値をできるだけ大
きくしようとすることを考慮すると、訓練後の
識別器 D は双対問題 (5)の解 f∗を近似してい
るとみなしても、さほど悪くはないだろう。
そこで、訓練後の識別器 D を f∗ だと思っ
て、最適輸送写像の式 (4)に代入すると、識別
器による最適輸送写像を得る。実際には識別器
は深層ニューラルネットワークなので (4)に対
応する最小値を求めるのは困難なため、勾配降
下法で近似解を求め、低次元データを用いた場
合の生成データの改良に成功した。
一方で、画像などの高次元データとなると、

直接画像空間の上で識別器による最適輸送を行
うと、敵対的イグザンプル [7]のようなノイズが
発生していまい失敗する。高次元の場合は、や
や発見法的になってしまうが潜在空間での輸送

T (zy) = min
z

{
∥z− zy∥2 −D (G(z))

}
(6)

を考え、同様に勾配法でこれを近似すると生成
画像の質を改善できることがわかった。

4 最近の研究
式 (6)のように識別器を用いて潜在空間上で
良い点を探索する手法は、後に energy-based

な解釈を使うと正当化できることがわかった
[8, 9, 10]。敵対的生成ネットワークの興味深い
応用先に自然言語処理がある（例えば [11]）が、
その文脈でこれらのことを応用できればなお面
白いかもしれない。
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非線形遅延微分方程式の概周期解のガレルキン近似解の導出–精度保証に
向けて–
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1 概要
概周期関数となる強制項をもつ非線形常微分

方程式の概周期解の存在を精度保証付き数値計
算を用いて行う方法は Urabe[1]によって研究
され、Mitsui[2]、Shinohara, Kohda, Mitsui[3],

Shinohara, Kurihara, Kohda[4] などによって
理論と検証例が示されてきた。篠原, 宮本, 鈴
木, 栗原 [5]は、この方法を発展させて概周期関
数となる強制項をもつ非線形遅延常微分方程式
の概周期解の存在を精度保証付き数値計算を用
いて行う方法を示し、幾つかの例題を解いてそ
の有効性を示した。ここでは正弦波関数が強制
項となる非線形遅延常微分方程式の概周期解の
存在を精度保証付き数値計算を用いて証明する
ことを目標に、まずは、近似解をガレルキン近
似を用いて求める方法を示す。そしてその精度
保証法について検討を加える。

2 エルニーニョのモデル方程式
本稿では、まず、例題としてエルニーニョの

モデル方程式を考える。

dx(t)

dt
+(−x(t)+x3(t)+αx(t−τ)−β cosωt) = 0.

(1)
この方程式は Suarez, Shopf[7]の提案したエル
ニーニョの自励方程式モデルにOishi, Sekine[6]

が正弦波外力を加えたエルニーニョの四季の温
度変化を考慮したモデルで対称周期解、非対称
周期解、分数調波解、概周期解、カオス解など多
彩な解が現れることがシミュレーションによっ
て文献 [6]で示され、分数調波解を含む多様な周
期解の精度保証付き数値計算による計算機援用
存在証明が示されている。例えば、シミュレー
ションによって分岐図を描いてみると図 1とな
る。この図において固定した βにおいて無数の
点が見られる場合にはその値で非周期解が現れ
ていると近似的に考えることができる。非周期
解としては概周期解とカオス解が考えられる。
そこで、波形と相図を書いてみてさらに詳しく
調べる必要がある。図 2はその例である。この

図において、相図の赤線はポアンカレマップで
ある。これが閉曲線となっているので、ここに
現れている解は概周期解と予想される。

図 1. オイラー法によって計算した分岐図。縦軸には定
常状態における x(2πn/ω)が十分大きな正の整数 nにつ
いて数千点プロットされている。これを以下ストロボ分
岐図と呼ぶ。

図 2. オイラー法によって近似計算した概周期解 (τ =
1.5, α = 0.885, β = 0.25, ω = 3.104)

2.1 擬周期関数
ここでは、概周期 (almost periodic)関数の一
種である擬周期 (quasiperiodic)関数 f(t)を次
のように定義する。f0(u1, u2, · · · , un) が n次
元実変数 (u1, u2, · · · , un)の n−重周期関数と
する。すなわち f0 は uiについて Tiを周期と
する周期関数とする：

f0(u1, u2, · · · , ui + Ti, · · · , un)

= f0(u1, u2, · · · , ui, · · · , un)

ここに、Tiは正の実数とする。f(t)が

f(t) = f0(t, t, · · · , t) (2)

と書ける時、疑周期関数という。擬周期関数外力
に対する擬周期解の存在の証明を精度保証付き
数値計算により行うことを考えたのはUrabe[1]

で、例題まで解いたのがMitsui[2] である。こ
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の理論を発展させ、周期関数外力に対する擬周
期解の存在の証明を精度保証付き数値計算によ
り行うことを考える。そのために、まず、ガレ
ルキン近似によって擬周期解の近似を求める方
法を次の節で提案する。

2.2 補助偏微分方程式
簡単のため n = 2の場合を考える. 補助偏微

分方程式として次を考える。(
∂

∂u1
+

∂

∂u2

)
x̃(u1, u2)− x̃(u1, u2)

+x̃3(u1, u2) + αx̃(u1 − τ, u2 − τ)

+β cosωu1 = 0. (3)

x̃(u1, u2) が周期 T1 と T2 の 2重周期関数であ
れば, x(t) = x̃(t, t)は式 (1)の擬周期解となる。
このような考え方はUrabe[1]が提案しMitsui[2]
が発展させた。以下、式 (3)の 2重周期解の存在
証明を精度保証付き数値計算によって行う方法
を示す。T1 = 2π/ωとする。ここで、T2は未知
であることを注意する。そこで、ω2 = 2π/T2.
を未知独立変数として式 (3)に加える。式 (3)
の 2重周期解は u2についてシフト不変である
ので、この自由度を減らすために拘束条件∫ T1

0

∫ T2

0

x̃(u1, u2) cos (ω2u2)du2 = 0 (4)

を置く。式 (3)と式 (4)のガレルキン近似解は
ニュートン法によって求めることができる。

2.3 ガレルキン近似方程式
ガレルキン近似として

x̃m(u1, u2) = α(0, 0) +
m∑
r=1

∑
|p|=r

αp cos (p, ω, u) + βp sin (p, ω, u)(5)

を考える。ただし、(p, ω, u) = p1ω1u1+p2ω2u2
である。式 (5)を式 (3)と式 (4)に代入すると
ガレルキン近似方程式

PmF (x̂m) = 0,

α(0,1) = 0 (6)

を得る。図 3は図 2と同じ擬周期解の近似をガ
レルキン法で求めたものである、ω2 = 0.25353

と近似的に求められており、ω = 3.104との比
は単純な整数比ではないが、無理数比かどうか
は証明できない。

図 3. ガレルキン近似解 (τ = 1.5, α = 0.885, β =
0.25, ω = 3.104)

こうしてガレルキン近似方程式を基礎に擬周
期解の存在はOishi[8]の提案した方法によって
精度保証付き数値計算によって証明できると考
えられ、kvと vcpライブラリを用いた精度保証
プログラムを作成して検証中である。ただし、
ω2/ωが無理数かどうかは証明できない。
謝辞 ご議論頂く東洋大関根晃太助教、修士課程　
齊藤優輝、高松尚輝、倉本一姫、中野夏樹、三浦悠
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遅延van der Pol-Duffing方程式の非周期解の数値計算
高松 尚輝 1, 齊藤 優輝 1, 大石 進一 1, 関根 晃太 2, 倉本 一姫 1, 中野 夏樹 1, 三浦 悠希 1

1早稲田大学，2東洋大学
e-mail : naokiy@suou.waseda.jp

1 はじめに
時間遅れ要素を持つ遅延微分方程式は電子回

路や生物工学, 社会科学などの分野への応用が
多数あり, 応用上重要な微分方程式である.本
研究ではそのような遅延微分方程式の中でも特
に遅延 van der Pol-Duffing方程式

d2x(t)

dt2
+ k(x2(t)− 1)

dx(t)

dt
+ µx(t)

+γx3(t)− αx(t− τ) = β cos t (1)

を考える. この方程式は分数調波解や, カオス
的非周期解などのさまざまな複雑な解が数値計
算により観測されている [1]. 我々はこれまでの
研究で周期解である分数調波解の精度保証付き
数値計算に成功している. しかし, 非周期解の
精度保証付き数値計算法はまだ確立していない
ため, 非周期解の特徴を捉える必要がある. 擬
周期解の精度保証法は現在大石 [4]が検討中で
あり, ここでも非周期解の特徴を捉えるために,

ポアンカレマップを描画した数値実験の結果を
報告する.

2 分岐図
本研究では (1)のパラメータを (α = 1, β =

5, k = 0.1, µ = 0.1, γ = 1)として考える.図 1

は横軸を τ , 縦軸にオイラー法で求めた近似解
を 2πごとにプロットした分岐図である.τ を固
定した縦軸上に, n点プロットされるとき 1/n

分数調波解が見られ, 多数の点がプロットされ
ているところは非周期解であることが予想さ
れる.

3 ポアンカレマップと相図
ポアンカレマップは3次元空間の (x(t), ẋ(t), t)

から (x(t), ẋ(t))への写像で, tが外力の周期で
ある 2π ごとにプロットしたものとする.描画
するプログラムでは τ を 0から 10まで 1/1024

ずつ動かしていき, 一つの τ に対してランダム
な初期値の近似解を 30回計算し, 1つの図に描
画した.これはランダムな初期値のポアンカレ
マップを 30枚重ね書きしたものであり, 複数の

図 1. 分岐図

解を漏れなく調べるためである.以下に様々な
τ における図を左にポアンカレマップ, 右に相
図を示す.

図 2. 2つの安定解 (τ = 4086 ∗ 2−10)

図 3. カオスへ遷移途中 (τ = 4161 ∗ 2−10)

図 2はポアンカレマップから 2つの解が初期
値によってどちらかが現れる様子が見られ, 相
図は片方の近似解だけをプロットしたものであ
る.図 3は図 2の 2つの解がカオス的になって
いき, やがてくっつく少し前の様子である.

準周期的なポアンカレマップが図 4と図 5 で
見られる.これらはポアンカレマップの周期 2π

に対して無理数比になるような周期でトーラス
上を動くような軌道に対して現れると考えられ
る.さらに図 5では 2重になっているため, アト
ラクタの原点に対する巻き数が 2倍になる分岐
が起きたと考えられる.

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

420



図 6はカオス的な非周期解が出ている.ポア
ンカレマップも相図も規則性が見いだせない.

図 7も図 4や図 5のような準周期解に似てい
るが τ を徐々に大きくした時にカオスから準周
期解に分岐する中間に位置するため, カオス的
挙動が少し残っている.また, この τ 付近では
1/23や 1/29分数調波解と図 7のようなポアン
カレマップが 2−10ごとに出たり消えたりする.

図 8は図 4のようなポアンカレマップから段々
と厚みを帯びこのような図に至る.

図 4. 準周期解 (τ = 4515 ∗ 2−10)

図 5. 2重準周期解 (τ = 4685 ∗ 2−10)

図 6. カオス (τ = 6138 ∗ 2−10)

4 おわりに
様々な τ におけるポアンカレマップを計算す
ることで τ による分岐が複雑で豊かなことがわ
かった.発表時は多くの数値計算に基づくポアン
カレマップのアニメーションを披露する.今後は
より定量的な検証が望まれるが, 特にUrabe[2]

やMitsui[3]が行った擬周期解の存在証明法は,

我々が取り組んでいきたい (1)の非周期解の精
度保証付き数値計算に大いに役立つと思われる.

実際、大石 [4]は本年会の別の講演で, これら
の方法を発展させて擬周期解の存在の精度保証
付き数値計算を利用した解法について検討して
いる.

図 7. カオスと準周期解の中間 (τ = 6570 ∗ 2−10)

図 8. 非周期解 (τ = 7170 ∗ 2−10)

謝辞 本研究はJST、CREST、JPMJCR14D4

の支援を受けたものである.

参考文献
[1] Y.Tsuda, H.Tamura, A.Sueoka,

T.Fujii: Chaotic Behaviour of a Non-

linear Vibrating System with a Re-

tarded Argument, JSME International

Journal, Series III, 35 No.2 pp. 259-

267 (1992).

[2] Minoru Urabe: Existence theorems

of quasiperiodic solutions to nonlinear

differ-ential systems, Funkrial. Ekvac.,

15 (1972),pp.75-100.

[3] T. Mitsui: Investigation of Numer-

ical Solu- tions of Some Nonlinear

Quasiperiodic Dif- ferential Equations,

Publ. RIMS, Kyoto Univ.13 (1977),

pp.793-820

[4] 大石進一: 非線形遅延微分方程式の概周
期解のガレルキン近似解の導出–精度保
証に向けて-, 日本応用数理学会 2021年
度 年会 講演予稿集

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

421



遅延 van der Pol-Duffing方程式に対する逆分岐図を用いた分数調波解
の解析

齊藤 優輝 1, 高松 尚輝 1, 大石 進一 1, 関根 晃太 2

1早稲田大学，2東洋大学
e-mail : yuki-swim7.wu@toki.waseda.jp

本発表では外力項を伴う遅延 van der Pol-

Duffing方程式 (1)に対する分岐問題について
考える.

d2x(t)

dt2
+ k(x2(t)− 1)

dx(t)

dt
+ µx(t)

+γx3(t)− αx(t− τ)− β cosωt = 0 (1)

ここで, k > 0, τ ≥ 0, µ ≥ 0, γ > 0, α > 0, β >

0はパラメータとする.津田, 田村, 末岡, 藤井
[1]の研究によって, 方程式 (1)は分数調波解や
カオス的挙動が観察されることが知られている.

分数調波解とは,外力項の周期 2π/ωに対して
周期 2nπ/ω (n ∈ {2, 3, 4, · · · })の解のことであ
る.津田らの研究においては,方程式 (1)の外力
項の周期ωを変化させたときの分数調波解やカ
オス的挙動について調べられた.本研究では遅
延時間の長さ τ を変化させたときの分岐現象,

現れる分数調波解について解析する.

図 1は k = 0.1, µ = 0.1, γ = 1, α = 1, β = 5

としたときの,オイラー法を用いた数値積分に
よって得られた分岐図である.この分岐図は横
軸に遅延時間 τ ,縦軸に x(t)をとり,各 τ につ
いて過渡状態は捨てて,定常状態となった部分
を 2π毎にストロボスコピックにプロットして
いる.この分岐図より, 2π周期解,分数調波解お
よび非周期解となるパラメータを見つけること
ができる. 私たちは,どのような解が図 1の分

図 1. 分岐図

岐図を作り出しているかという問題について考
え,この問題を逆分岐図問題と呼ぶことにする.

図 1では遅延時間の長さ τ によって, 2π周期
解,分数調波解および非周期解それぞれの枝が

観察できる.逆分岐図問題を解くために,まずは
ガレルキン法を用いて 2π周期解,分数調波解の
近似解を計算した.そして,その近似解から連続
変形法 (continuation method)によって近似周
期解の解曲線を計算した.図 2は τ = 3.5付近
に現れる 1/9分数調波解の解曲線である.横軸
に遅延時間の長さ τ ,縦軸に近似周期解のL2ノ
ルムをとっている. こうして得られた近似周期

図 2. 1/9分数調波解の解曲線

解の解曲線に対して, τ を固定して近似分数調
波解を 1つ得る.そして,大石, 関根 [2]による
拡大ニュートン法の収束定理 (ニュートン・カ
ントロビッチの定理)を用いた精度保証付き数
値計算法によって,この近似分数調波解の近傍
に真の分数調波解が存在することを証明する.

z = (x, y)tとし,作用素 F を以下のように定
める.

F (z) =
d

dt

(
x

y

)
+

1

ω

(
−y
k(x2 − 1)y + µx

+γx3 − αx(t− ωτ)− β cos t

)
定理 1 作用素 F は zでフレシェ微分可能であ
り, z0におけるフレシェ微分Dz が正則で,

||DzF (z0)
−1||L(Z,D(L)) ≤M

(Z = L2(0, 1π)× L2(0, 1π),

D(L) = H1
2π ×H1

2π)
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を満たすと仮定する.また,

M ||F (z0)||Z ≤ η

を仮定する.さらに,ある R > 0が存在し 0 <

r < Rに関して, z ∈ B(z0, r)が成り立つなら
ば実数値関数 b(r)が存在し,以下を満たすと仮
定する.

M ||DzF (z)−DzF (z0)||L(D(L),Z)

≤Mb̃(r) := b(r)

η + r0b(r0) ≤ r0が成り立つならば, F (z) = 0

はB(z0, r0)に唯一つの解をもつ.

低い位数のフーリエ級数で高速に精度保証を
行うために,大石,関根 [2]の方法では以下に定
義する漸近優対角行列の理論を用いている.

定義 2 整数 b, nは 0 ≤ b < nを満たし, G ∈
Mn(C)を以下のように定義する.

G =

(
A B

C D

)

Aは b × b, Bは b × (n − b), C は (n − b × b),
Dは (n− b)× (n− b)の部分行列とする.さら
にDdとDf をそれぞれDの対角成分と非対角
成分とする. Gが以下を満たすとき,行に対す
る漸近優対角行列であると呼ぶ.

min
b<k≤n

{|gkk| −
n∑

j=1,j ̸=k
|gkj|} > 0

これは列に対しても同様の定義ができる.詳
細な理論ついては大石,関根 [2]の論文を参照さ
れたい.

図 3は τ = 3.5における 1/9分数調波解の近
似解の波形と相図である. また,表 1に図 3に

図 3. 近似解 (1/9分数調波解)の波形 (左)と相図 (右)

示した 1/9分数調波解の精度保証結果を示す.

表 1. 1/9分数調波解の精度保証 (解の存在条件:b(r0) < 1)

sub m τ M r0 b(r0)

1/9 700 3.5 3.8e3 1.9e−7 9e−3

解の存在条件は b(r0) < 1であることなので,表
1よりこの例について精度保証がなされたこと
になる.

分岐図に現れているすべての周期解に対して
これらの計算を行い,得られた解曲線を 1つの
図にまとめたものが逆分岐図問題の解である.

これを逆分岐図と呼ぶことにする.図 1に示し
た分岐図に対する逆分岐図が図 4である. 図 4

図 4. 逆分岐図

において各解曲線に ‘1/n’というラベルがつい
ているが,これはその解曲線が 1/n分数調波解
のものであることを示している.さらに, ‘s’およ
び ‘a’のラベルはその周期解が odd-symmetric

であるかそうではないかを表している.発表に
おいては各分数調波解についてより詳細に説明
する.
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定常Kolmogorov問題の対称性破壊分岐点に対する精度保証付き数値計算
渡部 善隆 1, 蔡 姝婷 2

1九州大学，2福建江夏学院
e-mail : watanabe.yoshitaka.003@m.kyushu-u.ac.jp

1 Kolmogorov問題
In 1958, Kolmogorov proposed the problem

of solving the Navier-Stokes equations for flow

in a two-dimensional flat torus under a special

driving force [1, 2, 3, 4]. Consider

ut + uux + vuy = ν△u− 1

ρ
px + γ sin

(πy
b

)
,

(1)

vt + uvx + vvy = ν△v − 1

ρ
py, (2)

ux + vy = 0, (3)

where (u, v) is the velocity vector, ρ is the

mass density, p is the pressure, ν is the kine-

matic viscosity, and γ is a constant that rep-

resents the strength of the sinusoidal outer

force. We note that ∗ζ := ∂/∂ζ(ζ = t, x, y)

and △ := ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2. The flow region

is the rectangle [−a, a]×[−b, b], where a, b > 0,

with periodic boundary conditions imposed in

both directions. The aspect ratio is denoted

by α := b/a.

It is known that the Navier-Stokes equa-

tions given in Eqs. (1)–(3) have a basis so-

lution

(u, v, p) =

(
b2γ

π2ν
sin
(πy
b

)
, 0, d

)
for any constant d. A previous study [1] showed

that if and only if 0 < α < 1, nontrivial solu-

tions bifurcate from the basis solution at a cer-

tain Reynolds number. Okamoto and Shoji [3]

numerically computed bifurcation diagrams,

taking the Reynolds number as a bifurcation

parameter and varying the aspect ratio as a

splitting parameter. Moreover, W. [5] pointed

out that when α = 0.35, there is a strong

possibility that a symmetry-breaking bifurca-

tion point exists near Reynolds number 4.8,

but no proof was provided. In this lecture,

we also find that there are two kinds of ap-

proximate solutions. One of the solutions has

a certain symmetric property with Reynolds

number 4.8, but the other is with Reynolds

number 4.9 and does not have such a prop-

erty. We intend to prove that there exists

a symmetry-breaking bifurcation point with

a Reynolds number in the range between 4.8

and 4.9.

2 定常Kolmogorov問題
Let Tα denote a (−π/α, π/α)×(−π, π) rect-

angular region for a given aspect ratio 0 <

α < 1. We introduce the stream function ϕ

that satisfies u = ϕy and v = −ϕx such that

ux + vy = 0. By cross-differentiating Eqs. (1)

and (2) and eliminating the pressure p, we can

rewrite Eqs. (1)-(3) as

(△ϕ)t − ν△2ϕ− J(ϕ,△ϕ) =
γπ

b
cos
(πy
b

)
,

(4)

where J is a bilinear form defined by

J(u, v) := uxvy − uyvx.

Eq. (4) can be nondimensionalized by using

the change of variables

(x′, y′) =
(πx
b
,
πy

b

)
,

t′ =
γb

νπ
t,

ϕ′(t′, x′, y′) =
νπ3

γb3
ϕ(t, x, y),

and the Reynolds number R :=
γb3

ν2π3
. After

dropping the primes, we obtain

(△ϕ)t −
1

R
△2ϕ− J(ϕ,△ϕ) =

1

R
cos(y). (5)

We seek the steady-state solutions, where (△ϕ)t
is set to 0 in Eq. (5) in the region Tα; namely,

we consider the following nonlinear problem:

△2ϕ = −RJ(ϕ,△ϕ)− cos(y) in Tα. (6)
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If we assume that the stream function ϕ is

subject to periodicity conditions in x and y,

the symmetry condition

ϕ(x, y) = ϕ(−x,−y),

and the normalization [2]∫
Ω
ϕ dxdy = 0,

then Eq. (6) has the trivial solution ϕ = − cos(y)

for any R > 0.

We verify the existence of the symmetry-

breaking point [6, 7, 8] within

[4.80719543296090, 4.807195432960905]

by a method similar to that in [9, 10, 11]. De-

tailed formulation and verification results are

presented by [12].
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Verified eigenvalue estimation for Biharmonic operators related
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1 Introduction

In this research, we consider the Biharmonic

eigenvalue problems that determine the vibra-

tion of a plate, and apply the non-conforming

finite element method to obtain verified bounds

for the leading eigenvalues.

The eigenvalue problems for vibrating plates

envolves the Poisson ratio of the plate, which

makes the problem difficult to process than

the standard Biharmonic eigenvalue problem.

2 Preliminaries

The eigenvalue problem corresponding to a

free vibrating plate is formulated as follows:

Find λ ∈ R, u ∈ H2(Ω) s.t.,

a(u, v) = λb(u, v) ∀v ∈ H2(Ω) (1)

Here, a(·, ·), b(·, ·) are bilinear formulation such

that

a(u, v) :=

∫
Ω

∆u ·∆vdΩ

−
∫
Ω

(1− µ)(uxxvyy + uyyvxx − 2uxyvxy)dΩ

b(u, v) :=

∫
Ω
uv dΩ .

The parameter µ is Poisson’s ratio such that

µ ∈ (−1.0, 0.5). In our papper, we take the

assumptioin that if µ is non-negative, which

makes certain that a is a positive semi-definite

operator.

Define semi-norm and form with a and b:

|u|a :=
√
a(u, u), ∥u∥b :=

√
b(u, u) .

Also, let us introduce the kernel space of a

such that

Ker(a) := {u ∈ H2(Ω) : a(u, u) = 0} .

The eigenvalue problem (1) has the eigen-

value distribution as follows:

0 = λ1 = λ2 = λ3 < λ4 ≤ · · · .

Hence, dim(Ker(a)) = 3.

3 Lower and upper bounds for the

eigenvalues

It is easy to calculate the upper bounds of

eigenvalues. Let P k be the polynomial of de-

gree up to k over the domain. Let the approx-

imate eigenvalues over Pk be

λ1 ≤ · · · ≤ λn (n = dim(P k)) .

Since P k ⊂ H2(K), the min-max principle

about the eigenvalues tells that

λi ≤ λi (i = 1, 2, · · · ,dim(P k)) .

To have lower bounds for the eigenvalues,

we utilize the Fujino-Morley non-conforming

FEM space Vh along with the Fujino–Morley

interpolation operator Πh : H2(Ω)→ Vh. From

the estimation in [1], we have the following er-

ror estimation for the residue error of Πh.

C ′
h = sup

u∈H2(Ω)

∥u−Πhu∥L2

|u−Πhu|H2

≤ 0.07353h2 .

Here, h is the maximum edge length of the

triangulation of the domain.

Under the assumption that the Poisson ra-

tio is non-negative, the following relation for

the function norms holds.

∥u−Πhu∥b ≤ C ′
h|u−Πhu|H2

≤
C ′
h

1− µ
|u−Πhu|a (u ∈ H2(Ω)) .

Below is a summary of the properties of in-

terpolation operator Πh:
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1) Orthogonality: For u ∈ H2(Ω),

a(Πhu− u, vh) = 0 ∀vh ∈ Vh .

2) The residue error: for any u ∈ H2(Ω),

||u−Πhu||b ≤ Ch|u−Πhu|a .

Here, the quantity Ch is defined by

Ch :=
C ′
h

1− µ
.

Note Ch tends to zero as the mesh size

converges to zero.

3) Kernel space:

dim(Ker(Πh)) = dim(Ker(a)) .

Note that Πh is not a projection operator

and ∥ · ∥a is just a semi-norm. In this case, let

us apply the newly developed eigenvalue esti-

mation method of [2] for positive semi-definite

blinear forms to have the following bounds for

the eigenvalues.

λh,k

1 + λh,kCh
2 ≤ λk (k = 1, 2, · · · ,m = dim(Vh)).

4 Numerical example

We solve the eigenvalue problem over a square

domain. The Poisson ratio is selected as µ =

0.3. To evaluate the upper eigenvalue bounds,

we take the degree of P k as k = 15. The upper

and lower bounds of the leading 20 positive

eigenvalues are ploted in Figure 1.

Figure 1. Lower and upper eigenvalue bounds
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1 Introduction

We consider a kind of quadratic optimiza-

tion problem with maximum norm in the con-

straint conditions. To have a verified result

for the solution, we develop a novel algorithm

that utilizes the error estimation for the finite

element method and the convex-hull property

of Bernstein polynomials.

The optimization problem considered here

originates from the error estimation for inter-

polation functions in numerical analysis. For

a linear Lagrange interpolation over a triangle

element, the L∞-norm error estimation is de-

sired in solving problems of partial differential

equations.

In this presentation, for the interpolation

error constant under the L∞-norm, we provide

both raw bounds of constants by theoretical

analysis and sharp estimation results by us-

ing our newly proposed verified computation

techniques for optimization problems.

2 Preliminaries

Let K be a triangle element with vertices pi
(i = 1, 2, 3). The linear Lagrange interpola-

tion of a continuous function u on K, denoted

by ΠLu, is a linear function satisfying

(u−ΠLu)(pi) = 0, ∀i = 1, 2, 3.

Below is an estimation of Waldron [3]:∥∥u−ΠLu
∥∥
∞,K

≤ 1

2
(R2 − d2)

∥∥∥u(2)∥∥∥
∞,K

,

where R is the radius of the circumscribed cir-

cle of K, d is the distance of the center c of the

circumscribed circle from K, and
∥∥u(2)∥∥∞,K

is

defined by∥∥∥u(2)∥∥∥
∞,K

:= supx∈K sup ξ∈R2

∥ξ∥=1

∣∣∣D2
ξu(x)

∣∣∣ .

We consider the error estimation∥∥u−ΠLu
∥∥
∞,K

≤ CL(K) |u|2,K , ∀u ∈ H
2(K)

and specifically put

CL(K) := sup
u∈H2(K)

∥∥u−ΠLu
∥∥
∞,K

|u|2,K
.

Let us define the space

V L(K) :=
{
u ∈ H2(K)

∣∣ u(pi) = 0, i = 1, 2, 3
}
.

Let T h be a triangulation of the domain K

and V FM
h (K) the Fujino–Morley FEM space

with the following additional condition for its

member function uh:

uh(pi) = 0, ∀i = 1, 2, 3 .

To determine CL(K), we need to solve the

following optimization problem: Finding λ ∈
R such that

λ := inf
u∈V L(K)

|u|22,K
∥u∥2∞,K

. (1)

Note that CL(K) =
√
λ
−1

holds. Below is the

discretized problem of (1) .

λh := min
uh∈V FM

h (K)

|uh|22,K
∥uh∥2∞,K

. (2)

3 Solution to optimization problems

Given u ∈ H2(K), the Fujino–Morley inter-

polation ΠFM
h u is a piecewise quadratic poly-

nomial over T h, such that

(u−ΠFM
h u)(xi) =

∫
ei

∂

∂n
(u−ΠFM

h u)ds = 0,

for each node xi and edge ei of T h.

Below is the orthogonality of ΠFM
h : for u ∈

H2(K),

(D2
h(u−ΠFM

h u), D2
hvh) = 0, ∀vh ∈ V FM

h (K).
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where Dh is the discretized derivative opera-

tor over T h.

The theorem below provides a lower bound

of the quantity λ, where the idea for eigen-

value problem in [2] is adopted for our con-

cerned optimization problem.

Theorem 1 Suppose there exists a quantity

CFMh such that for any u ∈ V L(K),∥∥u−ΠFM
h u

∥∥
∞,K

≤ CFMh
∣∣u−ΠFM

h u
∣∣
2,K

.

Then,

λ ≥ λh
1 + λh(CFMh )2

.

The error constant CFMh can be easily obtained

by theoretical analysis. The evaluation of λh
defined in (2) is just to solve the optimization

problem:

minimize (cFM )TAcFM

subject to

∥∥∥∥∥
M∑
i=1

cFMi ϕi

∥∥∥∥∥
∞,K

≥ 1 ,
(3)

where A =
(
D2
hϕi, D

2
hϕj
)
M×M , {ϕ1, . . . , ϕM}

the basis of the Fujino–Morley space and cFM ∈
RM is the Fujino–Morley coefficient vector of

the function uh.

Generally, it is very difficult to determine

the solution for the problem (3), since the L∞-

norm of a function is not easy to obtain. In

our research, we novelly utilize the following

convex-hull property of the Bernstein polyno-

mials to process the L∞-norm of functions.

That is, for any polynomial uh of degree n

over T ,

∥uh∥∞,T ≤ max |di,j,k| ,

where di,j,k are the coefficients of uh with re-

spect to the Bernstein polynomial bases of de-

gree n = i+ j + k.

Let B be the N × M transformation ma-

trix that transforms the Fujino–Morley coef-

ficients to the Bernstein coefficients, that is,

d = BcFM . Then, the L∞-norm of function

in problem (3) can be relaxed to the maximum

norm of finite dimensional vectors, which leads

to the following problem:

minimize xTAx

subject to ∥Bx∥∞ ≥ 1, x ∈ RM .
(4)

Note that the solution of problem (4) gives

lower bound for solution of problem (3).

In this presentation, we also present an effi-

cient method of solving the minimization prob-

lem (4). Using the solution for this problem

and an estimation of the constant CFMh , we

obtain an upper bound for the interpolation

constant CL(K). For a right isosceles triangle

K, by numerical computations, the bounds for

the constant are obtained:

(0.4107 ≤) CL(K) ≤ 0.4165 .

Table 1 shows the obtained upper and lower

bounds of the interpolation error constant for

different types of triangles Tθ, where Tθ is a

triangle with vertices p1(0, 0), p2(1, 0), and

p3(cos θ, sin θ). The degree of the polynomial

used to obtain the lower bounds is denoted by

d. The upper bounds are obtained through

numerical computations with mesh size h =

1/32.

Table 1. Lower and upper bounds for CL(K)

θ d lower bound upper bound

π/6 9 0.3151 0.3191

π/4 8 0.2677 0.2722

π/3 10 0.2518 0.2549

π/2 10 0.4107 0.4165

2π/3 8 0.5996 0.6465

3π/4 10 0.7214 0.8024

5π/6 8 0.9216 1.0331
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Helmholtz方程式の非斉次Neumann境界値問題に対する定量的な事後
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1 概要
本研究では，Helmholtz方程式の非斉次Neu-

mann境界値問題に対して，Hypercircle法に基
づく事後誤差評価を検討する．研究の背景とし
て，以下の Trace定理に現れる最良定数 C の
評価があげられる．

∥u∥0,∂Ω ≤ C∥u∥1,Ω (1)

ここで，Ωは R2の多角形領域である．特に Ω

は凸領域に限らない．上の評価式 (1)の最良定
数Cは，以下の Steklov固有値問題の最小固有
値から算出される．

−∆u+ u = 0 in Ω ,
∂u

∂n
= λu on Γ := ∂Ω

(2)

ただし， ∂
∂n は ∂Ω上の外向きの単位法線方向

微分を表す．有限要素解の誤差評価については
既に多くの研究結果があり，近年，Hypercircle

法を用いた有限要素解の誤差の具体的な値また
は誤差の上界評価 (定量的な誤差評価)を提供す
る手法などが報告される. 特に，劉の論文 [4,5]

では菊地の事後誤差評価 [1]の拡張として事前
誤差評価を提案したことがあり，この評価は本
手法に重要な役割を果たす．
文献 [3]では境界値問題の近似解を利用した
定量的な固有値の上下界評価を検討したことが
あり，当該文献の手法に基づいてTrace定理に
現れる最良定数 C の値を具体的に評価する場
合には，以下のモデル境界値問題の有限要素解
に対する定量的な誤差評価が必要となる．

−∆u+ cu = 0 in Ω ,
∂u

∂n
= f on Γ (3)

ただし，cは正定数である．本稿では，固有値
問題 (2)を検討するために，c = 1とする．
著者らは境界値問題 (2)の有限要素解に対し

て，Prager-Syngeの定理 [6]に現れる Hyper-

circle式をHelmholtz方程式へ拡張させた定量
的な事後誤差評価法を検討した．本手法の特長
として，L字型領域などの非凸な領域における

方程式の厳密解がH2正則性を持ってない場合
でも，シャープな誤差評価が可能であることが
挙げられる．本講演では，この特長について数
値例を交えて紹介する．

2 Helmholtz方程式への定量的事後誤差
評価
まず，Hypercircle法による誤差評価を行う
上で重要なHypercircle式を紹介する．
定理 1 与えられた f ∈ L2(Γ)に対して，関数
uを式 (3)の厳密解とし，ベクトル値関数 p ∈
H(div; Ω)は以下を満たすとする．

div p = u in Ω, p · n = f on Γ.

このとき，任意の v ∈ H1(Ω)に対して，以下
のHypercircle式が成り立つ．

∥∇v−p∥20 = ∥u−v∥21 +∥∇u−p∥20 +∥u−v∥20 .
(4)

ここで，uと f のそれぞれの近似 uh, fhに対し
て div p = uh, p · n = fh on Γを厳密に満たす
phを構成することが，本手法の特徴のひとつで
ある．特に，div p = uhを満たす phを構成す
るために，高次の有限要素空間が用いられる．
文献 [2]は，phを低次の有限要素空間から構成
した場合の事後誤差評価について検討した．本
稿では，境界値問題 (3)の近似解 uhとして P1

有限要素解に対する誤差評価を紹介する．
以下の定理 2に述べる誤差評価のために，い

くつかの記号や定数を定義する．まず，領域の
三角形分割 Thとかき，領域の境界 Γの一部と
辺を共有する三角形全体の集合を T bh とかく．
近似解を構成するために，領域の三角形分割に
従属する有限要素空間を以下で定義する．

• Xh
Γ：境界Γ上の区分的一次多項式の空間,

• V h：P1適合有限要素空間,

• W h：2次Raviart-Thomas有限要素空間.

誤差上界の具体的な値の提供に重要な役割を果
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たす定数 κhは以下で定義される．

κh := max
fh∈Xh

Γ\{0}
min

vh∈V h, qh∈Wh
fh

div qh=vh
qh·n=fh on Γ

∥∇vh − qh∥0,Ω
∥fh∥0,Γ

また，定数Chは文献 [2]で報告された，H1(Ω)

からXh
Γへの補間誤差定数の上界であり，以下

の式で算出される．

Ch := max
K∈T b

h

0.574

√
|e|
|K|

hK

ただし，|e|は辺 eの長さ，|K|, hK はぞれぞれ
三角形K の面積，最大辺長である．
定理 2 関数 uと uh をそれぞれ (3)の解，(3)

の P1有限要素解とし，与えられる fh ∈ Xh
Γ に

対して，ph ∈ W h は以下の条件を満たすベク
トル値関数とする．

div ph = uh in Ω, ph · n = fh on Γ.

このとき，以下の事後誤差評価が得られる．
∥u− uh∥H1 ≤ Ch∥f − fh∥0,Γ + ∥∇uh − ph∥0,Ω (5)

また，次の事前誤差評価も得られる．

∥u− uh∥H1 ≤
√
C2

h + κ2h · ∥f∥0,Γ (6)

ここで，Ch, κh は具体的な値を計算できる定数で
ある．
実際の計算において，ph は混合有限要素法で
得られる∇uの近似が用いられる．

3 数値例
領域Ωを単位正方形 (0, 1)2として設定し，厳
密解が u = cosh

{
ω
(
x− 1

2

)}
cosh

{
ω
(
y − 1

2

)}
となる以下の境界値問題に対して，一様メッシ
ュ分割を用いて Ch, κh および実際の誤差 ϵと
式 (5)，(6)で算出されるそれぞれの誤差上界
E1, E2を計算した．

−∆u+ u = 0 in Ω ,

∂u

∂n
= ω sinh

(ω
2

)
cosh

{
ω

(
y − 1

2

)}
on Γ1,

∂u

∂n
= ω sinh

(ω
2

)
cosh

{
ω

(
x− 1

2

)}
on Γ2.

ただし，ω =
√
2
2 であり，

Γ1 = {(x, y) ∈ Γ : x = 0 or x = 1},
Γ2 = {(x, y) ∈ Γ : y = 0 or y = 1}.

表 1. 計算結果

h Ch κh ϵ E1 E2√
2/4 0.574 0.289 0.044 0.045 0.335√
2/8 0.406 0.204 0.022 0.023 0.237√
2/16 0.287 0.144 0.011 0.013 0.168√
2/32 0.203 0.102 0.005 0.009 0.118

表 1から，本手法によって算出される事後誤
差評価 (E1)と事前誤差評価 (E2)は，実際の誤
差 ϵの上界を与えることが確認できる．
本稿では正方形領域の場合の計算結果につい
て示したが，L字型領域の場合の結果と文献 [3]

に基づく式 (1)の最良定数Cの上下界評価につ
いては発表時に紹介する予定である．
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[6] W. Prager and J. L. Synge, Approx-

imations in elasticity based on the con-

cept of function space, Q. Appl. Math.,
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Swift-Hohenberg方程式の厳密な数値求積法
高安 亮紀 1

1筑波大学 システム情報系
e-mail : takitoshi@risk.tsukuba.ac.jp

1 2D-SH: the problem

We consider the Swift-Hohenberg equation

ut = λu− (1 + ∆)2u− u3

with Neumann boundary conditions on the

square [0, π]× [0, π]. This equation was intro-

duced in [1] to describe the onset of Rayleigh-

Bénard convection, and is widely used as a

model for pattern formulation.

We perform the cosine transform

u(t, x) =
∑
k∈Z2

ak(t)eik·x

=
∑
k∈N2

αkak(t) cos(k1x1) cos(k2x2),

where the multiplicities are

αk = αk1,k2
def
=


1 for k1 = k2 = 0

2 for k1 = 0, k2 > 0

2 for k1 > 0, k2 = 0

4 for k1 > 0, k2 > 0.

We will from now on always assume ak1,k2 =

a|k1|,|k2| ∈ R. We write for k = (k1, k2) ≥ 0

k2 def
= k21 + k22.

The equations for the unknowns a
def
= (ak)k≥0

become

ȧk = fk(a)
def
=
(
λ− (1− k2)2

)
ak−(a3)k (1)

with the usual convolution

(a3)k = (a ∗ a ∗ a)k =
∑

k1+k2+k3=k

k1,k2,k3∈Z2

ak1ak2ak3 .

We use a Banach space for the time dependent

sequences

C(J ; ℓ1ω)
def
=

{
a : sup

t∈J
∥a(t)∥ω <∞

}
,

ℓ1ω
def
=

(ak)k≥0 : ∥a∥ω
def
=
∑
k≥0

|ak|ωk <∞

 ,

where ν ≥ 1 and

ωk
def
= αkν

k1+k2 (k ≥ 0). (2)

The choice of the weights (2) is to ensure that

ℓ1ω is a Banach algebra under discrete convo-

lution, that is

∥a ∗ b∥ω ≤ ∥a∥ω∥b∥ω,

for all a, b ∈ ℓ1ω, where the discrete convolution

of a and b is given by

(a ∗ b)k =
∑

k1+k2=k

k1,k2∈Z2

ak1bk2 .

2 General setting up

As already suggested above, we use boldface

type characters to denote multi-indices as k =

(k1, . . . , kd) for (non-negative) integers kj (j =

1, . . . , d) and use component-wise inequalities

so that k < n means kj < nj for j = 1, . . . , d.

Similarly, k ≤ n, k > n, and k ≥ nmeans the

same manner for given k and n. Moreover, we

denote the finite set of indices of “size m” by

Fm
def
= {k ≥ 0 : k < m}. Note that Fm =

Fm1 ×· · ·×Fmd
, where Fmj

def
= {kj ≥ 0 : kj <

mj}. Let us fix the degree of trigonometric

polynomial (maximal wave number) as N −
1 = (N1 − 1, . . . , Nd − 1). We assume that an

approximation of a(t) is given by the following

form:
(
ā
(N)
k (t)

)
k∈FN

. We also assume that

ā
(N)
k (t) is obtained by using the Chebyshev

interpolation such that

ā
(N)
k (t) = ā0,k + 2

n−1∑
ℓ=1

āℓ,kTℓ(t),

where Tℓ is the ℓ-th order Chebyshev polyno-

mial of the first kind.
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Let’s get back to the Swift-Hohenberg PDEs.

The infinite-dimensional system of ODEs (1)

may be more densely written by

ȧ(t) = La(t) +N (a(t)), (3)

where L : D(L) ⊂ ℓ1ω → ℓ1ω is a densely de-

fined closed operator1 on ℓ1ω, N : ℓ1ω → ℓ1ω is a

Fréchet differentiable nonlinear operator with

respect to a. Denoting a(0) = φ ∈ ℓ1ω and

J
def
= (0, h) for h > 0, we validate the local

existence of the solution in the Banach space

X
def
= C(J ; ℓ1ω), ∥a∥X

def
= sup

t∈J
∥a(t)∥ω.

More precisely, we will rigorously include the

Fourier coefficients in the neighborhood of a

numerically computed approximate solution

BJ(ā, ϱ)
def
= {a ∈ X : ∥a− ā∥X ≤ ϱ, a(0) = φ} ,

where ā = (āk)k≥0 is a natural extension of

(ā
(N)
k (t))k∈FN

defined by

āk :=

{
ā
(N)
k (k ∈ FN )

0 (k ̸∈ FN ),

Define an operator acting on a ∈ C(J ;D(L))∩
C1(J ; ℓ1ω) as

(F (a))(t)
def
= ȧ(t)− La(t)−N (a(t)) = 0.

Hence, if F (a) = 0 with the initial condition

a(0) = φ holds, such a(t) solves the Cauchy

problem of (3).

3 Local inclusion in time

Let us define another operator T : X → X

defined by

(T (a))(t)
def
= U(t, 0)φ

+

∫ t

0
U(t, s) (N (a(s))−DN (ā(s))a(s)) ds,

where DN (ā) is the Fréchet derivative of N
at ā ∈ ℓ1ω and {U(t, s)}0≤s≤t≤h is the evolu-

tion operator on ℓ1ω defined by a solution map

1More generally, we assume that L is a generator
of C0-semigroup in ℓ1ω.

of a linearized problem of (3) at ā. Such a

linearized problem is given by

ḃ(t) = Lb(t) +DN (ā(t))b(t) (4)

with any initial data b(s) = ψ ∈ ℓ1ω. The evo-

lution operator provides the solution of (4) via

the relation b(t) = U(t, s)ψ (0 ≤ s ≤ t). To

validate the existence of such evolution opera-

tor, we will obtain a hypothesis for providing a

uniform bound of the evolution operator over

the simplex Sh
def
= {(t, s) : 0 ≤ s ≤ t ≤ h}.

More precisely, we get a computable constant

Wh > 0 such that

∥b∥X = sup
(t,s)∈Sh

∥U(t, s)ψ∥ω ≤Wh∥ψ∥ω

for any ψ ∈ ℓ1ω. Then, if the hypothesis of the

uniform bound holds using rigorous numerics,

then the existence of the evolution operator is

guaranteed.

Here is our main theorem for getting a rig-

orous local inclusion of the solution to (3).� �
Theorem 1 (Local inclusion in time).

Given ā ∈ C(J ;D(L)) ∩ C1(J ; ℓ1ω) of (3)

and the initial sequence φ, assume that

∥φ − ā(0)∥ω ≤ ε. Assume also that there

exists a function Lā : (0,∞)→ (0,∞) s.t.

∥N (a)−N (ā)−DN (ā)(a− ā)∥X ≤ Lā(ϱ)

for all a ∈ BJ (ā, ϱ) and ∥T (a)− ā∥X ≤
fε (ϱ) holds, where fε (ϱ) is given by

fε (ϱ)
def
= Wh [ε+ h (Lā(ϱ) + δ)] .

Here, Wh > 0 and δ > 0 sat-

isfy sup(t,s)∈Sh
∥U(t, s)∥B(ℓ1ω)

≤ Wh and

∥F (ā)∥X ≤ δ, respectively. If there ex-

ists ϱ0 > 0 such that fε (ϱ0) ≤ ϱ0,

then the Fourier coefficients of PDEs are

rigorously included in BJ (ā, ϱ0) and are

unique in BJ (ā, ϱ0).� �
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優解劣解法による微分方程式の解の精度保証法とニューラルネットワーク
近似への応用

田中 一成 1 矢田部 浩平 2

1早稲田大学 数理科学研究所，2早稲田大学 基幹理工学部 表現工学科
e-mail : tanaka@ims.sci.waseda.ac.jp

1 概要
本講演では常微分方程式、楕円型・放物型偏

微分方程式を対象とし、それらの解に対する
ニューラルネットワーク近似による精度保証付
き数値計算法を提案する。周期活性化関数で表
現されたニューラルネットワークで対象問題の
優解劣解を表現し、それらが真解を挟み込むた
めの十分条件を損失関数に組み込むことで最適
化問題を設計する。これを数値的に解き、所望
の条件を満たすことを確かめることにより優解
劣解から成る真解の包含を得る。
まず常微分方程式の初期値問題を例に提案

手法を導入し、同様の手法が楕円型・放物型偏
微分方程式にも適用可能であることを論ずる。
f : (0, T )×R→ Rを連続関数、T > 0、a ∈ R
として、本予稿では初期値問題

du

dt
(t) = f(t, u(t)), t ∈ (0, T )

u(0) = a
(1)

を例に提案手法を導入する。

2 ニューラルネットワークによる解の表現
ニューラルネットワークは生体内の神経伝達

を記述するモデルとして 1943年にMcCulloch-

Pittsにより導出されたものであり、神経学の文
脈ではBiological Neural Network (BNN)と呼
ばれる。一方、その情報伝達構造をコンピュー
タ上で人工的に表現したニューラルネットワー
クは Artificial Neural Network (ANN)と呼ば
れ BNNとは区別される。ANNは近年世界的
に注目を集めているディープラーニング手法の
ベースとなっており、その応用先は医療、天気
予報、防災、宇宙開発、機械翻訳、金融、製造
など多岐にわたる。

ANNは入力と出力を持つ 1つの関数である
ため、微分方程式の解を表現する構造として用
いることができる。図 1 は本研究で用いる最
も単純なANNを表している。図 1中に青丸で
表現されたニューロンと呼ばれる細胞を模した

図 1. 隠れ層を 1 つ持つ ANN。入力 (t, x) ∈ Ω から、
出力 û(t, x) を得る関数とみなせる。このように全ての
ニューロンが結合している状態は “Fully-connected” と
呼ばれる。

関数N は、いくつかの入力 xiから、1つの出
力N(x)を返す。具体的には以下の形で表現さ
れる。

N(x;w, b) = ϕ

(
k∑
i=1

(wixi + bi)

)
(2)

ここで関数 N は重み wとバイアス bという 2

つのベクトルパラメータに依存する。N の表
現にとって重要となる関数 ϕは活性化関数と呼
ばれ、シグモイド関数や tanh関数、ReLU関
数などの単調非減少関数が選ばれることが多い
が、本研究では [1]で提案された周期活性化関
数 (sin関数)を用いる。あるANNが表現でき
る関数の集合Aは活性化関数の選び方や層数、
各層のニューロン数などに依存する。(1)の近似
解 û ∈ A ⊂ C([0, T ])∩C1((0, T ))を計算するた
めに、以下のコスト関数 L1 : C([0, T ]) → R+

を用いる。

L1(u) =
∑
t∈S

(
du

dt
(t)− f(t, u(t))

)2

+ (a− u(0))2 (3)

ここで、Sは [0, T ]から選んだサンプリング点
の集合である。第 1項は方程式由来の残差ノル
ムを、第 2項は境界条件に対するペナルティ項
を表し、双方の値が小さいほど近似解 ûは真
の解 uに近いと推定できる。この最適化問題を
解く手法として確率的勾配降下法が知られる。
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これは端的にはランダムに選んだサンプリング
点における降下 (最急降下とは限らない)を繰
り返す反復法であるが、現在は様々な改良版が
存在する。一般にこの反復工程がANNの「学
習」と呼ばれる。本講演で紹介する実装例では
Adam [2]と呼ばれるアルゴリズム (もしくはそ
の改良版)を用いて学習を行う。

3 優解劣解による解の包含
優解 (劣解)とは大雑把に言えば (1)の等号=

を不等号 ≥ (≤)に置き換えた条件を満たす関
数のことであるが、より正確には以下の定理中
でそれぞれ u, uで与えられる関数である。以下
の定理は上下関係 u ≤ uを満たす優解 uと劣
解 uの間に (1)の真の解が存在することを主張
する。
定理 1 nを 0以上の整数とし、点列 {ti}n+1

i=0 ⊂
Rを 0 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = T を満
たすように選び、以下の条件を満たす関数の組
u, u ∈ C([0, T ]) ∩

(∩n
i=0C

1((ti, ti+1))
)が存在

すると仮定する。
du

dt
(t) ≤ f(t, u(t)), t ∈

n∪
i=0

(ti, ti+1)

u(0) ≤ a
(4)


du

dt
(t) ≥ f(t, u(t)), t ∈

n∪
i=0

(ti, ti+1)

u(0) ≥ a
(5)

このとき、全ての t ∈ [0, T ]に対して u(t) ≤
u(t)が成り立ち、かつ f が {(t, u) : u(t) ≤
u(t), t ∈ [0, T ]}で連続であれば、(1)の解 u ∈
C([0, T ])が存在し、全ての t ∈ [0, T ]に対して
u(t) ≤ u(t) ≤ u(t)を満たす。
更に以下の仮定を追加することにより、時間

大域解の存在も保証できる。
定理 2 定理 1の仮定に加えて、

f(T, u(T )) ≥ 0 と f(T, u(T )) ≤ 0 (6)

を仮定する。このとき
du

dt
(t) = f(t, u(t)), t ∈ (0,∞)

u(0) = a
(7)

の解u ∈ C([0,∞))が存在し、全ての t ∈ [0,∞)

に対して u(t) ≤ u(t) ≤ u(t)を満たす。

図 2. ANNで構成した近似解 (青)、優解 (黄)、劣解 (橙)。
左：Logistic方程式 (f(t, u(t)) := u(t)(1− u(t)/2)).
右：一般化 Logistic 方程式 (f(t, u(t)) = r(t)u(t)(1 −
u(t)/k(t))). ただし r(t) = 2(1 + sin(10t)), k(t) =
2(log(1 + t) + 1).

4 優解劣解の学習
優解劣解法を用いて (1)の解の包含を得る際
のキーポイントは、上下関係 u ≤ uを満たす優
解u ∈ Aと劣解u ∈ Aの構成である。それらの
学習のために以下のコスト関数L2 : C([0, T ])×
C([0, T ])→ R を設定する。

L2(v, w) =
∑
t∈S

{
h

(
f(t, v(t))− dv

dt
(t)

)
+h

(
dw

dt
(t)− f(t, w(t))

)
+ h (w − v)

}
(8)

ここで、h : R 3 t 7→ h(t) ∈ Rは t ≥ 0で下
に凸であり、かつ適当な小さい ε > 0に対して
t = εで極小値をとる関数である。t < 0の領域
では tを正方向に修正するよう、vやwのパラ
メータを誘導する。具体的な hの設計について
は講演中に紹介する。

2節で計算した近似解 ûを初期関数として、
コスト関数L2を最小化する関数 v, wを学習す
ることにより、所望の優解 uと劣解 uを得る。
最終的に uと uが満たすべき不等式を満足して
いることは、区間演算を用いた精度保証付き数
値計算により確認する。図 2に提案手法による
精度保証結果の例を表示する。
謝辞 本研究は JST創発的研究支援事業 JP-

MJFR202Sの支援を受けたものである。
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楕円型方程式と放物型方程式に対する半離散ガレルキン近似の誤差定数に
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1 概要

本稿では, 線形熱方程式の半離散ガレルキン
近似の誤差定数の値について述べる. まず, そ
の準備のために使う表記を紹介しつつ, 楕円型
偏微分方程式の数値解析でよく用いられるリッ
ツ作用素とその性質を振りかえってみる. Ω ⊂
RN (N ∈ N)を有界な Lipschitz境界をもつ領
域とする. L2(Ω)は Ω上 2乗ルベーグ可積分
関数全体の空間とする. H1

0 (Ω)を 1階弱微分が
L2(Ω)に属し, 領域の境界上では (トレースの
意味で)ゼロ関数である関数全体の空間とする.

それぞれの内積は

(u, v)L2(Ω) :=

∫
Ω
u(x)v(x)dx ∀u, v ∈ L2(Ω)

(u, v)H1
0 (Ω) :=

∫
Ω
∇u(x) · ∇v(x)dx

∀u, v ∈ H1
0 (Ω)

と定義し, ノルムもそれぞれの内積から誘導
されるノルムと定義する. H−1(Ω) を H1

0 (Ω)

の共役空間とし, ⟨·, ·⟩を H−1(Ω)と H1
0 (Ω)の

双対積として定義する. 3つの空間 H1
0 (Ω)と

L2(Ω) および H−1(Ω) においては Gelfand の
関係, すなわち H1

0 (Ω) ⊂ L2(Ω) = L2(Ω)∗ ⊂
H−1(Ω) (全ての包含は稠密で連続な埋め込み
を意味する)が成り立つことに注意する. ただ
し L2(Ω)∗ は L2(Ω) の共役空間とする. 線形
作用素 A : H1

0 (Ω) → H−1(Ω) を ⟨Au, v⟩ :=

(u, v)H1
0 (Ω) ∀v ∈ H1

0 (Ω)と定義する. パラメー
ター h > 0に対して, Vh ⊂ H1

0 (Ω)を有限次元
部分空間とする. Ritz作用素Rh : H1

0 (Ω)→ Vh
を

(u−Rhu, vh)H1
0 (Ω) = 0 ∀vh ∈ Vh

と定義する. 定数 Chは∥u−Rhu∥H1
0 (Ω) ≤ Ch∥Au∥L2(Ω) ∀u ∈ W,

Ch → 0 (h→ 0)

を満たすと仮定する. ただし上記のWはW :=

{u ∈ H1
0 (Ω) | Au ∈ L2(Ω)}とおく. Aubin-

Nitscheのトリックから

∥u−Rhu∥L2(Ω) ≤ Ch∥u−Rhu∥H1
0 (Ω)

∀u ∈ H1
0 (Ω)

も導かれる.

次にこの定数Chを用いた半離散ガレルキン
近似の誤差定数の評価とその背景について述べ
る. その説明のために時間区間に依存する関数
空間を定義する. 時間区間 J = (t0, t1) (0 ≤
t0 < t1 < ∞)とする. 関数 v : J × Ω → Rに
対して, v(t) := v(t, ·)かつ ∂tv(t) := (∂tv)(t, ·)
とおく. ここで用いた ∂t は t ∈ J 上の弱微
分を意味する. 任意のヒルベルト空間 Y に対
して, L2(J ;Y )を写像 J ∋ t 7→ v(t) ∈ Y が
L2(J) となる関数全体の空間とする. さらに
J ∋ t 7→ v(t) ∈ Y がH1(J)となる関数全体を
H1(J ;Y )とおく. それぞれのノルムは

∥v∥L2(J ;Y ) :=

√∫
J
∥v(s)∥2Y ds ∀v ∈ L

2(J ;Y ).

∥v∥H1(J ;Y ) =

√∫
J

(
∥v(s)∥2Y + ∥∂sv(s)∥2Y

)
ds

v ∈ H1(J ;Y )

とする. Z := H1(J ;H−1(Ω)) ∩ L2(J ;H1
0 (Ω))

とおき, そのノルムを

∥v∥Z :=
√
∥v∥2

H1(J ;H−1(Ω))
+ ∥v∥2

L2(J ;H1
0 (Ω))

∀v ∈ Z

とする. w0 ∈ L2(Ω)と f ∈ L2(J ;H−1(Ω))と
する. 熱方程式{

∂tw(t) +Aw(t) = f(t) a.e t ∈ J
w(t0) = w0
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を弱形式化した問題を考える. 任意のv ∈ H1
0 (Ω)

に対して,{
⟨∂tw(t), v⟩+ (∇w(t),∇v)L2(Ω) = ⟨f(t), v⟩
w(t0) = w0

を満たすw ∈ Zを弱解という. VJ,h := H1(J ;Vh)

とおく. ŵ0 ∈ Vhをw0の任意の近似とする. 任
意の vh ∈ Vhと a.e. t ∈ J に対して wh ∈ VJ,h
が{
⟨∂twh(t), vh⟩+ (∇wh(t),∇vh)L2(Ω) = ⟨f(t), vh⟩
wh(t0) = ŵ0

を満たすとき, wh を半離散ガレルキン近似解
と呼ぶ. 数値解析の分野において半離散ガレ
ルキン近似は様々なノルムでその収束性が議
論されてきた. 例えば, w0 ∈ L2(Ω) と f ∈
L2(J ;H−1(Ω))のときはある条件下で Z ノル
ムで wh は w に収束することが示されている
[1, Theorem 3.2 and 3.3]. L2(J ;L2(Ω))ノル
ムにおいても

∥w − wh∥L2(J ;L2(Ω)) ≤ Eh∥w − wh∥L2(J ;H1
0 (Ω))

(1)

という形で評価されていることもある. (1)の
形式の評価を放物型Aubin-Nitscheのトリック
と呼ぼう (see e.g., [1, Theorem 3.5]). これら
のL2(J ;H1

0 (Ω))評価とL2(J ;L2(Ω))評価は放
物型方程式の解の精度保証付き数値計算法でも
応用されている. 例えば, 中尾らは精度保証へ
の応用を目的としてその誤差定数の値が以下の
ように得られることを導いている:

∥w − wh∥L2(J ;H1
0 (Ω)) ≤ 2Ch∥f∥L2(J ;L2(Ω))

(2)

∥w − wh∥L2(J ;L2(Ω)) ≤ 4Ch∥w − wh∥L2(J ;H1
0 (Ω))

(3)

ただし, (2)や (3)を導出する際に t0 = 0, w0 =

ŵ0 = 0, f ∈ L2(J ;L2(Ω)), そして Ωを有界な
多角形や多面体領域と仮定している [2, Theo-

rem 4, 5].

精度保証付き数値計算で利用される誤差定数
は最良に近い値を算出すればするほどに解の検
証がしやすくなることが知られている. 我々は
L2(J ;H1

0 (Ω))評価と L2(J ;L2(Ω))評価におけ
る誤差定数の最良に近い値を算出することがで
きたのでそれを紹介する.

定理 1

弱解と半離散ガレルキン近似の L2(J ;H1
0 (Ω))

ノルム評価は f ∈ L2(J ;L2(Ω))とすれば

∥w − wh∥2L2(J ;H1
0 (Ω))

≤ ∥w0 − ŵ0∥2L2(Ω)

+ C2
h

(
∥f∥2L2(J ;L2(Ω)) + ∥ŵ0∥2H1

0 (Ω)

)
を満たす. さらに L2(J ;L2(Ω))ノルム評価は

∥w − wh∥2L2(J ;L2(Ω))

≤ ∥RhA−1(w0 − ŵ0)∥2H1
0 (Ω)

+ C2
h∥w − wh∥2L2(J ;H1

0 (Ω))

と与えられる.

本定理は中尾らの評価 (2)と (3)の拡張でもあ
る. さらに中尾らと同じ条件であるw0 = ŵ0 =

0, f ∈ L2(J ;L2(Ω))と仮定すると

系 2

w0 = ŵ0 = 0, f ∈ L2(J ;L2(Ω))と仮定する.

このとき弱解と半離散ガレルキン近似との誤差
はそれぞれ{
∥w − wh∥L2(J ;H1

0 (Ω)) ≤ Ch∥f∥L2(J ;L2(Ω))

∥w − wh∥L2(J ;L2(Ω)) ≤ Ch∥w − wh∥L2(J ;H1
0 (Ω))

と与えられる.

(2)や (3)と比較しても系 2は最良に近い値を
与えていることがわかる. この系から楕円型偏
微分方程式のリッツ作用素の誤差定数と放物型
方程式の半離散ガレルキン近似の誤差定数が一
致することがわかる.
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1次元エノン方程式の分岐図に対する計算機援用解析
浅井 大晴 1, 田中 一成 2, 関根晃太 3, 大石 進一 2

1早稲田大学大学院 基幹理工学研究科，2早稲田大学 理工学術院，3東洋大学 情報連携学部
e-mail : captino@fuji.waseda.jp

1 はじめに
1次元エノン方程式を取り扱う。すなわち 2

点境界値問題：{
−u′′ = |x|lup, x ∈ (−1, 1),

u(−1) = u(1) = 0,
(1)

を考える。ここで、パラメータ l ≥ 0はポテン
シャル指数と呼ばれ、パラメータ 2 ≤ p <∞は
ポリトロピック指数と呼ばれる。本方程式に関
して、l = 0(これはエムデン方程式 −u′′ = up

と一致する)の時には、対称解しか存在せず、一
方 l > 0が十分に大きいときはいくつか非対称
解が存在する事が知られている。この対称性破
壊分岐現象が注目され、同方程式の数学的研究
が最近 10年盛んになっている。近年では、田
中敏氏 [1]が、l(p − 1) ≥ 4の時に対称性破壊
分岐現象が起きモース指数１の非対称解とモー
ス指数２の対称解が生じることを解析的に証明
した。また同時に、パラメータ lと pが十分に
小さいときには非対称解はなく、モース指数１
の対称解しか存在しないことを証明した。しか
しながら、未だ対称性破壊分岐の十分条件しか
分かっておらず、厳密な分岐点や分岐点付近の
多重解の存在性等、分岐構造については完全に
は明らかにされていない。
そこで、本研究では分岐構造の解明のため、

分岐点付近の対称解と非対称解を含めた多重解
の存在性検証と分岐図の追跡を精度保証付き数
値計算で行うことを試みた。

2 解の精度保証
問題 (1)の解 uの検証方法を考える。

A : H1
0 (Ω)→ H−1を

⟨Au, v⟩ = (u, v)H1
0
, u, v ∈ H1

0 (Ω)

とし、f : H1
0 (Ω)→ H−1を

f(u) := |x|lu(x)p

とし、F : H1
0 (Ω)→ H−1を

F (u) := Au− f(u)

とする。さらに f と F の φ ∈ H1
0 (Ω) における

Fréchet微分を f ′φ と F ′
φ と表記する。その時、

問題

Find u ∈ H1
0 (Ω) s.t. F (u) = 0 (2)

を考える。これに対して、Newton—Kantorovich

の定理 [2]を用いるなどし、解の精度保証付き
数値計算を行い多重解の存在性を検証する。

3 分岐点の満たす方程式
問題 (1)のパラメータ lに対する対称性破壊

分岐点を精度保証付き数値計算によって求める。
H1

0 (Ω)の対称部分空間を Vsとし、その共役空
間を V ∗

s とする。
As : Vs → V ∗

s を

⟨Asu, v⟩ = (u, v)Vs , u, v ∈ Vs

とし、f : Vs × R→ V ∗
s を

f(u, l) := |x|lu(x)p

とし、F1 : Vs × R→ V ∗
s を

F1(u, l) := Asu− f(u, l)

とする。そのとき、エノン方程式は

F1(u, l) = 0

と記述できる。その上、F1 が u 方向に対して
Fréchet 微分可能とし、v ∈ H1

0 (Ω)における u

方向の Fréchet 微分を DuF1[v, l] : H1
0 (Ω) →

H−1と記述する。H1
0 (Ω)の非対称部分空間を

Vaとし、V = Vs×Va×Rとする。Hilbert空間
の直積であるため，V は Hilbert空間である。
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そのとき、対称性破壊分岐点は

Find (u, ϕ, l) ∈ V

s.t.

 F1(u, l)

DuF1[u, l]ϕ

∥ϕ∥2L2 − 1

 =

 0

0

0


を満たす lとなる。すなわち、F1, F2, F3 をそ
れぞれ

F1(u, l) := Asu − |x|lup
: Vs × R → V

∗
s

F2(u, ϕ, l) := Aaϕ − p|x|lup−1
ϕ : Vs × Va × R → V

∗
a

F3(ϕ) := ∥ϕ∥2
L2 − 1 : Va → R

とし、F : V → V ∗を

F (u, ϕ, l) :=

 F1(u, l)

F2(u, ϕ, l)

F3(ϕ)


とすると (V ∗ = V ∗

s × V ∗
a × R)、

Find (u, ϕ, l) ∈ V s.t. F (u, ϕ, l) = 0 (3)

となる。この問題に対して精度保証付き数値計
算を行う。

4 変数係数 |x|lによる特異性と実装上の
工夫
エノン方程式 (1)の右辺にある変数係数 |x|l

によって、解 uは x = 0で特異性を持つ。そ
のような特異性を踏襲する近似解の構成が精
度保証付き数値計算の計算コストを抑制する
ことにつながる。特にその解曲線の描画のため
には多くのパラメータに関する精度保証を行
う必要があり、少ない基底関数で効率的に計算
を行うことが重要となる。そこで我々は、近似
解 ûをルジャンドル多項式によるなめらかな関
数 ϕn (n = 1, 2, 3, · · · )[3] と特異関数 ϕ0(x) =

|x|2+lϕ1(x)で構成した。これにより残差が削
減できる。また、このような「べき型」特異点
を持つ関数や、分岐点計算で出現する「べき型
+ log型」特異点を持つ関数の精度保証付き数
値積分を実装し実際の計算を行った。

5 数値実験
パラメータ p = 3で固定し、パラメータ lを

変化させて近似解の L2ノルムでマッピングす
ると解曲線は以下のようにかける。分岐枝上の
それぞれの多重解とその分岐枝自体の精度保証
結果を講演する。

図 1. 解曲線 (p = 3)

また、問題 (3)を解いた時の近似解 û, l̂は以
下のようになっておりその精度保証結果も併せ
て講演する。

表 1. 分岐点における近似解 (p = 3)

û l̂

-1 -0.5 0 0.5 1
0

1

2

3

4

1.216895863752014
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end

R{i,j}=R{i,i}’ \ T;
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２ステップ型反復改良法を用いた連立１次方程式の高精度計算法

寺尾 剛史 1, 尾崎 克久 2, 今村 俊幸 1

1理化学研究所計算科学研究センター，2芝浦工業大学システム理工学部
e-mail : takeshi.terao@riken.jp

1 概要
本稿では，反復改良法を用いた連立 1 次方
程式に対する高精度数値計算法を提案する．反
復改良法については様々な研究がなされている
（[1, 2, 3]など）．また，それらに対する誤差解析
も研究されている（[4, 5, 6]など）．2ステップ
型反復改良法とは，数値解の精度を 2段階で改
善する手法であり，ある精度の数値解を得るた
めに必要な計算時間の短縮が目的である．我々
は，この 2ステップ型反復改良法にて部分的に
低精度な行列積を応用することで，反復改良の
計算コストを低減できることを示した [7]．本
稿では，この手法を高精度計算に応用した結果
を紹介する．

2 反復改良法
ここでは，従来の反復改良法を紹介する．F

をある固定された精度の浮動小数点数の集合と
する．正則な係数行列A ∈ F

n×n，右辺ベクト
ル b ∈ F

nに対する連立 1次方程式

Ax = b

に対して，近似解 x̂ ∈ F
n が得られたとする．

このとき，x̂の誤差をΔx := x− x̂とする．こ
のとき，Δx := A−1(b−Ax̂)が成り立つ．よっ
て，Δxの近似値 êを計算して x̂ ← x̂+ êを反
復することで，近似解の精度を改善する．以下
にそのアルゴリズムを紹介する（Alg. 1）．

Algorithm 1 (IR) 反復改良法を用いた連立 1

次方程式に対する混合精度数値計算法
1: Solve x̂ from Ax = b using low precision;

2: repeat

3: ŝ ← b−Ax̂ using high precision;

4: ŝ is converted to low precision from

high precision;

5: ê ← A−1ŝ using low precision;

6: ê is converted to high precision from

low precision;

7: x̂ ← x̂+ ê using high precision;

8: until x̂ is accurate enough;

高精度計算（四倍精度やそれ以上）は，倍精
度計算と比較して計算コストが大きいことが知
られている．そのため，Alg. 1における b−Ax̂

が反復改良における主要な計算コストになる．
また，b − Ax̂が十分な精度で計算された場合
に，kを反復回数とすると

‖x− x̂‖
‖x‖ ≤ αk+1, α = O(

√
n)κ(A)u

が知られている [8]．ここで，κ(A)は行列の条
件数，uは低精度の単位相対丸めである．

3 2ステップ型反復改良法
本章では，2ステップ型反復改良法を提案す
る．従来手法は，近似解 x̂に対して x̂ ← x̂+ ê

を繰り返して精度を修正した．ここで，êは方
程式Ae = ŝの近似解である．よって，この方
程式を用いて êの反復改良 ê ← ê+A−1(ŝ−Aê)

を考える．提案手法の焦点は，ŝ−Aêに用いる
計算精度が，b−Ax̂と比較して低精度であって
も十分な精度で計算できる点である．2ステッ
プ型反復改良法を用いた連立 1次方程式に対す
る混合精度計算法をAlg. 2に示す．

Algorithm 2 (IR2) 2ステップ型反復改良法を
用いた連立 1次方程式に対する混合精度計算法
1: Solve x̂ from Ax = b using low precision;

2: repeat

3: ŝ ← b−Ax̂ using high precision;

4: ŝ is converted to low precision from

high precision;

5: ê ← A−1ŝ using low precision;

6: t̂ ← ŝ−Aê using low precision;

7: f̂ ← A−1t̂ using low precision;

8: ê ← ê+ f̂ using low precision;

9: ê is converted to high precision from

low precision;

10: x̂ ← x̂+ ê using high precision;

11: until x̂ is accurate enough;
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LU分解の結果をA ≈ L̂Û とし，

‖ŝ−Aê‖ ≤ c1u(‖ŝ‖+ ‖A‖‖ê‖)
‖L̂Û −A‖ ≤ c2u‖L̂‖‖Û‖

c1, c2 = O(
√
n)

を仮定する．このとき，丸め誤差解析から

‖t̂‖
‖t̂− (ŝ−Aê)‖ � c · κ(L̂)κ(Û)

κ(A)
, c = O(1)

が成り立つ．

表 1. 残差ノルム ‖b−Ax̂‖2の比較．n = 16, 384, κ(A) ≈
1013 .

No. of Iter. IR IR2

0 3.68E-12 3.68E-12

1 2.43E-15 1.98E-17

2 2.90E-18 1.05E-21

3 3.32E-21 5.58E-26

4 3.54E-24 3.04E-30

5 3.54E-27 5.41E-31

6 4.43E-30 5.52E-31

7 5.44E-31 5.48E-31

表 1にて，高精度と低精度計算をそれぞれ四
倍精度，倍精度計算とする．従来の反復改良法
IR（Alg. 1）は解の収束に 6,7回の反復が必要
であるのに対して，提案手法 IR2（Alg. 2）は
4, 5回で十分に収束する．提案手法が有効であ
る条件は，行列サイズや条件数，右辺ベクトル
の数に依存する．
発表では，高精度計算と低精度計算に加えて，

行列積のエラーフリー変換 [9]を応用した中間
精度計算を用いた手法の数値実験結果を紹介す
る．また，高精度計算が低精度計算と比較して
計算コストが非常に大きい場合，提案手法が効
率的であることを示す．

謝辞 本研究は，研究教育拠点（COE）形成推
進事業「高性能・高信頼性数値計算手法の研究
開発・展開と人材育成」の助成を受けた．

参考文献
[1] Cleve B. Moler. Iterative refinement

in floating point. Journal of the ACM

(JACM), Vol. 14, No. 2, pp. 316–321,

1967.

[2] Alfredo Buttari, Jack Dongarra, Julie

Langou, Julien Langou, Piotr Luszczek,

and Jakub Kurzak. Mixed precision iter-

ative refinement techniques for the solu-

tion of dense linear systems. The Inter-

national Journal of High Performance

Computing Applications, Vol. 21, No. 4,

pp. 457–466, 2007.

[3] Azzam Haidar, Stanimire Tomov, Jack

Dongarra, and Nicholas J. Higham. Har-

nessing gpu tensor cores for fast fp16

arithmetic to speed up mixed-precision

iterative refinement solvers. In SC18:

International Conference for High Per-

formance Computing, Networking, Stor-

age and Analysis, pp. 603–613. IEEE,

2018.

[4] Robert D. Skeel. Iterative refinement

implies numerical stability for gaussian

elimination. Mathematics of computa-

tion, Vol. 35, No. 151, pp. 817–832, 1980.

[5] Nicholas J. Higham. Accuracy and sta-

bility of numerical algorithms. SIAM,

2002.

[6] Erin Carson and Nicholas J. Higham.

A new analysis of iterative refinement

and its application to accurate solution

of ill-conditioned sparse linear systems.

SIAM Journal on Scientific Computing,

Vol. 39, No. 6, pp. A2834–A2856, 2017.

[7] 寺尾剛史, 尾崎克久, 今村俊幸. 低精度計
算を活用した線形方程式に対する残差反
復法の改良. 研究報告ハイパフォーマン
スコンピューティング (HPC), Vol. 2021-

HPC-180, No. 1, pp. 1–6, 2021.

[8] 日本計算工学会編. 固有値計算と特異値
計算. 丸善出版, 2019.

[9] Katsuhisa Ozaki, Takeshi Ogita,

Shinichi Oishi, and Siegfried M. Rump.

Error-free transformations of matrix

multiplication by using fast routines of

matrix multiplication and its applica-

tions. Numerical Algorithms, Vol. 59,

No. 1, pp. 95–118, 2012.

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

443



実対称固有値分解に対する反復改良法の高速化

内野 佑基 1, 尾崎 克久 2, 荻田 武史 3
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1 概要

実対称行列の固有値分解に対する反復改良法
について報告する．荻田・相島は，近似固有対
の精度を改善する反復改良法を提案した [1]．こ
の手法は 1反復につき主に 4回の高精度行列積
を要する．本研究では，固有値がクラスタ化さ
れていない問題について，主に 3回の高精度行
列積でそれらと同程度の収束性をもつ手法を設
計した．また，エラーフリー行列積 [2]に対す
る要求精度の調査と実装の工夫により更なる高
速化を図った．数値実験ではそれらの有効性を
示す．

2 実対称固有値分解

実対称行列 A ∈ Rn×n の固有値分解は，直
交行列X ∈ Rn×n と対角行列D ∈ Rn×n を用
いて

A = XDXT

と表される．ただし，Aの固有値 λi ∈ R, i =

1, 2, . . . , n及びλiに対応する正規化された固有
ベクトル x(i) ∈ Rn, i = 1, 2, . . . , nに対して

X = (x(1) x(2) · · · x(n)), D = diag(λi)

である．ここでは，λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λnとする．
ある数値計算法により得られた近似固有ベク

トルの精度は，対応する固有値とそれに最も近
い重複ではない固有値の差に依存して低下する．
したがって，固有値分解を高精度に求めるには
反復改良法が有用となる．

3 固有値分解の反復改良法

荻田・相島は，固有値分解に対する反復改良法
（Algorithm 1）を提案した [1]．これは，X̂ ≈ X
及び単位行列 I に対して

X = X̂(I + E)

であるようなEの近似値 Ẽを求め，

X̃ ← X̂(I + Ẽ)

Algorithm 1 RefSyEv [1]: 実対称固有値分解
の反復改良法．6行目以外は高精度計算を行う．
Require: A = AT , X̂ ∈ Rn×n

Ensure: X̃, D̃ ∈ Rn×n

1: function [X̃, D̃]← RefSyEv(A, X̂)

2: R← I − X̂T X̂
3: S ← X̂TAX̂
4: λ̃i ← sii/(1− rii) (for 1 ≤ i ≤ n)

5: D̃ ← diag(λ̃)

6: ω ← 2(∥S − D̃∥2 + ∥A∥2∥R∥2)

7: ẽij ←


sij + λ̃jrij

λ̃j − λ̃i

(|λ̃i − λ̃j | > ω)

rij/2 (otherwise)
(for 1 ≤ i, j ≤ n)

8: X̃ ← X̂ + X̂Ẽ

9: end function

のように近似固有ベクトルを更新する．
荻田・相島による反復改良法は主に 4回の高
精度行列積で構成されており，多倍長精度浮動
小数点演算を使用するよりも高速に高精度な結
果が得られる場合があることが [1]にて示され
ている．

4 提案手法

荻田・相島の反復改良法と同程度の結果を得
られる手法（Algorithm 2）を設計した．Algo-

rithm 2は主に 3回の高精度行列積を要する．
Algorithm 2の 7，9行目以外は Algorithm 1

の 6，7行目以外と同じ計算である．

5 尾崎スキームによる高精度行列積

以降，fl(·) は括弧内のすべての 2 項演算を
浮動小数点演算により評価することを意味し，
F はある固定された精度の 2 進浮動小数点数
全体の集合を意味する．尾崎らは，行列 A ∈
Fm×n, B ∈ Fn×lをそれぞれ

A =
∑

1≤k≤p
A′
k, B =

∑
1≤k≤q

B′
k (1)

のようにエラーフリー変換し，行列積ABを

AB =
∑

1≤i≤p, 1≤j≤q
fl(A′

iB
′
j)
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Algorithm 2 RefSyEv2: 実対称固有値分解の
反復改良法．7行目以外は高精度計算を行う．
Require: A = AT , X̂ ∈ Rn×n

Ensure: X̃, D̃ ∈ Rn×n

1: function [X̃, D̃]← RefSyEv2(A, X̂)

2: B ← AX̂ ▷ B = (b(1) · · · b(n))

3: ri ← 1− x̂T
(i)x̂(i) (for 1 ≤ i ≤ n)

4: si ← x̂T
(i)b(i) (for 1 ≤ i ≤ n)

5: λ̃i ← si/(1− ri) (for 1 ≤ i ≤ n)

6: D̃ ← diag(λ̃)

7: ω ← 2(∥s− λ̃∥∞ + ∥A∥2∥r∥∞)

8: F ← X̂T (B − X̂D̃)

9: ẽij ←


fij

λ̃j − λ̃i

(|λ̃i − λ̃j | > ω)

ri/2 (i = j)

∥r∥∞/2 (otherwise)
(for 1 ≤ i, j ≤ n)

10: X̃ ← X̂ + X̂Ẽ

11: end function

Algorithm 3 MatMul: A =
∑

1≤k≤pA
′
k ∈

Fm×nとB =
∑

1≤k≤q B
′
k ∈ Fn×lの行列積を計

算する．
Require: A′

i ∈ Fm×n, i = 1, . . . , p, B′
j ∈ Fn×l, j =

1, . . . , q
Ensure: C ∈ Fm×l

1: function C ← MatMul(A′, B′)

2: C ← fl

 ∑
1≤i≤p, 1≤j≤q, i+j≤p

A′
iB

′
j


3: C ← fl

(
C +

p∑
i=1

(
A′

i

q∑
j=p+1−i

B′
j

))
4: end function

のように変換する手法を提案した [2]．
本研究では，[2, Algorithm 3]により (1)を
求め，Algorithm 3により行列積ABを

C ← MatMul(A′, B′)

のように求める．また，Algorithm 1，2の各反
復において必要となる演算精度を調査し，行列
積を最小限の分割数にて実装した．さらに，2

反復目以降では，1つ前の反復における行列積
の結果を利用することで，行列積の回数の削減
を図った．

6 数値実験

Algorithm 2の性能を示す結果を紹介する．
本実験にはMATLAB R2021a，Intel Core i9-

10900X CPU (3.70 GHz)，128 GBメモリを使
用し，高精度計算は Advanpix Multiprecision

Computing Toolbox version 4.8.4.14478 [3]に

表 1. n = 5, 000に対する実験結果（d = 49）
eig(mp(A)) Alg.1 Alg.2

time (s) 1.77 · 103 2.88 · 102 1.61 · 102

Err1 1.70 · 10−45 1.99 · 10−47 2.47 · 10−47

Err2 3.40 · 10−45 4.93 · 10−47 5.16 · 10−47

Err3 1.40 · 10−45 1.68 · 10−46 1.71 · 10−46

よる多倍長精度浮動小数点演算によって再現し
た．演算精度は mp.Digits(d)コマンドにより
10進数 d桁に指定できる．
本実験では，行列Aを

A=gallery(’randsvd’,n,-1e+05,4);

により生成し，eig(A)によって得られた結果
に対して Algorithm 1，2をそれぞれ 2回適用
した．Algorithm 1，2における行列積は 5章に
前述した通りに効率化を図った．n = 5, 000に
対して 1反復目を d = 34，2反復目を d = 49

とした場合の累積計算時間と誤差は表 1のよう
になり，Algorithm 2は eig(mp(A))よりも約
11倍，Algorithm 1よりも約 1.8倍高速に高精
度な結果を得た．ただし，

Err1 = ∥offdiag(X̃TAX̃)∥2/∥A∥2,
Err2 = ∥X̃T X̃ − I∥2,
Err3 = max

1≤i≤n
(|λi − λ̃i|/|λi|)

であり，offdiag(·)は行列の非対角部分を意味
する．

参考文献

[1] T. Ogita, K. Aishima: Iterative refine-

ment for symmetric eigenvalue decom-

position, Jpn. J. Ind. Appl. Math., 35:3

(2018), 1007–1035.

[2] K. Ozaki, T. Ogita, S. Oishi, S.M.

Rump: Error-free transformation of

matrix multiplication by using fast rou-

tines of matrix multiplication and its

applications, Numer. Algorithms, 59:1

(2012), 95–118.

[3] Advanpix: Multiprecision computing

toolbox for MATLAB, https://www.

advanpix.com/.

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

445



日本応用数理学会 2021 年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7--9)  Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会 
 
 

バーチャルリアリティ可視化によるプラズマ対向壁と高速トリトン粒子衝

突点の解析 
 
   大谷寛明1,2, 増崎 貴1,2, 小川国大1,2, 石黒静児1,2 

     1核融合科学研究所, 2総合研究大学院大学 

     e-mail: ohtani.hiroaki @ nifs.ac.jp 

 
1  研究の背景と目的 
 核融合発電における燃料システムではトリ

チウムを循環させるが[1]、不要な場所に滞留

する場合がある。この溜まる量をトリチウムイ

ンベントリと呼び、直接トリチウムが飛来する

プラズマ対向壁はトリチウムインベントリが

多くなることが懸念されている。 

 核融合科学研究所(NIFS)の大型ヘリカル装

置(LHD)では、実験で使用したダイバータ板や

プラズマ対向壁に設置した材料試料を実験後

に取り出して残留トリチウムを実験的に調べ

ている[2]。高速トリトン粒子の壁での蓄積を

調べるため、真空容器の第一壁上に材料試料を

設置することとなった。材料試料を適切な位置

に置くため、トリトン粒子の軌道と壁との衝突

点を計算して、その衝突点の分布を観測して、

衝突点が多い位置と多くない位置を見つける。

本研究では、トリトン粒子とプラズマ対向壁の

衝突点と LHD真空容器内部を、バーチャルリア

リティ（VR）装置を使って可視化し、衝突点分

布を解析する[3]。 

 

2  トリトン粒子の軌道と衝突点の計算 
 ローレンツ力によるニュートン方程式を衝

突効果なしで解いて粒子の軌道を計算した

[4,5]。LHDのコイル電流から計算した真空磁場

を使い、高エネルギー粒子なので電場の効果は

無視した。粒子軌道計算の初期条件では、トリ

トン粒子の発生分布を FIT3D-DDで求め[6]、そ

の分布を再現するように一様乱数を使って初

期位置を決定した。初速度は磁場に平行・垂直

方向の速度成分が等方的であるとして、一様乱

数で決定した。軌道追跡時間は1msである[7]。

LHD の真空容器とダイバータ板は設計データか

ら多角形で構成した。計算された粒子軌道がそ

の多角形の内か外かを Winding Number 

Algorithm を使って求め、粒子軌道と多角形の

交点を衝突点とする。その衝突点をカーテシア

ン座標系で保存する。 

 

3  衝突点の VR可視化 
NIFSの VR装置は CAVE型 VR装置である[8]。

トラッキング機能で観測者の動きに合わせて

スクリーン上のオブジェクトが動き、

Flystick2と呼ばれる3次元マウスでVR空間内

を移動したり、オブジェクトを操作したりする

ことができる。スクリーンは３ｍ四方で、前、

床、右、左に設置されている。 

粒子衝突点を VR 可視化するソフトウェアは

Virtual LHD(vLHD)[9,10]をベースに、粒子座

標を読み込むインターフェース及び衝突点を

PointSprite 法で球で表示するルーチンを開発

した。使用した開発言語及びライブラリは C++、

OpenGL、CAVELibである。 

LHD の真空容器内部の第一壁やダイバータ板

は実際の LHD 建設で使われた設計データ(CAD)

を Unity[11]を使ってレンダリングした。 

FusionSDK は、vLHDと Unityのそれぞれでレ

ンダリングされた OpenGL の画像データをキャ

プチャして，1つの VR空間に重畳して表示する

[12,13,14]。 

 

4  VR可視化結果 
 図１に VR可視化の結果を示す。ダイバータ

板や第一壁の上に直接、粒子衝突点が赤い球で

表示されており、粒子衝突点の分布を観測する

ことができる。VR装置のトラッキング機能によ

って VR空間内に表示された真空容器内を自由

に動くことができ、あらゆる角度から衝突点分

布を観測することができるので、多くの粒子が

衝突している場所やあまり粒子が衝突してい

ない場所を容易に探すことができる。 

ほとんどの粒子がダイバータ板や閉構造ダ

イバータのドームに衝突していることがわか

り、一部の粒子が第一壁に衝突していた。ダイ

バータ板が途切れた近傍の第一壁にも多くの

粒子が衝突している。また、ダイバータ板の裏

側の第一壁に衝突する粒子もあり、高エネルギ

ーのトリトン粒子はラーモア半径が大きく、ダ

イバータ板の裏側に回り込んだと考えられる。 
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5  VR可視化と2次元画像での作業効率と
理解度の比較 
 本研究による VR可視化は、15mm x 42mm x 7mm

の材料試料をLHD真空容器壁面上のどこに設置

するかを決めることが目的である。この設置位

置決定を作業ととらえ、複数の人が２次元(２

D)平面と VR装置で作業を行い、その作業効率

と理解度を評価した。２D平面では、図１のス

クリーンに投影された図をスナップショット

として保存した図や、実験研究者が使う CAD図

と衝突点分布を重ねた図をディスプレイに表

示して作業を行い、VRでは VR装置に入って作

業した。被験者は、LHD実験研究者(３名)、シ

ミュレーション研究者(５名)、大学院生(２名)、

事務員(２名)、高校生及び高校教師(９名)であ

る。被験者は２Dと VRでの作業を経験して、作

業効率と理解度を Bad:0から Good:5の６段階

で評価した。作業効率では作業のしやすさを、

理解度では実験研究者が設置決定した位置を

示し、その位置に納得したかどうかを評価した。

各グループの評価の平均値を表１にまとめる。 

 

     表 1：作業効率と理解度 

 作業効率 理解度 

 2D VR 2D VR 

実験研究者 1.7 4.7 2.0 4.7 

シミュレーション研

究者 

2.4 4.2 2.0 4.6 

大学院生 2.5 5.0 2.5 5.0 

事務員 2.0 5.0 2.0 5.0 

高校生と高校教師 2.2 3.6 2.3 4.9 

全体 2.2 4.5 2.1 4.8 

 

作業効率及び理解度ともに VRの評価が高い。

実験研究者は VRで作業後に、実際の LHDで試

料設置作業を行ったが、VRを体験する前と比較

して全く異なる目線でLHD内部を見ることがで

きたという意見があった。 

 

6 まとめ 
 高速トリトン粒子とLHD真空容器内のプラズ

マ対向壁の衝突点を容器内構造物とともに VR

可視化した。２Dと VRでの作業効率及び理解度

を比較する実験では、VRのほうがより良い作業

効率と理解度が得られることが示された。 
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ニューラルネットワークを用いた偏微分方程式の解法 
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1  はじめに 
 有限差分法や有限要素法などの伝統的な手

法では，PDE を数値的に求解する場合，偏微分項

の評価には局所的な補間を前提にしていたが，遠

方の影響を取り込むのが困難であった．最近は，

任意の連続関数を近似できるという普遍化近似

定理[1，2]に基づき，時空間モデルとして NN モ

デルを利用することが多くなっている．NNモデル

では， 偏微分項の評価には大域的な近似を用い

ることとなる． 

 本研究では，NNモデルを使った PDEの数値解

法を提案する．まず，PDE の導出には，与えられ

た離散点における偏微分項の評価が必要であり，

与えられたビッグデータを説明する時空間モデ

ルとして，を採用する．このモデルは，我々が提

案したPDE導出で用いたものと基本的に同じであ

る[3]． 

NNモデル構築は，損失関数を最小化する NNパ

ラメータ最適化計算である(図 1)．ここで，損失

関数は，離散データと NN モデルにより回帰され

た デ ー タ と の 平 均 二 乗 誤 差

であり，NNモデル誤差と呼

ぶ．ここで， は，PDEの定義される時空間で設

定される離散点の数を表す．PDE求解では，NNモ

デルにおいて，この離散点で候補となる偏微分項

を計算し，この偏微分項から構成される誤差項を

どのような NN モデルにどのように組み込むかが

高精度化を実現する上で重要である． 

2  手法 
PDE 求解では，与えられた離散点における偏微

分項の評価が必要であり，時空間離散データを回

帰する NNモデルを構築する．その NNモデルに対

して自動微分を適用して，PDE を構成する．ここ

で，自動微分(Automatic Differentiation: AD)

は，コンピュータープログラムで定義された関数

の導関数を評価するための一連の手法を意味す

る[4]． 

本研究では，NNモデル構築を損失関数の最小化

問題と見なし，損失関数に偏微分項から構成され

る新たな誤差項を加えて，各目的関数（誤差）を

加算し，単一の目的関数を有する最適化問題に変

換する．ここで，NN モデルパラメータは，層数，

層ごとのニューロン数，ニューロン間の重み，ニ

ューロン毎のバイアス値から構成される． 

PDE求解では，NNモデルにおいて，境界条件に

おいて，モデル誤差を定義する．境界上で解が制

約される境界条件だけでなく，温度場における熱

流束に課される条件のように，解の勾配に境界条

件が付される場合がある．この場合は AD による

勾配計算を行って，誤差が定義される． 

次に，この損失関数に PDE誤差を統合し，NNモ

デルを構築する．ここで PDE誤差を定義するため

に，PDEを左辺=0の形式にして，左辺を偏微分項

で構成する．NNモデル構築における最適化計算時

には，右辺がゼロにならないのでこれを PDE誤差

と定義する． 

本研究では，NNモデルを用いた求解手法を厳密

解のあるPDEに適用する．このようなPDEとして，

1 次元非定常移流拡散方程式を取り上げ，有限差

分法や有限要素法などの伝統的な手法による解

析結果との比較を行う． 

3  結果 
検証実験で用いた1次元非定常移流拡散方程式

の形式，特長及び設定した初期条件や境界条件や

図1 時空間離散データを回帰する NNモデル 
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それに基づいて導いた厳密解については，[5]を

参 

照してほしい．予備検討結果を図 2右に示す．有

限差分法や有限要素法に比べて，厳密解に対する

誤差の観点で優れていることがわかる．今後は，

次元数を２や３にした場合，他の PDEの場合，ま

た，ナビアストークス方程式のように複数の PDE

から構成される場合などについて，本手法の有用

性を確認する予定である．本手法と同様の提案が

Raissiらより提案されているが，彼らは，伝統的

PDE求解手法との比較を行っていない[6]. 
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図2 NNモデルによるPDE求解手法 
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大規模文化遺跡のデジタルアーカイブデータの統合型高精細可視化
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1 概要
近年、文化遺跡の可視化は世界中で進行して

いる。デジタルデータを取得する手法・経路は、
保存状況により異なる。現存する遺跡に対して
は、３次元計測によるデジタル化が多く行われ
ている。しかし、大規模かつ複雑な立体構造を
持つ建造物は常に内部に入れるわけではない。
また、歴史的建造物や遺跡などは、風化や災害
による 経年劣化に加えて、観光客による人為
的破損の可能性があるため、測できないケース
が多い。そこで、残存する写真、書類などの異
なる形式のデータに基づき、文化財を全体的に
把握できる融合可視化手法に需要がある。本研
究は世界最大級の仏教寺院であるインドネシア
のUNESCO 世界遺産「ボロブドゥール寺院遺
跡」を対象として、統合型高精細可視化の手法
を開発し、実際に可視化を行なう。寺院の保存
状況により、現存する外部構造、CAD図のみ
残される地下基礎工事、単眼写真のみ残される
仏教レリーフの 3つのパーツに分けらて、それ
ぞれのデジタル化手法を開発する。

2 提案手法
本論文は、ユネスコ世界文化遺産であるボロ

ブドゥール寺院遺跡を可視化対象とする。ボロ
ブドゥール寺院のデジタルアーカイブは三つの
部分に分けることができる（図１）。一番目は、
現存している寺院の建物である。この部分に対
して、従来の三次元計測が適用できる。二番目
は、寺院の土台、つまり建築の内部構造である。
本研究では、土台をUNESCOのボーリング調
査を元にして作られた２次元CAD設計図に基
づき、三次元ポリゴンデータを作成し、ランダ
ムサンプリングを行って点群を抽出する。三番
目は、オランダ統治時代の補強工事による埋め
られた、元々は寺院の壁に雕刻されたレリーフ
である。この部分に対しては、埋められる前に
撮影されたレリーフの単眼写真を用いて、深層
学習に基づく手法を提案し、単眼写真の深度推
定を行い、埋められたレリーフを三次元点群と

して復元する。以下は各部分に対して、本研究
の提案手法について詳しい説明を行う。

図 1. 提案手法の流れ

1）寺院の建物　ボロブドゥール寺院の本体
は一辺が約 115ｍの方形基壇の上に五層の方
形壇、さらにその上に 3層の円形壇があり、全
体で九層の階段ピラミット状の構造となってい
る。その方形壇の回廊には 1,460 面の浮彫彫刻
レリーフが雕刻されている。こちらに対して、
三次元写真計測を用いて、大量な写真から三
次元モデルを作成した（図 2）。しかし、この
データには、寺院のディテール、例えばレリー
フまでは記録されていない。そこで、レリーフ
のディテールまで記録する精密な計測を、一年
一層の計画で進めている。計測が完成すると、
寺院全体を精密な可視化が可能になる。

図 2. 寺院の計測点群（ドーロン）

2）地下土台　ボロブドゥール寺院は、平原
の中央にある直径約 50m の天然の丘の上に、
安山岩や粘板岩の積み上げて土台として、さ
らにその上に寺院建物を建てる形で作られて
いる。土台は地質の違いにより、四層に分けら
れている。しかし、土台を含み、地下の基礎工
事部分に関連する資料は限られている。現状で
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は、土台の形状を確認できる資料は断面の平面
設計図のみである。そこで、２次元のCAD設
計図から３次元データを復元するため，Sweep

Representation 法を利用する [1]。まず、CAD

設計図から２次元の一列の座標を取得し、３次
元ポリゴンに復元する。そして、3次元ポリゴ
ンを用いてランダムサンプリングを行って点群
を生成する（図 3）。

図 3. 土台の復元点群

3) 埋められたレリーフ　ボロブドゥール寺
院の一階にあるレリーフの一部は、安全のため
に、オランダ統治時代に補強工事が行なわれ、
寺院の外側の壁が石垣で埋められている。その
原因で、一階のレリーフが石垣の下に埋められ
て見えなくなり、残されたのは、1860年に取ら
れた古写真のみである。そこで、本研究は深層
学習に基づく、２次元単眼写真からの３次元復
元手法を提案する [2]。古写真から、深層学習
を用いてデプスマップを推定する。デプスマッ
プの中に、写真の各点からカメラまでの距離の
情報が含まれているため、デプスマップと古写
真で、古写真で記録された３次元構造を記述す
る点群（図 4）を作ることができる。モデルを
学習させるために、学習データとして、ボロブ
ドゥール寺院で現存している、つまり、現在も
埋められず見えているレリーフを学習データと
して利用する。

図 4. 深層学習で復元したサーフェイス点群

3 実験結果
上記手法で生成・取得した三種類の点群を座標
変換により融合し、半透明可視化手法 SPBR[3]

を適用した。SPBRは、従来手法と違い、デプ
スソートが不要で、計算量が減少し、大規模な
点群を直接利用できる。本研究は図 4で示すレ

リーフを利用し、計測点群と融合して半透明可
視化を行って、壁に埋められたレリーフの様子
を石壁から透視して確認できるようになってい
る。さらに、土台とドーロンで取られたのデー
タを含めて、寺院全体の可視化結果を行った。
図 5は、寺院のすべてのデータ、内部構造と本
体と復元したレリーフを統合した可視化結果で
ある。寺院の外部構造と、内部の土台の構造が
同時に見えることができる。この視点から内部
の 4層の建築構造が視認できる。

図 5. 融合可視化画像

4 結論
本研究はインドネシアの大規模遺跡ボロブ
ドゥール寺院を対象として、三種類のデジタル
アーカイブデータを融合した可視化を提案し
た。すなわち、三次元計測データ、古写真、２
次元断面図という異なるデータソースから、そ
れぞれ３次元点群を生成し、それらを統合して
ポイントレンダリングを行うことにより、寺院
全体の可視化を可能にした。この手法は、国内
外の多くの文化遺跡にも適用可能であり、今後、
様々な利用を模索していく予定である。
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   李 威特1, 長谷川 恭子2, 李 亮2, 塚本 章宏3, 田中 覚2 
     1立命館大学情報理工学研究科, 2立命館大学情報理工学部, 3徳島大学総合科学部 

     e-mail: is0290fh@ed.ritsumei.ac.jp 

 
1  はじめに 
 近年，レーザー計測技術の発展により，現実

世界の複雑な物体を正確に記録することが可

能となりました．計測された物体が内部に 3次

元構造を持って，取得された点群が内部と外部

の両方の形状を記録している場合，3 次元構造

の複雑さが顕著になります．このような複雑な

点群データの3次元構造全体を分析するために

は，内部と外部の構造を同時に可視化すること

ができる確率的ポイントレンダリング（SPBR）

[1]が有効です．しかし，透視可視化では，対

象の内部と外部の構造を同時に可視化するた

め，生成された画像の情報量が多くなり，対象

の3次元構造の理解が困難になる場合がありま

す．この問題を解決するために，「透視可視化」

と「エッジ強調」を組み合わせて，「不透明度

に基づくエッジ強調」[2]と呼ぶ可視化手法を

提案されました． 

 しかし，3 次元計測された点群データでの点

がエッジに沿って十分に密集し，均一であるこ

とは常に成り立たなくて，計測の欠損とエッジ

抽出の精度によって，点密度が低いエッジ部分

があります．エッジ部分の視認性を向上するた

めには，エッジ部分の点のアップサンプリング

が必要となります．本研究は，深層学習を用い

て，３次元エッジ上の点のアップサンプリング

ネットワークを提案します．これにより，複雑

な3次元計測物体の透視可視化の視認性を向上

することもできます． 

 

2  処理の流れ 
 本研究は，3 次元計測データのエッジ部分に

対して，敵対的生成ネットワークに基づいてア

ップサンプリングを行うことで，透視可視化の

視認性を向上します．基本的な手順は以下のよ

うになります． 

1) 3次元計測データに対して，特徴量に基づ

くエッジ抽出を行うことで，エッジ部分の

点を抽出します． 

2) 抽出されたエッジデータをネットワーク

に入力して，エッジ上とその周りに新しい

点を生成して，エッジ部分の点密度を向上

します． 

3) (1)で抽出されたエッジと(2)で得られた

アップサンプリングしたエッジは元の計

測データと融合して透視可視化を行う． 

 図 1に示すように，計測された 3次元点群デ

ータに対してのアップサンプリング処理の流

れです． 

 
図 1.アップサンプリング処理の流れ 

 
3  実験結果 
図 2は，旧中島家の 3次元レーザ計測点群デ

ータ（24,074,424点）です．それに対してまず

はエッジ抽出を行うと，得られたエッジデータ

を図 3に示します． 

計測環境や計測機材などの制限によって，実

際の3次元計測データは計測の欠損があるとこ

ろが多いです．例えば，旧中島家の屋根の部分
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で，計測が失敗した部分があって，得られた点

群の密度が低いです．そのため，エッジ抽出を

行っても，屋根部分のエッジが明確にならない

です．この問題点を解決するために，アップサ

ンプリングを行って，得られた結果を図 4に示

します． 

 

図 2.旧中島家のレーザ計測点群データ 

 

図 3.特徴量に基づいて抽出したエッジデータ 

 

図 4.アップサンプリングしたエッジデータ 

 アップサンプリングを行うことで，全体的に

点密度が上がって，屋根部分のエッジも繋がり

ました．また，内部構造と外部輪郭を同時に可

視化する，そしてエッジ部分の視認性向上効果

を確認するために，確率的ポイントレンダリン

グで図3と図4に示した結果に対して融合透視

可視化を行いました． 

図 5に示すような融合可視化の結果です．透

視可視化を行うことで，屋根部分の輪郭をさら

に明確になって，内部構造も認識できるように

なりました．これにより，本研究で提案したア

ップサンプリング手法は，3 次元計測データの

エッジに対して視認性向上に有効であること

を分かりました． 

 
図 5.融合可視化の結果（上は抽出したエッジで，

下はアップサンプリングしたエッジです） 

 

4  おわりに 
 本研究は，3 次元計測データのエッジ部分の

視認性を向上するために，深層学習を用いたエ

ッジのアップサンプリング手法を提案しまし

た．確率的ポイントレンダリングを行うことで，

提案手法の有効性を確認しました．今後，ほか

のソフトエッジやノイズを持っているデータ

に適用すると考えられます．また，深層学習モ

デルの圧縮などの技術を用いてアップサンプ

リングの性能を向上すると期待しています． 
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適応的な区分的多項式型陰関数曲面の生成 
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     1立命館大学大学院情報理工学研究科, 2立命館大学情報理工学部 
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1  序論 
 本研究の目的は，区分的多項式を用いて表現

できる陰関数曲面を，データ量を削減して生成

することである． 

 3 次元形状を陰関数曲面として生成する手法

は 1990 年代以降CGの分野で盛んに研究され，

現在では複雑形状を高精度に表現することが

可能である．詳しくは文献[1]を参照してほしい．

高速レンダリングに適した陰関数曲面モデル

を生成する手法として，関数𝑓(𝒙)を区分的多項

式として表現する手法が開発された[2]．この手

法は関数値評価を高速に行うため，障害物への

距離を推定する処理が速く，粒子法の流体シミ

ュレーションに利用されている[3]．しかし，区

分的多項式型の陰関数曲面モデルはデータ量

が膨大になるため，複雑な曲面の生成が困難で

あった．  
 本稿で提案する適応的な陰関数曲面モデル

であれば，図 1 の右図のように形状表面付近は

小さく，形状表面付近以外は大きく区分してい

るためデータ量は大きくならない．そのため，

複雑な曲面の生成も可能になる．  
 

2  適応的陰関数曲面 
 入力形状は形状表面の法線付き点群，または

ポリゴンを想定する．本研究では陰関数曲面の

データ量を削減するために，形状表面付近は小

さいセルを割り当て，形状表面付近以外は大き

いセルを割り当てた適応的陰関数曲面を作成

する．このアイデアを実現するために，まず荒

いセルで区分的多項式を作成した後，形状表面

付近は段階的にセルを細かくし，補正する区分

的多項式を作成する．具体的には，ユーザパラ

メータである初期分割数𝑁0で[2]の手法を用い

て格子点における距離場 𝑑𝐼𝐽𝐾
(0)

を作成し，スプ

ライン補間を用いて格子点間を補間し区分的

多項式𝑓𝐼𝐽𝐾
(0)(𝒙)に変換する．このとき，𝐼は𝑋軸方

向のセル番号，𝐽は𝑌軸方向のセル番号，𝐾は𝑍軸

方向のセル番号とする．この状態をレベル0(𝐿0)
とする．次にセルを各方向に 2 分割し，入力形

状がどのセルに存在するかを特定する．入力が

点群の場合は点群が存在するセルとその近傍

セル，ポリゴンの場合は形状を表現する三角形

のバウンディングボックスと交差するセルを

検出し，そのバウンディングボックスと近傍セ

ルを新たに定義域として追加し，[4]の手法を用

いて格子点における距離場𝑑𝐼𝐽𝐾
(1)

を計算する．し

かし，提案手法では関数値の分布を連続にする

  
図 1 従来法(左)と適応的陰関数曲面(右) 

   
図 2 ポリゴンから生成された陰関数曲面(分

割数は2563，左は[2]の手法，右は提案手法(初

期分割数は 16，最大レベルは 4，[2]の手法と

比較するとデータ量を約93％以下に抑えた)) 

 
図 3 領域分割のイメージ図 
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ために計算した格子点における距離場𝑑𝐼𝐽𝐾
(1)

で

はなく，レベル 0 の関数とのずれである𝑑𝐼𝐽𝐾
(1)

−

𝑓0(𝒙)を格子点の値とする．ずれを求めたセル

はすべてのセルではなく限定的であるため，[4]
の手法を用いてスプライン補間を行い区分的

多項式𝑔𝐼𝐽𝐾
(1)

(𝒙)に変換し，𝑓𝐼𝐽𝐾
(0)

(𝒙)に加える．この

状態をレベル 1(𝐿1)とし，レベル 1 では入力形

状が通るセルと近傍セルの関数値は 

𝑓𝐼𝐽𝐾
(1)(𝒙) = 𝑓⌊𝐼 2⁄ ⌋⌊𝐽 2⁄ ⌋⌊𝐾 2⁄ ⌋

(0) (𝒙) + 𝑔𝐼𝐽𝐾
(1) (𝒙) 

と表現できる．レベル 2 以降はレベル 1 と同様

の事を最大レベル𝐿𝑚𝑎𝑥に達するまで繰り返す．  
 この操作により，入力形状に近い箇所では小

さいセル，遠い箇所は大きいセルを持つような

適応的な領域分割が構成され，その各小領域に

おいて関数が多項式として生成される．ここで

構成された領域分割をΩ = Ω1⨁ ⋯ ⨁Ω𝐻とする

と（図 3），関数𝑓(𝒙)は最終的に各小領域におい

て以下の 27 項からなる多項式となる． 

𝑓(𝒙) = {
𝑓1(𝒙)

⋮
𝑓𝐻(𝒙)

(𝒙 ∈ Ω1)
⋮

(𝒙 ∈ Ω𝐻)
 

𝑓ℎ(𝒙) = 𝑎ℎ,222𝑥2𝑦2𝑧2 + 𝑎ℎ,221𝑥2𝑦2𝑧

⋯ + 𝑎ℎ,000   (ℎ = 1,2, … , 𝐻)
 

𝑎ℎ,𝑖𝑗𝑘は領域Ωℎでの係数であり，分割される領

域は正方形，長方形，L 字型領域が混在するこ

とになるが，基底として利用する B-スプライン

の性質により，𝑓(𝒙)はセルの境界において連続

かつ滑らかである． 

本研究の提案手法により曲面作成時にどの

程度のデータ量が削減されているのかを確認

する．入力は計測に基づいて独自に生成したポ

リゴンモデルである．最小のセルサイズをバウ

ンディングボックスの256 × 256 × 256 分の1

とした場合の結果画像を図 2 に，[2]の手法との

データ量の比較結果を表 1 に示す．図 2 より，

高分割数においての陰関数曲面は[2]の手法と

比較しても差異がないことがわかる．表 1 から

[2]の手法で分割数512の陰関数曲面モデルを作

成するには膨大なメモリが必要であったのに

対し，提案手法ではデータ量も約 96％以下に抑

えることができ，流体シミュレーションにおい

てメモリ使用量の面で有利に働くといえる．こ

のことから，本研究のデータ量を削減して陰関

数曲面を生成するという目的は達成されたと

考える． 

 
3  結論 
 本研究では適応的な領域分割に基づく区分

的多項式型の陰関数曲面を生成する手法を提

案した．形状表面付近は小さく区分，形状表面

付近以外は大きく区分した適応的領域分割を

行うことで，少ないデータ量で高精度な陰関数

曲面を作成することが可能になった．なお，基

底として B-スプラインを利用しているため，生

成される関数が各領域において多項式となる

こと，および小領域の境界において連続かつ滑

らかになることが保証される． 

 今後の展望としては，粒子法による流体シミ

ュレーションの活用が挙げられる．現在，適応

的陰関数曲面を用いた流体シミュレーション

は行われてはいないため，これを実現するため

の手法が開発できれば，より実用的な手法にな

ると考える． 

 

参考文献 
[1] M. Berger, J. A. Levine, L. G. Nonato,  G. 

Taubin and C. T. Silva, A Benchmark for 
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Graphics, Vol.32, No. 2, Article No.20, 2013.  

[2] T. Itoh and S. Nakata: “Fast Generation of 
Smooth Implicit Surface Based on Piecewise 
Polynomial,” Computer Modeling in 
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199, 2015. 
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Particle Based Fluid Simulation with Adhesion 
Boundary Conditions Using GPU”, Asiasim 
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Systems, 337-348, 2017. 
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表 1 [2]の手法と提案手法による結果 
[2]の手法 提案手法 

分割数 データ量 分割数 データ量 
32 3.5[MB] 32 1.7[MB] 
128 226.4[MB] 128 28.4[MB] 
512 14485.5[MB] 512 538.9[MB] 
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画像再構成問題に現れる鞍点型連立一次方程式に対するブロック構造を
利用した前処理の適用と性能評価

石川 翔大 1, 多田野 寛人 2, 齋藤 歩 3

1筑波大学理工情報生命学術院，2筑波大学計算科学研究センター，
3山形大学大学院理工学研究科
e-mail : sishikawa@hpcs.cs.tsukuba.ac.jp

1 概要

3次元物体をデータとして扱う分野において，
物体の内部構造を表現できるボリューメトリッ
クモデルと呼ばれるデータが様々な分野で活躍
している．3次元物体の連続した断層画像から
ボリューメトリックモデルを構成する画像再構
成問題 [1]において，鞍点型連立一次方程式と
呼ばれる特殊な方程式 [2]の求解を必要とする
手法が存在する．鞍点型連立一次方程式に対す
る前処理の一つとして，同方程式のブロック構
造を利用した前処理行列を施すことで，前処理
後の係数行列の固有値数が高々3つになる手法
が存在する [3]．本発表では，同法による前処
理を施した場合の求解性能の評価を行う．

2 画像再構成問題

3次元物体の連続した断層画像からボリュー
メトリックモデルを構成する画像再構成問題に
おいて，物体の断層画像ごとに 2次元補間関数
を決定し，画像間の線形補間を行う手法が存在
する [1]．同法では，2次元補間関数の作成に拡
張CSRBF法と呼ばれる手法で作成された次の
(N + 3)次連立一次方程式を解く必要がある．

Âλ(k) = b(k). (1)

ここで，係数行列 Â は，N 次対称行列 A ∈
RN×N ,および行列 C ∈ RN×3 をもつ 2×2の
ブロック構造で構成される．

Â =

[
A C

CT O

]
∈ R(N+3)×(N+3).

行列 Aは対称行列であるため，行列 Âも対称
行列である．画像再構成のためには，連続した
断層画像をK 枚用いて，それぞれについて方
程式 (1)を解く必要があるため，実際には式 (2)

のような複数右辺ベクトルを持つ連立一次方程
式を解くこととなる．

ÂX = B, X,B ∈ R(N+3)×K . (2)

ただし，行列X,Bは以下で表される．

X =
[
λ(1) . . . λ(K)

]
,

B =
[
b(1) . . . b(K)

]
.

3 鞍点型連立一次方程式に対するブロッ
ク構造を利用した前処理

鞍点型連立一次方程式 (2)の係数行列 Âに対
して，前処理後の行列の固有値数を高々3個に
する前処理が存在する [3]．
行列 Âを構成するブロック行列A,Cを用い
て前処理行列 P̂ を以下のように定義する．

P̂ =

[
A O

O CTA−1C

]
. (3)

前処理行列 P̂ を用いて行列 Âに前処理を施し
た行列 T̂ = P̂−1Âは以下を満たす．

T̂ (T̂ − I)(T̂ 2 − T̂ − I) = O. (4)

(4)より，行列 T̂ は対角化可能かつ高々3つの
非零固有値

1,
1

2
±
√

5

2

を持つ．そのため，行列 T̂ が正則であれば，あ
るベクトル rを用いたクリロフ部分空間

span{r, T̂r, T̂ 2r, T̂ 3r . . . }

の次元数は高 3々となる．よって，前処理 P̂を施
したクリロフ部分空間反復法の反復回数は高々
3となることが期待できる．
同手法の前処理の計算には，A−1Cの計算に
加えてA−1とN ×K行列の積の計算を必要と
する．本発表では，これらの計算に反復法を用
いる．前処理法の求解にかかる時間は，前処理
部分で使用する反復法の反復回数に影響を受け
るため，内部で用いる反復法の打ち切り誤差を
変化させて実験を行う．
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4 数値実験

画像再構成問題に現れる鞍点型連立一次方程
式 (2)に対して，3節で述べた前処理法を適用
し，その求解性能を評価する．
実験で用いる反復法として，複数右辺ベクト

ルを持つ連立一次方程式を一度に解くことが
できるGlobal CG法 [4]，および Block CGrQ

法 [5][6]を利用する．3節の前処理法を用いる
ためには，反復内部に現れる前処理部分に反
復法を用いる．内部反復には Global CG 法，
Block CGrQ 法を用い，その打ち切り誤差を
10−1, 10−2, . . . , 10−10まで変化させ，求解まで
の反復回数，計算時間，真の相対残差を確認す
る．また，Global CG法，Block CGrQ法に加
え，IC(0)分解を前処理に用いたGlobal ICCG

法，Block ICCGrQ 法でも同様に実験し，性
能を比較する．実験に使用する画像はサイズ
512×512のカイコガ標準脳断層画像 127枚を
用いた．実験環境として，筑波大学計算科学研
究センターのスーパーコンピュータCygnusの1

ノードを用いた．CPUに Intel Xeon Gold 6126

Processor (12C/2.60GHz)×2，メモリ 192GiB

(16GiB DDR4-2666 ECC RDIMM × 12)，コ
ンパイラに Intel Fortran 19.1.0.166を用い，コ
ンパイラオプションとして-qopenmp -O3 -axC

ORE-AVX512を用いた．計算はOpenMPによ
る並列化を行い，スレッド数は 24とした．
図 4は，各反復法によって鞍点型連立一次方

程式 (2)を求解した場合の反復回数 (図 1(a))，
計算時間 (図 1(b))，真の相対残差 (図 1(c))を示
している．ただし，図中の凡例について，外部
反復にGlobal CG法，内部反復にBlock CGrQ

法を用いた場合，“GlCG × BlCGrQ”と表記
している．また，最大反復回数に到達したもの
や，Block CGrQ法で必要とする thin QR分
解に失敗したものはデータから除外した．
図 1(a)，1(b)より，内部反復の打ち切り誤差
の条件を厳しくするにつれて反復回数は減少す
るが，厳しく設定しすぎると計算時間が長くな
ることが確認できる．また，図 1(c)から，他の
手法と比較して，3節の前処理によって真の相
対残差が大幅に改善されたことが確認できる．
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Group-wise更新によるBlock GPBiCG法の近似解高精度化
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1 はじめに
複数右辺ベクトルをもつ連立一次方程式：

AX = B, A ∈ Rn×n, X, B ∈ Rn×L (1)

を解くことを考える．ここで，行列 Aは n次正
則非対称行列とする．ブロッククリロフ部分空
間反復法は (1)を反復回数，計算時間の観点で
効率よく求解できる一方で，有限精度計算での
誤差の影響で漸化式の残差と真の残差の間に乖
離が生じ，近似解精度が劣化することがある．
同法の近似解精度改善手法として，Group-

wise 更新 [1] がある．同手法では，近似解と
残差の更新量を複数反復分グループ化して漸化
式の残差と真の残差の間の乖離を発生しにくく
することで，近似解精度を改善する．同手法は
文献 [2]においてBlock BiCGSTAB法に対して
適用され，その有効性が確認されている．
本研究では，Block GPBiCG法 [3]へのGroup-

wise更新の適用，及び性能評価を目的とする．

2 Block GPBiCG法
Block GPBiCG法 [3]では，(1)の第 (k+1)番

目の近似解 Xk+1 ∈ Rn×Lと対応する残差 Rk+1 ∈
Rn×Lは，以下の漸化式で計算される．

Xk+1 = Xk + Pkαk + Zk,

Rk+1 = Rk − APkαk + ηkYk − ζkATk.

ここで，Pk,Tk,Zk,Yk ∈ Rn×L, αk ∈ RL×L, ζk, ηk ∈
Rである．誤差のない計算では，真の残差 B −
AXk+1と漸化式の残差Rk+1は等しい．一方，有
限精度の計算では B−AXk+1とRk+1の間に乖離
が発生し，残差ノルム ∥Rk+1∥が十分小さくなっ
たとしても ∥B − AXk+1∥の減少は反復過程で停
滞し，高精度近似解が得られないことがある．
両者の乖離の主な原因は行列 APkαkと Ykの

計算である．無誤差の計算ではA(Pkαk) = (APk)αk

が成り立つが，有限精度の計算ではこの関係が
成り立たず A(Pkαk) , (APk)αkとなる．また行
列 Ykは，行列 Aによる乗算を漸化式で隠的に
計算して得られる行列である．そのため，陽的
に行列 Aを乗じた場合との差が生じる．誤差行

列 Ek+1 = B− AXk+1 −Rk+1の具体形は以下で表
される．誤差のない計算では Ek+1 = Oとなる．

Ek+1 =

k∑
j=0

[
(AP j)α j + η jY j + ζ j(AT j)

]
− A

k∑
j=0

(
P jα j + Z j

)
.

3 Group-wise更新による近似解精度改善
Block GPBiCG法では行列APkαkとYkの影響
で近似解の精度劣化が発生する．我々は漸化式
の再構築によりこれらの影響を緩和したModi-
fied Block GPBiCG法を提案し，近似解精度向
上を図った [3]．本研究では，漸化式のGroup-
wise更新 [1]を用いて近似解高精度化を試みる．
近似解の s回反復分の更新量をグループ化す
ることを考える．反復番号 kは k = ms+ jと表
される．ここで，m ≡ ⌊k/s⌋ , 0 ≤ j < sである．
行列 V (l,s)

j ∈ Rn×Lを以下のように定義する．

V (l,s)
j ≡

ls+ j−1∑
i=ls

(Piαi + Zi) .

但し，V (l,s)
0 ≡ Oとする．近似解 Xms+ j+1は，

Xms+ j+1 = Xms + V (m,s)
j+1 (2)

で求められる．これに対応する残差Rms+ j+1，及
び行列 V (m,s)

j+1 は以下の漸化式で求められる．

Rms+ j+1 = Rms − AV (m,s)
j+1 , (3)

V (m,s)
j+1 = V (m,s)

j + Pms+ jαms+ j + Zms+ j.

この手法を，Block GWGPBiCG法と呼ぶ．
Block GWGPBiCG法では，誤差行列Ems+ j+1 =

B − AXms+ j+1 − Rms+ j+1の具体形は，

Ems+ j+1 =

m−1∑
l=0

AV (l,s)
s + AV (m,s)

j+1 − A

m−1∑
l=0

V (l,s)
s + V (m,s)

j+1


と書ける．特に，s→ ∞とするとm = 0となり，

E j+1 = AV (0,∞)
j+1 − AV (0,∞)

j+1 = O

が成り立ち，真の残差と漸化式の残差が一致す
る．しかしながら，sを大きくすると残差の収
束性が悪化することが文献 [2]で示されている．

日本応用数理学会 2021年度年会講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021一般社団法人日本応用数理学会

458



4 Block GWGPBiCG法の数値的安定化
ブロッククリロフ部分空間反復法では，右辺

ベクトル数が増加すると数値的不安定性の影響
で残差の停滞，発散を招くことがある．残差行
列に正規直交化を施すことにより，この数値的
不安定性を緩和できることが知られている [4]．
Block GWGPBiCG法の数値的安定性を向上さ
せるために，残差行列の正規直交化を適用する．
残差行列 Rms+ j+1を thin QR分解する．

Rms+ j+1 = R̂ms+ j+1ξms+ j+1. (4)

ここで，R̂ms+ j+1 ∈ Rn×L は列正規直交行列で，
ξms+ j+1 ∈ RL×L は上三角行列である．式 (4)を
用いて漸化式 (2), (3)を変形すると，以下を得る．

Xms+ j+1 = Xms + V̂ (m,s)
j+1 ξms,

R̂ms+ j+1τ
(m,s)
j+1 = R̂ms − AV̂ (m,s)

j+1 .

ここで，τ(m,s)
j+1 ∈ R

L×Lと V̂ (m,s)
j+1 ∈ R

n×Lは，τ(m,s)
j+1 ≡

ξms+ j+1ξ
−1
ms, V̂ (m,s)

j+1 ≡ V (m,s)
j+1 ξ

−1
msで定義される．こ

の手法を Block GWGPBiCGrQ法と呼ぶ．

5 数値実験
Block GWGPBiCGrQ法のパラメータ sの依

存性を検証する．係数行列 AとしてSuiteSparse
Matrix Collectionの行列FEM 3D thermal2（n =
147, 900, nnz(A) = 3, 489, 300）を用いた．初
期解 X0 は零行列，右辺項 B は乱数行列，右
辺ベクトル数 Lは 30とした．収束判定条件は
∥Rk∥F/∥B∥F ≤ 10−15，thin QR分解には Shifted
Cholesky QR3 [5]を用い，Block GWGPBiCGrQ
法のパラメータは s = 1, 2, . . . , 400とした．実験
環境は，筑波大学計算科学研究センターのスー
パーコンピュータ Cygnusの 1ノード（CPU：
Intel Xeon Gold 6126 2.6GHz (12 cores) × 2，
メモリ：192GiB）で，コンパイラ：Intel For-
tran ver. 19.1.3, コンパイルオプション：-O3
-axCORE-AVX512 -qopenmpを用いて OpenMP
24スレッド並列で実行し，倍精度で計算した．
図 1に実験結果を示す．収束判定条件を満た

さなかった場合の結果は除外した．図 1(a)に
示すように，Block GWGPBiCGrQ法は Block
GPBiCGrQ 法よりも極めて精度のよい近似解
を生成できており，sの増加に伴い真の相対残
差が小さくなった．一方，図 1(b), (c)に示すよ
うに，sの増加に伴い反復回数，計算時間は増
加する傾向にあった．また，s ≥ 295において
は thin QR分解の失敗で計算が途中で破綻した．

<latexit sha1_base64="ysoC3Rw1IyXhfFh1G97apiS1ZPQ="></latexit>
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(a)真の相対残差．
<latexit sha1_base64="b/WW4ccO6VNCm/rrlwFAsiEz0fE="></latexit>
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(b)反復回数．
<latexit sha1_base64="dVVI9zZ7Zg3UqqLbsN2jaA3LJOM="></latexit>
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(c)計算時間．
図 1: 実験結果．

以上より，Block GWGPBiCGrQ法の性能は
パラメータ sの設定に大きく依存するものの，
高精度近似解が生成できることが確認された．
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EFG型鞍点問題に対する改良型変数低減法の収束特性
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1 はじめに
有限要素法から要素の概念を取り除くことを

目的として，Element-Free Galerkin (EFG)法
や eXtended Element-Free Galerkin (X-EFG)

法は開発された [1, 2]．しかしながら，両法の何
れを用いて楕円型境界値問題を離散化しても，
鞍点問題が得られる．本研究を通して，この問
題を EFG型鞍点問題と呼ぶ．良く知られてい
るように，鞍点問題の数値解法は困難を極める
[3]．

(1,1)ブロックが密行列となる場合に対する
鞍点問題を解く手法として，筆者らは変数低減
法（VRM）を開発し，クラック付き高温超伝
導 (HTS)薄膜中の遮蔽電流密度を解析するこ
とに成功した [4]．しかしながら，変数低減法は
計算コストの高い QR分解を含んでいるため，
(1,1)ブロックが疎行列となるEFG型鞍点問題
には適さない．
本研究の目的は，QR分解を用いることなく
変数低減法を再定式化し，さらに，その結果と
して得られる手法の EFG型鞍点問題への適用
可能性を調べることである．

2 EFG型鞍点問題
本研究を通して，2次元 Poisson問題：

−∇2u = f in Ω (1)

u = ū on ΓD (2)

∂u

∂n
= q̄ on ΓN (3)

を対象とする．ただし，Ωは xy平面上の単一
閉曲線 ∂Ωで囲まれる領域であり，ΓDとΓNは
ΓD ∪ΓN = ∂Ω，ΓD ∩ΓN = ∅を満たす境界 ∂Ω

の一部である．また，f，ū，q̄はそれぞれΩ内，
ΓD上，ΓN上で定義された既知関数を示す．
k個の境界節点を含むN 個の節点をもつX-

EFG法によって上記 2次元 Poisson問題を離
散化すると，次の連立 1次方程式が得られる：[

A C

DT O

][
u

λ

]
=

[
b

c

]
. (4)

ただし，A ∈ RN×N は非対称疎行列であり，
C,D ∈ RN×k 列フルランク行列である．さら
に，b ∈ RN と c ∈ Rk が既知ベクトルである
のに対して，u ∈ RN と λ ∈ Rk は未知ベクト
ルである．ここで，次の 2点に気を付けなけれ
ばならない．

• C とDは同じ非零要素パターンをもつ．
• (4)の左辺の係数行列は正則である．
従来，(4)の数値解法にはKrylov空間法が適
用されてきた．本研究では，(4)に前処理を用
いないで GMRES法を直接的に適用すること
を，Direct GMRESと呼ぶ．

3 変数低減法の改良
(1,1)ブロック Aが密行列である場合の (4)

を解くために，筆者らは変数低減法 (VRM)を
開発した [4]．VRMでは，次の 2ステップを用
いて，(4)から変数 λを消去する．
1) 行列CとDをQR分解して，C = QCRCP

T
C ,

D = QDRDP
T
Dを得る．ただし，QC , QD ∈

RN×kはQTCQC = I，QTDQD = Iを満た
し，Iは単位行列を示す．さらに，RC , RD ∈
Rk×k と PC , PD ∈ Rk×k はそれぞれ上三
角行列および置換行列である．

2) 正射影行列UC ≡ I−QCQTCと行列FCD ≡
QCQ

T
D，UCD ≡ I−FCDを用いて (4)か

ら変数 λを消去することによって，次の
連立 1次方程式を得る：

A† u = b†. (5)

ここで，行列A†とベクトル b†は次式で
定義される：

A† ≡ UTC AUCD + FCD, (6)

b† ≡ UTC [b−A c∗] + c∗ (7)

c∗ = QCR
−T
D P TD c. (8)

VRMでは，(5)をGMRESで解くことにより
uを決定している．
ステップ 1)から明らかなように，VRMは

QR分解を含んでいる．良く知られているよう
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に，QR分解に要する演算量はCQR = O(Nk2)

であり，2次元 Laplace問題では k = O(N1/2)

である．それ故，QR 分解に要する演算量は
CQR = O(N2)と見積もれる．一方，(1,1)ブ
ロック Aが疎行列の場合，Krylov空間法の 1

回反復当たりの演算量は O(N)である．故に，
EFG型鞍点法をVRMで解く際には，QR分解
が律速段階となってしまう．
上記問題を解決するため，本研究では改良型

変数低減法 (iVRM)を提唱する．先ず，W1 ≡
ImC 上への W2 ≡ ImD⊥ に沿った射影子と
W2上へのW1に沿った射影子の表現行列をそ
れぞれ F とU とする．iVRMでは，F とU を
用いて，(4)から変数λを消去する．その結果，
次の連立 1次方程式を得る：

A‡u = b‡, (9)

ただし，行列A‡とベクトル b‡は次式で定義さ
れる．

A‡ ≡ UAU + F, (10)

b‡ ≡ U(b−Ac∗) + c∗∗, (11)

c∗∗ ≡ C(DTC)−1c (12)

iVRMでは，(9)をGMRES法で解くことによ
り uを決定している．

4 数値実験
先ず，収束特性を調べるために，Direct GM-

RES，VRM，iVRMの残差履歴を図 1に示す．
同図より分かるように，VRMでは反復の初期
に残差ノルムが停滞するのに対して，iVRMで
は残差ノルムが停滞することはない．さらに，
VRMやDirect GMRESと比べると，iVRMは
収束特性の点で極めて優れている．
次に，Direct GMRES，VRM，iVRMで要

する CPU時間 τ を節点数 N の関数として測
定し，図 2に示す．同図より明らかなように，
Direct GMRESや VRMでは τ ∝ N2である．
一方，iVRMでは，N ≲ 2× 104では τ ∝ N1.1

を示し，N ≳ 5× 104では τ ∝ N1.8となる．
以上の結果から，iVRMは EFG型鞍点問題
を解くための強力なツールになり得ると結論づ
けることができる．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP21K04016の助
成のもとで行われた．

図 1. Residual histories of direct GMRES, VRM and
iVRM for the case with N = 263169.

図 2. Dependence of the CPU time τ on the number
of nodes N .
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辺要素有限要素法による高温超伝導テープ線材中の磁気遮蔽電流密度解析

山口 敬済 1, 大谷 寛明 1,2, 佐竹 真介 1,2, 柳 長門 1,2

1総合研究大学院大学，2核融合科学研究所
e-mail : yamaguchi.takazumi@nifs.ac.jp

1 はじめに

高温超伝導（HTS）テープ線材 [1]にはゼロ
抵抗で大電流を通電できるため，この線材はリ
ニアモーターカーやMRI，核融合炉への応用が
期待されている．図 1に示すように，HTSテー
プ線材は金属基板 (ハステロイ)と中間層 (MgO

等)，HTS層，安定化層 (Ag, Cu)で構成され
る．丈夫で柔軟な金属基板上に中間層を介して
HTS層を結晶成長させた後に安定化層で皮膜
することによって，HTSテープ線材は製造され
る．安定化層は HTS層が局所的に常伝導転移
した際に電流を迂回させる役割をもつ．以上の
ように，HTSテープ線材ではAgやCu，HTS

等の複数の金属が積層されているため，導電率
は厚み方向に変化する．さらに，HTS層中の
導電率は電流の非線形関数として与えられる．
それ故，HTSテープ線材中の導電率は複雑な
関数としてモデル化される．
本研究の目的は導電率の空間分布及び非線形

性を考慮した辺要素有限要素法コードを開発
することである．加えて，開発コードを用いて
HTSテープ線材中の電磁場を３次元的に解析
することである．

2 支配方程式

HTSテープ線材の数理モデルを図 2に示す．
HTSテープ線材の上方にリング型電磁石を配置
する．電磁石の内径と外径をそれぞれ r1と r2と
し，下面及び上面の z座標を z1及び z2とする．
電磁石中には交流電流 Icoil(t) ≡ I0 sin(2πft)が
流れる．但し，I0及び f はそれぞれ交流電流の
振幅及び周波数である．一方，HTSテープ線材
の x, y方向の長さをそれぞれ a, bとし，厚みを
cとする．本研究を通して，安定化層とHTS層
のみを解析対象とし，両層の厚みをともに c/2

と仮定する．中間層によって金属基板と安定化
層は絶縁されているため，金属基板を計算の考
慮に入れない．
上記仮定のもとでは，遮蔽電流密度 jの空間

分布及び時間発展は次のMaxwell方程式によっ

図 1. HTSテープ線材の概念図．

図 2. HTSテープ線材の数理モデル．

て支配される．

∇ ·B = 0

∇× (µ−1B) = j

∇×E = − ∂

∂t
(B +Bcoil)

j = σE

(1)

但し, B及びBcoilは j及び Icoilが生み出す磁
束密度であり，Eは電界である．さらに, µ及
び σはそれぞれ透磁率と導電率である．ここで
注意すべきことは, HTS中の σは jの非線形関
数として表現されることである．本研究では，
σのモデルとして臨界状態モデル [2]を採用す
る．臨界状態モデルでは，遮蔽電流密度 |j|が
臨界電流密度 jCを超えないように σを逐次修
正する．
A法 [3, 4]を用いて式 (1)をまとめると，以
下の偏微分方程式を得る．

∇× (µ−1∇×A) = −σ ∂
∂t

(A+Acoil) (2)

但し，A及びAcoilはそれぞれB及びBcoilの
ベクトル・ポテンシャルである．
辺要素有限要素法 [3, 4]で式 (2)を離散化す
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図 3. HTS テープ線材中の遮蔽電流密度 j の空間分布．
但し，t = f/4．

ると，以下の支配方程式を得る．

Ka = −C
(
da

dt
+
dacoil
dt

)
(3)

但し，K 及び C はそれぞれ有限要素の形状と
µ及び σで決まる行列である．加えて, a及び
acoilはそれぞれA及びAcoilに対応する辺要素
ベクトルである．後退差分法で式 (3)を数値的
に解くことによって，jの時間変化及び空間分
布を決定する．

3 数値実験

本研究を通して，幾何学的及び物理的パラメ
タを以下の値に固定する：I0 = 600 AT，f =

1 kHz，r1 = 1 mm，r2 = 2.5 mm，z1 = 0.2

mm，z2 = 1.2 mm，a = 20 mm，b = 20 mm，
c = 0.5 mm，jC = 1 MA/cm2．また，安定化
層中の透磁率を µ = 0.9999µ0とし，HTS層中
では µ = µ0 とする．但し，µ0 は真空の透磁
率である．さらに，安定化層中の導電率を σ =

108 S/mとし，臨界状態モデルにおける σの初
期値を σ = 1013 S/mとする．
図 3に HTSテープ線材中の遮蔽電流密度 j

の空間分布を示す．同図から明らかなように，
遮蔽電流は HTS層に集中して発生し，安定化
層にはほどんど発生しない．
図 4に HTS層中及び安定化層中の遮蔽電流

密度 |j|の分布を示す．安定化層の |j|と HTS

層の |j|を比較すると，安定化層にはほとんど遮
蔽電流が発生せずに印加磁束密度BcoilがHTS

層まで到達することがわかる．さらに，HTS層
中では |j| ≤ jC が必ず満たされる．この理由
は，臨界状態モデルで超伝導特性を考慮したこ
とによって，|j|が jCを超えないように σを逐
次修正されるためである．このときのHTS層
中の σの分布を図 5に示す．|j| = jCとなる領
域では，σの値が σ = 7 × 1012 S/mまで減少

図 4. 安定化層中及び HTS層中の遮蔽電流密度 |j|の分
布．但し，t = f/4，x = 0．

図 5. HTS層中の遮蔽電流密度 |j|及び導電率 σの分布．
但し，t = f/4，x = 0．

する．つまり，常伝導転移した結果，電気抵抗
が増加したことを意味する．
今後の研究では，開発コードを臨界電流密度
測定法や欠陥検出法に応用し，それら測定精度
や検出精度を調査することを予定している．
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HTS薄膜内遮蔽電流密度解析で現れる連立一次方程式の高速数値解法
-H行列に基づく前処理法の開発-

齋藤　歩 1

1山形大学大学院理工学研究科
e-mail : saitoh@yz.yamagata-u.ac.jp

1 はじめに
高温超伝導体（HTS）内に流れる遮蔽電流密

度を解析することは超伝導機器の開発に必要不
可欠である．その解析には，遮蔽電流密度の時
間発展問題を数値的に解かなければならない．
空間と時間に関して離散化すれば，遮蔽電流
密度の時間発展問題は各時間ステップでの非線
形境界値問題に帰着できる．さらに，Newton

法を適用することによって，同境界値問題は各
Newton法の反復で連立一次方程式を解く問題
に変形されることになる．
上記連立一次方程式のソルバーとして，Krylov

部分空間法が適用されてきたが，同ソルバー
には多大な計算時間を要してしまう．それ故，
Krylov部分空間法における収束特性の改善が
望まれている．
近年，行列-ベクトル積を高速に計算できる
H行列法が提案された [2]．それ故，H行列に
基づく前処理がKrylov部分空間法に実装され
た場合，従来より高速な遮蔽電流解析が可能と
なる．
本研究の目的はH行列に基づく前処理付き

ソルバーをHTS薄膜内遮蔽電流密度解析に現
れる連立一次方程式に適用し，その性能を数値
的に調査することである．

2 遮蔽電流密度解析に現れる連立一次方
程式
本研究では，遮蔽電流密度解析を走査型永久

磁石法 [1]に適用する．まず，後退 Euler法を
用いることにより，遮蔽電流密度の時間発展問
題は各時間ステップでの非線形境界値問題に変
換される．次に，同問題に有限要素法（FEM）
とNewton法を適用すれば，以下の連立一次方
程式：

Ax = b. (1)

が得られる．ここで，x ∈ RN と b ∈ RN はそ
れぞれ未知及び既知ベクトルである．

一方，係数行列Aは

A = UT (W + δEN)U + F,

で決定される．但し，W と δENは文献 [1]中
で定義されている行列とする．また，U はU =

I −F と定義され，I及び F はそれぞれ単位行
列と Dirichlet境界条件によって与えられる行
列である．

3 高性能ソルバー
3.1 H行列法

(1)をKrylov部分空間法で解く場合，各反復
で行列-ベクトル積を何度も計算しなくてはな
らない．しかしながら，行列W が対称密行列
になるため，行列-ベクトル積には多大な計算
時間を要してしまう．
上記問題を解決する方法として，H 行列法
が提案された．同法では，FEMの節点情報か
らクラスター木を構成し，同木構造を利用し
て対象の行列を階層構造をもつブロック行列
の集合に変形させる．その後，許容条件を満
たしたブロック行列に対して Adaptive Cross

Approximationを適用することによって，同ブ
ロック行列は低ランク行列になる．これに対し
て，許容条件を満たさないブロック行列はその
まま格納する．
以上より，H行列法を用いれば対象の行列の
一部を低ランク近似できるので，行列-ベクト
ル積を高速に実装できる．本研究を通して，許
容条件を満たしていないブロック行列をフルラ
ンク行列と呼ぶ．

3.2 H行列に基づく前処理の適用
行列W の代わりにH-行列法によって得られ
たHを用いれば, (1)は以下の連立一次方程式：

A∗ x = b, (2)

が得られる．但し，A∗ ≡ UT (H + δEN)U+F．
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図 1. CG法の収束に要する反復回数 ki の Newton法の
反復番号 i依存性（N = 11264）．ここで，▲ と ▼はそ
れぞれ前処理付き及び前処理なしを示す．

ソルバーの更なる高速化を目指して，(2)に
前処理を適用する．まず，行列Hのフルランク
行列H0を用いて，行列UT (H0 + δEN)U +F

を作成する．その後，同行列を不完全Cholesky

分解して得られた LDLT を前処理行列として
採用すれば，(2)は

A∗
H0
x∗ = b∗. (3)

に変形できる．但し，係数行列A∗
H0
及びx∗，b∗

はそれぞれ

A∗
H0

= (LD1/2)−1A∗(D1/2LT )−1,

x∗ = (D1/2LT )x,

b∗ = (LD1/2)−1 b.

で定義される．
連立一次方程式 (3)に Krylov部分空間法を

適用することによって，高速に解を得る可能性
を秘めている．

4 数値実験
本節では，提案した前処理がソルバーの性能

に及ぼす影響を調べる．本節を通して，物理的
及び幾何学的パラメータは文献 [1]に示されて
いる値を採用し，時間ステップ tは t = 1/240

に固定する．本研究では，ソルバーとして共役
勾配法 (CG) 法を採用し，収束判定子 ε 及び
初期解ベクトル x0 はそれぞれ ε = 10−7 及び
x0 = 0に設定する．
まず，H行列に基づく前処理がCG法の収束

特性に及ぼす影響を調べよう．図1には，CG法
の収束に要する反復回数のNewton法の反復番

図 2. 第 3回目の Newtonステップで現れる連立一次方
程式に対する高速化率 τc/τp の節点数 N 依存性．

号依存性を示す．但し，節点数NをN = 11264

に固定する．図 1より明らかなように，前処理
付きCG法の反復回数は前処理なしCG法の約
1/16～1/10に減少する．この傾向はNewton法
の反復番号に依存しない．上記結果はH行列
に基づく前処理によってCG法の収束特性を改
善できることを示している．
次に，H行列に基づく前処理がCG法の速度
に与える影響を調べるために、高速化率 τc/τp
を評価する．但し，τcと τpはそれぞれ前処理付
きと前処理なしのCG法に要したCPU時間を
示す．高速化率を節点数の関数として計算し，
その結果を図 2に示す．同図より，節点数Nに
伴って τc/τpが増加することがわかる．これら
の結果はH行列に基づく前処理付き CG法の
速度も改善できることを示している．
以上より，H行列に基づいた前処理付きCG

法を使用することにより，HTS薄膜内遮蔽電
流解析に現れる連立一次方程式を高速に解くこ
とができる．
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超伝導リニア加速システムの数値シミュレーション：電磁石の形状最適化

高山　彰優 1, 山口　敬済 2, 齋藤　歩 1, 神谷　淳 1

1山形大学大学院理工学研究科，2総合研究大学院大学
e-mail : takayama@yz.yamagata-u.ac.jp

1 はじめに

近年，磁場閉じ込め核融合炉の燃料である固
体水素ペレットを高温プラズマコアに入射する
目的で高温超伝導リニア加速 (SLA: Supercon-

ducting Linear Acceleration)システムが提案
された．このシステムは，リニアモーターカー
の原理を利用しており，加速用と浮上用の 2種
類の高温超伝導 (HTS: High-Temperature Su-

perconductor)を使用する．結果として，固体
水素ペレットは，2種類の HTSを付加した容
器に入れられ，電磁的に加速させることができ
る．しかしながら，SLAシステムは磁場閉じ込
め核融合炉へのペレット入射法に適用されてい
ないため，実験的にどの程度のペレット速度が
得られるかは明らかではない．
これまで，著者等は，HTS薄膜内の遮蔽電

流密度を解析する有限要素法コードを開発し，
SLAシステムの数値シミュレーションを行って
きた．本研究の目的は，上記コードに遺伝的ア
ルゴリズム（GA）を実装した電磁石の形状最
適化問題を解くことである．さらに，同問題を
解くことによって，SLAシステムの加速性能を
調べることである．

2 遮蔽電流密度方程式と運動方程式

SLAシステムの数値シミュレーションのた
め，ペレット容器を加速させるための HTSと
して，半径R，厚さ bの円盤状のHTS薄膜を採
用し，内径と外径がそれぞれ R1と R2をもつ
円筒形の電磁石を用いる．また，電磁石の重心
を円柱座標系 (r, θ, z)の原点Oに配置し，HTS

薄膜と電磁石の中心対称軸を z軸に選ぶ．従っ
て，電磁石は zr平面で長方形断面となる．
従来の研究と同様に，HTS薄膜内の遮蔽電
流密度解析には，薄板近似を採用する．これは，
HTSの厚さが半径に比べて十分に薄いため，遮
蔽電流密度 jがHTSの厚み方向に流れないと
いう仮定である．また，よく知られているよう
に，遮蔽電流密度 jは電界Eと密接に関係し，
この関係は J-E 構成方程式E = E(|j|)[j/|j|]
で表す．さらに，超伝導特性の特性を決定する

ために，E(j) の関数としてべき乗則 E(j) =

EC[j/jC]N を採用する．ここで，ECと jCはそ
れぞれ臨界電界と臨界電流密度である．また，
N は非負の整数である．
上記仮定のもとで，HTS内を流れる遮蔽電
流密度は j = (2/b)(∇S × ez)で書き表される．
但し，ez は z 方向の単位ベクトルである．ま
た，スカラ関数 S(r, t)の時間発展は次の微積
分方程式に支配される．

µ0∂t

∫ R

0
Q(r, r′)S(r′, t)r′dr′ +

2

b
S

= −∂t⟨Bz⟩ −
1

r
∂t(rEθ). (1)

但し，BzとEθはそれぞれ印加磁束密度Bの z

成分とEの θ成分である．括弧 ⟨ ⟩はHTSの厚
み方向の平均化演算子を表す．また，スカラ関
数の初期条件と境界条件はそれぞれS(r, 0) = 0

と S(R, t) = 0とする．
一方，遮蔽電流密度の時間発展だけでなく，
ペレット容器の運動も調べる必要があるため，
本研究では，Newtonの運動方程式

d2Z

dt2
=

4π

m

∫ R

0

∂S

∂r
⟨Br⟩rdr (2)

を採用する．但し，Br は印加磁束密度の r成
分であり，mはペレット容器とHTS薄膜の総
質量である．また，Zは薄膜の位置であり，(2)

の初期条件をZ = Z0および v = 0 m/sで与え
る．ここで，vおよびZ0は，それぞれペレット
コンテナの速度および薄膜の初期位置を示す．
遮蔽電流密度方程式 (1)及び運動方程式 (2)

の初期値・境界値問題を空間に関して有限要
素法で離散化すると，同問題は連立常微分方

図 1. 分割された電磁石の概念図．但し，Ωj は第 j 番目
のフィラメントを表す．また，■：on状態，□，off状態．
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程式に帰着される．同方程式を解くことによっ
て，HTS内の遮蔽電流密度の時間発展と加速
用HTSの運動が同時に得られる．

3 電磁石形状の最適化

図 1のように，SLAシステムにおける加速用
の電磁石は長方形断面：D = {(z, r)| − L/2 ≤
z ≤ L/2, R1 ≤ r ≤ R2}をもつ．但し，Lは
電磁石の長さである．電磁石の形状最適化のた
め，断面Dは互いに重ならないK個の有限要
素に分割される．但し，有限要素が正方形にな
るように，断面の r 方向と z 方向でそれぞれ
Nr ×Nz(≡ K)に等分割される．この分割によ
り，電磁石はフィラメントの集合となる．
本研究を通して，フィラメントに電流を流す

場合を on状態と呼び，電流を流さない場合を
off状態と呼ぶ．フィラメントの on/off状態は

Ωj ←

{
on : xj = 1

off : xj = 0
(j = 1, 2, · · ·K). (3)

で決定する．結果として，フィラメントのon/off

状態によって，電流分布が決定し，電磁石の形
状となる．また，第 j番目のフィラメントに流
れる電流は

Ij(t, Z) ≡

{
(αt/K)xj (0 ≤ Z ≤ ZL)

0 (otherwise)
. (4)

で与える．但し，ZL及び αはそれぞれペレッ
トコンテナの加速領域の上限とフィラメントに
流す電流の増加率である．
電磁石の形状最適化に用いる NGnet (nor-

malized Gaussian network) 法を説明しよう．
同法では，Gauss関数を用いて指定された設計
空間の最適化手法の 1つであり，滑らかな関数
が最適化領域に構築されるため，実用的な設計
手法を得ることができる．なお，Gauss関数は
隙間なく電磁石断面Dに配置される．NGnet

法によるフィラメントの on/off状態は，以下の
ように決定する．

Ωj ←

{
on : g(yj) ≥ 0

off : g(yj) < 0
(j = 1, 2, · · ·K). (5)

yjは第 j番目のフィラメントの中心であり，関
数 g(y)は g(y) ≡

∑M
i=1wibi(y)で定義される．

wiは重み関数であり，MはGauss関数の数であ
る．また，bi(y)は bi(y) ≡ Gi(y)/

∑M
k=1Gi(y)

図 2. ペレット速度 v の時間変化．但し，インセットは
最適化された電磁石の形状を示す．

で定義され，関数 Gi(y)の具体形は Gi(y) =

(2πσ2)−1 exp
(
−|y − zi|2/[2σ2]

)
で表せる．但

し，ziは第 i番目のGauss関数の中心である．
GAによる最適化問題では，Gauss関数の重
みwi(i = 1, 2, · · · ,M)を実数ベクトルによって
形成される遺伝子とする．本研究では，NSGA-

II[1]を使用して，以下に示す 2つの目的関数が
最大になるように，多目的最適化問題を解く．

Maximize : fv(x) ≡ vN(x)/vh (6)

Maximize : fu(x) ≡ Uout(x)/Uin(x) (7)

但し，vh及び vNはそれぞれ一様電流分布にお
けるペレットの最高速度と GA で得られた電
流分布の場合の最高速度である．但し，Uoutと
Uinはそれぞれ SLAシステムの出力エネルギー
と入力エネルギーを表す．
本研究を通して，物理的・幾何学的パラメタ
を以下のように固定する：R = 4 cm, b = 1

mm, m = 10 g, Z0 = 1 mm, ZL = 20 cm,

N = 20, EC = 1 mV/m, jC = 1 MA/cm2,

R1 = 5 cm, R2 = 7 cm, L =10 cm, α = 20

kA/ms, M = 180, K = 500, σ = 0.2．また，
NSGA-IIのパラメタである最大世代数と個体
数の総数をそれぞれ 500と 50とした．
図 2にペレット速度の時間変化を示す．同図
より，従来の電磁石形状（すべてのフィラメン
トが on状態）と比べて，最適化された電磁石形
状（図 2のインセット参照）の場合，ペレット速
度が大幅に増加していることがわかる．しかし
ながら，従来と比べて，最高速度に達する時間
は遅くなることも明らかになった．今後の課題
として，電磁石の形状最適化における最高速度
の時刻を短くすることが必要であると考える．

参考文献
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経験的モード分解を用いた東京都COVID－ 19新規感染者数のトレンド
解析
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概要
本研究の目的は経験的モード分解を用いて，

東京都の COVID-19新規感染者数のトレンド
解析を行うことである．本研究では，トレンド
解析で一般的に用いられている移動平均曲線と
は異なり，非線形データに適用できる短期トレ
ンドと長期トレンドを用いる．また，株価の解
析に適用されているゴールデン・デットクロス
を，短期と長期のトレンドを用いて非線形的に
定義し，近未来の感染者数の動向を推測する．

1 序論
近年，経験的モード分解（empirical mode de-

composition: EMD）は非線形かつ非定常信号
の解析手法として注目されている [1]．一方，株
価の解析では，長期・短期移動平均がトレンド
として用いられ，その二つが交差するゴールデ
ン・デットクロスも予測に用いられている [2]．
しかしながら，その平均移動の窓の取り方によ
り交差する位置が変化することも問題点として
指摘されている．
経験的モード分解では，周波数成分を除いた

残余は，窓をもたない非線形のトレンドとして
定義することができる [3]．そこで，本研究の
目的は経験的モード分解を用いてゴールデン・
デットクロスを非線形的に定義し，それを用い
て株価の変動と比較して，外的要因による影響
が少ない COVID-19新規感染者数のトレンド
解析と予測を試みることである．

2 経験的モード分解と非線形トレンド
経験的モード分解は非線形・非定常の時系列

データ s(t)を有限な固有モード関数（intrinsic

mode function: IMF）{ci(t)|i = 1,…., n}と一
つの残余 r(t)で構成されると仮定する [1]．

s(t) =

n∑
i=1

ci(t) + r(t) (1)

IMF関数とは，以下の二つの条件を満足する
関数である [1]．

• 信号の極値の個数と零交差の個数が等し
いか差が 1である．

• 任意の時刻において，極大値を結ぶ包絡
線と極小値を結ぶ包絡線の平均値が零で
ある．
また，下記のように周波数成分を除いた残余

をトレンドに定義する [3]．
• トレンドはデータ性質に適合した単調関
数，または特定の区間内に最大で 1つの
極値しか存在しない関数である．

• トレンド除去はトレンドを取り除く操作
であり，ボラティリティは特定の区間内の
トレンドを除去したデータのことである．

3 非線形トレンドを用いた COVID-19

新規感染者数解析
東京都が公開する東京都の COVID-19新規
感染者数のデータ [4]に対して，経験的モード
分解を用いて非線形トレンド解析を行う．解析
区間は 2021年 2月 28日から 2022年 7月 25日
までのデータを対象とする．図 1に解析区間の
491日間のオリジナルデータと分解された 6つ
の IMFと 1つの残余を示す．IMF2の平均周波
数の逆数が約 7日であるため，IMF2以上の周
波数成分は１週間の日ごとの検査変動により生
じたボラティリティだと考えられ，ノイズとし
て見なすことができる．

Wuらの研究 [3]によると，残余と最も周波
数の低い IMFと残余の和は，それぞれ長期ト
レンドと短期トレンドに定義することができ
る．したがって，本研究は窓をもたない非線形
の長期・短期トレンドを用いて，ゴールデン・
デットクロスを用いた感染拡大の予測を試みる．
図 2が示しているのは，2020の 2月 28日から
2020年 7月 8日の間の分解結果であり，IMF1

と IMF2を除去された新規感染者数，と長期・
短期トレンドを示している．ノイズ除去された
データ (青)よりわかるように，日ごとの検査件
数の変動による影響が削除されているのがわか
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る．これは線形的に周波数成分を分解するフー
リエ変換と全く異なる非線形的なノイズ除去法
である．また，赤い丸で示した短期トレンドと
長期トレンドが交差する非線形のゴールデンク
ロスは，2020年 7月 9日の時点で捉えること
ができた．すなわち，2020年 7月 9日の時点
で第 2波の到来が予想されることになる．この
ように，非線形のゴールデンクロスを用いるこ
とで，感染拡大を予測する可能性がある．

4 結論
本研究は，経験的モード分解を用いて，非線

形の長期・短期トレンドを東京都のCOVID-19

の新規感染者数の解析に適用した．また，非線
形のゴールデン・デットクロスの定義をし，そ
れを用いた感染拡大の予測も試みた．したがっ
て，本研究が得られる結論は以下の通りである．

• 経験的モード分解を用いて東京都COVID-

19新規感染者数から短期・長期非線形ト
レンドを抽出できた．

• 非線形のゴールデンクロスは感染拡大の
予測へ応用可能性を示唆した．
非線形ゴールデン・デットクロスを用いた予

測の精度検証と評価が課題になるため，今後の
研究課題とする．

参考文献
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tribute a lot for constructing an intelli-

gent decision support system for deal-

ing stocks,” 2008 International Confer-

ence on Control, Automation and Sys-

tems, pp. 2547-2550, (2008).

[3] Wu, Z., Huang, N. E., Long, S. R., and

Peng, C. K., “On the trend, detrend-

ing, and variability of nonlinear and

nonstationary time series.” Proceedings

of the National Academy of Sciences,

104(38), 14889-14894. , (2007).

[4] 東 京 都 新 型 コ ロ ナ ウ イ
ル ス 感 染 症 対 策 サ イ ト,

https://stopcovid19.metro.tokyo.lg.jp/

図 1. 東京都 COVID-19新規感染者数と非線形的分解

図 2. 長期・短期非線形トレンドのゴールデンクロスの例
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仲佐 和泰 1, 中野 張 2

1,2東京工業大学 情報理工学院 数理・計算科学系 数理・計算科学コース
e-mail : 1nakasa.k.aa@m.titech.ac.jp, 2nakano@c.titech.ac.jp

1 はじめに

COVID-19（新型コロナウイルス感染症）の
感染者数や、それによる死者数は世界中で現在
も増え続けている。医療的に大きな問題になっ
ていることはもちろんのこと、感染拡大を防ぐ
ために人との接触を減らす生活を余儀なくされ
ることにより、経済的にも大きな問題となって
いる。そのため、COVID-19の感染者の推移を
予測する意義は極めて大きい。
本研究では、Platen[1]が提案した COVID-

19の確率微分方程式による数理モデルに、適
切な条件下で [2]により定義された平方根過程
が適用できることを示し、数理モデルを改良す
る。それを利用することで、数理モデルで用い
るパラメータを最尤推定で求められる。そのた
め、日本の COVID-19の実際の感染者数や死
者数のデータをもとに、数理モデルを日本で適
用できるようなパラメータを求める。さらに求
めたパラメータを数理モデルに適用し、日本の
感染者数の推移をシミュレーションする。

2 準備

時刻 tでの感染者数を Yt、感染しない人（感
染症から回復した人、あるいはワクチン接種
をした人）の数を Zt、人口を ntとする。yt =

Yt/nt, zt = Zt/ntとする。Wtをウィーナー過
程とする。[1]により、ytは以下の式を満たす。

dyt =

(
yt
σ

(Rt(1− zt)− 1) +
ϵt
nt

(1− zt)
)
dt

+

√
νytRt
σnt

(1− zt)dWt (1)

σ,Rt, ϵt, νは未知のパラメータであるとする。
一方で [2]によると、以下で表された Ỹtは平

方根過程と呼ばれる。

dỸt =

(
δ

4
c2t + btỸt

)
dt+ ct

√
ỸtdWt (2)

ただし bt ∈ R, ct > 0, δ ≥ 0である。この平
方根過程は [2]で密度関数が与えられている。

3 本論

3.1 平方根過程の適用

式 (1)において、拡散項を変形した以下の式

dyt =

(
yt
σ

(Rt(1− zt)− 1) +
ϵt
nt

(1− zt)
)
dt

+
√
νytdWt (3)

を用いる。Rt, zt, nt, ϵt が時間に依存しないと
仮定し、それぞれR, z, n, ϵと表すことにする。
δ = 4ϵ

nν (1 − z), b = 1
σ (R(1 − z) − 1), c =

√
ν

と置き換えると、式 (3)は

dyt =

(
δ

4
c2 + byt

)
dt+ c

√
ytdWt (4)

となる。これは式 (2)と同じ形になっているの
で、感染者数の割合 yt は平方根過程になる。
yt = Yt/nであり、nは時間に依存しない定数
と仮定したので、Ytも平方根過程になる。

3.2 パラメータの決定と数値計算の結果

前節で述べた通り、Rt, zt, nt, ϵtが時間に依存
しないと仮定すると、Ytは平方根過程になる。
そのことから密度関数が分かるため、未知のパ
ラメータ σ,R, ϵ, ν を決めるには最尤推定を用
いることにする。
以下のような条件を定める。

• [3]から、一定期間の日本の PCR検査陽
性者数とその期間の日本の人口のデータ
を用いる。また、その期間までの累計の
PCR検査陽性者数と COVID-19による
累計の死者数のデータも用いる。これに
より、その期間内の Yt の値と Z の値が
決められる。
• ワクチン接種はないものとする。
• 尤度関数は、[2]で与えられた平方根過程
の密度関数を用いる。
• 尤度関数を最大化するようなパラメータ
を求めるために、確率的勾配降下法を用
いる。各試行で初期値をランダムに変更
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しながら確率的勾配降下法を 100回程度
繰り返し、最も尤度関数が大きくなる結
果を用いる。

パラメータの決定と数値計算をいくつかの例
で行ったが、その例の 1つとして、ここでは日
本での 2021年 5月 12日～2021年 6月 10日の
30日間の感染者が減少している時のデータを
用いて考える。日本の人口は、[4]による 2021

年 6月 1日の日本の人口の推定値を用いる。
以上の条件でパラメータを求めた結果、

σ = 59.654033, R = 0.195756,

ϵ = 1.715145, ν = 2.169769

という値が得られた。この結果を用いて、式 (3)

を離散化した式

Yi+1 = Yi +

(
Yi
σ

(
R

(
1− Z

n

)
− 1

)
+ ϵ

(
1− Z

n

))
+
√
νYiUi (5)

(ただし Uiは正規分布)

に当てはめて数値計算を行って感染者数の推移
を表したものが、以下の図 1である。図の青い
線が実際の日本の一日ごとの新規感染者数の推
移であり、そのうちの 30日間 (2021年 5月 12

日～2021年 6月 10日)を用いてパラメータを
求め数値計算を行い、感染者数の推移を推測し
たものがオレンジの線である。オレンジの線で
は確率的な変動があるので、それを無くして推
測したものが緑の線である。

図 1. 日本の実際の感染者数と、数値計算による結果

4 結論・今後の課題

Platenが提案した COVID-19の確率微分方
程式による数理モデルに、適切な条件下で平
方根過程が適用できることを示し、数理モデル
を改良した。また、それを利用し、数理モデル
で用いるパラメータを最尤推定で求め、日本の

COVID-19 の実際の感染者数や死者数のデー
タをもとに、数理モデルを日本で適用できるよ
うなパラメータを求めた。さらに、求めたパラ
メータを数理モデルに適用し、日本の感染者数
の推移のシミュレーションを行った。
今後の課題として、途中でいくつかのパラ
メータが時間に依存しないと仮定したが、その
仮定を緩められるようにしたい。また、今回は
ワクチン接種を無いものと仮定した上で考え
ていたため、Zの値を活かし切れていなかった
ので、ワクチン接種がある場合でのシミュレー
ションも考えたい。
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超関数を用いた渦列及びせん断層の数理モデルについて 
 
   著者 石井良夫1 
     1所属 創価大学 理工学部 情報システム工学科 

     e-mail: chaos@soka.ac.jp 

 

1  はじめに 
 超関数は実用的な観点から導入され、そして

発展し利用されてきた。例えば電気回路などで

有名なヘビサイドのステップ関数から衝撃関

数への発展や、ディラックの導入したデルタ関

数 1は、物理的には原点におかれた単位の点電

荷を表す電荷分布とみなせ、これらの超関数は、

我々になじみの深い物理現象 2を理想化してい

ることに対応している。他方、これら応用面か

ら発展した超関数を数学的に体型立てたのは、

L. シ ュ ワ ル ツ ( 超 関 数 (Distribution 

function))3,4であり、これにより数学的にもそ

の存在が確立され、この業績によってシュワル

ツはフィールズ賞を受賞している。“長年実用

に耐える原理はその数学的なベースが確立さ

れるものである“と言われているように、例え

ばフーリエ解析などもその一例と言えるので

あろう。また佐藤幹夫がシュワルツとは別に、

超函数（hyperfunction)5,6を独自に定義してい

る。これらの超関数は数学的な面白さもさるこ

とながら、それらの応用面が最近注目を集めて

いる。例えばデルタ関数の画像処理への応用 7

や、佐藤超関数の数値積分への応用 8などがあ

り、最近では新しい応用面が発展しつつあると

考えられる。 

 そこで本研究では、既に流体力学への応用が

なされている超関数（δ関数）9 について、さ

らに発展させ取り組むものである。具体的には

二次元流れ場中に存在する特異点としての吹

き出しや吸い込み、渦などについて、それらが

複数有限個ないし無限個存在する場合に、超関

数を用いてそれらがどのように記述できるか、

数理モデルについて検討する。 

  

2  超関数の流体力学への応用 
 １）超関数と超函数 

一般的に超関数は、従来の関数の定義に則っ

ていないにもかかわらず、従来の関数の計算規

則に対応することを可能にした関数であり、先

に述べたようにシュワルツの定義したものと

佐藤幹夫が定義したものがある。 

シュワルツの超関数は、超関数を汎関数に変

換することによって従来の関数との計算規則

との対応を可能にしており、他方、佐藤幹夫の

超函数は、シュワルツの超関数の関数概念を拡

張させ、複素平面上にて実軸を境に上半平面と

下半平面でそれぞれ正則な二つの解析関数を

考え、それぞれの軸に対する境界値の差の極限

で導出される関数を定義するものである。その

他、関数列によって定義される超関数として、

ライトヒルの超関数 10（generalized function）

などがある。 

2）二次元流れ場中の特異点記述ついて 

流体力学において、二次元流れ場中の特異点

として、吹き出しと吸い込み、渦が考えられる。

これらの記述は、吹き出しや吸い込みの場合で

は平面上のある領域を考え、そこから流出する

流量について速度の微分との関係を考えるこ

とができ、さらに複素平面上の速度ポテンシャ

ルを用いて速度を記述することによって、流れ

場を単純な速度ポテンシャルの２階偏微分方

程式に記述することができる。この時、流れ場

中に特異点（吹き出し又は吸い込み）を含む場

合、偏微分方程式はラプラスの方程式からポア

ソンの方程式になり、ここで超関数（δ関数）

を用いて単純に記述することができる。 

他方、渦の場合は平面上である領域の循環を

考え、同様に複素平面上の流れ関数を用いるこ

とによって速度を記述し、流れ場を単純な流れ

関数の２階偏微分方程式に記述することがで

き、同じく流れ場中に特異点（渦）が存在する

場合はその方程式がポアソンの方程式となり、

ここで超関数（δ関数）を用いて記述できる。

二重渦が流れ場中にある場合は、超関数を含む

この式を微分することによって記述すること

が可能である。 

 

3  有限及び無限個の特異点記述について 
2 次元流れ場中における特異点すなわち渦点

などの記述は、超関数（δ関数）と速度ポテン

シャルや流れ関数を用いることによって同次

（ラプラスの方程式）及び非同次（ポアソンの
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方程式）の偏微分方程式として簡便に表すこと

ができ、さらに二重渦の場合は非同次における

超関数の微分によってあらわすことができた。 

 有限個の特異点列の一例として、ガスタービ

ンやジェットエンジンなどの翼列を有する内

燃機関の流れについて考えると、翼一つを特異

点で置き換えることにより翼周りの流れにつ

いて超関数を用いて記述でき、さらに翼が翼列

となると、個々の翼それぞれに特異点としての

超関数（δ関数）を適用することによって全体

の流れ場を記述することができる。これは超関

数（δ関数）の有限和で記述でき、式を展開す

ると指数関数の有限和として表示できる。これ

よりアクチュエータディスク理論 11などを用い

ることによって、二次元流れ場中の翼列周りの

流れを解析することができる。 

 さらに翼列においてその数が有限個から無

限個になった場合、すなわち特異点列が有限個

から無限個になった場合を考える。これはもは

や特異点や特異点列というより、むしろ線状な

状態、すなわち特異線になると考えられ、この

線状の特異点列、すなわち特異線は渦層やせん

断層などの境界層を形成する面（二次元平面で

は境界線）と考えられ、例えば孤立渦の場合は

一点に渦が存在する場合であり、特異点として

0 次元（点）として存在しており、複数個の渦

が存在する場合は特異点列として、フラクタル

次元でいうところの0次元と1次元の中間次元

を有するものである。そして特異点である渦が

無限に一列に集まった場合（線状の場合）は、

有限個の数理モデルの極限値（積分形式）で表

されると考えられる。 

 また二次元流において、二つの異なる速度が

ある場合にその速度差の界面（線）にはせん断

流が生成し、そして速度差から渦が発達するこ

とは周知の事実である。そしてこの現象は流体

力学における層流乱流遷移現象として重要な

研究の一つであり、本研究で取り組んだ無限個

の特異点すなわち特異線についての記述（数理

モデル）が、これらの現象の解明の一助になる

ものと考えられる。 

 

4  おわりに 
 複素平面を用いた2次元流れ場の記述におい

て、速度ポテンシャルと流れ関数、超関数（δ

関数）を用いることによって、吸い込みや吹き

出し、渦などの特異点を簡便に記述することが

でき、さらに本研究では、それらの記述を発展

させ、有限個の特異点列すなわち有限個の渦列

や、無限個の特異点列すなわち特異線について

の記述を試みた。これらは流体力学におけるせ

ん断層（線）や渦層（線）を示しており、従来

の考えを発展させた新たな記述、いわゆる数理

モデルについて考察することができた。 

 これらに関して、佐藤超函数の定義における

複素平面上における上半平面と下半平面の境

界、すなわち実軸上の分布がこれらを超関数と

して表される、とも言われており、今後の展望

として、佐藤超函数やライトヒルの超函数との

比較検討も必要であると考えられる。通常の関

数では記述できず無意味なことが、超関数を用

いることによって成立する場合があり、今後ま

すます様々な分野における超関数の利用がな

されるのではないかと考えられる。 
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Marangoni効果により駆動される液滴の運動の常微分方程式系による記
述

須田 智晴 1, 須田 沙織 2, 大村 拓也 3, 市川 正敏 2

1慶應義塾大学，2京都大学，3 Max Planck Institute for Terrestrial Microbiology

e-mail : tomoharu.suda@keio.jp

1 概要
界面活性剤の濃度勾配によるMarangoni効
果により駆動される油中水滴という実験系があ
る．これについては，サイズに依存してその運
動の様子も変化することが実験的に観察される．
今回，その挙動を表す常微分方程式系を Stokes

方程式と移流拡散方程式から球面調和関数展開
を用いた近似により導出し，その解析を行った
のでこれについて報告する．この方程式系は座
標系の設定などの影響により特徴的な挙動を示
し，「良い」微分方程式系ではあまり見られない
現象も観察される．なお，本発表の内容は [1]

に基づく．

2 問題の設定とモデルの記述
界面張力の不均衡により流れ場が誘起される

現象をMarangoni効果という．ある種の油の
中に界面活性剤を溶かし，そこに微小な水滴を
導入するとMarangoni効果により自発的な遊
泳を始める．その際，水滴のサイズに依存して
運動の様子が直線的なものから曲がりくねった
ものへと変化する現象が実験的に観察された．
そこで，このメカニズムを調べるためにモデル
を次のようにして構成した．
まず，半径Rの水滴表面での界面活性剤の濃
度分布 cの時間変化は次の移流拡散方程式に従
うものとする．
∂c

∂t
+ u · ∇c =

D

R2
∆spherec− αc

+ αβδ

(
θ − π

2
, ϕ− arg

v

|v|

)
,

(1)

ここでDは拡散係数，α, β > 0は系のパラメー
タ，∆sphereは球面上の Laplace-Beltrami作用
素である．また arg v

|v| で水滴の進行角度を表
す．一方，Marangoni効果により駆動される液
滴内部の流れ場は，その表面での界面活性剤
の濃度分布を与えると Stokes方程式を解くこ
とで決定でき，この場合の解の表示は既に知
られている [2]．そこで式 (1)にこの解を代入

することで cを求められる．今，cを球面調和
関数で c =

∑
cml Y

m
l と展開し，液滴の水平面

上での流れ場への寄与のある成分を 2次まで
取り出す近似を行うと常微分方程式系が得ら
れる．また，展開の各係数を複素数の極座標で
c11 = ρeiν , c02 = Z, c22 = µeiλと表示し，これを
無次元化することにより次を得る．

dρ̄

dt̄
=
−3(1 + χ)

10R̄

√
5

π

(
Z̄ −
√

6µ̄ cos(λ− 2ν)
)
ρ̄

−
(

1 +
2L2

R̄2

)
ρ̄+

1

4

√
6

π
,

dν

dt̄
=

3

10R̄

√
30

π
(1 + χ)µ̄ sin(λ− 2ν),

dZ̄

dt̄
=

1

35R̄

√
5

π
(7ρ̄2 + 15χZ̄2 − 30χµ̄2)

−
(

1 +
6L2

R̄2

)
Z̄ − 1

4

√
5

π
,

dµ̄

dt̄
=

1

40

√
30

π

(
−4ρ̄2

R̄
+ 5

)
cos(λ− 2ν)

− 6

7R̄

√
5

π
χZ̄µ̄−

(
1 +

6L2

R̄2

)
µ̄,

dλ

dt̄
= − 1

40

√
30

π

(
−4ρ̄2

R̄
+ 5

)
sin(λ− 2ν)

µ̄
,

(2)

ただしL, χ > 0は系のパラメータであり，R̄は
無次元化された水滴の半径である．
方程式は 5本あるが，λと νはΨ := λ− 2ν

の組でしか出現しないため，実質的には 4本の
式からなるとみなすこともできる．この性質は
モデルの座標系の設定において，液滴の方向に
関する自由度があるために生じている．

3 平衡点に関する解析
まず方程式系 (2)において直進運動に対応し
た平衡点の存在と安定性を調べる．これに関し
ては変数 Ψ := λ − 2ν を導入して方程式の本
数を減らしてから解析を行う．すると平衡点は
Ψ = 0の場合とΨ = πの場合に分けられ，それ
ぞれについて位置をプロットしてみると，t :=
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√
Rとおいたとき，t4− 1

10

√
30
π t

3+2L2 = 0もし
くは (17χ+ 7) t4−

√
30
π t

3 + (62χ+ 42)L2 = 0

となる Rにおいてグラフが途切れる現象が観
察される．これは一見何らかの分岐が発生し
ているようであるが，極座標系で表示したこ
とにより生じた見かけだけのものである．一
旦 ρ > 0, µ > 0という条件を外して考えると，
(ρ, ν, Z, µ, λ)が微分方程式系 (2)の解であれば，
(ρ, ν, Z,−µ, λ+ π)も解になっていることがわ
かる．そのため，µ̄ = 0となる平衡点が出現す
る Rの値を境に，本来同一の系列に属する平
衡点が Ψ = 0と Ψ = π とに分かれてしまう．
したがって，半径が変化しても直進運動の安定
性は変わっていないことがわかる．

4 摂動に対する応答性
それでは，何が運動の様子を変えているの

であろうか．実は，直進運動の安定性こそ変
化しないものの，その摂動に対する応答性は
観測される現象に影響を与える形で変化する
可能性がある．この事情を説明するため，次の
r ∈ (−∞, 1)をパラメータとする微分方程式系
を考えてみる．

ẋ = r(x− y)

ẏ = x− y
(3)

初期値 (x0 + ∆x, x0)からの解は x(t) = x0 +
1−re−(1−r)t

1−r ∆x, y(t) = x0 + 1−e−(1−r)t

1−r ∆xとな
る．したがって，平衡点 (x0, x0)の x成分に摂
動∆xを与えた場合，安定性によりそれは再び
平衡点に近付くが，その先は (x0+ 1

1−r∆x, x0+
1

1−r∆x)と元の点からずれる (図 1)．特に x成
分の摂動に対する応答の大きさは 1/(1− r)倍
になるため，r = 0を境に拡大・縮小が切り替
わることがわかる．また，rが小さくなるにし
たがって平衡点により速く近づくようになる．
方程式系 (2)においても，µ̄ = 0を境に，ν
と λについてこれと同様の現象が発生している
ものと思われる．実際，数値計算を行うと平衡
点から νに少し摂動を加えてずらした際，最終
的に残る摂動の大きさは上記の方法を νと λに
ついての微分方程式に適用して計算されるもの
とほぼ一致することが確かめられる．また，半
径が大きくなるにつれて平衡点に落ち着くまで
の時間も長くなることが観察される．
以上の観察を用いると，水滴の運動の様子の

変化は次のようなメカニズムにより生じている

と解釈できる．水滴の進行方向は π− νで与え
られるので，直進運動への摂動は νへの摂動と
考えることができる．したがって，微分方程式
系 (3)で見たのと同様の現象により，µ̄ = 0と
なる半径を境に，摂動がすぐに解消されその影
響もある程度相殺される状態から，摂動がある
程度長期にわたり影響を及ぼし続け，しかもそ
れが拡大する状態へと連続的に変化するものと
考えられる．特に水滴の遊泳している環境には
その運動に影響を及ぼす不純物や界面活性剤濃
度の不均一などが多く存在していることを加味
すると，こうした摂動の影響が蓄積することに
より運動が曲がりくねったものになっているも
のと思われる．

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
x

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

y

Δx

r=0.5

r=Δ0.5

図 1. 微分方程式系 (3)の挙動．平衡点 (0.5, 0.5)から x
方向に ∆x = 0.5だけ摂動を受けたとき，r = −0.5 < 0
の場合，最終的に x成分に残るズレは∆xよりも小さい．
一方，r = 0.5 > 0の場合は∆xよりも大きなズレが残っ
たままになる．
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表皮数理モデルを用いた基底膜形状と培養皮膚への応用
大野 航太 1, 小林 康明 2, 熊本 淳一 2, 傳田 光洋 3, 長山 雅晴 2

1中央大学，2北海道大学，3資生堂
e-mail : kohno737@g.chuo-u.ac.jp

1 概要
皮膚の中で最も外側にある表皮は，体内の水

分保持や外界からの細菌侵入を防ぐなど，人間
が生命機能を維持する上で重要な機能を司って
いる．表皮は最下層である基底層で細胞分裂を
行い，細胞は後に有棘細胞，顆粒細胞と分化し
ながら上方へと移動し，最終的には角化し，垢
となって剥がれる．分化した細胞はそれぞれ層
構造を形成しており (図 1(a))，角層や顆粒層は
保湿や細菌侵入防止といった生命維持のための
バリア機能を有している．表皮は分裂から剥が
れるまでのターンオーバーを繰り返しながらバ
リア機能や層構造を恒常的に維持しており，こ
の様な表皮構造を理解することは，医学的 ·生
物学的に非常に重要である．
我々は表皮構造の恒常性を再現する粒子ベー

スの数理モデルを構築した [1]．健常な表皮が
形成される条件を分裂能力という観点から示唆
した他，実際の皮膚で見られる老化現象による
影響を反映したモデリングや，皮膚疾患である
ウオノメの再現したなど，数理科学が皮膚科学
へ貢献出来る可能性を大きく持つ数理モデルと
なっている．
一方，実験調査において人工的に作られた培

養表皮モデルがよく用いられるが，性能面やコ
スト面に問題がある．培養する細胞が分裂を重
ねていない新しいものを用いると，培養されて
出来た表皮は人の表皮と同等の厚さを持つが，
新しい細胞を用いることがコスト面で問題と
なっている．一方，分裂回数を重ねた細胞を用
いると，安価の為一度の培養で使用できる細胞
は多くなるものの，分裂能力の低下から薄い表
皮が形成されてしまう．従って，安価であり厚
さが十分に形成された培養表皮モデルの作成が
求められている．
本研究は数理モデルから，この培養表皮モデ

ルの問題解決を試みる．この数理モデルにおい
て，表皮と真皮の境目である基底膜の表面積が
大きくなることで，基底層における分裂細胞の
個数が多くなり，表皮が厚く形成されることを
報告している [2]．この数理モデルの示唆から，

性能が向上した培養皮膚を作成に成功したが，
作成した表皮が土台から剥がせないという実用
面での問題が残った [3]．そこで我々はこの問題
も解決できる凹凸培養シートの作成を試みた．
しかし培養シートを作成する上で，凹凸の大き
さや間隔はどの程度が最適であるかというパラ
メータ選択が問題となる．そこで数理モデルか
らこの問題について示唆を与えた．数種類の凹
凸ピラー構造を持った基底膜を作成することで
数理モデルの数値実験を行い，厚さについての
評価を行い最適なピラー構造を予測した．数理
モデルの予測を元に凹凸培養シートを数種類作
成し，培養実験を行うことで，数理モデルと同
様の傾向で厚い培養表皮を作成することに成功
した．

真皮

角層

顆粒層

有棘層

基底層

(a) (b)

角質細胞

有棘細胞

基底膜

真皮

顆粒細胞

(娘)幹細胞

図 1. (a) 表皮構造の模式図．(b) 数理モデルで形成され
た表皮構造．([4]より引用)

2 数値実験
ピラーを三角格子状に並べた基底膜 (図 2(a))

を作成した．各ピラーは直径 Dp=10, 15, 20,

30, 60 [µm]，高さH = 30 [µm]，中心間距離が
L = 2Dp となる様にピラーを並べた．計算領
域はLX = 240 [µm], LY = 210 [µm]とし，境
界は周期境界条件とした．細胞１つあたりの直
径についてもパラメータとし，D=10, 12, 14,

16, 18, 20 [µm]と設定した．培養実験と合わせ
るために，計算開始時は基底膜上に分裂細胞と
有棘細胞が合わせて 2 ∼ 3層くらいになる様に
細胞を並べ，14日間相当の数値実験を行った．
数値実験によって得られた表皮が図 2(b)で
ある．また，ピラー直径Dpと細胞直径Dを変
えた際の，14日後の表皮厚さの計測結果が図 3

である．細胞直径D = 10, 12, 14 [µm]ではピ
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ラー直径Dp = 15 [µm]の基底膜において最も
厚い表皮が形成された．一方，D = 16, 18, 20

[µm]という比較的大きい細胞直径ではピラー
直径Dp = 20 [µm]において最も厚い表皮が観
察された．以上より Dp = 15 ∼ 20 [µm]にお
いて最適なピラー構造のパラメータが存在する
ことが示唆された．

図 2. 凹凸形状をもった基底膜での数値実験結果．(a) ピ
ラー直径 20 [µm] での基底膜．(b) 細胞直径 14 [µm] に
おける計算結果．([4]より引用)

3 実験との検証結果
培養実験において，数理モデルの示唆のもと

Dp =15, 20, 25, 30, 50 [µm]で培養シートを作
成した．その中でDp = 20 [µm]が最も厚く表
皮が形成され，数値実験と培養実験で同様の結
果を得ることが出来た．
本研究は，我々が考案した表皮構造数理モデ

ルが，皮膚科学において非常に有用であること
を示唆している．また有用な培養表皮を実験で
作成することが出来たので，皮膚科学における
製品開発や医学的・生物学的な問題に応用され
ることが期待される．

謝辞 本研究は，JST CREST (JPMJCR15D2)

の助成を受けている．
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Tamarin proverとTamarin proverを用いた少ない入力で検証できる
方法
中林 美郷
NTT 社会情報研究所
e-mail : misato.nakabayashi.mu@hco.ntt.co.jp

1 概要
Tamarin proverは暗号プロトコルの形式検

証ツールの一つであり，Dolev-Yaoモデルと呼
ばれる暗号プリミティブを理想化したモデルに
対して安全性検証を行うことができる．しかし，
その利用にあたって，入力コードに含める必要
のある情報が多いという問題がある．本発表で
は，Tamarin proverの概要と，上記問題に対
するアプローチである Tamarin proverを用い
たプロトコルの仕様のみから安全性検証を行う
方法について述べる．
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一般化Merkle-Damg̊ard構造に対する計算機支援証明
福留 直宙 1, 米山 一樹 1

1茨城大学
e-mail : 20nm728a@vc.ibaraki.ac.jp

1 概要
Merkle-Damg̊ard (MD)構造 [1][2]は定義域
拡張の一種であり、多くのハッシュ関数の構成
に採用されている。Backesら [3]は、定理証明
支援系であるEasyCrypt[4]を用いて、耐衝突性
および Indifferentiabilityを厳密に証明した。一
方で、MD構造には、chopMD構造やMerkle-

Damg̊ard with Permutationのような多くの実
用的な亜種や、これらの亜種を捉えた一般化
Merkle-Damg̊ard (GMD)構造 [5]が知られて
いる。GMD構造の安全性をEasyCryptによっ
て証明することで、今までより広いハッシュ関
数のクラスの安全性を厳密に示せることになる。
本稿では、GMD構造の耐衝突性をEasyCrypt

によって証明する。

2 形式化
GMD構造の耐衝突性を示すため、EasyCrypt

で以下の形式化を行った。
1) GMD構造のアルゴリズム
2) GMD構造の再帰的な定義
3) GMD 構造内部の固定長圧縮関数 f およ
び g、chop関数と gの合成関数 g′ のCol-

lision Finder

本稿では、2および 3の形式化について説明す
る。

2.1 GMD構造の再帰的な定義
GMD構造は、入力が固定長の圧縮関数を 2

種類用いて可変長に定義域を拡張し、最後に出
力を指定された長さに切り取って出力する。
定義 1. f ,g を入力長 k ビット、出力長 lビッ
トの圧縮関数、chopを lビットの入力の先頭か
ら nビットを出力する関数、padを padding関
数とし、IV∈ {0, 1}lを初期化ベクトルとする。
ハッシュ関数 GMDを以下のように定義する。

GMD = chop(g∗(pad(m), IV))

ただし、g∗ : ({0, 1}k)∗×{0, 1}l → {0, 1}lは次
の等式によって再帰的に定義される関数である。

g∗(nil, y) = y

g∗([x] :: nil, y) = g∗(nil, g(x, y))

g∗([x] :: xs, y) = g∗(xs, f(x, y))

ここで、nilは空のリスト、演算子 ::はブロック
リスト同士の連結を表す。

EasyCryptでの形式化を以下のように行う。
1 type state = (result * cap).

2

3 op f : block -> state -> state.

4 op g : block -> state -> state.

5 op gstar : block list -> state ->

state.

6

7 op pad : msg -> block list.

8

9 op GMD(m: msg) = fst(gstar (pad m)

IV).

10

11 axiom gstar_nil:

12 forall (y: state), gstar [] y =

y.

13

14 axiom gstar_last:

15 forall (x: block, y: state), (

gstar (x::[]) y) = gstar []

(g x y).

16

17 axiom gstar_cons:

18 forall (x: block, y: state, xs:

block list),

19 xs <> [] => gstar (x::xs) y =

gstar xs (f x y).

f, g, g∗の出力の型 stateを、nビットのビット
列型 resultと l − nビットのビット列型 cap

の直積として形式化している。
これを用いて、GMDの定義の形式化では、関
数 fstで gstarの出力の result型部分だけを
取り出すことで、chop関数を表現している。ま
た、g∗の定義を公理 gstar nil、gstar last、
および gstar consによって表現している。
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2.2 Collision Finder

Collision Finderは圧縮関数 f または g′の衝
突を引き起こす入力を見つけるためのプログラ
ムである。
xs1と xs2は、GMDの衝突を引き起こす平
文m1とm2にそれぞれ padを適用したもので
ある。Collision Finderは、これらのリストを
先頭から調べて f または g′ の衝突ペアを見つ
けようとし、衝突ペアが見つかったか、両者を
最後まで調べきったときに停止する。
ここでは、証明が煩雑になることを防ぐため

に、調べるべき残りのリストの長さが 1よりも
大きいときには f が衝突するかどうかを調べ、
それ以外の場合には g′ が衝突するかどうかを
調べるように明示している。

1 while (

2 (1 < size xs1 =>

3 ! (coll((head z0 xs1), y1) ((

head z0 xs2), y2))) &&

4 (size xs1 <= 1 =>

5 !(coll_last((head z0 xs1), y1)

((head z0 xs2), y2))) &&

6 0 <> size xs1) {

7 if ( size xs1 = 1 ) {

8 y1 <- g (head z0 xs1) y1;

9 xs1 <- behead xs1;

10 y2 <- g (head z0 xs2) y2;

11 xs2 <- behead xs2;

12 } else {

13 y1 <- f (head z0 xs1) y1;

14 xs1 <- behead xs1;

15 y2 <- f (head z0 xs2) y2;

16 xs2 <- behead xs2;

17 }

18 }

3 EasyCryptを用いた証明
2節で形式化したGMD構造を用いて、Easy-

Cryptで耐衝突性の証明を行う。ここでは、Col-

lision Finderの停止性の証明のみについて説明
する。なお、本稿の証明では関数 padは suffix-

free性を満たすとする。
EasyCryptでは、タクティックとよばれる推

論規則コマンドだけを用いて、2つのゲームと
その間に成り立つ性質を等価な一階述語論理式
に変換し、これを証明することで安全性を示す。

2.2節で形式化したCollision Finderにて、f
または g′ が衝突して停止することを示すため

には、以下のループ不変式が Collision Finder

にて成り立つことを、whileタクティックを用い
て示す。

1 fst(gstar xs1 y1) = GMD m1 &&

2 fst(gstar xs2 y2) = GMD m2 &&

3 size xs1 = size xs2 &&

4 (xs1 = xs2 => ((fst y1 <> fst y2)

\/ (y1 <> y2))) &&

5 (size xs1 = 0 => fst y1 <> fst y2

)

特に、3行目の式および padの suffix-free性
より、4行目の式が成り立つため、f または g′

で衝突して停止することが示せる。
また、5行目の式を与えることで、衝突が見
つからず、xs1および xs2を調べきって停止す
る場合が trivialなケースであることを証明で
きる。

4 まとめ
本稿では EasyCryptによって GMD構造の
耐衝突性に厳密な証明を与えた。今後の課題は
GMD 構造の Indifferentiability を EasyCrypt

によって厳密に証明することである。
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ProVerifを用いたPolicy-based Chameleon Hashによる修正可能なブ
ロックチェーンの形式化

杉山 航平 1，荒井 研一 2，岡崎 裕之 1，布田 裕一 3，三重野 武彦 4

1信州大学，2長崎大学，3東京工科大学，4エプソンアヴァシス株式会社
e-mail : 16t2089g@shinshu-u.ac.jp

1 概要
ブロックチェーンは登録されたデータの変

更ができないが，DerlerらによるPolicy-based

Chameleon Hash(PCH) [1] は，アクセスポリ
シーを満たすユーザによるブロックチェーンの
修正を可能にした．また，ProVerif [2]はBlanchet

らが開発した暗号プロトコルの自動検証ツール
であり，暗号プロトコルの秘匿や認証などの安
全性要件を検証することができる．
本稿では， [3] で提案した ProVerif でのブ

ロックチェーンの形式化手法を基に，PCHに
よる修正可能なブロックチェーンの形式化につ
いて提案する．

2 PCHによるブロックチェーン修正
Chameleon Hash(CH)では秘密鍵とトラップ

ドアの両方をもつユーザのみ，元のメッセージ
m,乱数 rの組 (m,r)のハッシュ値に対して衝
突が生じる，すなわち h=CH(m,r)=CH(m’,r’)

となるような新たなメッセージm’に対する整
数 r’を計算することができる．CHに加えてト
ラップドアを属性ベース暗号で暗号化すること
により，PCHでは条件を満たすユーザによる
トランザクションの修正を可能とした．
付録のコードでは，5～9行目で CHの形式
化を，11～16行目で属性ベース暗号による暗
号化と復号のルールを形式化している．
本稿では，PCHによる修正の一例としてブ

ロックが 3つのブロックチェーンにおいて，2

番目のブロックのトランザクション Tx1を失
効し TxAに修正するモデルについて形式化を
行う (図１)．

図 1. PCHによるブロックチェーンヘッダ構造の修正例

3 失効確認プロセスの形式化

図 2. 失効確認プロセスでの失効確認処理

本稿のモデルでは，失効対象となるトランザ
クションを管理する線形リストを形式化すると
ともに，リストの確認を行う失効確認プロセス
を定義し，検証プロセスに結果を送信をする設
計とした．リストへの登録は修正プロセス内で
行い，先頭と末尾の情報を基に失効確認プロセ
スでリストの探索を行う．
失効確認プロセスでは検証プロセスから受信
した検索対象トランザクションが失効している
か再帰処理で確認し，検証プロセスへと結果を
送信する (図 2)．はじめに (検索対象トランザク
ション，リストの先頭データ，リストの末尾デー
タ)の bitstring型の項の組を検証プロセスから
受信し，テーブル機能を用いてリストの先頭か
ら２番目のデータを取得する．２番目のデータ
が検索対象トランザクションと一致した場合失
効情報の登録を確認したため，失効を意味する
bitstring型の項 revを検証プロセスへと送信す
る．一致しない場合は再帰処理を用いて同様の
処理で末尾まで探索を行い，リストに失効情報
の登録が無い場合には有効を意味するbitstring

型の項 aliveを検証プロセスに返信する．

4 検証プロセスの形式化
チェーン構造の検証プロセスでは失効確認プ
ロセスと同様に再帰処理を用い，先頭のブロッ
クからはじめて末尾のブロックまでの到達可能
性を検証する．
プロセス内部では失効確認プロセスからの
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返答を基に，失効情報が登録されている場合は
CHを用い，そうでない場合にはハッシュ関数
を用いて現在のブロックのハッシュ値の検証を
行う．ハッシュ値が適正である場合は再帰処理
を用いて次のブロックの検証を行い，末尾のブ
ロックまでの確認を行う．

5 実行結果
PCHにより修正されたチェーンの到達可能性
の検証を行った．ProVerif(バージョン 2.02pl1)

で検証した結果，修正前のTx1は失効され，修
正後の TxAを用いてハッシュ計算を行い先頭
のブロックから最終ブロックまで辿る手順が表
示され，到達可能性の検証ができた (付録コー
ド参照)．
さらに，修正者の属性を変更することでPCH

のアクセスポリシー要件を検証した．実行の結
果条件を満たさない属性ユーザによる修正は不
可能であった．
また，今回の形式化では，ブロック数が 3つ

のブロックチェーンを想定して形式化を行った
が，ブロック作成プロセスを繰り返し記述する
ことによって，ほかの場合も同様に検証を行う
ことができる．

6 まとめ
本稿では， [3]で提案した形式化手法を基に，

CHの形式化，属性ベース暗号の形式化，線形
リストの形式化を行うことで PCHによる修正
可能なブロックチェーンの形式化を提案した．
今後の課題としては，トランザクションの前後
関係を管理する機能を持たせる方法について検
討を行う．

謝辞 本研究の一部は JSPS科研費 18K02917

の助成を受けたものです．
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A 付録 コード一部抜粋
1 (*code: Policy -Based Chameleon Hash*)
2 :
3 (omitted)
4 :

5 (* カメレオンハッシュの形式化 *)
6 fun f(bitstring , bitstring , bitstring ,bitstring):

bitstring.
7 fun hash(bitstring ,bitstring ,bitstring):bitstring.
8 reduc forall m1:bitstring , m2:bitstring , rx:

bitstring , td:bitstring;
9 chameleonhash(m2, f(m1 ,m2 ,rx,td),td) = hash(m1 ,rx,td

).

10 (* 属性ベース暗号の形式化 *)
11 fun enc(bitstring , bitstring): bitstring.
12 fun dec(bitstring , bitstring): bitstring.
13 fun g(bitstring):bitstring [private ].
14 equation forall a: bitstring , b: bitstring;
15 dec(enc(a,b),g(b)) = a.
16

17 (* 失効確認用の線形リスト*)
18 table CRL(bitstring ,bitstring).
19

20 (* ブロック修正プロセス *)
21 let rewrite(keyB:bitstring)=
22 :
23 (omitted)
24 :
25 insert CRL(head ,Tx1);
26 insert CRL(Tx1 ,tail);
27 :
28 (omitted)
29 :

30 (* 失効確認プロセス *)
31 let OCSP=
32 in(oc ,(cc:channel ,isr:bitstring ,cn:bitstring ,

lastn:bitstring));
33 if(cn=lastn)then
34 (
35 out(cc ,(isr ,alive))
36 ) else (
37 get CRL(=cn ,nn) in
38 (
39 if(nn= isr) then
40 (
41 out(cc ,(isr ,rev))
42 ) else (
43 out(oc ,(cc ,isr ,nn,lastn))
44 )
45 )
46 ).

47 (* チェーン構造検証プロセス *)
48 let check(keyB:bitstring) =
49 in (s, z:bitstring );
50 get SUBROOT (=z,Rz) in
51 (
52 in (t,(p:bitstring));
53 get HRC(=Rz, Rz_c , Rz_r) in
54 let Rz_etd = dec(Rz_c ,keyB) in
55 let Rz_hash = takehash(Rz) in
56
57 new cqc:channel;
58 out(oc ,(cqc ,p,head ,tail));
59 in(cqc ,(ret:bitstring ,ans:bitstring));
60
61 if(p = ret && ans = rev) then
62 (
63 get fix(=p, Tx_fix) in
64 (
65 if( chameleonhash(Tx_fix , f(p, Tx_fix , Rz_r ,

Rz_etd), Rz_etd) = Rz_hash ) then
66 out(s,Rz)
67 )
68 )
69 else
70 (
71 if ( hash(p, Rz_r , Rz_etd) = Rz_hash ) then
72 out(s,Rz)
73 )
74 ) else (
75 in (c,( Hcheck:bitstring));
76 if ( Hcheck = z ) then event PROOF
77 ).
78 process
79 make(g(A)) |rewrite(g(B)) |!OCSP |! check(g(B))
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解読不能なY00量子暗号装置とそのセッション鍵合意に向けて 
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     1三重大学 工学部 情報工学科 

     e-mail: iwakoshi＠cs.info.mie-u.ac.jp 

 
1 概要 
 代表的な量子暗号である量子鍵配送は、情

報理論的安全として注目を浴びているものの、

認証鍵の合意方法が見つからず、計算量的安

全な耐量子暗号による認証の提案がなされて

いる。一方、既存の通信インフラと親和性の良

い Y00 量子暗号は情報理論的安全な設計可

能性が示唆されたが具体的構成が不明である。

しかし実現した場合には情報理論的安全な鍵

合意も Y00 量子暗号で実行可能と示唆された。

本講演では上記 Y00 通信機の設計の指針を

概説する。 
 
2 はじめに 
 コンピュータネットワークでは多数のプロトコル

が利用されている。これらは７つの層に分類さ

れ、最も基本的な層が物理層とされる。 
 物理層のみが現在でも暗号化されていないた

め、インターネットを構築する主要な海底光ケ

ーブルを盗聴できれば、膨大な量のデータを

盗むことができる。もちろん光ファイバ中の信号

は物理層より上の層で暗号化されている。しか

し盗んだデータをサーバーに集め膨大な計算

資源と時間をかけて解読する攻撃手法もありえ

る。本攻撃は"Harvest now, decrypt later"と呼ば

れている[1]。対抗手段として、情報理論的安全

と さ れ る 量 子 鍵 配 送  (Quantum Key 
Distribution; QKD) が提案されている。しかし

QKD 単体では通信者どうしの認証方法が不明

であるため、耐量子暗号による認証が提案され

ている。 
 一方、Y00 量子暗号[2]は既存の通信インフラ

と親和性が高く、通信内容の改ざん防御手法も

提案されている[3]ため、通信の秘匿性・完全

性・可用性の 3 つを満たせる。Y00 量子暗号は

長らく計算量的安全と思われてきたが、情報理

論的安全に設計できる可能性が示された[4], 
[5]。もし、情報理論的安全な Y00 通信装置が

設計可能ならば、これを利用して共通鍵合意と

認証の方法も可能になるのではないかと目処も

たった[6]。 
 上述の通りならば、情報理論的安全な Y00 通

信装置の具体的構成に興味が湧いてくる。 

現時点では具体的構成を与える確実な方法

は不明である。しかし文献[5]の式 (53, 54) か

らある程度、今後の方針の推測は可能である。 
 
3 本論 
 情報理論的安全な Y00 通信装置の具体的な

構成を得るには例えば下記手法が考えられる。 
文献[5]の式 (53, 54) で記述された、攻撃者

による既知平文量子一括測定攻撃で鍵回復攻

撃を行うための最適閾値が導出できるため、こ

れら 4 つの閾値が光信号の IQ 平面に対して傾

きのない長方形を構成すると仮定する。すると、

ほ ぼ 必 然 的 に 信 号 配 置 は 直 交 振 幅 変 調 
(Quadrature Amplitude Modulation; QAM) を

選択すると良いと考えられる。さらに高速通信を

考慮に入れると、64QAM を元に構成することが

望ましい。以下に詳細を述べる。 
まず時刻 t の平文 x(t) ∊ {0, 1}6 と擬似乱

数列 sm(t) 及び Δxm′(t) から、信号レベル l(m, m′) 
∊ {0, 1, 2, …, 64L – 1} を下記で算出する。 

    2
( , ) 0

( ) : Map ( ) 4 LT ,n
m m m n nn
l t t L x x 

  s  (1) 

 Map[ ]: ( ) {0,1,2,..., 1}m t s L   s  (2) 

  : ( ) Map ( ) mod 4n n m nx x t t  s  (3) 

 2log( ) : {0,1} L
m nt s  (4) 

 : ( ) {0,1,2,...,5}n m nx x t     (5) 

 
20 1 2 (log ) 1( ) ( ( ), ( ), ( ),..., ( ))m m m m m Lt t t t t s s s s s  (6) 

 0 1 2( ) : ( ( ), ( ), ( ))m m m mt x t x t x t       x  (7) 

 0 1 2( ) : ( ( ), ( ), ( ))t x t x t x tx  (8) 

すると Lookup Table (LT) を用いた 4 値信号で

改ざん防御していた従来手法[3]を容易に64 値

へと拡張できる。上記 LT の例を表  1 に、

64QAM 信号配置を図  1 に示す。通常の

64QAM で発生する量子雑音の範囲に L 値の

信号レベルが詰め込まれた配置となる。理由は

後述する。 
また、擬似乱数列 sm(t) 及び Δxm′(t) は、そ

れぞれ初期鍵 (km, km′) から Linear Feedback 
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Shift Register (LFSR) や、TinyMT など均一性

のより良い擬似乱数生成器 (Pseudo-Random 
Number Generators; PRNGs) から生成され、そ

れぞれ log2 L bits, a bits ごとに区切られる。この

aは 6 値の疑似乱数である Δxm′(t)を、等確率で

生成するための精度を制御する bit 数である。 
 図 1 の信号配置をとる理由は、下記である。

文献[4]の IV.A 節から、2 つの疑似乱数生成器

の周期の最初公倍数TLCMがN round 経過した

時点で初期鍵 (km, km′) が推測される確率を

PTh << 1 とした場合に、下記の式を満たす必

要がある (p(km, km′) は先験確率)。 

   LCM
| |

Th

{0,1}

(1 )min Pr | , , (64 )
1 ( , )

NT
m m

m m

PL
p










ee
e k k x

k k
 (9) 

式(9)は、擬似乱数列の測定誤りパターン e ∊ 
{0, 1}|e| を既知平文量子一括測定から得られる

最小確率が、右辺を下回る確率で出現しては

ならないことを意味する。そして右辺の下界は 
(1 – PTh)(64L)–NTLCM である。しかし L 値の信号

レベルを量子雑音の範囲内に詰め込むことは、

技術的に難しいかもしれない。この場合、真性

乱数による古典雑音を加える必要が生じる[4]。 
さて、L の値を以下のように決める。標準的な

Y00 通信機では LFSR か TinyMT が PRNGs と 
 

表 1: LT の代表例 

LT
x n 0 1 2 3 4 5
00 0 1 3 2 1 3
01 1 3 0 3 2 2
10 2 2 2 1 0 1
11 3 0 1 0 3 0

Δx n

  

(a) 64QAM

LTによる変調

(b) 雑音内部の信号配置

式(9)の
雑音の
範囲

信号レベル
L = 2|km| + 2|km′|

雑音の中心

 
図 1: QAM Y00 の信号概要 (a) 64QAM の全

体像 (b) 各信号雑音内の信号レベル配置例 

して実装されるが、両者の鍵長を |km| bits, |km′| 
bits として 2|km| bits, 2|km′| bits の鍵ストリームが

盗聴されると、これらは鍵回復される。つまり全

鍵長 256 bits の 64QAM の場合には、全信号レ

ベルは 256 × 2 × 64 = 32,768 = 215 値あれば十

分であろう。 
従ってこれまでの QAM Y00 通信機のように、

IQ 平面上に均一に信号を配置すると、条件(9)
をおそらく満たせないと推察される。位相変調 
(Phase-Shift Keying) 型 や 強 度 変 調 
(Intensity- Shift Keying) 型でも同様であろう。 

つまり安全性の決め手は、信号配置デザイン

の問題ではないだろうか。 
 
4 まとめ 
 以上は筆者が一連の研究[4]–[6]で得た考察

であり、Y00 量子暗号の安全性証明を終えたと

は考えていない。数値シミュレーション[5]または

さらなる理論発展により、確認する必要がある。

もし情報理論的安全な Y00 通信機の具体的な

構成が決まれば、それを元に認証の安全性評

価[6]も今後、詳細に議論を詰めていく。 
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漸化式を用いた多面体上の格子点の数え上げ
平井 広志 1 松下 祐樹 1

1東京大学大学院 情報理工学研究科 数理情報学専攻
e-mail : matsushita-yuki555@g.ecc.u-tokyo.ac.jp

1 多面体上の格子点の数え上げ
ある多面体上の格子点の集合は、行列 A ∈

Zn×m,ベクトルb ∈ Znを用いて、{y ∈ Zm≥0|Ay
= b}と表される。 この集合の要素数を計算す
ることは整数計画問題の解の個数の数え上げに
等しく、グラフの完全マッチングの数え上げな
どを含む。例えば、Aをグラフの接続行列、bを
全成分 1のベクトルとすると、|{y ∈ Zm≥0|Ay =

b}|はグラフの完全マッチングの個数となるが、
完全マッチングの数え上げは、二部グラフの場
合でも、パーマネントの計算であり、P̸=NPの
下で多項式時間で計算することはできない。
この問題は、素朴な動的計画法を用いること

で、時間計算量O(m(||b||∞ + 1)n), 空間計算量
O((||b||∞ + 1)n)で計算できる。Barvinok[1]は
mを固定したときの効率的なアルゴリズムを
与えている。Lasserre-Zeron[2]は、Aが非負の
ケースで、次のような母関数を用いる手法を考
案した。

補題 1 ([2]) 非負行列 A ∈ Zn×m≥0 , 整数ベクト
ル b ∈ Zn≥0に対し、f(b) = {y ∈ Zm≥0|Ay = b}
と定める。ẑ(f) =

∑
b∈Zn

≥0
f(b)xbとすると、

ẑ(f) =
1

(1− xA1) · · · (1− xAm)

である。ただし、Aiは Aの i列目の列ベクト
ルを表し、c ∈ Znに対し、xc = xc11 . . . xcnn と
表記する。

母関数による手法は、最新の研究 [3]でも用い
られており、時間計算量O(poly(n,m, ||b||∞)

(||b||∞ + 1)n),空間計算量O(poly(n,m, ||b||∞))

を達成している。

2 漸化式的アプローチ
計算の困難な関数に対して、その関数の偏微

分方程式系から、数値的に計算するホロノミッ
ク勾配法という手法がある [4]。
具体的には、多変数関数 f(x1, . . . , xn)に対
して、次のようなことを考える。

定義 2 (Pfaffian方程式系)

R = C(x1, . . . , xn)[∂1, . . . , ∂n]を有理関数係
数の多項式環とする。R の元で、f を解に持
つ微分方程式全体の集合は、R の左イデアル
であり、このイデアルを I とする。R/I が有
理関数係数のベクトル空間をなす場合、基底
s1 = 1, . . . , smがとれて、基底性より、∂isj =∑m

k=1 gijk(x)sk が成立する。ここで gijk(x)は
C係数の n変数有理関数である。よって、各成
分が C(x1, . . . , xn)の行列Qiを用いて、

∂i

 s1 ◦ f
...

sm ◦ f

 = Qi

 s1 ◦ f
...

sm ◦ f


となる。この偏微分方程式系をPfaffian方程式
系という。

これを用いて、数値的に f を計算できる。本
研究では、この手法を離散的な場合に適用して
漸化式を得る。Zn上の関数 f に対し、差分作
用素∆+

i を∆+
i f(b) = f(b + ei)と定める。こ

こで eiは第 i成分が 1で他が 0の整数ベクトル
である。Pfaffian方程式系は微分方程式系であ
るが、Zeilbergerの方法 [5]で、差分方程式系
を得ることができ、それが f を計算するための
漸化式になる。以上をまとめたのが、次のアル
ゴリズムである [6]。
多面体上の格子点数え上げアルゴリズム� �
入力:非負行列A ∈ Zn×m≥0 ,ベクトル b ∈ Zn

出力:f(b) = |{y ∈ Zm≥0|Ay = b}|
1⃝ẑ(f)を解に持つ微分方程式が生成するイ
デアルを計算する。
2⃝f を解に持つ差分方程式が生成するイデ
アルを計算する。
3⃝f に関する Pfaffian方程式を計算する。
4⃝必要な初期値を計算し、f の値を計算す
る。� �
イデアルの計算にはグレブナー基底を用いる
ため、計算量解析が困難であり、現実的な時間
で計算できる範囲も狭まってしまう。本発表で
は、一次元の場合に限り、グレブナー基底を用
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いない計算方法およびその計算量解析も紹介
する。

3 一次元の場合の計算手法
上記のアルゴリズムでは、グレブナー基底を

用いるが、n = 1で、グレブナー基底を用い
ずに計算する方法を紹介する。まず、次が成り
立つ。

補題 3 ẑ(f) = 1
(1−xa1 )···(1−xam ) とする。ここ

で、g(x) =
∏m
i=1(1− xai)とおくと、(

g(x)
∂

∂x
+ g′(x)

)
◦ ẑ(f) = 0

が成立する。

f を解に持つ微分方程式全体の集合はイデアル
をなすが、C(x)[ ∂∂x ]の左イデアルは、単項から
生成され、g(x) ∂

∂x +g′(x)はその生成元である。
C[x, ∂∂x ]の場合の生成元ではない。
この微分方程式から、一般の場合と同じ方

法で、漸化式を構成することで、次の式が得ら
れる。

補題 4 (
n∏
i=1

(1−∆−ai)

)
◦ f = 0

である。ただし、整数 n に対し、∆−n とは、
∆−nf(z) = f(z − n) となる作用素を表す。

線形な漸化式を満たす数列 aが n ≥ k で、
an =

∑k
i=1 cian−iを満たす時、母関数 f(x) =∑∞

i=1 aix
iは、k− 1次以下の多項式 P (x)を用

いて、f(x) = P (x)

1−
∑k

i=1 cix
i
と表されるが、補題

4の式は、この関係に対応する。さらに、この
漸化式は改善の余地が有る。g(x) ∂

∂x +g′(x)は、
g(x)と g′(x)の共通因数となる多項式で割り算
しても、ẑ(f)を解に持つ微分方程式であるこ
とに変わりはない。n = 1の場合、元の微分方
程式の係数の次数が、漸化式の次数を定めるの
で、共通因数をくくりだしてから、変換を行う
ことで、より次数の小さい漸化式が得られるこ
とが予想される。実際に次の結果が得られる。

定理 5 多項式 h(x) = gcd(g(x), g′(x)), 集合
S = {d ∈ N|dを約数に持つ aiが存在する } と
する。 g(x)

h(x)
∂
∂x + g′(x)

h(x) という微分方程式を用い
て、漸化式を構成すると、その漸化式の次数は∑

d∈S ϕ(d)である。ただし、ϕはオイラートー
シェント関数を表す。

この漸化式をもとに、f(b)を計算した場合、時
間計算量 O((b + m)

∑
d∈S ϕ(d)), 空間計算量

O(
∑

d∈S ϕ(d))を達成する。漸化式に基づいて
計算するため、時間計算量は bに依存するが、空
間計算量は bに依存しない形となっている。補題
4の漸化式と、定理5の漸化式では次数に大きく
差が出る場合が有る。A = (2, 3, 5, 10, 15, 20, 30)

のとき、S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 15, 20, 30} と
なるが、補題 4 の方法では、漸化式の次数が∑m

i=1 ai = 85であるのに対し、定理 5の方法
では、

∑
d∈S ϕ(d) = 40となる。

定理 5の評価は、実際にグレブナー基底を用
いた場合の漸化式についても、上からの評価を
与えている。

謝辞 本研究は、JST、さきがけ、JPMJPR192A

の支援を受けたものである。
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分割的付値斜体におけるDieudonné行列式の付値計算
大城 泰平 1

1東京大学 大学院情報理工学系研究科 数理情報学専攻
e-mail : oki@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 はじめに
斜体 F 上の写像 v : F → Z ∪ {+∞}が
(1) v(ab) = v(a) + v(b) (a, b ∈ F ),

(2) v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)} (a, b ∈ F ),

(3) v(1) = 0, v(0) = +∞

を満たすとき，vをF 上の（離散）付値とよび，
付値を備えた斜体を（離散）付値斜体という．
次数の−1倍を付値とする，体K上の有理関数
体K(s)が可換な付値斜体の代表例である．
体上の行列に定義される通常の行列式の拡張

として，斜体F上の正方行列AにはDieudonné

行列式 DetA が定義される．DetAは F の元
でないものの，その付値 ζ(A) := v(DetA)はA

に基本変形を行って得られる対角行列の対角成
分の付値の和として定義され，例えば A,B ∈
Fn×n に対し ζ(AB) = ζ(A) + ζ(B)が成り立
つ．Aが非正則ならば ζ(A) = +∞である．
本研究では ζ(A)を計算するアルゴリズムを
考える．F が分割的 [1]という性質を満たすな
らば，追加情報としてAが正則な場合の ζ(A)

の上界を必要とするものの，多項式行列の行列
式の次数を計算するMurota [2]の組合せ緩和
法および森山–室田 [3]の行列拡大法がどちら
も拡張可能であるということを示す．加えて，
多項式行列の場合に対してよく知られる上界の
見積が有効な F の特徴づけも与える．

2 分割的付値斜体
v(π) = 1なる π ∈ F を固定する．あるK ⊆

F が存在し，任意の a ∈ F は一意な (ad)d∈Z ⊆
Kを用いてa =

∑∞
d=v(a) adπ

dと表示できる．こ
れを aのπ進展開という．KとしてF の部分斜
体をとれるとき，F は分割的であるという [1]．
分割的なF が可換ならば，F はK上のLaurent

級数体 K((π)) と同型である．一般の場合は，
δ0-高階微分とよばれる写像の族 δd : K → K

(d ∈ Z≥0)を用いて各 b ∈ K と πの交換則を

πb =
∞∑
d=0

δd(b)π
d+1 (1)

と定めれば，F の演算はKの演算と (δd)d∈Z≥0

から決定される．
分割的付値斜体の例を挙げる．Kを斜体，σ
をK上の同型，δ : K → Kを各 a, b ∈ Kに対
して δ(ab) = σ(a)δ(b) + δ(a)bを満たす加法的
な写像とする．記号 sを用意し，各 b ∈ Kに対
する交換則を sb = σ(b)s + δ(b)と定める．例
えばK := C(t), σ := idK , δ(f) := df

dt (f ∈ K)

とすれば，sは微分演算子 d
dt である．K 上の

sの多項式を歪多項式とよび，歪多項式全体の
環をK[s;σ, δ]とかく．歪多項式環の商体を歪
有理関数斜体とよび，K(s;σ, δ)とかく．各 g ∈
K(s;σ, δ)の次数 deg g は通常の有理関数の場
合と同様に定義される．このときK(s;σ, δ)は
付値− degを備える分割的付値斜体である．
分割的付値斜体 F を扱う計算モデルとして，

Kの演算と，各 d ∈ Z≥0, b ∈ Kに対する δd(b)

の評価が定数時間で行えるモデルを仮定する．
アルゴリズムの入力は A0, . . . , Aℓ ∈ Kn×n お
よび A :=

∑ℓ
d=0Adπ

dが正則な場合の ζ(A)の
上界M ∈ Z≥0であり，出力は ζ(A)である．

3 組合せ緩和法
二部グラフG = (V,E)を次のように定める．
頂点集合は [n]⊔ [n] ([n] := {1, . . . , n})であり，
Ai,j ̸= 0なる (i, j)間に辺を引き，その重みは
v(Ai,j)とする．G(A)の完全マッチングの最小
重みを ζ̂(A)とすると，deg detの場合と同様に
ζ̂(A) ≤ ζ(A)が成立する．この不等式に基づき，
組合せ緩和は次の枠組みで ζ(A)を計算する．
Phase 1. ζ̂(A)を計算する．
Phase 2. ζ̂(A) > Mならば+∞を，ζ̂(A) =

ζ(A)ならば ζ̂(A)を出力し終了する．
Phase 3. ζ(A) = ζ(A)かつ ζ̂(A) < ζ̂(A)

を満たすAにAを更新し，Phase 1に戻る．
Phase 2の等式 ζ̂(A) = ζ(A)の確認には，最
小重み完全二部マッチング問題の双対問題

max
∑n

i=1 pi +
∑n

j=1 qj
s.t. pi + qj ≤ v(Ai,j) ((i, j) ∈ E)

p, q ∈ Zn
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を用いる．(p, q) を双対実行可能解とすると，
C := D(π−p)AD(π−q)の各要素の付値は非負
である．ここでh = (hi)i ∈ Znに対しD

(
πh
)

:=

diag
(
πhi
)
i
とおいた．双対最適解 (p, q)に対し，

A#をCの π進展開における π0の係数とする．
このとき，ζ̂(A) = ζ(A)であることと，A#が
正則であることは等価である．Phase 3では，
UA# が行階段形となる U ∈ GLn(K)をとり，
A := D(πp)UD(π−p)Aとすれば，このAは条
件を満たす．これらは多項式行列に対する通常
の組合せ緩和 [2]と同様である．
今回の問題設定に特有の困難について述べる．

Phase 3におけるD(πp), D(π−p)の乗算の実装
には，各 b ∈ Kに対するπbおよびπ−1bのπ進
展開の係数計算が必要となる．πbの計算は (1)

に従えばよいが，無限個の項が発生するため，
m ∈ Z≥0を適当に定め，πm+1以降の項は切り
捨てる必要がある．実は m = M としてよい
ということが示される．一方，π−1bの計算は
δ−1
0 (b)の評価を含み，これは仮定した計算モデ
ルでは不可能である．AではなくCを保持・修
正することで，πbの計算のみでアルゴリズムを
実装することが可能であり，次の定理を得る．
定理 1 組合せ緩和法は ζ(A)をO

(
ℓ2n5+ℓn4.5

)
時間で計算する．

4 行列拡大法
各 i, d ∈ Z≥0 に対し，πdAの π進展開の πi

の係数をA
(i)
d とする．K 上の行列 Ωµを

Ωµ :=



A
(0)
0 A

(0)
1 A

(0)
µ−1

O A
(1)
1 A

(1)
2 A

(1)
µ−1

A
(µ−2)
µ−2 A

(µ−2)
µ−1

O O A
(µ−1)
µ−1


と定義し，ωµ := rank Ωµ とおく．さらに k ∈
[0, n] := {0, . . . , n}に対しζk := min

|I|=|J |=k
ζ(A[I, J ])

とおく．ここでA[I, J ]は行集合を I，列集合を
JとするAの部分行列である．次の定理は，整
数列 (ωµ)µ∈Z≥0

と (ζk)k∈[0,n] が離散 Legendre

共役の関係にあることを主張する．
定理 2 各 kに対し，ζk = max

µ∈Z≥0

(kµ− ωµ).

定理 2のmaxを精査することで下記を得る．
補題 3 Aが正則であることと ωM+1 − ωM =

nであることは同値である．Aが正則のとき，
ζ(A) = Mn− ωM である．
行列拡大法は，補題 3に基づいて，ζ(A)の
計算を ΩM ,ΩM+1 の階数計算に帰着する手法
である．計算量は下記のように評価される．た
だし，ω ≤ 3を行列積の計算量の指数とする．
定理 4 行列拡大法は ζ(A)をO

(
ℓωn2ω

)時間で
計算する．

5 上界の評価
体K上の多項式行列B =

∑ℓ
d=0Bds

d ∈ K[s]n×n

が正則ならば deg detB ≥ 0である．提案手法
を用いて deg detBを計算する場合，Bの代わ
りに − degを付値とする分割的付値斜体K(s)

上の行列として A := Bs−ℓを扱うが，ζ(A) =

− deg detA = ℓn− deg detB ≤ ℓnより，上界
M として ℓnを設定できる．同じことがより一
般に歪多項式上の行列に対しても成立する．
命題 5 A =

∑ℓ
d=0Ads

−d ∈ K(s;σ, δ)n×nが正
則ならば ζ(A) = − deg DetA ≤ ℓnである．
一般の分割的付値斜体 F 上の正則行列 A =∑ℓ
d=0Adπ

d ∈ Fn×nに対しては，ζ(A) > ℓnと
なる例を構成できる．実は，ある意味で命題 5

の逆が成り立つ．
定理 6 任意の正則なA =

∑ℓ
d=0Adπ

d ∈ Fn×n

に対して ζ(A) ≤ ℓnとなることと，F が− deg

を付値とする歪有理関数斜体の拡大体と同型で
あることは同値である．

謝辞 本研究は JST ACT-I (JPMJPR18U9)

の支援を受けている．
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2 × 2型分割多項式行列の行列式次数を求める組合せ的多項式時間アルゴ
リズム

岩政 勇仁 1

1京都大学大学院情報学研究科
e-mail : iwamasa@i.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに
本稿では，体 F上の 2 × 2行列 Aij，2種類
の変数 xij , t，整数 dij を用いて
A11x11t

d11 A12x12t
d12 · · · A1nx1nt

d1n

A21x21t
d21 A22x22t

d22 · · · A2nx2nt
d2n

...
...

. . .
...

An1xn1t
dn1 An2xn2t

dn2 · · · Annxnnt
dnn


(1)

と表される 2× 2型分割多項式行列A(t) の（t
に関する）行列式次数 deg detA(t)を求める問
題を考える．この問題については既に強多項式
時間で解けることが知られている [1]が，その
アルゴリズムは遅く，また組合せ的ではない．
本研究では，上記の問題に対し組合せ的かつよ
り高速なアルゴリズムを提案した．
定理 1 式 (1)の形の 2×2型分割多項式行列の
行列式を求める組合せ的O(n4)時間アルゴリズ
ムが存在する．
なお本稿では，上記の強多項式時間アルゴリ

ズム構築において重要な役割を果たす最大最小
定理の説明とアルゴリズムの概略を述べる．研
究の背景を含む詳細は [2]を参照されたい．

2 最大最小定理
本節では，2× 2型分割多項式行列の行列式

次数を求める問題において良い特徴づけとなる
最大最小定理について説明する．まずは最大最
小定理の定式化に必要な二つの概念（擬マッチ
ング，ポテンシャル）を導入する．
式 (1)の形をした2×2型分割多項式行列A(t)

に対応する 2部グラフG = ([n], [n];E)をE :=

{αβ | Aαβ ̸= O}と定める．ここで，α, βはそ
れぞれ A(t)の行ブロック添字，列ブロック添
字（に対応する頂点）を表すものとする．γは
行・列どちらの添字としても使う．I ⊆ Eに対
して，Gの部分グラフ ([n], [n]; I)を単に Iと書
く．グラフ Iにおける頂点 γの次数を degI(γ)

と書く．

擬マッチングの定義に必要な三つの条件 (Deg),

(Cycle), (VL)を導入する：
(Deg) 任意の頂点 γにおいて，degI(γ) ≤ 2．
Iが次数条件 (Deg)を満たすとき，Iの各連結成
分はパスもしくはサイクルとなる．よって，I
は 2彩色可能，すなわち，隣接する枝同士が異な
るクラスに属するように枝を二つのクラス（+-

枝と−-枝）に分けることができる．以下では，
上記のように I内の枝を+-枝と−-枝に分けた
とする．また，rankAαβ = kのとき，αβ ∈ E
を rank-k枝とよぶ．
(Cycle) Iの任意のサイクルは rank-1枝をも
つ．

Gの各頂点 γに対し，F2の 1次元部分ベクト
ル空間の集合Mγが付随しているとする．ここ
で，各頂点α, βに対し，異なる二つの 1次元ベ
クトル部分空間U+

α , U
−
α ∈Mα, V +

β , V
−
β ∈Mβ

を考える．任意の枝 αβ ∈ I に対し，

(kerL(Aαβ), kerR(Aαβ))

=

{
(U+

α , V
+
β ) if αβは rank-1 +-枝,

(U−
α , V

−
β ) if αβは rank-1 −-枝,

Aαβ(U+
α , V

−
β ) = Aαβ(U−

α , V
+
β ) = {0}

を満たすとき，V = ({U+
α , U

−
α }, {V +

β , V
−
β })α,β

を I に対する有効ラベリングという．
(VL) I は有効ラベリングをもつ．
枝部分集合 I ⊆ E が (Deg), (Cycle), (VL)

を満たすとき，擬マッチングであるという．ま
た，任意の γで degI(γ) ≥ 1であり，I の各連
結成分がサイクルもしくは独立した rank-2枝
となるような擬マッチング Iを完全擬マッチン
グとよぶ．完全擬マッチング Iに対して，その
重み w(I)を

w(I) :=
∑
αβ∈I

dαβ +
∑

αβ:独立した rank-2 枝
dαβ

と定める．このとき，以下が成立する．
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補題 2 deg detA(t)は完全擬マッチングの最大
重みに等しい．
I が（完全）擬マッチングであるか否かの判定
や完全擬マッチング I の重み w(I)の計算は，
多項式時間で出来ることに注意されたい．
任意の αβと Aαβ(Xα, Yβ) ̸= {0}なるXα ∈
Mα, Yβ ∈Mβに対して，p(Xα)+p(Yβ) ≥ dαβ
を満たす関数 p :

∪
γMγ → Rをポテンシャル

とよぶ．αβ ∈ I が，ある擬マッチング I の有
効ラベリング V = ({U+

α , U
−
α }, {V +

β , V
−
β })α,β

とポテンシャル pに対して double-tightであ
るとは，Aαβ(U+

α , V
+
β ) ̸= {0} ̸= Aαβ(U−

α , V
−
β )

かつ p(U+
α ) + p(V +

β ) = dαβ = p(U−
α ) + p(V −

β )

を満たすことをいう．また，ポテンシャル pが，
擬マッチング I とその有効ラベリング V に対
して以下の条件 (Tight), (Reg), (Path)を満た
すとき，(I,V)に整合的であるという：
(Tight) 任意の αβ ∈ I に対し，

dαβ =

{
p(U−

α ) + p(V −
β ) if αβが+-枝,

p(U+
α ) + p(V +

β ) if αβが−-枝.
(Reg) 各α, βとXα ∈Mα\{U+

α , U
−
α }, Yβ ∈

Mβ \ {V +
β , V

−
β }に対し，

p(Xα) = max{p(U+
α ), p(U−

α )},
p(Yβ) = max{p(V +

β ), p(V −
β )}.

(Path) 長さが3以上の奇数であるような Iの
パス連結成分Cの両端の枝が+-枝 (resp.

−-枝)のとき，C に double-tightでない
+-枝 (resp. −-枝)が存在する．
このとき，以下の最大最小定理が成立する．

定理 3 完全擬マッチングの最大重みは，ある
擬マッチング I ′，I ′ に対する有効ラベリング
V ′ = {(U+

α , U
−
α ), (V +

β , V
−
β )}α,β，(I ′,V ′) に対

する整合的ポテンシャル pから定まる以下の値
の最小値に等しい．∑
α

(
p(U+

α ) + p(U−
α )
)

+
∑
β

(
p(V +

β ) + p(V −
β )
)
.

関数 p :
∪
γMγ → Rが (Reg)を満たすとき，

多項式時間で pがポテンシャルか否かを判定で
きる．よって，補題 2と定理 3から，2 × 2型
分割多項式行列A(t)の行列式次数deg detA(t)

を求める問題は NP ∩ co-NPに属することが
わかる．すなわち，これは良い特徴づけとなる
最大最小定理である．

3 アルゴリズムの概要
本節では 2×2型分割多項式行列A(t)の最大

重み完全擬マッチング Iを求めるアルゴリズム
の概略を述べる．詳しくは論文 [2]を参照され
たい．
擬マッチングの最適性条件について説明す

る．擬マッチング I とポテンシャル pに対し
て，rp(I)を
rp(I) := |I|+ I の double-tightな独立枝の数
と定める．このとき，以下が成立する．
補題 4 pを (I,V)に対する整合的ポテンシャル
とする．rp(I) = 2nのとき，Iは最大重み完全
擬マッチングとなる．すなわち，deg detA(t) =

w(I)となる．
提案アルゴリズムは増加道を用いた主双対ア
ルゴリズムである．概略は以下となる．簡単の
ため，rankA(t) = 2n (deg detA(t) > −∞)を
仮定する．まず，I := ∅, p(Xα) := max{dαβ |
αβ ∈ E} (Xα ∈ Mα), p(Yβ) := 0 (Yβ ∈ Mβ)

と初期化する．
Step 1: rp(I) = 2nのとき，deg detA(t) =

w(I) と出力してアルゴリズムを終了す
る．そうでないとき，I に対する増加道
Rを得る．（このとき，V, pが更新され
うる．）

Step 2: Rを用いて，rp(I ′) > rp(I)となる
擬マッチング I ′ と I ′ の有効ラベリング
V ′を求める．ここで，pは (I ′,V ′)に対し
て整合的となる．I ← I ′,V ← V ′と更新
し，Step 1に戻る．

謝辞 本研究は，JSPS 科研費 JP17K00029，
20K23323，および 20H05795の支援を受けた
ものである．
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弱順序に対する極大マトロイドの唯一性
谷川眞一 1

1東京大学
e-mail : tanigawa@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 概要
有限集合Eの部分集合族X に対し，X 内の
各要素がサーキットであるようなマトロイドを
X マトロイドと呼ぶ．E上のX マトロイドの集
合が弱順序に対し唯一の極大限を有するための
条件や予想，応用を紹介する．さらに弱飽和列
と呼ばれる極値問題との関係を紹介する．本研
究は，Bill Jackson氏との共同研究 [1]である．

2 極大性問題
有限集合Eの部分集合族X を考える．E上
のマトロイドで，X の各要素がサーキットなも
のを X -マトロイドと呼ぶ．例えば，Eを n頂
点完全グラフの辺集合，X をKn内の三角形の
辺集合の集まりとしたとき，Knのグラフ的マ
トロイド (サイクルマトロイド)は，X -マトロ
イドである．また同じ設定で，階数 2の一様マ
トロイドも X -マトロイドである．このことか
ら，E上の X -マトロイドは唯一に定まるとは
限らない．
E上のX -マトロイドの集合は，弱順序に対し

半順序集合を成す．ここでマトロイドの弱順序
とは，E上のマトロイドM1とM2に対し，M1

の各独立集合がM2で独立なとき，M1 ⪯M2

と定義される半順序である．この X -マトロイ
ドの集合がなす半順序集合の極大元が唯一に定
まるとき，その極大元は X を依存関係に有す
るマトロイドの中で，最もフリーなマトロイド
であると考えられる．本稿の主問題は，この半
順序集合の極大元を同定することである．

3 X -列と劣モジュラ性予想
E上のX -マトロイドの半順序集合において，

[2]において提案された極大元の唯一性を特徴
付ける予想を紹介する．E 内の部分集合の列
S = (X1, X2, . . . , Xk)が X -列であるとは，以
下が成立することである:

• Xi ∈ X (i = 1, . . . , k)かつ
• Xi ̸⊂

⋃i−1
j=1Xj (i = 2, . . . , k).

各 F ⊆ E と X -列 S = (X1, X2, . . . , Xk) に
対し，

val(F,S) =

∣∣∣∣∣F ∪ (
k⋃
i=1

Xi)

∣∣∣∣∣− k
とおく．このとき，val(F,S)は F の階数の上
界を与えることを簡単に示すことができる:

補題 1 Eを有限集合，X をEの部分集合族と
する．M = (E, rM)がX -マトロイドであると
き，任意の F ⊆ E と X -列 S = (X1, . . . , Xk)

に対し，rM(F ) ≤ val(F,S).

よって集合関数 fX : 2E → Zを

fX (F ) = min
S:X -列

val(F,S) (F ⊆ E)

と定義すと，rM ≤ fX である．もし fX が劣モ
ジュラならば，fX はX -マトロイドの階数関数
であることが確認できることから，補題より，
そのマトロイドは唯一の極大 X -マトロイドで
ある．その逆も成立するというのが以下の予想
である．
予想 2 Eを有限集合，X をEの部分集合族と
する．fX の劣モジュラ性は，E上の極大X -マ
トロイドの唯一性の必要十分条件である．

4 グラフ上のマトロイド
応用上，Eが完全グラフの辺集合 E(Kn)で
ある特殊ケースが特に重要である．本講演にお
いてもこのケースを主に取り扱う．H をグラ
フとし，Kn 内の H と同型な部分グラフの辺
集合の族を {H}で表す．(ここでKnは文脈か
ら既知であると考える．) E(Kn)上のマトロイ
ドMが，{H}-マトロイドであるとき，つまり
Kn内のH と同型な部分グラフの辺集合がM
内でサーキットであるとき，MはH-マトロイ
ドとよぶ．グラフ的マトロイドはK3-マトロイ
ドの例であり，偶サイクルマトロイドはC4-マ
トロイドの例である．
また fH = f{H}と定義する．例えば，H =

K3の場合，fK3 はグラフ的マトロイドの階数
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関数と一致していることが確認でき，そこから
グラフ的マトロイドは唯一の極大K3マトロイ
ドであることが導かれる．一方，Pap[3]は，極
大 C5マトロイドが唯一に定まらないことを指
摘し，fC5 は劣モジュラにはならないことが知
られている．
本研究では，基本的なH に対し予想 2が成
立することを確認した．
定理 3 H ∈ {Pk, C4,K3,K4,K

−
4 ,K

−
5 ,K

−
6 ,K1,3}

のとき，fHは劣モジュラ．H ∈ {K2,3, Ck (k ≥
5)}のとき，fH は劣モジュラではない．
一般的に fH が劣モジュラとなる仕組みは，
全く未解決な状態である．

5 弱飽和列
本研究課題と極値グラフ理論における弱飽和

列の関係を紹介しておく．
Hをグラフとする．n頂点グラフGがH-弱
飽和であるとは，Gから連続して辺を追加し，
各辺の追加においてHと同型な部分グラフが新
たに生じるという制約のもと，完全グラフKn

へGを拡張できることである．つまり E(Kn)

内のH-列 S = (X1, X2, . . . , Xm)で，
• |Xi \ (F0 ∪

⋃
j<iXj)| = 1 (1 ≤ i ≤ m)

• E(G) ∪
⋃m
i=1Xi = E(Kn)

を満たすものが存在することである．このH-

列は，H-弱飽和列と呼ばれる．Bollobás[4]は，
H が与えられた際，H-弱飽和なグラフのサイ
ズの下限を示す問題を提示し，様々なH に対
する研究 (主にハイパーグラフ版)がなされて
いる．
この Bollobás問題を解くための一つのアプ

ローチとして，H-マトロイドの構成がKalai [5]

および Pikhurko [6]によって提案されている．
実際，E(Kn)上に階数kのH-マトロイドMが
存在するとき，任意のH-弱飽和グラフGの辺集
合はMの spanning set (つまり rM(E(G)) =

rM(E(Kn)))になっている．よって |E(G)| ≥
rM(E(G)) = kとなり，Mの階数 kは，H-弱
飽和グラフのサイズの下界となる．このことか
ら，より階数の大きなH-マトロイドの存在を
示すことで，よりタイトな下界が導出される．
Kalai [5]とPikhurko [6]は，完全グラフなどの
幾つかの典型的なH に対し，このアプローチ
でH-弱飽和グラフのタイトな下限を得ること
に成功している．
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グラフの重み更新を用いた順位決定のための主成分分析による重み補正
浅見 唯葉 1, 服部 佳也乃 1, 三輪 華子 1, 萩田 真理子 2
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1 概要
評価者の主観に基づいた印象評価から評価対

象全体の順位を決定する問題を考える．ここで
は，印象評価で得た部分的な比較結果から妥当
な順位を得るためのグラフの重み更新を利用し
たアルゴリズムを紹介し，その比較の仕方を用
いて評価者の主観や評価の傾向を導出する方法
を提案する．

2 グラフの重みの付け方と準備
評価対象を頂点とし，その総数をn，評価者の

総数をmとした，重み付きグラフを以下のよう
に定義する．重み z(ij)を頂点 i, jを比較した評
価者の人数 (同点の評価をつけた評価者を含む)

とする．w(ij)を z(ij)の中で (i < jと評価した
人数)+{( i = jと評価した人数)×0.5} とする．
逆方向の重みはw(ji) = z(ij)−w(ij), z(ij) =

z(ji) である．各頂点 i(0 ≤ i ≤ n)について，
入ってくる重みの合計を in(i)，出ていく重み
の合計を out(i)とする．各頂点 iを評価した評
価者の総数を z(i)とし頂点 iに対する評価者
k(0 ≤ k ≤ m)の評価を除いた時の z(i)を zk(i)

とする．また，頂点 iに対する評価者k(0 ≤ k ≤
m)の評価を除いた時の in(i),out(i)を ink(i)，
outk(i)とする．さらに，iに対する kの評価の
差 ak(i)を ak(i) =

∣∣∣ in(i)z(i) −
ink(i)
zk(i)

∣∣∣と定義する．
差について outを考慮する必要性がないことを
表す以下の定理を証明した．
定理 1∣∣∣∣ in(i)

z(i)
− ink(i)

zk(i)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣out(i)

z(i)
− outk(i)

zk(i)

∣∣∣∣
証明 in(i)と out(i)の定義より，

out(i)

z(i)
=
z(i)− in(i)

z(i)
= 1− in(i)

z(i)

となる．また，ink(i),outk(i),zk(i)の定義よ
り，

outk(i)

zk(i)
=
zk(i)− ink(i)

zk(i)
= 1− ink(i)

zk(i)
．

よって，
out(i)

z(i)
− outk(i)

zk(i)
=

(
1− in(i)

z(i)

)
−
(

1− ink(i)

zk(i)

)
=

ink(i)

zk(i)
− in(i)

z(i)

となるので，定理が示された． 2

ここで，x = (x1, x2, . . . , xn)，y = (y1, y2, . . . , yn)

の 2つのベクトルの距離として以下の 5つを定
義する．

d1(x, y) =

(∑n
i=1

√
|xi − yi|
n

)2

(1)

d2(x, y) =

∑n
i=1 |xi − yi|

n
(2)

d3(x, y) =

√∑n
i=1 |xi − yi|2

n
(3)

d4(x, y) =
3

√∑n
i=1 |xi − yi|3

n
(4)

d5(x, y) =
4

√∑n
i=1 |xi − yi|4

n
(5)

3 手順と順位決定
以下の手順で評価者の評価の傾向をみる．

1) 任意の i, kに対してak(i)を計算し，ak =

(ak(1), ak(2), . . . , ak(n))とする．ただし，
評価者が評価していない対象については
差は考えず評価人数の総数にも加えない．

2) d1(ak, 0)から d5(ak, 0)の 5つを計算し，
それぞれについて小さい順にm人の評価
者に順位をつける．

各評価者の順位としては，一般的な距離の定義
に近い (3)を用いて出した順位を用いる．また
5つの順位を比較することにより，それぞれの
評価者の順位の変動を見て特徴を確認する．

4 例
第 17回ショパンコンクールのファイナリス
ト演奏者 10名に対する 17名の評価者からの評
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価をもとに，上記の手法を用いて評価者の評価
の傾向を導出する．簡単のためファイナリスト
は上から 1から 10と名づけ直し表記し，各評
価者の順位を出す．また，今回は，評価してい
ない対象がいる評価者TDを除き，評価者Dと
して 10位の対象を 1位としその他の対象につ
いては順位通り評価する評価者を追加した 17

名を評価する．

図 1. ショパンコンクールファイナリスト得点表

17名の評価者それぞれの ink(i)
zk(i)

を (i, j)成分と
して，数値を距離にして順位にすると，次のよ
うな表になる．ここで (1)～(5)は各距離に相当
する．

図 2. 17名の評価者それぞれの距離における順位

以上から，Dを除いたものは，距離が (1)から
(5)にいくに従って，順位が低くなっているこ
とがわかる．これは，距離の定義から，10位を
故意に高く評価したことが距離 (4)(5)に大きく
反映したためだと考えられる．ここで，同様の
傾向が見られる評価者WSは，数個の対象に対
して平均から離れた順位をつけていると考えら
れる．実際，9位の対象に 5位，5位の対象に
9位をつけており，その他の対象についてはあ
まり変動がない．

5 主成分分析における重み補正
4の例の結果から，ショパンコンクールの審

査結果に特徴的な審査傾向が見られた．ここか
らは，グラフの重みを与えるときに，主成分分
析を用いて評価空間の実質的な次元を調べ，上
位の主成分のみを用いて再評価することで，特
定の評価者の特殊な判断基準による評価の影響
を少なくする手法を提案する.

4のデータについて主成分分析を行い，次元の
削減を行う．その後上位の主成分を用いてデー
タを再編し，アルゴリズムを適用して順位の変
動を見る．今回は寄与率が 9割に達する第 4主

成分までを順に足していくことで確認した．

図 3. 主成分分析を用いたデータの再評価後の対象の順
位の移り変わり

さらに上記の要領で再編した 4つのデータを用
いて，評価者の評価を導出していく．

図 4. 第 1主成分で再編後の順位

図 5. 第 1,2主成分で再編後の順位

図 6. 第 1～3主成分で再編後の順位

図 7. 第 1～4主成分で再編後の順位

これらの結果からは，評価者Dについて，主
成分分析をする前のデータの結果からは得られ
た傾向 (距離が (1)から (5)にいくに従って，順
位が低くなっている)は読み取れない．ゆえに，
主成分を用いてデータを再編することで，極端
な評価を除いた順位を用いることができた．
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評価値合計順の彩色アルゴリズムとウェルシュパウエルの彩色アルゴリズ
ムの比較

関根 彩桂 1, 萩田 真理子 2, 伊藤 貴之 2

1お茶の水女子大学大学院,2お茶の水女子大学
e-mail : g2140607@edu.cc.ocha.ac.jp

1 研究目的
これまでに，各点に多次元の特徴量が与えら

れた点集合の中から最適な点の組合せを決定
するという一種の組合せ最適化問題をグラフ彩
色を用いて検討する研究が進められてきた．特
徴量によって類似度が高い点を接続したグラフ
を彩色すると，類似度の低い点同士が同じ色グ
ループに分類される．そこから評価値の高い順
に点を選出すると，評価値が高く類似していな
い点集合を選出することができる．そこで本研
究では，点の評価値から形成した評価グラフか
ら，本研究で提案する評価値合計順の彩色アル
ゴリズムとウェルシュパウエルの彩色アルゴリ
ズムの 2通りの彩色方法を用いて選出を行った
結果を比較する．

2 グラフ彩色を用いた選出手法
まず，K個のベクトル成分e

(j)
i (j = 1, 2, . . . ,K)

を [0, 1]区間でランダムに与え，N 個のK次元
ベクトル pi(i = 1, 2, . . . , N)を作成する．ここ
で，各ベクトルの評価値 PK(pi)を以下の式で
定める．

PK(pi) =
K∑
j=1

e
(j)
i

また，点同士の類似度は 2つのベクトル p,qが
張る面積 Spq と定義し，以下の式で求める．
S2
pq = (∥p∥ · ∥q∥sinθ)2 = ∥p∥2∥q∥2 − (p, q)2

これらを用いて以下のアルゴリズムで点を選出
する．
1) 点の評価値 PK(pi)を求め，大きい順に
番号 pi（i = 1, 2, . . . , N）をつける．

2) 点同士の類似度 Spq を計算する．
3) 類似度が一定値（閾値 b）以上の点を辺
で接続したグラフ（評価グラフ）を作成
する．

4) 3)で作成したグラフを彩色する．
5) 最適な色グループのM ′個の点の中から

1)の番号順にM 個を選出する．

ここで，最適な色グループとは評価値合計順
の彩色アルゴリズムでは色 1グループ，Welsh

Powellの彩色アルゴリズムでは点の評価値の上
位M 個の合計が最も高い色グループとする．

3 グラフ彩色
グラフ彩色には，彩色アルゴリズムとして最
も有名なWelsh Powellの彩色アルゴリズムに
加え，点の評価値合計を考慮する上で効果的な
評価値合計順の彩色アルゴリズムを検討する．
Welsh Powellの彩色アルゴリズム
グラフG(V,E), ∥V (G)∥ = nについて，

1) d(v1) ≥ d(v2) ≥ · · · ≥ d(vn)となるよう
に，次数が大きい順に点に番号をつける．
（d(vi)：viの次数）

2) i = 1, 2, · · · , nについて，viをGの周り
の点で使われていない最小の色番号で彩
色することを繰り返す．
評価値合計順の彩色アルゴリズム
グラフG(V,E), ∥V (G)∥ = nについて，

1) PK(v1) ≥ PK(v2) ≥ · · · ≥ PK(vn)とな
るように，評価値合計が大きい順に点に
番号をつける．（PK(vi)：viの評価値合計）

2) i = 1, 2, · · · , nについて，viをGの周り
の点で使われていない最小の色番号で彩
色することを繰り返す．

4 彩色アルゴリズムの検討
Welsh Powellの彩色アルゴリズムと評価値

合計順の彩色アルゴリズムに対する評価のポイ
ントは，彩色数ではなく，
1) 最適な色グループに含まれる点の数
2) 選出したM 個の点すべての評価値合計
の 2点とする.

ここでは，ベクトルの次元数K = 10，点の
数 N = 100の点集合に対し，閾値 bを変化さ
せて作成した辺接続確率 pの評価グラフを用い
た．この評価グラフを 2つの彩色アルゴリズム
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で彩色した際に，最適な色グループに含まれる
点の数を図 1，選出したM = 5個の点の評価
値合計を図 2で示す．また，選出したM 個の
評価値合計が点集合全体の上位M 個に対して
どのくらいの割合を得ているかを図 3に示す．
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図 1. 辺接続確率に対する最適な色グループに含まれる
点の数
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図 2. 選出したM 個の点の評価値合計
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図 3. 点集合全体の上位M 個の評価値合計に対する選出
された上位M 個の評価値合計の割合

一般的に彩色数が少なくなるように彩色する
方法であるWelsh Powellの彩色アルゴリズム
を用いた方が，使う色数が少ないという観点か
ら，一つの色グループに属する点が多くなるよ
うに思えるが，評価値合計順の彩色アルゴリズ
ムの方が，最適な色グループの点の数を多く確
保できた．また，選出したM 個の点の評価値
合計も，評価値合計順のアルゴリズムの方が高
くなることがわかる．また，点全体の上位M枚

に対する評価値合計の割合が高いことから，評
価値が高い点同士は類似度が低く色 1グループ
に分類されやすかったことがわかる．したがっ
て，彩色には評価値合計順の彩色アルゴリムが
適していると考えられる.

5 グラフ彩色を用いた選出の応用例
多次元データの特徴を表現する手法として選
択的な散布図表示が有効である．異なる特徴を
持つ多様な指標での重要な散布図を選出して表
示することがデータの特徴を理解する助けにな
る．散布図群を点集合とし，多数の指標での散
布図の評価値を並べた評価値ベクトルを求め，
類似度が高い散布図を接続したグラフを彩色す
ることで，類似した散布図を同時に選択しない
ようにスコアの高い散布図を選択することがで
きる．

図 4. 散布図選出への適用例

6 まとめ
本研究では，ある点集合からバランスのとれ
た部分集合の組合せを決定する方法のうち，グ
ラフ彩色を用いた選出方法について，最適な点
の組合せを選出するための彩色アルゴリズムの
検討をおこなった. その結果，それぞれの点が
もつ評価値合計を求め，その順番に彩色する評
価値合計順の彩色アルゴリズムが適切であるこ
とがわかった．
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[1] 柄澤美咲,“写真選出の閾値設定に代わる
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理学部数学科, 卒業論文, 2018．
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稿集 2017, 104-109, 2017.
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Paley行列のRIPとPaley graph extractor
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1 概要
著者は昨年,整数論的な予想のもとで,有限体

の平方剰余から定義されるPaley行列が square-

root bottleneckを超える RIP行列であること
を示した. 一方, 理論計算機科学や組合せ論で
は, Paley graph extractorはmini-entropy rate

1/2 barrierを超える乱数抽出器であるという予
想が知られており, 現在も未解決である.

本講演では, Paley 行列の RIP から, Paley

graph extractorの上記予想を支持する結果が
導かれることを示す.

2 Paley行列のRIP

簡単のため, 本講演で扱う行列の列ベクトル
のノルムはすべて 1であるとする.

定義 1 (RIP). ΦをM ×N 行列とし, 自然数
K, M , N は K ≤M ≤ N を満たし, 実数 δは
0 ≤ δ < 1を満たすとする. このとき, 高々K
個の非ゼロ成分を持つ長さ N の任意のベクト
ルに対して,

(1− δ)||x||2 ≤ ||Φx||2 ≤ (1 + δ)||x||2

が成り立つならば, Φは (K, δ)-restricted isom-

etry property (RIP)をもつという.ここで, || · ||
はベクトルのノルムを表す.

できるだけ大きなKに対する (K, δ)-RIPを
もつ行列の構成は, 圧縮センシングなどへの応
用上重要であるのみならず, 数学的にも興味深
く, 多くの仕事がなされてきた. その多くにお
いて, 構成した行列の RIPを示す際には, 行列
の coherenceが注目されてきたが, coherenceに
関するWelchの下界から, 従来の coherenceに
よるRIPの導出法では, K = O(

√
M)という制

約 (square-root bottleneck)が課されてしまう.

Square-root bottleneck を超える RIP 行列
の 1 つの有望な候補が以下の Paley 行列であ
る ([1]). 以下 pは奇素数を表すものとする.

定義 2 (Paley 行列). 位数 p の有限体 Fp =

Z/pZの元を 0 = a1, a2, . . . , ap, Fpの平方剰余
を b1, b2, . . . , b p−1

2
とラベル付けする. このと

き, 以下の (p+1)/2×(p+1)行列Φp = (ϕj,k)j,k
をPaley行列とよぶ.

ϕj,k :=



1√
p j = 1, 1 ≤ k ≤ p;√
2
pζ
bj−1ak
p 2 ≤ j ≤ p+1

2 , 1 ≤ k ≤ p;

ir j = 1, k = p+ 1;

0 2 ≤ j ≤ p+1
2 , k = p+ 1.

ただし, ζp := exp(2πip ) とし, r は p ≡ 1(3)

(mod 4)のとき 0 (1)とする.

ここで, b ∈ Fp \ {0}に対し, 方程式 x2 ≡ b

(mod p)が解をもつとき, bを Fpの平方剰余で
あるという. Fpは p−1

2 個の平方剰余をもつ.

著者 [2]は, 昨年, 以下の Paleyグラフ予想
の下で, Paley行列が square-root bottleneckを
超えるRIP行列であることを示した.

予想 3 (Paleyグラフ予想, [3]など). 奇素数pに
対し, ( ·

p)をLegendre記号, χ(x) := (xp )とする.

任意の 0 < α ≤ 1に対して, ある β = β(α) > 0

が存在して, 十分大きな素数 pとサイズが pαよ
り大きい任意の S, T ⊂ Fpに対し, 以下が成り
立つ : ∣∣∣ ∑

s∈S,t∈T
χ(s− t)

∣∣∣ ≤ p−β|S||T |.
定理 4 ([2]). 奇素数 pに対して予想 3が成り立
つとき, ある γ > 1/2と τ > 0 (ただし γ+ τ <

1)に対し, 行列 Φpは (pγ , p−τ )-RIPをもつ.

本結果は, Bandeira, Mixon, Moreira [4]の
p ≡ 1 (mod 4)の場合の結果を一般の奇素数 p

に拡張した結果である.

3 Paley graph extractor

乱数抽出器 (randomness extractor)は, 理論
計算機科学や暗号理論における基礎的な概念で
あり, Ramsey理論にも応用されていることか
ら組合せ論的にも興味深い ([5]などを参照). ま
ずその定義に必要な用語を紹介する. 有限集合
Ω上の確率変数X : Ω → Fpおよび実数 ρ > 0
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に対して, maxr∈Fp Pr[X = r] ≤ 2−ρが成り立
つとき, 確率変数 X は mini-entropy ρをもつ
という. また Ω上の 2つの確率変数X,Y に対
し, 統計的距離∆(X,Y )を以下で定義する.

∆(X,Y ) :=
1

2

∑
r∈Ω

∣∣∣Pr[X = r]− Pr[Y = r]
∣∣∣.

定義 5 (乱数抽出器). 関数 f : Fp × Fp →
{0, 1} が, 任意の独立かつ mini-entropy ρ を
もつ Ω 上の確率変数 X,Y : Ω → Fp に対し
て, ∆(f(X,Y ), U) ≤ ε を満たすとき, f を (ρ,

ε)-(2-情報源)乱数抽出器 ((2-source) random-

ness extractor)とよぶ. ただし, U は {0, 1}上
の一様分布を表す.

乱数抽出器の明示的構成は, 理論計算機科学
や暗号理論における重要な問題の1つであり,整
数論や組合せ論の文脈でも盛んに研究がなされ
てきた ([5]などを参照). しかし, RIP行列に対
する square-root bottleneckと同様に, 既存の
ほとんどの構成には, mini-entropyが log2 p/2

を上回るという, mini-entropy rate 1/2 barrier

が課せられている.

その中でも, Paley graph extractor P : Fp ×
Fp → {0, 1}, P (x, y) := (1 + χ(x− y))/2は任
意の実数 ρ > 0およびある実数 ν > 0に対し,

(ρ log2 p, p
−ν)-乱数抽出器であることが予想さ

れている. 実際 Chor, Goldreich [3]は, Paley

グラフ予想の下で以下を示している.

定理 6 ([3]). 予想 3が正しいならば, 任意の
実数 α > 0に対し, Paley graph extractor P

は (α log2 p, p
−β)-乱数抽出器である. ただし,

β = β(α)は予想 3で定義した正の実数である.

よって, 予想 3 の主張が α < 1/2 の場合
に示されれば, Paley graph extractorはmini-

entropy rate 1/2 barrierを超えられるが, 現在
の数学では α > 1/2の場合にしか, 予想 3の成
立を確かめられない ([6]などを参照).

4 主結果
本稿の主結果である以下の定理は, Paley行
列ΦpのRIPが, 実はPaley graph extractorが
mini-entropy rate 1/2 barrierを超えることを
保証することを示している.

定理 7. 十分大きな素数 p ≡ 1 (mod 4)に対し
て, 定理 4の RIPに関する主張が成り立つと
仮定する. このとき, 定理 4内の実数 0 < τ <

1/2および実数 0 < ν < τ に対して, 部分集合
S, T ⊂ Fp が |S|, |T | = Ω(p1/2−τ+ν)を満たす
ならば, ∣∣∣ ∑

s∈S,t∈T
χ(s− t)

∣∣∣ ≤ p−ν |S||T |
が成り立つ. 特に, Paley graph extractor P は
((1/2 − τ + ν) log2 p, p

−ν)-乱数抽出器であり,

mini-entropy rate 1/2 barrierを超える.

さらに, 定理 7は定理 4の一種の「逆」の主
張を示しており, Paley行列 Φp の RIPを確か
めることで, Paleyグラフ予想にアプローチで
きることを示唆している.
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On random point configurations on Q-polynomial schemes
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1 はじめに
球面 t-デザインとは，次数が t以下のすべての

多項式に対して，球面上での積分値を有限個の
点における値の平均値として正確に与える球面
上の有限集合のことである．近年，Bondarenko

et al. [1]は，KorevaarとMeyers による予想，
「d次元超球面 Sdにおいて，点数がO(td)とな
る球面 t-デザインが常に存在する」ことを肯定
的に解決した．それ以降，この点数のオーダー
での球面デザインの存在性を仮定した上で多く
の応用が考えられているが，具体的な構成法に
関しては未解決な部分が多い．
球面デザインの古典的な構成法のひとつは，

群軌道として与える方法である．例えば，実験
計画法における Farrell et al. [2]において超八
面体群の軌道を用いた構成法が確認できる．ま
た，数値解析法における Stroud [3]においても
同様の群軌道として与えられる球面デザインが
確認できる．しかしながら，群軌道により与え
られた球面デザインの点数は（ある代数的下界
と比較すると）非常に多くなる傾向がある．
この問題に対し，Victoir [4]または Kuper-

berg [5]による 2000年初頭の組合せ構造（直
交配列，組合せデザイン）を用いた点数削減法
（実際には実験計画法におけるKieferらの 50年
代後半，60年代初頭の研究に遡る）があり，非
常に強力な手法のひとつではあるが，いつ使用
できるかは組合せ構造の存在性に強く依存する
問題が残っている．
そこで講演者は組合せ構造に「近い」構造を

生成することにより，彼らの点数削減法の次と
なるものが提案できないかを段階的に検証した
いと考えている．（また，組合せ構造に「近い」
構造自体が実験計画法においても有効であると
期待している．）本講演では，その手始めとし
て，組合せ構造を探索する上で重要であるハミ
ングスキーム，ジョンソンスキームを含むQ-多
項式スキーム上の行列式点過程と呼ばれる確率
点過程から得られるランダム点配置について，
Q-多項式スキーム上のデザインとどれだけ近い
構造なのかを議論する．

2 Q-多項式スキームとその上のデザイン
ここではアソシエーション・スキームに関す
る基本事項を坂内ら [6]を参考に手短に紹介す
る．X を有限集合，R0 := {(x, x) | x ∈ X},
R1, . . . , RdをX×Xの空でない部分集合とし，
X = (X, {Ri}0≤i≤d)をクラスが dの可換なア
ソシエーション・スキームとする．各関係 Ri
に対して，隣接行列Aiを次のように定義する．

(Ai)xy =

{
1, (x, y) ∈ Riのとき
0, (x, y) /∈ Riのとき

このとき，Xがクラスdの可換なアソシエーショ
ン・スキームであることと次の (i)–(iv)が成り
立つことは同値である: (i) A0 = I,

∑d
i=0Ai =

J (すべての成分が 1の行列), (ii) ∀i, ∃i′, s.t.,
tAi = Ai′ , (iii) AiAj =

∑d
k=0 p

k
ijAk, (vi) AiAj

= AjAi.

アソシエーション・スキーム Xの隣接行列
A0, A1, . . . , Ad達で張られる複素ベクトル空間
A := C[A0, . . . , Ad]に対して，A = C[E0, . . . , Ed]

となるE0, . . . , Edで

E0 =
1

|X|
J, E0 + · · ·+Ed = I, EiEj = δi,jEi

となるものが存在する．そこで A の基底 Ai,

i = 1, . . . , d, とEj , j = 1, . . . , dの間の変換を

Aj =
d∑
i=0

pj(i)Ei, Ej =
1

|X|

d∑
i=0

qj(i)Ai

と表す．このとき，P = (pj(i))i,j を第 1固有
行列，Q = (qj(i))i,j を第 2固有行列と呼ぶ．
定義 1. X = (X, {Ri}0≤i≤d)が基底の並べ方
E0, E1, . . . , Edに関してQ-多項式スキームであ
るとは，任意の iに対して，i次の多項式 vi(x)

が存在し，Ei = vi(E1)が成り立つことである．
我々が Q-多項式スキームに着目する理由の
ひとつが，古典的組合せ構造と密接な関係があ
るからである．例えば，ハミング・スキーム上
の t-デザインは強さ tの直交配列 (OA)であり，
また，ジョンソン・スキーム上の t-デザインは組
合せ t-デザインであることがよく知られている．
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定義 2. X = (X, {Ri}0≤i≤d)をQ-多項式スキー
ムとし，その上の距離を ∂(x, y)とする．tを非
負整数とする．このとき，Y ⊂ X が X上の t-

デザインであるとは，∑
x,y∈Y

qj(∂(x, y)) = 0, ∀j = 1, . . . , t.

3 主結果
主結果を述べる前に今回考察する行列式点過

程を簡単に紹介する．Xを有限集合とし，X を
その上の（単純）確率点過程とする．D ⊂ Xに
対して，X (D)をD上の確率点過程を数える確
率変数とする．多くの場合，確率点過程は joint

intensity functionによって特徴付けられる．
定義 3. µ =

∑
x∈X δxとする．ρk(x1, . . . ,xk) :

Xk → Cが，k-joint intensity functionである
とは，任意の互いに素な集合D1, . . . , Dk ⊂ X

に対して，E
(∏k

i=1X (Di)
)

=

∫
D1×···×Dk

ρk(x1, . . . ,xk) dµ(x1) · · · dµ(xk).

定義 4. アソシエーションスキーム X上の行
列式点過程とは，deteminantal joint intensity

functionをもつ X 上の単純点過程のことであ
る．すなわち，あるカーネル関数K : X×X →
Cに対して，

ρk(x1, . . . ,xk) = det
[
K(xi,xj)

]k
i,j=1

,

∀k ≥ 1, x1, . . . ,xk ∈ X.

本講演では代表的な行列式点過程である har-

monic ensemble(例えば，[7])，および，特に 2

進ハミング・スキームH(d, 2)上の jittered sam-

pling (例えば，[8]) から得られるランダム点集
合に着目する．ここでmjをXの重複度，κjを
Xの次数とする．
定理 5. (i) J ⊂ {0, 1, . . . , d} とする．XN
を harmonic ensemble in X with N =∑

j∈J mj pointsとする．このとき，

E[
∑

x,y∈XN

qℓ(∂(x, y))] = mℓN

− 1

|X|

d∑
j=0

qℓ(j)κj

(∑
i∈J

qi(j)

)2

, ℓ = 1, . . . , d.

(ii) XN を jittered sampling in H(d, 2) with

N = 2d−k pointsとする．このとき，

E[
∑

x,y∈XN

qℓ(∂(x, y))] =

(
d

ℓ

)
N

+ (−1)ℓ−1

(
k − d+ ℓ− 1

ℓ

)
N, ℓ = 1, . . . , d.

上記の計算結果を踏まえ，数値計算結果を援
用しながら，tが比較的小さい場合においては，
harmonic ensembleまたは jittered samplingが
ポアソン点過程より t-デザインに「近い」構造
であることを紹介する．また時間が許せば，こ
れら点過程に対する幾つかの離散エネルギーに
ついても紹介する．

謝辞 本研究は科研費 (課題番号:20K03736 )

の助成を受けたものである．
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位相的データ解析を用いたタンパク質の立体構造の解析
一宮　尚志
岐阜大学医学部
e-mail : tk1miya@gifu-u.ac.jp

1 概要
タンパク質は生命を構成する基本的な要素の

一つであり、生体内で多様な働きを担っている。
このタンパク質の多機能性の背後にあるのが、
タンパク質の立体構造の多様性である。タンパ
ク質は基本的には 20種類のアミノ酸からなる
1次元鎖だが、アミノ酸間の水素結合や周辺水
分子の影響により、多様な立体構造を取る。こ
れらの立体構造を適切に記述し、分析すること
は、タンパク質が司る生命現象の理解に不可欠
である。
しかしながら、タンパク質の構造は複雑であ

り、さらにその構造は熱や周辺水分子の運動に
より大きくゆらいでいるため、立体構造を定量
化することは難しい。近年、複雑な構造を分析
する手法として、位相的データ解析が注目を集
めている。中でもパーシステントホモロジー [1]

は、非局所的な立体構造を定量化できるためタ
ンパク質の立体構造の記述に有効なのではない
かと期待されている [2]。しかしながら、cycle

を birthと deathのみで特徴づける通常のパー
システントホモロジーでは、異なる場所にある
類似の構造を識別できないという問題がある。
これにたいし、最近大林は「最小の」cycleで
あるvolume–optimal cycleの計算手法を提案し
た [3]。本講演では、volume–optimal cycleを
用いてパーシステントホモロジーと機械学習を
組み合わせ、タンパク質の折り畳みプロセスの
解析に応用した結果について発表する。

2 Volume–optimal cycleを用いた特徴
量構成

N 個のアミノ酸からなるタンパク質を考え
る。タンパク質を構成するアミノ酸に1, 2, · · · , N
とインデックスをつけ、i番目のアミノ酸の中心
にあるCα原子の位置をpiとする。これらN個
の点からなるpoint cloudより、degree 1のパー
システントホモロジーを計算する。それによ
り得られたサイクルの birth、death、volume–

optimal cycleをそれぞれ bj , dj , Ciとする。こ
こで、Ciは 1–simplex、すなわち edgeの集合

であるので、Cj = {e1, e2 · · · , eLj}とおく。こ
こで eiは edgeを、Ljは volume-optimal cycle

Cj のに含まれる edge の数を表す。N(N−1)
2 次

元の非負特徴量ベクトル xを

(x)e =
∑

1≤i≤M,e∈Ci

f(bi, di)

と定義する (図 1参照)。
この特徴ベクトルは、テキストマイニングで
用いられる bag–of–wordsや tf-idf 特徴量に類
似のものである。これらは、文章中の単語の出
現数を各単語ごとに集計し、これに単語ごとの
重要度を掛けたものを特徴量ベクトルとしたも
のである。直感的には、volume-optimal cycles

を立体構造を表す「文章」、edgeを文章を構成
する「単語」、f(b, d)を「単語の重要度」とみな
して、特徴量として構成したものが xである。
単語の重要度 f(b, d)としては様々な関数が考
えられるが、birth、death、あるいは deathと
birthの差である life timeなどを考えるのが自
然と考えられる。このような特徴から、この特
徴量ベクトルはテキストマイニングで使われる
機械学習アルゴリズムと相性が良いことが期待
される。

3 応用例：タンパク質の折りたたみ過程
の分析
提案手法の有用性をみるため、chignolinと

HP35(nle-nle)という２つのタンパク質につい
て、分子動力学シミュレーションから得られた
アミノ酸の配置を解析し、非負行列因子分解
法 (NMF)により次元縮約を行い、低次元空間

図 1. 本研究で用いた特徴量ベクトルの構成法
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におけるダイナミクスを調べた。その一例とし
て、HP35(nle-nle)のダイナミクスを図 2に示
す。これにより、安定な立体構造に折りたたま
れていくパスが複数あることが確認できる。ま
た、特に本手法で特徴的なのが、折りたたまれ
ていない状態は次元縮約後ほぼ原点に集中する
ことである。ユークリッド空間での距離などを
用いる通常の特徴量では、折りたたまれていな
い状態は非常に多くの配置を取りうるため、次
元縮約後の配置が広範な範囲に散らばる傾向が
あり、解析を困難にしている。一方、折りたた
まれていない状態はほとんど cycleを持たない
ため、本手法で次元縮約を行うと特徴量ベクト
ルはほとんど原点近傍に射影される。さらに、
NMFにより得られた基底ベクトルを調べるこ
とにより、安定・準安定構造についての情報を
得ることができる。例えば図 3で点線で示した
のは、同じくHP35(nle-nle)の折りたたみ過程
で重要と判断された edgeである。

図 2. NMF により３次元空間に縮約された HP35(nle-
nle)のダイナミクス

図 3. HP35(nle-nle)の立体構造。点線は位相的データ解
析で重要と判定された edgeを表す。

4 結論と今後
volume–optimal cycleを用いた特徴量を用い

た機械学習手法を提案し、この手法がタンパク

質に折り畳み過程の解析に有効であることを確
認した。
本研究で提案した手法は、タンパク質のみで
はなく生物集団の運動などの解析にも応用可
能であると思われる。また、本手法のように自
然言語処理技術を用いてパーシステントホモロ
ジーを解析する手法には今後様々な発展が期待
される。

謝辞 共同研究者である平岡　裕章氏、大林　
一平氏に感謝する。本研究は JST、CREST、
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乱流中の慣性粒子の分布の位相的データ解析
岡 省吾 1, 石原 卓 2

1岡山大学院環境生命，2岡山大学院環境生命
e-mail : 1pmfv7swc@s.okayama-u.ac.jp, 2takashi ishihara@okayama-u.ac.jp

1 序論
自然界や私たちの身の回りの流れの現象に

は、原始惑星系円盤ガス中のダストの成長や雲
の中の雨滴の成長や火山灰の拡散など、乱れた
流れの中の微粒子の運動や分布が重要となる現
象が多くある。
乱流中の微粒子の運動については、近年、乱

流の数値計算を用いた研究が多く実施され、乱
流中の渦運動によって慣性をもつ粒子の分布
に濃淡ができること（Preferential concentra-

tion）が明らかになっている。一般に、粒子の
分布は粒子の慣性の大きさに依存する。しかし
ながら、粒子の分布の幾何学的な特徴の違いを
定量的に解析した例はほとんどない。
そこで、本研究では乱流中の慣性粒子の分布

についてパーシステントホモロジーという、近
年材料科学分野で物質の分類にも活用されてい
る手法を用いて解析した。

2 Persistent Homology

パーシステントホモロジーは一次元の穴や二
次元の穴を抽出する解析方法である。

図 1. 点集合に円を貼り付ける

図 2. パーシステンス図 (PD)

まず、点群に貼り付けた円もしくは球の半径
を大きくしていくと、リングがない状態から、

リングが発生（birth）し、消滅（death）する。
図 1(a)の点群の例では、図 1(b)のような半径
の円盤を貼り付けるとリングが 3つできる。こ
の 3 つのリングは各々異なる r で発生し、別
の異なる rで消滅する。パーシステントホモロ
ジーでは点群の幾何学的特徴をこれらのリング
が各々発生する半径 bと消滅する半径 bで特徴
つける。
この b を発生時刻 (birth time)，d を消滅
時刻 (death time)と呼び，(b, d) という対を
パーシステンス対，生存対 (birth-death pair)

と呼ぶ.

この点を平面上にプロットしたものをパーシ
ステンス図 (persistence diagram)と呼ぶ。(図
2)半径を変化させることでデータのマルチス
ケールな幾何構造を定量的に捉えることができ
るのである。[2]

3 解析する点群データ
本研究では、ナヴィエ・ストークス方程式に
従う乱流によって輸送され、乱流中で選択的に
濃集した微粒子のデータを解析する。具体的な
データは文献 [3]の解析で得られたものである。
乱流の非線形性の強さを表すレイノルズ数は
Re=16100であり、粒子の慣性の大きさ（流体
運動への追従性の悪さ）を表すストークス数は
St=1, 5, 10の 3種類でり，各々の Stについて
粒子の個数は 512の 3乗である。計算領域を 8

× 8× 8＝ 512の領域に分割し、各領域の平均
64の 3乗の粒子について全てパーシステンス
図 (PD)を求めた。
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4 Persistent Landscape

PDを定量的に比較するために、パーシステ
ントランドスケープという手法を用いる。まず、
PDを 45度傾け、その各点から左右に 45度線
分を引き、線分集合を作る。そして、その線分
集合から、一番外側の包絡線を抽出し、残りの
線分集合から包絡線を抽出していき、この操作
を繰り返す。1回目に抽出した包絡線を λ1、2

回目に抽出した包絡線を λ2、k回目に抽出した
包絡線を λkとする。(図 3)

これらの関数を用いて PDを比較する。

図 3. パーシステントランドスケープの例

5 パーシステンスランドスケープの St

別,dim別, 階層別の相関
(1/8)3 スケールの各のセルの点群データか

らパーシステントホモロジーを用いてパーシ
ステンス図を作り、各々のパーシステンスラン
ドスケープの包絡線を 4階層分求め、λik(i =

1, 2, 3, · · · , 512)(k = 1, 2, 3, 4)を作る。
次に、1つのセルのパーシステンスランドス
ケープ λjk(対象の j 番目の座標)と他のセルの
パーシステンスランドスケープ λik{i ̸= j|i =

1, 2, 3, · · · , 512}の距離を階層別に比較し、L2
k(i, j)

とL∞
k (i, j)(k = 1, 2, 3, 4)を求めた。L2

k(i, j)と
L∞
k (i, j)(k = 1, 2, 3, 4)は次の式のように表さ
れる。

L∞
k (i, j) = ||λik − λ

j
k||∞

= sup |λik(t)− λ
j
k(t)| (1)

L2
k(i, j) = ||λik − λ

j
k||2

=

[∫ L

0
|λik(t)− λ

j
k(t)|

2dt

] 1
2

(2)

この 511個のL2
k(i, j),L

∞
k (i, j)の平均をそれ

ぞれ {L2
k}j , {L∞

k }j とする。
(jは対象の座標 : j = 1, 2, 3, · · · , 512)

これを階層別に 512個全てのセルのパーシス
テンスランドスケープλjkを対象にして行う。こ
の {L2

k}j , {L∞
k }j は、対象のセルのパーシステ

ンスランドスケープが他のセルのパーシステン
スランドスケープと比べてどのくらい差がある
かを定量的に示す。この値が大きいほど、生成
時刻と消滅時刻の差が大きく特徴的なリング構
造,キャビティー構造が存在すると考えられる。
そして、この解析をSt別 (St=1,5,10),dim別

(dim=1のときリング構造,dim=2のとキャビ
ティー構造)に行い、各 St,各 dim,各階層の条
件における 512個ずつの {L2

k}j , {L∞
k }j を二組

ずつ、ピアソンの相関分析を行なう。その結果、
St5と St10の相関が高いことがわかった。

6 粒子数が多い場合の解析方法
1/8分割したそれぞれのセル粒子数が多くい
のが原因で計算が困難な場合、粒子数を減らし
て計算する方法を開発した。まず、セルの中の
粒子同士と隣のセルとの粒子同士を比較する。
そこである基準値を設定し、その距離が基準
値よりも小さい場合、それぞれの座標の間の座
標を取得して、解析することにより粒子の数が
減らせるようになる。また、この場合、この方
法で粒子数を減らしても、大きな輪っか構造や
キャビティー構造を大きく損なわずに解析でき
ることが確認できた。
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半順序木空間の interleaving距離
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1 背景
データ解析手法の安定性（ノイズに対する堅

牢性）は応用上も理論上も重要な課題である．
Reebグラフは，スカラー関数の位相的要約子
であり，近年様々なデータ解析での利活用が研
究されている．Silva [1]らは，Reebグラフに対
して interleaving距離を定義し，その安定性定
理を理論的に示した．一方，この距離は高さ付
き位相空間としてグラフを比較するため，デー
タ解像度の観点では評価が粗い点が問題だった．
宇田・坂上・横山 [2]はパーシステントホモロ
ジーに基づくReebグラフの離散的定式化を提
案した．この方法は，位相的特徴を要約する順
序構造をうまく組み合わせることでReebグラ
フ相当の順序構造を構築する点が特徴であり，
同時に計算アルゴリズムをも与えている（以後
Reeb順序法と呼ぶ）．Reeb順序法はパーシス
テントホモロジーに基づくためにボトルネック
距離等による粗い安定性評価の成立は明らかで
はあったものの，細かい評価を得るためにどの
ような距離を導入すればよいかは明らかではな
く，理論的課題となっていた．
本講演では，半順序空間の枠組みでの inter-

leaving距離をご紹介する．半順序空間を用い
ることでトポロジーによる柔らかい比較と離散
データの順序構造の比較を両立でき，より細か
な評価を実現した．

2 Reeb順序法の安定性定理の主張
X = (V,E)を無向グラフとする．頂点集合

V 上の実数値スカラー関数 f : V → RのReeb

順序集合をR(X, f)で表記する．高さ付き半順
序空間の場合の interleaving距離を dI とする
（第 3.2節参照）. Reeb順序法Rの安定性定理
の主張を以下に示す．
定理 1 (U.) スカラー関数 f, g : V → R に対
して，R(X, f), R(X, g)が半順序木空間（第
3.1節参照）であると仮定する．このとき，

dI(R(X, f),R(X, g)) ≤ ∥f − g∥∞

が成り立つ．

本講演および本稿では，安定性定理の詳細に
は立ち入らず，その主張を組み立てる上で中心
的役割を担う半順序木空間とその interleaving

距離について主に述べる．なお，理論と議論の
単純化のため，以後一般のReebグラフは考え
ず木となる場合のみを考慮することとする．

3 半順序木空間とその interleaving距離
安定性定理を示すための枠組みとして，まず
木の定義を拡張しなければならない．Silvaらは
interleaving距離を定義するために，位相空間
としての高さ付きグラフに対する平滑化関手を
導入した．平滑化を通して見ることで，異なる
グラフ構造をトポロジーにより柔らかく比較す
ることができるのである．一方，データ解像度
まで着目するような細かな距離評価を実現する
ためには，データ点の離散的な構造を忘却せず
考慮しなければならない．そこで，木を離散順
序集合とみなし，「順序構造に対して同様の平滑
化操作が施せないか」という問いを考える．す
ると，Silvaらの平滑化操作のアナロジーで素朴
に木を平滑化しても，もはや従来よく知られる
意味での木とはならないことが直ちに分かる．
これは依然として木のような順序構造は有する
ため，なんらかの意味で「木の平滑化が木とな
る」ことさえ正当化できれば，データ解像度ま
で考慮した高さ付き木に対する interleaving距
離を定義できることになる．

3.1 半順序木空間
木は，幾何学的実現が単連結であるグラフと
して特徴づけられる．そこで，単連結性のアナ
ロジーで以下のような一般化を考える：
定義 2 (U., 半順序木) 全ての順序基本群が自
明である連結半順序集合を半順序木と呼ぶ1．
これは位相構造に依らず順序構造のみに依った
定義になっている．また，グラフ理論，位相幾

1本稿では「順序基本群」および「連結半順序集合」に
ついての説明は割愛する．いずれも，位相空間の場合か
らの類推で導入する概念である．

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

505

t_uda@tohoku.ac.jp


何学，数学基礎論などでよく知られるいくつか
の木の定義の一般化にもなっている．
位相と半順序を備えた集合P を考える．P の
順序が直積位相で閉であるとき，P を半順序空
間という．これは順序と位相が両立することを
意味する．P が半順序木かつ半順序空間である
とき，半順序木空間と呼ぶことにする．Reeb

順序集合 R(X, f)は（X に関する適当な仮定
の下で常に）半順序木空間である．

3.2 Interleaving距離
各非負実数 ε ≥ 0と半順序木空間 T とその上

のスカラー関数 f : T → Rの組み (T, f)に対し

Uε(T, f) := “R(T × [−ε, ε], f( · ) + · )”

と定める2．大雑把に言えば，Uεは，高さ付き
位相空間としての構造を高さに沿って±εだけ
膨らませつつ，順序に関する分岐位置を分岐の
向きに ±εだけ移動させる操作である．εが大
きいほど分岐位置の移動によってグラフ構造が
単純化していくため平滑化と呼ばれる．半順序
木空間を対象とし，半順序木空間の間の順序を
保つ連続写像を射とする圏を Treeとおくと，
平滑化 Uεはスライス圏Tree/R上の自己関手
となる．平滑化を与える “商”における商写像
を J · , · Kε : T × [−ε, ε]→ Uε(T, f)と表記する．
さて，interleaving距離を定義しよう．
定義 3 (U., Interleaving距離) (T, f), (S, g)

をTree/Rの対象とする．ε ≥ 0とする．Tree/R
の射

φ : (T, f)→ Uε(S, g), ψ : (S, g)→ Uε(T, f)

を考える．射の対 (φ,ψ)が ε同型であるとは，

Uεφ ◦ ψ = J · , 0K2ε, Uεψ ◦ φ = J · , 0K2ε,
が成り立つことをいう．ε同型が存在するような
εの下限で以て dI(T, S)を定義し，interleaving

距離と呼ぶ．

2この “定義”は Silvaらの平滑化のアイディアに合わ
せた書き方であり，半順序空間の枠組みでもこれと全く
同様な直接的定義を採用することは実際には困難である．
そのため，厳密には余極限を用いて半順序木空間の平滑
化を定める．その場合も well-defined性は非自明であり，
半順序空間の圏が完備であることと，余極限による平滑
化が半順序木構造を保つことを確かめなければならない．

この interleaving 距離は，Silva らのものよ
りも評価が細かい．すなわち，Silvaらの inter-

leaving距離を dI,Silvaと書くことにすると，あ
る意味において “dI,Silva ≤ dI”が成り立つ．特
に，Silvaらの interleaving距離では常にグラフ
の幾何学的実現を考えるために，幾何学的実現
が同相であっても順序同型ではないような組み
合わせにおいて dI,Silva = 0 ⪇ dIということが
あり得る．さらに，dIは離散・半離散・連続な
半順序木空間同士を比較することができる．

謝辞 本研究は JST ACT-X JPMJAX1906の
支援を受けたものである．
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1  大気ブロッキング現象 
 大気ブロッキング現象とは地球の中高緯度

領域で長期間にわたり持続する特異な高気圧

性の流れを指す[1]．この現象の発生により偏

西風は大きく蛇行し，この高気圧性の回転流領

域を長期間にわたって取り囲んだ結果，熱や水

蒸気の流入などが特定地域で継続し，熱波・寒

波・干ばつ・洪水といった異常気象を引き起こ

すことが知られている．また大気ブロッキング

現象は気候変動予測との関連も近年指摘され

ている．しかし，ブロッキング現象を格子点デ

ータから客観的に同定する手法は確立されて

おらず，その客観的な基準での検出は気象学に

おける挑戦的課題となっている． 

本現象の検出は大気 500hPa 等圧面(高度

5.5km相当)における高度を用いて行われる．こ

の情報を利用するのは，風と高度の関係が地衡

風により近似でき，日々の気象をよく表すから

である．気象庁では最新の数値気象モデルと観

測データから過去の気象に関する尤もらしい

値を推定し，格子点データとして整備している．

これを用いて大気ブロッキング現象を客観的

な検出アルゴリズムが研究できる． 

大気ブロッキング現象においては典型的な

二つの形態学分類が経験的に知られている

[2,3]．図 1(a)のパターンは双曲子型と呼ばれ，

南北にまたがる低気圧と高気圧のペアの周り

を偏西風が分離して挟み込むように蛇行する

流れである．図 1(b)は Ω 型と呼ばれ高気圧を

取り囲むように偏西風が蛇行する流れである． 

 

 

大気ブロッキング現象の発生を検出するアル

ゴリズムはいくつか知られているが，形態学分

類を行うものは知られていない． 

本講演では，我々が提案した流線トポロジー

解析(Topological Flow Data(TFD)解析)を用い

て，この大気ブロッキング現象を検出する方法

に加えて，気象学で標準的に用いられる Dunn-

Sigouin らのアルゴリズム[4]による検出結果

との比較研究[5]を紹介する． 

2  流線トポロジーデータ解析 
 TFD 解析は，我々が構築した二次元領域にお

ける構造安定なハミルトンベクトル場が生成

する粒子軌道群（流線）の位相幾何学的分類理

論に基づくものである[6].これらの流線はハ

ミルトン関数の等高線と一致するので，この関

数を高さ関数するとき，それを用いて流れのト

ポロジカルな構造を分類できる．この理論によ

ると，構造安定なハミルトンベクトル場のトポ

ロジカルな流線構造は5つの特徴的な構造の組

み合わせによって構成され，これを COT表現と

呼ばれる固有の文字列によって表現できる．ま

た，ハミルトン関数の同じ高さの領域を一点に

潰すことで得られる Reeb グラフとも一対一に

対応することが示される．さらに，与えられた

ハミルトン関数データから COT 表現と Reeb グ

ラフを計算するソフトウェア(psiclone)が開発

され，計算機による大量データ処理も可能とな

っている． 

3  大気ブロッキングと COT表現 
図 2は，1960年 2月 9日 18時の 500hPa等高

度面データに対する TFD解析の結果である．図

2 上段には，この時刻のデータの等高線とそれ

に対応する COT 表現と Reeb グラフ（青線）が

示されている．COT表現には a±の文字列が並ん

でいるが，ブロッキングの高気圧領域はちょう

ど右端の a+として文字表現されている．図 2下

段にはCOT表現に対応して定義される二次元領

域の分割を与えており，分割図と呼ばれる．a+

で表現された大気ブロッキングの流れ領域は

この分割図の右端にある赤い領域に対応して
図 1大気ブロッキングの形態的分類．(a)双曲子型(b)Ω 型 
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おり，これを a+の「影響領域」と呼ぶ． 

 

 

 

このように，TFD 解析は単にトポロジカルな

情報だけではなく，影響領域のような連続量も

同時に抽出できるため，これを用いて長時間に

わたって一定の領域にとどまり続ける大気ブ

ロッキング現象の検出ができる． 

4  検出アルゴリズムの概要 
TFD 解析を用いた大気ブロッキング検出ア

ルゴリズムのアイデアは以下の通り．まず，等

圧面高度データの時系列に対してTFD解析を行

い，各時刻の COT 表現と Reeb グラフを得る．

大気ブロッキングでは高気圧性の回転流領域

の検出が必要なので，文字列として a+と，双曲

子型の形態識別のためCOT表現でa+と隣り合う

a− に対応する影響領域を検出する．いま時刻 t

において，その前後の時間幅 Δt の各時刻で，a±

の影響領域が存在するとき，そのサポートにあ

たる位置に 1の値を加えると，この時間帯でブ

ロッキング領域がどれだけの時間存在したか

を表すヒストグラムが構成できる．大気ブロッ

キングでは高気圧領域が同じ位置にとどまり

続けるので，大気ブロッキングが起こっている

領域ではこのヒストグラムは高い値を持つ． 

この考察に基づいて，高いヒストグラムの値

を持つ領域の連結成分を各時刻で抽出して，各

時間の前後で連結成分の重心がほとんど移動

していなければ，これらの連結成分には時間的

に関係があるとして時刻方向にリンクを張る．

こうしてすべての連結成分間に時間リンクを

張ったあとで，ヒストグラムが一様分布からど

れだけ遠いかという指標を導入して，一様分布

から遠いものは，移動性と判断して時間方向の

リンクから除外する．最終的に残った時間リン

クのうち 96 時間(4 日)継続したものを大気ブ

ロッキング現象の発生と判定する． 

さらに，一連のリンクに対して，一様分布に

最も近い状態の時刻の COT表現から，当該領域

の表現が a+で構成されているときはΩ 型，a+･
a−で構成されているときは双曲子型と判定する

これによりCOT表現による形態学分類が実現で

きる． 

5 結果の概要 
 本講演では 1960 年の年間データに Dunn-

Sigouinの標準アルゴリズムと我々の TFD解析

を適用した結果との比較を通じて，本手法の特

徴を明らかにする．本手法は標準アルゴリズム

より少ない客観的パラメータだけで同程度の

検出能力を有するだけでなく，形態学的分類を

達成するという点で従来のアルゴリズムより

優位であることを示したい． 
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図 2 1960年 2月 9日等高度面データのTFD解析の結果 

(上段) COT表現と Reebグラフ． (下段) 分割図． 
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Mapperに基づく細胞分化の位相的流れ解析
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1京都大学高等研究院 ヒト生物学高等研究拠点，2京都大学大学院 医学研究科，
3京都大学 iPS細胞研究所，4京都大学 学術情報メディアセンター，
5京都大学高等研究院 高等研究センター
e-mail : imoto.yusuke.4e@kyoto-u.ac.jp

1 概要
本研究では位相的データ解析手法のMapper

を用いて，シングルセル遺伝子発現データから
細胞分化の位相的構造を獲得することを目的と
する．さらに，入力の点群に対応する離散ベク
トル場をMapperグラフに埋め込む手法を導入
し，細胞分化の位相的構造の上での流れを表現
する手法を提案する．

2 Mapper

Mapperは高次元空間内の点群が形成する位
相的構造を抽象グラフとして出力する位相的
データ解析手法である．d個の特徴量を持つ n

個の実数値データX = {x1, . . . , xn} (xi ∈ Rd)
に対するMapperの解析手順を以下に示す：図
1参照．

(A) データX を射影関数fp : Rd → Rℓ (ℓ ≤
d)で ℓ次元に射影する:

X → Xfp := {fp(x) | x ∈ X}.

(B) 射影データXfp の被覆 Un = {Ui}i∈Λを
定め，その逆変換で元データ X の被覆
{Xi}i∈Λを構成する：

Xi := {x ∈ X | fp(x) ∈ Ui}.

(C) 各被覆 Xi をクラスタリング手法でその
部分集合（クラスター）Xi1, . . . , Xini に
分割する：

ni⊔
j=1

Xij = Xi.

(D) クラスターを頂点，共通部分をもつクラ
スター間に辺を張ることでMapperグラ
フG = (V,E)を構成する：

V = {Xij},
E = {(Xij , Xkl) ∈ V 2 | Xij ∩Xkl ̸= ∅}.

(A) Projecting (B) Covering

(C) Clustering (D) Graphing

Mapper graph

𝑋𝑋11

𝑋𝑋21

𝑋𝑋31
𝑋𝑋41

𝑋𝑋42𝑋𝑋22

𝑋𝑋31

𝑋𝑋41

𝑋𝑋11

𝑋𝑋21

𝑋𝑋22
𝑋𝑋42

𝑈𝑈1 𝑈𝑈2 𝑈𝑈3 𝑈𝑈4

low-dimensional cover {𝑈𝑈𝑖𝑖}

𝑋𝑋1 𝑋𝑋2 𝑋𝑋3 𝑋𝑋4

high-dimensional cover {𝑋𝑋𝑖𝑖}high-dimensional data 𝑋𝑋

low-dimensional data 𝑋𝑋𝑓𝑓p

projection 𝑓𝑓p

cluster map 𝑓𝑓c

□ parameters

図 1. Mapperの解析手順．

3 離散ベクトル場のMapperグラフへの
埋め込み
データXの各サンプルを支点とするベクトル
場のデータ V = {v1, . . . , vn} (vi ∈ Rd)が与え
られているとする．このとき，辺 (Xij , Xkl) ∈
Eに対する方向を次の手順で定める．
1. 各クラスターXij , Xklの平均ベクトルXij ,

Xkl ∈ Rd を求め，その相対位置ベクト
ル rij,kl := Xkl −Xij を定める．

2. クラスターの積集合Xij ∩Xkl のデータ
に対応するベクトルの平均ベクトル vij,kl
を求める：
vij,kl =

1

|Xij ∩Xkl|
∑

α s.t. xα∈Xij∩Xkl

vα.

3. 流れスコア sij,kl を vij,kl の rij,kl 方向へ
の射影で求める：

sij,kl = vij,kl ·
rij,kl
|rij,kl|

.

4. 流れスコア sij,klの符号で向きを定める：
sij,kl > 0 ⇒ Xij → Xkl,

sij,kl < 0 ⇒ Xkl → Xij .

また，|sij,kl|はその有効辺の重みとする．
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(Delta)
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Endocrine 
(Beta)Hole
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図 2. Mapperを用いた膵臓内分泌細胞の位相的流れ解析．

4 シングルセル遺伝子発現データへの応
用

Mapperと離散ベクトル場の埋め込みをシン
グルセル遺伝子発現データに適用する．シン
グルセル遺伝子発現データは膵臓内分泌細胞
（Pancreatic endocrine cell）の公開データ [2]

を用い，特に後期の pre-endocrineから 4種の
endocrine（alpha, beta, gamma, delta）への細
胞分化データ（1,876細胞/27,998遺伝子）を用
いる．離散ベクトル場はRNA分子の状態（イ
ントロン・エクソン）のODE系のダイナミク
スを解析することでRNAの変化量を推定する
手法 “RNA velocity”[3, 4]を用いて同データか
ら推定する．

Mapper のパラメータを表 1 に示す．また，
本データのノイズに対する前処理として，著者
らが開発したノイズ削減法（投稿中）を用いて
いる．

表 1. Mapperのパラメータ
射影関数 fm 3次元主成分分析

被覆分割 各軸 25等分割の格子分割
(50%オーバーラップ含む)

クラスタリング手法 Single-linkage (first gap) [1]

図 2aに離散ベクトル場を埋め込んだMapper

グラフ（3,226頂点/18,253辺）を示す．各頂点
は先行研究 [4]で定義された細胞種を表してい
る．本結果から細胞種の隣接情報やトポロジー
情報（pre-, epshilon, alpha, beta間の穴構造）
が得られた．一方で，Mapperグラフの辺が非
常に多くなっているため，直接辺の向きから細

胞の分化の方向性を推定できない．そこで，埋
め込んだ有効辺を用いて，グラフ Hodge分解
による各頂点上の Hodgeポテンシャルを計算
した（図 2b）．Hodgeポテンシャルはグラフ
Hodge分解によって得られる有効非巡回グラフ
（勾配流れ）のポテンシャルを表すため，その
勾配によって大域的な流れを表現できる．以上
の結果より，膵臓内分泌細胞の細胞分化の位相
的構造とその方向性を図 2cにまとめる．講演
では従来手法との比較なども示す．
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1. Weaves and Weaving Diagrams 
 We define a weave W as a 3-dimensional object, 
laying in the ambient space X3 = E2 x I, with I = 
[-1,1], and only consider periodic structures here. 
 
Definition 1.1 [1] A weave W in X3 is an infinite 
union of threads, belonging to N ≥ 2 disjoint sets of 
threads T1, …, TN of infinite cardinal, and entangled 
with each other with respect to a set of crossing 
sequences {Ci,j / i, j ∈ (1, ..., N)}, describing the 
crossings between the threads belonging to the sets  
Ti and Tj. A thread t is a set homeomorphic to R, and 
a crossing c is an intersection between the 
projections of two distinct threads onto E2, with an 
over or under information. Moreover, we say that 
two threads belong to two different sets of threads if 
their respective projections onto E2 are not related 
by a translation of the plane E2 up to isotopy.  
 
Here by projection, we mean a planar projection into 
E2, by a map 𝜋: X3 ⟶ E2, (x,y,z) ⟼ (x,y,0). 
So, when projecting a weave W onto E2, we obtain a 
planar connected graph W0 with all vertices having 
degree four, called a regular projection. Then, by 
recording the extra information of which arc is over 
or under at each intersection point of W0, we define 
an infinite periodic weaving diagram DW0.   
Next, since our weaving diagrams are two-periodic 
structures by construction, instead of studying a 
planar diagram containing an infinite number of 
crossings, it is convenient to consider a 
torus-diagram DW, which can be obtained by 
identifying the sides of a unit parallelogram of the 
planar diagram by pairs, as detailed in [2]. 
 
Definition 1.2 [3] A thread-tiling composed of N ≥ 
2 sets of threads is a topological planar four-regular 
edge-to-edge tiling by convex polygons, such that: 
• each edge of these polygons belongs to a unique 

thread and two adjacent edges belong to two 
threads from different sets; 

• each thread is an infinite union of such edges, 
such that it is homotopic to an infinite geodesic. 

 

 
2. Construction of Weaving Diagrams [3] 
We introduce a new systematic algorithm, which 
allows an efficient and powerful construction of 
weaving diagrams, using combinatorial arguments.  
Recall that the two main criteria which characterize 
a weaving diagram are its number of sets of threads 
N, meaning the number of directions in which the 
threads are organized, as well as the set of crossing 
sequences, which gives the entanglement 
information at each intersection between two 
distinct threads. As with our previous construction 
method [1], we can see a weaving diagram as being 
a particular type of periodic tiling by convex 
polygons, together with an over or under 
information at each vertex. With this in mind, we 
decompose our construction method into two main 
steps. First, we build a thread-tiling, using a first set 
of cycles that generates a graph in terms of nearest 
neighbor vertices. Second, we add a crossing 
information at each closest neighbor vertex using 
another set of cycles. 
 
Definition 2.1 Let vi,j = ti∩tj be a vertex between 
two threads from distinct sets ti ∈ Ti and tj ∈ Tj. For 
all i, j, k, …, n ∈ {1, 2, …, N}, we call 𝜎i’= (vi,j    
vi,k  … vi,n) the vertex-cycle of Ti, which indicates 
the order of the closest neighboring vertices on any 
thread of a set Ti, and 𝜎i,j = (+1 … -1) the 
crossing-cycle of (Ti, Tj), which indicates the 
crossing information of Ti with respect to Tj (over: 
+1 and under: -1). 

3D infinite weave

2D regular projection 
+

Crossing information 

Infinite periodic diagram Torus-diagram

Figure 1: Weaving Diagram 
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Proposition 2.2 (Construction of a thread-tiling) 
Let T1, …, TN be N sets of threads. Then, a set of 
interdependent vertex-cycles 𝛴	 ' = {𝜎1’, …, 𝜎N’}, 
whose elements are vertices between two sets of 
different sets, generates a thread-tiling. 

 
Theorem 2.3 (Construction of Combinatorial 
Weaving Diagrams) Let i, j, k ∈ (1, ..., N) be 
distinct integers. Given 𝛴	' = {𝜎1’, …, 𝜎N’} and  
𝜮 = {𝜎1,2, … , 𝜎1,N , …, 𝜎2,N , … , 𝜎N-1,N}, then, they 
generate a weaving diagram with N sets of threads, 
and with 𝛴	 ' and 𝛴	as its sets of vertex-cycles and 
crossing-cycles, respectively. 

 

3. Equivalence of Weaving Diagrams [3] 
Weaving diagrams are mainly characterized by a 
number of sets of threads, as well as a set of crossing 
sequences, as seen in Definition 1.1. Therefore, the 
new method described above enables a systematic 
construction of such structures according to these 
two principal parameters, 𝛴	 ' determining the 
organizations of the different threads into a 
thread-tiling, while 𝛴 attributes the over or under 
information at each vertex. However, we noticed 
from some examples of woven frameworks in 
materials science that two distinct weaving diagrams, 
representing different three-dimensional networks, 
can be defined by the same pair (𝛴	',	𝛴). 

Both diagrams have the same pair (𝛴	 ',	 𝛴), which 
correspond to a square thread-tiling such that every 
thread of both sets are two times over the other 
threads, followed by two times under. Nevertheless, 
these two woven materials have different physical 
properties, and it would be interested to make this 
distinction with our mathematical model, using the 
concept of crossing-matrix, which extends the idea 
from [4]. 
 

Theorem 3.1 Let DW1 and DW2, be two weaving 
diagrams indexed such that their regular projections 
are identical, and constructed from the same (𝛴	',	𝛴). 
Then, they are equivalent if and only if their 
crossing-matrices are pairwise equivalent, up to the 
indices, meaning that if all the matrices of DW2 can 
be obtained from the respective matrices of DW1, by 
at least one of the two conditions:   
• a same cyclic or countercyclical permutation of 

all the rows and/or columns; 
• a same equivalent shift a. 
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Example with N = 3 : !1’ = (v1,2 v1,3) , !2’ = (v2,1 v2,3) , !3’ = (v3,1 v3,2),  with   vi,j= vj,i

arbitrary information: 
!i (vi,j) = –1 or +1 

a/ Take an arbitrary thread ti
(blue for example) and chose an 
arbitrary vertex vi,j of this thread 

(blue – green for example)

arbitrary 
vertex 

vi,j

b/ Give an information over or under to the 
chosen vertex vi,j belonging to the thread ti,
!i (vi,j). Here we chose the blue thread 
under the green thread: !i (vi,j) = –1

c/ Select the four closest 
neighbors vertices of vi,j and give 
them an information with respect 

to the permutations !i and !j.

arbitrary 
thread 
ti ∈ Ti

Figure 2: Construction of a Kagome Tiling 

Figure 3: Construction of a Kagome Weaving 

Basket (2,2) Twill (2,2)

Figure 5: Two distinct weaves with same pair (𝛴 ', 𝛴): 

𝛴	' = {(v1,2)2} ; 𝛴 = {(+1	 	 +1	 	 –1	 	 –1)2} 

Figure 4: Kagome Weaving (2,1)3 

• N = 3 

• Set of crossing sequences: {(2,1)3}

• Set of vertex-cycles
• 𝜎1’ = (v1,2 v1,3) , 
• 𝜎2’ = (v2,1 v2,3) , 
• 𝜎3’ = (v3,1 v3,2) .

• Set of crossing-cycles
• 𝜎1,2 = 𝜎2,3 = 𝜎3,1 = (+ 1 +1 –1)

M pink,green
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=
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TDA的損失関数の確率的劣勾配法に関する収束定理
池 祐一 1

1東京大学 情報理工学系研究科
e-mail : ike@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 TDA的損失関数の微分可能性と収束
定理
近年，位相的データ解析 (TDA) と機械学習
との組合せが盛んに研究されており，パーシス
テントホモロジーから定まる損失関数・正則化
項を使った学習の試みが現れてきた．例えば [1]

は損失関数に入力空間と潜在空間の位相が近く
なるような項を加えて位相的オートエンコーダ
を提案し，[2]は微分可能な位相的層を導入し
て位相的な敵対的攻撃との関係を調べている．
我々は [3]において，TDA的損失関数の確率的
劣勾配降下法に関する収束定理を得たので以下
で結果について紹介する．
まず点群の座標などパラメータに依存した

パーシステントホモロジーの定式化を考える．
単体的複体Kのフィルトレーションは，Kで添
え字付けられた |K|次元のベクトル (Φσ)σ∈K ∈
R|K|であって σ, τ ∈ Kかつ τ ⊆ σならばΦτ ≤
Φσを満たすものに対応する．よって，パラメー
タ付きのものは以下のように定義できる．
定義 1. K を単体的複体として Aを集合とす
る．写像Φ: A→ R|K|がKのパラメータ付け
られたフィルトレーションであるとは，任意の
x ∈ Aと σ, τ ∈ K で τ ⊆ σを満たすものに対
して Φτ (x) ≤ Φσ(x)となることをいう．

Čech複体やVietoris-Rips複体は点群の各座
標をパラメータとするパラメータ付けられたフ
ィルトレーションを定める．劣位フィルトレー
ションも頂点上の関数値をパラメータとする
フィルトレーションとなる．
以下A ⊂ Rdとして，Kのパラメータ付けら
れたフィルトレーションΦ: A→ R|K|のパーシ
ステンス図に対する損失関数を勾配降下法によ
り最適化することを考えよう．パーシステンス
図は順序をつけて p個の有限な点と q個の第 2

座標が+∞の点からなるR|K| = (R2)p×Rqの
元とみなし，フィルトレーションからパーシス
テンス図への変換を Pers : R|K| → (R2)p × Rq

と書く．点集合であるパーシステンス図の関数
を考えるために次の概念を導入する．

定義 2. 関数 E : R|K| = (R2)p × Rq → Rが
パーシステンスの関数であるとはパーシステン
ス図の点の置換に関して不変であることをい
う．すなわち，任意の (p1, . . . , pp, e1, . . . , eq) ∈
(R2)p×Rqと任意の {1, . . . , p}と {1, . . . , q}の
置換 α, βに対して

E(pα(1), . . . , pα(p), eβ(1), . . . , eβ(q))

= E(p1, . . . , pp, e1, . . . , eq)

を満たすことをいう．
さて，Φ をパラメータ付けられたフィルト
レーションの族，Eをパーシステンスの関数と
して合成L = E ◦Pers ◦Φ: A→ Rの微分可能
性を考える．このために Φと Eは良い関数ク
ラスに属しているという仮定をおく．より正確
に言うと，ある o-極小構造において definable

な写像であると仮定する．Čechフィルトレー
ションやVietoris-Ripsフィルトレーション・劣
位フィルトレーションは半代数的集合のなす o-

極小構造で definableであり，パーシステンス
ランドスケープやパーシステンスイメージに付
随するパーシステンスの関数もある o-極小構
造において definableである．Φが definableな
パラメータ付けられたフィルトレーションの族
であって，Eが definableで局所リプシッツな
パーシステンスの関数ならば，合成L : A→ R
も definableで局所リプシッツとなることが示
せる．ゆえにLはほとんど至る所微分可能であ
り，well-definedな Clarke劣微分

∂L(z) := Conv
{

lim
zi→z
∇L(zi) : ziで微分可能

}
を持つ．この劣微分を用いて，式

xk+1 = xk − αk(yk + ζk), yk ∈ ∂L(xk) (1)

で反復的に xkを更新していくことを考えよう．
ここで (αk)k は学習率，(ζk)k は確率変数の列
であり，次の条件を仮定する：
1. 任意のkに対してαk ≥ 0であり，∑∞

k=1 αk =

+∞,
∑∞

k=1 α
2
k < +∞である．

2. ほとんど確実に supk ∥xk∥ < +∞である．
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3. Fk = σ(xj , yj , ζj , j < k)を生成された σ-

加法族としたとき，有界集合上有界な関
数 p : Rd → Rが存在して，任意の kに対
してほとんど確実に
E[ζk|Fk] = 0, E[∥ζk∥2|Fk] < p(xk)

が成り立つ．
これらの条件の下で [3]で示された TDA的損
失関数Lの確率的劣勾配降下法 (1)に関する収
束定理は以下である．
定理 3. K を単体的複体，A ⊆ Rd,Φ: A →
R|K| をある o-極小構造で definableな K のパ
ラメータ付けられたフィルトレーションとする．
さらに，E : R|K| → Rを definableで局所リプ
シッツなパーシステンスの関数とする．このと
き，上の条件 1–3のもとでL = E ◦Pers ◦Φに
ついて (1)の反復で定まる列 (xk)kはほとんど
確実に Lの臨界点に収束する．
これまでの実応用に用いられたTDA的損失
関数はほぼ全て上記の仮定を満たす．この定
理によりTDA的損失関数を機械学習フレーム
ワークで実装して確率的劣勾配降下法を適用す
るだけで収束が保証される．したがって，今後
は各々の関数の収束を気にすることなく，タス
クごとに適切な損失関数を設計することに注力
できるようになると期待される．

2 TDA的損失関数の応用例
ここではTDA的損失関数を用いたおもちゃ
の例をいくつか挙げよう．
一つ目は [2]でも考えられていた点群の最適

化である．図 1左上のランダムな点群X から
始めて，[2]と同様にその 1次パーシステンス
図Dの点が対角線から遠ざかるように損失関数
−
∑

p∈D ∥p−π∆(p)∥2∞（π∆は対角線への射影）
を用いた結果が左下である．このように TDA

的な項のみでは座標がいくらでも大きくなり収
束が不安定となるため，Sを単位正方形として∑

x∈X d(x, S)なる項を加えた．この損失関数
の値の変化が右下であり，結果は右上である．
二つ目は [1]で提案された位相的オートエン
コーダとその改良を用いた次元削減である．図 1

左上の 3次元内の点群を 2次元に圧縮する際に，
[1]の 0次パーシステンス図のみによる損失関数
を用いると結果は左下のように二つの円を分離
していないが，1次による損失関数を設計する
と結果は右下のように改善することが分かる．

図 1. 点群最適化の例．左上が初期のランダムな点群，左
下が TDA的損失項のみを使った最適化の結果，右上が
そこに補正項を加えた結果，右下は損失関数の値の変化．

図 2. 次元削減の例．左下が [1]の損失関数での結果，右
下が 1次のパーシステンス図を用いて最適化した結果．
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焼結鉱3次元CT画像のパーシステントホモロジーと非負行列分解による
解析
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1岡山大学，2高エネルギー加速器研究機構
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1 概要

本講演ではパーシステントホモロジー (PH)

と非負行列分解 (NMF)によって焼結鉱の 3次
元 X線 CT画像の解析を行った結果について
報告する．PHはホモロジーを使ってデータ解
析のためのフレームワークで，データの形を
定量化することを可能とする．本講演では PH

と NMFの組み合わせの利点について議論し，
データ解析で得られた結果を紹介する．

2 はじめに

PHはトポロジーを利用しデータ解析をする
ための枠組みで，データの形の情報を定量的に
抽出することを可能とする．乱れた構造，不均
一な構造を取り扱うのが得意で，材料科学や生
命科学などへの応用が進んでいる．

PHでは，データをパーシステント図 (PD)

という 2次元ヒストグラムに変換し，この図を
解析することでデータを解析する．PDに何ら
かの明らかな特徴があれば，この解析は簡単に
進む．しかし実際にはそういった特徴が見つか
らない場合が多い．こういった問題に対処する
方法としてPDに機械学習の手法を適用するや
りかたがある．PHでデータの形の情報を定量
化し，そこから機械学習で特徴的パターンを探
すのである．

PHと機械学習の組み合わせについては既に
多くの研究がある．機械学習手法の入力とする
ためのPDのベクトル化やカーネル法について
は既に様々な研究がある [1]．またこの組み合
わせの実際的な問題への利用も進みつつある．
この講演ではベクトル化の手法として Per-

sistence Image[2]という手法を，機械学習の手
法として非負行列分解 (NMF)を，それぞれ利
用して焼結鉱の 3 次元 X線 CT画像を解析し
た事例について紹介する．
ここでの解析の対象となるのは焼結鉱という

物質の還元反応である．焼結鉱は粉状の鉄鉱石
に混ぜ物を加えて焼き固めたもので，製鉄プロ
セスの前処理の段階で製造される．この焼結鉱

とコークスを混ぜて高炉に投入し鉄を取りだす
のが製鉄プロセスの主要段階である．高炉内で
はコークスの燃焼で生じた一酸化炭素によって
焼結鉱が還元され融解し最終的に銑鉄が得られ
る．このプロセスは製鉄の重要なプロセスであ
り，研究する価値がある．
本研究では焼結鉱内部の相の分布の還元反
応による変化を特徴付けることを目標とする．
還元プロセスにおいては焼結鉱内部では様々な
相 (酸化鉄の還元段階に応じた相，カルシウム
フェライト相 (Ca−Fe−O)など)が不均一に生
じ，変化する．この相の分布は内部のひびの発
生などに重要な役割を果たしていると考えられ
ており，物質の特性を理解するため調べる価値
がある．
そこで本研究では還元進行初期，中期，後期
の 3段階における焼結鉱を X線顕微鏡で観察
し，Computed Topmography (CT)によって 3

次元構造を入手した．これをPHとNMFで解
析することで内部の分布の変化を特徴付けた．
先行研究 [3]では 2次元画像として PHで解析
したが，3次元で解析することで以前の解析で
は得られなかった結果を得ることができた．

3 手法

データは還元進行初期，中期，後期それぞれ
2つのサンプルの 3次元 X線顕微鏡画像であ
る．1ピクセルは 4.0µm四方である．ボクセル
値は密度に対応する値である．スムージングの
後セグメンテーションを施し酸化鉄 (III)，カル
シウムフェライト，空隙の 3つの領域に分割し
た．画像を 150x150x150のキューブに分割し，
空隙の比率が 0.4より大きいキューブは情報が
少ないため捨てることとした．残ったキューブ
の酸化鉄 (III)領域を distance transformを経
由して 0，1，2次元のPDに変換し，それぞれ
の PDを Persistence Imageにより 1891 次元
のベクトルに変換した．得られたベクトルの集
合を PDの次元ごとにNMFを適用し，3次元
への射影を得るとともにNMFの各軸に対応す
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図 1. NMFによる次元削減 (緑，オリーブ: 前期/赤，オレンジ: 中期/青，紫: 後期)

る 1891次元ベクトルを得た．ここで見つかっ
たパターンを [4]での方法を用いて元のボクセ
ルデータにマッピングした．
また次元ごとの PD に表現されている構造

が次元をまたがってどのように共存するかを調
べるために次の 2つの解析を行った．一つ目は
NMFの各コンポーネントの値の相関係数 (ピ
アソンの積率相関係数) を計算した．2つ目は
各キューブごとの 0，1，2次元PDをベクトル
化したものを連結し 1891 · 3 = 5673次元のベ
クトルとしNMFを適用した．

4 結果

図 1は 0次元 PDのNMFによる 3次元射影
を 01/02/12番目の軸でさらに射影したもので
ある．緑とオリーブが前期のデータ，赤とオレ
ンジが中期のデータ，青と紫が後期のデータで
ある．NMFの第 0軸と第 2軸に沿って中期の
データが，第 1軸に沿って初期のデータが，中
間的な所に後期のデータがあることがわかる．
これは反応前期にあった 1軸に対応する幾何的
特徴が反応で減って別の第 0軸と第 2軸に対応
する幾何的特徴が増えたことを意味する．そし
て後期には「中間的」な特徴を持つようになっ
たということも言える．この傾向は 1次元PD，
2次元 PDでも見られた．
さらに相関係数の計算と次元をまとめたNMF

による共存構造の解明によって，この 3種類の
PDに現れる特徴は 3つの構造 (トンネル，小
さな粒，大きな塊)の 3 つで代表できることが
判明した．ここで見つかった構造とその量的変
化は材料科学の知見とも整合性がある．

5 おわりに

Persistence Imageで得られるベクトルはそ
の定義上非負であるため NMFと相性が良く，
またNMFは各軸に特徴的なパターンが割り当

てられやすいという性質が有効活用できる．そ
して異なる次元の PD で見つかった特徴的パ
ターンの共存関係を探索する手法はPHの利用
方法の幅を広げるものである．

謝辞 本研究はJSPS科研費JP19H00834，JP20H05884，
JSTさきがけJPMJPR1923，JST CREST JP-

MJCR15D3，JST MIRAI JPMJMI18G3の支
援を受けたものである．
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不連続Galerkin時間離散化手法による離散勾配法の高精度化
剱持 智哉 1
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1 はじめに: 勾配系とエネルギー構造
H を (実) Hilbert空間, E : H → RをH 上

で定義された汎関数, Lを H 上の線形作用素,

T > 0, u0 ∈ H とする. このとき, 時間発展方
程式{

u̇(t) = L∇E(u(t)), t ∈ (0, T ],

u(0) = u0
(1)

を考える. ただし, u : (0, T ] → H は未知関数,

u̇(t) = du/dt(t)であり, ∇E(u)は Eの uにお
けるFréchet微分である. 以下, 方程式 (1)を勾
配系と呼ぶことにする.

本研究の目標は, 勾配系 (1)に対して, 後述
するエネルギー構造を保存する数値解法 (時間
離散化手法) を構築することである. 本節では,

作用素 Lが半負定値または歪対称であるとき
に, 勾配系 (1)がエネルギー構造を持つことを
見る.

連鎖律と (1)により,

d

dt
E[u(t)] = ⟨L∇E(u),∇E(u)⟩

となる. ただし, ⟨·, ·⟩はH の内積である. これ
より,

Lが半正定値 =⇒ d

dt
E[u(t)] ≤ 0,

Lが歪対称 =⇒ d

dt
E[u(t)] = 0

(2)

が成り立つことがわかる. 前者を散逸則, 後者
を保存則と呼び, これらをまとめてエネルギー
構造と呼ぶことにする.

2 離散勾配法
勾配系 (1)に対するエネルギー構造を保つ解

法として, 離散勾配法 [1]と呼ばれる手法が以
前から知られている. 離散勾配法では, まず, 離
散勾配と呼ばれる関数を構成する:

定義. 関数∇dE : H ×H → H であって,{
⟨∇dE(u, v), u− v⟩ = E[u]− E[v],

∇dE(u, u) = ∇E(u)
(3)

を任意の u, v ∈ Hに対して満たすものを, Eの
離散勾配と呼ぶ. □
離散勾配の構成法についてはここでは割愛す

るが,ひとたび離散勾配が構成できたならば,そ
れを用いて

unτ − un−1
τ

τ
= L∇dE(unτ , u

n−1
τ ) (4)

というスキームを構築することができる. ただ
し, τ > 0は時間刻みであり, unτ ∈ H は nス
テップ目の近似解である. このスキームによる
時間離散化手法を, 離散勾配法と呼ぶ.

このとき, En := E[unτ ]とおくと, 離散勾配
の定義と (4)により,

Lが半正定値 =⇒ En − En−1

τ
≤ 0,

Lが歪対称 =⇒ En − En−1

τ
= 0

(5)

が成り立つことがわかる. これは, (2)の離散版
に他ならない. すなわち, 離散勾配法によって,

エネルギー構造が保たれることがわかる.

離散勾配法の精度は, 時間刻み τ に対して
(高々) O(τ2)であることが知られている. そ
のため, 高精度化のための研究がいくつかなさ
れている (例えば [2]).

3 提案手法
本研究では, 離散勾配法の不連続Galerkin

時間離散化手法による高精度化を考える. まず
は, 記号を準備する. なお, 簡単のため, 等間隔
分割のみを考える.

正整数Nに対して τ := T/N , tn := nτ , In :=

(tn−1, tn]とおく. 非負整数 kに対して, k次以
下のH 係数多項式の空間を

Pk(H) :=


k∑
j=0

tjuj

∣∣∣∣∣∣ t ∈ R, uj ∈ H


とし, 区分的H 係数多項式の空間 V k

τ を,

V k
τ := {v ∈ L2(0, T ;H) | v|In ∈ Pk(H)}
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で定める. また, v ∈ V k
τ に対して,

vn := v(tn), vn,+ := lim
t↘tn

v(t)

とおく (図 1). 便宜上, v ∈ V k
τ に対して, v0 =

v(0)が定義されているとする.

t

v

0

v0
vn

vn,+

vn−1

vn−1,+

tn−1 tn

図 1. V k
τ の元の例.

以上の記号の下で, 次のスキームを考える.

提案手法. 以下を満たす (uτ , pτ ) ∈ V k
τ × V k

τ を
求めよ: u0τ = u0かつ, 任意の n ≥ 1に対して,∫

In

⟨u̇τ , v⟩dt+ ⟨un−1,+
τ − un−1

τ , vn−1,+⟩

=

∫
In

⟨Lpτ , v⟩dt, ∀v ∈ Pk(H), (S1)∫
In

⟨pτ , w⟩dt =

∫
In

⟨∇E(uτ ), w⟩dt,

∀w ∈ Pk−1(H), (S2)

pn−1,+
τ = ∇dE(un−1,+

τ , un−1
τ ) (S3)

を満たす. ただし, ∇dE は, (3)の意味での離
散勾配である. □
このスキームの解uτに対して,次が成り立つ.

定理. スキーム (S1), (S2), (S3)の解 uτ ∈ V k
τ

に対して, En := E[unτ ]とおくとき,

En − En−1 =

∫
In

⟨Lpτ , pτ ⟩dt

が成り立つ. 特に, Lの性質に応じて, (5)が成
り立つ. □
証明の詳細は講演で紹介するが, (S1)のテス
ト関数として v = pτ を, (S2)のテスト関数と
して w = u̇τ を代入し, (S3)を用いれば良い.

注意. 1) 提案手法において, k = 0とする
(すなわち,区分定数関数を用いる)と,ス
キームは離散勾配法 (4)と一致する. こ
の意味で, 提案手法は離散勾配法の拡張
となっている.

2) 通常の不連続Galerkin法の精度 [3]から
の類推により, 提案手法の精度は, k ≥ 1

のとき,

∥unτ − u(tn)∥H ≤ O(τ2k+1),

∥uτ (t)− u(t)∥H ≤ O(τk+1), t ̸= tn

であると期待できる. 実際, 数値例にお
いてそのような傾向が見られる. しかし,

厳密な証明は今後の課題である.

□

4 数値例
紙面の都合上, スカラー値の常微分方程式

u̇ = −F ′(u), F (u) = (1− u2)2/4

に対する数値例のみを紹介する. 初期値 u0 =

10−5, 最終時刻 T = 20の下で, k と τ を変え
て計算し, 1段法としての相対誤差をプロット
したものが図 2である. この例の場合, k ≥ 1

のとき, 誤差のオーダーは O(τ2k+1)となって
いる.

なお, 講演においては, 偏微分方程式に対し
て適用した例や, 区間 Inの内部における誤差に
ついても報告する.

10−2 10−1 100
10−15

10−10

10−5

100 傾き: 2

傾き: 3

傾き: 5

傾き
: 7

τ

m
ax n

|u
n τ
−

u
(t

n
)|/

|u
(t

n
)| k = 0

k = 1
k = 2
k = 3

図 2. 一段法としての相対誤差.
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ハミルトン系からなる連成系のシンプレクティック性について
寺川 峻平 1, 谷口 隆晴 1
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1 概要
ハミルトン系に対してはシンプレクティック

数値積分法が有効であるが，この方法ではハミ
ルトン系のシンプレクティック性が利用されて
いる [1]．一方で，応用上の多くの対象は連成
系として記述できるが，個々の部分系がハミル
トン系であっても全体としてそうであるとは限
らない [2]．
本研究では，2つのハミルトン系を相互作用
により連成した系を考え，これがハミルトン系
となる条件を示す．特に，無限次元ハミルトン
系の連成の際には離散化方法などにより，連成
モデルに自由度が生じる．本研究の結果は，そ
のような場合に適切な連成モデルを選ぶ指針と
なる．

2 ハミルトン系とシンプレクティック性
本研究では，複数のハミルトン系からなる連

成系について考える．ただし，偏微分方程式で
モデル化される無限次元ハミルトン系に対し
ては，有限次元のハミルトン系となるように，
適切に空間方向に半離散化しておくものと仮定
する．
定義 1 (ハミルトン系) 系の時間発展を表す方
程式が，状態変数ベクトル q，p ∈ Rnと，その
関数H : (q, p) 7→ H(q, p) ∈ Rを用いて

d

dt

(
q

p

)
=

(
O I

−I O

)
∇H (1)

と書けるとき，この系をハミルトン系という．
ここで，∇H はH の勾配を表し，q，pの成分
を q = (q1, . . . , qn), p = (q1, . . . , qn)とすると

∇H =

(
∂H

∂q1
, . . . ,

∂H

∂qn
,
∂H

∂p1
, . . . ,

∂H

∂pn

)T

である．また，Hを系のハミルトニアンという．
系がハミルトン系かどうかは座標系に依らな

い性質であり，以下のような座標系に依存しな
い条件も知られている．

定義 2 (ハミルトン系の幾何的表現) 配位多様
体をM とする．M 上の関数H とシンプレク
ティック形式 ω に対し，系の定めるベクトル
場X が

iXω = dH

を満たすとき，この系をハミルトン系であると
いい，Xをハミルトンベクトル場という．ただ
し，iX は内部積を，dは外積を表す．
また，ハミルトン系はシンプレクティック性
により特徴づけられ，本研究やシンプレクティッ
ク数値積分法はこの性質に基づくものである．
定義 3 (ベクトル場のシンプレクティック性)

シンプレクティック多様体 (M,ω)上のベクトル
場X に対し，

LXω = 0

が成り立つとき，Xはシンプレクティックであ
るという．ただし，LX はXにそった Lie微分
である．
このように表現すると，de Rhamの定理に
より，シンプレクティック性を持つベクトル場
が少なくとも局所的にはハミルトンベクトル場
となることが示される [3]．従って，連成後の
系がシンプレクティックであれば，同時に局所
的にハミルトン系であり，シンプレクティック
数値積分法の有効性が示される．そのため，連
成後の形のシンプレクティック性を考えること
が重要となる．

3 シンプレクティック数値積分法
シンプレクティック数値積分法とは，シンプ

レクティックなフローを，その性質を保ったま
ま離散化する数値計算手法である．
定義 4 (シンプレクティック法) ある局所座標
(q1, . . . , qm, p1, . . . , pm)と，標準シンプレクテ
ィック形式 ω := dq1 ∧ dp1 + · · · + dqm ∧ dpm
に対し，フロー ϕt を定めるベクトル場 X が
LXω = 0 を満たすとする．このとき，ϕtの近
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似 Φ，すなわち

Φ ≈ ϕt|t=∆t

で， 

q
(n+1)
1
...

q
(n+1)
m

p
(n+1)
1
...

p
(n+1)
m


= Φ



q
(n)
1
...

q
(n)
m

p
(n)
1
...

p
(n)
m


に対し，

dq
(n+1)
1 ∧ dp

(n+1)
1 + · · ·+ dq(n+1)

m ∧ dp(n+1)
m

= dq
(n)
1 ∧ dp

(n)
1 + · · ·+ dq(n)m ∧ dp(n)m

を満たすものを，シンプレクティック数値積分
法という．
シンプレクティック数値積分法による解は，

以下の意味でシンプレクティック性を保つ．シ
ンプレクティック数値積分法による数値解は空
間上の離散的な点の列となるが，これをシンプ
レクティック数値積分法が定める，何らかの常
微分方程式の解曲線上の点の集合とみなせたと
する．そのような曲線は，一般にもとの方程式
の解 ϕtとは異なるものの，シンプレクティック
形式を保存すると期待される [4]．

4 相互作用による連成系
ここでは，2つのハミルトン系が相互作用に
より連成した系を考える．
補題 5 （連成系での ωの Lie微分）それぞれ
n1，n2次元の二つのハミルトン系H1，H2を，
相互作用f1，f2を用いて以下のように連成する：

d

dt


q1
p1
q2
p2

 =


O I O O

−I O O O

O O O I

O O −I O





∂H1

∂q1

∂H1

∂p1

∂H2

∂q2

∂H2

∂p2


+


0

f1
0

f2

．

(2)

また，これらを成分表示にもつベクトル場 X

を

X :=
d

dt


q1
p1
q2
p2

 (3)

と定義する．このとき，標準シンプレクティッ
ク形式

ω := dq1 ∧ dp1 + dq2 ∧ dp2 (4)

の，X に沿った Lie微分 LXωは

LXω = df1 ∧ dq1 + df2 ∧ dq2 (5)

となる．
補題 5より，連成系がシンプレクティック形
式 ωを保存するための条件がわかる．
定理 6 （相互作用の条件）補題 5の連成系が
シンプレクティック形式 ωを保存する，すなわ
ち系のベクトル場X に沿った ωの Lie微分が
0になるための条件は，

df1 ∧ dq1 + df2 ∧ dq2 = 0 (6)

である．

謝辞 本研究は JST CREST(JPMJCR1914)，
科研費基盤研究 C（20K11693）の助成を受け
たものである．
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1

DE DE

Sinc

IMT

Sinc

2 Sinc

Sinc (−∞,∞)

g(u)

h(>

0)

g(u) �

∞∑
k=−∞

g(kh)
sin[π

h
(x− kh)]

π
h
(x− kh)

. (1)

DE

[1, 2]

Sinc

a(> 0) g(u)

[3]

g(u) � SN,a[g](u)

:=
h

a

2N∑
k=0

g(kh)
sin

[
π
h
(u− kh)

]
sin

[
π
a
(u− kh)

]
(N , h = a/(2N + 1) ).

(2)

Sinc

3 IMT

Sinc (1)

Sinc (2)

Sinc (1)

DE

Sinc (2)

IMT IMT

(0, 1)

f(x)
∫ x

0 f(x′)dx′ ( 0 < x < 1 )

Sinc (2) IMT

IMT IMT

DE [4]

x = ϕ(u) :=
1

2

[
tanh sinh

(
1

1− u
−

1

u

)
+ 1

]
.

(3)

f(x) (3)

∫ x

0
f(x′)dx′ =

∫ ϕ−1(x)

0
f(ϕ(u))ϕ′(u)du (4)

(4) f(ϕ(u))ϕ′(u)

f(x) (0, 1)

(−∞,∞) C∞ 1

Sinc (2)

(4) Sinc

(2)

∫ x

0
f(x′)dx′

�

∫ ϕ−1(x)

0
SN,1[(f ◦ ϕ)ϕ′](u)du

= h

2N∑
k=1

f(ϕ(kh))ϕ′(kh)IN,k(ϕ
−1(x)),

(5)

IN,k(u) := u

+

N∑
n=1

1

πn
[sin 2nπ(u− kh) + sin 2nkπh]

(
h =

1

2N + 1

)
.

(6)
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4

(5), (6)

∫ x

0

dx′

1 + x′2
= arctan x, (7)

∫ x

0

dx′√
x′(1− x′)

= arcsin(2x− 1) +
π

2
. (8)

C++

error := max
0≤x≤1

∣∣∣∣
∫ x

0
f(x′)dx′ − (5)

∣∣∣∣
f(x) Neval = 2N

1, 2

(5), (6)

1. (7)

2. (8)
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McKean-Vlasov型確率微分方程式の関数近似を用いた数値解析
遠藤 康矢 1, 中野 張 2

1,2東京工業大学 情報理工学院 数理・計算科学系 数理・計算科学コース
e-mail : 1endo.k.af@m.titech.ac.jp, 2nakano@c.titech.ac.jp

1 はじめに
McKean-Vlasov型確率微分方程式 (MV-SDE)

とは、解の分布が方程式の係数に影響する確率
微分方程式のことを表す。

MV-SDEの数値解を求める一般的なアルゴ
リズムの計算量は、粒子数をN、タイムステッ
プ数をM としてO(N2M)となる。
本研究では、MV-SDEの各項を計算が容易

な関数で近似することで、ある程度の精度を保
ちながら計算速度を大幅に改善するアルゴリズ
ムを提案し、収束性を証明した。また、再生核
補間を用いた数値実験により本アルゴリズムの
収束速度を確認した。

2 準備
2.1 McKean-Vlasov型確率微分方程式

McKean-Vlasov型確率微分方程式 (MV-SDE)

とは以下のような形の確率微分方程式である。

dXt = b
(
t,Xt, µ

X
t

)
dt+ σ

(
t,Xt, µ

X
t

)
dBt

ここで、µXt とは上の確率微分方程式の解Xtの
時刻 tにおける分布を表す。
以後、b, σはともに時刻 tに依存せず、有界
かつリプシッツ連続と仮定する。さらにX0 ∈
L2(Rd)を仮定する。この仮定の下で、MV-SDE

の解の存在性・一意性が言える。

2.2 既存の数値解法
終端時刻を T <∞とする。
粒子数をN とし、1 ≤ i ≤ N に対して i.i.d

なN 個の初期値Xi
0、N 次元ブラウン運動 Bi

t

が与えられているとする。そのときのXtの強
解をXi

t とする。
また、区間 [0, T ]をM 個に分割するとして、

h := T/M, tm := mhとする。
κ(t) := sup{s ∈ {0, h, 2h, · · · ,Mh}; s ≤ t}
とする。

このとき、近似解 X̄i,N,M
t は。

X̄i,N,M
t = X̄i,N,M

0 +

∫ t

0
b(κ(s), X̄i,N,M

κ(s) , µ̄X,N,Mκ(s) )ds

+

∫ t

0
σ(κ(s), X̄i,N,M

κ(s) , µ̄X,N,Mκ(s) )dBi
s

となる。ここで

µ̄X,N,Mt (dx) =
1

N

N∑
j=1

δ
X̄i,N,M

t
(dx)

である。
この数値解法の計算量はドリフト項および拡
散項の計算量に依存する。例えばドリフト項が

b(t, x, µ) =

∫
f(x, y)µ(dy)

といった形の場合、各タイムステップ・各粒子
ごとに

b(t, x, µ̄X,N,Mt ) =
1

N

N∑
j=1

f(x, X̄j,N,M
t )

を計算する必要がある。1回あたりの計算量は
O(N)であるため、全体で O(N2M)の計算量
を要する。

3 提案手法
3.1 アルゴリズム
要素数K の点集合 Γ = {x1, · · · , xK} ⊂ Rn

を考える。各タイムステップ毎に、

bm,k = b(tm, xk, µ̄
X,N,M
tm )

を直接計算する。その後、計算した bm,k(k =

1, · · · ,K)の値を用いて、b(x, µ)を補間した関
数 b̃(x, µ)を構成する。
拡散項も同様の近似を行い、各粒子の推移を
代わりに

X̃i,N,M
tm+1

= X̃i,N,M
tm + b̃(X̃i,N,M

tm , µ̃X,N,Mtm )h

+ σ̃(X̃i,N,M
tm , µ̃X,N,Mtm )∆Bi

m
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として計算する。
本アルゴリズムの計算量は O(NMK) とな

る。これを提案手法 1とする。
これの派生として、点集合 Γをタイムステッ

プ毎に取り直すアルゴリズムも考えられる。こ
れを提案手法 2とする。

3.2 主結果
b̃は

sup
|x|≤R,µ

|b̃(x, µ)− b(x, µ)| = δb

sup
|x|≤R,µ

|b̃′(x, µ)− b′(x, µ)| = δ′b

となるような関数であると仮定する。また、|x| >
Rとなるような領域での値を

b̃(x, µ) = b̃

(
R

|x|
x, µ

)
と定義することにより b̃の定義域を拡張する。
ドリフト項 σ̃も同様に拡張する。
近似解 X̃N,i

t を

X̃N,i
t = X0+

∫ t

0
b̃(X̃N,i

s , µ̃)ds+

∫ t

0
σ̃(X̃N,i

s , µ̃)dBs

と定める。このとき、任意の t ∈ [0, T ]に対し、
定数 C,Dが存在して

sup
i
E[|XN,i

t −X̃
N,i
t |2] ≤ C(δ2b+δ

2
σ+

1 + δ2b + δ2σ
R2

)eDt

となる。

3.3 数値実験
以下、関数近似は再生核補間 [1] で行った。

カーネル関数はガウスカーネル e−x
2を用いた。

今回は [2]の手法との比較を行う。
使用する例は

dXt =

(∫
e(Xt−y)2dµ(y)

)
dt+0.1dBt, X0 ∼ N (0, 1)

とした。
粒子の個数は N = 100、タイムステップの

数はM = 100、終端時刻 T = 1とする。
提案手法 1ではR = 4とし、Γは (−R,R)を

K 等分するような集合とする。

提案手法 2 では絶対値が最大となる粒子を
Xmax として [−Xmax, Xmax] を [−2, 2] に正規
化し、その上でΓは (−2, 2)をK等分するよう
な集合とする。
先行研究では近似の次数をK とする。
K と誤差の関係を見る。

図 1. 提案手法での誤差

4 まとめ
McKean-Vlasov型確率微分方程式の数値解
を高速に計算するアルゴリズムを提案し、似た
ようなアプローチの先行研究と実行時間・精度
ともに同程度となることを数値実験で示した。
本アルゴリズムは近似範囲を適切に設定する必
要がある反面、先行研究のような人力での積分
計算が不要になるという優位性がある。また、
ある程度限定的な状況下での収束を理論的に示
した。
また、提案手法 2は提案手法 1及び先行研究
と比べて誤差が少ないことを数値的に示した。
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FreeFEM を用いた変分不等式型き裂進展シミュレーション

高石 武史 1

1武蔵野大学工学部
e-mail : taketaka@musashino-u.ac.jp

1 はじめに

木村と筆者が提案した，フェーズフィールド
を用いる勾配流型のき裂進展モデルでは [1]，エ
ネルギー変分による勾配流とき裂の非修復条件
を組み合わせた問題となっており，従来は時間
発展方程式と制約条件を分離して近似的に数値
シミュレーションを行ってきた [2]．ベースと
なった Bourdin-Francfort-Marigo により導入
されたフェーズフィールドを用いた変分型のき
裂進展モデルは [3]，もともとは制約付きのエ
ネルギー最小化問題としてスタートしており，
木村氏と筆者の導出した時間発展モデルも同様
に書き直すことができることがわかっている．
また，このような制約つき最適化問題は変分不
等式問題としてFreeFEM の IPOPT パッケー
ジを用いて数値的に解くことことができる [4]．
2次元および 3次元のき裂進展問題において，
FreeFEM で IPOPT を用いることで変分不等
式問題としてシミュレーションを実行する場合
の結果と計算効率について従来の近似的方法と
比較し、その実用性について調べた。

2 き裂進展モデルと制約つき最適化

Ω は有界な 2次元または 3次元の領域で, そ
の境界 Γ は区分的に滑らかであるとする．ま
た，ΓD は正の長さを持つ有限個の連結成分か
らなる Γ の閉部分集合で，ΓN := Γ \ ΓD と
おく．
筆者と木村による勾配流モデルは，B-F-Mの

近似エネルギーから時間発展Ginzburg-Landau

(TGL)方程式のように第 1変分を用いた方程式
として導出し，時間発展を (連続変形しながら)

安定に計算できるようにしたものである．この
モデルにおいて，外力がない場合に，時間微分
項を差分化することで，次のような制約つき最
適化問題として書き直すことができる:

(un, zn) = arg min
w≥zn−1

Ê(v, w;un−1, zn−1),

n = 1, 2, 3, · · ·
(1)

ここで，

Ê(u, z; û, ẑ) =
1

2

∫
Ω

(1− z)2σ[u] : e[u] dx

+
1

2

∫
Ω
γ

(
ϵ |∇z|2 +

z2

ϵ

)
dx

+
1

2∆t

∫
Ω

(
αu|u− û|2 + αz|z − ẑ|2

)
dx

(2)

u(x, t) は x ∈ Ω における物質の微小変位であ
る．変数 z(x, t) はき裂の有無を表すフェーズ
フィールド (スカラー変数)で，0 ≤ z(x, t) ≤ 1

を満たし，き裂の無い部分では z ≈ 0, き裂
のある部分では z ≈ 1 となる．また，e[u] =

(∇u+∇uT )/2 は歪み，σ[u] = Ce[u] は応力で
ある．ここで，0 ≤ αu << αz より，(1) を制
約つき最適化問題として解くと，z ができるだ
け zold から遠くならないように，かつ，き裂
を修復しないように z ≥ zold という条件のも
とで解を求めていることがわかり，∆t を十分
小さく取ることで連続的なき裂進展の追跡が行
われていることがわかる．

(2) において αu = 0 とすると，フェーズ
フィールド z の時間発展は次の変分不等式問
題に書き換えられる．

∫
Ω

(
γϵ∇zn+1 · ∇ψ +

γ

ϵ
zn+1ψ

+(1− zn+1)σ[u] : e[u]ψ

+
αz
∆t

(zn+1 − zn)ψ
)
dx = 0

zn+1 ≥ zn
(3)

ここで，ψ は試験関数である．
2次元でのき裂進展を FreeFEM と IPOPT

パッケージで計算した結果を示す．Ω = [−0.5, 0.5]×
[−0.5, 0.5] において，x < 0, y = 0 に初期き
裂があるものとして，境界 ΓD = {(x, y)|y =

±0.5}に外向けの変位 u = g(x, t)を与えた．数
値シミュレーションにあたっては，αu = 0とし
て変位 u を求めた後，IPOPTを用いてフェー
ズフィールド z を求め，これを交互に行って時
間発展を求めた．
g(x, t) = ±0.1 として境界の変位を固定した

場合に，時間とともにき裂が進展し破断する様
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子がわかる (図 1)．この際のエネルギー (Ea =

Ee + Es, Ee は弾性エネルギー，Es は表面エ
ネルギー)の時間発展は図 2 (a) のようになる．
境界変位を固定しているため，系全体でのエネ
ルギーが減少していくことがわかる．また，従
来の時間発展方程式での数値シミュレーション
結果との差を取り比較するとわずかながらより
低いエネルギー状態となっていることがわかり，
本来の制約付き最適化問題として計算できてい
ることが予想される (図 2(b))．

t = 0.12 0.24 0.36

図 1. IPOPT を用いた変分不等式問題 (3) として 2
次元開口き裂進展の数値シミュレーションを行った結果
(g(x, t) = ±0.1)．
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Ee-IPOPT(-20) - Ee-TK

Es-IPOPT(-20) - Es-TK

(a) (b)
図 2. (a)IPOPT を用いた数値シミュレーション
(g(x, t) = ±0.1) におけるエネルギーの時間発展と (b)
従来の時間発展シミュレーションとの差．

一方，g(x, t) = ±0.1tとして境界の変位を
増やしていった場合のエネルギーの時間発展は
図 3 (a) のようになり，境界の変位を固定した
場合と同様に従来の時間発展方程式での数値シ
ミュレーション結果よりわずかながらより低い
エネルギー状態となっていることがわかる (図
3(b))．
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(a) (b)
図 3. (a)IPOPT を用いた数値シミュレーション
(g(x, t) = ±0.1t) におけるエネルギーの時間発展と (b)
従来の時間発展シミュレーションとの差．

3 まとめ

変分不等式問題に対して，IPOPT パッケー
ジは非常に強力なツールである．現時点では時
間発展方程式と拘束条件を組み合わせた従来の
計算方法に比べて，計算時間が長くかかるが，
本来の制約つき最適化問題のまま解くことがで
きるので，デリケートかつ複雑なき裂進展のシ
ミュレーションにおいては有効であると考えら
れる．エネルギー勾配流をベースとするき裂進
展モデルは相性が良く，今後もさらに変分不等
式を念頭に置いたモデルの拡張が期待される．
本研究は JSPS科研費 JP21K03356 の助成
を受けて行われた．
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Riemann-Cartan多様体による転位のモデル化と力学場の有限要素解析
小林 舜典 1, 垂水 竜一 1

1大阪大学大学院基礎工学研究科
e-mail : kobayashi@me.es.osaka-u.ac.jp

1 概要
金属などの結晶性固体材料中には，転位と呼

ばれる結晶格子の乱れが曲線状に連なった領域
が無数に存在している．多くの固体材料の塑性
変形の素過程は転位の運動によって担われてい
るため，転位の周囲に形成される力学場を解析
するための様々な研究が行われている．
こうした研究のうち，本研究では微分幾何学

を基礎におく連続分布転位論と有限変形理論
を組み合わせたアプローチに着目する [1]．そ
こでは標準的な有限変形理論に，転位による結
晶格子の乱れが導入された仮想的な中間状態を
加えて連続体の運動学を記述する．微分幾何学
の観点から，中間状態は一般に元の連続体を含
む Euclid空間に埋め込まれておらず，その幾
何学的性質はRiemann-Cartan多様体として捉
えることで明らかにすることができる．この立
場をとるとき，転位の分布とそれによって生じ
る結晶格子の乱れの関係は微分幾何学における
Cartanの第一構造方程式によって結び付ける
ことができ，この方程式を解くことで中間状態
を決定することができる．
こうした立場から転位の周りの力学場を解析

する試みでは，解析的な手法を用いて Cartan

の第一構造方程式の解析を行っているが [2]，こ
うした手法では複数の転位の取り扱いや境界条
件の考慮が困難であるという問題がある．そこ
で本研究では，Cartanの第一構造方程式に関
する変分問題を構築することで，こうした複雑
な問題に対する転位の力学場解析を行うことを
目的とする．

2 転位を含む連続体の力学のモデル化
連続体の参照状態，中間状態および現状態を

それぞれR，Bおよび Sとおく．これらはそれ
ぞれ，転位を含まない完全結晶，転位による格
子配列の乱れを含む結晶，そして格子配列の乱
れが弾性的に緩和され力学的な平衡状態にある
結晶を表す．そこで，参照状態Rおよび現状態
Sを 3次元 Euclid空間中の部分領域とする．3

次元Euclid空間における正規直交座標系を用い

ると，Rの各点は x = (x1, x2, x3)と表すこと
ができる．また，現状態 S上の各点は参照状態
R上の各点と滑らかな全単射によって結ばれて
いると仮定し，y(x) = (y1(x), y2(x), y3(x))と
書く．各状態の微小領域を張る線素の第 i成分
をそれぞれ dxi，ϑiおよび dyi, (i ∈ { 1, 2, 3 })
とおく．このとき，現状態の線素の第 i成分は
dyi = F ijdx

j = ∂yi/∂xjdxj と表される．変形
勾配の乗算分解を仮定すると，F = Fe ◦ Fpを
満たす各状態の線素の間の線形写像 Fpおよび
Feが存在し，各状態の線素は ϑi = (Fp)

i
jdx

jお
よび dyi = (Fe)

i
jϑ
j の関係で結ばれる．中間状

態 Bから現状態 S への変形を弾性変形と仮定
すると，Greenひずみの各成分は次のように定
めることができる．

Eij =
δij
2

(
∂yi

∂xk
∂yj

∂xl
− (Fp)

i
k(Fp)

j
l

)
(1)

これを用いて連続体のひずみエネルギー汎関数
を定め，この停留値を与える現状態の各点の座
標 y(x)を求めることで，連続体の力学的な平
衡状態が求められる．このとき，Greenひずみ
Eは Fpに依存しており，これを転位の連続分
布と結び付けて定める必要がある．
中間状態 Bを Riemann計量 h = δijϑ

i ⊗ ϑj

およびWeitzenböck接続∇を備えたRiemann-

Cartan多様体と見ると，転位の連続分布は∇
に関する捩率形式 τ i = τ ijkdx

j∧dxkによって表
すことができる [1]．ただし，各係数 τ ijkは下付
き添字の入れ替えに関する反対称性 τ ikj = −τ ijk
をもつ．このRiemann-Cartan多様体における
Cartanの第一構造方程式 τ i = dϑiは次のよう
に表すことができる．

τ ijk =
∂(Fp)

i
k

∂xj
−
∂(Fp)

i
j

∂xk
(2)

τ ijkの反対称性より，上式は 6本の独立な偏微分
方程式を表しており，未知関数 (Fp)

i
jの個数9と

一致しない．本研究ではϑiに対するHelmholtz

分解を行い，必要な残り 3 つの方程式を導出
する．
R上の微分1形式全体の集合Ω1(R)に対する

Helmholtz分解はΩ1(R) = dC∞(R)⊕δΩ2(R)
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と表される [3]．ここで dC∞(R)，δΩ2(R)は次
のように表される完全形式と双対完全形式全体
の集合である．

dC∞(R) := {ω = df | ∀f ∈ C∞(R) } (3)

δΩ2(R) := { η ∈ Ω1(R) | δη = 0, η(n) = 0 }
(4)

ただし δは hのRへの誘導計量に関する余微
分，nはRの境界の面法線ベクトルを表す．こ
れより，ϑiは完全形式 δijdx

jおよび双対完全形
式Θi = Θi

jdx
j を用いて ϑi = δijdx

j + Θiと表
すことができる．この際，双対完全形式Θiに
課せられる条件 δΘi = ∂Θi

j/∂x
j = 0を考慮す

ると，式 (2)に新たに 3つの偏微分方程式を与
えることができる．なお，双対完全形式の条件
Θi(n) = 0はΘi

jに対するDirichlet境界条件と
考えることができる．
式 (2)の残差と上記の拘束条件に関する変分

問題を定式化する．式 (2)の残差および式 (4)

の条件を Lagrangeの未定乗数法を用いて定式
化し，次の汎関数を定める．

G[Θ] =

∫
R

δij
2

⟨
τ i − dΘi, τ j − dΘj

⟩
υ (5)

H[Θ, λ] =

∫
R
δij

(
λi
∂Θj

k

∂xk
+
γ

2
λiλj

)
υ (6)

ただし υ は Rの Euclid計量に関する体積素，
λiは Lagrangeの未定乗数，式 (6)の被積分関
数中の第二項は数値計算の安定化のために導入
した λiのペナルティであり，γはペナルティ項
の重みを与える実数である．これらを用いて構
成した汎関数 G[Θ]+H[Θ, λ]を停留させ，この
極値を与えるΘiを求める．本研究では，この
汎関数の停留条件によって得られる弱形式の方
程式をFreeFEM[4]を用いて有限要素解析する．

3 結果と考察
ここでは一本の直線状刃状転位を考え，転位

線と直交する 2次元平面上で解析を行う．この
とき，連続体の参照状態は各辺の長さがL = 1

の正方形領域とし，その中央 (x1, x2) = (0, 0)

にBurgersベクトル b = (10−2, 0)をもつ刃状転
位を配置した．この刃状転位の連続分布は転位
線からの距離に関する区分一次式とした [2]．有
限要素解析時には全ての未知関数を P1要素で
離散化した．また式 (6)の係数 γ = 10−10とお
いた．図 1に，Cartanの第一構造方程式の結果

(a) (b) 0.15

-0.15

図 1. 有限要素解析によって得られた (a)Θ1
1および (b)Θ1

2

の分布．いずれの成分も転位の中心付近において極値を
とり，境界付近においては Dirichlet境界条件 Θi

jn
j = 0

を満足する振る舞いを示している．

得られた行列値関数の成分 (a)Θ1
1および (b)Θ1

2

の分布を示す．この分布は，転位の中心を表す
原点付近において極値をとり，より遠方では単
調に現象していく様子が見られる．原点付近に
おける分布の仕方は先行研究により解析的に得
られた式 (2)の解とよく一致している [2]．ま
た，境界付近の振る舞いは境界条件 Θi

jn
j = 0

が満たされている様子を示しており，本手法で
はこの問題への境界条件の考慮が可能であるこ
とを示している．こうした結果から本研究で構
築した手法は妥当なものであり，転位が高密度
に集積した転位組織などの複雑な問題に対して
も，本手法は有効なアプローチであると考えら
れる．紙面の都合上割愛したが，講演時には転
位周辺の力学場の観点からも検証を行う．

謝辞 有限要素解析に関する多くのご助言をい
ただいた大阪大学の鈴木厚氏に深く感謝いたし
ます．
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FreeFEM による超弾性体の有限変形解析と形状最適化への応用
畔上 秀幸 1, 竹内 謙善 2

1名古屋大学, 2香川大学
e-mail : azegami@nagoya-u.jp

1 はじめに
弾性体の有限変形に関わる現象を解析する際，

弾性ポテンシャルの存在を仮定した超弾性体の
構成則が使われる．第 2 Piola–Kirchhoff 応力
と Green–Lagrangeひずみを用いた線形の構成
則 (Saint Venant–Kirchhoff 材料) は簡便であ
るが，実際の材料とは異なる振る舞いをするこ
とが知られている．一方，材料の振る舞いを忠
実に再現しようとすれば，その材料に適した弾
性ポテンシャルを探さなければならない．本稿
では，その際の基礎となる neo–Hooke 超弾性
体を取り上げて，FreeFEM で計算するための
理論と形状最適化問題への応用例を紹介する．

2 Neo–Hooke 超弾性体の有限変形問題
領域 Ω (ϕ) (ϕ ∈ D ⊂ Y ⊂ X) 上の変位

u ∈ S (ϕ) ⊂ U (ϕ) [1, Chapter 9]に対して，
C (u) = 2E (u) + I を右 Cauchy–Green 変形
勾配，E (u)を Green–Lagrangeひずみとする
とき，neo–Hooke超弾性体の弾性ポテンシャル
は次式で与えられる．

p (C (u)) =
µL
2

(i1 (u)− 3)− µL ln j (u)

+
λL
2

(ln j (u))2

i1 (u) = trC (u), i3 (u) = detC (u), j (u) =√
i3 (u) とする．第 2 Piola-Kirchhoff 応力は

S (u) = 2
∂p (C (u))

∂C (u)
=
∂p̃ (E (u))

∂E (u)

で与えられる．その Voigt 表示 s (u) ∈ R6 は

s (u) =
µL
2

∂i1 (u)

∂e (u)

+ (λL ln j (u)− µL)
1

2i3 (u)

∂i3 (u)

∂e (u)

となる．e (u) ∈ R6 は E (u) の Voigt 表示 で
ある．この式の ∂i1 (u) /∂e (u) は次式となる．

∂i1 (u)

∂e (u)
=
(

2 2 2 0 0 0
)⊤

∂i3 (u) /∂e (u) は表 1 となる．
超弾性体に体積力 b ∈ C0,1

(
D;Rd

)，境界力
pN ∈ C0,1

(
D;Rd

)が作用し，u = 0Rd on ΓD (ϕ)

を満たす変位 u ∈ S (ϕ) は次式で決定される．∫
Ω(ϕ)

S (u) ·E′ (u) [v] dx =

∫
Ω(ϕ)

b dx

+

∫
Γp(ϕ)

pN · v dγ ∀v ∈ U (ϕ) (1)

Newton–Raphson 法では，ū を既知として，∫
Ω(ϕ)

{
S′ (ū) [∆u] ·E′ (ū) [v]

+ S (ū) ·E′′ [v,∆u]
}

dx

=

∫
Ω(ϕ)

b · v dx+

∫
Γp(ϕ)

pN · v dγ

−
∫
Ω(ϕ)

S (ū) ·E′ (ū) [v] dx ∀v ∈ U (ϕ)

が使われる．S′ (ū) [∆u] = D (ū)E′ (ū) [∆u]

とかくとき，接線剛性 D (ū) ∈ R6×6 は

p̃′′ (E (ū))
[
E′ (ū) [∆u] ,E′ (ū) [∆u]

]
= e′ (ū) [∆u] ·

(
D (ū) e′ (ū) [∆u]

)
で定義され，次式となる．

D (ū) =
∂s (u)

∂e⊤ (u)

=
λL ln j (u)− µL

2i3 (u)

∂2i3 (u)

∂e (u) ∂e⊤ (u)

+
2µL + λL (1− 2 ln j (u))

4i23 (u)

∂i3 (u)

∂e (u)

∂i3 (u)

∂e⊤ (u)

∂2i3 (u) /
(
∂e (u) ∂e⊤ (u)

) は表 2 となる．

3 形状最適化問題
その解を用いて，終端平均コンプライアンス
と体積制約関数を次式で定義する．

f0 (ϕ,u) =

∫
Ω(ϕ)

b · udx+

∫
Γp(ϕ)

pN · u dγ,

f1 (ϕ) =

∫
Ω(ϕ)

dx− |Ω0|
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表 1. ∂i3 (u) /∂e (u)

(
+2

∣∣∣∣2e2 (u) + 1 e4 (u)
e4 (u) 2e3 (u) + 1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣2e1 (u) + 1 e5 (u)
e5 (u) 2e3 (u) + 1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣2e1 (u) + 1 e6 (u)
e6 (u) 2e2 (u) + 1

∣∣∣∣
−2

∣∣∣∣2e1 (u) + 1 e5 (u)
e6 (u) e4 (u)

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣e6 (u) 2e2 (u) + 1
e5 (u) e4 (u)

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣e6 (u) e5 (u)
e4 (u) 2e3 (u) + 1

∣∣∣∣)⊤

表 2. ∂2i3 (u) /
(
∂e (u) ∂e⊤ (u)

)


0 4 (2e3 (u) + 1) 4 (2e2 (u) + 1) −4e4 (u) 0 0
4 (2e3 (u) + 1) 0 4 (2e1 (u) + 1) 0 −4e5 (u) 0
4 (2e2 (u) + 1) 4 (2e1 (u) + 1) 0 0 0 −4e6 (u)
−4e4 (u) 0 0 −2 (2e1 (u) + 1) 2e6 (u) 2e5 (u)

0 −4e5 (u) 0 2e6 (u) −2 (2e2 (u) + 1) 2e4 (u)
0 0 −4e6 (u) 2e5 (u) 2e4 (u) −2 (2e3 (u) + 1)



このとき，体積制約つき終端平均コンプライア
ンス最小化 (剛性最大化) 問題は次となる．

min
ϕ∈D
{f0 (ϕ,u) | f1 (ϕ) ≤ 0, u ∈ S (ϕ), (1)}

f̃0 (ϕ) = f0 (ϕ,u (ϕ)) の形状微分は，

f̃ ′0 (ϕ) [φ] = ⟨g0 (u,v0) ,φ⟩ ∀φ ∈ X

の形式で得られる [2]．ただし，v0 は次で定義
される随伴問題の解として与えられる．∫

Ω(ϕ)

(
S′ (u) [û] ·E′ (u) [v0]

+ S (u) ·E′′ [v0, û]
)

dx =

∫
Ω(ϕ)

b · û dx

+

∫
Γp(ϕ)

pN · û dγ ∀û ∈ U (ϕ) (2)

f ′1 (ϕ) [φ] および fr (r ∈ {0, 1}) が減少する
ような領域変動 φgr ∈ X を求める H1 勾配
法の式は [2] と同じである．アルゴリズムは [1,

Section 9.9] に譲る．

4 FreeFEM によるコード
3次元片持ちはりと両端支持はりの形状最適

化解析を行うコードを https://nuss.nagoya-u.

ac.jp/s/LCM3EAjkK6RLspg (2022年3月まで)

においた．図 1 と 2 に数値例を示す．

参考文献
[1] H. Azegami. Shape optimization prob-

lems. Springer, Singapore, 2020.

(a) 有限変形問題 (b) 形状変動問題
図 1. 3 次元両端固定はりの境界条件 (

∫
Γp0

pN0 dx :∫
Ω0

b0 dx = 1 : 10)

(a) 線形弾性体

(b) Neo–Hooke 超弾性体
図 2. 3次元両端固定円柱はりの弾性変形後形状 (初期形
状 (左), 最適化後形状 (右)，色は弾性ポテンシャル)

[2] 丹後秀一, 下元翼, 畔上秀幸. 形状最適化
解析を対象にした Karhunen-Loève 展開
によるモデル次元縮退. 日本応用数理学会
2021年度年会講演予稿集 (eBook), 2021.
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FreeFEMによるろうの形状予測と実製品形状への適用 
 
   小川 洋1, 鈴木 厚2 
     1株式会社デンソー, 2大阪大学 サイバーメディアセンター 

     e-mail: hiroshi.ogawa.j3j@jp.denso.com 

 
1  概要 
 ろう付けとは金属部品（接手)の間隙に溶融

金属（ろう）を毛管力により浸透，充填させる

接合技術であり，電子機器や熱交換器等の製造

に利用されている[1]．今回，継手に充填するろ

うの形状をろうの体積制約付きエネルギー最

小化問題[2]として求める． 

 

2  体積制約付きエネルギー最小化問題[3] 

Fig.1 のように 2 つの部材で構成される間隙

にろうが充填することを考える．計算領域をΩ，
𝜑𝜑:Ω → [−1,1]を𝜑𝜑 = 1でろう材を，𝜑𝜑 = −1で
空気をそれぞれ表すレベルセット関数とする．

nを境界∂Ω = ΓW ∪ Γ𝑁𝑁の外向き単位法線とし，

ろうと気体の界面は境界ΓWに角度𝜃𝜃で接し， 
∇𝜑𝜑

|∇𝜑𝜑| ⋅ n = cos𝜃𝜃 on Γ𝑊𝑊 

領域ΓNでは直交するものとする 
∇φ ⋅ n = 0 on Γ𝑁𝑁 

ろうの体積は領域Ωで保存される． 

�𝜑𝜑 = 𝑐𝑐
Ω

 

ろうのエネルギーを界面領域(∇𝜑𝜑 ≠ 0)のエネ

ルギーと，ろうと空気を 2相に分離させる 2重

井戸型ポテンシャルの和とし，𝜅𝜅を正定数とし

て次に定める． 

𝐽𝐽(𝜑𝜑): =
1
2
� 𝜅𝜅|∇𝜑𝜑|2 + (𝜑𝜑 + 1)2(𝜑𝜑 − 1)2
Ω

 

ろうの形状をろうのエネルギー𝐽𝐽(𝜑𝜑)が最小と

なる形状として求める．このエネルギーを次

の部分集合内で最小化する問題を考える． 

W(𝑐𝑐, cos𝜃𝜃) ≔ {𝜑𝜑 ∈ 𝐻𝐻
3
2(Ω);�𝜑𝜑

Ω
= 𝑐𝑐,

∇𝜑𝜑 ⋅ n = |∇𝜑𝜑| cos𝜃𝜃  𝑜𝑜𝑜𝑜 Γ𝑊𝑊,
∇𝜑𝜑 ⋅ n = 0 𝑜𝑜𝑜𝑜 Γ𝑁𝑁} 

∀𝜓𝜓 ∈ 𝑊𝑊(𝑐𝑐, cos𝜃𝜃)に対し， 
𝐽𝐽(𝜑𝜑) ≤ 𝐽𝐽(𝜓𝜓) (1) 

を満たす𝜑𝜑 ∈ 𝑊𝑊(𝑐𝑐, cos𝜃𝜃)を見つけたい．エネ

ルギー𝐽𝐽(𝜑𝜑)の𝜑𝜑 ∈ 𝑊𝑊(0,0)に対する変分は 
𝐽𝐽(𝜑𝜑 + 𝛿𝛿𝜑𝜑) − 𝐽𝐽(𝜑𝜑) 

= �𝜅𝜅∇𝜑𝜑 ⋅ ∇𝛿𝛿𝜑𝜑 + 2𝜑𝜑(𝜑𝜑2 − 1)𝛿𝛿𝜑𝜑 + 𝑂𝑂(|𝛿𝛿𝜑𝜑|2)
Ω

 

であり，式 (1)は極値問題 𝐽𝐽′(𝜑𝜑) = 0と特徴づ

けられる． 𝜑𝜑 ∈ 𝑊𝑊(𝑐𝑐, cos𝜃𝜃)より境界条件と体

積制約が定まり，𝛿𝛿𝜑𝜑 ∈ 𝑊𝑊(0,0) ∩ 𝐻𝐻01(Ω)を選

ぶと，Ω内で非線形項を持つ楕円型方程式 
−∇ ⋅ 𝜅𝜅∇𝜑𝜑 + 2𝜑𝜑(𝜑𝜑2 − 1) = 0 in Ω 

∇𝜑𝜑 ⋅ n = |∇𝜑𝜑| cos𝜃𝜃 on Γ𝑊𝑊 
∇𝜑𝜑 ⋅ n = 0        on Γ𝑁𝑁 

を得る．体積制約に対するアフィン空間を 

𝑉𝑉(𝑐𝑐) = �𝜑𝜑 ∈ 𝐻𝐻1(Ω);�𝜑𝜑 = 𝑐𝑐
Ω

� 

と定義すれば，弱形式は∀𝜓𝜓 ∈ 𝑉𝑉(0)に対して 

(𝐹𝐹(𝜑𝜑),𝜓𝜓) ≔ � 𝜅𝜅∇𝜑𝜑 ⋅ ∇𝜓𝜓 +� 2𝜑𝜑(𝜑𝜑2 − 1)𝜓𝜓
ΩΩ

   −� 𝜅𝜅|∇𝜑𝜑| cos𝜃𝜃
ΓW

𝜓𝜓 = 0 (2)
 

を満たす𝜑𝜑 ∈ 𝑉𝑉(c)を求める問題となる．

 

 
Fig.1 Cross sectional arrangement of the 

filler and air with contact angle 

n n

ΓN

ΓW

𝝋 = −𝟏
air

𝝋 = −𝟏
air

𝝋 = 𝟏
filler

∇𝜑𝜑
∇𝜑𝜑

⋅ 𝑜𝑜 = cos𝜃𝜃

𝛻𝜑𝜑 ⋅ 𝑜𝑜 = 0
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3  Newton法による求解 

与えられた𝜑𝜑 ∈ 𝑉𝑉(c)に対し𝐹𝐹(𝜑𝜑)の Fréchet

微分は，δ𝜑𝜑 ∈ 𝑉𝑉(0)として 

(𝐹𝐹(𝜑𝜑 + 𝛿𝛿𝜑𝜑),𝜓𝜓) − (𝐹𝐹(𝜑𝜑),𝜓𝜓) ≃ (𝐹𝐹′(𝜑𝜑 + 𝛿𝛿𝜑𝜑),𝜓𝜓) 

= 𝜅𝜅� ∇𝛿𝛿𝜑𝜑 ⋅ ∇𝜓𝜓 +� (6𝜑𝜑2 − 2)𝛿𝛿𝜑𝜑𝜓𝜓
ΩΩ

 

−𝜅𝜅� ∇𝜑𝜑 ⋅
∇δ𝜑𝜑
|∇𝜑𝜑| cos𝜃𝜃

Γ𝑊𝑊
𝜓𝜓,∀𝜓𝜓 ∈ 𝑉𝑉(0) 

である．弱形式の非線形方程式(2)の解を以下

に示す Newton反復により求める． 

𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀: 3.1 

𝜑𝜑0 ∈ 𝑉𝑉(0) ∶ an initial guess 
loop k = 0, 1, 2,⋯ 

 to find 𝛿𝛿𝜑𝜑 ∈ V(0) satisfying 
 (𝐹𝐹′(𝜑𝜑𝑘𝑘 + 𝛿𝛿𝜑𝜑),𝜓𝜓) = (𝐹𝐹(𝜑𝜑𝑘𝑘),𝜓𝜓), ∀𝜓𝜓 ∈ 𝑉𝑉(0) 
  𝜑𝜑k+1 = 𝜑𝜑𝑘𝑘 − 𝛿𝛿𝜑𝜑 
Newton法は適切な初期値𝜑𝜑0 ∈ 𝑉𝑉(c)を必要と

するが，これを勾配流による疑似的な時間発

展解を利用して構成する[3]． 𝜏𝜏を疑似的時

間，𝜑𝜑0 = 𝜑𝜑(𝜏𝜏)|𝜏𝜏=0 ∈ 𝑉𝑉(𝑐𝑐)を初期値とすると

式(2)の発展方程式として 

�
𝜕𝜕𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜏𝜏

𝜓𝜓 = −(𝐹𝐹(𝜑𝜑),𝜓𝜓)
Ω

 ∀𝜓𝜓 ∈ 𝑉𝑉(0) 

を得るのでこれを後退オイラー法で解く． 

4 アダプティブ要素分割による求解 

粗い要素分割で得られたNewton 法の解を用い

レベルセット関数が𝜑𝜑 = 0となるろうと空気の界

面近傍の要素を細分化し高精度な解を構成する.

これらの有限要素法数値計算にはFreeFEM ver. 

4.7.1[4]を用い，要素細分化にはmmg3d ver. 

4.0[5]を用いた．Fig.2に示すように，ろうの充

填状況に応じ要素細分が実現できている． 

5  産業応用に向けた FreeFEM GUIツール 

産業応用に向けユーザが簡便に利用できる環

境を整備した． Fig.3に示す FreeFEM向け GUI

ツールTanatloc(Airthium社)[6]に今回構築し

た FreeFEMスクリプト(edp ファイル)を組込ん

だ．ユーザは Web ブラウザを通じ CAD データ

（STEPファイル）を Tanatloc 上にアップロー

ドし，境界条件，変数を設定し HPCクラウドサ

ービス Rescale[7]上に実装した FreeFEMに JOB

を投入することで簡単に計算結果を得られる． 

参考文献 

[1] 川勝一郎, ろう接工学, 朝倉書店, 1972. 

[2] Robert Finn, Equilibrium Capillary 

Surface ch.1, Springer, 1986. 

[3] Atsushi Suzuki, Hiroshi Ogawa, 

submitted to “Advances in 
Computational Methods and 
Technologies in Aeronautics and 
Industry”, Springer, 2021 

[4] FreeFEM, https://freefem.org/ 

[5] Mmg Platform,http://www.mmgtools.org/ 

[6] Airthium, https://www.airthium.com/ 

[7] Rescale, https://www.rescale.com/ 

 
Fig.3 GUI tool "Tanatloc" for FreeFEM 

 
Fig.2 Adaptive mesh refinements and solution with 𝜃𝜃 = 40 deg. 
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FreeFEM 講習会 : 3 次元領域での流れ問題の並列計算
鈴木 厚 1, 高石 武史 2

1大阪大学 サイバーメディアセンター, 2武蔵野大学
e-mail : 1 atsushi.suzuki@cas.cmc.osaka-u.ac.jp, 2 taketaka@musashino-u.ac.jp

1 はじめに
FreeFEMは有限要素法の数学的枠組みである
弱形式と離散化によって得られる疎行列を記述
できるスクリプト言語である. 近年の数値計算
のオープンソースソフトウェアの充実により,

複雑な計算領域の四面体要素分割や, MPIによ
る分散並列計算環境での線形ソルバーが利用で
きるようになっている. 3次元領域で楕円体の
周りでの非圧縮性流れ場の FreeFEM と gmsh

および hppdm による数値計算手法を解説する.

2 領域の設定と四面体要素分割
3次元問題の計算領域を設定するため Gmshソ

フトウェアによる形状の定義から始める. Gmsh

には二種類の領域の定義方法がある. 1 つは点,

線分あるいは曲線, それらを繋げる閉じた曲面,

曲面要素で囲まれる部分を領域として順に定義
する方法. もうつ 1 つは OpenCASCADE ソフ
トウェアライブラリーが用意する曲面である平
面, 円筒表面, 球表面あるいはそれらの一部と
NURBS 曲面から領域を定義する方法である.

図 1のように楕円体周りの流れ場を計算するた
めの領域の定義と四面体の生成は図 2の Gmsh

スクリプトによって行う.

図 1: 傾いた楕円体を除く矩形計算領域
cl1 =0.01; cl2 =0.1;
SetFactory("OpenCASCADE");
Sphere (1) = {0 ,0,0,0.5};
Dilate {{0 ,0 ,0} ,{0.75 ,0.5 ,0.25}←↩

↪→ } {Volume {1};}
Rotate {{0,1,0},{0,0,0},←↩
↪→20.0/180.0* Pi} {Volume {1};}

c1 = Boundary{ Volume {1};};
Characteristic Length{PointsOf←↩

↪→{Volume {1};}} = cl1;
Box (2) = {-1.5,-1,-1,6,2,2};
c2 = Boundary{ Volume {2};};

Characteristic Length{PointsOf←↩
↪→{Volume {2};}} = cl2;

MeshAlgorithm Surface {c1[]} = 6;
Physical Surface (1) = {c1[]};
Physical Surface (2) = {c2[]};
Surface Loop (3) = {c1[],c2[]};
Volume (3) = {3};
Delete {Volume {1};}
Delete {Volume {2};}
Physical Volume (3) = {3};

図 2: 計算領域と要素生成の Gmsh スクリプト
楕円体は原点中心の半径 0.5の球を x, y, z-軸方
向にそれぞれ, 0.75, 0.5, 0.25 倍し, y-軸に関し
て 20度傾けている. 計算領域は (−1.5,−1,−1)

を左奥下の端点とする 6× 2× 2 の大きさ矩形
である. 要素サイズは楕円体表面で 0.01, 矩形
表面で 0.1 に設定している. 境界の番号付けは
楕円体表面が 1, 矩形表面が 2(左端), 3(右端),

4(手前), 5(奥), 6(下面), 7(上面)である.

3 支配方程式と境界条件及び初期条件
時間発展の非圧縮流れ場の支配方程式のNavier-

Stokes 方程式は流速 u 圧力 p に対して Re を
Reynolds 数として
∂u

∂t
+u ·∇u− 2

Re
∇ ·D(u)+∇p = 0,∇ ·u = 0

である. [D(u)]i j = (∂i[u]j + ∂j [u]i)/2 は変形
速度テンソルである. ここで重力の影響は無い
と仮定して外力は 0 としている.

図 1の計算領域で, 左側面では Poiseuille流れ,

上下面で滑り [u]3 = 0, D(u)n× n = 0, 右側面
の流出境界ではゼロ応力 (2/Re)D(u)n−n p =

0. また楕円体表面では u = 0 とする. 初期条
件は境界条件を満す非圧縮流れ場とするが, こ
れは境界条件からの Stokes 射影で構成する

−2∇ ·D(u) +∇p = 0, ∇ · u = 0

ことができる. u = 0 を初期条件とする手法は
インパルシブ スタートと呼ばれるが, 境界条件
と整合しないため, Stokes 射影を利用すること
が望ましい. 圧力値の初期条件は不要である.

次に時間刻み幅 ∆tに対し, 時刻 n∆tの近似
解を un とする. 物質微分 Du

D t
=
∂u

∂t
+ u ·∇u

を近似する特性曲線有限要素法を導入する.
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4 有限要素近似
流速と圧力の近似に P1 要素を利用すること

がメモリー利用量の観点から最適であるが, 同
次近似による不安定性の回避のため安定化を導
入する. 有限要素スキームは以下のようになる.
∫

Ω

un+1 − un ◦Xn

∆t
v +

2

Re

∫

Ω
D(un+1) : D(v)

−
∫

Ω
∇ · v pn+1 +

∫

Ω
∇ · un+1 q

+δ
∑

K

h2K

∫

K
∇pn+1 ·∇q = 0 ∀(v, q)

δ > 0 は安定化パラメータ, K は四面体要素,

hK は各要素の直径を表す. 特性曲線の近似に
おける上流点は

un ◦Xn(x) = un(x− un(x)∆t)

となることに注意する. FreeFEMでは convect()

コマンドによりこの特性曲線近似を実現できる.

このスキームは (un+1, pn+1) に関する連立一
次方程式を時間ステップ毎に解くことで実行で
きるが, その係数行列は次のものである

⎡

⎣

1

∆t
M +A BT

−B δD

⎤

⎦ .

M は質量行列, A は拡散項からなる双一次形
式, B は発散項, D は圧力に対する安定化項に
対応する. この行列は非対称であるが, 強圧的
(対称部分が正定値)であることから, 技巧を要
する軸選択無しに直接法で容易に求解できる.

5 領域分割による分散並列環境での計算
分散メモリー環境での並列計算により上記の
有限要素近似を求解することを考える. 連立
方程式は additive Schwarz 法を前処理とする
GMRES 法で解くことが効率的である. 重な
りのある部分領域による領域分割を {Ωp}p と
して, 部分領域 Ωp の自由度 Np への制限を
Rp : RN → RNp とするとき, 次の離散的な単
位の分解を満す重複を表す重みを Dp とする

∑

pR
T
p DpRp = IN .

additive Schwarz 法による前処理行列は

Q−1 =
∑

pR
T
p Dp(RpART

p )
−1Rp

と構成される [1]. RpART
p は部分領域 Ωp で

の剛性行列であり, その直接法による LU 分解

は領域毎に独立して実行できる. hpddm ソフト
ウェアパッケージはこの反復法と直接法のハイ
ブリッド型の解法を実現する. 重なりのある領
域分割は, グラフ分割ソフトウェアの METIS に
より生成された重なりの無い領域分割をその境
界の外に拡張して構成できる.

func Pk = [P1,P1,P1,P1];
mesh3 ThG ,Th;
fespace Wh(Th , Pk), WhG(ThG , Pk);
Wh [u1,u2,u3,p],[v1,v2,v3,q];// local
WhG [ug1 , ug2 , ug3 , pg]; // global
real nu =1.0/100.0; // nu=1/Re
real tau =1.0/ dt;
varf NSStiff ([u1,u2,u3,p],[v1,v2,v3,q])
= int3d(Th)((u1*v1+u2*v2+u3*v3)*tau

+ 2.0*nu*( // strain tensor D(u):D(v)
// ...

- (dx(v1)+dy(v2)+dz(v3))*p
+ (dx(u1)+dy(u2)+dz(u3))*q
+ delta*hTriangle*hTriangle*

(dx(p)*dx(q)+dy(p)*dy(q)+dz(p)*dz(q)))
+ on(1, u1=1.0, u2=1.0, u3=1.0)
+ on(2, u1=1.0, u2=1.0, u3=1.0)
+ on(4, 5, u2 =0.0)
+ on(6, 7, u3 =0.0);
// read mesh file generated by Gmsh
ThG = gmshload3("domain.msh");
Th = ThG;
int s=1; // overlap width
int[int][int] intersection;
real[int] D; // weight
// METIS for non -overapping + s-overlap
{

build(Th ,s,intersection ,D,Pk ,comm);
}
matrix Rgl , Dh; // partition of the
Dh = [D]; // unity
Rgl = interpolate(Wh, WhG);
matrix A = NSStiff(Wh , Wh , tgv = -1);
schwarz dA(A, intersection , D);
set(dA, sparams =
"-hpddm_schwarz_method ras " +
"-hpddm_variant right " +
"-hpddm_compute_residual l2 " +
"-hpddm_verbosity 10 " +
"-hpddm_tol 1.0e-6 " +
"-hpddm_gmres_restart 100 " +
"-hpddm_max_it 100");

for (int ii = 1; ii <= 1000; ii++) {
bl = // RHS by convect () using ug1[]
DDM(dA, bl, u1[]);
wl = Dh * u1[];
wg = Rgl ’ * wl; //’
mpiAllReduce(wg,ug1[],comm ,mpiSUM );

}

図 3: hpddm による additive Schwarz 前処理
付きGMRES法の FreeFEM スクリプト
特性曲線法による右辺の計算において上流点

が部分領域の外部になる可能性があることに注
意する必要がある.

参考文献
[1] V. Dolean, P. Jolivet, F. Nataf,

SIAM 2015, doi:10.1137/1.9781611974065
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ある分布型の時間遅れを持つ微分方程式の周期解について
中田 行彦
青山学院大学理工学部
e-mail : ynakata@math.aoyama.ac.jp

1 概要
以下の分布型の時間遅れをもつ微分方程式

x′(t) = −
∫ 1

0
f(x(t− s))ds

に対して，関数 f(x)が適当な奇関数であれば，
ハミルトン系の微分方程式 x′′(t) = −2f(x(t))

を満たす，最小周期が 2となる対称的な周期解
が存在する．本発表では，関数 f(x)が，一般
の連続関数であるとき，微分方程式の解の対称
性と周期 2の周期性が関連していることや，周
期 2の周期解と相似な周期 2/(2n + 1), n ∈ N
の解について紹介し，特別な場合として，関数
f(x)が奇関数である場合を考察する．

2 分布型の時間遅れをもつ微分方程式
未知関数の「過去」の値を用いて，未知関数

の導関数を表す微分方程式は，「時間遅れをも
つ微分方程式（遅延微分方程式）」と呼ばれ，
自然現象・社会現象で見られる時間遅れを伴う
フィードバックや相互作用は，時間遅れをもつ
微分方程式のダイナミクスを研究する動機と
なっている．
時間遅れをもつ微分方程式に対して，方程式

の適切性や平衡点・定常解の安定性をはじめと
する基礎理論が整備されてきた ([1, 2])．一方
で，見た目が簡単な方程式でも，解の挙動に関
する課題は多く残る ([3])．
時間遅れをもつ微分方程式の多種多様な解の

中でも，周期解の存在性や安定性は，これまで
に多くの研究者によって調べられてきた ([3])．
KaplanとYorkeの研究 [4]をはじめとして，非
線形関数が奇関数である場合，離散的な時間遅
れをもつ微分方程式の周期解が，あるハミルト
ン系常微分方程式の周期解によって定められる
ことが，これまでの研究で知られてきた．定数
の時間遅れ（離散遅れ）をもつ微分方程式に比
べ，分布型の時間遅れをもつ微分方程式に対す
る周期解に関する研究例は少ない．分布型の時
間遅れを持つ微分方程式は，感染症の数理モデ
ルや個体群動態の数理モデルをはじめとして多
く現れる．分布関数によって，方程式の平衡点

の安定性が変わることが知られてきたが，分布
関数が特徴付ける時間遅れの重みが，方程式の
解の形状や力学的な性質に与える影響は，今で
もよく知られていない．本発表では，ある分布
型の時間遅れをもつ微分方程式に対して，発表
者が得てきた結果について発表する．

3 最小周期 2の周期解
発表者は [5, 6]の論文で，分布型の時間遅れ
をもつ微分方程式に対して，ある対称性をもつ
周期解が存在することを示した．[5, 6]の論文
で考えている方程式は，適当な変数変換によっ
て，以下の微分方程式に帰着する．

x′(t) = −
∫ 1

0
f(x(t− s))ds. (1)

ここで f : R → Rは次の性質を満たす連続関
数とする．

f(0) = 0, f(x)x > 0 (x ∈ R \ {0}) (2)

f が微分可能な関数であれば，特性方程式の計
算と局所安定性原理 ([1])から，方程式 (1)の自
明な定常解 x = 0は f ′(0) < π2/2のとき漸近
安定で，f ′(0) > π2/2のとき不安定であること
がわかる．
論文 [5] で考察した微分方程式は, f(x) =

r(ex − 1)としたときの (1)と同等である．ま
た，論文 [6]では f(x) = r sinx, r > 0とした
ときの (1)を考えた．f が連続関数であるとき，
以下の結果を得る．

命題 1. 方程式 (1)の解 x : R → Rについて，
以下は同値である．
• x(t0−t) = x(t0+t) (t ∈ R)となる t0 ∈ R
が存在する．

• x(t) − c = −(x(t − 1) − c) (t ∈ R)とな
る c ∈ Rが存在する．
• x(t) = x(t− 2) (t ∈ R).

命題 1より，(1)の周期 2の解は対称的な周
期解であることがわかる．また命題 1に現れる
対称性を有する解は，周期 2の周期解である．
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同様の結果は，積分方程式の周期解について考
察した [7]で見られる．
さらに，方程式 (1)の周期2の解を手がかりと

して，以下の微分方程式に対して，周期2/(2n+

1), n ∈ Nが構成出来る．

x′(t) = −(2n+ 1)2
∫ 1

0
f(x(t− s))ds (3)

ここで nは自然数である．微分方程式 (3)の
周期解について，以下の結果が成り立つ．

命題 2. 方程式 (1)が周期2の解x : R→ Rをも
つとする．このとき，xn(t) := x((2n+1)t), t ∈
R は方程式 (3)を満たす周期 2/(2n+1)の周期
解である．

4 特別対称周期解
以下 f は f(x) = −f(−x), (x ∈ R)を満た

す奇関数とする．方程式 (1)に対して，[8]に
倣って，「特別対称周期解（Special symmetric

periodic solution, SSPS）」を以下のように定
義する．

定義 3. 方程式 (1)に対して，以下の条件を全
て満たす関数 x : R → R を特別対称周期解
（Special symmetric periodic solution, SSPS）
と呼ぶ．
• xは微分方程式 (1)を満たす，
• x(12) = 0, x(t) ̸= 0

(
0 ≤ t < 1

2

)
,

• x(t) = −x(t− 1) (t ∈ R) .

微分方程式 (1)の特別対称周期解は，ハミル
トン系常微分方程式

x′ = y, y′ = −2f(x) (4)

の原点周りの最小周期 2の周期解と関連づけら
れる．

定理 4. 微分方程式 (1)の全ての特別対称周期
解は常微分方程式 (4)を満たし，常微分方程式
(4))の最小周期 2の原点周りの全ての周期解の
第 1成分は微分方程式 (1)の特別対称周期解を
定める．従って，微分方程式 (1)が特別対称周
期解をもつ必要十分条件は，常微分方程式 (4)

が最小周期 2の原点周りの周期解をもつことで
ある．

発表者は，[6]において f(x) = r sinxの場合
の結果を得ているが，一般の非線形関数に対し
ても同様の結果が成り立つ．f(x) = r sinxのと

き，パラメータ rがπ2/2を超えると，r < π2/2

のときに漸近安定であった自明解が不安定とな
り，自明解の不安定化と共に特別な対称周期解
が現れる．数値計算によって，多くの解がその
周期 2の解に収束していることが観察できる．
f(x) = r (ex − 1)は，奇関数ではないが，自明
解の不安定化と共に最小周期 2の解が現れる点
は同様である．この場合も，多くの解が時間の
経過と共に，数値計算によると，周期 2の解へ
と収束しているようである．

謝辞 本研究は科研費 (20K03734)の助成を受
けたものである．
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遅延微分方程式の爆発問題についての考察
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1芝浦工業大学システム理工学部，2青山学院大学理工学部
e-mail : tisiwata@shibaura-it.ac.jp

1 はじめに

本講演では, 遅延微分方程式 (DDE)の解の
爆発現象についての考察を述べる. ここで扱う
遅延微分方程式とは, 過去の履歴の情報が盛り
込まれた微分方程式であり, 過去の情報の参照
の仕方は, 現在時刻より一定時間前の解の情報
を参照する定数遅延やそのタイムラグが時間変
化する時間依存遅延, 解そのものに依存する状
態依存遅延, 過去のある時間区間全体の情報に
依存する分布型遅延など様々なタイプがある.

数理モデリングという観点から見れば，瞬時に
情報が届かない状況や，何らかのインプットか
らそれに対する応答までタイムラグが発生する
ことは比較的よく起きうるであろう. これま
での知見から, 時間遅れ・タイムラグはシステ
ムを不安定化させることもある (delay-induced

instability)し, また逆に Delay-Feedback制御
に見られるように, 時間遅れ項を適切に導入す
ることで不安定軌道を安定化させるという側面
もあり, 方程式の解の挙動の解析は複雑になる
ことが示唆される. よって, そのタイムラグが
非常に小さいときには, よりシンプルなモデル
を構築し数理解析を進めるという観点からタイ
ムラグは無いもとして, あるいはタイムラグに
関する適当な展開により時間遅れが陽に現れな
いモデルとすることはそれほど不自然な態度で
はないと考える. 実際, マルサスモデル:

x′(t) = −x(t)

に定数時間遅れ τ(> 0)を導入した

x′(t) = −x(t− τ)

を考えると, 0 < τ < 1/eではすべての解は振
動なく平衡解 x = 0に t→∞で収束する,とい
う点において τ = 0の場合と同じ挙動である.

しかし, このような描像が常に成り立つかとい
うとそうではない. 例えば, 講演者らが扱った

x′(t) = x(t)− y(t)− x(t− τ)(x2(t) + y2(t)),

y′(t) = x(t) + y(t)− y(t− τ)(x2(t) + y2(t))

では, 任意の正の時間遅れ τ に対して有限時
間で解の絶対値が無限大になる解, 所謂有限時
間爆発解が存在することが分かっている ([1]).

τ = 0の場合はよく知られた 2次元非線形振動
系であり, 周期解は単位円周上を角速度 1で動
くものただ 1つであり, 不安定な平衡点である
原点以外から出発した解はすべてこの周期解に
漸近する. つまり, τ > 0の場合と τ = 0の場
合とでは, 解の描像が大きく異なることが分か
る. 我々はこのように時間遅れによって引き起
こされる解の爆発現象を「遅延誘導爆発」と名
付け解析を進めている. 2次元遅延振動系に現
れる爆発解は矢ヶ崎 ([2])によっても調べられ
ている.

以上のように 2次元系での爆発解の解析は始
まったばかりであるという状況であるが, それ
では 1次元問題ではどうかというと, それほど
爆発解の研究が多いわけではない ([3, 4, 5, 6]

やその参考文献を参照). 遅延の効果が解の爆
発に与える影響について, ある程度一般的な枠
組みでの研究に [7]がある. この論文では,

x′(t) = f(x(t))

が爆発解を持つとき,

x′(t) = f(x(t)) + g(x(t− τ))

や
x′(t) = f(x(t))g(x(t− τ)),

およびこれらを含むより一般的な方程式が爆発
解を持つ十分条件が示されている. つまり, 爆
発解を持つODEに遅延項を付加した場合の解
の爆発に影響を与えない十分条件を示している.

2 主結果

本講演では主に次の遅延微分方程式について
考察をする:

d

dt
x(t) = F (x(t), x(t− τ)). (1)

ここで, τ ≥ 0, 関数 F : R2 → Rは連続関数と
する. また, τ > 0の場合は変数変換して次の
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問題を考える:

d

dt
x(t) = F (x(t), x(t− 1)). (2)

これに, 連続関数 ϕ(θ)(θ ∈ [−1, 0])を初期条件
x(θ) = ϕ(θ) (θ ∈ [−1, 0])に課した問題を考え
る. この DDEと, F の第 2成分を定数 aと置
いたODE:

d

dt
x(t) = F (x(t), a) (3)

の関係について, 解の爆発という観点から得ら
れた結果は以下である:

定理 1 ([8]) If there exists a ∈ R such that

equation (3) has a blow-up solution, then equa-

tion (2) has blow-up solutions.

一方, 次の仮定を導入する:

(H) For any closed bounded interval I ⊂ R
and for any y ∈ I there exist ai ∈ R (i ∈ {1, 2})
such that for any x ∈ R

F (x, a1) ≤ F (x, y) ≤ F (x, a2).

この条件下で上の定理の逆を示すことがで
きる.

定理 2 ([8]) Suppose that (H) holds. If equa-

tion (2) has a blow-up solution, then there ex-

ists a ∈ R such that equation (3) has blow-up

solutions.

講演では上記問題を中心に, 1次元スカラー
DDEにおける遅延誘導爆発の例やblow-up rate

に関する考察についての結果 ([8])について報
告する.
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[5] I. Győri, Y. Nakata, G. Röst, Un-
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時間遅れをもつ粘性Burgers方程式の解の性質について
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1 概要

粘性項をもつBurgers方程式は流体現象を記
述する比較的単純な方程式として有名であるが，
その適用例として交通流の数理モデルとしても
知られている．ここでは，より複雑な現象を記
述するために時間遅れを考慮した粘性Burgers

方程式を考察し，前回の学会での報告内容 ([1]

参照)からの更なる進展として，時間大域解の
性質について得られた結果を紹介する．

2 主定理

本講演では，時間遅れを考慮に入れた粘性
Burgers方程式

∂tρ− ν∂2xρ+ ∂x (ρV (ρτ )) = 0,

t > 0, x ∈ R
(DB)

に対し，初期履歴

ρ(t, x) = ρ0(t, x), −τ ≤ t ≤ 0, x ∈ R (IH)

を考慮した問題を考える．ここで，ρ = ρ(t, x) ∈
Rは未知関数であり，ν > 0は拡散係数，τ > 0

は時間遅れを表すパラメータとし，V = V (ρ)は
C1級となる既知関数とする．また，ρτ (t, x) =

ρ(t−τ, x)と定めた．さらに，ρ0 = ρ0(t, x) ∈ R
は初期履歴を表す既知関数とする．
このとき，初期履歴を用いて I0を

I20 = sup
−τ≤t≤0

∥ρ0(t)∥2H1 +

∫ 0

−τ
∥∂xρ0(t)∥2L2dt

で定めることで，I0をひとつの指標とした次の
時間大域解の存在定理が示される．

定理 1 (時間大域解の存在定理, [1, 2]) 次を満
たす正数 δが存在する：
初期履歴 ρ0 ∈ C([−τ, 0];H1)が

(1 + |V (0)|
√
τ)2
√
τ(1 + I20 )I0 ≤ δ (SC)

を満たすならば，(DB)-(IH)の時間大域解 ρ ∈
C([−τ,∞);H1)が存在し，

∂xρ ∈ L2(0,∞;H1), ∂tρ ∈ L2(0,∞;L2)

と次のエネルギー評価を満たす：

∥ρ(t)∥2H1 +

∫ ∞

0
(∥∂tρ(t)∥2L2 + ∥∂xρ(t)∥2H1)dt

≤ C(1 + I40 )I20 , t ≥ 0.

ただし，Cは τに依らない定数である．さらに，
∥ρ(t)∥L∞ → 0 (t→∞)が成立する．

注意 2 定理１は，τ と I0 が条件 (SC)を満た
すならば時間大域解が存在することを主張して
いる．すなわち，τ もしくは I0が小さくなくて
も，時間大域解が得られることを示唆している．

定理１では，昨年の学会で報告された結果の
さらなる精密化に成功している．ここではさら
に，定理１で導かれた時間大域解の性質につい
て得られた結果を報告する．

定理 3 (時間大域解の正則性, [2]) 定理１で導
かれた時間大域解について，次の性質が成り
立つ．

(i) ρ ∈ C1/2
loc ((0,∞);H1).

(ii) n ∈ Nに対し，V はCn+1級であるとする．
このとき，任意の k (2 ≤ k ≤ n+ 1)に対し，

∂kxρ, ∂t∂
k−2
x ρ ∈ C1/2k

loc (((k − 1)τ,∞);L2)

∩ L2((k − 1)τ,∞;L2)

が成り立ち，

∥∂kxρ(t)∥L2 ≤ Ik(τ){(t− (k − 1)τ)−
1
2 + 1},

t > (k − 1)τ

が得られる．ここで，Ik(τ)は τ に依存する正
定数である．

関数空間Cαloc((β,∞);X)は，区間 (β,∞)内
の任意のコンパクト集合上でのX 値 α-Hölder

連続な関数による空間を表す．
定理３では時間が経過するにつれて解が滑ら
かになる性質を示しており，時間遅れの効果を
捉えたひとつの結果であると考えられる．
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3 主定理の証明

定理１の証明はエネルギー法によるもので，
その手法は昨年に報告した内容と重なるので省
略する．
定理３の証明の鍵は，Hölder連続性を加味
した数学的帰納法によって，解の正則性が上が
ることを体系的に捉えることである．
具体的には，次の３つの補題を導くことで定

理３が示される．

補題 4

∥ρ(t)− ρ(s)∥H1 ≤ J1(s−
1
2 + 1)(t− s)

1
2 ,

t > s > 0

が成り立つ．ここで，J1は正定数である．

補題 5 V は C2級とする．このとき，

∥∂2xρ(t)∥L2 ≤ I2{(t− τ)−
1
2 + t

1
2 }, t > τ,

かつ，

∥∂2x(ρ(t)− ρ(s))∥L2

≤ J1
2{(s− τ)−

1
2 + t

1
2 }(t− s)

1
2

+ J2
2{(s− τ)−

3
4 + t

1
4 }(t− s)

1
4 , t > s > τ

が成り立つ．ここで，I2, J1
2 , J

2
2は正定数である．

補題 6 V はCn+1級とし，k (0 ≤ k ≤ n)を任
意の整数とする．すべての整数 ℓ (0 ≤ ℓ ≤ k)

に対し，

∥∂ℓxρ(t)∥L2 ≤ Iℓ(τ){(t− (ℓ− 1)τ)−
1
2 + t

ℓ−1
2 },

t > (ℓ− 1)τ,

かつ

∥∂ℓx(ρ(t)− ρ(s))∥L2

≤ J1
ℓ (τ){(s− (ℓ− 1)τ)−

1
2 + t

ℓ−1
2 }(t− s)

1
2

+
ℓ∑

j=2

J jℓ (τ){(s− (ℓ− 1)τ)
− 1

2
− 1

2j + t
ℓ−1
2

− 1

2j }·

· (t− s)
1

2j ,

t > s > (ℓ− 1)τ

が成り立つと仮定する．ここで，Iℓ(τ), J jℓ (τ)は
τ に依存する正定数である.

このとき，

∥∂k+1
x ρ(t)∥L2 ≤ Ik+1(τ){(t− kτ)−

1
2 + t

k
2 },

t > kτ

かつ，

∥∂k+1
x (ρ(t)− ρ(s))∥L2

≤ J1
k+1(τ){(s− kτ)−

1
2 + t

k
2 }(t− s)

1
2

+

k+1∑
j=2

J jk+1(τ){(s− kτ)
− 1

2
− 1

2j + t
k
2
− 1

2j }·

· (t− s)
1

2j ,

t > s > kτ

が成り立つ．ここで，Ik+1(τ), J jk+1(τ)は τ に
依存する正定数である.

これらの補題により，解の導関数の Hölder

連続性が示されるとともに，任意の k (2 ≤ k ≤
n+ 1)に対して

∥∂kxρ(t)∥L2 ≤ Ik(τ){(t− (k − 1)τ)−
1
2 + t

k−1
2 },

t > (k − 1)τ

が導出される．ここでさらに，エネルギー法を
用いて解の時間に関する一様な評価を導くこと
で，定理３の (ii)が示される．
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A spectral method for viscous Burgers equation with a time delay
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交通流の数理モデルである時間遅れを考慮し
た粘性バーガース方程式 (cf., e.g., [1, 2, 3])の
解のふるまいをスペクトル法で捉える方法を紹
介する。具体的には、解をフーリエ余弦級数に
よって表現し、フーリエ係数の時間発展を表す
可算無限個の遅延微分方程式系に対するチェビ
シェフ多項式を用いた近似解の構成により、信
頼性の高い数値解を得る。本研究は構成した数
値解をもとにした解の数値検証を視野に入れた
計算方法である。

1 問題設定
斉次ノイマン境界条件を課した区間 (0, 1)上
の時間遅れ項をもつ粘性バーガース方程式を考
える。

∂tρ− ν∂2xρ+ Vm∂x

(
ρ

(
1− ρτ

ρm

))
= 0.

ここで ν, Vm, ρm は与えられたパラメータ、
ρτ

def
= ρ(t − τ, x) が時間遅れ項である。この

方程式に ρ0(s, x)を既知関数（初期履歴という）
として,

ρ(s, x) = ρ0(s, x), s ∈ [−τ, 0], x ∈ (0, 1)

というように初期条件を与えると解くことがで
き、これを遅延微分方程式の初期値（境界値）
問題という。
本研究では解をフーリエ余弦級数によって表

現する。
ρ(t, x) =

∑
k∈Z

ak(t)e
ikπx

=
∑
k≥0

αkak(t) cos(kπx).

αk は係数の重複に関する重みで次のように定
義する。

αk
def
=

{
1 for k = 0

2 for k > 0.

以後、簡単のため、係数の添字についてak = a|k|
という仮定を課す。すなわち a−k = ak という
関係が成り立っていることを表す。

上記設定の下、未知関数は a
def
= (ak)k≥0 で

あり、次の可算無限個の遅延微分方程式系をみ
たす。

ȧk = fk(a, aτ )

def
= −νπ2k2ak − iπkVm

(
ak −

1

ρm
(a ∗ aτ )k

)
.

(1)

ここで aτ
def
= a(t−τ), a∗bは点列 a = (ak)k≥0,

b = (bk)k≥0に対する通常の離散畳み込み

(a ∗ b)k =
∑

k1+k2=k
k1,k2∈Z

ak1ak2

を表すとする。
初期履歴 ρ0もフーリエ余弦級数で与える。

ρ0(s, x) =
∑
k≥0

αkϕk(s) cos(kπx), s ∈ [−τ, 0]

例えば、以下で与える初期履歴

ρ0(s, x)
def
=

{
0
(
0 < x < 1

2

)
1
(
1
2 ≤ x < 1

) for s ∈ [−τ, 0]

の係数 ϕkはフーリエ係数の公式

ϕk =

∫ 1

0
ρ0(x) cos(kπx)dx

によって

ϕk =


1/2 k = 0

1/πk k = 1, 5, 9, . . .

−1/πk k = 3, 7, 11, . . .

0 otherwise.

と与えられる。

2 解の数値求積法
解の数値求積法はステップ法（method of steps）
に基づく。初期条件

ak(s) = ϕk(s), s ∈ [−τ, 0]
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のもとで遅延微分方程式 (1)を幅 τ の時間区間
上で逐次的に解くことで、(1)の解を求めるこ
とができる。
まず t ∈ [0, τ ]のとき、a(t− τ) = ϕ(t− τ)と

なるので、(1)は

ȧ = f(a(t), ϕ(t− τ))

と非自励系の常微分方程式系になる。この方程
式を初期条件 a(0) = ϕ(0)として解くと、解が
t ∈ [0, τ ]の範囲で求められる。
こうして得られた解を、t ∈ [0, τ ]では既知関

数という意味で a(1)と表すと、(1)は t ∈ [τ, 2τ ]

の範囲で、

ȧ = f(a(t), a(1)(t− τ))

となる。この方程式を初期条件 a(τ) = a(1)(τ)

として解くと、解が t ∈ [0, 2τ ]の範囲で求めら
れる。
以下、同様に幅 τ の時間区間ごとに、非自励

系の常微分方程式系となるので、（うまくいけ
ば）それらを逐次的に解くことで、(1)の解が
求められる。
ステップ法をまとめると n = 1, 2, . . . に対し
て、幅 τ の時間区間 In

def
= [(n − 1)τ, nτ ]上で

定義される関数 a(n) を次の非自励系の常微分
方程式系{

ȧ(1) = f(a(1)(t), ϕ(t− τ)), t ∈ I1,
a(1)(0) = ϕ(0)

...{
ȧ(n) = f(a(n)(t), a(n−1)(t− τ)), t ∈ In,
a(n)(nτ) = a(n−1)(nτ)

を帰納的に求める。こうして得られる関数列
{a(n)}n≥1と ϕをつなぎ合せたものが、(1)の初
期値問題の解となる。

3 チェビシェフ級数による数値解の構成
常微分方程式系 (1)の数値解として、標本点
における関数値を用いたチェビシェフ多項式に
よる表現を利用する。関数 f(t)のチェビシェ
フ級数は次のような変換によってフーリエ級数

とみなせる。

f(t) = c0 + 2

∞∑
m=1

cmTm(t)

= c0 + 2
∞∑
m=1

cm cos(mθ)

=

∞∑
k=−∞

c|k|e
ikθ, t = cos θ.

ここで Tm(t)はm次の第一種チェビシェフ多
項式である。この式から、チェビシェフ係数は
高速フーリエ変換 (FFT)を使って近似できる。

cm =
1

2π

∫ 2π

0
f(t)e−imθdθ

≈ 1

2M − 1

2M−2∑
j=0

f (tj) e
−imθj (0 ≤ m < M).

ここで、Mはチェビシェフ係数の近似のサイズ、
θj = (2πj)/(2M−1), tj = cos θjはチェビシェ
フ点と呼ばれる標本点である。実装ではチェビ
シェフ点における解の関数値 f (tj)を FFTで
離散フーリエ変換することで得られる。さらに
この関数値はMATLABの ode23のような陽
的ルンゲ・クッタの連続拡張を用いた数値計算
[4]を利用する。
講演では実際に計算した結果とそこから示唆
される解の数理的ふるまいについて議論する。

謝辞 本研究は科研費 18K13453, 19K03577の
助成を受けたものである.
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1 イントロダクション
この講演では，次の形の微分方程式系

ẋ(t) = −µx(t) +Ax(t− τ) (1)

を考える．ここで，
• t ∈ R, x(t) ∈ C2，
• µ ∈ R, τ > 0：パラメータ，
• A ∈M2(R)：2× 2 の実行列
である．方程式 (1) は線型の 時間遅れを持つ
微分方程式 (DDE) の連立系である．典型的に
は，対応する非線型系のある平衡点における線
型化方程式として得られる．
一般に，DDE における時間遅れ項の入り方

はさまざまあり，どのようなタイプの時間遅れ
を用いるかは数理モデリングの観点から選択の
余地がある．方程式 (1) における時間遅れは時
間変数に依存しない定数である．また，時刻 t

における未知関数 x の微分係数は t から τ だ
け遡った時刻 t− τ における未知関数の値に依
存する．このようなタイプの時間遅れは（１つ
の）定数離散型 と呼ばれる．
この講演の第一の目的は，DDE (1) の零解

x(t) ≡ 0 が漸近安定となるための 臨界遅れ
(critical delay) τc(µ,A) > 0 の 解析的表示式
を導出することである．第二の目的は，この解
析的表示式を用いて，DDE (1) の零解が漸近
安定であるためのパラメータ領域を求めること
である．ここで，τc(µ,A) が上の意味での臨界
遅れであるとは，

• 0 < τ < τc(µ,A) のとき DDE (1) の零
解は漸近安定，

• τ ≥ τc(µ,A) のとき DDE (1) の零解は
不安定

を満たす時間遅れパラメータ τ の値のことで
ある．ただし，τc(µ,A) はすべてのパラメータ
µ,A で定義されるとは限らないこと，τc(µ,A)

の解析的表示式を求めることにはその定義域を
求めることも含まれることを注意する．臨界遅
れの存在は，臨界遅れの定義域内のパラメータ
(µ,A) に対して以下を意味する：

(i) 零解が漸近安定となるような τ > 0 が存
在するためには，形式的に τ = 0 として
得られる線型の常微分方程式系の零解が
漸近安定でなければならない．

(ii) τ を大きくしていったときに，不安定化
した零解が再度安定化することはない．

性質 (i)は，τ を 0から変化させたときに不安
定な零解の安定化が起きない ことを意味する．
１つの定数離散型の時間遅れを持つ 1 階の
単独線型 DDE

ẋ(t) = −ax(t) + bx(t− τ) (2)

の場合（ただし a, b は実数）に，臨界遅れの
定義域と表示式の導出，および，その定義域の
外では自明な状況しか起こらない（時間遅れパ
ラメータに依存しない漸近安定性または不安定
性）ことは，時間遅れ系の文脈ではよく知られ
た事実である．しかし，一般の線型 DDE のシ
ステム，たとえば，2 階の DDE や時間遅れ項
が積分で与えられる 分布型 と呼ばれる単独線
型 DDE の場合には，不安定な零解の安定化
が有限回起きうることが知られており，これは
stability switches と呼ばれている (ref. [1])．
１つの定数離散型の時間遅れを持つ 1階の単
独 DDE であっても，微分方程式の係数が複素
数の場合（すなわち，DDE (2)において a, bが
複素数の場合）には上に述べた不安定な零解の
安定化と stability switches が同時に起こるパ
ラメータ領域の存在が示されている ([2, Theo-

rem 3.3])．これには aが虚数であることが本質
的である．a が実数の場合にはたとえ b が虚数
であっても，DDE (2) が臨界遅れ τc(a, b) > 0

を持つこと，その定義域の外では上に述べた
ような自明な状況しか起こらないことは，[2,

Theorem 1.1] により直ちにわかる．この場合
は，DDE (2) の零解が漸近安定であるための
パラメータ領域は不等式 τc(a, b) > τ をその定
義域で解き，得られた領域と時間遅れパラメー
タに依存しない漸近安定性の領域を組み合わせ
ればよい．
上記の a が実数で b が虚数の場合の事実は，

[3] においても
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• DDE (2) の 特性方程式 z + a− be−zτ =

0 が複素平面の虚軸上に根を持つ条件の
導出，

• その特性根の，τ を変化させたときの虚
軸の横断方向の計算

というよく用いられる方法 (ref. [1]) によって
示されている．ここで，DDE の特性方程式と
はそれが自明でない指数関数解 x(t) = cezt を
持つことにより得られる 超越的 な方程式であ
る．しかし，a が実数であることは DDE (2)

が臨界遅れを持つための十分条件に過ぎず，a
が虚数の場合でも DDE (2) が臨界遅れを持つ
パラメータ領域は存在する ([2, Theorems 3.2,

3.3])．

2 臨界遅れの存在とその解析的表示式
DDE (1) の特性方程式は

det(zI + µI − e−zτA) = 0 (3)

となる．ここで，I は 2 × 2 の単位行列であ
る．T (µ,A) で，方程式 (3) のすべての根の実
部が負であるような τ > 0 全体の集合を表す
とする．A のジョルダン標準形を考えれば，方
程式 (3) は A の固有値 α1, α2 を用いて

(z + µ− α1e
−zτ )(z + µ− α2e

−zτ ) = 0

と表せる．したがって，T (a, b) で DDE (2) の
特性方程式のすべての根の実部が負であるよ
うな τ > 0 全体の集合を表すことにすれば，
T (µ,A) は

T (µ,A) = T (µ, α1) ∩ T (µ, α2)

と分解できる．これより，以下の結果を得る．
次の記号を用いる．
記法 1. p(λ) := λ2 − tr(A)λ + det(A) を行列
A の固有多項式，D := tr(A)2− 4 det(A) をそ
の判別式とする．D ≥ 0 のとき，α− ≤ α+ を
p(λ) の実根とする．
定理 1. µ ≤ 0 とする．すると，T (µ,A) ̸= ∅
となるための必要十分条件は，(µ,A) が

tr(A) < 2µ かつ det(A) > µ tr(A)− µ2

を満足することである．このとき T (µ,A) =

(0, τc(µ,A)) であり，τc(µ,A) > 0 は以下で与
えられる：

• D ≥ 0 のとき，

τc(µ,A) =
1√

α2
− − µ2

arccos

(
µ

α−

)
.

• D < 0 のとき，
τc(µ,A) =

1√
det(A)− µ2

×[
arccos

(
tr(A)

2
√

det(A)

)
− arccos

(
µ√

det(A)

)]
.

µ > 0 の場合の結果も得られるが，この場
合は T (µ,A) = (0,∞) となる場合がある分だ
け少し複雑になる．しかし，臨界遅れ τc(µ,A)

の表示式は上の定理と同じものになる．また，
µ ≤ 0 および µ > 0 のいずれの場合にも，臨
界遅れの定義域において不等式 τc(µ,A) > τ

を解き，それを時間遅れパラメータに依存し
ない漸近安定性の領域と組み合わせることで
DDE (1) の零解の漸近安定性のパラメータ領
域を得る．これは µ = 0 の場合のみに得られ
ていた Hara and Sugie [4] による結果を拡張
するものとなる．
講演では，上記の定理の証明のアイデアと不
等式 τc(µ,A) > τ を解くテクニックについて
述べ，得られるパラメータ領域を図示する．
謝辞 本研究は JSPS科研費 19K14565 の助
成を受けたものである．
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遅れの確率的切り替えによる安定領域の拡張
大平 徹
名古屋大学多元数理科学研究科
e-mail : ohira@math.nagoya-u.ac.jp

1 概要
本研究では, 遅れの値が確率的に切り替わる

ような単純な遅れ微分方程式を提案する. ここ
では遅れは二値を取る確率変数で, その値は対
応する遅れ微分方程式の解の安定・不安定領域
にそれぞれ属する. この確率的な遅れの切り替
えを導入すると, 遅れの平均値が不安定領域に
あっても, 固定点の安定性を保てるという現象
が見いだされた. 一方, 係数パラメータの値の
類似した確率的な切り替えでは, このような安
定領域拡張は見られない. 遅れとゆらぎの相互
作用によってもたらされる興味深い例だと考え
ている. （英文による委細は [1]にある. ）

2 モデル
情報伝達や相互作用の遅れが, システムに複

雑な挙動をもたらすことは広く知られており,
様々な分野で研究されている [2, 3, 4, 5, 6]. さ
らにノイズの要素が追加された場合についても
興味深い現象が見いだされ, 研究が進められて
いるが, 解析はより困難となっている [7, 8, 9,
10, 11]. ここでは, この「遅れ」と「ゆらぎ（ノ
イズ）」の相互作用によって新たな現象を生み
出す, 単純なモデルについて提案をする.
基本となるのは下記の遅れ微分方程式である.

dX(t)
dt

= aX(t− τ) (1)

ここで a, τ は実数パラメータで, 後者が遅れと
なる. この方程式は Hayes方程式 [2]の特殊な
場合となり, その解の性質については調べられ
ている. 遅れが振動をもたらし, a < 0 におい
ては固定点である原点X = 0の漸近安定性が,
下記の閾値を超えた遅れで失われることが知ら
れている.

τc = − π

2a
. (2)

この安定領域の境界は図１に示した.
ここではこの基本形を拡張して, 遅れを境界

をまたぐ形の二値の実数をとる確率変数 τ̂ と
おく. 具体的には以下とする.

τ̂ = τc(1 + µξ). (3)

a

τ
×

×

図 1. 式 (1)の X = 0の漸近安定・不安定境界. 境界線
と座標軸の間が安定領域である. 同時に確率的な遅れの
切り替えの模式図も示した. 遅れの値は図の横実線矢印
で示された２点の黒点の値を確率的に採る. 一方で, 比較
を行う係数パラメータ aの確率的な切り替えでは縦破線
矢印で示された２点のクロスの値を採る.

ここで µ ∈ (0, 1)は実数パラメータで, ξは+1
と −1を, それぞれ確率 pと 1 − pでとる確率
変数である. よって,

τ̂ > τc (確率 p)
τ̂ < τc (確率 1-p)

となり, 図１の横実線矢印で示した境界をまた
ぐ二値を取る.
ここでは, この遅れの確率的な切り替えの効

果について数値的に調べた. 特徴的にはこの確
率的な遅れ切り替えは原点の安定領域の拡大を
もたらすことが見いだせた. 具体的には, 遅れ
の平均値 〈τ̂〉が閾値 τcよりも大きい状況であっ
ても原点の漸近安定性が保たれるということで
ある. さらに, 係数パラメータ aについて同様
に確率的な切り替えをした下記の式との比較を
行った.

dX(t)
dt

= âX(t− τ) (4)

ここでは âが図１の縦の破線の矢印で示したよ
うに境界をまたぐ二値をとる確率変数である.
この場合においては安定領域の拡大は検出され
なかった.

3 数値解析
式 (1)についての数値実験を行い, その結果

について図 2に示した. 下の図は対数ー対数グ
ラフである. 図１と同様に実線が式 (1)に伴う
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安定・不安定境界となる. 遅れの確率切り替えを
組み込んだ場合の, 閾値の平均の遅れの値 〈τ̂〉c
を数値的に推定して図に黒点として示した. こ
こにみられるように,確率切り替えによって,原
点の安定領域は τc < 〈τ̂〉cとなって明確に拡張
している. 一方, 前述のように係数パラメータ
aを確率変数にして同様の切り替えをおこなう
式 (4)についても数値計算をおこなった. その
閾値の平均 〈â〉c の推定の結果については図２
のクロスによって示した. この結果に現れてい
るように, この場合については安定領域の拡張
は出現せず, 〈â〉c ≈ acとなり, 〈â〉cは実線上に
重なっている.

a

τ

a

201052

−0.5

−0.1

−0.2

−1.0

τ

図 2. 式 (1) に遅れの確率的な切り替えを加えたことに
よる X = 0 の漸近安定領域の拡張を黒点で示した典型
例. 下の図は対数ー対数グラフである. 比較の対象であ
る係数パラメータ aの確率切り替えの結果はクロスであ
り, 基本式の境界線上にならんでおり, 安定領域の拡張は
みられなかった. (切り替えの大きさのパラメータはどち
らの場合も µ = 0.5とした. )

4 まとめ
ここでは確率的に切り替わる遅れの機構をも

つ微分方程式を提案した. 特徴的には, 確率変
数となった遅れの平均値が, 対応する遅れ微分
方程式の原点の漸近安定の境界値をこえても,
安定性を保てるという安定領域の拡大の現象が
見られた. 一方では係数パラメータの同様の確
率的な切り替えにおいては, そのような安定領
域の拡大は得られなかった. 遅れとゆらぎの相

互作用がもたらす, 興味深い現象であると捉え
ている. 漸近安定・不安定境界をまたぐ方向で,
同様の安定領域の拡大が最大となるようなもの
が見つかるかどうかは今後の課題である.

謝辞 本研究は「おおはぎ内科・眼科」（和歌
山県・橋本市）及び科研費 19H01201による支
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ある遅延微分方程式におけるネットワーク構造の解挙動への影響について

宮崎 倫子

静岡大学，大阪大学
e-mail : miyazaki.rinko@shizuoka.ac.jp

1 概要

各要素が互いに遅延を含む相互作用を有す
る線形システム（低次元）において，要素の連
結の仕方（ネットワーク構造）が解の挙動に与
える影響について考察する．特に，解の収束の
速さを決定する，実部最大の固有値の大きさが
ネットワーク構造によってどのような影響を受
けるかに着目する．

2 序論

次の遅延項を持つn次線形微分方程式系を考
える．

ẋ(t) = −αx(t) + βBx(t− τ) (1)

ここで，x = col(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn とし，
ẋ(t)は x(t)の tに関する微分を表すものとす
る．方程式 (1)において，α, βは実数の定数と
し，α > βを仮定する．τ は遅延の大きさを表
し，τ ≥ 0とする．B = (bij)は，n次正方行列
であり，i, j = 1, 2, · · · , nに対して，

bij =
qij

b̂
, qij ∈ {−1, 0, 1}, b̂ =

n∑
j=1

|qij |

とする．以下では，これら 3つの行列をそれぞ
れB1, B2, B3と表すこととする．行列Bは，x
の要素間の相互作用を表す行列と考えることが
できる．例えば，n = 3の場合，次の 3つの
行列0 0 1

1 0 0

0 1 0

 ,
1

2

0 1 1

1 0 1

1 1 0

 ,
1

3

1 1 1

1 1 1

1 1 1


が表す相互作用は，それぞれ，以下の３頂点か
らなる有向グラフとしてあらわすことができ，
本研究では，これをネットワーク構造とよぶ．

図 1. n = 3のときのネットワーク構造の例

福井ら [1]は，これら 3つのケースについて，
式 (1)の固有値および固有空間についての解析
を詳細に行い，解の漸近挙動を明らかにして
いる．
本研究の目的は，一般の n次方程式に対し
て，固有値の解析により解の漸近挙動を明らか
にするととである．

3 支配的固有値

本節では，行列Bは既約な非負行列とする．
式 (1)の特性方程式は，

P (λ) = det[(λ+ α)I − βe−λτB]

で与えられる．式 (1)の解の漸近的挙動を支配
するのは，固有値，すなわち P (λ) = 0の解の
うち，実部が最大となるものである．本稿では，
そのような固有値のことを，式 (1)の支配的固
有値とよぶこととする．
式 (1)の固有値の性質について考えよう．そ

のために，行列 Bの固有値を µi，その重複度
を ri(i = 1, 2, · · ·m, r1 + r2 + · · ·+ rm = n)と
する．このとき，

P (λ) = {p1(λ)}r1{p2(λ)}r2 · · · {pm(λ)}rm

pi(λ) := λ+ α− βe−λτµi

と因数分解できる．行列 B が非負の成分を持
つときには，確率行列となり，行列 B は固有
値 1（重複度 1）を持ち，その右固有ベクトル
は col(1, 1, · · · , 1)である．また，行列 B のス
ペクトル半径は 1であることに注意しよう．以
下では，行列Bの固有値 µiのうち，µ1 = 1と
おく．このとき，以下の命題が得られる．

定理 1. 行列Bが，既約な非負行列であるとす
る．このとき，因数 p1(λ) = 0から実固有値 λ0
が得られ，以下の性質をもつ．

(i) λ0は式 (1)の支配的固有値である．
(ii) λ0の重複度は 1である．

(iii) 固有値 λ0に属する属する固有関数は，
eλ0sv1 (−τ ≤ s ≤ 0)で与えられる．
ただし，v1 = col(1, 1, · · · , 1)．
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定理 1から，式 (1)の解 x(t)は，十分大きな
tに対して，x(t) ≈ ceλ0sv1 （cは実定数）で近
似できることがわかる．すなわち，ネットワー
クの構造は式 (1)の解の漸近的挙動に影響を与
えないことがわかる．

4 ネットワーク構造の影響

福井ら [1]は，n = 3の3つの例B = B1, B2, B3

について，行列Bのλ1 = 1以外の固有値から得
られる因数 p2(λ), p3(λ)についても解析を行っ
ている．その結果を引用しておく．

命題 2 (福井ら [1]). B = B1のとき．p2(λ)p3(λ) =

0からは実固有値は得られず，互いに共役な複
素固有値 λ± = a+ ib，(a < λ0, b ̸= 0)が得ら
れる．これら２つの固有値に属する固有関数は

eas

 cos bs

cos(b− 2
3π)s

cos(b+ 2
3π)s

 , eas

 sin bs

sin(b− 2
3π)s

sin(b+ 2
3π)s


(−τ ≤ s ≤ 0)で与えられる．

命題 3 (福井ら [1]). B = B2のとき．

(i) βτ
2 e

1+ατ < 1のとき，p2(λ)p3(λ) = 0

からは相異なる２つの実固有値 λ2, λ
′
2

が得られ λ′2 < λ2(< λ0)．それ以外の
複素固有値をλとするとRe λ < λ′2が
成り立つ．λ′2, λ2も含めて固有関数は
eλsv, (−τ ≤ s ≤ 0)で与えられる．こ
こで v は v1 に垂直な任意のベクトル
である．

(ii) βτ
2 e

1+ατ > 1のとき p2(λ)p3(λ) = 0か
らは実固有値は得られない．固有関数
については命題 2と同様．

命題 4 (福井ら [1]). p2(λ)p3(λ) = 0から得ら
れる固有値は λ = −1

ϵ のみであり，固有関数は
eλsv, − τ ≤ s ≤ 0で与えられる．ここで vは
v1に垂直な任意のベクトルである．

これらの結果から，ネットワーク構造は解の
過渡的なふるまいに影響を与えると考えられる．
なお，α = βの場合には，(1)は漸近定数問
題となり，Ashizawa et al. [2,3]で，解の収束先
を初期値で表現するとともに，解の収束速度を
ネットワーク構造の違いによって分類している．

5 負の相互作用

前節までは，B は非負行列を仮定していた．
本節では，負の相互作用を考える．簡単のため，

次の 2つの場合を考える．

B = B4 :=

 0 0 −1

−1 0 0

0 −1 0



B = B4 :=

 0 −1 −1

−1 0 −1

−1 −1 0


行列B4の固有値は，−1, e

π
3
iである．行列B5

の固有値は，−1と 1
2（重解）である．式 (1)の

特性有方程式の因数として，µ1 = −1とした，
すなわち，

p1(λ) = λ+ α+ βe−λτ

が得られる．このとき，式 (1)の支配的固有値
は，p2(λ) = 0あるいは p3(λ) = 0から得られ
ると予想しているが，現段階で証明が完了して
いない．
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1. Abstract 
 We investigate a delayed HIV infection model that 
considers the homeostatic proliferation of CD4+ T 
cells. The existence and stability of uninfected 
equilibrium and infected equilibria (smaller and 
larger ones) are studied by analyzing the 
characteristic equation of the system. The 
intracellular delay does not affect the stability of 
uninfected equilibrium, but it can change the stability 
of larger positive equilibrium and Hopf bifurcation 
appears inducing stable limit cycles. Furthermore, 
direction and stability of Hopf bifurcation are well 
investigated by using the central manifold theorem 
and the normal form theory. The numerical 
simulation results show that the stability region of 
larger positive equilibrium becomes smaller as the 
increase of time delay. Moreover, when the 
maximum homeostatic growth rate is very small, the 
larger positive equilibrium is always stable. On the 
contrary, when the rate of supply of T cells is very 
small, the larger positive equilibrium is always 
unstable.  
 
2. Mathematical model  
A delayed HIV infection model that considers the 
homeostatic proliferation of CD4+ T cells is 
described as  

 

    (1) 

 
The model without delay (τ = 0) was proposed by 
Pankavich et al. [1]. The equations are obtained by the 
following biological assumptions: 
• T(t) : the population of healthy T cells,  

I(t) : the population of infected T cells,  
V(t) : the population of virion.  λ represents the 
source of new cells arising from general production, 
while the healthy T cells death rate is denoted by dT . 
The parameter k is the infection rate, and p is the rate 
at which new virions are produced by the infected cell 
population. Moreover, the death rate of infected T 
cells is denoted by dI , and the clearance rate of free 
virus particles is given by dV .  

• The term ρ  ((C+V(t)) describes the 

homeostatic production of T cells due to the presence 
of the virus and subsequent decline in healthy T cells, 
both of which may vary over the course of infection. 
Here, ρ is the maximum growth rate and C is the half-
velocity constant of growth. 
The nondimensionalized model is given as 

 

     (2) 

 
 
3. Stability analysis  
The model (1) without time delay was discussed by 
Pankavich et al [1]. Introduction of time delay does 
not affect the existence conditions for the equilibria of 
the system. We summarize the existence and stability 
conditions for the model (2) when τ = 0 as follows. 
The model (2) can have three equilibria:  
E0 = ( , 0, 0), E1 = (1 , I 1 , V 1 ) >0, E 2 = (1 , I2 ,V 
2 )>0, where I 1 =V 1<I 2 =V 2. Here, E0 is the 
uninfected equilibrium, E1 and E2 are the smaller and  
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Fig. 1:  Hopf bifurcation curve when τ = 0 in Rm-
R0 parameter plane. 
 

 
Fig. 2:  Hopf bifurcation curves for τ = 0, 0.001, 
0.003, 0.005,0.01, 0.02. 

Fig. 3:  Hopf bifurcation branch is computed 

when we vary τ and keep R0 = 1.5, Rm = 4. E2 goes 

through stability switches at τ0 ≈ 0.0262135.  

 

Fig. 4:  Hopf bifurcation curve in the Rm −τ parameter 

plane for R0 = 1.5 (left). Hopf bifurcation curve in the 

R0 − τ parameter plane for Rm = 4(right) 

larger infected equilibria, respectively. 
 
Theorem 1  
When τ = 0,  
(i) E0 is locally asymptotically stable (LAS) if a

, and unstable if ;  

(ii) E1 is always unstable;  
(iii) E2 is LAS if  

 

Theorem 2 

(i) When , E0 is LAS for all τ > 0. 

(ii) E2 is LAS for all τ > 0 if

 and  

. 

(iii) E2 is LAS when τ < τ0 and unstable when τ > τ0 
if 

 and  

. 

 
4 Numerical simulations 
We e fix = 40,  = 240,  = 0.73 and change 
the values of  and . 
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バリア・オプションのGreeks計算と
時間非一様なMarkov過程の効率的サンプル パス生成方法

石谷 謙介

東京都立大学 理学研究科 数理科学専攻
e-mail : k-ishitani@tmu.ac.jp

1 概要

停止時刻を含むWiener汎関数に対する微分
連鎖律 [1],[2],[3] を応用することで，ヨーロッ
パ型，ルックバック型やアジア型等も含む一般
的なペイオフ関数と，複雑なトリガー条件 (ト
リガーが時間に応じて変化する等) をもつバリ
ア・オプションのGreeksが計算可能となる．本
稿では，この手法を用いてGreeksを計算する
ために必要となる，3次元Bessel橋，Brown彷
徨過程，およびBrown引越過程 [4]の，3種類
の「時間非一様なMarkov過程」の効率的サン
プルパス生成方法を紹介する．

2 設定

W+ = {W+(t)}t∈[0,1], r0→b = {r0→b(t)}t∈[0,1]
とH0→b = {H0→b(t)}t∈[0,1] (b > 0) はそれぞ
れ，確率空間 (Ω,F , P )上で定義されたBrown

彷徨過程，0出発 b到達の 3次元Bessel橋，及
び 0出発 b到達のBrown引越過程とする．これ
らの確率過程は「時間非一様なMarkov過程」
である．以下ではこれらの確率過程の推移密度
関数と，逆関数法で必要となる累積推移密度関
数の計算結果を紹介する．準備のため，t > 0

と c < dに対して，次の記号を定義する．

nt(x) =
1√
2πt

e−
x2

2t , Nt(c, d) =

∫ d

c
nt(x)dx.

まず，0 < s < t ≤ 1と x, y > 0に対し，
Brown彷徨過程W+の密度関数と推移密度関
数は次式の通りである．

P
(
W+(t) ∈ dy

)
= 2
√

2π
ynt(y)

t
N1−t(0, y)dy,

P
(
W+(t) ∈ dy | W+(s) = x

)
= (nt(y − x)− nt(y + x))

N1−t(0, y)

N1−s(0, x)
dy.

なお次式より，W+(1)はRayleigh分布に従う
ことが知られている．

P (W+(1) ≤ x) = 1− e−
x2

2 (x ≥ 0).

次に，0 < s < t < 1と x, y > 0に対し，3次
元 Bessel橋 r0→b (b > 0)の密度関数と推移密
度関数は次式の通りである．

P
(
r0→b(t) ∈ dy

)
=
ynt(y) (n1−t(b− y)− n1−t(b+ y))

tbn1(b)
dy,

P
(
r0→b(t) ∈ dy | r0→b(s) = x

)
= (nt−s(y − x)− nt−s(y + x))

× (n1−t(b− y)− n1−t(b+ y))

× (n1−s(b− x)− n1−s(b+ x))−1dy.

最後に，0 < s < t < 1と x, y ∈ (0, b)に対し，
Brown引越過程H0→b (b > 0)の密度関数と推
移密度関数は次式の通りである．

P
(
H0→b(t) ∈ dy

)
=
J
(b)
1 (t, y) J

(b)
2 (1− t, y)

J (b)(b)
dy,

P
(
H0→b(t) ∈ dy | H0→b(s) = x

)
=
J
(b)
2 (1− t, y) J

(b)
3 (s, x, t, y)

J
(b)
2 (1− s, x)

dy.

ただし，

J
(b)
1 (r, z) :=

∞∑
k=−∞

2(z + 2kb)

r
nr(z + 2kb),

J
(b)
2 (r, z) := J

(b)
1 (r, b− z),

J
(b)
3 (s, x, t, y) :=

∞∑
k=−∞

(nt−s(y − x+ 2kb)

− nt−s(y + x+ 2kb)),

J
(b)
4 (r, z) :=

∂

∂b
J
(b)
1 (r, z), J (b)(z) := J

(b)
4 (1, z)

とする．以上でW+ = {W+(t)}t∈[0,1], r0→b =

{r0→b(t)}t∈[0,1]とH0→b = {H0→b(t)}t∈[0,1] (b >

0) の密度関数と推移密度関数を紹介した．こ
れらの「時間非一様なMarkov過程」を，一般
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にX = {X(t)}t∈[0,1]とおくと，X のサンプル
パスを生成するためには，逆関数法が必要と
なる．逆関数法を用いるためには，次の累積
分布関数 P (X(t) ≤ z)と，累積推移分布関数
P (X(t) ≤ z | X(s) = x)の計算が必要である．

P (X(t) ≤ z) =

∫ z

0
P (X(t) ∈ dy) ,

P (X(t) ≤ z | X(s) = x)

=

∫ z

0
P (X(t) ∈ dy | X(s) = x) .

まず，3次元 Bessel橋 r0→b (b > 0) の累積分
布関数は，nr(·)とNr(·, ·)を用いれば積分表記
を用いずに

P (r0→b(t) ≤ z)
= Nt(1−t)(−tb, z − tb) +Nt(1−t)(tb, z + tb)

+
1− t
b

{
nt(1−t)(z + tb)− nt(1−t)(z − tb)

}
と計算できる．一方で，c1, c2 ∈ Rと r1, r2 > 0

に対して、次式∫ z

0
nr1(y − c1)nr2(y − c2)dy

= nr1+r2(c1 − c2)

×N r1r2
r1+r2

(
−c1r2 + c2r1

r1 + r2
, z − c1r2 + c2r1

r1 + r2

)
が成り立つことに注意すれば，r0→b の累積推
移密度関数も

P (r0→b(t) ≤ z | r0→b(s) = x)

=
1

n1−s(b− x)− n1−s(b+ x)

×
{∫ z

0
nt−s(y − x)n1−t(y − b)dy

−
∫ z

0
nt−s(y + x)n1−t(y − b)dy

−
∫ z

0
nt−s(y − x)n1−t(y + b)dy

+

∫ z

0
nt−s(y + x)n1−t(y + b)dy

}
と計算できる．このように，3 次元 Bessel 橋
r0→b は，累積密度関数と累積推移密度関数を
積分表記を用いずに計算できるため，逆関数法
を用いて効率的にサンプルパスを生成できる．
一方で，Brown彷徨過程W+やBrown引越

過程 H0→b の累積密度関数および累積推移密

度関数は，積分表記を用いずに計算することが
困難である．しかしながら，Brown彷徨過程
W+ と Brown引越過程 H0→b の分布は，3次
元 Bessel橋の分布を用いて計算できる．その
ため，3次元Bessel橋の効率的サンプルパス生
成方法を利用することで，Brown彷徨過程と
Brown引越過程も効率的にサンプルパス生成
できる．講演では，これらの効率的サンプルパ
ス生成方法を紹介する．

謝辞 本研究は，公益財団法人 全国銀行学術
研究振興財団の助成を受けた．
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固有関数展開を用いたデリバティブ価格付け問題における漸近展開の導出

宮本 学 1,2, 田中 敬一 2

1みずほ証券株式会社，2東京都立大学
e-mail : manabu.miyamoto@mizuho-sc.com

1 導入

デリバティブの価格付け問題の多くは解析的
に解けないため, 数値計算に頼らざるをえない.

一方, 金融機関における, 仕組み債などのエキ
ゾティック商品の価格付けや, モデル・パラメー
ターのキャリブレーションでは, リアルタイム
での応答が求められるため, 計算速度が問題と
なる. このとき漸近展開の方法を用いれば, 近
似計算による解析解が得られるため, この問題
を大きく解消できる可能性がある [1, 2]. 一方,

このように強力な手法ではあるが, その導出に
は, 条件付期待値の計算などにしばしば努力を
要することがある. これに対し, 高橋等の研究
[2]により, この条件付期待値の計算を有限個の
連立常微分方程式に帰着できることが明らかに
された. これは実務家の計算負荷を大きく軽減
する可能性を持つ.

本講演では,リスク資産を1つだけ持つBlack-

Scholes経済に限定し,より計算負荷の低い方法
を探す試みを行う. 今回我々は, リスク資産の
漸近展開 [1, 2]から出発するのは止め, 代わり
にKolmogorovの前進方程式（すなわち偏微分
方程式）から出発し, Hermite多項式による固
有関数展開を用いて, 漸近展開を導出すること
を行った. その結果, 条件付期待値の計算を陽
に経由することなく, 固有関数展開の係数自身
が有限個の連立常微分方程式を満たすこと, ま
た比較的に容易に解けることもわかった. 偏微
分方程式を出発点とするアプローチは本研究が
初めてではないが (例えば, 文献 [3]とその参考
文献など), 著者の知る限り, 確率密度関数に関
する偏微分方程式から常微分方程式に至る関係
を直接的に調べた研究はないと思われる.

2 モデルと設定

時間軸T = [0, T ]上でフィルター付き確率空
間 (Ω,F , Q, {Ft}t∈T) を持つ Black-Scholes経
済を考える. ここでQはリスク中立測度, W =

{Wt}t∈T は Qの下での標準 Brown運動, そし
てFtは σ{Ws|0 ≤ s ≤ t}で与えられるとする.

このとき, 時点 tでのリスク資産の価格 S
(ϵ)
t は,

以下の 1次元確率微分方程式に従うとする.

dS
(ϵ)
t = r(t)S

(ϵ)
t dt+ϵσ(t, S

(ϵ)
t )dWt, S

(ϵ)
0 := S.

ここで r は時間 t の有界な関数で瞬間金利を
表し, また ϵ (> 0)は漸近展開の展開パラメー
ターである. ここで便利のため, 標準化した過
程X

(ϵ)
t := (S

(ϵ)
t −F (0, t))/ϵ (X

(ϵ)
0 = 0) に変換

する. F (0, t) := E[S
(ϵ)
t ] = S0 exp(

∫ t
0 r(u)du)

はS
(ϵ)
t のフォワード価格で, EはQの下での期

待値を意味する. 以下の議論で X
(ϵ)
t について

得られた結果は，S(ϵ)
t に関する結果に容易に還

元できる. X
(ϵ)
t は

dX
(ϵ)
t = r(t)X

(ϵ)
t dt+ σ(t, F (0, t) + ϵX

(ϵ)
t )dWt

を満たす. 次にX
(ϵ)
t の確率密度関数p(ϵ)(t, y) :=

∂yE[1{X(ϵ)
t ≤y}|X

(ϵ)
0 = 0] を導入する. これは,

α(t, y) := σ2(t, F (0, t) + y)と置くとき, 初期条
件を p(ϵ)(0, y) = δ(y)とする,次のKolmogorov

の前進方程式を満たす.

(∂tp
(ϵ))(t, y) =

1

2
∂2y(α(t, ϵy)p(ϵ)(t, y))

− ∂y(r(t)yp(ϵ)(t, y)). (1)

3 密度関数の漸近展開の導出

密度関数 p(ϵ)(t, y)を次のように表す.

p(ϵ)(t, y) = g(ϵ)(t, y) p(0)(t, y). (2)

ここでp(0)(t, y)は確率過程X
(0)
t (= limϵ↓0X

(ϵ)
t )

の密度関数であり, p(0)(t, y) = (2πΣ(t))−1/2 ×
exp(−y2/(2Σ(t)))と求まる. また Σ(t) :=∫ t
0 e

2
∫ t
u r(s)dsα(u, 0)du である．

さらに，g(ϵ)(t, y)を ϵのべき級数として

g(ϵ)(t, y) = 1 +

∞∑
n=1

ϵn

n!
gn(t, y). (3)

と表せると仮定しよう. ここで，η := y/
√

Σ(t)

として，変数 (t, y)を (t, η)に変換し，

φn(t, η) := gn(t,
√

Σ(t) η)

と表す. このとき, (2), (3)を (1)に代入し, 変
数変換後の φnに関する方程式の両辺を ϵの各
次数で整理すれば, 次の結果を得る.
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定理 . φn (n = 1, 2, . . .)は次の方程式を満たす.

(∂tφn)(t, η)

= −d lnω(t)

dt
B+η B−η φn(t, η)

+

n−1∑
m=0

(
n

m

)
(∂n−my α)(t, 0)

2Σ(t)
(Σ(t))(n−m)/2

× (B+η )2(B+η + B−η )n−mφm(t, η). (4)

ここでω(t) :=
√

Σ(t)e−
∫ t
0 r(u)du であり，また，

B±η は, 適当な関数 φ(η)に対し次で定義される
微分作用素である.

B+η φ(η) := −∂ηφ(η) + ηφ(η),

B−η φ(η) := ∂ηφ(η).

上の定理で現れた微分作用素B±η は, Hermite

多項式Hn(η) = (−1)neη
2/2∂nη e

−η2/2 (nは非負
正数) と以下の関係を有する.

B+η Hn(η) = Hn+1(η),

B−η Hn(η) = nHn−1(η) (n = 1, 2, . . .),

B+η B−η Hn(η) = nHn(η) (固有値方程式).

B±η は量子力学における生成消滅作用素に着想
を得ている (例えば [4]を見よ). さて B±η に関
するこれらの事実の下, (4)の右辺を眺めると,

仮にφnがHermite多項式の和で表されたなら,

(4)の右辺は再びHermite多項式の和で表せる
ことがわかる. また (4)の右辺には, φnよりも
低次の φmだけが現れていることがわかる. こ
のことは, 低次の解が求まれば, 高次の解を逐
次的に求められることを意味する. 以上から,

(4)の解が次のようなHermite多項式の固有関
数展開で表せることが期待される.

φn(t, η) =

∞∑
l=0

anl(t)

(ω(t))l
Hl(η). (5)

実際このことは正しく, (5)を (4)の両辺に代入
して, Hermite多項式の直交性を用いれば, 展
開係数 anl(t)が満たす常微分方程式を導出でき
る. また初期条件についても, 全ての nと lに
ついて実は anl(0) = 0であることが示せる. 具
体的に n = 1で計算すると, 常微分方程式は

da13(t)

dt
=

(∂yα)(t, 0)

2
√

Σ(t)
(ω(t))3

であり, l ̸= 3では da1l(t)/dt = 0と求まる. こ
れは直ちに積分でき, 初期条件から a13(t)を除

き残りの a1l(t)は恒等的にゼロとわかる. した
がって, φ1(t, η) = (ω(t))−3 a13(t)H3(η)とな
り, H3だけが残る. 同様に n = 2では,

da22(t)

dt
=

(∂2yα)(t, 0)

2
(ω(t))2,

da24(t)

dt
= 3

(∂yα)(t, 0)a13(t)√
Σ(t)

ω(t)

+
(∂2yα)(t, 0)

2
(ω(t))4,

da26(t)

dt
=

(∂yα)(t, 0)a13(t)√
Σ(t)

(ω(t))3,

であり, 他は全て da2l(t)/dt = 0と求まる. こ
れも直ちに積分でき, 結局 φ2(t, η)の固有関数
展開にはH2(η), H4(η), H6(η)だけが残ること
がわかる. 以上の結果を (2)および (3)に代入
すれば, p(ϵ)(t, y)の ϵ2の次数までの近似公式が
得られる. この近似公式は, 文献 [1]の定理 2.1

で示された漸近展開の公式と一致することが,

直接計算することで確認できる. この手続きを
繰り返せば, より高次の近似式も求められる.

本講演では, 上で紹介した密度関数の近似公
式の導出方法の詳細を報告する. 本発表は演者
の個人的見解を示すものであり 所属する組織
の公式な見解ではないことを留意されたい．
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Stochastic delay equationの解の確率密度関数の下からの評価について

中津智則

芝浦工業大学システム理工学部数理科学科
e-mail : nakatu.tomonori@gmail.com

1 概要

本講演では、多次元 Stochastic delay equa-

tion の解の確率密度関数の下からのガウス型
評価について発表する。渡辺の超関数理論に基
づきデルタ関数の近似を構成し、短い時間では
Stochastic delay equationの解が条件付きで正
規分布に従うことを用いて証明を行う。

2 設定

以下の Stochastic delay equationを考える：

X(t) =


y0 +

∫ t
0 σ(X(s− r))dw(s)

+
∫ t
0 b(X(s− r))ds, t ≥ 0

η(t),−r ≤ t < 0

(1)

ここで、r > 0、{w(t), t ∈ [0,∞)}は d次元標
準ブラウン運動、σ : RD → RD⊗Rd, b : RD →
RDは可測関数とする。
仮定 (A)

• σ ∈ C∞
b (RD;RD ⊗ Rd)(i.e. σ は有界か

つ全ての導関数が有界)

• ∃C1|ξ|2 ≤ ξTσ(x)σ(x)T ξ =: ξTa(x)ξ ≤
C2|ξ|2, ∀ξ ∈ RD

• b ∈ C∞
b (RD;RD)とする。特に |b(x)| ≤

K, ∀x ∈ RDとする。
• η(·)はdeterministicでη ∈ C1

b ((−r, 0);RD)

注意 1. Bell and Mohammed[1]により、仮定
(A)の下で (1)の解X(t)が t > 0のとき、Malli-

avinの意味で非退化であり、滑らかな密度関数
を持つことが示されている。

3 主結果

次が本講演の主定理である。

定理 1. 仮定 (A)の下で t > r に対して定数
m1(r, t,D),m2(r,D) > 0が存在し、X(t)の確
率密度関数 p(t, y0, y)は以下の評価をもつ：

p(t, y0, y) ≥ m1(r, t,D)e−
m2(r,D)

t−r
|y0−y|2 , y ̸= y0.

4 証明のための準備

以下、定理 1の証明のための準備について述
べる。Malliavin解析で定義される Sobolev空
間、確率密度関数を表現するためのデルタ関数
が属する空間を設定し、Sobolev空間の共役空
間を用いて一般化された期待値を定義する、渡
辺の超関数理論を概観する。

4.1 確率変数のための空間

Malliavin解析で使われる以下の空間を設定
する：

• Dp,s(1 < p <∞, s ∈ R):Watanabe-Sobolev

空間
• D∞ := ∩1<p<∞,s>0Dp,s

4.2 デルタ関数のための空間

デルタ関数のための空間を、以下のように設
定する：

• S(RD) := {f ∈ C∞(RD)|∀α = (α1, . . . , αD),∀k ∈
N, lim|x|→∞(1 + |x|2)k|∂αf(x)| = 0}

• ∥ϕ∥2k := ∥(1 + |x|2 − ∆/2)kϕ∥∞, k =

0,±1,±2, · · · , ϕ ∈ S(RD)

• S2k：ノルム ∥·∥2kによるS(RD)の完備化

4.3 渡辺の超関数理論

FをRDに値を取る確率変数で、Malliavinの
意味で非退化とする。このとき、部分積分より

∥ϕ ◦ F∥p,−2m ≤ ∃C(p,m, F )∥ϕ∥−2m,∀ϕ ∈ S(RD)

が成り立つ。(Ikeda-Watanabe[2], Theorem 9.1)

また、m > D/2ならば

δy ∈ S−2m

が成り立つ。(Ikeda-Watanabe[2], Lemma 9.1)
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さらにm > D/2ならば 1/p + 1/q = 1なる
p, q > 1に対して

δy(F ) ∈ Dp,−2m = D∗
q,2m

がwell-definedであり、一般化された期待値を

E[Gδy(F )] = Dq,2m⟨G, δy(F )⟩Dp,−2m , G ∈ Dq,2m

と定義する。
実際、{δny (F )} ⊂ Dp,−2m が Cauchy列となる
{δny } ⊂ S(RD)が存在する。従って、δy(F ) :=

limn→∞ δny (F ) in ∥ · ∥p,−2mが定義される。も
し、あるm > 0に対し H ∈ Dp,m(⊂ Dp,−2m)

ならば、E[GH] = Dq,2m⟨G,H⟩Dp,−2m という、
通常の期待値となる。
以上を用いると、δy(F ), δny (F ) ∈ Dp,−2m =

D∗
q,2mより

∥δny (F )− δy(F )∥p,−2m

= sup
∥G∥q,2m≤1

∣∣Dq,2m⟨G, δny (F )− δy(F )⟩Dp,−2m

∣∣
= sup

∥G∥q,2m≤1
|E[G(δny (F )− δy(F ))]| → 0

が成り立ち、特にG = 1と取ると

E[δny (F )]→ E[δy(F )] = Dq,2m⟨1, δy(F )⟩Dp,−2m

= pF (y)

が成り立つ。但し、pF は F の確率密度関数で
ある。

5 定理 1の証明の概略

まず、デルタ関数がS(RD)に属する具体的な
関数で近似されるという、次の補題を用意する。

補題 1. y = (y1, . . . , yD) ∈ RDに対して、

δny (x) =
∏D
i=1

e
− (xi−yi)

2

2/n√
2π/n

, x = (x1, . . . , xD) ∈

RDと定義する。このときm > D/2ならば

∥δny − δy∥−2m → 0(n→∞)

が成り立つ。

補題 1を用いると

lim
n→∞

E[δny (X(t))] = E[δy(X(t))] = p(t, y0, y)

が成り立つ。

時間の分割 r = t0 < t1 < · · · < tN−1 <

tN = tを ti − ti−1 ≤ rとなるように取る。こ
のとき

X(tN )

= X(tN−1)+

∫ tN

tN−1

σ(X(s−r))dw(s)+

∫ tN

tN−1

b(X(s−r))ds

は FtN−1 条件付きで正規分布

N

(
X(tN−1)+

∫ tN

tN−1

b(X(s−r))ds,
∫ tN

tN−1

a(X(s−r))ds

)

に従うので、E[δny (X(t))|FtN−1 ]の値を具体的
に計算することが出来、p(t, y0, y)を正規分布
の密度関数の期待値として表現することが出来
る。仮定 (A)を用いて、「良い」下からの評価
を得、次に FtN−2 条件付き期待値を計算する。
これを繰り返し、適切な時間の分割 r = t0 <

t1 < · · · < tN−1 < tN = tを選ぶことにより、
定理 1が得られる。
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遅延型確率微分方程式を用いたオプションの価格付け
中村 魁 1

1芝浦工業大学大学院　理工学研究科 システム理工学専攻
e-mail : mf20056@shibaura-it.ac.jp

1 概要
株式を原資産とするオプションの価格付けの

モデルとして Black-Scholesモデルが知られて
いる.このモデルを拡張し,ドリフト係数と拡散
係数が過去の株価に依存するような遅延型確率
微分方程式 (SDDE)に従うモデルを考えた研究
が文献 [1]であり,ヨーロピアン・オプションの
価格付けに関する理論値が得られている.

本研究では,理論値とモンテカルロ法による
数値実験の値を比較する.加えて,拡散項が微小
変動するときのオプション価格の挙動について
考察する.

2 導入
SDDEにおけるオプションの価格付けを行う

ために文献 [1]のモデルを参照する.時刻 tにお
ける株価 S(t)は以下に従う:

dS(t) = µS(t− a)S(t)dt

+g(S(t− b))S(t)dW (t), t ∈ [0, T ].

S(t) = φ(t), t ∈ [−L, 0].

但し,初期過程 φと関数 g は連続であり, µは
正の定数とする. また,時刻における遅延を a, b

とし, それぞれ L = max{a, b}, 0 ≤ L ≤ bを満
たす正の定数と定義する. 株価が上記の SDDE

に従うときのヨーロピアン・コールオプション
の価格を以下の定理により得ることができる.

定理 1 ( [1] ).

時刻 t ∈ [T − l, T ] (l = min{a, b})において,

行使価格K,満期 T とするヨーロピアン・コー
ルオプションの価格を V (t)と定義する. また,

φ(x)を標準正規分布関数とする :

φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2

2 du.

このとき,

β±(t) =
log
(
S(t)
K

)
+
∫ T
t (r ± 1

2g(S(u− b))2)du√∫ T
t g(S(u− b))2du

とすると,V (t)は以下で得られる :

V (t) = S(t)φ(β+(t))−K · e−r(T−t)φ(β−(t)).

(1)

3 モンテカルロ法によるオプション価格
文献 [1] に従い株価を時刻 t から T までオ
イラー丸山法を用いて生成する. 図 1は a =

0.1, b = 0.1, t = 0.9, T = 1.0とし,行った例で
ある.

図 1. 株価の生成

上記で生成した S(T ) を用いてモンテカルロ
法によるヨーロピアン・コールオプションの
価格を算出し, これを計算値とする. T, t, a, b

は上記と同じ条件下とし,収益率 r = 0,関数
g(x) = 3

1000x, S(t) = S(t − b) = K = 1000.0

として,試行回数を 5万回とする.この結果と定
理 1の (1)式から得た理論値を比較したものが
以下の図 2である.縦軸をオプション価格とし,

横軸にモンテカルロの試行回数を示した.

図 2. モンテカルロ法によるオプション価格の算出

理論値 (364.743704) と計算値 (365.026282)

の誤差は 0.282578となり,上記の結果から理論
値に収束することがわかる.
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4 オプションの挙動
拡散項 g(S(t− b))に対して,微小変量 εを付
与させたときのオプション価格の挙動を考える.

まず, g(S(t− b))に εを付与させた新たな関数
を g(ε, S(t − b))とする.このとき,株価が従う
SDDEは以下のようになる:

dSε(t) = µSε(t− a)Sε(t)dt

+g(ε, Sε(t− b))Sε(t)dW (t), t ∈ [0, T ].

S(t) = φ(t), t ∈ [−L, 0].

また, εを付与させたときのオプション価格:

V ε(t) = e−r(T−t) · EQ[(Sε(T )−K)+|FSt ]

(2)

を εで偏微分し, ε = 0とすると
∂V ε(t)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

= e−r(T−t)

· EQ
[
∂Sε(T )

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

· 1l{Sε(T )>K}|FSt
]

(3)

となり, Sε(T )の偏微分を求めることで計算値
に対する εでの偏微分を求められる. また, (1)

式に対して εを付与させる:

V ε(t) = Sε(t)φ(βε+(t))−K · e−r(T−t)φ(βε−(t)).

(3)式と同様に理論値に対する εでの偏微分を
行い, ε = 0とする:

∂V ε
(t)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

=
∂Sε(t)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

· φ(β+(0, t)) + S(t)

· ∂
∂ε
φ(βε+(t))

∣∣∣∣
ε=0

−K · e−r(t−t) · ∂
∂ε
φ(βε−(t))

∣∣∣∣
ε=0

.

従って,各時刻 tにおける株価の εによる偏微
分と φ(βε±(t))の偏微分を求めることで理論値
に対する偏微分を求めることができる.最後に,

εによる偏微分の数値計算結果が以下である.

図 3. εによる偏微分

これは,図2と同じ条件で,かつg(ε, x) = 3
1000x+

εとした結果である.理論値 (112.733226)と計
算値 (114.271145)の誤差は 1.537919であり, ε

による偏微分も近似することができる.
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情報アプローチによるFirst-to-Default Swapプレミアムのダイナミク
スについて

高田 英行 1, 中川 秀敏 2

1東邦大学 理学部，2一橋大学大学院 経営管理研究科
e-mail : 1hideyuki.takada@is.sci.toho-u.ac.jp 2hnakagawa@hub.hit-u.ac.jp

1 概要

本研究では、Brody-Hughston-Macrina [1]が
単一企業に対して提唱した「情報アプローチ」
を、信用リスクの伝播メカニズムの把握を念頭
に複数企業に適用できるよう拡張したNakagawa-

Takada [2]のモデルに基づいて、First-to-Default

Swapの理論プレミアムが満たす確率微分方程
式を導出し、そのダイナミクスについて理論的
な考察を行う。

2 モデルの設定

確率空間 (Ω,G,P)上の n個の停止時刻（非
負 G-可測な確率変数）τ1, · · · , τnがそれぞれ n

個の企業のデフォルト時刻を表すと仮定する。
Pはリスク中立確率測度で市場で一意に選択さ
れているとする。企業 iのデフォルト時刻 τiを

τi := h−1
i (Zi) (1)

によりモデル化する。ただし、hiは lim
s→0

hi(s) =

−∞, lim
s→∞

hi(s) = +∞を満たす可逆な連続関
数、{Zi}i=1,...,nはそれぞれ平均 0分散 1の正規
分布に従う G-可測な確率変数で互いに相関を
持つとする。Ziは企業 iの信用リスクに関する
完全な情報を表すが、市場参加者は必ずしも観
測可能とは限らない。この点を明確に記述する
ため、各企業の信用リスクに関する「市場で入
手可能な情報 ξit」を以下で導入する（[1]参照）。

ξit := σitZi +Bi
t, (1 ≤ i ≤ n) (2)

ここで σi > 0は “information flow rate”[1]と
呼ばれる定数、{Bi

t : 1 ≤ i ≤ n}は互いに独立
な標準ブラウン運動で、{Zi}i=1,...,n とも独立
と仮定する。ここまでの準備のもと、市場参加
者にとっての増大情報系は

Ft := σ(ξis : 0 ≤ s ≤ t, 1 ≤ i ≤ n). (3)

と書ける。指示過程N i
t := 1{τi≤t}を用いて全て

の 1 ≤ i ≤ nに対してHit := σ(N i
s : 0 ≤ s ≤ t)

と定め、Ht :=
∨n
i=1Hitと書くと、我々の設定

では Gt = Ft ∨Htを完全な情報と解釈する。

3 First-to-Default Swap

First-to-Default Swap（以降、FtD Swap）と
は、複数の企業で構成される参照プールに最初
に発生するデフォルトによる損失を補填するク
レジットデリバティブである。その評価には、
各企業の信用力のみならず企業間の信用力の相
関が重要になる。
{ξit}の {Ft}-マルコフ性（[1, 2]）のもと、時
刻 tの市場情報 {ξit}i=1,··· ,nを所与としたとき、
最初のデフォルト時刻 τ(1) := min{τ1, · · · , τn}
の生存関数は F̄(1)(u; t) := P(τ(1) > u | Ft) =

P(τ1 > u, · · · , τn > u | {ξit}i=1,··· ,n)と書ける。
以降で、満期T の FtD Swapのプレミアム支払
いサイドと補償サイド (補償CFを θとする)の
時価をそれぞれ F̄(1)(u; t) = F̄ (u, · · ·, u; t)を用
いて表す。rtを確定的な信用リスクフリー瞬間
短期金利とし、Bt := exp(−

∫ t
0 rudu)とする。

プレミアム支払いサイド（Premium Leg）

E

[∫ T∧τ(1)

t
BtB

−1
u κTt du

∣∣∣Ft ∨Ht]

= 1{t<τ(1)}
Bt

F̄(1)(t; t)

∫ T

t

F̄(1)(u; t)

Bu
du

補償サイド（Protection Leg）

E
[
BtB

−1
τ(1)
θ1{t<τ(1)≤T}

∣∣∣Ft ∨Ht]
=

1{t<τ(1)}θBt

F̄(1)(t; t)

∫ T

t

−
∑

i ∂iF̄ (u, ··, u; t)

Bu
du

ここで

Ã(t, T ) :=

∫ T

t

F̄(1)(u; t)

BuF̄(1)(t; t)
du,

θ̃(t, T ) := θ

∫ T

t

−
∑

i ∂iF̄ (u, ··, u; t)

BuF̄(1)(t; t)
du

とおくと、満期 T のFtD Swapの時刻 tにおけ
る理論プレミアム κTt は両サイドの時価が一致
するよう決定されるので、以下を満たす。

κTt Ã(t, T )− 1{t<τ(1)}θ̃(t, T ) = 0 (4)
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4 理論プレミアム κTt のダイナミクス

(4)式より、FtD Swapの理論プレミアム κTt
が満たす確率微分方程式が次のように得られる：

dκTt = κTt−d1{t<τ(1)}

− κTt
dÃ(t, T )

Ã(t, T )
+ 1{t<τ(1)}

dθ̃(t, T )

Ã(t, T )
. (5)

これを {ξit}i=1,··· ,nの汎関数として具体的に表
現するため、まずはそれを駆動する {Gt}-ブラ
ウン運動を導入する。

補題 1 ({Gt}-ブラウン運動)

W
(i|G)
t := ξit − σi

∫ t

0
E[Zi | Gs]ds, 1 ≤ i ≤ n.

で定義される連続過程 {W (i|G)
t }i は独立な{Gt}-

ブラウン運動である。

また、簡単のためn = 2とし、次を導入する：

E it (zi) := exp

(
σiziξ

i
t −

t

2
σ2i z

2
i

)
(i = 1, 2),

p(z1, z2) ∝ exp
(
−(z21 − 2ρz1z2 + z22)

2(1− ρ2)

)
以下が本研究における主結果である。

定理 2 κTt は以下の確率微分方程式を満たす。

dκTt = κTt−d1{t<τ(1)} + 1{t<τ(1)}

{
−a(t, T )

×
(
θ ·
−
∑

i ∂iF̄ (t, t; t)

F̄ (t, t; t)︸ ︷︷ ︸
:=λ̃

(1)
t : FtD intensity

− κTt

)
dt

+

2∑
i=1

Θi
t(κ

T
t )σidW

(i|∅)
t

}

ただし、

a(t, T ) :=
F̄ (t, t; t)∫ T

t BtB
−1
u F̄ (u, u; t)du

,

Θi
t(κ

T
t )

:= θ

∫ T
t B−1

u

(
−
∑

i ∂iF̄ (u, u; t)
)[

Σi
1:u,t + Σi

2:u,t

]
du∫ T

t B−1
u F̄(1)(u; t)du

− κTt ·
∫ T
t B−1

u F̄(1)(u; t)Σi
u,tdu∫ T

t B−1
u F̄(1)(u; t)du

であり、

Σi
u,t :=

∫∞
h1(u)

∫∞
h2(u)

p(z1, z2)E1t (z1)E2t (z2)zidz1dz2∫∞
h1(u)

∫∞
h2(u)

p(z1, z2)E1t (z1)E2t (z2)dz1dz2

−

∫∞
h1(t)

∫∞
h2(t)

p(z1, z2)E1t (z1)E2t (z2)zidz1dz2∫∞
h1(t)

∫∞
h2(t)

p(z1, z2)E1t (z1)E2t (z2)dz1dz2

および、Σi
ℓ:u,t := Σi

u,t

∣∣
zℓ=hℓ(u)

とおいた。

定理 2の証明の方針は、我々のモデルにおいて

F̄(1)(u; t)

F̄(1)(t; t)

=

∫∞
h1(u)

∫∞
h2(u)

p(z1, z2)E1t (z1)E2t (z2)dz1dz2∫∞
h1(t)

∫∞
h2(t)

p(z1, z2)E1t (z1)E2t (z2)dz1dz2

が成り立つことに注意して、伊藤の公式を (5)

に適用するというものである。

5 考察

とくにトレンド項に注目する。λ̃(1)t は時刻 t

における τ(1)の強度であり {ξit}iの影響を受け
て変動する一方、κTt は期間 [t, T ]で平均化され
た強度と解釈できる。κTt と比べて θλ̃

(1)
t が大

きければ下方トレンドとなり、理論プレミアム
κTt は下降する方向へと向かう。κ

T
t と λ̃

(1)
t の両

方が確率変動するため標準的な平均回帰過程と
は異なるが、上のような意味で平均回帰的な性
質を持っていると言えよう。
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信用格付判別問題に対する回帰結合型ニューラルネットワークモデルの有

効性検証
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1 概要

金融分野において機械学習手法を用いて企業

の信用格付を判別する試みがなされてきた．本

発表では，信用格付判別のための入力として企

業財務時系列データを扱うことを念頭に回帰結

合型ニューラルネットワークモデルを判別器と

して採用し，その有効性を本邦の信用格付デー

タを用いて検証した結果を報告する．具体的に

は有効性の検証として，信用格付判別において

従来用いられてきた機械学習手法との判別精度

の比較を行った．

2 はじめに

金融分野においては，信用格付判別問題や最

適投資戦略問題に対して機械学習が盛んに用い

られている．特に信用格付判別問題に対しては，

具体的にサポートベクターマシン (SVM)[1]，ニ

ューラルネットワーク [2]，ランダムフォレスト

[3]などといった様々な手法が用いられている．

しかし，信用格付判別問題に対して従来用いら

れているモデルの多くは学習に用いるデータの

時系列変化を明示的に読み取る構造をとってい

ない．

本研究では，企業財務の時系列構造を扱う

ことができるモデルとして長・短期記憶モデル

(LSTM)を採用し，その判別精度を従来用いら

れてきた手法の判別精度と比較する．

3 長・短期記憶モデル (LSTM)

長・短期記憶モデル (LSTM)は文献 [4]にお

いて提案された手法である．これは，回帰結合

型ニューラルネットワーク (RNN)に用いられ

るユニットの一種であり，図 1の構造を持つも

のである．ここで，図 1における添え字 tが時

刻を表す．また，stが状態を記憶するユニット

であり，it，ot，ftが順に入力ゲート，出力ゲー

ト，忘却ゲートと呼ばれ，どれくらい情報を通

すかを調節するユニットである．活性化関数に

は値域が (0, 1)である sigmoid関数が用いられ

る．そして，s̃tは外部入力を受け取るユニット

図 1. LSTMの構造図 [5].

である．

LSTM の時刻 t における順伝播を定式化す

る．以下W は重み，bはバイアスを表し，右

下添え字が該当するユニットを意味する．まず

LSTMは時刻 t−1における状態 st−1をどれだ

け忘れるかを忘却ゲートにより調節する．

ft = sigmoid(Wf,xxt +Wf,hht−1 + bf )

一方，s̃t では時刻 tでの入力 xt を重み付けし

活性化させる．

s̃t = tanh(Ws̃,xxt +Ws̃,hht−1 + bs̃)

また，追加する情報を入力ゲートにより調整

する．

it = sigmoid(Wi,xxt +Wi,hht−1 + bi)

そして，忘却ゲートと入力ゲートにより調整さ

れた値

st = ft ◦ st−1 + it ◦ s̃t

を時刻 tの状態として更新する．ただし ◦は要
素間の積を意味する．

次に，この値が出力ゲートにより，次の時刻

にどれだけ情報を渡すかが調整される．

ot = sigmoid(Wo,xxt +Wo,hht−1 + bo)　

ht = ot ◦ tanh(st)

これが最後の時刻T まで繰り返される．そして

hT のみが次の層に渡されることになる．
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本研究で採用したLSTMモデルは入力層，中

間層，出力層からなるニューラルネットワーク

であり，中間層のユニットとして LSTM を採

用したモデルである．中間層のユニット数は

500であり，出力層の活性化関数はソフトマッ

クス関数を採用した．また，誤差関数としては

交差エントロピーを採用し，最適化手法には

RMSPropを採用した．

4 データの概要

今回用いたデータは，特徴量として 76種類

の財務指標を持つデータであり，財務指標の値

は 99 年から 19 年までのものである．

各データのラベルとして信用格付を採用した．

信用格付とは，債券やその発行体の信用力を簡

単な記号で表したものである．今回使用する格

付は，格付投資情報センター (R&I)が公表して

いる格付を採用した．R&Iの格付はAAA格か

らD格まで存在し，AAA格が上位格となって

いる．本研究における信用格付判別問題は 3ク

ラスの分類問題として帰着させた.具体的には

ラベル付けをAAA格からA＋格までをラベル

0，A格とA-格をラベル 1，BBB＋格以下をラ

ベル 2とした．

データの特徴量が欠損している場合，同企業

の前年度までの同じ特徴量を平均した値を代わ

りに用いた．また，用いた財務指標は規模を表

すものや比率を表すものなどが様々混在する．

そのためサンプルデータの前処理として平均を

0，分散を 1とする標準化を行った．

5 分析結果

本研究ではモデルの性能の評価関数として正

解率 (AC)とマクロ平均スコア (F1macro)を採

用した．また，ベンチマークモデルとして順伝

播型多層ネットワーク (MLP)，サポートベク

ターマシン (SVM)，ランダムフォレスト (RF)

とその応用である勾配ブースティングツリー

(LGBM)を採用した．

2018年以前のデータを用いてモデルの学習

を行い，2019年のデータをテストデータとし

て用いた判別結果が表 1である．

表 1. 判別結果.

　
モデル AC F1macro

MLP 0.7248 0.7164

LSTM 0.8360 0.8236

SVM 0.6850 0.6829

RF 0.7492 0.7489

LGBM 0.7217 0.7510

表 1よりLSTMのテストデータに対するAC

は 0.8360となり最も高いことがわかる．また

F1macro の値も 0.8236であり，最も高い値であ

る．これらのことから，LSTMは 2019年のテ

ストデータに対しては従来の手法を上回る判別

精度を持つことが分かった．
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わが国における市場取引を活用した燃料調達・発電・電力卸売の最適化 
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1  はじめに 
わが国では電力自由化が進み，小売部門，お

よび，発電部門に市場メカニズムに基づく競争

原理が導入された．小売部門では新規参入が大

きく増えて競争が活発化し，発電部門では卸電

力取引市場の流動性が高まり，発電用化石燃料

の市場取引も活性化してきている． 

一般に，発電事業者が発電所を所有すること

は，十分に流動的な卸電力取引市場や発電用化

石燃料取引市場を前提とすると，所有している

発電所の可変費（燃料費など）よりも卸電力市

場価格が高いときには，発電して卸電力市場で

電力を売って利益を得ることができる権利を

持つことになるため，金融市場におけるヨーロ

ピアン・コール・オプションの束を保有するこ

とと同等であると考えられる． 

本研究では，わが国の発電事業者が行ってい

る燃料調達・発電・電力卸売の一連のプロセス

について，所有する発電所をオプションと見な

してオプション理論を応用し，最適なヘッジ戦

略について検討する． 

 

2  分析対象とする発電種別 
わが国における天然ガス火力発電所は，卸電

力市場価格と可変費が同じ水準となる限界電

源となることが多い（経済産業省[1]）．また，

他の発電方式と比較すると，ガス火力発電は，

市場価格に反応して柔軟な運転が可能である

ため，本研究では天然ガス火力発電所を分析対

象とする． 

天然ガス火力発電所を保有する発電事業者

は，卸電力市場で売買するすべてのコマ（日本

卸電力取引所は 30 分が 1コマで 1日 48コマ）

について，スパークスプレッド（卸電力価格と

可変費の値差）を原資産とし，行使価格がゼロ

のヨーロピアン・コール・オプションの束を持

つと考えることができる． 

特に，ガス火力発電が限界電源となる多くの

コマについては，卸電力価格と可変費が同じ水

準となり，アットザマネーの状態のオプション

を保有していると言える．アットザマネーのオ

プションの特徴は，時間的価値が最も大きいこ

とである．したがって，ガス火力発電所を保有

する発電事業者の燃料調達・発電・電力卸売に

おける基本的な戦略は，発電所のもつ時間的価

値を，電力先物，および，燃料先物を活用した

市場取引を通じて確実に収益化することであ

る（遠藤,服部[2]）． 

 

3  わが国の LNG調達をふまえた定式化 
わが国の電気事業者は，ガス火力発電の燃料

である LNG について，大半を 10 年以上の長

期契約で安定的に調達している．これらの契約

の購入価格は，受け入れ月の 2～3 月前の指標

価格に連動する価格フォーミュラで月ごとに

決まっている．その多くは，JCC（Japan Crude 
Cocktail）と称される日本向け原油平均CIF価

格に指標価格としている．また，LNG の受取数

量はUQT (upward quantity tolerance)，およ

び，DQT(downward quantity tolerance) によ

り柔軟に増量・減量できる． 
LNG 長期契約は相対契約で，事業者ごとに

契約条件が異なるため，その価格変動をヘッジ

することは難しい．しかしながら，調達価格が

連動する価格指標の先物を用いたヘッジが可

能となっている．CME(Chicago Mercantile 
Exchange)グループに JCC 先物が上場されて

おり，また，市場流動性が極めて高く，かつ JCC
が 1 ヶ月遅れてほぼ同水準で連動する ICE
（Intercontinental Exchange）上場のBrent原
油先物を代替的に用いることも可能である． 
任意の𝑁𝑁月の LNG 調達価格を𝐿𝐿𝑁𝑁とする．ま

た，𝑁𝑁 − 2月を対象とする満期𝑇𝑇の JCC 先物に

ついて，時点𝑡𝑡における価格をJCC𝑁𝑁−2(𝑡𝑡,𝑇𝑇)とす

る．𝐿𝐿𝑁𝑁は以下の標準的なLNG 価格フォーミュ

ラ(日本経済新聞社[3])で計算されると仮定す

る: 

𝐿𝐿𝑁𝑁 = 0.1485JCC𝑁𝑁−2 + 0.5. 
 

ガス火力発電所のヒートレートを𝐻𝐻とすると

（為替やエネルギー単位も考慮），𝑁𝑁月の LNG
燃料単価は次式で表せる: 𝐹𝐹𝑁𝑁 = 𝐻𝐻𝐿𝐿𝑁𝑁 . 
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4  デルタヘッジ 
ガス火力発電におけるヘッジ戦略の基本は，

スポットの卸電力価格やLNG価格の水準に左右

されない安定的な収益を確保することである．

ガス火力発電のもつ時間的価値を，先物取引を

通じて収益化しつつ，収益変動のばらつきを最

小化するため，任意の𝑁𝑁月について，オプショ

ン理論に基づくデルタヘッジを考える． 

限月𝑁𝑁，満期𝑇𝑇，時点𝑡𝑡の電力先物価格を

𝑃𝑃𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)とし，𝑁𝑁月に調達するLNG 燃料単価を

𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)とする（𝑁𝑁 − 2月の JCC 価格に対応）．

それらの価格変動モデルは以下を想定する： 
𝑑𝑑𝑃𝑃𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)
𝑃𝑃𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)

= 𝜇𝜇1𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑊𝑊1 (𝑡𝑡), 

𝑑𝑑𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)
𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)

= 𝜇𝜇2𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑊𝑊2 (𝑡𝑡), 

𝑑𝑑𝑊𝑊1 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑊𝑊2 (𝑡𝑡) = 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑡𝑡. 
 

ここで，𝑊𝑊1 (𝑡𝑡), 𝑊𝑊2 (𝑡𝑡)は相関𝜌𝜌のふたつのブラ

ウン運動を表す．ガス火力発電はスパークスプ

レッドを原資産とするオプションと見なせる

から，𝑁𝑁月におけるペイオフは以下となる： 

Payoff𝑁𝑁 = max(𝑃𝑃𝑁𝑁(𝑇𝑇,𝑇𝑇) − 𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑇𝑇,𝑇𝑇), 0). 
 

スプレッドオプションの理論価格式，すなわ

ち電源のオプション価値𝐶𝐶(𝑡𝑡)は，Margrabe[4]
により求められており以下となる: 

𝐶𝐶(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−𝑟𝑟 (𝑇𝑇−𝑡𝑡) {𝑃𝑃𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)𝑁𝑁(𝑑𝑑1)
− 𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)𝑁𝑁(𝑑𝑑2) }, 

𝑑𝑑1 =
ln �𝑃𝑃𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)

𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)� + 1
2𝜎𝜎

2(𝑇𝑇 − 𝑡𝑡)

𝜎𝜎√𝑇𝑇 − 𝑡𝑡
, 

 𝑑𝑑2 =
ln �𝑃𝑃𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)

𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)� −
1
2𝜎𝜎

2(𝑇𝑇 − 𝑡𝑡)

𝜎𝜎√𝑇𝑇 − 𝑡𝑡
, 

𝜎𝜎 = �𝜎𝜎𝑃𝑃2 − 2𝜌𝜌𝜎𝜎𝑃𝑃𝜎𝜎𝐹𝐹 + 𝜎𝜎𝐹𝐹2. 
 
電源価値𝐶𝐶(𝑡𝑡)を，電力先物価格、および、LNG

燃料単価でそれぞれ偏微分してデルタを得る： 

∆𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑃𝑃

= 𝑒𝑒−𝑟𝑟 (𝑇𝑇−𝑡𝑡) 𝑁𝑁(𝑑𝑑1), 

∆𝐹𝐹(𝑡𝑡) =
𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝐹𝐹

= −𝑒𝑒−𝑟𝑟 (𝑇𝑇−𝑡𝑡) 𝑁𝑁(𝑑𝑑2). 

デルタヘッジの手順は以下となる： 
1) 期初において，∆𝑃𝑃(0)の電力先物を売り，

∆𝐹𝐹(0)に対応する JCC 先物を買う． 
2) 時点𝑡𝑡において，𝑑𝑑∆𝑃𝑃(𝑡𝑡)=∆𝑃𝑃(𝑡𝑡) − ∆𝑃𝑃(𝑡𝑡 − 1)

の電力先物を売り（𝑑𝑑∆𝑃𝑃(𝑡𝑡)がマイナスの場

合は買い戻し），𝑑𝑑∆𝐹𝐹(𝑡𝑡)=∆𝐹𝐹(𝑡𝑡) − ∆𝐹𝐹(𝑡𝑡 − 1)
に対応する JCC 先物を買う． 

3) 満期𝑇𝑇において，𝑃𝑃𝑁𝑁(𝑇𝑇,𝑇𝑇) > 𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑇𝑇,𝑇𝑇)なら

∆𝑃𝑃(𝑇𝑇) = 1,∆𝐹𝐹(𝑇𝑇) = −1 となり，調達済み

の LNG を用いて発電し，卸電力スポット

市場で売却して電力先物のポジションを

解消する．満期までのキャッシュフロー

𝛷𝛷𝑁𝑁は以下となる： 

𝛷𝛷𝑁𝑁 = �{𝑑𝑑∆𝑃𝑃(𝑡𝑡)𝑃𝑃𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇) + 𝑑𝑑∆𝐹𝐹(𝑡𝑡)𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑡𝑡,𝑇𝑇)}
𝑇𝑇

𝑡𝑡=0

. 

 
5  まとめ 
本研究では，わが国における電気事業者の

LNG 調達の実態をふまえて、電力および燃料の

先物取引を活用した燃料調達・発電・電力卸売

の最適なヘッジについて検討した．今後はその

定量的な評価や，LNG 調達における数量制約を

考慮した一般的なモデルへと拡張したい． 
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Collective model for life insurance and its example
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1 Abstract

The present talk, based on [1], introduces a

collective model, hinted by statistical mechan-

ics, for life insurance where the heterogeneity,

including health state, of each insured is mod-

eled by a diffusion process. Using the pro-

posed framework, one can describe the total

pay-off as a functional of the diffusion process,

which can be used to derive a level premium

that evaluates the risk of the lapses due to the

so-called adverse selection. Two numerically

tractable models are presented to exemplify

the flexibility of the proposed framework.

2 Introduction

There are some studies analysing the sur-

render risk in the spirit of quantitative finance,

like [2] and more recent [3], using continu-

ous time processes like ours but they are not

concerned in heterogeneity. They model the

lapses by “jumps”, that is, exogenous events.

Such an approach might be called “reduced

form approach”. From this point of view, our

model can be understood as a structural ver-

sion of, for example, the model proposed by

O. Le Courtois and H. Nakagawa [2].

3 Model with Surrender Risk

3.1 Mortality Model with Surrender

Risk

In this section we consider a model where

insurers can surrender the policy by balancing

their personal conditions with the premium.

In addition to ζ, we introduce a new random

time ξ(p), which is dependent on a parameter

p, satisfying

Assumption 1. We assume that

1)

P(ξ(p) > t |σ(Xs : s ≤ t))

= e−
∫ t
0 D(p,Xs) ds

with a positive measurable function D :

[0,∞) ×Rd ∋ (p, x) 7→ D(p, x) ∈ R>0,

which is increasing in p and decreasing

in x.

2) The random times ζ and ξ(p) are con-

ditionally independent in the following

sense

P(ξ(p) > t, ζ > t |σ(Xs : s ≤ t))
=P(ξ(p) > t |σ(Xs : s ≤ t))
× P(ζ > t |σ(Xs : s ≤ t))

=e−
∫ t
0 V (Xs) ds−

∫ t
0 D(Xs,p) ds.

3.2 Continuous-time Level-Premium

Insurance Model with Surren-

der Risks

The revenue of the insurance company dur-

ing [0, t] is given by∫ t

0
e−rsvs(p) ds,

where

vt(p) = p · ♯{i ∈ I : ζi > t, ξi(p) > t},

while the expenditure of the insurance com-

pany during [0, t] is given by

Ct = A
∑
j∈I

e−rζ
j
1{i∈I: ζi≤t, ξi(p)>t}(j).

The expected return at time 0 is the same as

the one in the previous section, namely,

Rs(N, p) =

∫ ∞

0
e−rtE[vt(p)]dt− E[C∞],

where the subscript s is put to indicate that

it is the one with surrender risk. It should
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be noted that the expected return is not any

more a linear function in p, and thus we may

not have uniqueness of the solution p for

Rc(N, p) = 0.

Theorem 2. We have that

Rs(N, p)

=

∫ ∞

0
e−rtE[vt(p)]dt− E[C∞]

=

∫ ∞

0
e−rt

∑
k∈Zd

E
k
N [(p−AV (Xt))

× e−
∫ t
0 V (Xs)+D(Xs,p)ds]µN ({k/N})Ndt.

4 AModel by Brownian Motion with

Constant Drift

4.1 Description of the model and an

expression of the expected re-

turn

We specifically assume that the personal con-

dition process Xt is one dimensional Brownian

motion with drift, that is :

Xt = aWt + bt

where Wt is standard Brownian motion, a >

0, b ∈ R, so that

P x(Xt ∈ A) =

∫
A

1√
2πa2t

e−
(y−x−bt)2

2a2t dy,

for A ∈ B(R).

5 A Model by the 2-Dimensional

Squared Bessel Process

We assume that the personal condition pro-

cess Xt is the 2-dimensional squared Bessel

Process

dXt = 2
√
XtdWt + 2dt (a > 0).

We further assume that the initial condition

distribution is approximated by the exponen-

tial distribution whose mean is 1
γ ; the limit

density f is given by

f(x) = γe−γx (γ > 0).

Moreover, we assume that the killing rate func-

tions V (y) and D(y, p)

V (x) = mx+ n,

D(x, p) = φ(p)x+ ϱ(p),

(m > 0, φ(p) < 0, n, ϱ(p) ∈ R).

We call it 2-dimensional Squared Bessel model,

2SB model for short.

Theorem 3. The virtual average expected re-

turn in the 2SB model is explicitly calculated

as:

VARs(p) =
Am

λ

+

(
γp+

Amc

λ
− γAn

)
1

γ
√

2λ+ 2λ

×
(
F

(
1,

1 + c

2
√

2λ
− 2,

1 + c

2
√

2λ
− 1;−γ −

√
2λ

γ +
√

2λ

)

− 1

c+
√

2λ

)
,

where F is the hypergeometric function,

c := r + n+ ϱ(p),

and

λ := m+ φ(p).
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CIR モデルと squared Bessel process の部分積分公式
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1 概要
Cox–Ingersoll–Ross (CIR) モデルは数理フ

ァイナンスにおいて利子率を記述し得るモデル
として知られており，squared Bessel process は
CIRモデルと非常に関連が深い確率過程である．
この 2つは，数式ではそれぞれ次の 1次元の確
率微分方程式 (SDE)で表される：

rt = r0 +

∫ t

0
a(b− rs)ds+

∫ t

0
σ
√
rsdBs,(1)

Xt = x+ δt+

∫ t

0
2
√
XsdBs. (2)

ここで，パラメータの制約は r0 ≥ 0, ab > 0,

σ > 0, x ≥ 0, δ ≥ 0であり，(Bt)t≥0は 1次元
Brown運動である．
本研究はこれらの 2つのクラスの確率過程の

性質から何らかの部分積分公式を導出すること
を目的としており，今回はその中間報告をさせ
て頂く．

2 記号と予備的な事実
まず，(1), (2)のどちらについても，根号の
中身が負にならないような strong solutionが
一意に存在することが知られている [1].そこで，
パラメータ (x, δ)に対する (2)の解をXx,δで表
すことにする．

CIRモデルと squared Bessel processの間に
は次のような関係がある．
命題 1. rをパラメータ (r0, a, b, σ)に対する (1)

の解とすると，任意の t ≥ 0に対して次の分布
の意味での等式が成り立つ．

rt
L
= e−atX

r0,4ab/σ2

c(t) . (3)

ただし c(t) := σ2(eat−1)/(4a).（c(t)は以下で
も同じ．）
また，rとXについては遷移密度も知られて

いる．ν > −1と x, y > 0に対して

q
[ν]
t (x, y) :=

1

2t

(
y

x

)ν/2
exp

(
−x+ y

2t

)
Iν

(√
xy

t

)

と定義する．ただし Iν はパラメータ ν の第 1

種変形 Bessel関数である．つまり，

Iν(z) =

(
z

2

)ν ∞∑
n=0

z2n

22n n! Γ(ν + n+ 1)

である．すると，q[ν]t (x, ·)はXx,2(ν+1)の遷移
密度となり，eatq[ν]c(t)(r0, · eat) はパラメータが
2ab/σ2−1 = νを満たすような rtの遷移密度と
なる [1]．そこで，Xx,2(ν+1)をX [ν], 2ab/σ2 −
1 = ν であるような (1)の解を r[ν]で表すこと
にする．
最後に，本研究で重要になる「高々多項式的
増大」という性質を厳密に定義しておく．
定義 2 (高々多項式的増大). f : [0,∞)→ Rが
高々多項式的増大であるとは，ある C > 0と
N ∈ Nが存在して，任意の y ∈ [0,∞)で

|f(y)| ≤ C(1 + |y|N )

が成り立つときに言う．

3 主結果
まず，r[ν]について，その遷移密度を用いて
次の 2つの等式を得た．
命題 3. ν > 0とし，f ∈ C1は f, f ′が共に高々
多項式的増大であるような関数とする．ことの
き次の等式が成り立つ．

E
[
f ′(r

[ν]
t )
]

=
eat

2c(t)

(
E
[
f(r

[ν]
t )
]
− E

[
f(r

[ν−1]
t )

])
.

命題 4. ν > −1とし，f は高々多項式的増大
であるとする．このとき次の等式が成り立つ．

∂r0E
[
f(r

[ν]
t )
]

=
1

2c(t)

(
E
[
f(r

[ν+1]
t )

]
− E

[
f(r

[ν]
t )
])
.

上の 2つの命題を合わせてさらに次の等式を
得た．
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命題 5. ν > −1とし，f ∈ C1 は f, f ′ が共に
高々多項式的増大であるような関数とする．こ
とのき次の等式が成り立つ．

∂r0E
[
f(r

[ν]
t )
]

=
1

eat
E
[
f ′(r

[ν+1]
t )

]
.

これを関係式 (3)によって squared Bessel pro-

cessで書き直すと次のようになる．
命題 6. ν > −1とし，f ∈ C1 は f, f ′ が共に
高々多項式的増大であるような関数とする．こ
とのき次の等式が成り立つ．

∂xE
[
f(X

[ν]
t )
]

= E
[
f ′(X

[ν+1]
t )

]
.

一方で，Squared Bessel processは次の scal-

ing propertyを持つことが知られている [1]．
命題 7. (Xx,δ

t )を (2)の解とすると，任意のα >

0に対して (Xαx,δ
αt /α)もまた SDE (2)の解であ

る（α ̸= 1なら Browon運動は異なる）．
両者は特に 1時点での分布も等しいので

E

[
f

(
Xαx,δ
αt

α

)]
= E[f(Xx,δ

t )]

となるから，この両辺を αで微分し α = 1を
代入することで次を得た．
命題 8. f ∈ C2 は高々多項式的増大であると
する．このとき任意の δ > 0と x > 0に対し
て，次の等式が成り立つ．

∂xE
[
f(Xx,δ

t )
]

= −1

x
E
[
δtf ′(Xx,δ

t ) + 2tXx,δ
t f ′′(Xx,δ

t )−Xx,δ
t f ′(Xt)

]
.

そしてさらに命題 6と命題 8を合わせて次の
部分積分公式を得た．
定理 9. ν > −1かつ f ∈ C1 とし，f, f ′ 及び
h(y) :=

∫ y
0 f(z)/z dzが高々多項式的増大であ

るとする．このとき任意の x > 0と t ≥ 0で次
の等式が成り立つ．

E
[
f ′(X

[ν]
t )
]

=
1

2t
E

[
xf(X

[ν+1]
t )

X
[ν+1]
t

+(δ−2)t
f(X

[ν]
t )

X
[ν]
t

−f(X
[ν]
t )

]
.

4 今後の研究
まず，定理9では異なるパラメータの squared

Bessel processが登場するので，できれば同じ
パラメータだけで成立する公式を探したい．
また，squared Bessel processは affine pro-

cessというクラスのサブクラスであるから，今
回の研究結果を affine process全体に適用でき
る形に拡張できないかを模索している．
さらに，SDEにおいて駆動する確率過程が

self-similarityを持てばその解は何らかの scal-

ing propertyを持ち，そういった解に対して命
題 8の類似を容易に計算できることから，「駆動
する確率過程が self-similarityを持つ」という
SDEのクラスへの拡張も考え得る．

謝辞 本講演は十塚瞳氏（立命館大学大学院）
との共同研究に基づくものである．また，コハ
ツ教授（立命館大学）からは研究を進めるにあ
たって有益な助言を頂いている．
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Expected power utility maximization with delay for insurers un-

der 4/2 stochastic volatility model

畑　宏明 1, 安田　和弘 2

1一橋大学大学院経営管理研究科，2法政大学理工学部
e-mail : h.hata@r.hit-u.ac.jp

1 先行研究と本講演の目的

本講演では、保険会社のべき型期待効用を最
大化する最適投資再保険問題を扱う．先行研究
として、Hata-Yasuda [1] があげられるが、本
講演と比較すると次のようになる．

• Hata-Yasuda [1] · · · 線形 Gauss 型確率
ファクターモデルを用いた解析
• 本講演 (Hata-Yasuda [2]に基づく)· · ·

– 4/2 確率ボラティリティモデルを用
いた解析

– 保険会社の現在の富への資本の流入
または流出が存在し、資本の流入/

流出の量は保険会社の富の過去のパ
フォーマンスに比例する場合の解析
(delay) =⇒保険会社の富のプロセス
は確率的遅延微分方程式（SDDE）と
してモデル化される．

– 終端時刻での資産と平均パフォーマ
ンス資産の組み合わせのべき型効用
関数を用いる．

本講演では、動的計画原理を用いて、Hamilton-

Jacobi-Bellman (HJB)方程式を導出し、この
方程式の明示解を得る．さらに、この明示解を
用いて、最適戦略を構成し、最適値を得る．

2 概要

次の市場モデル (S0 :安全債券過程, S :危険
資産価格過程, V :ファクター過程)を考える．

dS0(t) =rS0(t)dt,

dS(t) =S(t) [{r + µ(aV (t) + b)} dt

+

(
a
√
V (t) +

b√
V (t)

)
edW (t)

]
,

dV (t) =κ(θ − V (t))dt+ σ
√
V (t)dW2(t),

• W (t) = (W1(t),W2(t)) · · · 2次元標準ブ
ラウン運動
• S0(0) > 0, S(0) > 0, V (0) = v > 0, r ≥

0, a ≥ 0, b ≥ 0, µ ∈ R, κ > 0, θ > 0, σ >

0, e := (
√

1− ρ2, ρ) ∈ [0, 1]× [−1, 1]

• 2κθ ≥ σ2

リスク過程を次で与える．

Rh(t) :=x+

∫ t

0
{c− λ(1− h(s))}ds

+

∫ t

0
h(s)σ0dW0(s).

• W0(t) · · · 1次元標準ブラウン運動で, W

と独立．
• x > 0, c > 0, σ0 > 0

• h(t) ∈ [0, 1] · · · 保険会社は再保険料率
λ(1− h(t))を支払う．λは再保険会社の
再保険料収益率
• h(t) ∈ [1,∞) · · · 保険会社は新規事業と
して他の保険会社に再保険サービスを提
供

さらに、次の設定を考える．

• X(t) · · · 時間 tでの保険会社の富過程
• 保険会社が時間 tで危険資産 S（t）に金
額 π(t)を投資し、残りX(t)− π(t)を安
全債券に投資する．

• Y (t) :=

∫ 0

−δ
eρsX(t + s)ds =⇒ 過去の

期間 [t− δ, t]の富の平均
• ρ > 0 · · · 平均パラメータ
• δ > 0 · · · 遅延パラメータ

• Y (0) =
x0 (1− e−ρs)

ρ
• Z(t) := X(t− δ)
• f(t,X(t)− Y (t), X(t)− Z(t))

:= B(X(t)− Y (t)) + C(X(t)− Z(t))

· · · 資本の流入/流出額
=⇒ 保険会社の現在の富への資本の流入
または流出があると仮定する．
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このとき、保険会社の富過程は次 SDDEで与
えられる:

Xπ,h(t) = x+

∫ t

0
{c− λ+ λh(s)

+π(s)µ(aV (s) + b) +AX(s) +BY (s)

+CZ(s)} ds+

∫ t

0
h(s)σ0dW0(s)

+

∫ t

0
π(u)

(
a
√
V (s) +

b√
V (s)

)
dW (s),

ただし、A := r − B − C である．さらに、次
を仮定する．

• X(t) = x0 > 0,∀t ∈ [−δ, 0] =⇒ 保険会
社が時間−δで初期資産 x0をもち、時刻
0までに投資と再保険を開始しない．

保険会社の目的は、終端時刻での資産X(T )

と平均パフォーマンス資産 Y (T )の組み合わせ
のべき型期待効用を最大化することである．

(FP) Φ(0, x, y, v) := sup
(π,h)∈AT

E [U(X(T ), Y (T ))]

• AT · · · 許容な戦略の集合
• U(x, y) :=

1

γ
(x + βy)γ , γ ∈ (−∞, 0) ∪

(0, 1)

• β ∈ (0, 1) · · ·Y (T )の重み =⇒平均パフ
ォーマンスが最終的な富に与える影響

このとき、動的計画原理から、(FP)に関連
するHJB方程式は次のようになる．

∂Φ

∂t
+ sup

(π,h)∈R×[0,∞)

[
1

2

{(
a
√
v +

b√
v

)2

π2

+h2σ20
}

Φxx +
σ2

2
vΦvv + πρσ(av + b)Φxv

+{c− λ+ λh+ π(av + b) +Ax+By + Cz}Φx

+(x− ρy − e−ρδz)Φy + κ(θ − v)Φv

]
= 0,

Φ(T, x, y, v) =
(x+ βy)γ

γ
.

(1)

この方程式は、次の
(
π̃(t, x, y, v), h̃(t, x, y, v)

)
で sup を達成することに注意する．

π̃(t, x, y, v) := −µΦx + ρσΦxy

Φxx

v

av + b
,

h̃(t, x, y, v) := − λ

σ20

Φx

Φxx
.

従って、HJB方程式は次で書き換えられる．

∂Φ

∂t
+
σ2

2
vΦvv + κ(θ − v)Φv

+ (c− λ+Ax+By + Cz)Φx

+ (x− ρy − e−ρδz)Φy

− 1

2Φxx
(µΦx + ρσΦxv)

2 v

− λ2

2σ20

Φ2
x

Φxx
= 0.

(2)

その後の解法の手順は以下の通りになる．

⟨1⟩ 方程式 (2)(以下で与えている)の解の存
在を証明する．

⟨2⟩ 方程式 (1)を用いて、Verification Theo-

rem (最適戦略の候補
(
π̃(t, x, y, v), h̃(t, x, y, v)

)
が本当に最適戦略であることを保証する
定理)を証明する．

参考文献
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マートン問題に対するPIAの考察
安田 和弘 1

1法政大学理工学部経営システム工学科
e-mail : k yasuda@hosei.ac.jp

1 概要
本発表では，最適投資・消費問題として有名

なマートン問題を考える．この問題に，離散時
間の強化学習等で最適戦略を得るために用いら
れる Policy Improvement algorythm (PIA)を
用いて，最適戦略が得られるかどうかを数値的
に考察する．ここでは，研究の初期なので株価
モデルがブラック・ショールズモデルに従う場
合を扱い，効用関数にはベキ型効用を用いる．
この場合は，解析的に解が得られることが知ら
れているが，PIAをあえて用い，収束に対する
挙動を観察する．本発表は，[1]に基づくもの
である．
連続制御をもつ連続時間制御過程に対する

PIAの収束に関する先行研究は，[2]がある．

2 マートン問題
(Ω,F , P ; {Ft})を完備なフィルター付き確率

空間とする．本講演では，次のようなモデルに
従う安全資産 {S0

t }と 1つの株 {St}を考える．
dS0

t = rS0
t dt,

dSt = µStdt+ σStdBt.

ただし，r (≥ 0)は金利，µ ∈ Rは期待リターン，
σ (> 0)はボラティリティを表し，{Bt}は与え
られた確率空間上の標準ブラウン運動とする．
T (> 0)を満期とする．また，c = {ct}0≤t≤T

を消費比率，π = {πt}0≤t≤T を株への投資比率
とする．このとき，投資家の富過程は次のよう
になる．

dXc,π
t

Xc,π
t

= (1− πt)
dS0

t

S0
t

+ πt
dSt
St
− ctdt

= {r + πt(µ− r)− ct} dt+ πtσdBt.

ただし，Xc,π
0 = x (> 0)とする．

uを適当な条件を満たす効用関数とする．こ
のとき，マートン問題とは次のような最適消費・
投資問題のことである．
V0(x) :=

sup
c, π

Ex
[∫ T

0
e−ρsu (csX

c,π
s ) ds+ e−ρTu

(
Xs,π
T

)]
.

ただし，ρ (> 0)は割引ファクタとする．本研
究では，効用関数として次のベキ型効用関数を
用いる．

u(x) =
1

γ
xγ , (γ < 1, γ ̸= 0).

株価がブラック・ショールズモデルに従い，効
用関数がベキ型効用関数の場合，最適戦略は明
示的に次のように与えられる [3]．

c∗t =

{
e
− ρ−Uγ

1−γ
(T−t)

+
1− γ
ρ− Uγ

(
1− e

− ρ−Uγ
1−γ

(T−t)
)}−1

,

π∗t =
1

1− γ
µ− r
σ2

.

ただし，Uγ は次のように定義する．

Uγ =
γ

2(1− γ)

(µ− r)2

σ2
+ γr.

また，値関数V0(x)は次のように与えられる [3]．

V0(x) =
1

γ
xγ
{

e
− ρ−Uγ

1−γ
(T−t)

+
1− γ
ρ− Uγ

(
1− e

− ρ−Uγ
1−γ

(T−t)
)}1−γ

.

したがって，この設定ではこれ以上解析的に研
究することはない．しかし，株価モデルを一般
化した際には解析的な解を得ることは難しくな
り，最終的には最適戦略を得るために数値計算
を用いる必要がある．その最適戦略を得る計算
方法の一つとして，離散時間の確率制御問題で
用いられる PIAが適用できないかを考えてい
きたい．その初期段階として，本講演では，ブ
ラック・ショールズ市場の場合に，PIAを用い
たらどのような結果になるかを考察する．

3 マートン問題の解法
ここでは，前節で与えた問題の解法を考え，

PIAの適用につなげる．

日本応用数理学会 2021年度 年会 講演予稿集 (2021.9.7–9) Copyright (C) 2021 一般社団法人日本応用数理学会

571



V (t, x)を次のようにおく．

V (t, x) := sup
c, π

Et,x
[∫ T

t
e−ρ(s−t)u (csX

c,π
s ) ds

+e−ρ(T−t)u
(
Xs,π
T

)]
.

このとき，HJB方程式は次のようになる．

∂tV + xrDxV + sup
c,π

{
u(cx)− ρV (1)

+
1

2
σ2π2DxxV + x(π(µ− r)− c)DxV

}
= 0,

V (T, x) = u(x).

W (t)を tの関数とし，このHJB方程式の解が，
次の形になると想定する．

V (t, x) =
1

γ
xγeW (t).

これを (1)に代入すると，W (t)は次の方程式
を満たす必要がある．

∂tW + Uγ − ρ+ (1− γ)e
− W

1−γ = 0,

W (T ) = 0.

これにより，偏微分方程式の一種である HJB

方程式 (1)を，常微分方程式の話に帰着させら
れる．この常微分方程式は具体的に解くことが
可能であり，それにより前節の値関数や最適戦
略を得る．その後，その最適性を保証するため
にVerification Theoremを示す必要がある．

4 PIA

ここでの PIAのアルゴリズムを簡単に述べ
ておく [4]．
0. 任意に，初期の戦略 c(0)，π(0) を与える
（n = 0）．

1. n回目の戦略を c(n)，π(n)とし，(1)の戦
略部分に代入した PDEから得られる関
数を V (n)とする．

2. (1)の値関数部分に，関数 V (n)を代入し
た式から得られる最適戦略をc(n+1)，π(n+1)

とする．
3. 関数 V (n)が，1つ前のものから更新され
なくなるまで 1.と 2.を繰り返す．
この収束を示す上で次のような単調性が求め

られる: 任意のn ∈ N，(t, x) ∈ [0, T ]×[0,∞)に
対して，V (n)(t, x) ≤ V (n+1)(t, x)が成り立つ．

実際は，V (n)(t, x)に次の形を想定する．

V (n)(t, x) =
1

γ
xγeW

(n)(t).

このとき，1.のステップでは，次のODEを考
えることになる．

∂tW
(n) + γr − ρ+

(
c(n)
)γ

e−W
(n)

− 1

2
γ(1− γ)σ2

(
π(n)

)2
(2)

+ γ
(
π(n)(µ− r)− c(n)

)
= 0,

W (n)(T ) = 0.

実際，下の (3)からも分かる通り，c(n)は tの
関数となるため，(2)は解析的には解けない．
2.のステップでは，次を考える．

sup
c,π

{
cγe−W

(n) − 1

2
γ(1− γ)σ2π2

+ γ(π(µ− r)− c)
}
.

ここから，次の c(n+1)，π(n+1)を得る．

c(n+1) = e
− 1

1−γ
W (n)(t)

, (3)

π(n+1) =
1

1− γ
µ− r
σ2

.

これを繰り返したときのW (n)(t)のふるまい
を考察する．

謝辞 本研究は JSPS科研費 21K03355の助成
を受けたものです．
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Intel Xeon Platinum 搭載 192Coreシステム特価キャンペーン

科学技術計算(HPC)、AI&分析、高密度インフラに最適なハイパフォーマンスモデルです。

¥ 2,992,000.  (税込)本学会限定 価格

＜一般向け価格＞ ¥ 3,498,000.  (税込)

※一般向け詳細ページ

FUJITSU PRIMEHPC FX700 特価キャンペーン

＜特別価格＞ ¥ 2,882,000～.  (税込)

昨今話題のスーパーコンピュータ「富岳」に採用されている「A64FX」を搭載したサーバーです。空冷方式で
通常の19インチラックに搭載できる導入しやすさと富岳と互換性を持つ高性能な計算機環境を兼ね備えています。

詳細はこちら

2021年9月29日弊社受注分までが対象となります。

NVIDIA A100 80GB PCIe の販売を開始しました。
他にも新発売の注目製品が多数ございます。
グラフィックカード、GPGPU、ディープラーニング等用途に応じて
最適なシステム構成でご提案をさせて頂きます。

詳細はこちらNVIDIA GPU 好評発売中！

スーパーコンピュータをお手元に！
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