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日本応用数理学会2019年度年会 
https://annual2019.jsiam.org/ 

東京大学 駒場キャンパス I 

2019 年 9 月 3日（火）～5日（木） 
 
受付                      数理科学研究科 117 室 
                             9 月 3日 8:45～9月 5日 14:00 
ご来場の際は，はじめに受付にお越しください．ウェッブで事前に参加申込済みの方は，
名札，領収書，パンフレットをお渡しします．当日の参加申込も受付で申し受けます． 
 
企業展示ブース・休憩室             数理科学研究科 123 室 

9 月 3日 9:00～9月 5日 15:00 
次の企業・機関による展示ブースを設けます．休憩所も設け，お飲物を用意しますので，
是非ご来場ください． 
l 株式会社HPCテック 
l Arithmer 株式会社 
l 株式会社インサイト 
l 総合研究大学院大学先導科学研究科生命共生体進化学専攻 
l シュプリンガー・ジャパン株式会社 
 
口頭講演                           21KOMCEE 

9 月 3日 9:30～9月 5日 17:50 
総合講演を除くすべての口頭講演は，21KOMCEEの教室で行われます． 
各講演会場では，PCプロジェクタ(VGA端子とHDMI 端子の両方が使えます)と黒板ある
いはホワイトボード，マイクが利用できます．なお，Mini DisplayPort，Thunderbolt や
USB-C からVGA/HDMI への変換アダプタは講演者ご自身でご用意ください． 
口頭講演の発表時間は，明示がない場合は，質疑応答込みで 20分とします． 
 
ポスター講演               数理科学研究科 052・056 室 

9 月 4日 13:00～14:30 
ポスター講演の会場には，コーヒー・お茶・お菓子をご用意します． 
ポスター講演用のポスターはA0サイズ(W841×H1189mm)を想定し，W900×H2100mm
のサイズのポスターパネルを用意します． 
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パネル討論  正会員OS「数理資本主義の時代」 21KOMCEE  B(K212)室 
9 月 4日 10:30～11:50 

モデレータ：佐古和恵 (NEC，日本応用数理学会前会長) 
パネリスト：守谷学 (経産省), 八丁地園子(津田塾大学)，若山正人(九州大学)，会場の皆様 
正会員OS「数理資本主義の時代」のご講演者のお二人に若山氏（九州大学副学長）を加
えパネル討論を行います．会場の皆さんのご参加も歓迎します． 
 
キャリアデザインのためのランチミーティング  数理科学研究科コモンルーム 

9月 4日 12:00～13:00 
年会参加者であればどなたでも参加できます．若手研究者・女性研究者の意見交換の場と
してご利用ください．軽食を提供いたします．事前登録および参加費は不要です． 
 
表彰式・総合講演                数理科学研究科大講義室 

9月 4日 14:45～17:10 
 
懇親会                   駒場食堂 2階ダイニング銀杏 

9月 4日 18:00～20:00 
 
広告                        本冊子の 33ページ以降 

l 株式会社とめ研究所 
l 株式会社イー・マーケティングス HPCWire Japan 
l Arithmer 株式会社 
 
各種会合 
JSIAM Letters 編集委員会 9 月 3日 12:30～13:20  21KOMCEE A(K211) 
JJIAM刊行会  9 月 3日 12:30～13:20  数理科学研究科 122室 
「応用数理」編集委員会 9 月 3日 18:00～10:00  数理科学研究科 122室 
研究部会連絡会  9 月 5日 12:00～13:00  21KOMCEE A(K211) 
 
Wifi 
1. 駒場キャンパス構内では eduroamが利用できます． 
2. 21KOMCEE内では，UTokyo-Guest という SSID に接続することで，ソフトバンク
モバイル社提供の東大内ゲスト向けサービスを受けることができます．詳細は，接続
時に表示される案内に従ってください．（このサービスは，数理科学研究科棟内では
利用できません．） 

3. eduraomのゲストアカウントを若干数用意しています．詳しくは，受付にお問い合わ
せください． 



プログラム

9月3日
A (K211) B (K212) C (K213) D (K214) E (K301) F (K302) G (K303)

09:30
10:50

[研究部会 OS]
数論アルゴリ
ズムとその応
用 (1) [ p.7 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算
と数値解析

(1) [ p.7 ]

[一般講演] 数
理モデリング
(1) [ p.7 ]

[研究部会 OS]
折紙工学 (1)

[ p.8 ]

11:00
12:20

[研究部会 OS]
数理政治学

[ p.8 ]

[研究部会 OS]
数論アルゴリ
ズムとその応
用 (2) [ p.8 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算
と数値解析

(2) [ p.9 ]

[正会員 OS]
ブロック

チェーンと数
理ファイナン
ス [ p.9 ]

[研究部会 OS]
折紙工学 (2)

[ p.9 ]

[研究部会 OS]
CAEモデリ
ングとデータ
活用 [ p.10 ]

[一般講演] 応
用数理 (1)
[ p.10 ]

12:30
13:20

JSIAM
Letters編集
委員会

(JJIAM刊行
会 @ 数理科
学研究科 122

室)

13:30
14:50

[研究部会 OS]
数理設計 (1)

[ p.10 ]

[研究部会 OS]
数論アルゴリ
ズムとその応
用 (3) [ p.11 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算
と数値解析

(3) [ p.11 ]

[研究部会 OS]
ウェーブレッ
ト (1) [ p.11 ]

[正会員 OS]
応用力学系

(1) [ p.12 ]

[研究部会 OS]
応用カオス

(1) [ p.12 ]

[正会員 OS]
量子ウォーク
とその周辺

(1) [ p.12 ]

15:00
16:20

[研究部会 OS]
数理設計 (2)

[ p.13 ]

[正会員 OS]
先進的環境に
おける数値計
算と関連

HPC技術 (1)
[ p.13 ]

[研究部会 OS]
数理的技法に
よる情報セ
キュリティ

(1) [ p.13 ]

[研究部会 OS]
ウェーブレッ
ト (2) [ p.14 ]

[正会員 OS]
応用力学系

(2) [ p.14 ]

[正会員 OS]
乱数生成と評
価 (1) [ p.14 ]

[正会員 OS]
量子ウォーク
とその周辺

(2) [ p.15 ]

16:30
17:50

[正会員 OS]
応用論理学
[ p.15 ]

[正会員 OS]
先進的環境に
おける数値計
算と関連

HPC技術 (2)
[ p.15 ]

[研究部会 OS]
数理的技法に
よる情報セ
キュリティ

(2) [ p.16 ]

[研究部会 OS]
数理ファイナ
ンス (1)
[ p.16 ]

[正会員 OS]
応用力学系

(3) [ p.16 ]

[正会員 OS]
乱数生成と評
価 (2) [ p.17 ]

[一般講演] 数
値計算の応用

[ p.17 ]

18:00
19:00

「応用数理」編集委員会 @ 数理科学研究科 122室

4 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



9月4日
A (K211) B (K212) C (K213) D (K214) E (K301) F (K302) G (K303)

09:00
10:20

[正会員 OS]
現象の数理モ
デリングとそ
の数理解析
[ p.17 ]

[研究部会 OS]
産業における
応用数理
[ p.18 ]

[研究部会 OS]
計算の品質

(1) [ p.18 ]

[研究部会 OS]
数理ファイナ
ンス (2)
[ p.18 ]

[一般講演] 微
分方程式
[ p.19 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算
と数値解析

(4) [ p.19 ]

[正会員 OS]
FreeFEMの
開発と利用
[ p.19 ]

10:30
11:50

[正会員 OS]
皮膚の数理科
学を目指して

[ p.20 ]

[正会員 OS]
数理資本主義
の時代 [ p.20 ]

[研究部会 OS]
計算の品質

(2) [ p.20 ]

[研究部会 OS]
数理ファイナ
ンス (3)
[ p.21 ]

12:00
13:00

キャリアデザインのためのランチミーティング @ 数理科学研究科 2階コモンルーム

13:00
14:30

ポスター講演 @ 数理科学研究科 052・056室

14:45
15:05

表彰式 @ 数理科学研究科大講義室

15:20
16:10

総合講演 (1) @ 数理科学研究科大講義室 [ p.21 ]

16:20
17:10

総合講演 (2) @ 数理科学研究科大講義室 [ p.21 ]

駒場東大前ランチマップ

http://www.infsup.jp/lunch.html

5 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



9月5日
A (K211) B (K212) C (K213) D (K214) E (K301) F (K302) G (K303)

09:00
10:20

[研究部会 OS]
連続体力学の
数理 (1)
[ p.22 ]

[正会員 OS]
多倍長精度浮
動小数点演算
の高速化手法
と応用 (1)
[ p.22 ]

[研究部会 OS]
計算の品質

(3) [ p.22 ]

[研究部会 OS]
数理医学
[ p.23 ]

[一般講演] 数
理モデリング
(2) [ p.23 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算
と数値解析

(5) [ p.23 ]

[正会員 OS]
非線形問題の
シミュレー
ションと可視
化 (1) [ p.24 ]

10:30
11:50

[研究部会 OS]
連続体力学の
数理 (2)
[ p.24 ]

[正会員 OS]
多倍長精度浮
動小数点演算
の高速化手法
と応用 (2)
[ p.24 ]

[研究部会 OS]
計算の品質

(4) [ p.25 ]

[研究部会 OS]
行列・固有値
問題の解法と
その応用 (1)

[ p.25 ]

[一般講演] 数
理モデリング
(3) [ p.25 ]

[研究部会 OS]
応用カオス

(2) [ p.26 ]

[正会員 OS]
非線形問題の
シミュレー
ションと可視
化 (2) [ p.26 ]

12:00
13:00

研究部会連絡
会

13:30
14:50

[研究部会 OS]
連続体力学の
数理 (3)
[ p.26 ]

[正会員 OS]
感染症の数理
モデル [ p.27 ]

[研究部会 OS]
応用可積分系
(1) [ p.27 ]

[研究部会 OS]
行列・固有値
問題の解法と
その応用 (2)

[ p.27 ]

[一般講演] 応
用数理 (2)
[ p.28 ]

[研究部会 OS]
応用カオス

(3) [ p.28 ]

[正会員 OS]
非線形問題の
シミュレー
ションと可視
化 (3) [ p.28 ]

15:00
16:20

[研究部会 OS]
離散システム
(1) [ p.29 ]

[研究部会 OS]
機械学習
[ p.29 ]

[研究部会 OS]
応用可積分系
(2) [ p.29 ]

[研究部会 OS]
行列・固有値
問題の解法と
その応用 (3)

[ p.30 ]

[一般講演] 応
用数理 (3)
[ p.30 ]

[正会員 OS]
非線形問題の
シミュレー
ションと可視
化 (4) [ p.30 ]

16:30
17:50

[研究部会 OS]
離散システム
(2) [ p.31 ]

[正会員 OS]
FreeFEM
チュートリア
ル [ p.31 ]

[研究部会 OS]
応用可積分系
(3) [ p.31 ]

[研究部会 OS]
行列・固有値
問題の解法と
その応用 (4)

[ p.32 ]

[一般講演] 応
用数理 (4)
[ p.32 ]

6 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



9月3日 09:30–10:50

　
B (K212)

[研究部会OS] 数論アル
ゴリズムとその応用 (1)
　 　
1．◎超特異性判定アルゴリズムの
効率化とその暗号応用

○橋本 侑知 (東京大学), 高島 克幸
(三菱電機　情報技術総合研究所)

2．◎同種写像問題に対する代数的
求解法の解析と計算量評価

高橋 康 (富士通研究所), ○工藤 桃
成 (神戸市立工業高等専門学校), 池
松 泰彦 (九州大学マス・フォア・イ
ンダストリ研究所), 安田雅哉 (九州
大学マス・フォア・インダストリ研
究所), 横山 和弘 (立教大学)

3．◎同種写像暗号 CSIDH の Ed-

wards曲線による構成について

○守谷 共起 (東京大学大学院情報理
工学系研究科 修士 2年), 小貫 啓史
(東京大学大学院情報理工学系研究
科 特任研究員), 高木 剛 (東京大学
大学院情報理工学系研究科 教授)

4．IoTデバイス上の Ring-LWE暗
号実装における考察

武田 岬 (NEC通信システム), ○田
中 覚 (東京都立産業技術高等専門学
校), 布田 裕一 (東京工科大学)

　
C (K213)

[研究部会OS] 科学技術
計算と数値解析 (1)
　 　
1．直交選点有限要素法による非定
常２基質制限移流拡散反応方程式
(生物膜モデル)の定式化と基質消費
およびフラックスの計算

○大久保 孝樹 (函館高専　社会基盤
工学科)

2．◎N 次元半線形熱方程式の球対
称解に対する新しい質量集中型有限
要素近似

○中西 徹 (東京大学大学院数理科学
研究科), 齊藤宣一 (東京大学大学院
数理科学研究科)

3．◎一般化 Robin境界条件に対す
る不連続 Galerkin法

○千葉 悠喜 (東京大学大学院数理科
学研究科)

4．◎軸対称液滴シミュレーション
におけるメッシュ制御への信号処理
的方法

○古賀 一基 (京都大学)

　
D (K214)

[一般講演] 数理モデリン
グ (1)
　 　
1．平坦時空における Einstein方程
式の 2次摂動の数値計算

○土屋 拓也 (八戸工業大学), 米田
元 (早稲田大学)

2．相対論的天体力学の１体問題に
関するある近似解法

○鈴木 隆治 (浜松市天文台宇宙論勉
強会)

3．漸化式による常微分方程式の
Taylor級数解による数値解法の性能

○平山 弘 (神奈川工科大学)

7 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



9月3日 09:30–10:50 9月3日 11:00–12:20

　
E (K301)

[研究部会OS] 折紙工学
(1)
　 　
1．◎ねじり折りの剛体可折性とね
じり折りを用いた剛体平織りの数え
上げ

○諌山 博人 (九州大学大学院数理学
府), 川崎英文 (九州大学大学院数理
学研究院)

2．◎表裏対称な折り紙を対象とし
た単一視点形状モデリング

○加藤 優弥 (筑波大学), 金森 由博
(筑波大学), 三谷 純 (筑波大学)

3．紙材料モデルを用いた折紙形状
の折りたたみシミュレーション

○戸倉 直 (トクラシミュレーション
リサーチ)

4．◎平織りの技法を用いた伸縮可
能な構造の提案

○山本 陽平 (筑波大学大学院システ
ム情報工学研究科コンピュータサイ
エンス専攻　計算幾何学とグラフィ
ックス研究室), 金森 由博 (筑波大
学大学院システム情報工学研究科コ
ンピュータサイエンス専攻　計算幾
何学とグラフィックス研究室), 三谷
純 (筑波大学大学院システム情報工
学研究科コンピュータサイエンス専
攻　計算幾何学とグラフィックス研
究室)

　
A (K211)

[研究部会OS] 数理政治
学
　 　
1．参議院選挙区にみる閾値と偏り
の関係

○諸星 穂積 (政策研究大学院大学)

2．研究開発投資の「選択と集中」に
ついて

石井 良輔 (帝京大学), ○中川 訓範
(静岡大学)

3．オンライン上の情報伝播シミュ
レーションと再現性向上のための拡
張

○竹内 謙太郎 (静岡大学)

　
B (K212)

[研究部会OS] 数論アル
ゴリズムとその応用 (2)
　 　
1．偶数位数を持つ有限体上楕円曲
線の 2次の指標

○白勢 政明 (公立はこだて未来大
学)

2．互いに 3-同種な楕円曲線から定
まる直積型クンマー曲面上の楕円曲
線束について

○内海 和樹 (立命館大学)

3．◎円分関数体の相対類数の行列
式公式にあらわれる行列式の値の大
きさについて

○青山 大輝 (富山大学大学院理工学
教育部), 木村巌 (富山大学大学院理
工学研究部)

4．正則連分数展開に基づく短い周
期の Tausworthe発生法

○原瀬 晋 (立命館大学理工学部)

8 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



9月3日 11:00–12:20

　
C (K213)

[研究部会OS] 科学技術
計算と数値解析 (2)
　 　
1．◎有限要素解の局所事後誤差評
価と応用について

○中野 泰河 (新潟大学大学院　自然
科学研究科), 劉雪峰 (新潟大学大学
院　自然科学研究科)

2．Error analysis of Crouzeix-

Raviart finite element method

without the shape regularity con-

dition

○石坂 宏樹 (愛媛大理工), 土屋 卓
也 (愛媛大理工)

3．創成解による板・シェル問題の
妥当性確認

○山田 貴博 (横浜国立大学)

4．非同次項を持つ２階線形常微分
方程式の固有値問題の数値解法

○石川 英明 (なし)

　
D (K214)

[正会員OS] ブロックチ
ェーンと数理ファイナン
ス
　 　
1．スマートコントラクト：金融工
学の観点からの課題【30分】

○関根 順 (大阪大学大学院基礎工学
研究科)

2．暗号学と金融工学の融合とその
社会実装について【30分】

○桑原 一郎 (Crypto Garage)

3．トークナイゼーションのモデル
化に関する一考察

○佐古 和恵 (ＮＥＣ), 福岡 俊樹
(Crypto Garage/ FINPLANET),

桑原 一郎 (Crypto Garage)

　
E (K301)

[研究部会OS] 折紙工学
(2)
　 　
1．◎曲線折りを含む展開図からの
3次元形状復元を目的としたRuling

配置の推定

○佐々木 好祐 (筑波大学), 金森 由
博 (筑波大学), 三谷 純 (筑波大学)

2．折紙工法で得られる輸送箱の振
動遮断に関する検討

○阿部綾 (明治大学), 崎谷明恵 (明
治大学), 屋代春樹 (明治大学), 寺田
耕輔 (奈良工業高等専門学校), 萩原
一郎 (明治大学)

3．美しく折畳めスプリングバック
しないペットボトルの開発

○楊陽 (明治大学), 陳暁詩 (明治大
学), 奈良 知恵 (明治大学), 萩原 一
郎 (明治大学)
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9月3日 11:00–12:20 9月3日 13:30–14:50

　
F (K302)

[研究部会 OS] CAEモ
デリングとデータ活用
　 　
1．機械学習による設計探査技術の
開発【16分】

○片岡 一朗 (日立製作所), 野中 紀
彦 (日立製作所)

2．機械学習による構造解析のため
のデータ設計【16分】

○和田 義孝 (近畿大学)

3．図形処理における近似算法によ
る構造厳密性の保証【16分】

○今井 敏行 (和歌山大学システム工
学部)

4．CGの形状操作技術を利用した有
限要素メッシュの変形【16分】

○松本 隆希 (立命館大学), 小林 美
蘭 (立命館大学), 藤田 宜久 (立命館
大学), 仲田 晋 (立命館大学)

5．交通シミュレーションの機械学
習【16分】

○山田 知典 (東京大学)

　
G (K303)

[一般講演] 応用数理 (1)
　 　
1．◎エボラ病数理モデルにおける
確率最適制御

○加藤 京士 (東京工業大学情報理工
学院数理計算科学系)

2．◎Comparison of the determin-

istic and stochastic models of data-

diffusion

○ Watanabe Itsuki (Waseda Uni-

versity)

3．ゲル基質上の上皮細胞シートが
引き起こす浸透圧勾配依存的なドー
ム形成とその数理モデル

○秋山 正和 (明治大学・先端数理科
学インスティテュート),石原（石田）
すみれ (北海道大学・大学院先端生
命科学研究院・細胞ダイナミクス科
学研究室), 須志田隆道 (サレジオ工
業高等専門学校・情報工学科), 古澤
和也 (福井工業大学・環境情報学部・
環境・食品科学科), 名黒 功 (東京大
学・大学院薬学系研究科・細胞情報
学教室), 立野 浩輝 (東京大学・大学
院薬学系研究科・細胞情報学教室),

芳賀 永 (北海道大学・大学院先端生
命科学研究院・細胞ダイナミクス科
学研究室)

4．温度変化に対する体内時計の安
定化と波形の歪みについての数理的
研究

○儀保 伸吾 (理化学研究所数理創造
プログラム), 黒澤元 (理化学研究所
数理創造プログラム)

　
A (K211)

[研究部会OS] 数理設計
(1)
　 　
1．カンファレンス行列を使った実
験数を圧倒的に低減する研究方法

○森 輝雄 (森技術士事務所)

2．◎時間発展方程式を用いたトポ
ロジー最適化

○村井 大介 (株式会社　豊田中央研
究所), 川本敦史 (株式会社　豊田中
央研究所), 近藤継男 (株式会社　豊
田中央研究所)

3．自動車のシャシー用部品を対象
としたひずみエネルギー最小化問題
に対するトポロジー最適化解析

○岸田 真幸 (長岡技術科学大学技術
科学イノベーション専攻), 嶋田 雅
也 (長岡技術科学大学機械創造工学
課程), 高橋陽也 (長岡技術科学大学
機械創造工学専攻), 吉原健太 (長岡
技術科学大学機械創造工学専攻), 倉
橋 貴彦 (長岡技術科学大学機械創造
工学専攻), 加藤遼 (オイレス工業株
式会社), 小林正成 (オイレス工業株
式会社)

4．高精度逆問題解析に援用可能な
波動方程式の順問題に対する直接的
数値解法の開発

○代田健二 (愛知県立大学), 曽我部
知広 (名古屋大学)
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9月3日 13:30–14:50

　
B (K212)

[研究部会OS] 数論アル
ゴリズムとその応用 (3)
　 　
1．◎ F4-styleアルゴリズムを基に
したMQ問題の求解

○伊藤 琢真 (情報通信研究機構 /

首都大学東京大学院博士 1年), 篠原
直行 (情報通信研究機構), 内山成憲
(首都大学東京)

　
C (K213)

[研究部会OS] 科学技術
計算と数値解析 (3)
　 　
1．◎双対性による関数近似公式お
よび数値積分公式の収束解析

○早川 知志 (東京大学), 田中 健一
郎 (東京大学)

2．p 乗根の合成有理関数による二
重指数関数近似

Gawlik Evan S (ハワイ大学マノア
校), ○中務佑治 (オックスフォード
大学、国立情報学研究所)

3．振動積分に対する佐藤超函数論
に基づく数値計算法

○緒方 秀教 (電気通信大学大学院情
報理工学研究科情報・ネットワーク
工学専攻)

4．シンプレクティック数値積分法
とリュービルの定理

○佐々 成正 (原子力機構)

　
D (K214)

[研究部会OS] ウェーブ
レット (1)
　 　
1．On Directional Frames Hav-

ing Lipschitz Continuous Fourier

Transforms

藤ノ木 健介 (東海大学), ○橋本 紘
史 (筑波大学), 木下 保 (筑波大学)

2．四元数線形正準変換

○芦野 隆一 (大阪教育大学)

3．◎ p進数体上の複素数値関数に
対する Stockwell変換【特別講演 40

分】

○鈴木 俊夫 (流通経済大学)

11 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



9月3日　13:30–14:50

　
E (K301)

[正会員OS] 応用力学系
(1)
　 　
1．Rigorous numerics in combus-

tion problem : premixed stationary

flames in weak thermal expansion

setting

○松江 要 (九州大学 IMI /

I2CNER), Matalon Moshe (Uni-

versity of Illinois at Urbana-

Champaign)

2．シンプレクティック数値積分法
に対する影のハミルトニアンの存
在・非存在について

○谷口 隆晴 (神戸大学，JST さき
がけ)

3．ポテンシャル系の孤立不変集合
のコホモロジーの評価

○柴山 允瑠 (京都大学)

4．Topological computation anal-

ysis of meteorological time-series

data

○森田英俊 (京都大学), 稲津將 (北
海道大学), 國府 寛司 (京都大学)

　
F (K302)

[研究部会OS] 応用カオ
ス (1)
　 　
1．サービス ECにおける人々の予
約行動パターンに基づく需要予測モ
デル

○新谷 健 (京都大学大学院情報学研
究科), 梅野健 (京都大学大学院情報
学研究科)

2．◎安定分布による暗号通貨の価
格変動分布解析とその評価手法

○柿中 晋治 (京都大学情報学研究
科), 梅野 健 (京都大学情報学研究
科)

3．周波数多重を用いたワイヤレス
グループ電力伝送方式

○中澤勇夫 (京都大学大学院), 梅野
健 (京都大学大学院)

4．進化計算によるレザバーネット
ワークの機能分化

○山口 裕 (福岡工業大学), 津田 一
郎 (中部大学)

　
G (K303)

[正会員OS] 量子ウォー
クとその周辺 (1)
　 　
1．グラフの変形を用いた量子ウ
ォークのユニタリ同値性

○瀬川 悦生 (横浜国立大学)

2．ウォークによるレコメンデーシ
ョンモデル

○高橋 佐良人 (横浜国立大学　理工
学府　博士課程後期)

3．◎確率セルオートマトンによっ
て表現される粒子系の漸近分布の評
価

○延東 和茂 (早稲田大学)

4．◎超離散量子ウォークの保存量
と定常状態

○渡邉 扇之介 (小山高専), 福田 亜
希子 (芝浦工大), 瀬川 悦生 (横浜国
立大), 佐藤 巌 (小山高専)
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9月3日 15:00–16:20

　
A (K211)

[研究部会OS] 数理設計
(2)
　 　
1．電磁場の固有値移動に関する形
状最適化問題と導波管への応用

村木 健太 (名古屋大学), 佐竹 正義
(SOKEN), ○畔上 秀幸 (名古屋大
学)

2．H1勾配法に基づく複数材料を考
慮したロバストトポロジー最適化

○新谷 浩平 (名古屋大学), 畔上 秀
幸 (名古屋大学)

3．最適密度分布と時間発展 変分不
等式問題

○海津　聰

4．回転物体を有する流路における
形状最適化

○尾関 優汰 (長岡技術科学大学　機
械創造工学専攻), 倉橋貴彦 (長岡技
術科学大学　機械創造工学専攻), 片
峯 英次 (岐阜工業高等専門学校　機
械工学科)

　
B (K212)

[正会員OS] 先進的環境
における数値計算と関連
HPC技術 (1)
　 　
1．GPUによる階層型行列計算法の
高速化に向けた多数の小密行列ベク
トル積計算の最適化

○大島 聡史 (名古屋大学), 山崎 市
太郎 (サンディア国立研究所), 伊田
明弘 (東京大学), 横田 理央 (東京工
業大学)

2．◎ Tensorコアを用いた TSQR

○大友 広幸 (東京工業大学情報理工
学院情報工学系), 横田理央 (東京工
業大学学術国際情報センター)

3．修正グラムシュミット法による
BLR行列の近似 QR分解

○伊田 明弘 (東京大学)

4．超並列電子状態計算に対するベ
イズ推定型計算性能解析

○星健夫 (鳥取大学), 角田皓亮 (鳥
取大学), 田中和幸 (鳥取大学), 深谷
猛 (北海道大学), 山本 有作 (電気通
信大学)

　
C (K213)

[研究部会OS] 数理的技
法による情報セキュリテ
ィ (1)
　 　
1．情報セキュリティへの符号理論
の応用【招待講演 60分】

○萩原 学 (千葉大学大学院理学研究
院)
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9月3日 15:00–16:20

　
D (K214)

[研究部会OS] ウェーブ
レット (2)
　 　
1．Haar-Like直交変換による非線形
画像近似

○藤ノ木 健介 (東海大学)

2．平行移動回転ありの画像分離問
題における重みの推定方法について

○守本 晃 (大阪教育大学), 芦野 隆
一 (大阪教育大学), 萬代 武史 (大阪
電気通信大学)

3．周波数領域でコンパクトサポー
トを持つ自由な形状に設計されたウ
ェーブレットを基礎にしたタイトウ
ェーブレットフレームの構築【特別
講演 40分】

○戸田 浩 (豊橋技術科学大学), 章
忠 (豊橋技術科学大学)

　
E (K301)

[正会員OS] 応用力学系
(2)
　 　
1．変分原理の周期解の分岐への応
用

○藤原 俊朗 (北里大), 福田 宏 (北
里大), 尾崎 浩司 (東海大)

2．◎摂動系における周期軌道,ホモ
クリニック軌道, 第一積分および可
換なベクトル場の非保存　パート２
　適用例

○本永 翔也 (京都大学大学院情報学
研究科), 矢ヶ崎一幸 (京都大学大学
院情報学研究科)

3．摂動を受けるレイリー・ベナー
ル対流に現れるカオス的混合と分岐
構造

○渡辺 昌仁 (早稲田大学大学院 基
幹理工学研究科 機械科学専攻), 吉
村 浩明 (早稲田大学 基幹理工学部
機械科学・航空学科)

4．成分濃縮ネットワークでの平衡
解と素子形状最適化

○渡邊辰矢 (茨城大学理学部), 松本
壮平 (産総研集積マイクロシステム
研究センター), 小野直樹 (芝浦工業
大学工学部)

　
F (K302)

[正会員OS] 乱数生成と
評価 (1)
　 　
1．乱数の特殊性に見る生成器の統
計検定に関する考察

○奥富 秀俊

2．乱数性の劣る 2値系列を用いた
乱数検定の特徴付けと類似性の評価
について

○山口 明宏 (福岡工業大学), 斉藤
朝輝 (公立はこだて未来大学)

3．NISTの二重検定におけるサンプ
ルサイズ

○原本 博史 (愛媛大学教育学部)

4．複数項目のカイ二乗検定の独立
化

○岩崎 淳 (京都大学)
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9月3日 15:00–16:20 9月3日 16:30–17:50

　
G (K303)

[正会員OS] 量子ウォー
クとその周辺 (2)
　 　
1．辺符号グラフ上の量子ウォーク

○吉江 佑介 (東北大学情報科学研究
科), 久保田匠 (東北大学情報科学研
究科), 瀬川悦生 (横浜国立大学環境
情報研究院), 谷口哲至 (広島工業大
学電子情報工学科)

2．量子乱数と量子ウォークの関係
性

○鹿野 豊 (慶應義塾大学・チャップ
マン大学)

3．二刀流? 量子ウォークと無限粒
子系【特別講演 40分】

○今野紀雄 (横浜国立大学大学院工
学研究院)

　
A (K211)

[正会員OS] 応用論理学
　 　
1．チュートリアル　AND-OR木の
探索コスト

○鈴木 登志雄 (首都大学東京　理学
研究科　数理)

2．重み付きAND-OR木の固有分布
について【招待講演 40分】

○田中 一之 (東北大学理学研究科)

3．ソロベイ還元と連続性

○鈴木 登志雄 (首都大学東京　理学
研究科　数理)

　
B (K212)

[正会員OS] 先進的環境
における数値計算と関連
HPC技術 (2)
　 　
1．相対的高メモリバンド幅環境に
おける密行列固有値ソルバの実装方
式について

○片桐 孝洋 (名古屋大学)

2．Xeon Phiクラスタにおける二次
元分割を用いた並列三次元実数FFT

の実現と評価

○高橋 大介 (筑波大学)

3．メニィコアクラスタ向け並列多
重格子法

○中島 研吾 (東京大学情報基盤セン
ター・理化学研究所計算科学研究セ
ンター)

4．倍精度と単精度を用いた混合精
度GMRES(m)法の収束性に関する
実験的評価

○深谷 猛 (北海道大学), グドール
聖哉 (北海道大学), 張 臨傑 (中国海
洋大学), 岩下 武史 (北海道大学)
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9月3日 16:30–17:50

　
C (K213)

[研究部会OS] 数理的技
法による情報セキュリテ
ィ (2)
　 　
1．◎Leanを用いた単一削除符号の
形式化に向けて

○近藤 裕樹 (千葉大学大学院融合理
工学府), 萩原学 (千葉大学大学院理
学研究院)

2．Mizar による離散確率分布の統
計的識別不能性の形式化

○岡崎 裕之 (信州大学), 布田 裕一
(東京工科大学), 師玉 康成 (信州大
学)

3．◎状態の更新を含むプロトコ ル
の形式化の検討

○野口 凌雅 (茨城大学), 花谷 嘉一
(株式会社 東芝), 米山 一樹 (茨城大
学)

　
D (K214)

[研究部会OS] 数理ファ
イナンス (1)
　 　
1．Stochastic modelling with ran-

domised Markov bridges

○関根 順 (大阪大学)

2．◎ Ito Calculus in Risk Theory

○宮城惠 (立命館大学大学院), 赤堀
次郎 (立命館大学), Constantinescu

Corina (Liverpool University)

3．Stochastic Hamiltonian Sys-

tems for Economic Growth Models

○鈴木 康太 (立命館大学大学院理工
学研究科), 赤堀次郎 (立命館大学大
学院理工学研究科)

　
E (K301)

[正会員OS] 応用力学系
(3)
　 　
1．◎時間遅れ滑らか依存性：時間
遅れがもたらす平滑化効果と反応の
時間的順序

○西口 純矢 (東北大学 材料科学高
等研究所)

2．半古典位相縮約理論による量子
同期現象の解析

○加藤 譲 (東工大), 中尾 裕也 (東
工大)

3．◎ Pitchfork bifurcations and

linear stability of solitary waves in

coupled nonlinear Schrdinger equa-

tions

矢ヶ崎 一幸 (京都大学), ○山添 祥
太郎 (京都大学)

4．Bifurcations and stability for

one-parameter families of symmet-

ric periodic orbits in reversible sys-

tems

○矢ヶ崎 一幸 (京都大学)
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9月3日 16:30–17:50 9月4日 09:00–10:20

　
F (K302)

[正会員OS] 乱数生成と
評価 (2)
　 　
1．◎ Quantum Computer Status

Check via Output Random Num-

ber Sequence

鹿野 豊 (慶應義塾大学理工学研究
科), ○田村賢太郎 (慶應義塾大学理
工学研究科)

　
G (K303)

[一般講演] 数値計算の応
用
　 　
1．地震波動伝播シミュレーション
のための拡散効果を伴う修正波動方
程式の混合型有限要素法

○今井 隆太 (みずほ情報総研株式
会社), 賀須井 直規 (みずほ情報総
研株式会社), 山田 雅行 (株式会社
ニュージェック), 羽田浩二 (株式会
社ニュージェック), 藤原広行 (国立
研究開発法人防災科学技術研究所)

2．拡散テンソルトラクトグラフィ
への応用のためのフィザルムソルバ
の拡張

○増谷 佳孝 (広島市立大)

3．神経スパイクモデルの連立微分
方程式系の数値解法について

○伊藤 利明 (同志社大学)

4．◎非分解型解法における抵抗境
界条件と冠動脈分岐流量の分配

○宇田 智紀 (東北大学材料科学高等
研究所)

　
A (K211)

[正会員OS] 現象の数理
モデリングとその数理解
析
　 　
1．◎ Existence and non-existence

of the asymmetrical rotating solu-

tion of the reaction-diffusion parti-

cle model

長山 雅晴 (北海道大学 電子科学研
究所), 後藤田 剛 (名古屋大学 多元
数理科学研究科), ○岡本守 (北海道
大学 理学院数学専攻)

2．◎細胞の大きさと形状を残す空
間離散モデルの連続化の提案と応用

石井 宙志 (北海道大学), 栄 伸一郎
(北海道大学), 佐藤 純 (金沢大学),

○田中 吉太郎 (はこだて未来大学),

八杉 徹雄 (金沢大学)

3．LIF モデルに対する Fokker-

Planck 方程式における時間周期的
な運動を示す空間非一様解

○池田幸太 (明治大学), Salort Del-

phine (Sorbonne Universite), Roux

Pierre (Universite Paris-Sud and

Sorbonne Universite)

4．Existence and stability of sym-

metric solutions of a variational

problem for plane curves

上坂正晃 (東京大学), 上田肇一 (富
山大学), ○中村健一 (金沢大学), 長
山 雅晴 (北海道大学)
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9月4日 09:00–10:20

　
B (K212)

[研究部会OS] 産業にお
ける応用数理
　 　
1．シミュレーションデータを用い
た基礎方程式の推定

○小野 謙二 (九州大学), 櫻井 大督
(九州大学), 古賀壱成 (プログレス・
テクノロジーズ)

2．構造解析向け超並列固有値ソル
バの大規模実応用モデルにおける性
能評価

○二村 保徳 (筑波大学), 櫻井 鉄也
(筑波大学), 畠澤 作二郎 (エムエス
シーソフトウェア株式会社)

3．NMF型DNN計算法とその応用

○今倉暁 (筑波大学), 二村保徳 (筑
波大学), 櫻井 鉄也 (筑波大学)

4．1周期未満波形からの時間周波数
解析

○石山 文彦 (NTT)

　
C (K213)

[研究部会OS] 計算の品
質 (1)
　 　
1．◎非対称疎行列を係数とする連
立一次方程式に対する精度保証付き
数値計算の数値的比較

○南畑 淳史 (中央大学), 荻田 武史
(東京女子大学), 大石 進一 (早稲田
大学)

2．◎発表題目：Gauss の超幾何微
分方程式のモノドロミー行列に対す
る精度保証付き数値計算

○井上 直也 (筑波大学大学院システ
ム情報工学研究科), 石毛利昌 (千葉
大学大学院理学研究科), 高安 亮紀
(筑波大学システム情報系)

3．◎大規模並列環境における実対
称標準固有値問題の精度保証法

○寺尾 剛史 (芝浦工業大学), 尾崎
克久 (芝浦工業大学), 荻田 武史 (東
京女子大学)

4．3つの行列の積に対する無誤差変
換と固有値問題への応用

○尾崎 克久 (芝浦工業大学), 荻田
武史 (東京女子大学)

　
D (K214)

[研究部会OS] 数理ファ
イナンス (2)
　 　
1．Conic finance に基づくポートフ
ォリオ構築

○中川 秀敏 (一橋大学大学院経営管
理研究科)

2．位置情報分析による人口統計を
活用した、J-REIT投資戦略の有効
性について

○金子 拓也 (KDDI 総合研究所,

ICU), 木村 塁 (KDDI総合研究所),

美嶋 勇太朗 (KDDI総合研究所)

3．ハル・ホワイトモデルに対する
フォワード・スターティング・オプ
ション価格計算

畑宏明 (静岡大学), ○安田和弘 (法
政大学), 劉 念麟 (東京理科大学)

4．２重待ち行列モデルについての
１コメント

○岸本 一男 (東京理科大学)
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9月4日 09:00–10:20

　
E (K301)

[一般講演] 微分方程式
　 　
1．分布型の遅れをもつ微分方程式
の解の爆発について

石渡恵美子 (東京理科大学), ○石渡
哲哉 (芝浦工業大学), 中田 行彦 (島
根大学)

2．曲線短縮問題に現れる準線形放
物型偏微分方程式に対する爆発解の
漸近挙動に関する一考察

○穴田 浩一 (早稲田大学高等学院),

石渡 哲哉 (芝浦工業大学), 牛島 健
夫 (東京理科大学)

3．爆発解の漸近オーダーの推定法
ー Benford の法則の応用 ー

○小澤 一文 (秋田県立大学名誉教
授)

4．◎ドラッグ・デリバリー・システ
ムを表現するモデル方程式の時間大
域解の漸近的挙動

○岩崎 悟 (大阪大学)

　
F (K302)

[研究部会OS] 科学技術
計算と数値解析 (4)
　 　
1．◎枢軸選択付き QR分解を用い
た行列の低ランク近似アルゴリズム
の打ち切り誤差の解析

○河村 遼 (東京大学大学院情報理
工学系研究科コンピュータ科学専攻
須田研)

2．On the Limit cycle behavior

in Homothermal Maintenance of

Skunk cabbage

○ Erdenebaatar Turtogtokh

(Iwate University), Shuji Kawasaki

(Iwate University), Kikukatsu Ito

(Iwate University)

3．◎局所 Lyapunov 関数を用いた
ホモクリニック軌道の精度保証法

○新田 光輝 (電気通信大学), 山本
野人 (電気通信大学), 松江 要 (九州
大学)

　
G (K303)

[正会員 OS] FreeFEM
の開発と利用
　 　
1．接触角度を持つ自由表面問題の
有限要素解法と近似界面の Euler標
数の計算

○鈴木 厚 (大阪大学 サイバーメ
ディアセンター)

2．◎ A study of the toughness of

epoxy resins: phase field modeling

of fracture.

○ Xie Shuangquan (Tohoku Uni-

versity, AIMR), Nishura Yasumasa

(Tohoku University, AIMR),

Takaishi Takeshi (Musashino Uni-

versity), Agaki Kazuto (Tohoku

University, AIMR), Avalos Edgar

(Tohoku University, AIMR)

3．Stokes方程式の滑り境界値問題
に対する Crouzeix-Raviart 非適合
有限要素法について

○及川 一誠 (一橋大学大学院経営管
理研究科), 柏原 崇人 (東京大学大
学院数理科学研究科), 周 冠宇 (東
京理科大学)

4．FreeFEM を用いた数値シミュ
レーション教育の現状と課題

○中澤 嵩 (大阪大学MMDS)
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9月4日 10:30–11:50

　
A (K211)

[正会員OS] 皮膚の数理
科学を目指して
　 　
1．◎表皮構造の数理モデリング

○大野 航太 (北海道大学 電子科学
研究所), 小林 康明 (北海道大学 電
子科学研究所), 長山雅晴 (北海道大
学 電子科学研究所)

2．表皮内タイトジャンクション形
成の数理モデル

○小林 康明 (北大電子研), 後藤田
剛 (名古屋大多元数理), 長山 雅晴
(北大電子研)

3．数理モデルを利用したヒト培養
表皮モデルの高機能化

○熊本 淳一 (北海道大学 電子科学
研究所), 長山 雅晴 (北海道大学 電
子科学研究所), 傅田光洋 (株式会社
資生堂 グローバルイノベーション
センター)

4．Both spatial and temporal pat-

terns of sensory afferents activity

may explain the geometric percep-

tion in the fishbone tactile illusion

○仲谷 正史 (慶應義塾大学), 上坂
正晃 (北海道大学), 最上 紗也子 (慶
應義塾大学), 趙 子夏 (北海道大学),

須志田 隆道 (北海道大学), 北畑 裕
之 (千葉大学), 長山 雅晴 (北海道大
学)

　
B (K212)

[正会員OS] 数理資本主
義の時代
　 　
1．報告書『数理資本主義の時代』の
ご紹介

○守谷 学 (経産省)

2．企業と数学【招待講演】

○八丁地 園子 (津田塾大学)

3．パネル討論【40分】

○佐古 和恵 (NEC), 守谷 学 (経産
省), 八丁地園子 (津田塾大学), 若山
正人 (九州大学)

　
C (K213)

[研究部会OS] 計算の品
質 (2)
　 　
1．二重指数関数型数値積分公式の
理論誤差評価の改善

○岡山友昭 (広島市立大学),黒木治
世 (エネルギア・コミュニケーショ
ンズ)

2．Henon方程式の非対称解に対す
る精度保証付き数値計算

○浅井 大晴 (早稲田大学大学院 基
幹理工学研究科 数学応用数理専攻),

田中 一成 (早稲田大学 理工学術院
総合研究所 数理科学研究所), 大石
進一 (早稲田大学 理工学術院)

3．◎チェビシェフ級数を用いたタ
イムステッピングによる常微分方程
式系の精度保証付き数値解法

○舩越 康太 (筑波大学), 高安 亮紀
(筑波大学)

4．BBM方程式の高精度解法の比較

○安田 英典 (城西大学理学部)
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9月4日 10:30–11:50 9月4日 15:20–16:10 9月4日 16:20–17:10

　
D (K214)

[研究部会OS] 数理ファ
イナンス (3)
　 　
1．二項モデルにおける DPを用い
た期待効用とPFPPを用いた期待効
用の比較（II）

○佐藤 大地 (法政大学理工学研究
科), 安田 和弘 (法政大学)

2．◎ Option Price under Ex-

changeable Binomial Model

○千葉 優 (立命館大学大学院 理工
学研究科基礎理工学専攻), 赤堀 次
郎 (立命館大学), 琉 佳勲 (立命館大
学), 仙葉 雄基 (立命館大学)

3．◎二回積分型カーネル関数を用
いた偏微分方程式の数値解法につい
て II

○家田 雅志 (みずほ第一フィナン
シャルテクノロジー株式会社)

4．バリア・オプションのGreeksの
準解析的計算方法

○石谷 謙介 (首都大学東京)

　
数理科学研究科大講義室
総合講演 (1)
　 　
1．東京大学大学院数理科学研究科
社会連携講座「データサイエンスに
おける数学イノベーション」が目指
すもの

○中川 淳一 (東京大学大学院数理科
学研究科)

　
数理科学研究科大講義室
総合講演 (2)
　 　
1．離散的かつ非有限生成な全自己
同型群をもつ滑らかな射影代数 多
様体の一構成

○小木曽 啓示 (東京大学大学院数理
科学研究科)
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9月5日 09:00–10:20

　
A (K211)

[研究部会OS] 連続体力
学の数理 (1)
　 　
1．◎ space-time境界要素法による
1次元波動方程式の数値計算

○森理人 (京都大学), 新納和樹 (京
都大学), 西村 直志 (京都大学)

2．2次元波動方程式の種々の時間域
積分方程式による解法とその解の性
質について

福原美桜 (京大情報), 三澤亮太 (京
大工), 新納和樹 (京大情報), ○西村
直志 (京大情報)

3．ブロック反復法を用いたCharac-

teristic Basis Function Method に
関する一考察

○田中 泰 (京都大学大学院　情報
学研究科、三菱電機株式会社), 新納
和樹 (京都大学大学院　情報学研究
科), 西村直志 (京都大学大学院　情
報学研究科), 瀧川道生 (三菱電機株
式会社), 米田尚史 (三菱電機株式会
社), 宮下 裕章 (三菱電機株式会社)

4．非圧縮性 Navier–Stokes 方程式
に対する粒子法における安定化項の
考察

○井元 佑介 (京都大学高等研究院),

浅井 光輝 (九州大学大学院工学研究
院)

　
B (K212)

[正会員OS] 多倍長精度
浮動小数点演算の高速化
手法と応用 (1)
　 　
1．素粒子物理学における Feynman

積分の数値計算

○湯浅 富久子 (高エネルギー加速器
研究機構), 石川 正 (高エネルギー
加速器研究機構), 台坂 博 (一橋大
学), 中里 直人 (会津大学), de Don-

cker Elise (Western Michigan Uni-

versity)

2． 行列対数関数に対する二重指数
関数型公式における積分区間の設定
方法について

○立岡 文理 (名古屋大学), 曽我部
知広 (名古屋大学), 宮武 勇登 (大阪
大学), 張 紹良 (名古屋大学)

3．ユーザー側から見た多倍長精度
数値計算環境の現在【招待講演 40

分】

○幸谷 智紀 (静岡理工科大学)

　
C (K213)

[研究部会OS] 計算の品
質 (3)
　 　
1．On the approximation of eigen-

value problems associated with

partial differential equations: ex-

amples and counterexamples 【招
待講演 40分】

○ Boffi Daniele (Department of

Mathematics, University of Pavia)

2．ポアソン方程式の解の関数値に
関する事後誤差評価

○劉 雪峰 (新潟大学・大学院自然科
学研究科)

3．H1
0 射影誤差に対する 2次の誤差

評価の最良定数の包含方法について

○木下武彦 (九州大), 渡部善隆 (九
州大), 山本 野人 (電通大), 中尾 充
宏 (早稲田大)
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9月5日 09:00–10:20

　
D (K214)

[研究部会OS] 数理医学
　 　
1．ニワトリ胚中胚葉細胞集団の動
的な移動秩序形成

○田崎 創平 (特定国立研究開発法人
理化学研究所)

2．直鎖状ユビキチン鎖を足場とし
た免疫シグナル制御に関する数理モ
デル解析

○及川 大輔 (大阪市立大学大学院医
学研究科分子病態学)

3．T細胞における LUBACを介し
たNF-κB活性化機構の数理的解析

○畑中 尚也 (大阪大学数理・データ
科学教育研究センター)

4．ガン免疫の環境依存型モデル
EDMにおける局所消滅性に関する
評価

○道工 勇 (埼玉大学教育学部数学教
室)

　
E (K301)

[一般講演] 数理モデリン
グ (2)
　 　
1．ランダム二分木の分岐構造と中
心極限定理・大偏差原理

○山本 健 (琉球大学理学部)

2．漢字の形に関するベキ乗則につ
いて

太田 守洋 (琉球大学大学院理工学研
究科), ○山本 健 (琉球大学理学部)

3．◎ 1次元 3状態自由量子ウォー
クの 3つの基本性質について

○劉家欣 (愛媛大学), 黒田久泰 (愛
媛大学)

　
F (K302)

[研究部会OS] 科学技術
計算と数値解析 (5)
　 　
1．◎Lagrange力学におけるエネル
ギー保存数値解法の一般的記述につ
いて

○石川 歩惟 (神戸大学), 谷口 隆晴
(神戸大学, JST さきがけ)

2．◎ Hamilton系に対する SAV法

○剱持 智哉 (名古屋大学大学院工学
研究科)

3．◎動的境界条件を伴う Cahn-

Hilliard系に対する構造保存スキー
ムの解析について

○奥村 真善美 (大阪大学), 深尾 武
史 (京都教育大学), 降籏 大介 (大阪
大学), 吉川 周二 (大分大学)

4．◎再生核近似を用いた前進後退
確率微分方程式の数値解析

○田中 俊介 (東京工業大学情報理工
学院数理・計算科学系)
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9月5日 09:00–10:20 9月5日 10:30–11:50

　
G (K303)

[正会員OS] 非線形問題
のシミュレーションと可
視化 (1)
　 　
1．◎メッシュレス法における境界
条件の取り扱いが解析精度に及ぼす
影響

○藤田 宜久 (立命館大学), 伊東 拓
(日本大学), 生野 壮一郎 (東京工科
大学), 中村 浩章 (核融合科学研究
所), 仲田 晋 (立命館大学)

2．2 次元定常電磁波散乱問題への
Collocation EFGM-BEMの適用

○齋藤 歩 (山形大学大学院理工学研
究科), 高山彰優 (山形大学大学院理
工学研究科), 神谷淳 (山形大学大学
院理工学研究科)

3．Data driven derivation of par-

tial differential equations

○リュウ ウ (京都大学), 小山田 耕
二 (京都大学), 坂本 尚久 (神戸大
学), 水野 翔太 (京都大学)

　
A (K211)

[研究部会OS] 連続体力
学の数理 (2)
　 　
1．Mathematical analysis of reser-

voir computing

○本多 泰理 (東洋大学)

2．圧電体における表面波速度の摂
動

○田沼 一実 (群馬大学・理工学部),

中村 玄 (北海道大学・理学研究科),

Xiang Xu (Zhejiang University)

3．◎閉曲線上で定式化された
Kuramoto-Sivashinsky 方程式の
回転波の分岐

矢崎 成俊 (明治大学理工学部), 上
形 泰英 (明治大学大学院理工学研
究科), ○小林 俊介 (明治大学大学
院理工学研究科)

　
B (K212)

[正会員OS] 多倍長精度
浮動小数点演算の高速化
手法と応用 (2)
　 　
1．◎ Positの OpenCL移植による
津波シミュレーションの性能評価

○村上 雄樹 (会津大学), 河野 郁也
(会津大学), 中里 直人 (会津大学)

2．AVX-512IFMAを用いた多倍長
整数乗算の高速化

枝松 拓弥 (筑波大学), ○高橋 大介
(筑波大学)

3．尾崎スキームによる高精度かつ
再現性のある BLAS実装

○椋木 大地 (理化学研究所), 荻田
武史 (東京女子大学), 尾崎 克久 (芝
浦工業大学), 今村俊幸 (理化学研究
所)

4．多倍長精度浮動小数点回路によ
るパイプライン型アクセラレータの
性能評価

○中里直人 (会津大学), 台坂博 (一
橋大学), 石川正 (高エネルギー加速
器研究機構)
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9月5日 10:30–11:50

　
C (K213)

[研究部会OS] 計算の品
質 (4)
　 　
1．非線形遅延微分方程式の周期解
の精度保証

○大石 進一 (早稲田大学)

2．◎楕円型方程式の弱解に対する
正値性証明法

○田中 一成 (早稲田大学)

3．◎線形熱方程式の解と半離散近
似解との誤差評価の改善

○水口 信 (早稲田大学), 中尾 充宏
(早稲田大学),関根晃太 (東洋大学),

大石 進一 (早稲田大学)

4．空間 3次元Allen-Cahn方程式の
正値時間大域解に対する精度保証付
き数値計算法

○松嶋佑汰 (早稲田大学大学院), 田
中一成 (早稲田大学), 大石進一 (早
稲田大学)

　
D (K214)

[研究部会OS] 行列・固
有値問題の解法とその応
用 (1)
　 　
1．シフト付き LR 変換を与える
dLVs反復の収束性について

○植田旭 (京都大学), 岩崎雅史 (京
都府立大学), 中村 佳正 (京都大学)

2．◎離散相対論的戸田方程式が与
えるシフト付き LR変換について

○簑下 尚也 (京都府立大学), 岩崎
雅史 (京都府立大学), 山本 有作 (電
気通信大学)

3．一般内積における直交化のため
のMGS-HP法の誤差解析

○山本 有作 (電気通信大学), 今倉
暁 (筑波大学)

4．◎未知の行列とその複素共役転
置を同時に含む Sylvester方程式に
ついて

○佐竹 祐樹 (名古屋大学), 曽我部
知広 (名古屋大学), 剱持 智哉 (名古
屋大学), 張 紹良 (名古屋大学)

　
E (K301)

[一般講演] 数理モデリン
グ (3)
　 　
1．より詳細な感染症流行データ解
析に向けた、感受性の時系列変化に
よって引き起こされる感染症流行ダ
イナミクスの解析

○大森 亮介 (北海道大学), 中田 行
彦 (島根大学)

2．偏微分方程式のリミット・トー
ラス解に対する位相縮約法

○河村 洋史 (海洋研究開発機構)

3．◎２次元デイジーワールドモデ
ルにおける棲み分けパターン

○陰山 真矢 (関西学院大学), 八木
厚志 (大阪大学)

4．大域的かつ非対称局所的に相互
作用した双安定素子集団の超離散方
程式に基づく考察

○大森 祥輔 (早大理工), 山崎 義弘
(早大理工)
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9月5日 10:30–11:50 9月5日 13:30–14:50

　
F (K302)

[研究部会OS] 応用カオ
ス (2)
　 　
1．カオス尺度の拡張とその効果に
ついて

○井上 啓 (山陽小野田市立山口東京
理科大学工学部), 真尾朋行 (東芝情
報システム株式会社・京都大学大学
院情報学研究科), 奥富秀俊 (東芝情
報システム株式会社), 梅野健 (京都
大学大学院情報学研究科)

2．カオス力学系によるエントロ
ピーの変換公式とその相互情報量に
ついて

○梅野 健 (京都大学大学院情報学研
究科)

3．心拍間隔（RRI）データからの力
学系のアトラクタ再構成の試み

○真尾 朋行 (京都大学/東芝情報シ
ステム株式会社), 奥富秀俊 (東芝情
報システム株式会社), 梅野健 (京都
大学)

4．◎ Sturm-Liouville型微分方程式
からできる直交関数系をカオスの観
点から見る

○杉本 哲 (京都大学情報学研究科数
理工学専攻), 梅野健 (京都大学情報
学研究科数理工学専攻)

　
G (K303)

[正会員OS] 非線形問題
のシミュレーションと可
視化 (2)
　 　
1．◎置換トリチウムのベータ崩壊
によるポリエチレンの構造変化の粗
視化分子動力学シミュレーション

○ LI HAOLUN (京工繊大院工芸),

藤原 進 (京工繊大院工芸), 中村 浩
章 (核融合研、名大院工), 水口 朋子
(京工繊大院工芸)

2．アモルファス炭素壁への水素入
射の分子動力学シミュレーション

○澤田 拓弥 (名古屋大学), 中村 浩
章 (名古屋大学, 核融合研究所), 齋
藤 誠紀 (山形大学), 澤田 圭司 (信
州大学), 土生 柊 (名古屋大学)

3．◎軸対称高温超伝導膜内遮蔽電
流密度解析：等価回路法の適用

○山口 敬済 (総合研究大学院大学),

高山 彰優 (山形大学), 神谷 淳 (山
形大学), 大谷寛明 (総合研究大学院
大学)

4．超伝導リニア加速システムの数
値シミュレーション：ペレット入射
速度の高速化

○高山 彰優 (山形大学), 山口 敬済
(総合研究大学院大学), 齋藤 歩 (山
形大学), 神谷 淳 (山形大学)

　
A (K211)

[研究部会OS] 連続体力
学の数理 (3)
　 　
1．多孔質媒質中の乱流に対する k

とεの解軌道及びそれらの初期状態
依存性

○鈴木 岳人 (青学大理工)

2．流体構造連成を考慮した形状最
適化

○片峯 英次 (岐阜工業高等専門学
校), 豊場 亮太 (長岡技術科学大学
(学生)), 三宅 悠暉 (金沢大学 (学
生))

3．◎ A micromechanical simula-

tion of crack propagation in inho-

mogeneous composite solids

○ Alfat Sayahdin (Kanazawa

University), Kimura Masato

(Kanazawa University)

4．水素脆化効果を考慮したき裂進
展モデルの解析

○高石 武史 (武蔵野大学)
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9月5日 13:30–14:50

　
B (K212)

[正会員OS] 感染症の数
理モデル
　 　
1．年齢構造化SIRS感染症モデルの
解析

○大桑 健人 (東京大学数理科学研究
科), 稲葉寿 (東京大学数理科学研究
科), 國谷紀良 (神戸大学大学院シス
テム情報学研究科)

2．◎ Spread of mosquito borne

diseases and the effects of sexual

transmission on Zika Virus

○ Sasmal Sourav Kumar (Aoyama

Gakuin University)

3．異なる境界条件下での空間拡散
を伴う感染齢構造化 SIRモデルの解
析

Chekroun Abdennasser (University

of Tlemcen),○國谷紀良 (神戸大学
大学院システム情報学研究科)

4．免疫減衰をもつ感染症数理モデ
ルにおける周期流行

○中田 行彦 (島根大学), 大森 亮介
(北海道大学), Yang Liu (東北師範
大学)

　
C (K213)

[研究部会OS] 応用可積
分系 (1)
　 　
1．離散二次元戸田方程式によるタ
イリングの数え上げ

○上岡 修平 (京都大学)

2．Krawtchouk多項式で表せる op-

timal design

○飯田 明寛 (京都大学)

3．◎離散二次元戸田方程式を応用
した平面分割の解析

○伊藤 眞麻 (京都大学大学院情報学
研究科), 上岡修平 (京都大学大学院
情報学研究科)

4．◎離散Gray-Scottモデルの時空
パターンと平衡解の Turing不安定
性

○松家 敬介 (武蔵野大学)

　
D (K214)

[研究部会OS] 行列・固
有値問題の解法とその応
用 (2)
　 　
1．◎ブロック積型反復解法の近似
解精度劣化の原因解析と高精度化

○倉本 亮世 (筑波大学 システム情
報工学研究科), 多田野寛人 (筑波大
学 計算科学研究センター)

2．特異対称系での GMRES 法
と RRGMRES 法の数値検証と、
RRGMRES(m)法の収束定理

○杉原光太 (国立情報学研究所), 速
水 謙 (国立情報学研究所　総合研究
大学院大学)

3．空間座標の 2次までの多項式を
用いた deflated CG法の性能検討

○高谷 周平 (個人)

4．融合積和演算を利用した特異値
分解のための両側ヤコビ法の実装に
ついて

○荒木翔 (京都大学), 高田雅美 (奈
良女子大学), 木村 欣司 (福井大学),

中村 佳正 (京都大学)
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9月5日 13:30–14:50

　
E (K301)

[一般講演] 応用数理 (2)
　 　
1．◎深層ニューラルネットにおけ
る加算と結合のスキップ接続の対応

○長瀬 准平 (芝浦工業大学大学院理
工学研究科), 石渡哲哉 (芝浦工業大
学システム理工学部)

2．双対平坦多様体における自己双
対測地線に基づく双対葉層化

○熊谷 敦也 (日本大学商学部)

3．◎ Filippovの方法の特徴付けに
ついて

○須田 智晴 (京都大学大学院人間・
環境学研究科)

4．ルジャンドル陪関数の変形と応
用１３

○田川 昭夫 (なし)

　
F (K302)

[研究部会OS] 応用カオ
ス (3)
　 　
1．時間遅れフィードバック法を用
いた決定論的拡散の制御

○小林幹 (立正大学), 安東弘泰 (筑
波大学)

2．Stochastic bifurcation in a tur-

bulent swirling flow

○佐藤 譲

3．◎あるシンプレクティック写像
の Anosov性について

○大久保 健一 (京大情報), 梅野 健
(京大情報)

4．◎ Homoclinic bifurcation in

plane Couette flow

○ LUSTRO JULIUS RHOAN

(OSAKA UNIVERSITY)

　
G (K303)

[正会員OS] 非線形問題
のシミュレーションと可
視化 (3)
　 　
1．平板物体の3次元落下運動シミュ
レーション

○宮尻 拓 (立命館大学), 藤田 且久
(立命館大学), 仲田 晋 (立命館大学)

2．漸化式動的グループ化による
Block GWBiCGSTAB法の収束性・
近似解精度改善

○多田野 寛人 (筑波大学)

3．◎並列処理を前提とした通信回
避 Krylov部分空間解法の収束特性
と性能評価

○松元朗 (東京工科大学大学院), 藤
田 宜久 (立命館大学), 伊東 拓 (日
本大学), 阿部邦美 (岐阜聖徳学園大
学), 生野 壮一郎 (東京工科大学)
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9月5日 15:00–16:20

　
A (K211)

[研究部会OS] 離散シス
テム (1)
　 　
1．◎行列式の次数計算による重み
付き線形マトロイド交差アルゴリズ
ムについて

○古江 弘樹 (東京大学情報理工学系
研究科数理情報学専攻), 平井 広志
(東京大学情報理工学系研究科数理
情報学専攻)

2．◎スパイダーメトリック上での
r-gather クラスタリング問題に対す
る FPT アルゴリズムと NP 困難性

○隈部壮 (東京大学・理研 AIP),前
原 貴憲 (理研 AIP)

3．◎無制約XOS関数最大化に対す
る最適近似アルゴリズム

河瀬 康志 (東京工業大学), 小林 佑
輔 (京都大学), ○山口 勇太郎 (大阪
大学)

4．◎群ラベル制約付き最短路問題
に対する強多項式時間アルゴリズム

○山口 勇太郎 (大阪大学)

　
B (K212)

[研究部会OS] 機械学習
　 　
1．◎Barron評価を達成するニュー
ラルネットの構成法

○園田 翔 (理研 AIP)

2．識別問題に対する高次元ニュー
ラルネットの勾配降下法の大域収束
性と汎化性能解析

○二反田 篤史 (東京大学), 鈴木 大
慈 (東京大学)

3．機械学習を利用した結晶界面構
造決定と物性の予測

○溝口照康 (東大生研), 清原慎 (東
大生研), 大谷 龍剣 (東大生研)

4．パーシステントホモロジーと機
械学習の組み合わせによるデータ解
析

○大林 一平 (理化学研究所 AIP)

　
C (K213)

[研究部会OS] 応用可積
分系 (2)
　 　
1．ABS方程式系とガルニエ系から
の六角格子上の離散冪函数の導出

○梶原 健司 (九州大学), 中園 信孝
(東京農工大学), 増田 哲 (青山学院
大学), Joshi Nalini (シドニー大学)

2．ユークリッド幾何に基づく離散
対数型美的曲線の実装

井ノ口 順一 (筑波大学), ○梶原 健
司 (九州大学), 三浦 憲二郎 (静岡大
学)

3．糸のたわみ問題と離散ソボレフ
不等式の最良定数

○山岸弘幸 (都立高専), 永井敦 (津
田塾大)

4．ロジスティック不等間隔差分方
程式による欠損データ対処法

○佐藤 大輔 (NTTネットワーク基
盤技術研究所), 松村 龍太郎 (NTT

ネットワーク基盤技術研究所)
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9月5日 15:00–16:20

　
D (K214)

[研究部会OS] 行列・固
有値問題の解法とその応
用 (3)
　 　
1．分子動力学における共有結合ポ
テンシャル剛性行列の不定値性につ
いて

○鷲尾巧 (UT-Heart研究所/東京大
学), 久田 俊明 (UT-Heart研究所)

2．◎粒子法を使用した電子状態計
算

○廣野 史明 (法政大), 岩沢 美佐子
(法政大), 狩野 覚 (法政大), 善甫 康
成 (法政大)

3．遅延ピボットと内部反復改良を
用いた大規模疎行列の高精度直接法

○鈴木厚 (大阪大学サイバーメディ
アセンター)

4．動的モード分解のノイズ除去の
効果に対する統計解析

○相島 健助 (法政大学)

　
F (K302)

[一般講演] 応用数理 (3)
　 　
1．連結ピン組織構造に伝達長の小
さい関係を追加するモデル

○澤田 清 (流通科学大学)

2．有限離散確率分布族の指数型測
地線系の可積分性と平均化Hebb型
学習方程式への応用

○上野 嘉夫 (京都薬科大学)

3．◎ネットワーク最適化問題の双
対理論から導く min-plus 行列式の
別表現

○西田 優樹 (同志社大学大学院理工
学研究科), 渡邉扇之介 (小山工業高
等専門学校), 渡邊芳英 (同志社大学
理工学部)

4．◎双向臨界グラフの構成的特徴
付け

○喜多 奈々緒 (東京理科大学)

　
G (K303)

[正会員OS] 非線形問題
のシミュレーションと可
視化 (4)
　 　
1．陰関数曲面による発泡金属のソ
リッドモデル生成

○花岡 佑哉 (日本大学大学院生産工
学研究科), 伊東拓 (日本大学生産工
学部), 仲田晋 (立命館大学情報理工
学部), 渡辺圭子 (立命館大学理工学
部)

2．蛍光顕微鏡による DNA 画像の
ための画像処理技術の開発

○大谷 寛明 (核融合研、総研大), 松
元朗 (東京工科大), 生野壮一郎 (東
京工科大), 剣持貴弘 (同志社大), 中
村浩章 (核融合研、名大),波多野雄
治 (富山大), 藤原 進 (京都工繊大)

3．Visual Analytical System for

Analyzing State-Transition in Dy-

namical Systems

○WANG TING (京都大学大学院
　工学研究科), 夏川浩明 (京都大学
学術情報メーディアセンター), 小山
田 耕二 (京都大学学術情報メーディ
アセンター)

4．ヘリカル核融合炉における磁力
線の可視化

○胡 昆祁 (京都大学小山田研究室),

小山田 耕二 (京都大学), 大谷 寛明
(NIFS)
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9月5日 16:30–17:50

　
A (K211)

[研究部会OS] 離散シス
テム (2)
　 　
1．◎On pseudo-randomness of di-

graphs and ranking tournaments

○佐竹 翔平 (神戸大学 大学院シス
テム情報学研究科)

2．非正な曲率をもつ束と半束のク
ラスについて

○平井 広志 (東京大学)

3．ホッジランクを用いた選好意識
データからのネットワーク構築

○谷口隆晴 (神戸大学，JSTさきが
け), 小松 瑞果 (神戸大学)

　
B (K212)

[正会員 OS] FreeFEM
チュートリアル
　 　
1．FreeFEM講習会—変分不等式の
数値解法

○鈴木厚 (大阪大学サイバーメディ
アセンター),高石武史 (武蔵野大学)

　
C (K213)

[研究部会OS] 応用可積
分系 (3)
　 　
1．和型のmax-plus方程式の数理モ
デル

○高橋 大輔 (早稲田大学)

2．一般化離散BKP方程式から導か
れる混合ソリトン解について

○長井 秀友 (東海大学), 新澤 信彦
(西日本工業大学)

3．◎交通流を記述する非線型離散
モデルの構成とルール 184FuzzyCA

の超離散解析

○東 康平 (東京大学大学院数理科学
研究科), 薩摩順吉 (武蔵野大学工学
部数理工学科)

4．アフィン型ミューテーションの
可積分性について

○野邊 厚 (千葉大学), 松木平 淳太
(龍谷大学)
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D (K214)

[研究部会OS] 行列・固
有値問題の解法とその応
用 (4)
　 　
1．◎行列実数乗の計算に対する数
値積分法のための前処理について

○立岡 文理 (名古屋大学), 曽我部
知広 (名古屋大学), 剱持 智哉 (名古
屋大学), 張 紹良 (名古屋大学)

2．Fast validation for the Perron

pair of an irreducible nonnegative

matrix

○Miyajima Shinya (Iwate Univer-

sity)

3．有理関数の合成による伝達関数
の改良とそれに対応するフィルタの
構成について

○村上 弘 (首都大学東京)

　
F (K302)

[一般講演] 応用数理 (4)
　 　
1．確率微分方程式の弱い近似で使
用される近似正規確率変数について

○齊藤 善弘 (岐阜聖徳学園大学経済
情報学部), 中島貴志 (岐阜聖徳学園
大学大学院M2)

2．◎辞書式順序におけるブーリア
ングレブナー基底の再帰生成アルゴ
リズム

○佐川 嘉信 (芝浦工業大学大学院理
工学研究科), 井戸川知之 (芝浦工業
大学システム理工学部)

3．境界フィードバックループに無
駄時間要素を含む 1階双曲型システ
ムの安定性解析

○佐野 英樹 (神戸大学)

4．Convergence analysis of inner-

iteration preconditioned GMRES

method for least squares problems

○ Liao Zeyu (総合研究大学院大学
複合科学研究科 情報学専攻), 速水
謙 (国立情報学研究所/総合研究大学
院大学 複合科学研究科 情報学専攻)
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ポスター講演
• 地盤材料を対象にした 3次元 SPHプログラムのエネルギー保存の検討
○野中 沙樹 (神戸大学), 大石 哲 (神戸大学)

• 個人毎に最適な脳波二値化条件の抽出
○永井 亮祐 (同志社大学大学院)

• 標準化レーベンシュタイン距離法を用いたアミノ酸置換スコア行列である BLOSUMの改良と応用
○金城 和輝 (同志社大学院), 小泉 範子 (同志社大学院), 伊藤 利明 (同志社大学院)

• 自動運転車の特徴を考慮したセルオートマトンモデル
○松永 玲香 (お茶の水女子大学 人間文化創成科学研究科), 友枝 明保 (武蔵野大学 工学部 数理工学科), 西成 活裕
(東京大学 先端科学技術研究センター)

• ファッションコーディネート選択と集合特徴量
○長瀬 准平 (芝浦工業大学大学院理工学研究科/ZOZO Research), 斎藤 侑輝 (ZOZO Research), 中村 拓磨 (ZOZO

Research), 石渡 哲哉 (芝浦工業大学システム理工学部)

• 河川における生物ダイナミックスの管理方針に関わる確率過程モデリング：斐伊川の事例
○吉岡 秀和 (島根大学), 辻村 元男 (同志社大学), 八重樫 優太 (京都大学), 吉岡 有美 (島根大学), 濱上 邦彦 (岩手
大学)

• 指定相対精度での行列対数関数の計算法
○中村 真輔 (秋田県立大学)

• コウイカ類の筋収縮によるパターン形成のための数理モデル
○深田 英吾 (島根大学大学院自然科学研究科), 水野 佳奈 (島根大学大学院総合理工学研究科), 岩本 真裕子 (島根
大学学術研究院理工学系)

• 旬の青果物を美しく包むオリガミマジック！
○阿部 綾 (明治大学), 寺田 耕輔 (明星大学), 崎谷 明恵 (明治大学), 萩原 一郎 (明治大学)

• 美しく折畳めスプリングバックしないペットボトルの開発
○楊 陽 (明治大学), 陳 暁詩 (明治大学), 奈良 知恵 (明治大学), 萩原 一郎 (明治大学)

• 粘着円充填の斜列構造の分岐
○牧田 渉 (龍谷大学), 山岸 義和 (龍谷大学), 須志田 隆道 (サレジオ工業高等専門学校)

• 二種類の移動確率を持つ完全非対称単純排他過程における移動確率の差の影響に関する研究
○川口 りほ (東京大学), 柳澤 大地 (東京大学), 西成 活裕 (東京大学)

40



• 3値 3近傍 CAのファジー化と 1次保存則を満たすルールの数え上げ
○小西 沙織 (同志社大学大学院理工学研究科), 坂本 崇真 (同志社大学理工学部), 山﨑 功貴 (同志社大学理工学部),

西田 優樹 (同志社大学大学院理工学研究科), 渡邊 芳英 (同志社大学理工学部)

• 数点における観測値に基づく双極子波源の代数的推定法
○大江 貴司 (岡山理科大学理学部), 横山 美沙 (株式会社エス・ユー・エス)

• ピーク近傍の流行動態を用いた年令別定点報の捕捉率の推定
○斎藤 正也 (統計数理研究所), 西浦 博 (北海道大学)

• 非自励な dLVs系から導かれる“加速型”箱玉系
○関口 真基 (東京都立荻窪高等学校), 岡 来美 (京都府立大学生命環境学部), 岩崎 雅史 (京都府立大学生命環境学
部), 石渡 恵美子 (東京理科大学理学部応用数学科)

• タイムラグを考慮した離散ロトカ・ボルテラ系とその固有値計算への応用
○岡 来美 (京都府立大学生命環境学部), 関口 真基 (東京都立荻窪高等学校), 岩崎 雅史 (京都府立大学生命環境学
部), 石渡 恵美子 (東京理科大学理学部応用数学科)

• ブロック赤黒順序付け緩和MILU(0)前処理法の GPU向け高速化
○塩谷 明美 (電気通信大学), 山本 有作 (電気通信大学)

• 重力崩壊における Einstein方程式の数値安定性と CAF

○浦川 遼介 (早稲田大学), 米田 元 (早稲田大学)

• 賃貸物件の価格設定に関する数理モデル
○土屋 拓也 (八戸工業大学), 西尾 洸毅 (八戸工業大学)

• 産業情報の収集および分析に基づく産業支援サイトの構築～城陽市の発展に向けて～
○村澤 直毅 (東京急行電鉄株式会社), 新庄 雅斗 (同志社大学), 岩崎 雅史 (京都府立大学)

• 自己駆動粒子系の集団運動の制御
○市川 直人 (島根大学大学院自然科学研究科), 岩本 真裕子 (島根大学学術研究院理工学系), 上山 大信 (武蔵野大
学工学部), 加納 剛史 (東北大学電気通信研究所), 山田 恭史 (広島大学大学院統合生命科学研究所)

• 倍精度数による 4倍精度・8倍精度数の演算ライブラリの開発
○平山 弘 (神奈川工科大学)

• 四辺形分割を用いた動く立体の構成手法
○宮嶌 祐生 (東京大学), 舘 知宏 (東京大学)

• Time series motif discovery in matrix profiles via low-rank approximation

○保國 惠一 (筑波大学)
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µ = 0, . . . , 3ʹରͯ͠ɺ

(a) ξ1,µ ← (αx
i,µ)

2, ξ2,µ ← αx
i,µξ1,µ, ξ3,µ ←

Ai,µαx
i,µ,

Ai+1,µ ← −(9Ai,µ + 30ξ1,µ),

Bi+1,µ ← −(70ξ2,µ+42ξ3,µ+27Bi,µ),

(b) τµ ← −6(3ξ1,µ +Ai,µ),

σµ ← −6(15ξ2,µ + 11ξ3,µ + 9Bi,µ),

ζµ ←
√
σ2µ + τ3µ,

uµ ← 3
√
−σµ + ζµ, vµ ← −τµ/uµ,

αx
i+1,µ ← αx

i,µ + uµ + vµ

Λ͢ࢉܭΔɻ͠ɺαx
i+1,µ͕ Fp4 ʹೖΒ

ͳ͍ͳΒ false Λग़ྗ͢Δɻ
4) Ҏ্ͷखॱͰ false ͱग़ྗ͞Εͳ͔ͬͨ
Β true Λग़ྗ͢Δɻ

3 ൺֱྔࢉܭ

jෆมྔͱϞδϡϥʔଟ߲ࣜΛ༻͍ͨطଘ࠷
ͷΞϧΰϦζϜͰ͋Δ Sutherlandͷಛҟ
ੑఆ๏ͱɺ2ͷΈΛ༻͍ͨఏҊ๏ͱͷ
ɺεςοϓ4Ͱɺmʹڞɻ͏ߦൺֱΛྔࢉܭ =

⌊log2 p⌋ + 1ճ܁Γฦ͞ΕΔ։ฏԋࢉΛؚΉܭ
ଟ͘ඞཁͱͳΔͱ͕ؒ࣌͜ࢉܭ࠷աఔ͕ɺࢉ
ΖͰ͋ΔɻͦΕΛجຊաఔͱݺͿ͜ͱʹͯ͠ɺ
ͦͷجຊաఔͰඞཁͱ͞ΕΔ Fp2ԋࢉΛɺද
1ʹ·ͱΊΔɻզʑͷఏҊ๏Ͱɺجຊաఔʹ
͓͍ͯඞཁͳ Fp2 ࢉճ͕ 6ճগͳ͍ɻ

Fp2 ԋࢉ ࢉ ։ฏ ఆഒ
Sutherland [1] 9 3 15

2-ಉछࣸ૾ʹ
ఏҊ๏ͮ͘ج

3 3 –

ද 1. ຊաఔͰඞཁͱ͞ΕΔج Fp2 ԋࢉ

4 ΑΔධՁʹݧ࣮ػࢉܭ

bΛϏοτͱ͢Δɻද 2 ͷ֤Ϗοτʹର
ͯ͠ɺ p ∈ [2b−1, 2b] ͷத͔ΒϥϯμϜʹ 5ͭ
ͷૉΛબΜͩɻ·ͨɺ֤ pʹରͯ͠ Fp2 ্ͷ
ಛҟପԁۂઢΛ ੜ͠ɺͦΕΒͷಛݸ100

ҟੑఆͷฏۉΛMagmaΛ༻͍ͯͬܭ
ͨɻͦΕΒͷಛҟପԁۂઢɺىͱͳΔ
ಛҟପԁۂઢ͔Β 2-ಉछࣸ૾ྻࢉܭΛ༻͍ͯϥ
ϯμϜʹੜ͞ΕͨͷͰ͋ΔɻىͱͳΔ
ಛҟପԁۂઢɺMagma ͷ SupersingularEl-

lipticCurve function Λ༻͍ͯੜ͍ͯ͠Δɻ
·ͨɺMagma ͷڥػࢉܭ Magma V2.23-

10 on 2.10 GHz Intel Xero Skylake Gold 6130

Processor Ͱ͋Δɻ

ද 2. Performance result (CPU times in milliseconds)

b ଘΞϧΰϦζϜط ఏҊΞϧΰϦζϜ
64 137 104

128 732 631

192 1676 1425

256 2430 2120

320 5150 4100

384 5711 4721

448 8434 7066

512 12865 10472

576 17153 14633

640 25735 21578

704 37302 31370

768 42132 36132

832 47533 39007

896 71306 53930

960 77907 68208

1024 121396 103023

ݙจߟࢀ
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ಉछࣸ૾ʹର͢Δతٻղ๏ͷղੳͱྔࢉܭධՁ
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1࢜௨ڀݚॴɼ2ਆߴۀཱࢢށઐֶߍɼ3भେֶɼ4ཱڭେֶ
e-mail : m-kudo@kobe-kosen.ac.jp (౻)

1 Introduction

ಉछࣸ૾҉߸ͱɼପԁۂઢؒͷಉछࣸ૾ܭ
ࣜํ߸Λஔ͘҉ڌੑʹ҆શੑͷࠜࠔͷࢉ
Ͱ͋Γɼྔ҉ࢠ߸ީิͱͯ͠ظ͞Ε͍ͯΔɽ
ʹɼ2011ࡍ࣮ JaoΒ͕ಉछࣸ૾ϕʔεͷ҉
߸ํࣜΛఏҊ͠ɼ2017ʹ JaoΒͷํࣜ
Λަݤͨ͠ʹجΞϧΰϦζϜ SIKE͕ྔࢠ
҉߸ީิͱͯ͠NISTʹఏग़͞Εͨɽ
ҎԼɼqΛحૉ pͷႈͱ͠ɼ༗ݶମ Fq ্ͷ

ପԁۂઢ E ͷ j ෆมྔɼFq ༗ཧͷͳ͢܈ͱ
ͦͷҐΛɼͦΕͧΕ j(E)ɼE(Fq)ɼ#E(Fq)

ͱද͢ɽ࣍ͷ 1Ұൠಉछࣸ૾ (Gen-

eral Isogeny Problem) [1] ͱݺΕɼಉछ
ͱͯ͠ΒΕΔɿࣜܗͷඪ४తͳࢉܭ૾ࣸ

 1 ༩͑ΒΕͨ jɼ̃ȷ ∈ Fq ʹରͯ͠ɼj(E) =

jɼj(Ẽ) = ȷ̃ɼ#E(Fq) = #Ẽ(Fq) Λຬͨ͢ಉ
छͳ Fq ্ͷପԁۂઢ EɼẼ ͓Αͼಉछࣸ૾
φ : E → Ẽ ΛͤࢉܭΑɽ

͜͜Ͱ Fq ্ͷପԁۂઢ EɼẼ ͕ಉछͰ͋Δ
͜ͱɼ#E(Fq) = #Ẽ(Fq) ʹಉͰ͋Δɽ
 1 ʹछʑͷ variant ͕͋Γɼ͜Ε·Ͱ

༷ʑͳղಡΞϧΰϦζϜ͕ఏҊ͞Ε͖ͯͨɽߟ
͑Δପԁۂઢ͕௨ৗ (ordinary)Ͱ͋Δ߹ʹ
ɼྔػࢉܭࢠΛ༻͍ͨΞϧΰϦζϜͰ४ࢦ
ͷͷ͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔɽҰํͰɼྔࢉܭؒ࣌
ಛҟ (supersingular) ପԁۂઢʹରͯ͠
ܭؒ࣌ࢦΑΔΞϧΰϦζϜͰʹػࢉܭࢠྔ
Ͱ͋ΔͨΊɼSIKEͳͲʹ͓͍ͯಛҟྔࢉ
ପԁۂઢ͕ύϥϝʔλͱͯ͠ར༻͞Ε͍ͯΔɽ
ຊڀݚͰ 1ͷ variant ͱͯ͠ɼಉछࣸ

૾ϋογϡؔ [2]  SIDH ༗ڞݤ [3]ͷ҆શ
ੑͱؔ࿈ੑ͕ਂ͍ Supersingular Isogeny

Graph Path-Finding Problem ͱݺΕΔ
ͷ࣍ 2 ʹண͠ɼݹయػࢉܭʹΑΔղಡ
ख๏ʹ͍ͭͯ͢ߟΔɿ

 2 ૉح ℓ0 Λݻఆ͠ɼℓ Λ ℓ0 ͷႈͱ͢
Δɽ༩͑ΒΕͨ jɼ̃ȷ ∈ Fp2 ʹରͯ͠ɼj(E) = jɼ
j(Ẽ) = ȷ̃ɼ#E(Fq) = #Ẽ(Fq) Λຬͨ͢ ℓ ಉ
छͳಛҟପԁۂઢ EɼẼ ͓Αͼ࣍ ℓ ͷಉ
छࣸ૾ φ : E → Ẽ ΛͤࢉܭΑɽ

͜͜Ͱಉछࣸ૾ φ : E → Ẽ ͕࣍ ℓ Ͱ͋Δͱ
ɼ܈ͱͯ͠ Ker(φ) ∼= Z/ℓZ ͱͳΔͱ͖Λ͍
͏ɽ·ͨɼ࣍ ℓ ͷಉछࣸ૾ φ : E → Ẽ ͕ଘ
Δͱ͖ɼE͢ࡏ ͱ Ẽ  ℓ ಉछͰ͋Δͱ͍͏ɽ
 2 ʹର͢ΔҰൠతղ๏ͱͯ͠ɼিಥ

୳ࡧ๏ (Meet-in-the-middle approach) [4] ͱ
ྔࢉܭΑΔʹػࢉܭయݹΕΔͷ͕͋Γɼݺ
 Õ(

√
ℓ) ͱͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ͜Εʹ

ର͠ڮߴΒ SCIS2019ʹ͓͍ͯతٻղΞ
ϧΰϦζϜ [5] ΛఏҊ͠ɼ͕࣍খ͍͞ႈͷಉ
छࣸ૾ʹରͯ͠ɼিಥ୳ࡧ๏ΑΓߴͰ
͋Δ͜ͱΛ࣮ݧతʹࣔͨ͠ɽ͔͠͠ͳ͕ΒɼF4

ΞϧΰϦζϜʹΑΔ Gröbner ͳͲΛࢉܭఈج
༻͍͍ͯΔ͜ͱ͔ΒɼͦͷྔࢉܭධՁ͕ࠔͰ
͋ͬͨɽͦ͜ͰຊڀݚͰɼڮߴΒͷٻղ๏ʹ
͢ʹͳͲΛ໌Β͔ߏΕΔΠσΞϧͷݱ͍͓ͯ
Δ͜ͱͰɼۙྔࢉܭΛີݫʹධՁ͢Δͱͱ
ʹɼظޙࠓͰ͖ΔߴԽʹ͍ͭͯ͢ߟΔɽ

2 ΒͷతΞϧΰϦζϜͷ֓ཁڮߴ

Β͕ڮߴ SCIS2019ʹ͓͍ͯఏҊͨ͠త
ղख๏ٻ [5] ʹ࣍ͷೋछྨ͕͋Γɼ྆ऀͱ
ʹ 2 Λ༗ݶମ্ͷํఔࣜܥͷٻղʹ
ணͤ͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɿؼ

ख๏ 1 ପԁۂઢͷϞδϡϥʔଟ߲ࣜΛར༻ɽ
ख๏ 2 ಉछࣸ૾ͷ֩ଟ߲ࣜΛར༻ɽ

Ռ݁ݧΒͷ࣮ڮߴ [5]ʹ͓͍ͯɼℓ = 3eͰ e ≤ 4

ͷͱ͖ʹख๏ 2িಥ୳ࡧ๏ΑΓߴͰ͋Δ͜
ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɽ͔͠͠ͳ͕Β྆ख๏Ͱɼ
ํఔࣜܥͷٻղͷͨΊͷ Gröbner ࢉܭఈج
ʹ͓͍ͯɼࢉܭγεςϜ Magma ͷ F4 ࣮
ΛϒϥοΫϘοΫεతʹ༻͍͓ͯΓɼ࣮݁ݧ
ՌͷΈ͔ΒۙྔࢉܭΛਖ਼֬ʹਪଌ͢Δ͜ͱ
Ͱ͋ͬͨɽಛʹख๏ࠔ 1ʹؔͯ͠ɼ3અͰड़
ΔΑ͏ʹ࣮ࡍʹ F4 ΞϧΰϦζϜΛ༻͍Δ
ඞཁͳ͘ɼ͞ΒͳΔߴԽվྑ͕ՄͰ͋Δɽ
ຊ༧ߘͰख๏ 1ʹண͠ɼҎԼʹ·ͣͦͷ

ΊΔٻͷ֓ཁΛड़Δɽࢉܭ ℓ ಉछࣸ૾ φ :

E → Ẽ Λɼe ͷݸ ℓ0 ಉछࣸ૾ͷྻ

E0
φ1−−−−→ E1

φ2−−−−→ · · · φe−−−−→ Ee
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ʹղ͠ɼ֤ପԁۂઢ Ek (1 ≤ k ≤ e − 1) ͷ
j ෆมྔ jk ΛมͱΈͯɼΦℓ(jk−1, jk) = 0

(1 ≤ k ≤ e) Ͱఆٛ͞ΕΔํఔࣜܥΛ Fq

্Ͱٻղ͢Δɽ͜͜ͰɼE0 := EɼEe := Ẽɼ
j0 := j = j(E) ͱ je := ȷ̃ = j(Ẽ) Ͱ͋Γɼ
Φℓ0(X,Y ) ∈ Z[X,Y ] Ϟδϡϥʔଟ߲ࣜͱݺ
ΕΔɽಛʹ e ۮ͕ e = 2e0 ͷͱ͖ɼ্ه
ͷํఔࣜܥมͷগͳ͍ೋͭͷํఔࣜܥʹ
ׂՄͰ͋Γʢೋ๏ͱݺͿʣɼGröbner ఈج
ΛٻΊΔ͜ͱͰٻղͰ͖Δɽ

3 ख๏ 1ͷ۩ମతํࢉܭ๏ͱྔࢉܭධՁ

ख๏ 1ͷ Gröbner ͍͓ͯʹࢉܭఈج F4 Ξ
ϧΰϦζϜΛ༻͍Δ߹ɼͦͷྔࢉܭΛਖ਼֬ʹ
ͷ࣍ΕΔଟ߲ࣜͷݱʹதࢉܭΔʹɼੵݟ
ΊٻΛ࣍େɼ·ͨɼΠσΞϧͷਖ਼ଇੑ࠷
Δඞཁ͕͋Δɽ͔͠͠ɼ͜ΕΒͷࢦྔࢉܭඪΛ
ೖྗଟ߲ࣜͷΈ͔ΒີݫʹධՁ͢Δํ๏࣌ݱ
ͰΒΕ͍ͯͳ͍ɽͦ͜ͰຊڀݚͰɼख
๏ 1ͷํఔࣜܥΛఆΊΔΠσΞϧͷతੑ࣭
Λར༻͢Δ͜ͱͰɼF4 ΞϧΰϦζϜͷ༻Λ
ආ͚ͨํఔࣜٻܥղํ๏Λ໌ࣔతʹ༩͑Δ
ͱͱʹɼͦͷۙྔࢉܭΛີݫʹධՁ͢Δɽ
ҎԼͰ؆୯ͷͨΊɼe  2 ႈͱ͠ɼe0 =

e/2ɼℓ′ := ℓe00 =
√
ℓ ͱ͢Δɽख๏ 1Ͱɼj

ͱ ȷ̃ ͔Β je0 ΛٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Εɼʮj ͱ
je0 ͔Β je0/2 (resp. je0 ͱ ȷ̃ ͔Β j3e0/2) Λ
ΊΔʯͱ͍͏ύϥϝʔλͷখ͍͞ͱٻ
ׂͰ͖Δɽ͜ͷͨΊɼj ͱ ȷ̃ ͔Β je0 ΛٻΊ
ΔྔࢉܭΛධՁ͢ΕेͰ͋Δ͜ͱʹҙ͢
ΔɽҎԼ jk (1 ≤ k ≤ e − 1) ΛมͱΈͳ͠ɼ
hk := Φℓ0(jk−1, jk) (1 ≤ k ≤ e) ͱ͢Δɽ͜ͷ
ͱ͖ɼ͕࣍Γཱͭɿ

• ΠσΞϧ I (resp. Ĩ) ͷ je0 ʹؔ͢Δ࠷
খଟ߲ࣜΛ g (resp. g̃) ͱ͢Δͱ͖ɼEe0

ͷ j ෆมྔ g ͱ g̃ ͷڞ௨ࠜͰ͋Δɽ

͜͜Ͱ

I := ⟨h1, . . . , he0⟩ ⊂ Fq[j1, . . . , je0 ],

Ĩ := ⟨he0+1, . . . , he⟩ ⊂ Fq[je0 , . . . , je−1]

Ͱ͋Γɼg (resp. g̃)  I ∩ Fq[je0 ] = ⟨g⟩ (resp.
Ĩ ∩Fq[je0 ] = ⟨g̃⟩) Λຬͨ͢ɽैͬͯɼj ͱ ȷ̃ ͔
Β je0 ΛٻΊΔʹɼ࣍ͷࢉܭΛ͑ߦΑ͍ɿ

(1) খଟ߲ࣜ࠷ g (resp. g̃) ΛٻΊΔࢉܭɽ
(2) g ͱ g̃ ͷ GCD ΛٻΊΔࢉܭɽ

͞Βʹɼh1, . . . , he0 (resp. he0+1, . . . , he) je0 ≻
· · · ≻ j2 ≻ j1 (resp. je0 ≻ · · · ≻ je−2 ≻ je−1)

ͳΔࣙॻࣜॱংʹؔͯ͠طʹ Gröbner ఈͱج
ͳ͓ͬͯΓɼ(1) Ͱ F4 ΞϧΰϦζϜͳͲʹ
ΑΔ Gröbner ඞཁͳ͍ɽ͏ߦΛࢉܭఈج
(1) ͷํࢉܭ๏ͱͯ͠ɼFGLM ɼఈมج

je0 ʹؔ͢Δਖ਼ࢉܭܗنͷར༻ɼஞ࣍ GCD ܭ
ͦྔࢉܭΒΕɼ͜ΕΒͷ͑ߟ͕ͭࡾར༻ͷࢉ
ΕͧΕ Õ(eℓ

3
2 )ɼÕ(ℓ

3
2 )ɼÕ(ℓ)ͱධՁͰ͖Δɽ·

ͨɼ(2) ͷྔࢉܭ Õ(ℓ
2
e ) Ͱ͋Γɼैͬͯ (1)

Ͱஞ࣍GCDࢉܭΛద༻͢Δ߹ʹ͓͚Δख๏
1શମͷྔࢉܭ Õ(ℓ) ͱͳΔɽݱঢ়Ͱিಥ
୳ࡧ๏ͷ Õ(

√
ℓ) ʹٴͳ͍͕ɼ࣮ݧతʹ

e ≤ 10 ʹ͓͍ͯख๏ 2ͱিಥ୳ࡧ๏ͷํΑ
Γߴʹ͢ࢉܭΔ͜ͱʹޭ͍ͯ͠Δɽ·ͨɼ
๏ʹΑΔվྑͷ࣮ࡾԋʹ͓͍ͯհ༧ఆͷߨ
ʹԽվྑʹΑΓɼ͞ΒߴͷޙࠓՌͰɼ݁ݧ
େ͖ͳ e ʹରͯ͠িಥ୳ࡧ๏ʹඖఢ͢ΔՄ
ੑ͕ࣔࠦ͞Ε͍ͯΔɽ
ԋͰɼ(1)ɼ(2)ߨ ͷྔࢉܭධՁͷৄࡉख

๏ 2ͷྔࢉܭɼࡾ๏ΛؚΉ࣮݁ݧՌɼ͓Αͼɼ
௨ݟԽͷߴͰ͖ΔظޙࠓͳΔվྑʹΑΓߋ
͠ʹ͍ͭͯઆ໌͢Δ༧ఆͰ͋Δɽ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 19K22847ͷॿ
Λड͚ͨͷͰ͢ɽ
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1 എܠ

ಉछࣸ૾҉߸CSIDHྔ҉ࢠ߸ͷީิͷ
ҰͭͰ͋Γɼ2018ʹCastryckΒʹΑͬͯఏ
Ҋ͞Εͨ [1]ɽCSIDHಛҟପԁۂઢͷಉܕ
ྨʹର͢ΔΠσΞϧྨ܈ͷࣗ༝ͰਪҠతͳ࡞༻
ʹΑΓߏ͞ΕΔɽΠσΞϧྨ܈ͷ࡞༻ͷࢉܭ
ʹɼಉछࣸ૾ͷ֩ͱͯ͠ɼker (πp − 1)͘͠
 ker (πp + 1)ʹؚ·ΕΔ͕ඞཁͱͳΔɽ͜
͜Ͱɼπp  p-Frobeniusࣸ૾Ͱ͋ΔɽCSIDH

ͰɼMontgomeryۂઢʹ͓͍ͯ x࠲ඪ͕ૉମ
ʹؚ·ΕΔΛ͑ߟΔ͜ͱʹΑͬͯɼ҉߸ԋࢉ
Λૉମ্ͷࢉܭͷΈͰ࣮͍ͯ͠ݱΔɽҰํɼପ
ԁۂઢ҉߸ͷߴԽͰར༻͞ΕΔ Edwardsۂ
ઢʹ͓͍ͯɼw࠲ඪͱ͍͏࠲ඪΛ͑ߟΔ͜ͱ
Ͱߴͳԋߦ࣮͕ࢉͰ͖Δ͕ɼw࠲ඪ͕ૉମʹ
ؚ·ΕΔʹ େମ্Ͱఆٛ͞ΕΔ֦࣍4
·Ͱؚ·Ε͓ͯΓɼͦͷද͔ࣔΒಉछࣸ૾ͷ֩
ͱͳΔΛૉମ্ͷԋࢉͷΈͰಘΔ͜ͱࣗ໌
Ͱͳ͍ɽຊߨԋͰɼEdwardsۂઢΛ༻͍ͨ
CSIDHΛૉମ্ͷԋ͚ͩࢉͰ࣮͢ݱΔํ๏ʹ
͍ͭͯड़Δɽ

2 ४උ

2.1 ಉछࣸ૾

KΛମͱ͢ΔɽEΛK্ఆٛ͞ΕͨΒ͔
ͳछ 1ͷۂઢɼOΛE(K)ʹؚ·ΕΔE

ͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ (E,O)ΛK্ఆٛ
͞Εͨପԁۂઢͱఆٛ͢Δɽ؆୯ͷͨΊɼҎ߱
Oলུ͢ΔɽପԁۂઢEʹOΛ୯Ґݩͱ
͢ΔՄ܈ͷߏΛೖΕΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
EɼF ΛK্ఆٛ͞Εͨପԁۂઢͱ͢ΔɽL

ΛK ͷ֦େମͱ͢ΔɽL্ఆٛ͞Εͨఆ
ࣸ૾Ͱͳ͍༗ཧࣸ૾ φ : E → F ͷ४ಉ܈͕
ͳ͍ͬͯΔͱ͖ɼφΛL্ఆٛ͞Εͨಉछʹܕ
ࣸ૾ͱݺͿɽφ͕Ͱɼ#kerφ = ℓͷͱ͖ɼ
φΛ ℓ-ಉछࣸ૾ͱݺͿɽ
GΛEͷ༗ݶ෦܈ͱ͢Δͱ͖ɼkerφ = G

ͱͳΔͳಉछࣸ૾ φ : E → F ͕ଘ͢ࡏΔɽ
͜ͷͱ͖ɼF ಉܕΛআ͍ͯҰҙʹఆ·Γɼͦ
ͷදݩΛE/Gͱද͢ɽ·ͨɼGͷΛ͏
͜ͱͰ φΛ࣮͢ࢉܭʹࡍΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

2.2 Montgomeryۂઢ

-ઢEM,aΛMontۂͷࣜͰఆٛ͞ΕΔପԁ࣍

gomeryۂઢͱݺͿɽ

Y 2Z = X3 + aX2Z +XZ2 (a2 − 4 ̸= 0).

 P = (X : Y : Z)ͷ x࠲ඪΛ x(P ) = X/Zɼ
y࠲ඪΛ y(P ) = Y/ZɼࣹӨx࠲ඪxΛx(P ) =

(X : Z)ʹΑΓఆΊΔɽMontgomeryۂઢ্ͷ
ɼࣹӨࢉܭɼಉछࣸ૾ͷࢉԋ܈ x࠲ඪΛ͏
͜ͱͰޮతʹ͑ߦΔɽ

2.3 Edwardsۂઢ

ઢEdΛEdwardsۂͷࣜͰఆٛ͞ΕΔପԁ࣍

Ϳɽݺઢͱۂ

X2 + Y 2 = Z2 + dT 2, XY = ZT (d ̸= 0, 1).

Edͷ୯ҐݩΛ 0dͱද͢ɽ P = (X : Y : Z :

T )ͷw࠲ඪΛw(P ) = dT 2

Z2 ɼࣹӨw࠲ඪwΛ
w(P ) = (dT 2 : Z2)ʹΑΓఆΊΔɽEdwardsۂ
ઢ্ͷ܈ԋࢉɼಉछࣸ૾ͷࢉܭɼࣹӨw࠲ඪ
Λ͜͏ͱͰޮతʹ͑ߦΔ [2, 3]ɽ

2.4 CSIDH

͜ͷখઅͰCSIDHͷϓϩτίϧΛઆ໌͢
Δɽ࠷ॳʹɼCSIDHʹ͓͍ͯॏཁͳఆཧͷओ
ுΛड़Δɽ

ఆཧ 1 OΛڏೋ࣍ମͷͱ͠ɼEΛFp্ఆ
ٛ͞Εͨପԁۂઢͱ͢ΔɽEℓℓp(O)ΛFp-ࣗݾ४
ಉ͕ܕOͱಉܕʹͳΔପԁۂઢͷFp-ಉྨܕ
ͷू߹ͱ͢ΔɽEℓℓp(O)͕ಛҟପԁۂઢͷFp-

ಉྨܕΛؚΉͷͳΒɼΠσΞϧྨ܈ cl(O)ͷ
Eℓℓp(O)ͷ࡞༻ɼ

cl(O)× Eℓℓp(O) −→ Eℓℓp(O)

([a], E) %−→ [a]E := E/E[a]

ࣗ༝͔ͭਪҠతɽ͜͜ͰɼaOͷΠσΞ
ϧɼE[a] =

⋂

α∈a
kerαͰ͋Δɽ
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ఆཧ 2 pΛ p ≡ 3 (mod 8)Λຬͨ͢ૉͱ͢
ΔɽEΛ Fp্ఆٛ͞Εͨಛҟପԁۂઢͱ͢
Δɽ͜ͷͱ͖ɼEͱMontgomeryۂઢEM,a͕
Fp-ಉܕͱͳΔΑ͏ͳ a͕ଘ͢ࡏΔͳΒɼͦ
ͯ͠ଘ͢ࡏΔͱ͖ͷΈɼEndp(E) ∼= Z[πp]͕
Γཱͭɽ͞ΒʹɼaEʹରͯ͠Ұҙɽ

CSIDH࣍ͷΑ͏ʹߏ͞ΕΔɽ

1) Montgomeryۂઢ E ∈ Eℓℓp(Z[πp])Λެ
։ύϥϝʔλͱ͢Δɽ[a] ∈ cl(Z[πp])Λ
Aliceͷൿີݤɼ[b] ∈ cl(Z[πp])ΛBobͷ
ൿີݤͱ͢Δɽ

2) Alice [a]EΛ͠ࢉܭɼBobʹૹΔɽBob
 [b]EΛ͠ࢉܭɼAliceʹૹΔɽ

3) Alice [a][b]EΛɼBob [b][a]EΛͦΕ
ͧΕ͢ࢉܭΔɽ݁ࢉܭՌͷMontgomery

ͱ͢Δɽݤ༗ڞΛ

ΠσΞϧྨ܈ʹΑΔ࡞༻ͷࢉܭɼҰൠతʹ
༰қͰͳ͍ɽCSIDHͰpΛ4·ℓ1 · · · ℓn−1

ͱऔΔɽ͜͜Ͱɼℓ1, . . . , ℓn ͍ޓʹҟͳΔখ
ૉͰ͋Δɽ[l1]e1ح͍͞ · · · [ln]en ͱ͍͏ܗͰ
ΠσΞϧྨ܈ͷݩΛද͢ɽ͜͜Ͱɼ(e1, . . . , en)

ઈର͕খ͍͞ͷͰɼli = (ℓi,πp−1)ɼ
l−1i = (ℓi,πp + 1)Ͱ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼΠσ
Ξϧྨ܈ͷࢉܭɼ͕֩ ker (πp − 1)͘͠
ker (πp + 1)ʹؚ·ΕΔΑ͏ͳ ℓi-ಉछࣸ૾Λݱ
࣮తͳճ͚ͩ͢ࢉܭΔ͜ͱͰ࣮ݱͰ͖Δɽ
xΛ Fp ͷϥϯμϜͳݩͱ͢ΔͱɼxΛ x࠲

ඪʹͭ࣋Α͏ͳ P  ker (πp − 1) ͘͠
ker (πp + 1)ͷݩʹͳΔɽͲͪΒʹؚ·ΕΔͷ
͔ɼx3 + ax2 + xʢ͜Ε P ͷ y࠲ඪΛ 2
ͨ͠Ͱ͋Δʣ͕ FpͰฏํ͔൱͔ΛௐΔ͜
ͱͰఆ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜͏ͯ͠ಘΒΕͨ
P Λ p+1

ℓi
ഒ͢Δ͜ͱͰɼ1− 1

ℓi
ͷ֬ͰE[li]

·ͨE[l−1i ]ͷੜݩΛಘΔɽ͜ͷੜݩΛ
͍ɼ[li]͘͠ [l−1i ]ͷࢉܭ͕༺࡞Ͱ͖Δɽ
Ҏ্ͷࢉܭMontgomeryۂઢͷࣹӨ x࠲

ඪΛ͍ɼͯ͢ Fp্ͷԋࢉͰ࣮ݱͰ͖Δɽ

3 ओఆཧ

͔͜͜Β͕ຊڀݚͷ༰Ͱ͋Δɽ
Edwardsۂઢ্ͰCSIDHΛߏ͢Δ্Ͱॏ

ཁͳఆཧ͕ 3ͭ͋ΔɽͦΕΒΛ࣍ʹड़Δɽ

ఆཧ 3 pΛ p ≡ 3 (mod 8)Λຬͨ͢ૉͱ͢
ΔɽP ΛҐ͕ 2ͷ͖Ͱͳ͍ Edwardsۂ
ઢ Ed ͷͰɼw(P ) ͕ Fp ʹؚ·Εɼฏํʹ
ͳΔͷͱ͢Δɽw(2P )͕ฏํͳΒɼP ′ ∈

ker (πp + 1)ɼw(2P ) = w(P ′)ɼp+1
4 P ′ = 0dΛ

ຬͨ͢P ′͕ଘ͢ࡏΔɽ w(2P )͕ฏํͰͳ͍
ͳΒɼP ′ ∈ ker (πp − 1)ɼ1/w(2P ) = w(P ′)ɼ
p+1
4 P ′ = 0dΛຬͨ͢ P ′͕ଘ͢ࡏΔɽ

ఆཧ 4 pͱ P ఆཧ 3ͱಉ݅͡ͱ͢Δɽ͜
ͷͱ͖ɼw(2P ) ͕ฏํʹͳΔ P ͷݸͱɼ
w(2P )͕ฏํʹͳΒͳ͍ P ͷݸ͍͠ɽ

ఆཧ 5 pΛ p ≡ 3 (mod 8)Λຬͨ͢ૉͱ͠ɼ
EΛ Fp্Ͱఆٛ͞Εͨಛҟପԁۂઢͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ɼEͱEdwardsۂઢEd͕ Fp-ಉܕͱ
ͳΔΑ͏ͳ d͕ଘ͢ࡏΔͳΒɼͦͯ͠ଘ͢ࡏ
Δͱ͖ͷΈɼEndp(E) ∼= Z[πp]͕Γཱͭɽ͞
ΒʹɼdEʹରͯ͠Ұҙɽ

4 ΞϧΰϦζϜ

લઅͷओఆཧʹ͖ͮجɼEdwardsۂઢ্ͷΠ
σΞϧྨ܈ͷ࡞༻ͷΞϧΰϦζϜΛߏͨ͠ɽ
͜Εͯ͢ Fp্ͷԋࢉͰ࣮ݱͰ͖͍ͯΔɽ

ΞϧΰϦζϜ 1 Edwardsۂઢ্ͷΠσΞϧྨ܈ͷ࡞༻

Input: d ∈ Fpɼ(e1, . . . , en)
Output: [le11 · · · lenn ]Ed ͷ Edwards  d′

1: while ei ̸= 0 ͱͳΔ ei ͕ଘ͢ࡏΔ do
2: w ← 0
3: while w = 0 ·ͨ w = 1 ·ͨ w = −1 do
4: ϥϯμϜʹ w ∈ Fp ΛऔΔ
5: end while
6: w ← w2 (ఆཧ 3, 4)
7: w(P )← (w : 1)
8: w(2P ) Λࢉܭ (ఆཧ 3)
9: (W : Z)← w(2P )
10: W ͕ฏํͳΒ s← +1ɼඇฏํͳΒ s← −1 ͱ͢Δ
11: S = {i | sign(ei) = s} ͱ͢Δ
12: if S = ∅ then
13: ୈ 2 Δʹߦ
14: end if
15: w(P )← (W : Z), k ←

∏
i∈S ℓi

16: w(P ) = (W : Z)← w(((p+ 1)/4k)P ) (ఆཧ 3)
17: if s = 1 then
18: w(P )← (Z : W ) (ఆཧ 3)
19: end if
20: for all i ∈ S do
21: w(Q)← w((k/ℓi)P )
22: if K ̸= 0d then
23: kerφ = ⟨Q⟩ ͱͳΔ ℓi-ಉछࣸ૾ φ : Ed → Ed′

Λ͢ࢉܭΔ
24: d ← d′, w(P ) ← w(φ(P )), k ← k/ℓi, ei ←

ei − s
25: end if
26: end for
27: end while
28: return d (ఆཧ 5)

ݙจߟࢀ
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IoTデバイス上のRing-LWE暗号実装における考察
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1NEC通信システム，2東京都立産業技術高等専門学校，3東京工科大学
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1 概要

世界の IoTデバイスは日々増加しており, ネ
ットワーク上に行き交う個人情報等の機密情報
の保護が必要不可欠である. ネットワーク上の
盗聴を防ぐための暗号技術として, Ring-LWE

暗号 [1]は, 安全性・実用性のバランスのとれた
有望な方式であり, 量子計算機の実用化後も解
読が困難な耐量子暗号方式であるとして近年注
目を集めている. Ring-LWE暗号では多項式同
士の乗算が必要であり, この計算が暗号化・復
号処理における計算量の大部分を占めている.

一方で, 計算資源が限られている IoTデバイス
でにRing-LWE暗号を活用するには, 高速かつ
省メモリな多項式の乗算アルゴリズムが必要不
可欠である. 本研究では多項式における乗算ア
ルゴリズムの検討を実施し, IoTデバイス上に
乗算アルゴリズム別で Ring-LWE暗号を実装
した結果について述べる.

2 Toom-Cook法

整数係数多項式環Zq[x]の 2つの 2項式A =

a0 + a1x,B = b0 + b1xについて, 積 AB を求
めたとき, 教科書的な算法では AB = a0b0 +

(a0b1 + a1b0)x+ a1b1x
2となり, 係数計算で乗

算が 4回必要である. しかし,

c2 = a1b1
c0 = a0b0
c1 = c2 + c0 − (a1 − a0)(b1 − b0)

とすれば,これはAB = c0+c1x+c2x
2となり乗

算が3回で済むことが知られている (Karatsuba

法). Karatsuba法では式を 2分割して計算回
数を削減したが, これを一般化して, 2つの多項
式を d分割して, d分割した多項式の係数から
事前計算を用いて乗算回数を削減し, 再帰の回
数を減らす手法が Toom-Cook法である. 本研
究では, 分割数 d = 4のときの Toom-Cook法
を用いて実装を行った.

d = 4の時の Toom-Cook法による算法は, 2

つの 3次式 A = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0,B =

b3x
3 + b2x

2 + b1x + b0 が与えられたとき, 積

ABの 7つの係数は 9つの事前計算 a0b0, a1b1,

a2b2, a3b3, (a3−a2)(b3−b2), (a2−a0)(b2−b0),

(a3−a1)(b3−b1), (a1−a0)(b1−b0), (a3−a2−

a1 + a0)(b3 − b2 − b1 + b0)が必要となる.

3 高速フーリエ変換

高速フーリエ変換 (FFT)は, 離散フーリエ変
換 (DFT)を活用した多項式の乗算アルゴリズ
ムである. 通常, DFTは浮動小数点演算を行う
ため誤差を生じるが, 整数剰余環 Zq 上で定義
された多項式同士の積ならば, 浮動小数点数を
用いることなく計算が行えるため, 誤差を生じ
ない. 2つの n − 1次多項式の乗算は, ωn

≡ 1

(mod q)を満たす 1の原始 n乗根 ω を用いれ
ば, 下記手順で多項式演算を行うことができる
(数論変換, NTT).

① 2つの多項式を ωを用いて順変換する.

② 多項式の係数毎に係数の積を求める (畳
み込み乗算).

③ 演算結果を逆変換し, 計算結果を得る.

特に, 多項式の項数が 2冪のときはバタフライ
演算とビット反転処理を用いた高速数論変換
(FNTT)を用いることができる.

4 Ring-LWE

Ring-LWE暗号 [1]では, 鍵生成, 暗号化, 復
号において多項式乗算が必要である. オリジナ
ルのアルゴリズムを用いてNTTを用いて乗算
を処理する場合, 乗算処理の都度計算量の大き
な逆変換を行う必要がある. 計算量を削減する
改良として, 鍵生成の段階で順変換した鍵パラ
メータを用いることで, 逆変換が必要な計算を
復号時のみに限定することができる. 一方で,

順変換した鍵パラメータを用いる場合, 固定長
演算の桁数の確保と同様に, 予め多項式の次数
を上げる必要があるため, メモリ使用量が大き
くなる.

5 関連研究

西永ら [2]は, FNTTの高速化・省メモリ化を
図り, IoTデバイスで用いられるARM Cortex-
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M0マイクロコントローラ上で FNTTを使っ
た次数 255の Ring-LWE暗号の性能を評価し
た. しかし, NTT や FNTT では逆変換の計
算量が大きいため, 次数が 255 と小さい場合
には一般的に, FNTT ではなくToom-Cook法
を使った方が高速に乗算を行える. 本研究で
は Ring-LWE 暗号において Toom-Cook 法と
NTT, FNTTを使用した際の実行時間とメモ
リ消費量を測定し, 次数に対して最適な乗算ア
ルゴリズムを見出す. Ring-LWE 暗号の多項
式の項数が 2の冪乗とは限らないため, 高速な
FNTTに限定せずNTTを含めて検討を行う.

6 多項式乗算の実装

本研究ではArduino M0 Proを用いてToom-

Cook 法, NTT, FNTT の実装を行った. Ar-

duino M0 Proのメモリ容量はSRAM32KB,フ
ラッシュメモリ 256KBである. 再帰呼び出し
が必要なToom-Cook法の実装では下記の手法
を用いて省メモリ化を図った.

① 関数の仮引数に乗算結果を格納するポイ
ンタを記述

② 一時変数のグローバル変数化
③ 通常乗算を実施する項数を指定し, 再帰
回数を軽減する

④ ローカル変数を必要最小限に抑える

再帰処理を必要としない NTT, FNTTでは
メモリを無駄なく開放すれば消費を最小限に抑
えられる. 一方で, 高速化を行うため, 下記の
手法を活用した.

① 冪乗演算でシフト演算を採用する
② 逆元 t−1, ωの冪乗元を事前計算して再利
用する

7 評価

多項式の次数が 255, 383, 511, 767, 1023の
場合のRing-LWE暗号の実行時間を図 1, 最大
RAM 使用量を図 2 に示す. 乗算アルゴリズ
ムは Toom-Cook法と NTT, FNTTを用いた.

NTT, FNTTのRing-LWE実装は, 4節で述べ
た①鍵を順変換しない場合と②鍵を順変換した
場合をそれぞれ実装した.

図 1の通り, 多項式の項数が 2冪の場合は事
前計算が有効に働くため, FNTT, NTTでも鍵
を順変換しないオリジナルの演算が高速に処
理できる. 一方で, 項数が 2 冪でない場合の

図 1. Ring-LWE暗号の実行時間 (sec)

図 2. Ring-LWE暗号の最大 RAM使用量 (byte)

FNTT, NTTのオーバーヘッドが顕著に発生
する. Toom-Cook法での実行時間は次数に対
してほぼ比例関係を保つため, 項数が 2冪でな
い場合においても効率的な計算が行われている.

また,図2にもある通り,オリジナルのFNTT,

NTTがToom-Cook法よりも最大RAM使用量
が小さい. 一方で FNTT, NTTは事前計算し
た ωの冪や t−1はROM(フラッシュメモリ)に
格納している. Toom-Cook法では ROMを必
要としないため, 極限まで ROMを削減したデ
バイス等の実装では, Toom-Cook法が処理コ
スト面において有効である.
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直交選点有限要素法による非定常２基質制限移流拡散反応方程式(生物膜モ

デル)の定式化と基質消費およびフラックスの計算 
 
   大久保 孝樹 
     函館工業高等専門学校 社会基盤工学科 

     e-mail: ohkubo@hakodate-ct.ac.jp 

                                ① 
1  概要 
 直交選点有限要素法(OCFEM)の基本概念は，

直交多項式で解を表現できるように，直交選点

において強形式の偏微分方程式の残差がゼロ

として解を求める方法である．数学的な別な概

念の意味付けとして，Weierstrass の関数の多

項式近似とその拡張である関数の偏微分の多

項式近似を用いていると考えてもよいと思わ

れる． 

  OCFEM では，大久保が名付けた微分作用素行

列の概念を用いると簡単に偏微分方程式を定

式化できる．微分作用素行列は，偏微分された

直交多項式の係数を求める代わりに直交多項

式を Lagrange 補間多項式によって表現した際

に導出される係数行列と考えてよい．偏微分を

形式的に微分作用素行列に置き換えて、強形式

の偏微分方程式の残差をゼロと置くとOCFEMで

容易に定式化できる．その際，微分作用素行列

を境界条件である外部選点と基礎方程式であ

る内部選点に分けて考える必要がある． 

 本研究では，生物膜モデルとして非定常２基

質制限移流拡散反応方程式をOCFEMで定式化し， 

基質の濃度分布を計算するとともに，生物膜全

体の基質消費速度と生物膜に流出入するフラ

ックスを計算しそれらの整合性を確認した． 

 

2  直交選点有限要素法による定式化 
 生物膜： 

 

 

 

 

 拡散層： 

 

 

 

 

 

ここで，比基質消費速度は 

 

 

で表される．αは基質 Sと酸素 C化学量論比で 

 

  ④     拡散層     ④ 

 

         ② 

  ⑤     生物膜     ⑤ 

         ③メンブレン 

  図 2-1生物膜と拡散層の境界条件 

 

ある． 

境界条件の概略図を図 2-1に示す．Cに関して

も同様 

①  

② 生物膜と拡散層の境界 

 

③ メンブレン上： 

 

 

④  

 

⑤  

 

初期条件： 

 

 ここでは，1 要素における内部選点の生物膜

および拡散層におけるOCFEMによる定式化した

式を示す．時空間の偏微分をそれぞれ微分作用

素行列で表すと以下のようになる．q は内部選

点，p は全選点(外部選点 r と内部選点 q)であ

り，i，sは時間選点である． 

内部選点：生物膜 

 

 

 

 

 

内部選点：拡散層 
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要素境界条件(隣接要素の共通選点におけるフ

ラックスが連続)および境界条件(外部選点)に

おける OCFEMの定式化も同様にできる． 

 

３ 面積分と線積分による基質消費速度と 
フラックスの計算 

① 基質消費速度の計算： 

生物膜の各要素における選点での比基質消

費速度を面積分して加えると，生物膜の基質消

費速度が計算できる．選点は，Regendre多項式

の根である直交選点を用いているので，面積分

は Gauss-Regendreの数値積分公式を用いるこ

とができ高精度の積分が可能である．以下に，

数積分の式を示す． 

 

 

 

 

 上式は四辺形要素について記述してある。 

 

② 流出入のフラックスの計算： 

 生物膜の表面の流入とメンブレン上での流

出のフラックスを線積分で求める．Gauss- 

Regendreの数値積分公式を用いることができ

高精度の積分が可能である． 

 

 

 上式は四辺形要素の辺におけるフラックス

についての記述である。 

 生物膜モデルにおいて，定常状態では、基質

消費速度と流出入のフラックス収支が一致し

なければならない． 

 

４ 計算条件および計算結果と考察 
 図 4-1に生物膜・拡散層の要素分割と選点配

置の例を示す．計算条件として，液本体の濃度

S=10mg/l(基質としてグルコース)，C=4mg/l(酸

素)とし，拡散係数，生物膜の動力学定数は今

まで使われていた値を用いた[1]．生物膜は，

膜分離活性汚泥法のメンブレン上に付着した

生物膜を想定し，y方向の吸引速度(移流)を 7

μm/sとした． 

図 4-1に示した 2ケースの内 case1の生物膜

の形態について計算を行った結果である定常

状態における基質の濃度分布を図 4-2に示す．

図 4-2の case1は、生物膜の領域は非凸領域と

なっているが，数値解析の OCFEMにおける数学

的定式化に問題はないので，妥当な結果である

と考えられる． 

図4-3はcase1における非定常状態の基質の

消費速度とフラックスの時間変化である．初期

条件は，全領域で液本体の濃度の 1/2とした． 

表 4-1は，拡散層と生物膜の合計厚さ 50μmに

おける基質消費速度の定常計算と非定常計算

の場合の定常値の結果の比較示したものであ

り，各内部選点次数においてかなりの精度で一

致している．表 4-1の下の表は，フラックスの

定常計算と非定常計算の場合の定常値の結果

の比較示したものであり，かなりの精度で一致

している．表 4-1の(基質消費速度)と(フラック

ス)は有効数字 6～7桁の範囲で一致しており，

基質消費速度とフラックスの流出入の整合性

が取れていることがわかる． 
 

参考文献： 

[1]大久保孝樹：直交選点有限要素法の改善とその効果－2
基質制限の非線形移流拡散反応方程式においてー；第

20回計算工学講演会 2015.6 D-1-3 
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図 4-1 生物膜モデルの要素と選点の配置例（case1） 

図 4-2 基質濃度分布の例(case1) 

図 4-3 基質の消費速度とフラックス収支の時間変化 

表 4-1 基質消費速度とフラックス収支の非定常と定常

による計算値 
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ඇઢܗภඍํఔࣜͰɼۭؒͷݩ࣍ʹؔ
Ε͍ͯΔɽۭؒ͞ڀݚ͕ࢦʑͳྟք༷ͨ͠
త࣮ݱΔ͜ͱ͢ࢉܭҎ্ͷΛݩ࣍4
ʹ͍͕͠ɼʹٿରশੑΛԾఆ͢Εɼ
ࢉܭͰҙͷ N Λѻ͏͜ͱ͕Ͱ͖ɼղ
ੳతͳڀݚͷ༗ྗͳखஈͱͳΓ͏ΔɽຊڀݚͰ
ɼ࣍ͷภඍํఔࣜΛ͑ߟΔɽ
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

Ut = ∆U + f(U), (t, x⃗) ∈ (0, T )× Ω

U = 0, (t, x⃗) ∈ (0, T )× ∂Ω

U(0, x⃗) = U0(x⃗), x⃗ ∈ Ω
(P)

͜͜ͰɼU : (0, T )×Ω → RɼΩ ⊂ RN (N ≥ 2)

Β͔ͳྖҬͱ͠ɼf : R → R C1ڃͷؔ
ͱ͢Δɽ
ํఔࣜ (P)ͷٿରশղ͕ຬͨ͢ํఔࣜɼ࣍

ͷΑ͏ʹͳΔɽ
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ut = uxx +
N−1
x ux + f(u), (t, x) ∈ (0, T )× I

ux(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ (0, T )

u(0, x) = φ(x), x ∈ I.
(S)

ͨͩ͠ɼI = (0, 1), x = |x⃗| ∈ IɼΩ = B(1) =

{x⃗ ∈ RN ; |x⃗| < 1}ɼu(t, x) = U(t, x⃗)ɼφ(x) =

U0(x⃗)ͱ͢Δɽ
ઢܗඇಉ࣍ͷ߹ʢ͢ͳΘͪɼf = f(t, x)͕

ʹؔͷ߹ʣط ͍ͭͯɼEriksson–Thomée

[1]Ͱʢରশɾඇରশʣ༗ݶཁૉεΩʔϜͷऩଋ
ղੳ͕ใ͞ࠂΕ͍ͯΔɽඇઢܗʢf(u) = u|u|αʣ
Ͱ͋ͬͯɼࠩ๏ʹ͍ͭͯɼऩଋੑ͕ใࠂ
͞Ε͍ͯΔ ([2])ɽ
ΘΕΘΕ [3]Ͱɼ༗ݶཁૉεΩʔϜΛ̎छ

ྨఏҊ͠ɼਖ਼ੑอଘଇͱࠩޡධՁ͕Γཱͭ
͜ͱΛূ໌ͨ͠ɽ͔͠͠ɼۭؒݩ࣍ʹ N ≤ 3

ͱ͍͏੍͕ݶඞཁʹͳͬͨΓɼࠁؒ࣌Έ෯ʹ४
Ұ༷ੑ͕ඞཁʹͳͬͨΓͯ͠ɼ؊৺ͷരൃ
ͷԠ༻ʹোน͕͋ͬͨɽຊߨԋͰɼͦΕΒ
ͷΛͯ͢ࠀͨ͠৽͍࣭͠ྔूதܕͷ༗
ΛఏҊ͠ɼͦͷਖ਼ੑอଘऩଋੑࣅཁૉۙݶ
Λࣔ͠ɼ͞ΒʹɼരൃղͷࢉܭͷԠ༻Λใࠂ
͢Δɽ

2 ৽͍࣭͠ྔूதܕ༗ݶཁૉεΩʔϜ

2.1 P1-༗ݶཁૉۭؒ

અ

0 = x0 < x1 < · · · < xj−1 < xj < · · · < xm−1 < xm = 1

Λಋೖͯ͠ɼIj = (xj−1, xj)ɼhj = xj − xj−1ɼ
h = max

1≤j≤m
hj ͱ͓͘ɽ

ͦͯ͠ɼP1-༗ݶཁૉۭؒ

Sh(I) = {v ∈ H1(I) | v Ij্Ұ࣍ҎԼͷଟ߲ࣜ

(j = 1, · · ·ɼm), v(1) = 0}

Λ͑ߟΔɽ

2.2 ༗ݶཁૉεΩʔϜ

ूத࣭ྔ༗ݶཁૉ๏ͷεΩʔϜΛ৽ͨʹఏҊ
͢Δɽ

• Sh(I)ͷجఈؔ φi Λ φi(xj) = δij ʹ
ΑͬͯఆΊΔɽ

• ੵɾϊϧϜΛ࣍ͷΑ͏ʹఆΊΔɽ

(u, v) =

∫

I
xN−1u(x)v(x)dx, ∥v∥ = (v, v)

1
2

⟨u, v⟩ =
m∑

i=0

u(xi)v(xi)(1,φi), |||v||| = ⟨v, v⟩
1
2

• ∂τnu
n+1
h =

un+1
h −un

h
τn

ͱ͠ɼରশࣜܗAΛ
A(u, v) = (u′, v′)ʹΑͬͯఆΊΔɽ·ͨɼ
֤ τj ࠁؒ࣌Έ෯Ͱɼtn =

∑n−1
j=0 τj

(n ≥ 1)ͱஔ͍͍ͯΔ (t0 = 0)ɽ

͜ͷͱ͖࣍ͷεΩʔϜΛఏҊ͢Δɽ

ఆٛ 1 (ूத࣭ྔ༗ݶཁૉεΩʔϜ (L–1))

Find unh(≈ u(tn, ·)) ∈ Sh(I)(n ∈ N ∪ {0}) s.t.
{〈

∂τnu
n+1
h ,χ

〉
+A(un+1

h ,χ) = (f(unh),χ) , ∀χ ∈ Sh(I)

u0h = vh
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ఆٛ 2 (ूத࣭ྔ༗ݶཁૉεΩʔϜ (L–2))

Find unh(≈ u(tn, ·)) ∈ Sh(I)(n ∈ N ∪ {0}) s.t.
{〈

∂τnu
n+1
h ,χ

〉
+A(unh,χ) = ⟨f(unhʣ,χ⟩ ,

u0h = vh, ∀χ ∈ Sh(I)

ҙ 3 ௨ৗͷूத࣭ྔ༗ݶཁૉۙࣅͰɼSh(I)

ͷݩΛूத࣭ྔ࡞༻ૉʹΑͬͯP0-༗ݶཁૉۭ
ؒʹม͠ɼͦΕΒͷ (·, ·)ੵΛ͑ߟΔɽ͠
͔͠ɼࠓճఏҊ͢ΔεΩʔϜͰɼूத࣭ྔ࡞
༻ૉΛ༻͍ͣʹ ⟨·, ·⟩ੵΛ༻͍͍ͯΔɽ

3 ओ݁Ռ

ఆཧ 4 ((L–1)ͷਖ਼ੑ)

εΩʔϜ (L–1)ʹ͓͍ͯɼvh ≥ 0ͳΒɼunh ≥
0 (n ≥ 1)͕Γཱͭɽ !
ఆཧ 5 ((L–1)ͷऩଋੑ)

f(u) = u|u|α (α > 0)ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ (S)

ͷղ͕ [0, T ]× I ͰेʹΒ͔ͳΒɼ࣍ͷ
ධՁ͕Γཱͭɿࠩޡ

sup
tn∈[0,T ]

∥unh − u(tn)∥ ≤ C(h2 + τ).

ͨͩ͠ɼC = C(T,α,K) hʹґଘ͠ͳ͍ఆ
ɼK  uͷΒ͔͞ʹґଘ͢ΔఆͰɼॳ
ظ vh  ||vh − PAφ||L∞(I) ≤ Ch2 ͱબΜͰ
͍ΔɽPAAʹΑΔࣹӨͰ, A(v−PAv,χ) =

0,χ ∈ ShΛຬͨ͢ɽ !
(L–2)ͷऩଋੑʹ͍ͭͯҎԼ͕ಘΒΕΔɽ

ఆཧ 6 ((L–2)ͷऩଋੑ)

τn ≤ min0≤i≤m−1
(1,φi)

A(φi,φi)
, f(u) = u|u|α (α >

0)ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ(S)ͷղ͕ [0, T ]×IͰे
ʹΒ͔ͳΒɼ࣍ͷࠩޡධՁ͕Γཱͭɿ

sup
tn∈[0,T ]

∥unh−u(tn)∥L∞(I) ≤ C(h+h2 log
1

h
+τ).

ͨͩ͠ɼC = C(T,α,K) hʹґଘ͠ͳ͍ఆ
ɼK uͷΒ͔͞ʹґଘ͢ΔఆͰɼॳظ
 vh ||vh −PAφ||L∞(I) ≤ ChͱબΜͰ͍Δɽ
!
(L–2)ʹ͍ͭͯɼരൃղͷڀݚʹԠ༻Ͱ

͖ΔɽͦͷͨΊʹɼNakagawa [4]ͷࠁؒ࣌Έ෯
Δɽ͢༺࠾Λޚ੍

• T∞Λਅͷരൃࠁ࣌ͱ͢Δ; ∥u(t)∥ → ∞(t →
T∞), ∥u(t)∥L∞(I) → ∞(t → T∞)

• T̂∞(h)Λۙࣅരൃࠁ࣌ͱ͢Δ;

T̂∞(h) =
∑∞

n=0 τn,

• ΤωϧΪʔؔ,ࢄԽΤωϧΪʔؔ
ΛͦΕͧΕ

J(u(t)) =
1

2
∥ux(t)∥2 −

1

α+ 2

∫

I
xN−1|u(x, t)|α+2dx,

Jh(u
n
h) =

1

2
∥(unh)x∥2 −

1

α+ 2

m∑

i=0

|unh(xi)|α+2(1,φi)

ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δɽ

Ծఆ 7 (ఆཧ 6ʹ͓͚ΔԾఆ)

• τ ≤ min0≤i≤m−1
(1,φi)

A(φi,φi)
,

• τn = τ min{1, 1
|||un

h |||α
},

• ͯ͢ͷ T < T∞ʹର͠,

lim
h↓0

sup
0≤tn≤T

|Jh(unh)− J(u(tn))| = 0.

ఆཧ 8 ((L–2)ͷരൃࠁ࣌ͷऩଋ) (L–2)ʹ͓
͍ͯf(u) = u|u|αͱ͢Δ.Ծఆ̍ͷԼͰɼlimh↓0 T̂∞(h)

͕ଘ͠ࡏɼ
lim
h↓0

T̂∞(h) = T∞

͕Γཱͭɽ !
രൃࠁ࣌ͷऩଋʹ͍ͭͯɼΑΓԾఆΛ؇Ί
ͨ݁Ռใ͢ࠂΔ༧ఆͰ͋Δɽ
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ҰൠԽRobinڥք݅ʹର͢Δෆ࿈ଓGalerkin๏

ઍ༿ ༔ت 1

1౦ژେֶେֶӃཧՊֶڀݚՊ
e-mail : ychiba@ms.u-tokyo.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ͨ͋ʹ͏ߦͷγϛϡϨʔγϣϯΛݱͷ࣮ݱ
ͬͯɼෳࡶͳڥք݅Λํͭ࣋ఔࣜͷࢉܭ
ख๏ͷఏҊͱղੳॏཁͰ͋Δɽྫ͑ɼۂઢ
্ͷLaplace-Beltrami࡞༻ૉ∇ΓΛؚΉಈతڥ
ք݅

µ
∂u

∂t
= −αu+ β∆Γu− ∂u

∂ν
+ g

ɼͦͷఆৗͰ͋ΔҰൠԽRobinڥք݅

∂u

∂ν
+ αu− β∆Γu = g

ͱ͍ͬͨڥք݅ͷղੳɼreduced-FSIϞσ
ϧCahn-HilliardํఔࣜͷԠ༻ͷࡍʹॏཁ
Ͱ͋Δɽಈతڥք݅ҰൠԽRobinڥք݅
ʹؔ͢Δաڈͷڀݚɼ༗ݶཁૉ๏ʹ͍ͭͯ
[1],[2]ͳͲ͕͋Γɼෆ࿈ଓ Galerkin(DG)๏ʹ
͍ͭͯ [3]͕͋Δɽ͔͠͠ɼ[2]ͰΒ͔ͳ
ྖҬ্ͷํఔࣜΛѻ͍ͬͯΔͷʹର͠ɼ[3]Ͱ
ۣྖܗҬͷΈΛѻ͍ͬͯΔͨΊɼ࣮ݱͷ
ͷԠ༻͕͍͠ҰҼͱͳ͍ͬͯΔɽ
ຊڀݚɼΒ͔ͳྖҬ্ͷҰൠԽRobinڥ

ք݅Λͭ࣋ Poissonํఔࣜʹର͠ɼDG๏ͷ
ద༻ͱͦͷղੳΛ͏ߦɽ

2 ྖҬͷଟ֯ࣅۙܗ (cf. [4])

Ω ⊂ R2ͱ͠ɼͦͷڥք Γ = ∂ΩेΒ
͔ͩͱ͢Δɽp(x)Λ Γͷेখ͞ͳۙʹ͓
͚Δ ΓͷަࣹӨͱ͢Δɽ
ྖҬΩͷۙࣅଟ֯ྖܗҬΩh ⊂ R2Λɼͦ ͷ

͕ͯ͢ Γ্ʹ͋ΔΑ͏ʹબͿɽΓh = ∂Ωh

ͱ͢ΔɽThΛΩhͷਖ਼ଇ͔ͭ४Ұ༷ͳͳܗ֯ࡾ
ׂͱ͠ɼEhΛରԠ͢Δ Γhͷׂͱ͢ΔɽΓh

ʹ֤K ∈ Thͷล͕ߴʑ1ؚ͔ͭ͠·Εͳ͍ͱ
Ծఆ͢Δɽ

Ih = {E : EK ∈ Thͷล, E ̸⊂ Γh},
Rh = {R : RE ∈ Ehͷ }

ͱఆΊΔɽGh : Ωh → Ω Λ p Λ༻͍ͯ [4] ͷ
§4 ͷΑ͏ʹఆΊΔɽE ∈ Eh ʹର͠ɼEl =

Gh(E) ⊂ Γͱ͢Δɽ

3 ϞσϧํఔࣜͱεΩʔϜ

ͷ࣍ PoissonํఔࣜΛ͑ߟΔɽ
⎧
⎨

⎩
−∆u = f in Ω

∂u

∂ν
+ αu− β∆Γu = g on Γ

(1)

͜͜Ͱɼα, β ਖ਼ఆͰ͋Γɼ∆Γ  Γ ্ͷ
Laplace-Beltrami࡞༻ૉͰ͋Δɽ
Ωh্ͷ༗ݶཁૉۭؒ VhΛ

Vh := {vh ∈ L2(Ωh) : vh|KK ∈ Th্1࣍ҎԼͷଟ߲ࣜ}

ͰఆΊΔ E ∈ Ihʹର͠ɼ{{·}}E ͓Αͼ [[·]]E Λ
ҎԼͷΑ͏ʹఆΊΔɽ

{{v}}E :=
1

2
(v1 + v2) ,

[[v]]E := v1nE,1 + v2nE,2 ,

{{∇v}}E :=
1

2
(∇v1 +∇v2) ,

[[∇v]]E := ∇v1 · nE,1 +∇v2 · nE,2

͜͜ͰɼE = K1∩K2Λຬͨ͢૬ҟͳΔK1, K2 ∈
Th͕ଘ͠ࡏɼvi = v|Ki Ͱ͋ΓɼnE,iE্ͷ
Kiʹؔ͢Δ֎͖୯Ґ๏ઢϕΫτϧͰ͋Δɽಉ
༷ʹɼR ∈ Rhʹର͠ɼ

{{v}}R :=
1

2
(v1 + v2) ,

[[v]]R := v1nR,1 + v2nR,2 ,

{{∇Γhv}}R :=
1

2
(∇Γhv1 +∇Γhv2) ,

[[∇Γhv]]R := ∇Γhv1 · nR,1 +∇Γhv2 · nR,2

ͱ͢Δɽ͜͜ͰɼR = E1 ∩ E2 Λຬͨ͢૬ҟ
ͳΔ E1, E2 ∈ Eh͕ଘ͠ࡏɼvi = v|Ei Ͱ͋Γɼ
nE,iR্ͷEl

iʹؔ͢Δ୯ҐํϕΫτϧͰ
͋Δɽ
(1)ʹର͢ΔDG๏ͷεΩʔϜΛ࣍ͷΑ͏ʹ
ఆΊΔɽ

Find uh ∈ Vh s.t.

aΩh(uh, vh) = lh(vh) ∀vh ∈ Vh
(2)
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͜͜Ͱɼ

aΩh(u, v) = aTh(u, v) + aEh(u, v)

aTh(u, v) =
∑

K∈Th

(∇u,∇v)K

+
∑

E∈Ih

(
−({{∇u}}E , [[v]]E)E − ([[v]]E , {{∇v}}E)E

+
σ

h
([[u]]E , [[v]]E)E

)

aEh(u, v) =
∑

E∈Eh

(
α(u, v)E + β(∇Γhu,∇Γhv)E

)

+
∑

R∈Rh

(
−({{∇Γhu}}R, [[v]]R)R − ([[v]]R, {{∇Γhv}}R)R

+
σ

h
([[u]]R, [[v]]R)R

)
β

lh(v) = (Ĩhf, v)Ωh + (Ĩhg, v)Γh

Ͱ͋Γɼσेେ͖͍ਖ਼ఆɼĨh Vhͷ
LagrangeิؒͰ͋Δɽ

4 εΩʔϜͷղੳͱࠩޡධՁ

ղੳͷͨΊʹϊϧϜΛҎԼͷΑ͏ʹఆΊΔɽ

∥v∥2Th,Ih =
∑

K∈Th

|v|2H1(K)

+
∑

E∈Ih

1

h
∥[[v]]E∥2L2(E) +

∑

E∈Ih

h ∥{{∇v}}E∥2L2(E)

∥v∥2Eh,Rh
=

∑

E∈Eh

(
α ∥v∥2L2(E) + β ∥∇Γhv∥

2
L2(E)

)

+ β
∑

R∈Rh

1

h
[[v]]2R + β

∑

E∈Rh

h{{∇Γhv}}
2
R

∥v∥2DG,Ωh
= ∥v∥2Th,Ih + ∥v∥2Eh,Rh

͜ΕΒͷϊϧϜʹର͠ɼҎԼ͕Γཱͭɽ

ิ 1 σ͕ेେ͖͍ͳΒɼhʹґଘ͠ͳ͍
ਖ਼ఆ C ͕ଘ͠ࡏɼҎԼ͕Γཱͭɽ

aΩh(u, v) ≤ C ∥u∥DG,Ωh
∥v∥DG,Ωh

u, v ∈ H2(Ωh,Γh) + Vh

aΩh(vh, vh) ≥ C ∥vh∥2DG,Ωh
vh ∈ Vh

ҎԼͷࠩޡධՁ͕Γཱͭɽ

ఆཧ 2 u ∈ H2(Ω,Γ)͕ (1)ͷղͰ͋Δͱ͠ɼ
uh ∈ Vh͕ (2)ͷղͰ͋Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼh

ʹґଘ͠ͳ͍ਖ਼ఆ C ͕ଘ͠ࡏɼ
∥∥∥u−l − uh

∥∥∥
DG,Ωh

≤ Ch (3)

͕Γཱͭɽ

୯ʹূ໌͓Αͼ͍͔ͭ͘ͷྫ؆ʹ࣌ԋߨ
Λࣔ͢ɽ
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軸対称液滴シミュレーションにおけるメッシュ制御への信号処理的方法
古賀 一基 1

1京都大学大学院 情報学研究科
e-mail : koga.kazuki.85v@st.kyoto-u.ac.jp

1 概要
本講演では、表面張力により駆動される非粘

性軸対称液滴のある境界積分方程式による定式
化を考え、その数値解法において解の有限時間
特異点を捉えるメッシュ制御を信号処理的方法
で構築する. 特に、滑らかな閉曲線に対して
弧長変数の Fourier係数を定義し、それがメッ
シュ制御に対する信号処理的方法とその収束性
の検証との両方において有効であることを示す.

さらに、弧長変数の Fourier係数に対する台形
公式は、近年盛んに研究されている非一様高速
Fourier変換 (NUFFT)によって効率的に近似
することが可能である. 最後に、得られたメッ
シュ制御法をNie[1]が提案した初期条件に適用
し、その計算結果について議論する.

2 境界積分方程式
三次元空間R3において二つの非粘性非圧縮

性流体が表面張力の働く閉曲面Sによって隔て
られているとする. 特に、S内部は単連結とし、
Sを含む流れ全体の軸対称性を仮定する. この
とき、対称軸を含むある平面と Sとの交線を

X(α, t) = (r(α, t), z(α, t)), α ∈ [0,π], (1)

によってパラメータ表示し (図 1)、その時間発
展を記述する方程式を解くことを考える. ここ
で、tは時間変数、rは円柱座標系における半
径方向座標、zは対称軸方向座標である.

S

z

r

t

n

α=0

α=π

図 1. 対称平面上のパラメータ表示.

一般に、S を除いて流れが回転なしであり、
流速が S で法線方向に連続かつ接方向で不連
続ならば、Sは渦層 (vortex sheet)であるとい
う. このとき、流速の方位角成分をゼロと仮定
し、渦層の強さ (vortex sheet strength)を

γ(α, t) = Xα · [u1 − u2](X(α, t), t), (2)

を定義すれば、S 内外の流速は S 上の Biot-

Savart積分によって復元することができる. た
だしここで、変数に関する添字は微分を意味し、
u1(u2)は Sの内部 (外部)からとる S上の点で
の流速の極限値である. 特に、平均値

W =
u1 + u2

2
, (3)

に対しては完全楕円積分を含むX 上の主値積
分による表現が知られている [1]. そこでX の
発展方程式を、内向き単位法線ベクトルnと反
時計回り方向の単位接ベクトル tを用いて

Xt = Un+ V t, (4)

と書けば、法線方向速度Uは流速の法線方向の
連続性により U = W ·nで与えられる. 一方、
渦層の強さ γに対する発展方程式は、Bernoulli
の定理と Laplace-Young条件により

γt = −σκα + ((V −W · t)γ/sα)α, (5)

で与えられる [1]. ここで、σは表面張力係数、
κは平均曲率で S が球のとき正の値を取ると
定める. また、sα は局所長と呼ばれる量で、
sα =

√
r2α + z2αにより定義される.

以上から、本研究では方程式系

Xt = Un+ V t,

U = W · n, W =
u1 + u2

2
,

γt = −σκα + ((V −W · t)γ/sα)α,

を適切な接方向速度 V の下で数値的に解く. 実
際には、Sの時間発展は法線方向速度Uのみに
よって決まり、接方向速度 V は局所長 sα(及び
それに依存する γ)にのみ影響を与える.
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3 信号処理に基づくメッシュ制御
一般に、Frenet-Serretの公式と (4)から

sα,t = Vα − sακzU, (6)

が導かれる. ただし、κz は r–z平面上でのX

の曲率である. ここで、Xを閉曲線に拡張した
場合の全長を Lとし、例えば sαを

sα(α, t) = R(α, t)L, (7)

のように定義すれば、(6)は V に関する方程式
とみなすことができる. 以下では、特にRを

R(α, t) = (1− ϵ)(1− e−at2)Re

+ (1− ϵ)e−at2R0 + ϵR0, (8)

の形で与える. ここで、R0 ≡ (2π)−1 であり、
Reは曲率 κzによって動的に決定される. すな
わち、sαは t = 0でαに関して定数 (一様配置)

に一致し、時間発展と共に望ましいパラメータ
表示へ滑らかに移行する.

幾何学的な量に対する信号処理によりReを
定めるため、弧長変数 sに関する Fourier係数

f̂(k) =
1

L

∫ L

0
e−2πik s

L f(s)ds, (9)

を考える. 本研究では、界面の自己衝突に対応
する曲率発散周辺での急激な符号の変化を無視
するため、正則化された解析包絡線 [2]

E[κz](s) =
√
1 + κz(s)2 + (H[κz](s))2, (10)

に対してガウシアンフィルタを適用する. ただ
し、HはHilbert変換である. こうして得られ
る関数をGLで表し、Reを

Re(α, t) =
1

2

GL(s(α), t)−1
∫ π
0 GL(s(α′), t)−1dα′ , (11)

で与える. ただし、Re の時間微分を含む方程
式 (6)を V について陽に解けるように

Rt(α, t) ≈
R(α, t)−R(α, t− τ)

τ
, (12)

と近似して単純化を行う [3]. この近似 (12)の
正当性については講演の中で詳述する. 時間方
向の離散化に関する収束性の検証には、二つの
解をある標準的なパラメータ表示に戻して比較
することが必要となる.

4 数値計算結果
Xを [0, 2π]上の周期関数に拡張し、N個の点
αj = j(2π/N), j = 0, 1, . . . , N − 1, (13)

での値を高速Fourier変換で離散化する. 一方、
変数変換 ds = sαdα後の (9)に対する台形公式

f̂(k) ≈ 2π

LN

N−1∑

j=0

e−2πi
s(αj)

L f(s(αj))sα (14)

は汎用的なNUFFTで計算可能である [4].

Nie[1]によるX が単位円の場合の初期条件
σ = 0.04, γ(α, 0) = − sinα, (15)

における最終ステップの形状を図 2に示す. 界
面が自己衝突する領域に加え、その他の高曲率
領域にも離散点が集中していることがわかる.

−2 −1 0 1 2

r

−2

−1

0

1

2

z

t = 4.90

図 2. 初期条件 (15)の最終ステップにおける形状.
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ฏୱۭ࣌ʹ͓͚ΔEinsteinํఔࣜͷ2ઁ࣍ಈͷࢉܭ

  1, ถా ݩ 2

1ീۀށେֶɼ2ૣҴాେֶ
e-mail : t-tsuchiya@hi-tech.ac.jp

1 ಋೖ

EinsteinํఔࣜҰൠ૬ରੑཧʹ͓͚Δࢧ
ํఔࣜͷ1ͭͰ͋Γ,Ӊͷ༷ʑͳݱΛද͢
ํఔࣜͰ͋Δ. ͜ͷํఔࣜ࿈ཱඇઢܗภඍ
ํఔࣜͰ͋Γ, ͦͷղΛٻΊΔ͜ͱ؆୯Ͱ
ͳ͍. ߟղ͔ΒͷઁಈΛີݫճ͜ͷํఔࣜͷࠓ
͑, ͦͷઁಈํఔࣜΛղੳ͢Δ͜ͱͰ Einstein

ํఔࣜͷղͷௐࠪΛ͏ߦ. ؆࠷ղͱͯ͠ີݫ
୯ͳฏୱۭ࣌ (Minkowskiۭ࣌)Λ༻͍Δ͜ͱ
ʹ͢Δ.

2 EinsteinํఔࣜͱΤωϧΪʔӡಈྔอ
ଘଇ

Einsteinํఔࣜ

Gµν = 8πT µν (1)

ࠨลͷ Einsteinςϯιϧ Gµν ྔܭͷۭ͕࣌
gµν ʹΑΔۭ࣌தͷΏ͕ΈΛද͠, ӈลͷΤω
ϧΪʔӡಈྔςϯιϧ Tµν ͕࣭ͷஔΛද
͢. ͦͷͨΊ, Einsteinํఔۭࣜ࣌தͷΏ͕
Έ۩߹ͱ࣭ͷஔͷͭΓ߹͍Λදࣜ͢ͱͳͬ
͍ͯΔ. ·ͨ, ΤωϧΪʔӡಈྔςϯιϧʹର
ͯ͠

3∑

µ=0

∂µT
µν = 0 (2)

ฏୱͳۭ࣌ʹ͓͚ΔΤωϧΪʔӡಈྔอଘ
ଇΛද͢. ࣜ (1) ͷ྆ลʹ͓͍ͯڞมඍʹ
͓͚ΔൃࢄΛ͑ߟΔͱ, Bianchiͷ߃ࣜΑΓ
∇µGµν = 0 ͕ΓཱͭͨΊ,

3∑

µ=0

∇µT
µν =

3∑

µ=0

1

8π
∇µG

µν = 0 (3)

ͱͳΔ. ͜Ε͕Ұൠ૬ରੑཧʹ͓͚ΔΤωϧ
ΪʔӡಈྔอଘଇΛද͢. ͜ͷࣜͷࠨล

0 =
3∑

µ=0

∂µT
µν +

3∑

µ,λ=0

Γµ
µλT

λν

+
3∑

µ,λ=0

Γν
µλT

µλ (4)

ͱදͤΔ. Γλ
µν ଓͱݺΕΔྔܭ gµν

ͷؔͰ͋Γ,ڞมඍͱภඍͷࠩΛද͢. ্
ӈลୈه 1߲ͷฏୱۭ࣌ʹ͓͚ΔΤωϧΪʔ
ӡಈྔอଘଇʹ, ӈลୈ 2߲ͱୈ 3߲ͷॏ
ྗதͷ “ใ”͕Έࠐ·ΕΔܗͰΓཱͭ
ࣜͰ͋Δ͜ͱΛҙຯ͢Δ.

3 Einsteinํఔࣜͱઁಈ

Einsteinςϯιϧ Gµν ۭ࣌ͷྔܭ gµν ͷ
ؔͰ͋Δ. ,ࠓ ಈύϥઁʹྔܭղͰ͋Δີݫ
ϝʔλ (0 <)ε ≪ 1 Λ༻͍ͯ

gµν = gB
µν + ε(1)gµν + ε2(2)gµν +O(ε3) (5)

ͱදͤΔͱ͖Λ͑ߟΔ. ه্ gBµν ղΛີݫ͕
ද͠, .ͱΑͿۭ࣌ܠճ͜ΕΛഎࠓ ·ͨ, (1)gµν ,
(2)gµν ͦΕͧΕ ε Ͱີݫղ͔ΒͷͣΕΛߟ
ͷࡍͨ͑ ε ͱ ε2 ͷͰ͋Δ. ͜ͷͱ͖, 
ଓ Γλ

µν ࣜ (5)ʹΑΓ

Γλ
µν = (0)Γλ

µν + ε(1)Γλ
µν + ε2(2)Γλ

µν +O(ε3)

(6)

ͱઁಈύϥϝʔλ ε Ͱల։͞ΕΔ. ·ͨ, Τω
ϧΪʔӡಈྔςϯιϧઁಈύϥϝʔλ ε ʹ
ରͯ͠

Tµν = (0)Tµν + ε(1)Tµν + ε2(2)Tµν +O(ε3)

(7)

ͱઁಈύϥϝʔλͷ࣍ʹैͬͯల։͢Δ߹
Λ͑ߟΔ. ͜ͷͱ͖,ࣜ (4) εͷΦʔμʔ͝ͱ
ʹղ͢Ε ,࣍0 ,࣍1 ͷͷͦΕͧΕ࣍2

∂µ
(0)Tµν + (0)Γµ

µλ
(0)T λν + (0)Γν

µλ
(0)Tµλ

= 0, (8)

∂µ
(1)Tµν + (1)Γµ

µλ
(0)T λν + (0)Γµ

µλ
(1)T λν

+ (1)Γν
µλ

(0)Tµλ + (0)Γν
µλ

(1)Tµλ = 0, (9)

∂µ
(2)Tµν + (1)Γµ

µλ
(1)T λν + (2)Γµ

µλ
(0)T λν

+ (0)Γµ
µλ

(2)T λν + (1)Γν
µλ

(1)Tµλ

+ (2)Γν
µλ

(0)Tµλ + (0)Γν
µλ

(2)Tµλ = 0 (10)

ͱͳΔ.
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͜͜Ͱ, ਅۭͰฏୱͳഎۭ࣌ܠΛ͑ߟΔͱ
(0)Tµν = 0, (0)Γλ

µν = 0 ͱͳΔͨΊ, ࣍0 (ࣜ
(8))ͷࠨล߃తʹ 0ͱͳΓΓཱͭ. ࣍1
(ࣜ (9)) ∂µ(1)Tµν = 0 ͱͳΓ, ॏྗͷӨڹ
Λड͚ͳ͍. ͦͷͨΊ, ྫ͑ԕํͰϒϥοΫ
ϗʔϧಉ࢜ͷ߹ମͳͲͷӡಈʹΑΓॏྗ͕ൃ
ੜ͠, ΄ͱΜͲฏୱͳۭ࣌Ͱ͋Δٿۙ·Ͱ
౸ୡ͖ͯͨ͠߹, ্ٿͰͦͷΤωϧΪʔ
Λ؍ଌ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͍. ࣍2 (ࣜ (10))ʹ
͓͍ͯ, (1)Γµ

µλ  (1)T λν ʹత߃͕ 0Ͱ
ͳ͍ͷͰ, ॏྗதͷӨ͕ڹ (2)Tµν ʹදΕ
Δ͜ͱͱͳΔ. ͜ͷͨΊ, ਅۭͰฏୱഎܠʹ͓
͍ͯԕํ͔ΒͷΤωϧΪʔΛྀ͢ߟΔ߹,

Einsteinํఔࣜ Δඞཁྀ͕͢ߟಈ·Ͱઁ࣍2
͋Δ.

,ճࠓ Eisteinํఔࣜ (1)ͷEinsteinςϯιϧ
Gµν Λ

Gµν = (0)Gµν + ε(0)Gµν + ε2(0)Gµν +O(ε3)

ͱ ,ಈ·ͰՃຯͨ͠ઁಈํఔࣜΛಋग़͠ઁ࣍2

ਖ਼४ࣜܗΛߏஙͨ͠. Einsteinํఔࣜͷ ઁ࣍2
ಈͷํఔࣜඇઢܗͱͳΔͨΊ, ղΛௐΔͨ
ΊʹࢉܭΛͨͬߦ. ҎԼͷࢉܭͰઁ
ಈύϥϝʔλͷେ͖͞ ε = 10−4 ͱͨ͠.

ਤ 1. Crank-NicolsonεΩʔϜΛ༻͍ͨࡍͷ ಈͷઁ࣍1
Έ (੨ઢ)ͱ ࣌ಈ·ͰՃ͑ͨઁ࣍2 (ઢ)ͷྔܭͷܗ.
ԣ࣠ x, ॎ࣠ܗͷৼ෯.

ਤ 2. Crank-Nicolson εΩʔϜΛ༻͍ͨࡍͷ 1 ಈઁ࣍
ͷΈ (੨ઢ) ͱ 2 ࣌ಈ·ͰՃ͑ͨઁ࣍ (ઢ) ͷܥͷશ
Hamiltonian. ԣ࣠ؒ࣌, ॎ࣠શ Hamiltonianͷ.

·ͣ, Crank-NicolsonεΩʔϜΛ༻͍ͯ, 1

ಈ·Ͱͱઁ࣍ ʹಈઁ࣍1 ಈ·ͰՃ͑ͨઁ࣍2
߹ͷҧ͍ΛௐΔͨΊͷࢉܭΛͨͬߦ.

ਤ 1 ͱਤ 2 ͦΕͧΕ, ͱશܗͷྔܭͷ࣌
HamiltonianͷΛද͢. ಈ·ͰՃ͑ͨઁ࣍2
݁Ռͷ΄͏͕ݱͱͯ͠ਖ਼͍݁͠ՌͱͳΔ͕,

શHamiltonianͷͷͣΕ͕ܦؒ࣌աͱͱʹ
શମతʹ্ঢ͍ͯ͘͜͠ͱ͕ΈͯͱΕ, ܭ
.ͳ͍͜ͱ͕Θ͔Δ͍͍ͯͬ͘·͏͕ࢉ

ਤ 3. .ܗͷྔܭͷ࣌ಈ·ͰՃ͑ͨઁ࣍2 ઢ͕Crank-
NicolsonεΩʔϜ, ઢ͕मਖ਼εΩʔϜΛ༻͍ͨ߹Λ
ද͢. ԣ࣠ x, ॎ࣠ܗͷৼ෯.

ਤ 4. ͷશܥͷ࣌ಈ·ͰՃ͑ͨઁ࣍2 Hamiltonian. ઢ
͕ Crank-NicolsonεΩʔϜ, ઢ͕मਖ਼εΩʔϜΛ༻͍
ͨ߹Λද͢. ԣ࣠ؒ࣌, ॎ࣠શ Hamiltonianͷ.

ਤ 1ͱਤ 2ͷ݁Ռ, Crank-NicolsonεΩʔ
ϜʹΑΔࠩޡΛ༩͍͑ͯΔՄੑ͕͋Δ.

ͦ͜Ͱ, ಈͷϨϕϧͰશઁ࣍1 Hamiltonian͕
อͨΕΔΑ͏ʹεΩʔϜΛमਖ਼ͨ͠߹ͷܗ
͕ਤ 3, શ Hamiltonian͕ਤ 4Ͱ͋Δ. ਤ 4Α
Γ, मਖ਼εΩʔϜʹΑΔ݁Ռ (ઢ)ͷ΄͏͕,

Crank-NicolsonʹΑΔ݁Ռ (ઢ)ΑΓؒ࣌
,աʹΑΔมԽ͕খ͘͞ܦ ྑ͍εΩʔϜͱ
ͳ͍ͬͯΔ͜ͱ͕Θ͔Δ.

,ԋͰߨ ͷ༰ͷৄ͍͠આ໌ͱͦͷه্
ࢉܭͷ݁ՌΛհ͢Δ. ·ͨ, ΑΓߴਫ਼ʹ
मਖ਼ͨ݁͠Ռհ͢Δ༧ఆͰ͋Δ.
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૬ରతఱମྗֶͷ̍ମʹؔ͢Δ͋Δۙࣅղ๏

ློ࣏

দࢢఱจӉษڧձ
e-mail : takaharu-s@hw.tnc.ne.jp

1 ͡Ίʹ

A. Einsteinɺ1916ʹɺh Ұൠ૬ରੑཧ
ʱΛൃද [1]͠ɺಉ࣌ʹɺK. Schwarzschild

ɺॏྗํఔࣜ̍ͭͷղΛൃදͨ͠ɻ[2]ຊ
ͷཧఱจֶऀɺഡݪ༤༞ത࢜ɺ1931ʹɺ
Schwarzschildۭ࣌ʹ͓͚Δখఱମͷີݫͳي
ಓղੳΛൃදͨ͠ɻ [3][4]ͦ͜Ͱɺ19ੈلͷ
ҒେͳֶऀWeierstrassͷପԁؔʢElliptic

Function) p(z) ΘΕ͍ͯΔɻ͕ [5][6] ॳ
తʹɺԠ༻ཧͷࢹʹཱͬͯɺ͢ࢉܭΔख๏
(Algorithm)Λ͑ߟΔɻ͜Ε͕ɺ͕͜ࢲͷڀݚ
Λ࢝ΊͨಈػͰ͋ͬͨɻجຊతʹɺࢲͷఏএ͢
Δۙࣅ๏ NewtonͷݹయతͳఱମྗֶΛɺ૬
ରతʹิਖ਼͢ΔͷͰ͋Δɻ

2 ૬ରతఱମྗֶʹ͓͚Δສ༗ΔҾྗ
ͷิਖ਼ [7]

Schwarzschildۭ࣌ʹ͓͚Δখఱମͷӡಈɺ
จݙ [8]ʹղੳͯ͋͠Δ͕ɺ೦ͳ͜ͱʹɺp.122
ʮࣜ (6.56)  u ʹ͍ͭͯͷඇઢܗͷํఔࣜͰ
͋ͬͯɺղପԁؔͰද͞ΕΔɻʯͱॻ͍ͯ
͋Δ͚ͩͰɺͦΕҎ্ͷਂೖΓ͍ͯ͠ͳ͍ɻ
ࣜʢ6.56)

d2u

dϕ2
+ u =

GM

h2
+ 3

GM

c2
u3 ʢ6ɽ56ʣ (1)

Ͱ͋Γɺɺݪ O ʹɺٿରশͷ࣭ྔ M

ͷ Black hole ఱମΛஔ͖, OP = r(> rg =

2GM/c2) ʹɺখఱମʢ࣭ྔ mɺm << MʣΛ
ஔ͘ͱ͖ͦͷيಓͷํۃఔࣜΛ r = r(φ)Λɺͱ
ͨ͠ͱ͖ຬ͖ͨ͢ඍํఔ͕ࣜɺࣜ (6.56)(1)

Ͱ͋ΔɻG Newtonͷສ༗Ҿྗఆɺc ਅ
ۭதͷޫɺhɺيಓͷ໘ੵ

r2

2

dϕ

dτ
ʹ

h

2
(Ұఆ) (2)

ʢτ ɺݻ༗ࠁ࣌ʣͷ̎ഒͰ͋Δɻࣜ (1) ΑΓɺ
Newtonͷݹయతͳສ༗Ҿྗɺϙςϯγϟϧ

φ(r) = −GM

r

{
1 + (h/cr)2

}
(3)

ΑΓɺ૬ରతʹ

F = −m
dφ

dr
=ʵGMm/r2

{
1 + 3(h/cr)2

}

(4)

ͱิਖ਼͞ΕΔɻ۩ମྫͱͯ͠ɺԁӡಈΛ͢
Δখఱମͷܘ r (Ұఆʣͷެస v ɺ
ՁݪཧʹΑΓ.

v2

r
=

GM

r2
{
(1− 3(rg/2r)2/r2

}
(5)

͔Βɺ

v =

√
GM

r
/(1− 3rg/(2r)) ! vN

=
√
GM/r

(6)

ͱͳΔɻͳ͓ɺӿًށ༲ࢯʹΑΓɺԁيಓͷ
ܘ r ɺr " 3rg Ͱ͋Δɻ
ɹ

3 ૬ରతఱମྗֶʹ͓͚ΔྗֶతΤω
ϧΪʔͷอଘଇͱٖପԁيಓ

͜ͷখͰɺSchwarzschildۭ࣌ʹ͓͚Δɺ
͋͘·Ͱɺh খఱମʱͷӡಈΛѻ͏ɻ͜Εɺ
Ұൠ૬ର͕ূ໌͠ɺ؍ଌతʹ֬ೝ͞ΕͨΑ
͏ʹɺମ͕ॏྗͰՃӡಈ͢Δͱ͖ʹɺ
ඞͣʰॏྗʱ͕ൃੜ͠ɺۭ࣌Λཚ͢ͷͰɺʮখ
ఱମʯͱ͓͍ͯͯ͠ɺͦ Ε͕ൃੜ͢Δॏྗɺ
Schwarzschildۭ࣌Λཚ͞ͳ͍ͱ͍͏͜ͱΛɺલ
ఏͱ͢Δɻʢഡݪത࢜ͷ 1931 ͷจɺͦ
ͷલఏ͕͋Δɻʣ͜ͷͱ͖ɺॏྗʹΑΔ์ࣹ
ΤωϧΪʔଛࣦΛɺӡಈΤωϧΪʔͱɺҐஔΤ
ωϧΪʔͷͰ͋ΔɺྗֶతΤωϧΪʔͰແ
ɺྗֶతΤ্࣮ࣄͰ͖Δఔɺখ͍͞ͱͯ͠ɺࢹ
ωϧΪʔอଘ͞ΕΔɻ୯Ґ࣭ྔͷখఱମͷ
ͭྗֶతΤωϧΪʔ

Ê = |−→v |2/2 + φʢr) (7)

ɺอଘ͞ΕΔɻ͜͜ʹɺ−→v ɺ࠲ۃඪදࣔͷ
ɹ ( drdτ , r

dφ
dτʣͰ͋Δɻ͜ΕΑΓɺখఱମͷ

ಓΛɺÊي < 0 ͷ߹ʹݶఆ͠ɺ֓ପԁيಓ
ʢpseudo-elliptic orbit)ͷ߹ͷΈΛ͑ߟΔɻۙ
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ཧͰɺBlackࣅ holeʹɺ࠷̍ఱମ͕ۙ
͢Δ A, ΕΔ࠷ B (ଠཅܥͰɻ
ͦΕͧΕʰۙ ɺɦh ԕʱͱݺΜͰ͍Δ͕ɺ
ຊจͰɺBlack hole Λத৺ʹɺओ͕࣠ճస
͢ΔପԁيಓͰۙ͢ࣅΔͨΊɺh ۙBH ɺɦh ԕ
BHʱͱݺͿɻʣখఱମͷۙ BHʹ͓͚Δ
͞Λ vA,ԕBHʹ͓͚Δ͞Λ vB ͱ͠ɺ
֓ପԁͷ࣠ܘΛ a, ৺Λ e ͱ͢Δͱɺ

rmax = a(1 + e), rmin = a(1− e) (8)

Ͱ͋Δɻখఱମͷ୯Ґ࣭ྔ͋ͨΓͷྗֶతΤω
ϧΪʔอଘଇɺ

Ê =
vA2

2
− GM

(a(1− e))

{
1 +

(
h

ca
(1− e)

)2
}

=
vB2

2
− GM

(a(1 + e))

{
1 +

(
h

ca
(1 + e)

)2
}

(9)

Ͱ͋Γɺ໘ੵอଘଇʢh =Ұఆʣɺɹ

hʹ aʢ1− e)vA = a(1 + e)vB (10)

Ͱ͋Γɺ͜ΕΑΓɺิਖ਼Ҽࢠ

χ = 1/

√

1− rg(3 + e2)

(2a(1− e2))
(11)

Λ༻͍ͯɺࣜʢ9),(10)ΛɺvA, vB ʹ͍ͭͯղ
͘ͱɺͦΕͧΕ

vA =
√
GM(1 + e)/(a(1− e))χ

vB =
√
GM(1− e)/(a(1 + e))χ

(12)

ͱͳΔɻҎԼ,Newton ͷݹయఱମྗֶͷΛ
( )N ,૬ରతͳΛ ( )E ͱॻ͘ͱɺࣜʢ12)

ɺɹʢvAʣE = (vA)NχɺʢvBʣE ʢ́vBʣNχ

ͱུهͰ͖Δɻࣜ (10) ʹೖͯ͠ɻ

h =
√
GMa(1− e2)χ (13)

͋Δ͍ɺɹʢhʣEʹʢhʣNχ Ͱ͋Δɻࣜ (9)

ೖͯ͠ɺɹ

ÊʹʵGMχʗʢ2aʣ
{
1− 2rg/(a(1− e2))

}

Ͱ͋Δɻެసʹ͏ۙBHͷલਐ֯Њɺۙ
BHɺԕBHͷد༩ΛՃͯ͠ࢉɺٻΊΒΕ

Ω = 2π{(vA)E − (vA)N}/(vA)N

+ 2π{(vB)E − (vB)N}/(V B)N

= 4π(χ− 1)

(14)

Ͱ͋Δɻ࣮ࣄɺଠཅܥͷਫͷۙͷલਐ֯
Ͱ͋Γɺ

δ = 24π3a2/(T 2c2(1− e2))

= 6πʢGM/hcʣ2

ʹ 3πrg/(aʢ̍ʵ e2ʣʣ= 5 ʷ 10−6[rad/ެస]

ɺ́ g << aɺ3 + e2 = 3 ͱͯ͠ɺࣜ (11)

ΑΓɺχ = ̍ʴ̏ rgʗʢ̐ aʢ̍ʵ e2)) ͔
Βɺχ−1 = 3rg

4a(1−e2)) ɹͱͳΓɺࣜ (15)ΑΓ

Ω =  3/(a(1 − e2)) = δɹͰ͋Δɻެసपظ
ɹ

T = [πa2
√

1− e2 + a2(1− e)2/2 ʷ 2π(χʵ̍)

ʴ a2(1 + e)2/2× 2π(χʔ̍ʣ]/(h/2)

= 2πa
3
2 /
√
GM{χ−1 +

2ʢ1ʴ e2)(1− χ−1)√
1− e2

}

Ͱ͋Δɻ(T )E < (T )N Ͱ͋Δɻݻ༗ࠁ࣌ τ(0 ≤
τ ≤ T ) ͰͷখఱମͷҐஔɺࢉܭՄͰ͋Δɻ
ɹ

4 ੑͷํڀݚͷޙࠓ

ʢ̍ʣۙ ղࣅ sີݫղͷࠩޡΛධՁ͢Δɻʢ̎ʣ
̍খఱମ͕ɺԁӡಈΛ͍ͯ͠Δͱ͖ɺ͏
̍ͭͷখఱମͷيಓΛɺઁಈ๏Λͯͬɺۙࣅ
๏Ͱيಓղੳ͢Δɻ
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ԽࣜʹΑΔৗඍํఔࣜͷTaylorڃղʹΑΔղ๏ͷੑ

ฏࢁ ߂ 1

1ਆಸՊେֶ
e-mail : hirayama@sd.kanagawa-it.ac.jp

1 ֓ཁ

Taylorڃ๏Λ͑ɺඍํఔࣜy′ = f(x,y)

ͷղΛ Taylorڃʹల։Ͱ͖Δɻ͍Ζ͍Ζͳ
ํ๏͕͋Δ͕ɺڭՊॻʹ͍ͯͬࡌΔৗඍํఔ
ࣜͷڃղ๏͕ඇৗʹ༗ޮͳํ๏ͱͳΔɻ͜ͷ
ৗඍํఔࣜͷڃղ๏ɺචࢉͰ͜͏ߦͱΛ
લఏͱ͍ͯ͠ΔͨΊ͔ɺTaylorڃͷՃݮ
ΛػࢉܭΘΕ͍ͯΔɻ͜ͷํ๏ߦͷൣғͰࢉ
Λؚؔ֯ࡾରؔɺࢦɺࢉɺআ͑
Ή߹༰қʹޮతʹ͢ࢉܭΔ͜ͱ͕Ͱ͖
ΔɻTaylorڃղ๏ɺҙͷ࣍Ͱ͕ࢉܭՄ
͕ՄͰ͋ΔɻવͰ͋Δ͕ɺͦͷղͷ࣍
ΑΓ͍࣍ͷղΛؚΜͰ͍Δɻ͜ͷੑ࣭ɺ
Runge-Kutta๏ͰɺຒΊࠐΈܕͱݺΕͯ
͍Δੑ࣭Ͱ͋ΔɻTaylorڃղɺύσల։͢
ΕɺA҆ఆͳࢉܭ๏͕ಘΒΕΔɻ͜ͷΑ͏ʹ
Taylorల։๏ඇৗʹྑ͍ੑ࣭Λ͍ͯͬ࣋Δɻ
ຊจͰɺTaylorల։๏ɺྑ͍ੑ࣭Λ࣋

͚ͭͩͰͳ͘ଟ͘ͷͰߴʹࢉܭͰ͖Δ͜
ͱΛࣔ͢ɻ

2 ৗඍํఔࣜͷղͷTaylorల։

͢ࢉܭͷඍํఔࣜͷղͷTaylorల։ࣜΛ࣍
Δɻ͜ ͷৗඍํఔࣜͷղΛTaylorڃy(x) =

y0 + y1x+ y2x2 + y3x3 + · · · ΛٻΊΔɻ

y′ = f(x,y(x)), y(0) = y0 (1)

·ͣॳظΛɺf(x,y(x))ʹೖ͢Δͱɺf0͕
ಘΒΕΔɻಉ࣍͡ͷࠨล y1Ͱ͋Δ͔Βɺ1

ͷ࣍ y1͕ٻ·Δɻ͜͜·Ͱͷ݁Ռ y(x) =

y0 + y1xΛ (1)ʹೖ͠ɺ1ࣜ࣍·Ͱਖ਼֬ʹܭ
ࢉܭͷ࢜ಉڃͷTaylor࣍Δɻ͜Εɺn͢ࢉ
Ͱ n࣍·Ͱਖ਼֬ʹࢉܭग़དྷΔ͔ΒͰ͋Δɻ͜
ͷࢉܭͷதͰɺඞཁͳ͚࣍ͩΛ͢ࢉܭΔͱޮ
తͳࢉܭͱͳΔɻ͜ͷํ๏Λ܁Γฦ͢ͱҙ
ͷ࣍ Taylorڃղ͕ಘΒΕΔɻ

3 ৗඍํఔࣜͷղͷTaylorల։ྫ

ͷ؆୯ͳඍํఔࣜ࣍ (ॳظ y(0) = 1)Λ
ղ͘ɻ

y′ = y2 + 1 y(0) = 1 (2)

y(x) = y0 + y1x+ y2x2 + y3x3 + · · · Λ্ͷࣜ
ʹೖ͠ɺಉ͍࣍͡͠ͱஔ͘ͱ

y1 = (y20) + 1

2y2 = (2y0y1) + 1

3y3 = (2y0y2 + y21) + 1

· · ·

nyn =

(
n−1∑

k=0

ykyn−k−1

)
+ 1

y0 ॳظ͔ΒΘ͔ΔͷͰɺ্ͷԽ͔ࣜΒ
y1, y2, · · · , ynͱࢉܭग़དྷΔɻ͜ͷΑ͏ʹͯ͠ɺ
y(x) = 1 + 2x + 2x2 + 8

3x
3 + 10

3 x
4 + · · · ͕ಘ

ΒΕΔɻ

4 ྫ 1(ࢉܭؒ࣌)

Taylorల։๏Λͯͬؒ࣌ͷࢉܭΛͨͬߦɻ
ղੳղ͕ΒΕ͍ͯΔೋମ (Kepler equation)[3]

Λղ͍ͨɻํఔࣜ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɻ

x′1 = x3, x
′
2 = x4, x

′
3 = −x1

r3
, x′4 = −x2

r3
, r =

√
x21 + x22

ॳظɺe͕ 0 ≤ e < 1Λຬ࣮ͨ͢ͱ͢Δɻ
ॳظ͕ҎԼͷࣜͰද͞ΕΔͱ͢Δɻ

x1(0) = 1−e, x2(0) = x3(0) = 0, x4(0) =

√
1 + e

1− e

e=0.9ͷ߹Λ۠ؒ [0,10],[0,100][0,1000]ͷؒ
Λ͠ࢉܭɺޙ࠷ͷʹୡͨ͠ͱ͖ͷؒ࣌ࢉܭɺ
-ͷRunge࣍ΊͨɻRK๏ͱͯ͠ɺ6ஈ5ٻΛࠩޡ

Kutta-Fehlberg ๏ΛࠁͨͬΈ෯ࣗಈௐઅϓ
ϩάϥϜ [4]Λ͍ɺڐ༰ࠩޡ 1.0e-12ͱͯ͠
ͬߦΈ෯ࣗಈௐઅΛࠁɻTaylor๏Ͱͨ͠ࢉܭ
ͨɻTaylorڃͷޙ࠷ͷ߲͕ڐ༰ࠩޡҎԼʹ
ͳΔΑ͏ʹࠁΈ෯ΛܾΊͯͨ͠ࢉܭɻ͢ͳΘ
ͪɺల։Ґஔ͕ pͰޙ࠷ͷ߲ͷ͕࣍mͷ࣌ɺ
|am(x − p)m| ≤ ϵ͕Γཱͭɻh = x − pͱ
ஔ͘ͱɺ͜ͷ͔ࣜΒࠁΈ෯ h ≤ m

√
ϵ

|am| ͕ಘΒ

ΕΔɻ
͜ͷํ๏Λ͏ͱ ͷ࣍5 Taylorల։๏ 5

ҎԼͷ࣍ΘΕ࣮࣭̐ʹࢉܭΈ෯ͷࠁͷ߲͕࣍
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ͳΔ͜ͱʹࢉܭͷ͔͔Δؒ࣌ʹͱͳΓඇৗࢉܭ
͕͋Δɻ
ද 1ͷଌఆͰػࢉܭͱͯ͠ɺIntel Core i7-

8700K 3.7GHzɺίϯύΠϥʔͱͯ͠ɺVisual

Studio C++ 2017Λ༻ͨ͠ɻࢉܭɺ͕࣍
Β͔࣍5 Ͱ·࣍29 Taylorల։๏Λͬߦͯͬ
ͨɻͦͷதͷ ՌΛද݁ࢉܭͷ࣍ɺ20࣍5 1ʹࣔ
ͨ͠ɻ

ද 1. keplerͷؒ࣌ࢉܭͱࠩޡ

t ࠩޡ step ؒ࣌ খ࠷
 msec ෯ࠁ

ɹɹ RKF๏
10 5.7e-12 25356 1.29 1.7e-05

100 1.8e-09 260574 13.31 4.7e-07

1000 1.2e-07 2663118 136.75 9.8e-08

10000 4.3e-06 26582346 1181.50 2.9e-08

5th Taylor

10 1.1e-13 27302 3.45 3.0e-04

100 4.3e-12 281592 34.39 3.0e-04

1000 5.9e-10 2872230 345.04 3.0e-04

10000 2.7e-08 28674280 3463.91 3.0e-04

20th Taylor

10 8.8e-13 134 0.070 7.2e-02

100 1.0e-10 1318 0.72 7.2e-02

1000 8.2e-09 13384 7.20 7.2e-02

10000 4.2e-07 133602 70.58 7.2e-02

͜ͷ݁Ռ͔Βɺ5࣍ͷ࣍ͷ߹ɺTaylor

ల։๏ɺ෦ૢ࡞ͷΦʔόʔϔουͷͨΊɺ
RKF๏ʹΑΔࢉܭͱൺֱ͠ɺ 3ഒఔؒ࣌
͕͔͔ͬͨɻ
͕࣍ࢉܭ খͰ͋ͬ࠷͕ؒ࣌ࢉܭ͕࣌ͷ࣍20

ͨɻ۠ؒ [0,10000]ͷͱ͖ͷࢉܭɺ6ஈ 5

ͷRunge-Kutta-Fehlberg๏ͷ࣍ 16.7ഒͰ͋ͬ
ͨɻ͜ͷΑ͏ʹɺ࣍ߴͷ Taylorల։๏Λ͑
ɺ10ഒҎ্ͷͰ͢ࢉܭΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ
Մੑ͕͋Δɻ

5 ྫ 2

ͷ࣍ LorentzϞσϧͷࢉܭΛ͏ߦɻ
⎧
⎪⎨

⎪⎩

dy1
dx = σ(−y1 + y2)
dy2
dx = −y1y3 + ry1 − y2
dy3
dx = y1y2 − by3

͜͜Ͱɺύϥϝλ- σ = 10, r = 470
19 , b =

8
3 Ͱ

͋Δɻॳظ݅ y1(0) = 0, y2(0) = 1, y3(0) =

0Ͱ͋Δɻxͷੵ۠ؒ [0, 50]ͱ͢Δɻ͜ͷ
ɺܻམ͕ܹ͍ͪ͠ͷͰɺ4ഒਫ਼Ͱ͠ࢉܭ
ͨɻҎԼͷͦͷ݁ՌΛද 2ʹࣔ͢ɻ͜ͷͰ

ද 2. keplerͷؒ࣌ࢉܭͱࠩޡ

ํ๏ ࣍ ؒ࣌ ࠩޡ step

msec ɹ
RKF 5 767.8 3.7e-06 4109172

Taylor 6 6122.2 3.3e-14 6918002

Taylor 10 386.2 3.7e-18 303924

Taylor 15 145.7 8.5e-20 74384

Taylor 20 107.7 6.74e-20 38032

ɺࢉܭ 7ഒҎ্Ͱɺਫ਼ 15ܻҎ্
ྑ͍݁Ռ͕ಘΒΕͨɻ

6 ݁

Taylorల։๏͕ࢉܭ࣍ߴ༰қͰ͋ΔͨΊɺ
ՄͰ͋Δɻ͕ࢉܭͳߴਫ਼͔ͭߴ
KeplerͰɺࢉܭ͕ 10ഒҎ্Ͱ͋

Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕͨɻTaylorల։๏ৗඍํఔ
ࣜͷߴͰߴਫ਼ͳࢉܭʹద͍ͯ͠Δɻ
LorentzͰɺTaylorల։๏ͷࢉܭ࣍

ͰɺRKFͷํ͕ࢉܭ͘ͳΔ͕ɺਫ਼
ɺTaylorల։๏ͷํ͕༏Εͨ݁Ռ͕ಘΒ
Εͨɻ
ଟ͘ͷޮతʹࢉܭͰ͖Δ͕ɺ͕࣍

૿͑ͯޮతʹࢉܭͰ͖ͳ͍͋Δɻ͜
ΕΒͷݕޙࠓ౼͢Δඞཁ͕͋Δɻ
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Ͷ͡ΓંΓͷ߶ମՄંੑͱͶ͡ΓંΓΛ༻͍ͨ߶ମฏ৫Γͷ্͑͛

ࢁ؎ തਓ 1, ࡚ ӳจ 2

1भେֶେֶӃཧֶɼ2भେֶେֶӃཧֶڀݚӃ
e-mail : isa0927math@gmail.com

1 ֓ཁ

ತ n֯ܗपΓͷͶ͡ΓંΓͰ, n֯ܗͷลશ
ͯΛ୩ંΓͨ͠ͷΛ V n Ͷ͡ΓંΓͱݺͿ.

ຊൃදͰ࠷ॳʹ V nͶ͡ΓંΓ͕߶ମંΓෆ
ՄͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢.

ਤ 1. V n Ͷ͡ΓંΓ. ഁઢ͕୩ંΓ, ࣮ઢ͕ંࢁΓ.

,ʹ࣍ ਖ਼ํܗपΓͷͶ͡ΓંΓͰ, ਖ਼ํܗͷ
ลͷ͏ͪ kຊΛ୩ંΓ͠, 4−kຊΛંࢁΓͨ͠
ͷΛ V kM4−k Ͷ͡ΓંΓͱݺͿ. ͦͷΑ͏
ͳͶ͡ΓંΓΛෳݸฒͨฏ৫Γͷ͏ͪ, ߶
ମંΓՄͳͷΛ্͑͛Δ.

ਤ 2. V 2M2(ࠨ), V 3M(தԝ), V M3(ӈ)

2 ๏֯ࡾ໘ٿ

୯Ґٿ໘Λͦͷத৺Λ௨Δฏ໘Ͱͬͨͱ͖,

ͦͷΓޱ୯ҐԁʹͳΓ, ͜ΕΛେԁͱΑͿ.

·ͨ, 2ͭͷେԁ͕ަΘ͍ͬͯΔͱ͖, ͦͷަ
ʹ͓͚Δ 2ͭͷେԁͷઢͷͳ֯͢Λٿ໘֯ͱ
ΑͿ. ,໘֯ٿ ͦΕͧΕͷେԁΛΓऔΔฏ
໘ಉ࢜ͷฏ໘֯ʹ͍͠. ໘্ͷ3A,B,Cٿ

͕ಉҰͷେԁ্ʹͳ͍ͱ͖, AB,BC,CAހྼ

͕ఆ·Γ, ͜ΕΒͷྼހͰғ·Εͨਤܗ ABC

Λٿ໘ܗ֯ࡾͱΑͿ.

,ఆཧݭ༨͍ͯͭʹܗ֯ࡾ໘্ͷٿ ਖ਼ݭఆ
ཧ͕ଘ͠ࡏ, AB,BC,CAͷ͞ΛͦΕͧހྼ
Ε c, a, bͱͨ͠ͱ͖, ఆཧ 1͕Γཱͭ ([1]).

ਤ 3. ໘֯ٿ ਤ 4. ܗ֯ࡾ໘ٿ ABC

ఆཧ 1 ABCܗ֯ࡾ໘ٿ ʹ͍ͭͯ,

cos a = cos b cos c+ sin b sin c cosA

cos b = cos c cos a+ sin c sin a cosB

cos c = cos a cos b+ sin a sin b cosC

sin a

sinA
=

sin b

sinB
=

sin c

sinC

3 ୯߶ମંΓ

୯Ґԁͷத৺OΛͱ͠,࣍ 4,ྡΓ߹͏
ંΓઢͷͳ֯͢Λ αi (i = 1, 2, 3, 4)ͱ͢Δ୯
ંΓΛ߶ମંΓ͢Δͱ, ໘ͷେԁٿ୯Ґހ
,ͱͳΓހ .B1B2B3B4͕ಘΒΕΔܗ࢛֯໘ٿ

ਤ 5. ࣍ 4ͷ୯ંΓͷల։ਤ ,ͱ(ࠨ) ͦΕΛ߶ମ
ંΓͨ͠ͷ (ӈ)

ਤ 6. ܗ࢛֯໘ٿ B1B2B3B4

͜ͷ୯ંΓ͕ฏୱՄં݅Λຬͨ͢
߹, 4ͭͷ B1, B2, B3, B4 ʹ͓͚Δٿ໘֯
β1,β2,β3,β4ͷҎԼͷ͕ؔ Lang[2]ʹΑΓ༩
͑ΒΕͨ.
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ఆཧ 2 ฏୱՄં݅Λຬͨ࣍͢ 4ͷ୯
ંΓΛ߶ମંΓ͢Δͱ, ໘֯ٿ β1,β2,β3,β4ʹ
͍ͭͯҎԼͷ͕ؔΓཱͭ.

β1 + β3 = 2π, β2 = β4

ఆཧ 3

tan 1
2β2

tan 1
2β1

=
sin 1

2(α1 − α2)

sin 1
2(α1 + α2)

, β1 > β2

4 V nͶ͡ΓંΓͷ߶ମંΓෆՄੑ

V n Ͷ͡ΓંΓʹ͍ͭͯ, ತ n֯ܗͷ֤
ΛࠨճΓʹ vi (i = 1, ..., n)ͱ͢Δ. ·ͨ, V n

Ͷ͡ΓંΓ͕߶ମંΓՄͰ͋ΔͱԾఆ͠, ล
vivi+1ΛڬΉ2ͭͷ໘ͷฏ໘֯Λβvivi+1ͱ͢Δ.

ਤ 7. V n Ͷ͡ΓંΓʹ͓͚Δฏ໘֯ βvivi+1

͜ͷͱ͖ఆཧ 3ʹΑΓ, ֤ viपΓʹ͓͍
ͯ βvi−1vi < βvivi+1 ཱ͕͢Δ. Αͬͯ,

βv1v2 < βv2v3 < ... < βvn−1vn < βvnv1 < βv1v2

͕ಘΒΕΔ͕, ͜Εໃ६. Ώ͑ʹ V n Ͷ͡Γ
ંΓ߶ମંΓෆՄͰ͋Δ.

5 V kM4−kͶ͡ΓંΓͷ্͑͛

ఆཧ3ΑΓ, V kM4−kͶ͡ΓંΓ (k = 0, 1, 2,

3, 4)ͷ͏ͪ,߶ମંΓՄͰ͋ΔͷV 2M2,

V M3, V 3M ͷ 3छྨͰ͋Δ ([2]). ͜ΕΒΛฒ
ͨ߶ମંΓՄͳฏ৫ΓΛ্͑͛Δ.

V kM4−kͶ͡ΓંΓͰ, ਖ਼ํܗͷ֤प
Γͷ֯ αi (i = 1, 2, 3, 4)͕ఆ·͍ͬͯΔͷͰ,

sin 1
2(α1 − α2)

sin 1
2(α1 + α2)

=: µ (< 1)

ͱ͢Δͱ, ఆཧ 3ΑΓ
tan 1

2β2

tan 1
2β1
ఆ µʹͳΔ.

ఆཧ 2, ఆཧ ͼٴ3 µΛ༻͍Δ͜ͱͰ, ਤ 8ͷΑ
͏ͳฏ৫Γ͕߶ମંΓෆՄͰ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞
ΕΔ.

ਤ 8. ߶ମંΓෆՄͳฏ৫Γ

V 2M2, V M3, V 3M Λฒͨฏ৫ΓͰ, ߶ମ
ંΓՄͳͷΛ্͑͛Δͱ, ҎԼͷఆཧ͕
ಘΒΕΔ.

ఆཧ 4 V 2M2, V M3, V 3M Λ 2ຕฒͨͱ͖,

߶ମંΓՄͳฏ৫Γ 18छྨͰ͋Δ. (
มͰҰக͢Δͷআ͘)

ਤ 9. ߶ମંΓՄͳฏ৫Γ

ఆཧ 5 V 2M2, V M3, V 3M Λ 4ຕਖ਼ํܗʹฒ
ͨͱ͖, ߶ମંΓՄͳฏ৫Γ 15छྨͰ
͋Δ.

ँࣙ
ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 16K05278ͷॿΛड
͚͍ͯΔ.
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紙材料モデルを用いた折紙形状の折りたたみシミュレーション 
 
   戸倉 直1 
     1トクラシミュレーションリサーチ 
     e-mail: tokura.sunao@tokurasimresearch.com 
 
1  はじめに 
 折紙工学に関するこれまでの先行研究等

[1][2]を通じて円筒，円錐，楕円体等の様々な立

体形状の折りたたみ可能条件が提示されてお

り，これらの形状の実製品への応用も進展しつ

つある．立体折紙形状の実製品への応用に際し

ては，紙で試作品を作成し，低コストで基本的

な動作確認が行われている．あるいは紙そのも

のを材料とした折紙製品を試作することで収

縮・展開挙動の検討が行われている．これらの

折紙製品の動的な挙動の数値シミュレーショ

ンには，有限要素法（FEM）ソフトウェアが用

いられているが，紙自体が複雑な非線形材料で

あり，物性値の同定が容易でないため，解析の

ための材料モデルとしては単純な弾性体が用

いられることが多い．しかし弾性体では動的な

挙動や折りたたみ時の反力が実際と異なる可

能性が十分考えられる．そこで本稿では直交異

方性材料として提案された紙材料モデルを反

転らせん円筒折紙の折りたたみシミュレーシ

ョンに適用し，弾性体モデルとの比較検討を行

った． 
 
2  紙材料モデル 
 紙は製造工程のロール搬送時に繊維方向が

固定されるため，図 1 に示すように，ロール搬

送方向とそれに直交する方向，および面外方向

に特性の異なる直交異方性弾塑性材料となる．

Xia[3]は面内 2 方向および面外方向の引張り・

圧縮・せん断試験を実施し，得られた応力-ひず

み曲線にフィッティングする構成式を提案し

た．降伏曲面は式(1)で表される． 
 

𝑓 =∑[
𝑆:𝑁𝑖
𝑞𝑖(𝜀𝑝

𝑓)
] − 1

6

𝑖=1

= 0 

 
ここで S は応力 6 成分，NiはMDおよびCD 方

向引張り・圧縮降伏曲面法線ベクトル，qi は降

伏曲面，Hp fは塑性ひずみである．qi=1 と置いて

式(1)をプロットしたものを図 2 に示す．降伏曲

面内は弾性域であり，異方性のヤング率が与え

られている．降伏曲面は塑性ひずみの関数とし

て関連流れ則に従い拡張される．Nygårds[4], 
Tryding[4][5]らは紙構成式を汎用構造解析ソフ

トウェアに実装し，実験の再現を行った．本稿

では折りたたみシミュレーションに動的陽解

法 FEMソフト LS-DYNA R11[6]を用いたが，[3]
～[5]で示された物性値を基に作成した入力デ

ータを使用した．これを表 1 に示す． 
 
3  解析モデルおよび解析条件 
 反転らせん円筒折紙をモデル化の対象とした．

解析モデルを図 2 に示す．紙の厚みは 0.5 mm
であり，剛体板で円筒を上方から圧縮し折りた

たんだ．稜線が折り線となっているが，折り線

はすでに折られて塑性変形しているとみなせ

るため，初期降伏応力 S01, S02, S03, S04, S05 を

5 MPa とし，折りたたまれやすくした．上部の

剛体板に強制変位を与え，準静的に軸方向に圧

縮した．円筒と剛体板および円筒自体の自己接

触にはペナルティ法による接触境界条件を設

定した． 
 
4  結果およびまとめ 
 図 3 に圧縮時の円筒の変形図を示す．折り線

に沿って折りたたまれていることがわかる．ま

た図 4 に圧縮時の剛体板の反力履歴を示す．紙

モデルの異方性の効果および弾性体との違い

が明確に示されている．紙材料モデルを用いる

ことでより高精度な解析が期待できる． 
 
 
 
 
 
 
 
図 1. 紙の異方性材料軸．慣習的に搬送方向，面内直

交方向，面外方向をそれぞれ MD, CD, ZD 方向と記

す． 

MD 

ZD CD 

(1) 
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表 1. LS-DYNAの物性モデル*MAT_PAPER 入力デ

ータ（文献に記載がないものについては推定値） 
RO (ton/mm3) 7.79×10-10 A03 (MPa) 7.5 

E1 (MPa) 3400.0 B03 375.0 

E2 (MPa) 960.0 C03 (MPa) 200.0 

E3 (MPa) 960.0 S04(MPa) 6.3 

PR21 0.10447 A04 (MPa) 6.0 

PR32 0.10447 B04 160.0 

PR31 0.10447 C04 (MPa) 300.0 

G12 (MPa) 800.0 S05 (MPa) 6.3 

G23 (MPa) 800.0 A05 (MPa) 7.5 

G13 (MPa) 800.0 B05 310.0 

E3C (MPa) 900.0 C05 (MPa) 225.0 

CC 2.0 PRP1 0.5 

TWOK 4.0 PRP2 0.133 

S01 (MPa) 10.7 PRP4 0.5 

A01 (MPa) 19.0 PRP5 0.133 

B01 260.0 ASIG (MPa) 0.4378 

C01 (MPa) 800.0 BSIG (MPa) -1.0 

S02 (MPa) 6.5 CSIG 6.5 

A02 (MPa) 20.0 TAU0 (MPa) 2.5 

B02 160.0 ATAU (MPa) 2.0 

C02 (MPa) 250.0 BTAU 2.0 

S03 (MPa) 6.0 - - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 2. 反転らせん円筒モデル形状および寸法 
単位：mm 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3. 圧縮変形＋相当塑性ひずみコンター 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 4. 反転らせん円筒圧縮反力履歴 
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平織りの技法を用いた伸縮可能な構造の提案 
 
   山本 陽平1, 金森 由博2, 三谷 純2 
     1筑波大学システム情報工学研究科 2筑波大学情報システム系 

     e-mail: yamamoto@cgg.cs.tsukuba.ac.jp 

 
1  序論 
 折り紙の特徴として，平坦な素材に折り目を

与えることで柔軟に収縮・展開する構造を設計

できる点が上げられる．現在広く使われている

収縮・展開が容易な折り方として，ミウラ折り

や風船の基本形を敷き詰めたものが挙げられ

る．これらは，折りの過程で折り線に囲まれた

領域（以降では面と呼ぶ）が変形しない剛体折

りと呼ばれる特徴を持つため，硬いパネルとヒ

ンジの組み合わせで制作できるが，幾何学的な

制約が厳しいため，設計できる形状が限定され

る．一方，非剛体折りは，折りの過程で面が変

形し，その変形による内部応力が，収縮・展開

の抵抗力として作用するものの，幾何学的な制

約が易しいため設計が容易である． 

本研究は，容易に収縮・展開できる折り方の

バリエーションを増やすことを目的とする．研

究の対象は，単純な折り構造を平面に連結する

ことで幾何学的な模様を作り出す平織りと呼

ばれる技法である．本稿が対象とする平織りの

例を図 1に示す．この平織りは非剛体折りで平

坦に折りたためる．折りたたまれた形は，最も

上の層になる面の成す模様が，タイリングを 2

色で塗り分けた模様のように見えるため，以降

では「二層織り」と呼ぶ．本稿では，二層織り

を紹介するとともに，二層織りの収縮・展開の

しやすさを，折る過程で幾何学的に算出できる

面の角度を指標として評価したため報告する．  

  
図 1. 二層織りの例(左:展開図(実線：山折り,破線:谷
折り), 右:折りたたんだ形) 
 

2  二層織りの基本形 
二層織りは，基本となるパターン（以降では

基本形と呼ぶ）を平面に並べることで構成され

る．山本の提案する手法[1]を用いて設計した

基本形の一例を図 2に示す．基本形の各部分の

名称を次のように定める．中央に位置する面を

中央面，紙の縁から垂直に伸びる 2本の山折り

および 2本の谷折りから構成される領域（灰色

の領域）をプリーツ，プリーツの山折りに挟ま

れた領域をプリーツの上面と呼ぶ．基本形は中

央面が一番上の層になるよう平坦に折りたた

める．また，折りたたまれた紙の縁は，元の縁

が縮小した形となる．図 2(a)のように,ある辺

の長さを𝑙，プリーツの上面を除いた幅をw1 +
w2としたとき，折りたたまれた縁の倍率は， 

(𝑙−2(𝑤1+𝑤2))
𝑙

 …式(1) 
となる． 

 
   

(a) (b) 

    
(c) (d) 

図 2. 基本形の例(左:展開図, 右:折りたたんだ形) 
 

3  基本形の連結 
2枚の基本形の長さが等しい辺を合わせた

際，一方のプリーツ上の折り線を延伸した先

にもう一方のプリーツ上の折り線が重なれ

ば，プリーツの上面と底面を共有するように

連結できる．この操作で，平面に並べた基本

形を連結することで二層織りを構成できる．

例えば図 2(a)(c)(d)の基本形を連結すること

で，紙の縁が正十二角形の二層織りを構成で

きる（図 3(a)）．また，紙の縁に凹部を含む二

層織りも構成できる（図 3(b)）．なお，縁の倍

率は基本形の倍率と同じになる． 

    
(a) (b) 

図 3 基本形を連結した二層織りの例 
(左:展開図, 右:折りたたんだ形) 
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4 基本形の伸縮のしやすさ 
本稿では，折りの過程で面の変形の要因の

一つとなる，中央面と上面の角度に着目す

る．この角度を指標として，収縮・展開のし

やすさを評価する．なお基本形は，図 2のよ

うに回転かつ鏡像対称とする． 

図 2(a)に示す基本形の一部を図 4(a)に示

す．また，折りたたむ過程の 2つの基本形

を，水平面上に並べ，真横から見た模式図を

図 4(b)に示す．中央面と上面の角度とは，折

り線a, bの折り角𝜙a, 𝜙𝑏（折り線を折る過程

で，折り線を共有する 2枚面が成す角度）の

差である．この差を𝜃とする．2枚の基本形を

連結すると上面は共有される．しかし，𝜃が 0

より大きければ，上面は図 4(b)のように中央

が沈んだ形になろうとする．折る過程で𝜃が小

さいほど，上面の変形は小さくなるため，収

縮・展開しやすいと評価する． 

  
(a) (b) 

図 4 (a)基本形の展開図(図 2(a))の一部, 
(b)水平面上に配置した 2枚の基本形の模式図 
 

基本形の収縮・展開のしやすさを評価する

ために，𝜙aが 0°から 180°に変化する際の角

度𝜃を求める．点p, q, rのような 4本の折り線

が交わる頂点では，球面三角法を用いて，4つ

の内角と 4本の折り線の折り角を自由度 5で

決定できる．さらに，平坦に折りたためる内

角であれば，舘の提案する関係式[2]を用いる

ことで，4本の折り線の折り角を，1つおきの

大きさが等しくなるよう，自由度１で決定で

きる．そのため，折り線pqの折り角の大きさ

は𝜙aと等しくなる．次に，折り線aを含む頂点

pから順に頂点q, rと折り角を順に求めると仮

定する．すると頂点rでは，舘の関係式が成立

しない．そこで，折りの過程で頂点r近傍の内

角𝛼, 𝛽の値は変化し，折り線qrの折り角と𝜙b
の大きさは等しくなると仮定する．以上よ

り，頂点qにおける舘の関係式を用いること

で，折り角𝜙a, 𝜙𝑏の関係式は 

tan 𝜙𝑏
2

=
1−tanγ

2 tanδ
2

1+tanγ
2 tanδ

2

 tan 𝜙𝑎
2
 …式(2) 

となる．なお，𝛾, 𝛿は，頂点qの内角である． 

𝜙aが 0°から 180°に変化する際の角度𝜃を，

式(2)を用いて計算した結果を図 5 の太線に示

す．また，図 2(b)の基本形を対象に，同様に角

度𝜃を求めた結果を図 5 の細線に示す．図

2(a)(b)は中央面の形は同じだが，紙の縁の倍

率は図 2(a)の方が小さくなる．一方，中央面と

上面の角度の最大値は，図 2(b)の方が小さくな

るため，図 2(b)の基本形の方が収縮・展開しや

すいと評価できる．収縮・展開のしやすい基本

形ほど，折りたたんだ縁の倍率が 1に近づくこ

とを確認した． 

 
図 5 中央面と上面の傾きのグラフ（横軸：折り線a
の折り角𝜙a，縦軸：中央面と上面の成す角度𝜃） 
 

なお，実際の折る過程の抵抗となる内部応力

は，すべての面の変形を力学的に解析すること

で求められる．中央面と上面の角度の変化のみ

で折りのしやすさを評価することの妥当性の

検証は今後の課題とする．  

 
5 まとめと今後の課題 

 本稿では，二層織りと名付けた平織りを紹

介し，折りの過程における面の傾きを用い

て，収縮・展開のしやすさを評価する手法を

提案した．収縮・展開しやすい基本形ほど，

折りたたんだ縁の倍率が 1に近づくことを確

認した．これにより，収縮・展開のしやすさ

と折りたたみの倍率を勘案して二層織りを設

計できる．今後の課題は，面の傾きの変化で

収縮・展開のしやすさを評価することの妥当

性の検証である． 
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1 ͡Ίʹ

ͱൺྫදͷ۠ڍɼબڍӃબٞࢀ 2ͭͷํ
ࣜͰߦΘΕΔɽ͜͜Ͱબ੍۠ڍͷ΄͏Ͱಓ
ݝʹׂΓͯΒΕΔٞ੮ʹ͍ͭͯ͡Δɽ
ਤ 1ʹΈΔΑ͏ʹɼબ۠ڍͷఆһઃҎདྷ͋
·ΓมԽ͍ͯ͠ͳ͍ɽ͜ͷؒͷਓޱͷมಈ͕͋
·Γө͞Ε͍ͯͳ͍ɽ2015·Ͱͷٞ੮
Ͱಛతͳɼ֤ۮʹݝٞ੮Λ͠࠷
খݶΛ 2ͱ͍ͯ͠ΔͰ͋ͬͨɽ͜ͷ࠷খٞ੮
ͷ੍͕ݶͷެฏੑʹͲͷఔͷӨڹΛ༩
͍͑ͯΔ͔ɼଞͷํ๏Ͱ͋ΕͲͷΑ͏ʹͳͬ
ͨͷ͔Λɼ[1]ΛߟࢀʹաڈͷσʔλΛͯͬ
ௐͯΈͨɽ
·ͨผͷੳͱͯ͠ɼબ͕۠ڍ ℓٞ੮ͷ

Λͨͭ࣋Ίͷ࠷খͷਓׂޱ߹ʢᮢ (threshold)

ͱݺΕΔ [2, 3]ʣ͕ɼաڈͲͷ͘Β͍ͷͰ
ਪҠͨ͠ͷ͔Λͯ͠ࢉܭΈͨɽ

ਤ 1. બ۠ڍఆһͷਪҠʢ࣠ࠨʣͱ 1ٞ੮͋ͨΓਓޱͷ
খʢӈ࣠ʣɽ࠷େʗ࠷

2 ภΓͷࢉܭ

૯ٞ੮ hΛ sݸͷબ۠ڍʹׂΓͯΔͱ
ͯ͠ɼબ۠ڍ iͷਓޱΛ piɼਓׂޱ߹Λ wi =

pi/
∑s

i=1 piɼׂΓͯΒΕͨٞ੮Λ ai ͱ͢
Δʢh =

∑s
i=1 aiͰ͋Δʣɽਓޱʹൺྫͯٞ͠

੮Λ͢ΔͳΒɼબ۠ڍ i hwi͚ͩٞ੮
Λ͖ͭͩΖ͏ɽͦ͜Ͱɼ࣮ࡍʹ͞Εͨ
ٞ੮ͱͷࠩΛٞ੮աྔͱͯ͠ఆٛ͢Δɽ

bi = ai − hwi. (1)

ਤ 2Ͱɼ1950–2015ͷ 14ճͷࠃௐࠪ࣌
Ͱͷ biͷΛ͠ࢉܭɼਓޱͷॱʹ·ͱΊͯശͻ
͛ਤʹͨ͠ɽਓޱͷগͳ͍ݝͰਖ਼ͷภΓɼଟ
ͰෛͷภΓ͕໌Β͔Ͱ͋Δɽݝ͍

ਤ 2. બ۠͝ڍͱͷภΓɽ

·ͨຖʹ biͷઈରͷฏۉΛͱͬͯɼશମ
తͳ֨ࠩͷࢦඪͱͯ͠ΈΔɽ

B =
1

s

s∑

i=1

|bi|. (2)

͜ͷΛɼ1950–2015ͷ 14ճͷࠃௐࠪ࣌
Ͱͨ͠ࢉܭɽ·ͨԾతʹ݅Λಉ͡ʢ֤ݝ
࠷ 2ٞ੮ɼۮٞ੮ʣʹͯ͠ɼଞͷද
తͳ 6๏ʢAdams, Dean, Hill, Webster,

Jefferson, HamiltonʣΛͨͬ߹ͷ B ͷ
Λ߹Θͤͯਤ 4ʹࣔͨ͠ɽ

ਤ 3. બ۠ڍͷภΓฏۉɽ

࠷ 2ٞ੮ͱ͍͏੍͕Ͳͷ͘Β͍ภΓʹӨ
Δͷ͔ΛௐΔͨΊɼҎԼͷΑ͏ͳઃ͍ͯ͠ڹ
ఆΛͯ͑ߟภΓͷࢉܭΛͨ͠ɽ

1) దٞ੮࠷ 2ɼ֤ݝۮٞ੮Λͭ࣋ɽ
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2) ٞ੮࠷ 2ɼحٞ੮Մɽ
3) ٞ੮࠷ 1ɽ

Ҏ্ͷ 3݅ʹ͍ͭͯɼ6๏Ͱ 1950–2015

ͷ 14ճͷࠃௐࠪ࣌ͰͷBΛͦͯ͠ࢉܭ
ͷฏۉΛٻΊͨɽਤ 4͕݁ՌͰ͋Δɽํ๏ʹ
ΑΔ͕ɼۮٞ੮ͷ੍ΑΓɼ࠷ٞ੮ͷ
੍ͷ΄͏͕ภΓͷӨ͕ڹେ͖ͦ͏Ͱ͋Δɽ

ਤ 4. 6๏ͷ 3݅ͰͷภΓฏۉɽ

3 ᮢͷࢉܭ

બ͕۠ڍ ℓٞ੮ͷΛͨͭ࣋Ίͷਓׂޱ߹
ʢᮢʣɼҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔɽҎԼͰ
ɼਓׂޱ߹͕ঢॱɼw1 ≤ w2 ≤ · · · ≤ wsɼʹ
ͳ͍ͬͯΔͷͱԾఆ͢Δɽ๏ dʹΑΓܾ
·ͬͨٞ੮Λ ad1, . . . , a

d
s ͱ͢Δɽਓׂޱ߹ͷ

ϕΫτϧ w = (w1 . . . , ws)͕औΓ͏Δͷશ
ू߹ͷͳ͔ͰɼEd

ℓ Λબ۠ڍ 1ʢ࠷খͷਓޱΛ
ͭબ۠ڍʣͷٞ੮ ad1͕ ℓʹͳΔwͷू߹
ͱ͢Δɽ

Ed
ℓ =

{
w

∣∣
s∑

i=1

adi = h, ad1 = ℓ

}
. (3)

ٞ੮͕ ℓʹͳΔਓޱͷԼଆᮢ Idℓ ɼ͜ͷ
ະຬͷਓޱͰٞ੮ඞͣ ℓະຬʹͳͬͯ
͠·͏Ͱ͋Δɽ

Idℓ = min{w1|w ∈ Ed
ℓ }. (4)

ٞ੮͕ ℓʹͳΔਓޱͷ্ଆᮢ Sd
ℓ ɼਓޱ

͕͜ͷΛ͑Δͱٞ੮ඞͣ ℓΑΓେ͖͘
ͳΔͰ͋Δɽ

Sd
ℓ = max{w1|w ∈ Ed

ℓ }. (5)

ඪࣝؔ d(k)ʹରԠ͢Δআ๏Ͱɼ͜ͷ

্ԼᮢҎԼͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ [2]ɽ

Idℓ = min∑s
i=2 ℓi=h−ℓ

d(ℓ− 1)

d(ℓ− 1) +
∑n

i=2 d(ℓi)
, (6)

Sd
ℓ = min∑s

i=2 ℓi=h−ℓ

d(ℓ)

d(ℓ) +
∑n

i=2 d(ℓi − 1)
. (7)

͍ͨ͠ͷ I2ɿਓޱൺ͕͜ͷҎԼͰ
ܾͯ͠ 2ٞ੮ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͍ɼͷͰ
͋Δɽ5ͭͷ๏Ͱͨ͠ࢉܭաڈͷ I2 ͷ
ͱɼ࠷খਓݝޱͷશਓޱʹΊΔൺΛਤ 5ʹ
ࣔͨ͠ɽ࠷খݝͷਓޱൺɼখنݝʹ༗ར

ਤ 5. ᮢ I2 ͷมԽͱ࠷খݝͷਓޱൺɽ

ͱ͞ΕΔAdams๏ͷᮢΛੈلҎ্લʹԼ
ճ͍ͬͯΔɽ

4 ͓ΘΓʹ

ͱٞݶখٞ੮ͷ੍࠷Λྫʹɼ۠ڍӃબٞࢀ
੮ͷภΓͷؔΛΈͨɽ࠷ٞ੮ͷมߋɼ
ΛΊΔ͜ͱ͕ɼภΓͷੋਖ਼ݶٞ੮ͷ੍ۮ
ʹ͋Δఔ༗ޮͰ͋Δ͕ɼҰํͰ૯ٞ੮Λࠓ
ͷ··ʹ͍ͯͯ͠ɼੋਖ਼ʹݶք͕͋ΔΑ͏
ͩɽ͜ͷ໌ޙࠓΒ͔ʹ͍ͨ͠ɽ
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1 ͡Ίʹ

ຊڀݚͰɺʹΑΔڀݚࢿʹؔ͢Δҙ
૪ϞσϧΛ֦ுͨ͠Ϟڝఆʹ͍ͭͯɺۭܾؒࢥ
σϧʢIshii and Nakagawa (2015) [1]ʣΛͯͬ
ΔɻຊϞσϧΛར༻͢Δੳͷརɺ͢ߟ
͢ࢿΔରͱͳΔڀݚͷଟ༷ੑ͕ߧۉʹ͓͍
ͯͲͷΑ͏ʹͳΔ͔Λ໌ࣔతʹੳՄͱͳΔ
͜ͱͰ͋Δɻ۩ମతʹɺఏҊ͞Εͨڀݚϓϩ
δΣΫτʹର͕ͯ͠બͱूதΛߦͳ͏ࡍ
ʹɺͦͷબͱूதͷ߹͍ʹ͍ͭͯ໌ࣔతʹ
ݚͷϞσϧʹ͓͍ͯɺڀݚՄͱͳΔɻຊߟ
ϓϩδΣΫτ͕ఏҊ͞Εͨ͋ͱʹɺ൴ڀ
Βࣗʹཱ͕ͭڀݚΘ͔Βͳ͍ࣄલͱΘ͔ͬ
ͨ͋ͱͷޙࣄͷ̎ճͷػࢿձΛͭ࣋ɻ͜ͷϞ
σϧʹ͓͍ͯɺ͢ࢿΔڀݚͷରͱͦͷภ
Γʹ͍ͭͯ͢ߟΔɻαϒήʔϜશߧۉʹ͓
͍ͯɺཱ͕ͭڀݚΘ͔Βͳ͍ࣄલͷஈ֊ʹ
ͳΔ͘ଟ͘ͷڀݚʹࢿΛߦͳ͏͜
ͱΛࣔͨ͠ɻ͜ͷ݁ՌɺબͱूதΛ͠ͳ͍
͜ͱ͕࠷దͰ͋Δ͜ͱΛؚҙ͍ͯ͠Δɻ

2 Ϟσϧ

ϓϨΠϠʔऀڀݚͱͰ͋Δɻऀڀݚͷ
 2 ਓͰɺͦΕͧΕ͕දͱͯ͠ڀݚϓϩ
δΣΫτ i, i = 1, 2ΛఏҊ͢Δɻɺͦͷ
͢ࢿΛۚࢿڀݚɺ͠؍ϓϩδΣΫτΛڀݚ
ΔɻϓϩδΣΫτ iʹର͢ΔֹۚࢿΛ piͱද
ͷઢݩ࣍༰ҰڀݚΔɻϓϩδΣΫτͷ͢ه
্ͷ࠲ඪ zͰද͞ݱΕɺϓϩδΣΫτ iͷ࠲
ඪΛ ziͱද͠هɺ0 ≤ z1 ≤ z2 ≤ 1ͱ͢Δɻ
ɺ͜ͷ zi͕ಉ࣌ʹఏҊ͞Εͨ͋ͱʹɺ

ͦΕΒΛ࠾͢Δ͔Λܾఆ͠ɺ࠾ͨ͠ϓϩ
δΣΫτʹۚࢿڀݚΛަ͢ΔɻަͷλΠϛ
ϯά 2ճ͋ΓɺҰͷλΠϛϯάͰɺ
ͲͪΒͷϓϩδΣΫτͷڀݚ༰͕ʹ
ͱཱͬͯͭͷ͔Θ͔Βͳ͍ɻೋͷλΠϛ
ϯάͰɺ͍ͣΕͷڀݚ༰͕ʹ
ͱཱ͔ͬͯͭΛΘ͔͍ͬͯΔɻʹͱͬͯ
ཧతͳڀݚϓϩδΣΫτͷ༰ zͱಉ͡Ұ
Δɻ͢هͷઢ্ʹ͋ΓɺtͰදݩ࣍
ɺͷࢧग़ֹ

∑
i piͱʹͱͬͯ

ͷཧ tͱ֤ϓϩδΣΫτ ziͱͷဃ (t− zi)2

ͷظͷ૯Λ࠷খʹ͢ΔΑ͏ʹߦಈ͢Δɻ
͜ͷۚࢿڝ૪తۚࢿͰ͋ΓɺԼ͞ΕΔۚࢿ
ͷֹ pi ڝ૪తڥͰܾఆ͞ΕΔɻ͍͑ݴ
Δͱɺ࠾ͷλΠϛϯά͝ͱʹɺͱऀڀݚ
ͷؒͰڀݚϓϩδΣΫτ͕ࠪఆ͞Εɺࠪఆ͞Ε
ΔڀݚϓϩδΣΫτؒͰڝ߹͕͋Δɻऀڀݚ
ɺશؒظΛ௨ͯ͡ڀݚϓϩδΣΫτͷ༰
มߋͰ͖ͳ͍͕ɺڀݚϓϩδΣΫτʹඞཁͳਃ
ֹۚࣄલͱޙࣄͰมߋͰ͖Δɻ
͜ͷήʔϜ࠷ॳʹ z ͕ܾఆ͞Εɺࣄલͷ

pbɺޙࣄͷ pa ͕ܾఆ͞ΕΔࡾஈ֊ͷήʔϜͰ
͋Δɻ͜͜Ͱ bࣄલɺaޙࣄΛͦΕͧΕࣔ
͢ɻ͜ͷήʔϜΛޙΖ͖ʹղ͖ɺαϒήʔϜ
ΊΔɻٻΛߧۉશͳ

3 ޙࣄ

ࣗʹͱͬͯཧతͳڀݚ༰ t͕໌
͍ͯ͠Δঢ়گΛʮޙࣄʯͱݺͿɻ͍·ɺఏҊ͞
Ε͍ͯΔڀݚϓϩδΣΫτ̎ͭͳͷͰɺt͕
໌ͨ͠ޙࣄʹ͓͍ͯʹͱͬͯͷཧ tͱ
֤ϓϩδΣΫτ ziͱͷဃ (t−zi)2ɺͦͷ࣮
ʹΑͬͯଌΔ͜ͱ͕ՄͰ͋Δɻ͜͜Ͱɺݱ
ҰൠੑΛࣦ͏͜ͱͳ͘ɺz1 ͷϓϩδΣΫτ͕
ʹͱͬͯΞλϦͰ͋ͬͨͱ͠Α͏ɻtʹର
͢Δ૬ରతͳۙɺ֘ϓϩδΣΫτͷݚ
༰ʹؔ͢ΔͷΞϐʔϧͷ༏Ґੑͱڀ
ղऍͰ͖Δɻ۩ମతʹɺཧ tͷʹର
͢Δ z ͰଌΒΕΔ༏Ґੑɺ͍· z1 ͕ tʹର
ͯ͠૬ରతʹ͍ۙͷͰɺ(t − z2)2 − (t − z1)2

Ͱ͋Δɻ͜ͷঢ়گͰɺ૬ରతʹΞϐʔϧͷ
ϓϩδΣΫτڀݚ͍ z2 Ͱ͚ͭΔ͜ͱͷߧۉ͕
Ͱ͖Δ pa∗2 Λ͑ߟΔɻpa∗2 = 0Ͱ͋Δɻ͜ͷূ
໌ϕϧτϥϯڝ૪ͱಉ༷Ͱ͋Δɻ͔͜͜Βɺ
pa∗1 = (t−z2)2−(t−z1)2Ͱ͋ΔɻΑͬͯɺޙࣄ
ͷߧۉʹ͓͚ΔڀݚϓϩδΣΫτͷԼۚࢿ
 (pa∗1 , pa∗2 ) = ((t− z2)2− (t− z1)2, 0)ͱͳΔɻ
ΞλϦ͕ 2Ͱ͋ͬͨ߹ಉ༷ʹࣔͤΔɻΑͬ
ͯɺpa∗i = (t − zj)2 − (t − zi)2, i ̸= j, i = 1, 2

Ͱ͋Δɻ
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4 લࣄ

ʮࣄલʯͱʹͱͬͯͷਖ਼ղ͕͔ͬͯ
͍ͳ͍ঢ়گͰ͋Δɻ͍͑ݴΔͱɺͨΓ͘͡
͕͔͍ͬͯͳ͍ঢ়گͰɺ͘͡Λങ͏ঢ়گͰ͋
Δɻ͜ͷͱ͖ɺޙࣄͷαϒήʔϜͷߧۉ
Λॴ༩ʹͯ͠ɺࣄલͷஈ֊ͰͷҙܾࢥఆΛߦͳ
͏ɻ͢ࢿΔϓϩδΣΫτͷͨΓͣΕΛɺ
͜͜ͰརಘͷظʹΑͬͯධՁ͢Δɻ
ͷߦಈʹ̏ͭͷՄੑ͕͋Δɻ̍ɺ྆ํͷݚ
ΛԼ͢Δɻ̎ɺ͍ͣΕۚࢿʹϓϩδΣΫτڀ
͔̍ͭͷڀݚϓϩδΣΫτΛબ͠ɺͦΕʹࢿ
ۚΛूத͢Δɻ̎ɺz1ͳ͍͠ z2ͷ͍ͣΕ͔
Λબ͢ΔͨΊɺ2௨Γ͋Δɻ̏ͭΊɺԿ
͠ͳ͍ͱ͍͏ߦಈͰ͋Δɻ͍·ɺt [0, 1]ͰҰ
༷͢ΔͱԾఆ͢Δɻ·ͣɺ̎ͭͷϓϩδΣ

Ϋτʹͨ͠ࢿ߹ͷظརಘ
∫ z1+z2

2
0 (t −

z1)2dt +
∫ 1

z1+z2
2

(t − z2)2dtʴ pb1ʴ pb2 Ͱ͋Δɻ

લͷஈ֊Ͱ͍ͣΕ͔Λબ͠ूத͠ࣄɺʹޙ࠷
ͨ߹

∫ 1
0 (t− zi)2 + pbidt ͰࢉܭͰ͖Δɻ

͜͜Ͱɺ̎ͭͷϓϩδΣΫτʹͨ͠ࢿ߹
ͱ͍ͣΕ͔Λબ͠ूதͨ͠߹ͷظརಘ͕
͘͠ͳΔ pb1, p

2
2ΛٻΊΔɻ

pb1 = (z2 − z1)(
z1 + z2

2
)2, (1)

pb2 = (z2 − z1)(1−
z1 + z2

2
)2. (2)

લʹԿ͠ͳ͔ͬͨέʔεࣄɺ͕ʹޙ࠷
ߧۉͷޙࣄͨݟଆ͔ΒऀڀݚΔɻ͑ߟ͍ͯͭʹ
ͷظརಘΛ͢ࢉܭΔɻϓϩδΣΫτ̍ʹ͍ͭ
ͯͷΈʹࣔ͢ɻpa∗1 = (t−z2)2− (t−z1)2ΑΓɺ

∫ z1+z2
2

0
pa∗1 dt = (z2 − z1)(

z1 + z2
2

)2 (3)

̎ͷ߹ಉ༷ʹࢉܭͰ͖Δɻ·ͨɺ͔͜͜Β
ֹࢿΔ͚͓ʹߧۉલͷஈ֊ήʔϜͷࣄ͕(1)
Ͱ͋Δ͜ͱΘ͔ͬͨɻ
Ͱظલͷஈ֊ήʔϜʹ͓͍ͯɺࣄ

શ͕ͯແࠩผʹͳΔΑ͏ͳֹۚΛ͢ࢿΔɻۉ
Δ͜͢ࢿɺ̎ͭͷϓϩδΣΫτʹ͍͓ͯʹߧ
ͱ̍ͭʹબͱूத͢Δ͜ͱɺ͞ΒʹԿࢿ
͠ͳ͍͜ͱɺʹͱͬͯظͷҙຯͰແ
ࠩผͰ͋Δɻ

5 Δ͚͓ʹߧۉ zͷ

Δ͚͓ʹߧۉɺʹޙ࠷ zͷΛ͢ࢉܭΔɻ(1)
ΑΓɺར५͕ࢉܭͰ͖ΔͷͰɺҰ֊݅ΑΓɺ
z∗1 = 1/4, z∗2 = 3/4Ͱ͋Δɻ

6 ·ͱΊ

ຊߘͰɺʹΑΔڀݚ։ൃࢿͷબͱ
ूதʹ͍ͭͯɺۭؒڝ૪Ϟσϧʹࣄલͱޙࣄͷ
ஈ֊ΛΈࠐΜͩϞσϧʹΑͬͯͨ͠ߟɻα
ϒήʔϜશͳߧۉʹ͓͍ͯɺબͱू
தΛߦͳΘͳ͍ՄੑΛࣔͨ͠ɻ͜ͷ݁Ռɺ
Ͱ͋ΔڀݚΛ͢Δ͜ͱ͕ࡧཬໄதͰ҉தޒ
ͳΒɺ͘ബ͘Β·͘ࢿͷํ͕༗ޮͰ͋
Δ͜ͱΛؚҙ͍ͯ͠Δɻಉ࣌ʹɺޙࣄͷ͔ߧۉ
Βɺਖ਼ղͷΘ͔͍ͬͯΔঢ়گͰɺΞλϦ͘͡
ͷΈʹޮతʹࢿՄͰ͋Δ͜ͱؚҙ͞Ε
͍ͯΔɻ͜ͷ͜ͱ͔Βɺࢿͷબͱूத͕ਖ਼
ղͷΘ͔͍ͬͯΔ߹ʹ༗ޮͩͱ͍͏ࡦత
ؚҙࣔ͞Εͨͱ͑ݴΑ͏ɻ͜ͷɺ
ʹͱͬͯɺޙࣄͱԿͰɺͦΕ͍ͭͲ͜Ͱ࣮
ΒΕ͑ߟΔͷ͔ͱ͍͏͜ͱ͕ຊ࣭Ͱ͋Δͱ͢ݱ
Δɻͳ͓ɺຊߘͰN = 2ͷέʔεʹ͍ͭͯߟ
ɺIshii͕ͨ͠ and Nakagawa (2017) [2]ʹ͓
͍ͯɺҰൠతͳNͷ߹ʹ͍ͭͯಉ༷ͷ݁Ռ
͕Γཱͭ͜ͱΛ্ࣔͨ͠Ͱɺߧۉʹ͓͚Δݚ
Δɻ͍ͯ͠ߟϓϩδΣΫτͷʹ͍ͭͯڀ

ݙจߟࢀ

[1] Ishii,R. and Nakagawa,K., Schedul-

ing competition in the airline indus-

try and the issue of duplicate bookings,
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tidisciplinary International Conference

on Scheduling : Theory and Applica-
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[2] Ishii,R. and Nakagawa,K., Government

Expenditure on Research Plans and

their Optimal Diversity, ARSC2017,

31st Applied Regional Science Confer-
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オンライン上の情報伝播シミュレーションと再現性向上のための拡張 
 
   竹内 謙太郎 
     静岡大学総合科学技術研究科工学専攻数理システムコース 

     e-mail: takeuchi.kentaro.14@shizuoka.ac.jp 

 
1  概要 

 現在、解決すべき社会問題の一つにオンライ

ン上での誤情報の伝播が挙げられる。昔に比べ

てSNSの登場によりユーザーが情報に接触す
る回数は著しく増加し、誤情報伝播が一層起こ

りやすい環境になってしまった為、このような

問題が発生した。本研究は誤情報伝播に対して

確実な対抗手段を生み出す為、情報拡散を忠実

に再現したモデルを提案することを目的とし

ている。今回は有力な打開策を提案するもので

はなく、情報伝播を再現したモデル構築とネッ

トワークに対するいくつかの拡張の効果を見

ることに重点を置いている。更に、誤情報伝播

の再現を行うためには前提となる誤情報を含

まない情報伝播の再現に注力する必要がある

と考えたため、今回のモデルでは誤情報伝播を

扱っていない。先行研究[1]を元に 3種類の拡張
を施し、情報伝播にどのような影響があるかを

調査した。 
 

2  モデル 

周期境界を持つ隣接8マスの格子ネットワー
クにワッツ・ストロガッツのスモールワールド

性を付与したモデルを使用する。各ノードをユ

ーザーとし、それぞれが「考え方」というパラ

メータを持つ。この時、最初に情報を伝播する

ノード(初期情報共有者)はランダムに選ぶよう
に設定する。情報にも値があり、情報を共有し 

表1. モデルの詳細 

 詳細 
ネットワーク スモールワールド 
情報の値 0~1 

各個人の考え方の値 0~1 
情報共有の境界値 0.015 

 

ていないユーザーの考え方と情報の値のズレ

が境界値以下の時に情報を共有するように設

定する。ここで、考え方の値は一様乱数で与え 
る。 
 
3  拡張 
 3.1)均質パスの形成 

 ネットワーク内において、隣人が自分と似た

考えを持っている時、その隣人とのパスを均質

パスと定義する。一つ目の拡張は均質パスを特

定まで割合に引き上げて情報伝播を行う。この

時、ランダムで辺を選び、半分の確率でどちら

かのユーザーがもう一方のユーザーの考え方

をコピーした後にノイズを入れるようにする。

実際のオンライン上のネットワークでは似た

考えの人と繋がりやすいため、コミュニティー

の偏りを表現する事が出来る。 
 3.2)寛容さの導入 

 
図 1. 情報を共有する時の条件の例 

(今回の場合はユーザー①のみ情報共有) 
 

 

図 2. 均質パスの形成(太線は均質パス) 
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全員が一定のズレ以内ならば情報を拡散させ

るという状況は実際には考えにくい。自分が 
好きな分野の話であればどんな内容であれ拡

散させる人がいる一方で、ピンポイントで興味

のある情報以外一切拡散しようとしない人も

存在する。以上を踏まえたユーザーの多様性を

表現するために「寛容さ」という拡張を行った。

今までの境界値にこの寛容さの値を足す事に

より各ユーザーの許容範囲を変更する事が可

能になる。 
 3.3)話題の好み 

 ニュースはいくつかのジャンルに分けるこ

とが出来、とりわけ政治に関する話題の時は情

報伝播が大きいことが分かっている[2]。ユーザ

ーは自分が好きな話題は積極的に情報を広げ

る傾向がある一方で、ある話題に興味のあるユ

ーザーは関連のない話題には興味を示すこと

はないと考えることはできないだろうか。この

発想を元にした拡張が話題の好みの概念を取

り入れたものである。ユーザーは 3つの話題を

積極的に広げ、3つの話題に対しては消極的な

態度をとるものと仮定する。この相関図を六角

形で表し、ある一つの頂点に注目したとき、興

味のある話題と一致したときには情報拡散を

大きく促し、ある程度関連性のあるジャンルで

あれば少しだけ情報拡散を促し、対角線にある

頂点の話題はとりわけ興味のない話題として

情報拡散を極力行わないようにし、残り 2つの

話題に関しても微量の負の補正をかけるよう

にする。これにより、ユーザーの好みを簡潔に

表現することが出来る。 

 

4  結論 
 先行研究での簡単なモデルに拡張を導入す

ることで、多様性を持たせて実際のデータを再

現するような結果を得ることが出来た。その一

方で、拡張前後で結果が変わらない場合が見ら

れた。これは更なる統計データを得る事で的確

な数値を実験的に見つけていくことで更なる

有力な拡張が見出せると考えられる。 

 

 

図 3. ユーザーが政治の話題が好きな場合の補正 
 

参考文献 
[1] Michel Del Vicario, Allessandro Bessi, 

et al. The spreading of misinformation.  

PNAS, 113 (2016), 554-559. 

[2] Soroush Vosoughi, et al. The spread of 
true and false news online. Science 359 

(2018), 1146-1151. 
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偶数位数を持つ有限体上楕円曲線の2次の指標
白勢 政明 1

1公立はこだて未来大学
e-mail : shirase@fun.ac.jp

1 概要
qを奇素数 p(≥ 5)のべきとし，Fq を元の個

数が qの有限体とする．E/Fqを楕円曲線とし，
#E(Fq) (#は元の個数)は偶数で位数 2の点
が与えられているとする．この時，準同型写像
φ : E(Fq) → {1,−1} を Legendre記号とノル
ムを使って定義できることを示す．ある意味 φ

はE(Fq)の 2次の指標である．なお，本稿の結
果は，有理数体上の楕円曲線に関する [1]の 3.5
節の命題を有限体上で考え直したものである．

2 指標の構成
qを奇素数 pのべきとする．写像 λq : F∗

q →
{1,−1}を u $→ u(q−1)/2 と定義する．
補題 1 (a) λq は準同型である．
(b) u ∈ F∗

qに対して，uが平方元⇔ λq(u) = 1．
(c) NFq/Fp

を Fq の Fp上ノルムとすると，

λq(u) =
(

NFq/Fp
(u)

p

)

が成り立つ．ここで，( ·
· )は Legendre記号で

ある．
∵) (a) 自明．
(b) α を F∗

q の生成元とし，u = αk とする．
すると，λq(u) = u(q−1)/2 = (αk)(q−1)/2 =
(α(q−1)/2)k = (−1)k となる．よって，uが平
方元 (kが偶数)ならば λq(u) = 1であり，uが
非平方元 (kが奇数)ならば λq(u) = −1である．
(c) u ∈ F∗

q に対して，
uが F∗

qの平方元⇔ NFq/Fp
(u)が F∗

pの平方元
であるため，(c)が言える．"

E/Fq を
E/Fq : y2 = x3 + ax2 + bx + c (1)

で与えられる楕円曲線とし，位数2の点 (x0, 0) ∈
E(Fq)が与えられているとする．x0 = c = 0の
時，写像 φ : E(Fq) → {1,−1}を次のように
定義する．

O $→ 1
(0, 0) $→ λq(b)

(x1, y1) $→ λq(x1) (x1 ≠ 0)

x0 ≠ 0の場合は (x0, 0)が (0, 0)になるような
座標変換を行ってから，上記の定義を適用する．
すると，

O $→ 1
(x0, 0) $→ λq(a + 3x2

0)
(x1, y1) $→ λq(x1 − x0)

となる．
命題 2 φは準同型である．(P,Q ∈ E(Fq)に対
して φ(P + Q) = φ(P ) · φ(Q)が成り立つ．)

∵) x0 = 0の場合を示せば十分である．P1, P2 ∈
E(Fq)をとり，P3 = −P1−P2とする．この時，
P1, P2, P3はある直線L上にある．各 i = 1, 2, 3
に対して，Pi ≠ Oの時，Piの座標を (xi, yi)で
表す．初めに

φ(P1) · φ(P2) · φ(P3) = 1 (2)
を示す．
(a) 直線 Lが Oも (0, 0)も通らない場合: i =
1, 2, 3に対して Pi = (xi, yi)と書け，φ(Pi) =
λq(xi)となる．Lの式を y = λx+ ν (ν ≠ 0)と
し，これを E : y2 = x3 + ax2 + bxに代入す
ると，x3 + (a − λ2)x2 + (b − 2λν)x − ν2 = 0
が得られ，この方程式の解は x1, x2, x3である．
よって，x1x2x3 = ν2 であり，
1 = λq(ν2) = λq(x1x2x3)

= λq(x1) · λq(x2) · λq(x3) 補題 1(a)より
= φ(P1) · φ(P2) · φ(P3)

が得られる．
(b) L の式は O を通らないが (0, 0) を通る場
合: P1，P2，P3のうち 1つが (0, 0)に等しくそ
れを Pi1 とし，残りを Pi2 = (xi2 , yi2)，Pi3 =
(xi3 , yi3)とする．Lの式は y = λxと書け，これ
をEの式に代入すると，x3+(a−λ2)x2+bx = 0
が得られ，この方程式の解は 0, xi2 , xi3である．
解と係数の関係より，xi2xi3 = b, つまり xi3 =
b/xi2 が成り立つ．従って，
φ(P1) · φ(P2) · φ(P3) = φ(Pi1) · φ(Pi2) · φ(Pi3)

= λq(b) · λq(xi2) · λq(xi3)
= λq(b · xi2 · b/xi2) 補題 1(a)より
= λq(b2) = 1
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が得られる．
(c) LはOを通るが (0, 0)を通らない場合: 更
に，(i) P1 = P2 = P3 = Oの場合と，(ii) そう
でない場合に分ける．
(i) P1 = P2 = P3 = Oの時，P1 +P2 +P3 = O
であり，φ(P1) · φ(P2) · φ(P3) = 1 · 1 · 1 = 1 と
なる．
(ii) P1, P2, P3のうち 1つがOに等しくそれを
Pi1とし，残りをPi2 , Pi3とする．Pi3 = −Pi2な
ので，Pi2 = (xi2 , yi2)とするとPi3 = (xi2 ,−yi2)
である．Lは (0, 0)を通らないので xi2 ≠ 0で
ある．よって，φ(Pi2) = φ(Pi3) = xi2 であり，
次が得られる．
φ(P1) · φ(P2) · φ(P3) = φ(Pi1) · φ(Pi2) · φ(Pi3)

= 1 · λq(xi2) · λq(xi2)
= 1 · λq(x2

i2) 補題 1(a)より
= 1

(d) Lが O と (0, 0)を通る場合: P1, P2, P3 の
うち 1つがOに等しく，2つが (0, 0)に等しい．
よって，次が得られる．
φ(P1)·φ(P2)·φ(P3) = φ(O)·φ((0, 0))·φ((0, 0))

= 1 · λq(b) · λq(b)
= 1 · λq(b2) 補題 1(a)より
= 1

(a)，(b)，(c)，(d)より (2)が示された．
最後に φが準同型であることを示す．P3 =

−P1 − P2より次が得られる．
φ(P1 + P2) = φ(−P3)

= φ(P3)−1 補題 1(a)より
= φ(P1) · φ(P2) (2)より "

3 指標の応用
φ : E(Fq) → {1,−1}を前節で定義した準同

型写像とする．集合 Eevenと Eoddを
Eeven = {P ∈ E(Fq) : P の位数は偶数 }
Eodd = {P ∈ E(Fq) : P の位数は奇数 }
と定義する．
補題 3 φ−1(−1) ≠ ∅ならば

#φ−1(1) = #φ−1(−1)
が成り立つ．
∵) φ−1(−1) ≠ ∅を仮定する．φ−1(1) = kerφ

はE(Fq)の部分群であり，
E(Fq)/ kerφ = {φ−1(1),φ−1(−1)}

である．各剰余類の元の個数は等しいので，
#φ−1(1) = φ−1(−1)となる．"

命題 4 E/Fqは (1)で与えられる楕円曲線とし，
P ∈ E(Fq)とする．
(a) P の位数が奇数ならば，φ(P ) = 1である．
(b) φ−1(−1) ≠ ∅を仮定し，#E(Fq) = 2×奇数
とする．この時

P の位数が奇数⇔ φ(P ) = 1
である．
∵) (a) P ∈ E(Fq)の位数を奇数 2k + 1とする
と，φの準同型性より次が得られる．

1 = φ(O) = φ((2k + 1)P )
= φ(P )2k

︸ ︷︷ ︸
=1

·φ(P ) = φ(P )

(b) E(Fq)の位数を 2l (lは奇数)とする．E(Fq)
は有限アーベル群なので，E(Fq)の 2-シロー部
分群 Syl2(E(Fq)) ≃ Z/2Zであり

E(Fq) ≃ Z/2Z × G (Gの位数は l),
と書け，

Eeven ≃ {(0, g) ∈ Z/2Z × G}
Eodd ≃ {(1, g) ∈ Z/2Z × G}

である．よって，
#Eeven = #Eodd = #G = l (3)

である．補題 3より φ−1(1) = lであり，特に
#Eodd = #φ−1(1)である．(a)より Eodd ⊂
φ−1(1)である．従って，Eodd = φ−1(1)であ
り，P ∈ Eodd ⇔ P ∈ φ−1(1)となる．"
命題 4(b)は，#E(Fq) = 2×奇数の時，P ∈

E(Fq)の位数の偶奇性を判定できることを示し
ている．

4 まとめと今後の課題
本稿は準同型写像 φ : E(Fq) → {1,−1}を

定義した．命題 4(b)より，#E(Fq) = 2×奇数
で φ−1(−1) ≠ ∅の時，φを使って P ∈ E(Fq)
の位数の偶奇性を判定できる．
今後の課題として，いつφ−1(−1) ≠ ∅となる

かを調べ，#E(Fq) = 4×奇数の時，P ∈ E(Fq)
の位数の偶奇性を判定できるかを研究したい．

謝辞 本研究は JSPS科研費 19K11966の助成
を受けたものです．
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互いに 3-同種な楕円曲線から定まるクンマー曲面上の楕円曲線束について
内海 和樹 1

1立命館大学理工学部
e-mail : kutsumi@fc.ritsumei.ac.jp

1 概要
本講演では 3-同種な 2つの楕円曲線から定ま

る直積型クンマー曲面上のある楕円曲線束に対
し，そのモーデル・ヴェイユ格子の生成元を有
理点として具体的に書き下す方法について述べ
る．一般に，楕円曲線間の同種写像のグラフか
ら定まる直積型クンマー曲面上の因子を記述す
るのは関数体係数代数方程式の解を扱うことに
なるので難しい．2つ楕円曲線が 3-同種な場合
はそのような代数方程式を解かずに因子をうま
く扱えるのでそれを紹介する．

2 直積型クンマー曲面
基礎体 k は代数体とする．E1, E2 を k 上

の楕円曲線とする．商曲面 E1 × E2/{±1} の
最小特異点解消を直積型クンマー曲面といい，
Km(E1 × E2) と書く．E1, E2 が 3 次多項式
f1, f2 により

E1 : y
2
1 = f1(x1), E2 : y

2
2 = f2(x2)

で定義されるとき，

Ct : f2(x2) = t2f1(x1)

(
t =

y2
y1

)
(1)

は Km(E1 ×E2) のアフィン特異モデルを与え
る．このとき，射

Km(E1 × E2) → P1 : (x1, x2, t) #→ t

は Km(E1 ×E2) 上に猪瀬ペンシルと呼ばれる
楕円曲線束を定める．これにより，Ct を k(t)

上の 3 次曲線，すなわち楕円曲線と見なせる．
従って，適切な変数変換により k(t) 上の楕円
曲線としてのワイエルシュトラス方程式

F : y2 = x3 − 3αx+ t2 − 2β +
1

t2

に変形できる．ここで，ji = j(Ei)/1728 とす
ると，α = 3

√
j1j2,β =

√
(1− j1)(1− j2) であ

る．この k(t) 上の楕円曲線 F に対し，以下が
成り立つ．

定理 1 ([1, Theorem 1.2]) j(E1) ̸= j2(E2), h =

rankHomk̄(E1, E2) とする．k(t) 上の楕円曲線
F のモーデル・ヴェイユ格子 F (k (t)) は

Homk̄(E1, E2)⟨4⟩ ⊕A∗
2⟨2⟩⊕2

に同型な指数 2 の部分格子を含む．ここで，A∗
2

はルート格子 A2 の双対格子で，⟨n⟩ は格子の
ペアリングを n 倍することを表す．
3 次多項式 f1 の根を α1,α2,α3 とし，f2 の
根を β1,β2,β3 とすると，各 Rij = (αi,βj) は
3 次曲線 Ct の k(t)-有理点である．これら Rij

に対応する F の k(t)-有理点たちが生成する
F (k(t)) の部分格子が A∗

2⟨2⟩⊕ に同型である．
E1 と E2 が同種であるとき，Homk̄(E1, E2)

に同型な部分格子を生成する有理点は同種写像
ϕ = (ϕx,ϕy) ∈ Homk̄(E1, E2) から定まる．こ
れは k(t) 上の方程式

f2 (ϕx (x1)) = t2f1(x1)

の k(t) 上の解から定まる Ct の k(t)-有理点全
てを楕円曲線 F の演算で足し合わせて得られ
る．しかしながら，これを直接計算するのは一
般には困難である．本講演では [2] で得られた，
次数 3 の同種写像から定まる有理点を計算す
る方法を紹介する．

3 楕円曲線間の 3 次同種写像
楕円曲線間の次数 3 の同種写像を具体的に
書き下そう．
定理 2 ([3, §3]) E1 を k 上の楕円曲線とし，
G ⊂ E1

(
k̄
)
をガロア群 Gal

(
k̄/k

)
の作用で不

変な位数 3 の部分群とする．このとき，楕円
曲線 E1 の方程式と部分群 G の生成元 P は以
下のいずれかの形で表せる．
(i) E1 : y21 = x31 + d, P =

(
0,
√
d
)

(ii) E1 : y21 = x31+a(x1−b)2, P = (0, b
√
a)

さらに，商 E2 = E1/G の方程式と次数 3 の
同種写像 ϕ : E1 → E2 : (x1, y1) #→ (x2, y2) は，
それぞれ次のように書ける．

日本応用数理学会 2019年 年会 講演予稿集 (2019.9.3-5，東京) Copyright (C) 2019 一般社団法人日本応用数理学会

80



(i) E2 = E1/G : y22 = x32 − 27d

(x2, y2) =

(
y21 + 3d

x21
,

(
x31 − 8d

)
y1

x31

)

(ii) E2 = E1/G : y22 = x32−27a (x2 − 4a+ 27b)2

x2 =
9
(
2y21 + 2ab2 − x31 − 2

3ax
2
1

)

x21
,

y2 =
27y1

(
−4abx1 + 8ab2 − x31

)

x31

4 3 次同種写像から定まる有理点
E1, E2,ϕ を前節の通りとし，

ϕ : x2 = ϕx(x1), y2 = ϕy(x1)y1

とする．ϕ は奇数次なので ϕ(αi) = βi として
よい．R11 = (α1,β1) を F の零元として選ぶ．
曲線 Ct と x2 = ϕx(x1) の交点を考える．

f2(x2) = f2 (ϕx (x1)) = ϕy (x1)
2 f1(x1)

を方程式 (1) に代入して

(ϕy (x1)− t) (ϕy (x1) + t) f1(x1) = 0

を得る．3 次方程式 ϕy(x1) = t の k(t) での解
を γ1, γ2, γ3 とし，

Qi = (γi,ϕx (γi))

とする．各 Qiは Ctの k(t)-有理点である．k(t)
上の楕円曲線 F 上の演算としての和により Ct

上の点
Q = Q1 +Q2 +Q3

を定めると，Qは Ct の k(t)-有理点である．こ
の Q を直接計算するのが困難なので，別の有
理点を探す．Q4 = R22, Q5 = R33 とし，5 点
Q1, . . . , Q5 を通る 2 次曲線を C とする．C は
k(t) 上の曲線であり，その方程式は 3 次方程
式 ϕy(x1) = t の解 γ1, γ2, γ3 を計算すること
なく求めることができる．Ct は 3 次曲線なの
で，ベズーの定理から Ct と C は 6 点で交わ
る．すなわち，Ct 上の第 6 の有理点 Q6 が得
られる．Km(E1 × E2) 上の因子類群上の和と
して

Q1 +Q2 +Q3 +Q4 +Q5 +Q6 ∼ 0

だから，楕円曲線 F の和としても

Q1 +Q2 +Q3 +Q4 +Q5 +Q6 = O

である．Q = Q1 + Q2 + Q3, Q4, Q5 は Ct の
k(t)-有理点なので，Q6 も k(t)-有理点である．
こうして得られた Q6 に対応する楕円曲線 F の
k(t)-有理点は定理 1におけるモーデル・ヴェイ
ユ格子 F (k(t))の部分格子で Homk̄(E1, E2)⟨4⟩
に同型なものを生成する有理点の一つである．
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円分関数体の相対類数の行列式公式にあらわれる行列式の値の大きさにつ
いて

青山 大輝 1, 木村 巌 2

1富山大学大学院理工学教育部修士課程，2富山大学大学院理工学研究部（理学）
e-mail : iwao@sci.u-toyama.ac.jp

1 概要
pを素数とする．p分体Kp := Q(ζp)の相対

類数 h−p にはいくつかの行列式公式が知られて
いる．特に，Hazama [1]（Theorem. 3.4）は，
次数が (p− 1)/2の，±1成分の正方行列（以下
単に±1行列という）の行列式掛ける簡単な因
子が h−p に等しいことを主張する．谷口哲也氏
（金沢工業大学）は，このような行列式公式に
あらわれる±1行列の行列式の絶対値が，同じ
次数のランダムな±1行列のなかで特異に巨大
であることを指摘した．
本研究では，円分体Kpの正標数関数体類似

である，円分関数体Km := k(Λm)とその整数
環の相対類数 h−m, h̃−m（定義は後述）について
同様の考察を行った．これらの相対類数につい
ても，±1行列（もしくは 0/1行列）による行列
式公式が知られている．数値実験の結果，Km

の標数が小さい場合は，円分体の場合と同様に，
行列式公式にあらわれる±1行列は，同じ次数
の±1行列の中で特異に巨大な行列式をもつこ
とが観察された．一方，標数が大きくなると，
目立って大きくはないことが観察された．以上
の数値的な観察に対して，円分関数体の相対類
数の大きさに関する評価を用いて 1つの説明を
与える．

2 定義と基礎となる結果
Fを標数 pの q元体とする．A = F[T ]をF上

の，T を変数とする一変数多項式環，k = F(T )
を Aの商体，つまり F上の一変数有理関数体
とする．ρを Carlitz加群，すなわち，ρ : A ∋
T #→ φ + µ ∈ EndGa で定まる環準同形写像
とする．但し，右辺は加法群Gaの自己準同形
環で，φ(x) = xq, µ(x) = Txはそれぞれ，q乗
Frobenius自己準同形，T 倍自己準同形である．
任意のm(T ) ∈ Aに対して，ρ(m)(x)はA係数
の分離的な多項式である．kの分離閉包を 1つ
固定し，その中でΛmを ρ(m)(z) = 0を満たす
元全体の集合とする．Km := k(Λm)は k上の
有限次Galois拡大であり，Km/kのGalois群

は (A/mA)× と同型であり，Km/k は mの外
で不分岐であるなど，m分体 Q(ζm)と極めて
類似した対象であることが知られている．Km

をm-th円分関数体という．円分体の最大実部
分体に相当するのは，(A/mA)×の，非零定数
多項式が代表する元のなす部分群に Galois理
論で対応する体で，Kmの最大実部分体といっ
てK+

mと表す．
Kmの次数 0の因子類群の位数を hmと書く．
同様に，K+

mの次数 0の因子類群の位数を h+m
とする．h+mは hmを割り切ることが知られて
おり，その商をKmの相対類数と呼び h−mと表
す：hm = h+mh−m.

Kmの整数環，つまり，KmにおけるAの整
閉包をOmと書くことにする．OmはDedekind

整域であり，そのイデアル類群（Picard群）の
位数をOmの類数と呼び h̃mと書く．K+

mの整
数環 O+

m も AのK+
m での整閉包として同様に

定義され，その類数を h̃+mと書く．次数 0の因
子類群の位数と同様の整除性がなりたち，Om

の相対類数 h̃−mが定義される：h̃m = h̃+mh̃−m.

Jung and Ahn [2]により，m(T ) = p(T )n,

p(T ) ∈ Aは既約モニック多項式，の場合のKm

の相対類数（h−m と h̃−m 双方）の行列式公式が
得られている．Mm を，A の非零元で次数が
degm(T )より小さく，m(T )と互いに素な元と
する．M+

m := { a(T ) ∈ Mm | a(T ) is monic },
M−

m := Mm \M+
mと定義する．

m ∈ Aを非零元とする．a ∈ Aに対して，a ∈
Mm を a ≡ a (mod m)なる唯一の元，sgn(a)

を aの最高次係数，sgnm(a) := sgn(a)とする．
a, b ∈ M−

m に対して，⟨a, b⟩を次のように定
義する：sgnm(ab) = 1なら ⟨a, b⟩ = 1,そうでな
いなら 0. このとき，Jung-Ahnの命題 2.6が，
Omの相対類数の行列式公式である：
命題 1 (Jung-Ahn, Proposition 2.6). p(T ) ∈ A

が既約モニック多項式，m(T ) = p(T )nと仮定
する．次が成立する：h̃−m = |det(⟨a, b⟩)a,b∈M−

m
|,

ここで，右辺の行列式の中の行列のサイズ r =

#M−
mは次で与えられる：r = |p|n−1(|p|−1)(1−
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1/(q − 1)), ここで |p| = qdeg pである．
Hadamardの不等式から，h̃−m ≤ r

r
2 .

この主張の行列式は 0, 1を成分とするもの
だが，簡単な変形で，次数が 1大きい±1行列
の行列式に書き換えることができる．
命題 2. p(T ) ∈ Aを既約モニック多項式，m(T ) =

p(T )nとする．rは命題 1と同じで，次が成立
する：A′ = (a′A,B)A,B∈M−

m
は sgnm(AB) = 1の

とき a′A,B = −1, そうでないとき 1と定義する．
(−2)rh̃−m = det(A′′), ただし，A′′は，r + 1次
±1対称行列で，1行と 1列はすべて 1, それ以
外はA′である．
補題 3. p(T ) ∈ A が既約多項式，m(T ) =

p(T )n のとき，h−m = (q − 1)sh̃−m. （Yin [4],

Lemma 3, sも同論文参照）．

3 数値計算と観察
命題 1の式は容易に計算できる．本研究では

Sagemath1を用いた．一方，pari2 を用いた C

プログラムにより，ランダムな 0/1対称行列を，
幾つかのサイズで 10,000サンプル生成し，そ
れらの行列式を計算した．このデータから，桁
数のヒストグラムをmatplotlib 3で作成した．
例えば，p = 11, p(T )が既約多項式 p(T ) =

T 2 + 7T + 2のとき，h̃−p は 2進で 150桁の数
である．一方，命題 1の行列式は，108次 0/1

対称行列の行列式になる．108次の 0/1対称行
列の行列式 10,000サンプルの 2進桁数のヒス
トグラムが図 1である．命題 1の行列式はそれ
ほど大きくないことが図から読み取れる．

図 1. 108 次のランダム 0/1 対称行列の行列式の桁数の
ヒストグラム

1http://www.sagemath.org/
2http://pari.math.u-bordeaux.fr/
3https://matplotlib.org/

4 考察と結論
簡単のため，m(T ) = p(T ) ∈ Aが既約多項式
の場合を考える．このとき，関数体Kpに対す
るRiemann予想（Weilの結果）から，相対類
数 h−p には次の明示式が知られている（Rosen

[3], Theorem 3）：h−p =
∏2g−2g+

i=1 (1− πi), 但し
πi ∈ C, |πi| =

√
q. また g, g+はそれぞれ，Kp,

K+
p の種数である．g− = g− g+とする．h−p の
明示式と補題 3から次の評価が得られる：

(
√
q − 1)2g

−

(q − 1)s
≤ h̃−p ≤

(1 +
√
q)2g

−

(q − 1)s
. (1)

種数は Riemann-Hurwitzの公式で容易に計算
でき，2g− = (d− 1)(qd− 1)(q− 2)/(q− 1). こ
こから得られる h̃−p の評価と，ランダムな 0/1

対称行列についての Hadamardの不等式の評
価の比較から，qが大きくなっていくとき，h̃−p
がランダムな 0/1対称行列の行列式に対してそ
れほど大きくならないことが読み取れる．

謝辞 円分関数体の相対類数の行列式公式を用
いた研究について，幾つか重要なご示唆を頂い
た中島匠一氏（学習院大学）に御礼申し上げま
す．また，谷口哲也氏（金沢工業大学）には，
本研究のきっかけとなった，円分体の相対類数
の行列式表示を用いた研究について様々なご教
示を賜りました．御礼申し上げます．
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ਖ਼ଇ࿈ల։ʹͮ͘ج͍पظͷTauswortheൃੜ๏

ݪ ৾ 1

1໋ཱؗେֶཧֶ෦
e-mail : harase@fc.ritsumei.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ଟมؔ fͱ֬ πʹରͯ͠ɼϚϧί
ϑ࿈ϞϯςΧϧϩ (MCMC)๏Λ༻͍ͨظ
ࢉܭ Eπ[f(X)]Λ͑ߟΔɽཚΛ༻͍ͨϞϯ
ςΧϧϩ๏ऩଋ͕ඇৗʹ͍ɽͦ͜Ͱɼ४ཚ
ͱݺΕΔ͍ߴҰ༷ੑΛ༗͢Δྻʹஔ͖
ͨ͠༺ԽΛਤΔ४ϞϯςΧϧϩ๏Λదߴͯ͑
͍ɽ͠ ͔Δʹɼ௨ৗͷ४ཚɼMCMC๏ʹͦ
ͷ··ద༻͢Δ͜ͱ͕ग़དྷͳ͍ɽۙɼOwen

Β [1]ʹΑΓɼCUDྻͱݺΕΔྻΛ༻͍
ΔͱɼMCMC๏ʹΑΔظࢉܭʹద༻Ͱ͖
Δ͜ͱ (Ұகੑ)͕ཧతʹࣔ͞Εͨɽ͜͜Ͱɼ
CUDྻͷఆٛߏతͰͳ͍ɽͦͷͨΊɼ
͍पظͷٖࣅཚൃੜ๏Λ༻ҙ͠ɼҰप͍ظ
ͬͨݱʹࡍΕΔ֨ߏࢠΛར༻ͯ͠ɼCUD

ྻͷۙࣅू߹ͱ࣮ͯ͢͠Δํ๏͕ఏҊ͞Ε
͍ͯΔ [2]ɽຊߨԋͰɼTauswortheൃੜ๏ʹ
ରͯ͠ɼख௩–෬ݟ ɼύϥϝʔλͱ͖ͮجʹ[3]
ͳΔೋݩମ্ͷଟ߲ࣜͷ (p(x), q(x))Λਖ਼ଇ
࿈ల։ͷ؍͔Β࠷దԽ͠ɼҰ༷ੑͷ͍ߴ
ू߹ΛಘΔํ๏Λհ͢Δɽ·ͨɼMCMC

๏ʹద༻͠ɼطଘͷํ๏ [2]ͱͷൺֱΛ͏ߦɽ

2 σΟεΫϨύϯγʔͱCUDྻ

·ͣɼsݩ࣍୯Ґཱํମ Is = [0, 1)s ʹஔ
͔ΕͨN ͷݸ P = {u0,u1, . . . ,uN−1} ⊂ Is

ͷஔ͕ɼཧతͳҰ༷͔ΒͲͷఔͣΕ
͍ͯΔ͔Λࣔ͢Ұͭͷईͱͯ͠ɼsݩ࣍σΟ
εΫϨύϯγʔ (discrepancy)D∗s

N Λఆٛ͢Δɽ

ఆٛ 1 (sݩ࣍σΟεΫϨύϯγʔ) هͷه্
๏ͷԼɼsݩ࣍σΟεΫϨύϯγʔD∗s

n Λ

Ds
N (P ) := sup

J

∣∣∣∣
ν(J ;N)

N
− vol(J)

∣∣∣∣

ͱఆٛ͢Δɽ͜͜Ͱɼ্ݶ sup J = [0, t1)×
· · ·× [0, ts) ⊂ Is ͱ͍͏ܗͷͯ͢ͷํମʹ
ΘͨͬͯͱΔͷͱ͢Δɽ·ͨɼν(J ;N) J

ʹؚ·ΕΔ P ͷͷݸΛදΘ͠ɼvol(J) =

t1 · · · ts J ͷମੵͰ͋Δɽ

Ds
N (P )͕ 0ʹ͍ۙ΄ͲɼҰ༷ʹ͍ͯ͠Δ
ͱ͑ߟΒΕΔɽҰํɼCUDྻͱɼ࣍ͷੑ࣭Λ

ຬͨ͢ ྻݶແݩ࣍1 {ui}∞i=0 ⊂ [0, 1)Ͱ͋Δɽ

ఆٛ 2 (CUDྻ) ,ྻu0ݶແݩ࣍1 u1, u2, · · ·
∈ [0, 1)ʹ͍ͭͯɼͯ͢ͷݩ࣍ s ≥ 1ʹର͠
ͯɼΦʔόʔϥοϓͨ͠ sݸͷͷσΟεΫϨ
ύϯγʔ͕

lim
N→∞

D∗s
N ((u0, . . . , us−1), (u1, . . . , us),

. . . , (uN−1, . . . , uN+s−2)) = 0

Λຬͨ͢ͱ͖ɼ{ui}∞i=0Λ CUDྻ (completely

uniformly distributed sequence)ͱ͍͏ɽ

ಛʹɼ४ϞϯςΧϧϩ๏ͷ؍͔ΒɼͳΔ͘
͘ 0ʹऩଋ͢Δ͜ͱ͕·͍͠ɽ·ͨɼఆٛ 2

ͷඞཁे݅ͱͯ͠ɼͯ͢ͷݩ࣍ s ≥ 1ʹ
ରͯ͠ɼΦʔόʔϥοϓ͠ͳ͍ sݸͷͷσΟ
εΫϨύϯγʔ͕

lim
N→∞

D∗s
N ((u0, . . . , us−1), (us, . . . , u2s−1),

. . . , (us(N−1), . . . , uNs−1)
)
= 0

Λຬͨ͢͜ͱ͕ΒΕ͓ͯΓɼMCMC๏ʹର
ͯ͠ɼ͜ͷॱ൪ͰྻΛ༻͍Δ͜ͱʹ͢Δɽ

3 Tauswortheൃੜ๏

ͰɼCUDྻΛͦͷ··ൃੜͤ͞Δ্͜ػࢉܭ
ͱ͍͠ɽͦ ͜Ͱɼ͍पظͷTauswortheൃ
ੜ๏ (LFSRൃੜ๏)Λ༻͍ͯɼCUDྻΛۙࣅ
͢ΔྻΛൃੜͤ͞Δ͜ͱʹ͢ΔɽTausworthe
ൃੜ๏ɼೋݩମ F2 := {0, 1}্ͷଟ߲ࣜԋࢉ
ͷࢉ߹ಉ๏ͱͯ͠ఆࣜԽ͞ΕΔ:

Xi(x) = q(x)Xi−1(x) mod p(x)

Xi(x)/p(x) = aiσx
−1 + aiσ+1x

−2 + aiσ+2x
−3

+ · · · ∈ F2((x
−1)).

ଟ߲ࣜ p(x), q(x) ∈ F2[x]๏ͱΛද͢ύ
ϥϝʔλͰ͋Γɼp(x)  m ଟ߲ࣜɼ࢝ݪͷ࣍
0 < σ < 2m − 1Ͱ gcd(σ, 2m − 1) = 1Λຬ
ͨࣗ͢વ σ ʹ͍ͭͯ q(x) = xσ mod p(x)

ͱ͢Δɽui :=
∑w

j=0 aiσ+j · 2−j−1 ∈ [0, 1)ͱ
ม͢Δͱɼu0, u1, u2, . . . ∈ [0, 1)࠷େपظ
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2m − 1Λͭ࣋ྻͱͳΔ (wػࢉܭͷϫʔυ
αΠζ)ɽm = 10, . . . , 32ఔʹͱΓɼ͜ͷग़
ྗྻΛ CUDྻͷۙࣅू߹ͱͯ͠࠾༻͢Δɽ
ఆٛ 2ʹ͢Γ߹ΘͤΔΑ͏ʹɼN = 2m ͱ

ظఆ͠ɼपݻ N − 1ͷྻ u0, u1, . . . , uN−2,

uN−1 = u0, . . .ʹ͍ͭͯɼsݩ࣍ͷͷҰपظ

ui = (ui, . . . , ui+s−1), (i = 0, 1, . . . , N − 2)

ݪʹ {0}ΛՃ͑ͨू߹P = {0}∪{ui}N−2
i=0

Λ͑ߟΔ (ཁૉ |P | = N)ɽP ֨ߏࢠ

P =

{
νw

(
h(x)

p(x)
(1, q(x), q(x)2, . . . , q(x)s−1)

)

∣∣∣ deg(h(x)) < m

}

Λͭ͜ͱʹҙ͢Δɽ(ؔ νw : F2((x−1))

→ [0, 1),
∑∞

j=j0
kjx−j−1 (→

∑w−1
j=max {0,j0} kj ·

2−j−1֤࠲ඪʹద༻͢Δͷͱ͢Δɽ)֤ݩ࣍
s = 1, 2, 3, . . .ʹରͯ͠ɼD∗s

N (P )͕খ͍͞ɼ͢
ͳΘͪߴɼ ͍Ұ༷ੑΛͭଟ߲ࣜͷ (p(x), q(x))

Λ্खܾ͘ఆ͢Δ͜ͱ͕ͱͳΔɽ

4 t-ͱਖ਼ଇ࿈ల։

ҰൠʹɼD∗s
N (P )ͷࢉܭNPࠔͰ͋ΔɽҰ

ํɼTausworthe๏ͷू߹Pʹ͍ͭͯɼ࣍ʹ
ఆٛ͢Δ t-ͱݺΕΔҰ༷ੑΛද͢ඇෛ
t͕ࢉܭͰ͖ͯɼD∗s

N (P ) = O(2t(logN)s−1/N)

ͱͳΔ (N = 2m)ɽΑͬͯɼt-͕খ͍͞΄Ͳ
Ұ༷ੑ͕͘ߴɼt-͕ 0 ͷͱ͖ɼ࠷దͱͳΔɽ

ఆٛ 3 (t-) s ≥ 1, tΛ 0 ≤ t ≤ mΛຬͨ͢
ͱ͢Δ. N = 2m͔ݸΒͳΔू߹P ⊂ Is

͕ɼମੵ͕ 2t−mͱͳΔͯ͢ͷ 2ਐ෦۠ؒ

E =
s∏

j=1

[
lj
2dj

,
lj + 1

2dj

)
∈ Is

ʹͪΐ͏Ͳ 2t ΕΔͱ͖ʹɼP·ؚͭͣݸ ج
 2ͷ (t,m, s)-netͰ͋Δͱ͍͏ɽͨͩ͠ɼ֤
1 ≤ j ≤ sʹରͯ͠ɼdj , lj  dj ≥ 0, 0 ≤ lj <

2dj ͱͳΔͱ͢Δɽ͜ͷੑ࣭Λຬͨ͢࠷খ
ͷ tΛ t-ͱ͍͏ɽ

ͷ߹ɼTausworthe๏ͷू߹Pݩ࣍2 ͷ t-
 q(x)/p(x)ͷਖ਼ଇ࿈ల։ͱؔ࿈͍ͯ͠Δɽ

ఆཧ 4 ([3]) ଟ߲ࣜp(x)طmͷ࣍ ∈ F2[x]

ʹରͯ͠ɼq(x) ∈ F2[x]Λ deg q(x) < mͱ͢
Δɽ͜ͷͱ͖ɼ2ݩ࣍ू߹

P =

{
νw

(
h(x)

p(x)
(1, q(x))

) ∣∣∣ deg(h(x)) < m

}

ɼq(x)/p(x)ͷਖ਼ଇ࿈ల։ͷ෦͕͢
ͯ࣍ 1ͷͱ͖ɼͦͷͱ͖ʹݶΓɼ(0,m, 2)-

netɼ͢ͳΘͪɼt-͕ 0ͱͳΔɽ

Ͱɼ༩͑ΒΕͨ p(x)ʹରͯ͠ɼ্هͷ q(x)

͍ͭ͘ଘ͢ࡏΔ͔ʁ࣍ͷ݁Ռ͕ΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 5 (Mesirov–Sweet) m࣍ͷطଟ߲ࣜ
p(x) ∈ F2[x]ʹରͯ͠ɼq(x) ∈ F2[x]Λdeg(q(x))

< mͱ͢Δɽ֤ p(x)ʹରͯ͠ɼq(x)/p(x)ͷ
ਖ਼ଇ࿈ల։ͷ෦ͷ͕࣍ͯ͢ 1ͱͳ
Δ q(x)͕ͪΐ͏Ͳ Δɽ͢ࡏଘݸ2

͜ͷ 2ͭଟ߲ࣜɼq(x)ͱ q−1(x) mod p(x)

ͷؔʹ͋ΓɼऀޙTausworthe๏Λ͖ٯ
ʹΒͤͨͷʹରԠ͢ΔɽΑͬͯɼsݩ࣍
ू߹ P ಉ֨͡ࢠͱͳΓɼ֨ࢠͷύϥϝʔλ
ͱͯ͠ .Ͱ͋Δݸ1

ຊߨԋͰɼख௩–෬ݟ [3]ͷํ๏ʹ͖ͮجɼ
ਖ਼ଇ࿈ల։ͷ؍͔Β ͷݩ࣍2 t-͕ 0ͱ
ͳΔ (p(x), q(x))Λֶతʹ͖͓ͯͬߜɼ3࣍
Ҏ্ͰͳΔ͘খ͍͞ݩ t-Λͭ (p(x), q(x))

Λશ୳͢ࡧΔɽ·ͨɼMCMC๏ʹద༻͠ɼઌ
-దԽ͞ΕͨTaus࠷ੑʹΑΓۉͷڀݚߦ

worthe๏ [2]ͱͷൺֱΛड़Δɽ
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有限要素解の局所事後誤差評価と応用について
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1 概要
本研究では，Poisson方程式の境界値問題に

対して，Hypercircle法による有限要素解の局
所事後誤差評価手法を検討する. 具体的に，以
下の Poisson方程式の境界値問題を考える．

−∆u = f in Ω,
∂u

∂n
= gN on ΓN , u = gD on ΓD.

(1)

ここで，ΩはR2の多角形領域または，R3の多
面体領域である．特に Ωは凸領域に限らない．
また，ΓN ,ΓDは ΓN ∪ ΓD = ∂Ωを満たす互い
に素な境界 ∂Ωの部分集合であり， ∂

∂n は ∂Ω上
の外向きの単位法線方向微分を表す．上の問題
の解 uと有限要素解 uhに対して，関心のある
領域 S ⊂ Ωにおける ∥∇u − ∇uh∥S の誤差評
価について検討する．
有限要素解の大域的な事後誤差評価について

は既に多くの研究結果があり，近年，Hypercir-
cle法を用いた有限要素解の誤差の具体的な値
または誤差の上界評価 (定量的な誤差評価)を
提供する手法が報告される. 特に，劉-大石の論
文 [2]では菊地の事後誤差評価 [1]の拡張とし
て事前誤差評価を提案したことがあり，この評
価は本研究の提案手法に重要な役割を果たす．
有限要素解の局所的な誤差評価については，

誤差の収束オーダーなどの定性的な誤差評価が
考えられたが，定量的な有限要素解の局所誤差
評価は，著者らが知る限りでは無い．本研究で
はHypercircle法の拡張として，関心のある領域
の上で定義された重み関数を利用して，有限要
素解のH1ノルムでの定量的な局所事後誤差評
価に関する新しい手法を提案した．提案手法の
特徴として，L字型領域などの非凸な領域にお
ける方程式の厳密解がH2正則性を持ってない
場合でも，関心のある領域におけるシャープな
誤差評価が可能であることが挙げられる．また，
本講演では当該手法の応用例として，Laplace

方程式の有限要素解に対して，最大値ノルムに
よる定量的な局所誤差評価手法を検討し，数値
例を紹介する．

2 主結果
まず，Hypercircle法による誤差評価を行う
上で重要な Prager-Syngeの定理を紹介する．
定理 1 (Prager-Syngeの定理 [3]). 関数 uを式
(1)の厳密解とし，ベクトル値関数p ∈ H(div;Ω)

は以下を満たすとする．

div p+ f = 0, p · n = gN on ΓN .

このとき，任意の v ∈ V0 に対して，Prager-

Syngeの定理に現れる以下の Hypercircle式が
成り立つ．

∥∇u−∇v∥2Ω+ ∥∇u−p∥2Ω = ∥∇v−p∥2Ω. (2)

ここで，fの近似 fhに対してdiv ph+fh = 0

を厳密に満たす phを構成することが，提案手
法の特徴の一つである．
局所誤差評価のために関心のある領域 S に
対して，S を囲う帯状領域を BS := {x ∈ Ω \
S; dist(x, ∂S) < ε}とし (図 1参照)，さらに部
分領域 Ω′ = S ∪BS を定義する．
定義 2 (重み付き L2ノルム). 非負の重み関数
α ∈ W 1,∞(Ω)はΩ′を台 (Support)とする区分
的な多項式関数で，以下を満たす．

α(x) =

{
1, x ∈ S

0, x ∈ (Ω′)c

0 ≤ α(x) ≤ 1, ∀x ∈ Ω.

また，重み付き L2ノルム以下で導入する．

||f ||α := ||f
√
α||Ω

図 1. 部分領域と全領域の
関係．

上で定義した重み付き L2 ノルムに関して，
Hypercircle法を利用することで有限要素解の
局所事後誤差評価を得る．
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定理 3 (有限要素解の局所事後誤差評価). 与え
られた f ∈ L2(Ω)に対して，uとuhを，それぞ
れ (1)の解，有限要素解とし，ph ∈ H(div;Ω)

は以下の条件を満たすベクトル値関数とする．

div ph + fh = 0, ph · n = gN on ΓN .

このとき，以下の誤差評価が得られる．
∥∇u−∇uh∥S ≤ C0h∥f − fh∥Ω

+
√
(ϵ1)2 + (ϵ2)2 + (ϵ3)2. (3)

ただし，

(ϵ1)
2 := 2CpC0h∥∇α∥∞,Ω · ∥f − fh∥Ω · ∥∇uh − ph∥Ω,

(ϵ2)
2 := 2C(h)∥∇α∥∞,Ω · ∥∇uh − ph∥2Ω,

(ϵ3)
2 := ∥∇uh − ph∥2α.

ここで，C(h), C0, Cpは計算可能な定数である．
実際の計算において，ph は混合有限要素法

で得られる∇uの近似である．領域全体での誤
差評価も局所誤差評価の上界を与える一方で，
本評価ではメッシュサイズを十分小さくしたと
きに，局所誤差に関わる項である ϵ3 が誤差評
価式 (3)を支配して大域的な誤差評価式よりも
シャープな評価を与えることが特徴である．

3 数値実験
以下の斉次 Dirichlet問題に対して数値実験

を行った．

−∆u = 2π sin(πx) sin(πy) in Ω, u = 0 on ∂Ω.

ただし，領域Ωは単位正方形 (0, 1)2である．数
値実験を行うにあたり，一様メッシュを用いて
uh,phを計算し，部分領域S := (0.375, 0.625)2，
帯状領域BS の幅を 0.3とした．また，以下の
記号を導入する．

EL := ∥∇u−∇uh∥S ,

EL := C0h∥f − fh∥Ω +
√
(ϵ1)2 + (ϵ2)2 + (ϵ3)2,

EG := ∥∇uh − ph∥Ω + C0h∥f − fh∥Ω.

ここで，ELは評価の目標となる局所誤差を表
し，ELは本研究で提案する新しい局所誤差評
価式を表す．また，EGは文献 [2]で提案された
領域全体での事後誤差評価式を表す．この例で
は，厳密解を利用してELとELの比較を行う
ことができる．数値実験の結果を図 2に示す．
図 2-(a)からメッシュサイズ hが小さいとき，

ELは EG と比較して良い ELの上界を与えて

0.001

0.01

0.1

1

1/128 1/64 1/32 1/16 1/8
Mesh size

EL

E
-

L
E
-

G

(a) 誤差評価手法の比較．
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(b) 誤差評価式 (3)の各要素の比較．
図 2. 計算結果

いることがわかり，図 2-(b)から h ≤ 1/32の
ときに誤差評価式 (3)の ϵ3が支配的となって，
シャープな評価を与えることも推測できる．
本稿では正方形領域の場合の計算結果につい

て示したが，L字型領域の場合の結果，3次元
領域で定義されたLaplace方程式の混合境界値
問題に対する数値例と，最大値ノルムによる定
量的な局所誤差評価手法については発表時に紹
介する予定である．
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1 Introduction

In this talk, we present an error analysis

of piecewise linear nonconforming Crouzeix–

Raviart finite element method (CR FEM) for

the Poisson problem in 3dim without the shape

regularity condition.

Let Ω ⊂ R3 be a convex bounded polyhedral

domain. We consider the Poisson problem as

follows: Find p : Ω → R such that

−∆p = f in Ω, p = 0 on ∂Ω, (1)

where f ∈ L2(Ω) is a given function. The

CR FEM for the Poisson equation is to find

pCR
h ∈ CR1

h0 such that

(∇hp
CR
h ,∇hϕh) = (f,ϕh) ∀ϕh ∈ CR1

h0, (2)

where (·,· ) is the L2-inner product, CR1
h0 is

the first order CR finite element space de-

scribed later and∇h denotes the broken (piece-

wise) gradient. Here, we only use structural

simplicial meshes Th of Ω, made up closed 3-

simplices, which does not have hanging nodes,

with h := maxT∈Th hT and hT denotes the di-

ameter of a mesh element T . First, we show

that CR FEM is equivalent to the lowest order

Raviart–Thomas finite element method (RT

FEM). Next, using the Babus̆ka–Aziz tech-

nique [1], we present error estimates of RT

interpolation. Since RT FEM is confirming, a

Céa type lemma is valid and error estimates

of RT FEM are obtained from that of RT in-

terpolation. Using the obtained equivalence

of CR and RT FEMs, we finally present the

targeted error estimates of CR FEM. For the

two dimensional case, [2], which is the previ-

ous research, provides error analysis of this

problem. Also, in [3]. one can find error

analysis of Lagrange interpolation without the

shape-regular condition for the mesh in three-

dimensional case. We again emphasise that

we do not impose the shape-regular condition

for the mesh partition.

2 Finite element spaces and the L2-

projection

Let Th be a regular mesh of the domain Ω

and T ∈ Th. Let Pk(T ) be the space of poly-

nomials of degree at most k in T ∈ Th. Fur-

thermore, let F i
h be the set of interior faces

and F∂
h the set of the faces on the boundary

∂Ω. We set Fh := F i
h ∪ F∂

h .

We define the global Raviart-Thomas finite

element space by

RT 0
h := {vh ∈ L2(Ω)3; vh|T ∈ RT 0(T ),

∀T ∈ Th, [[vh · nF ]]F = 0, ∀F ∈ F i
h},

where [[vh ·nF ]]F denotes the jump of the nor-

mal component of vh across the interface F

and RT 0(T ) := {v; v(x) = p(x) + xq(x), p ∈
P0(T )3, q ∈ P0(T )}. The first order CR finite

element space is defined by

CR1
h0 := {ϕh ∈ L2(Ω);ϕh|T ∈ P1(T ) ∀T ∈ Th,∫

F
[[ϕh]]Fds = 0 ∀F ∈ Fh}.

Here, [[ϕh]]F denotes the jump of ϕh across

the face F . We also define the standard piece-

wise constant space by

M0
h :=

{
qh ∈ L2(Ω); qh|T ∈ P0(T ) ∀T ∈ Th

}
.

Further, we define the local L2-projection Π0
T

from L2(T ) into the space P0(T ) by ∀p ∈
L2(T ),

∫
T (Π

0
T p − p)dx = 0, and the global

L2-projection Π0
h to the space M0

h by ∀p ∈
L2(Ω), (Π0

hp)|T = Π0
T (p|T ), ∀T ∈ Th.

3 Main results

The main result of this talk is to give er-

ror estimates without the shape regularity as-
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sumption on triangulations, Th for the piece-

wise CR element approximation of the Poisson

problem, that is,

Theorem. Assume that Ω ⊂ R3 is convex.

Let p ∈ H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) be the solution of

(1) and pCR
h ∈ CR1

h0 the solution of the CR

problem (2). Then, there exists a constant

c> 0 independent of p, h, R and the geometric

properties of Th such that

⎛

⎝
∑

T∈Th

∥∇p−∇pCR
h ∥20,2,T

⎞

⎠
1/2

≤ c(R+ h)∥f∥,

where R is the projected circumradius defined

in [3].

In order to show this theorem, we first present

error estimate for the first order RT finite el-

ement approximation of the Poisson problem.

In the proof, the Babus̆ka and Aziz technique

[1] is used. Then, we consider the RT finite

element problem such as: Find (ūRT
h , p̄RT

h ) ∈
RT 0

h ×M0
h such that

(ūRT
h , vh) + (div vh, p̄

RT
h ) = 0, ∀vh ∈ RT 0

h , (3a)

(div ūRT
h , qh) = −(Π0

hf, qh), ∀qh ∈ M0
h , (3b)

and the CR finite element problem: Find p̄CR
h ∈

CR1
h0 such that

(∇hp
CR
h ,∇hϕh) = (Π0

hf,ϕh), ∀ϕh ∈ CR1
h0. (4)

We secondly show that the CR problem (4)

is equivalent to the RT problem (3). In two-

dimensional case, [4] is the pioneer in research

in this direction. Furthermore, Marini intro-

duced an inexpensive method, [5]. See also

[6]. Here, we extend this relationship to three

dimensional case. Recently, in [7], it is proved

that the enriched piecewise linear CR finite el-

ement method is identical to the first order RT

finite element method for the Poisson problem

in any dimension. Using this, we can have the

relationshios, for any T ∈ Th,

ūRT
h |T = ∇p̄CR

h − 1

3
Π0

T f(x− xT ),

p̄RT
h |T = Π0

T p̄
CR
h +

1

72
Π0

T f
4∑

i=1

|xi − xT |2,

where xi (i = 1, 2, 3, 4) are vertices of T and

xT is the barycentre of T such that xT :=
1
4

∑4
i=1 xi.

Thus, it is possible to obtain the target es-

timates (Theorem) with help of this and the

error estimate for the first order RT element

approximation. We again emphasise that we

do not impose the shape-regular condition for

the mesh partition.
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1 ͡Ίʹ

ް͞ͷബ͍ฏ൘ۂ໘ߏʹରԠ͢ΔγΣϧ
ɼ͞·͟·ͳͰݱΕΔྗֶతͳߏࣜܗ
ͷҰͭͰ͋ΓɼͦͷԠྗղੳཧֶʹ͓͍ͯ
ॏཁͰ͋Δɽ͜ΕΒͷ൘͓ΑͼγΣϧͷΓ߹
͍ɼ൘ް͕ബ͍߹ʹKirchhoff-Love

ͷԾఆʹͮ͘جมܗͷهड़͔Βಋ͔ΕΔํఔࣜ
ʹΑͬͯهड़͞ΕΔɽ͜ͷKirchhoff-LoveͷԾ
ఆʹ͍ͭͯɼ3ݩ࣍࿈ଓମྗֶʹࢧͮ͘ج
ํఔࣜʹ͓͍ͯ൘ްΛύϥϝʔλͱͨۙ͠ղ
ੳʹ͓͚Δ൘ް 0ͷݶۃͱͯ͠ಋ͔ΕΔ͜ͱ
ূ໌͞Ε͓ͯΓ [1]ɼֶతʹଥͳϞσϧ
Ͱ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ·ͨɼ༗ݶཁૉ๏
-ख๏ʹ͓͍ͯɼKirchhoffࢉܭͮ͘جʹ

LoveͷԾఆΛࣅྀۙͨ͠ߟख๏͕༻͍ΒΕͯ
͍Δ [2]ɽ
Ұํɼۂ໘Λ͑ߟΔγΣϧߏͷʹ͓͍

ͯɼղੳղࢧํఔࣜʹԿΒ͔ͷۙࣅΛ
ಋग़͞Ε͍ͯΔͷ͕ଟ͍ͯ͠༺ [3]ɽͨ͠
͕ͬͯɼࢉܭख๏͕ͦͷࢧํఔࣜΛద
ʹۙͨ͠ࣅͷͰ͋Δ͜ͱΛ֬ೝ͢Δূݕ
(verification)ΛγΣϧͷʹ͓͍ͯ͑ߟΔͱ
͖ɼ͜ͷΑ͏ͳղੳղΛൺֱରͱ͢Δ͜ͱʹ
͕ٙΔɽ
·ͨɼKirchhoff-LoveͷԾఆ൘ް͕ബ͍͜

ͱʢֶతʹ൘ް 0ͷݶۃʣΛԾఆ͍ͯ͠Δ
͕ɼ࣮ࡍͷ൘ɾγΣϧͷʹ͓͍ͯ൘ް
༗ݶͳେ͖͞Ͱ͋Γɼͦͷద༻ൣғʹ͍ͭͯ
Δ͜ͱ͕ඞཁͱͳΔɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ͜͢౼ݕ
Ε·Ͱ͜ͷద༻ൣғʹ͍ͭͯղ͔Βܦ
తʹஅ͞Ε͍ͯΔ͜ͱ͕΄ͱΜͲͰ͋Γɼݧ
໌֬ͳࢦඪ͕·Ε͍ͯΔɽ
ͦ͜ͰຊڀݚͰɼ൘ɾγΣϧͷʹ͓͍

ͯಘΒΕͨղੳղʢจݙ [3][4]ࢀরʣΛ ࣍3
ͳ͠ɼղͷํݟղͱີݫ࿈ଓମʹ͓͚Δݩ
๏ (method f manufactured solution)Λద༻͢
Δ͜ͱΛ͑ߟΔɽ͜ΕʹΑΓɼ൘ɾγΣϧ
ͷղͷ ࿈ଓମͷΓ߹͍ํఔࣜʹ͓͚Δݩ࣍3
ద߹Λମੵྗͷେ͖͞ͱͯ͠ධՁ͢Δ͜ͱ͕
ՄͱͳΔɽຊڀݚɼ͜ͷΑ͏ͳΞϓϩʔν
ʹΑΓ ͔Β൘ɾγΣϧͷํ؍࿈ଓମͷݩ࣍3

ఔࣜͷಛੑΛՄࢹԽ͠ɼఆྔతͳධՁΛࢼΈΔ
ͷͰ͋Δɽ

2 ղͷํ๏

ຊڀݚͰɼ3ྖݩ࣍ҬΩΛΊΔઢܗੑ
ମͷඍখมܗΓ߹͍ͷʹ͓͚Δղͷ
ํ๏Λ͑ߟΔɽ͜ͷͷࢧํఔࣜɼมҐ
u͔Β͞ࢉܭΕΔԠྗσ(u)ʹؔ͢ΔΓ߹
͍ํఔࣜͱͯ͠

−∇ · σ(u) = f in Ω (1)

ͱද͞ΕΔɽ͜͜Ͱɼ∇ޯԋࢠࢉɼf ମ
ੵྗͰ͋Δɽ
ղͷํ๏ɼղΛ۩ମతʹطఆ͠ɼͦΕ
ํఔࣜΛຬ͢Δͷͱ͢Δ͜ͱࢧͷه্͕
Ͱɼ༩͑ͨղ͕ີݫղͱͳΔΛߏ͢Δ
ͷͰ͋Δɽ͍·ɼղumΛͱ͢Δͱɼ͜ͷ
ղΛີݫղͱ͢Δͷࢧํఔࣜࣜ (1)Α
Γࣜ࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɽ

−∇ · σ(u) = fm in Ω (2)

͜ͷͱ͖ɼମੵྗ߲ fm

fm = −∇ · σ(um) (3)

ʹΑΓɼղum͔Β͞ࢉܭΕͨԠྗͷಋؔ
ͱͯ͠༩͑ΒΕΔɽ·ͨɼڥք݅Λ Γuͱ
Γtʹରͯ͠ઃఆ͢Δͷͱ͢Ε

u = um on Γu (4)

σ(u) · n = t̄ = σ(um) · n on Γt (5)

ͱ༩͑ΒΕΔɽҎ্ͷମੵྗͱڥք݅Λઃఆ
ͨ͠৽͍͕͠ղΛີݫղͱ͢Δͱ
ͳΔɽ
ຊڀݚͰɼ൘ɾγΣϧͷͷղੳղΛ

ղumͱͯ͠બͿ͜ͱͰɼ൘ɾγΣϧͷ
ͷղੳղ͕ີݫղͱͳΔ ࿈ଓମͷΛݩ࣍3
Δɽ͜ͷͱ͖ɼಘΒΕͨ͢ߟ ࿈ଓମͷݩ࣍3
ͷମੵྗද໘ྗɼඞͣ͠ݩͱͳͬͨ
൘ɾγΣϧͷʹ͓͚ΔͷͱҰக͠ͳ͍ɽ
͜ͷΑ͏ͳମੵྗද໘ྗ͕ɼ3ݩ࣍࿈ଓମͷ
ඪࢦ͔Β൘ɾγΣϧͷͷղΛධՁ͢Δ؍
ͱͳΔɽ
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3 ղʹ͓͚Δମੵྗͷදࣔ

্ड़ͷΑ͏ʹɼࣜ (3)ʹղΛ۩ମతʹ
ೖ͢͠ࢉܭΔ͜ͱͰɼղͷํ๏ʹ͓͚Δମ
Ͱɼ͜ͷղͱڀݚͰ͖Δɽຊࢉܭ͕ྗੵ
ͯ͠γΣϧͷཧղΛར༻͢Δ͕ɼ͜ΕΒ
ͷཧղɼ࠲ۃඪܥԁ࠲ඪܥΛ༻͍ͯه
ड़͞ΕΔ͜ͱ͕ଟ͍ɽҰํɼ3ݩ࣍࿈ଓମͷ
ͱͯ͢͠ߟΔ߹ʹɼମੵྗσΧϧτ
Ͱද͞ΕΔํ͕ศརͰ͋Δɽ͜ͷΑ͏্ܥඪ࠲
ͳγΣϧͷཧղΛ༻͍ͯԠྗΛఆٛ͠ɼͦͷ
ಋ͔ؔΒσΧϧτ࠲ඪ্ܥͰද͞Εͨମੵྗ
Λ࣮ٻʹࡍΊΔͨΊʹɼࣜॲཧΛ༻͍͔ͯ
ͳΓࡶͳࢉܭΛ࣮͢ߦΔ͜ͱ͕ඞཁͱͳΔɽ
ͦ͜ͰɼຊڀݚͰචऀ͕ఏҊͨ͠ऑఆࣜ

Խʹ͖ͮجɼ༗ݶཁૉ๏Ͱ༻͍ΔମੵྗͷՁ
અྗͷࢉܭखଓ͖ [5]Λ༻͍ɼମੵྗΛධՁ
͠ɼՄࢹԽ͢Δɽ
લઅͰࣔͨ͠ ੑମͷΓ߹͍ํఔࣜݩ࣍3

ʹର͢ΔऑදݱɼԾมҐ vΛ༻͍ͯҎԼͷ
Α͏ʹද͞ΕΔɽ

∫

Ω
ϵ(v) : σ(u) dx =

∫

ω
f · v dx

+

∫

Γt

t · v ds (6)

͜͜Ͱɼϵ(v)ԾมҐ v ʹର͢ΔԾͻͣ
ΈςϯιϧͰ͋Γɼͦͷ

ϵij(v) =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

Ͱද͞ΕΔɽ
͜ͷͱ͖ɼԾมҐ vʹରͯ͠༗ݶཁૉۙࣅ

vhΛద༻͢Εɼ͕ࣜ࣍ಘΒΕΔɽ

∫

Ω
ϵ(vh) : σ(um ) dx =

∫

Ω
fm · vh dx

+

∫

Γt

tm · vh ds (7)

্ࣜͷӈลղʹର͢Δ֎ྗͷՁઅྗ
Λ͢ࢉܭΔͨΊͷ֎ྗࣜࣄʹଞͳΒͳ͍ɽ͠
͕ͨͬͯɼղʹର͢Δ֎ྗͷՁઅྗɼ
ࣜ (7)ͷࠨล͔ΒࢉܭͰ͖Δ͜ͱͱͳΔɽ
ຊڀݚͰɼ༗ݶཁૉۙࣅʹ 3ॏ ໘ମ࣍1

ཁૉΛ༻͍ɼࣜ (7)͔ΒՁઅྗΛٻΊΔ͜
ͱͰɼମੵྗͱද໘ྗΛࢄతͳϕΫτϧͱ͠
ͯΛՄࢹԽ͢Δ͜ͱ͕ՄͱͳΔɽ

4 ൘ɾγΣϧͷཧղͷमਖ਼ s

Kirchhoff-LoveͷԾఆʹͮ͘ج൘ɾγΣϧཧ
Ͱɼ໘֎ͤΜஅมܗແ͞ࢹΕ͓ͯΓɼͤ
Μஅྗ͛ۂϞʔϝϯτͷมԽ͔Β༩͑
ΒΕΔɽ͜ ͷΑ͏ͳ൘ɾγΣϧͷཧղΛ ݩ࣍3
࿈ଓମͷղͱ͢Δͱɼ໘֎ͤΜஅྗʹΑͬ
ͯΓ߹͏ঢ়ଶ͕දݱͰ͖ͳ͍͜ͱ͔Βɼ໘ํ
ͷઅྗ͕໘ͷදͱཪͷ֤Ͱ໘ͷઢํ
ͷ྆໘ʹରͱͳͬͯੜ͡Δɽ͜ΕΒͷઅྗɼ
ͤΜஅྗͰͳ͘ϞʔϝϯτΛ࡞༻͢Δͨ
ΊͷͷͰ͋ΔͱཧղͰ͖Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼ൘ɾ
γΣϧͷཧղΛղͱ͢Δʹɼ໘ͷ֤
ʹ͓͍ͯ໘֎ͤΜஅมܗΛൃੜ͢ΔΑ͏ɼղΛ
मਖ਼͢Δ͜ͱ͕ඞཁͰ͋Δɽ

5 ऴΘΓʹ

ຊڀݚͰɼ൘ɾγΣϧͷཧղΛ ࿈ݩ࣍3
ଓମͷͷղͱ͢Δ͜ͱͰɼ3ݩ࣍࿈ଓ
ମͷ؍͔Β൘ɾγΣϧͷղΛධՁ͢Δख๏Λ
ఏҊͨ͠ɽ

ݙจߟࢀ

[1] P. G. Ciarlet: Mathematical Elastic-

ity, Vol. III: Theory of Shells, Elsevier,

2000.

[2] :തوాࢁ ,ཁૉ๏ݶ༗ੑߴ ؙળ,

2007.

[3] W. Flugge: Stresses in shells, Springer–

Verlag, 1973.

[4] S. Timoshenko and S. Woinowsky-

Krieger: Theory Of Plates & Shells,

2nd Edition, McGraw–Hill, 1959.

[5] :തوాࢁ ੑମͷେมܗ༗ݶཁૉղ
ੳͷղͷํ๏ͷద༻, ֶձ
จूA2ʢԠ༻ྗֶʣ, Vol. 72, No.

2, pp.I 277–I 284, 2016.

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

91



日本応用数理学会 2019 年 年会 講演予稿集 (2019.9.3-5，東京)  Copyright (C) 2019 一般社団法人日本応用数理学会 
 
 

非同次項を持つ２階線形常微分方程式の固有値問題の数値解法 
 
   石川 英明 
     e-mail: UHI91261@nifty.com 

 
 
1  概要 
 我々は，これまで量子力学の固有値問題を解

くため，可能な限り単純で高精度な数値計算法

を研究開発してきた．１個の粒子に対する（或

いは一体問題に対する）一次元の微分方程式の

固有値問題では、微分方程式を離散化した行列

の固有値方程式を解く方法（「離散化行列固有

値方程式法」とも呼ぶ）と shooting法で高精度

の結果を得た[1-3]．一体問題の中心力場問題

では、一次元での shooting 法を更に発展させ

て高精度の結果を得た[4,5]．我々は更に，原子

構造計算に対する新しい数値計算法を研究開

発している．原子構造計算では，原子の電子状

態（固有値と固有関数）を計算する際，原子が

一般に多電子系であるため，平均場近似を用い

ると、固有値と固有関数に対する２階常微分方

程式とポテンシャルを固有関数から構成する

方程式とから成る，連立微分方程式系が導かれ

る[6-9]．これらの方程式系はセルフ・コンシス

テントに解く問題に帰着され、その解は数値計

算で求めることになる [6,10-12]．平均場近似

で最も基本的な近似は，系の全波動関数を 1電

子波動関数の単純な積として表すもので，得ら

れる微分方程式系は所謂Hartree方程式となる．

数学的な観点からは，Hartree 方程式は非同次

項がない，通常の固有値問題と同様の２階常微

分方程式である．我々はこれまで，固有関数を

用いてポテンシャルを高精度に計算する方法

を新たに開発し，更に中心力場問題の固有値問

題を解く方法と組み合わせて，Hartree 方程式

を高精度に解く数値計算法を開発してきた

[13]．平均場近似の精度を更に上げて，全電子

波動関数を１電子波動関数から成る１個の行

列式（Slater行列式）で近似して得られる連立

微分方程式は所謂 Fock 方程式となる．数学的

な観点からは、Fock方程式は非同次項を含む一

般化された固有値方程式（微分方程式）である．

本報告の目的は，こうした微分方程式を，系統

的に，見通し良く，高精度に解くことにある． 

 

 

2  方法 
 我々は先ず，非同次項を落とした微分方程式

の通常の固有値問題を解く[4,5]．次に，こうし

て得られた固有値と固有関数を初期値に用い

て，非同次項を持つ微分方程式の固有値問題を

系統的に解く．その内容については講演で述べ

る． 

 
3  計算結果 
非同次項を持つ微分方程式の固有値問題と

して以下の例（[10], p. 246）を扱う 

 

 
2

2 2

0(0 1) 1
2 2 ( ) ( ),

d E y r g r
dr r r

ª º+
− + − − =« »
¬ ¼

  

 

 
2

1
exp( )

2( )
7

(6 10 ) exp( 2 )
2

.
r r

g r A
r r r r

− −
=

− − + −

ª º
« »
« »
« »
« »¬ ¼

  

 

ここで固有関数を規格化するため以下の定数

を掛けておく 

 82944 / 40765.A =   

境界条件は 

 0r =  で ( ) 0y r = ; r→∞  で ( ) 0.y r →  

解析解は以下で与えられる（これらを上式に

代入すると、方程式が満たされている） 

固有値  2 1/ 2 0.5,E = − = −  

固有関数 
2exp( )[1 exp( )].y Ar r r r= − + −   

ここで固有関数は規格化されている 

  2
0 [ ( )] 1.dr y r∞ =∫   

また以下の恒等式が成り立っている 
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y r y r

E dr rdr r

y r g r

dr y r

∞

∞

+
− + −

= ∫

−

= −∫

 ½ª º
° °« »° °
® ¾« »¬ ¼° °
° °¯ ¿

  

 

尚、微分方程式で右辺の ( )g r  をゼロと置い

たものは水素原子の 1s状態に対する式とな

り，その解は以下のようになる 

固有値     2 1,E = −   

固有関数    2 exp( ).y r r= −  

我々の方法で得た数値解は以下のようになっ

た．正確な数値の桁数は 13であった．ここで

下線部は誤差を含む数値である 

固有値 12 4.99999999999976 10 .E −= − ×  
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εϚʔτίϯτϥΫτɿۚ༥ֶͷ؍͔Βͷ՝

ؔࠜ ॱ †

†େࡕେֶେֶӃڀݚֶૅجՊ
e-mail : †sekine@sigmath.es.osaka-u.ac.jp

1 ֓ཁ

εϚʔτίϯτϥΫτ, σδλϧΞηοτ
Λίϯτϩʔϧ͢Δ, ίϯϐϡʔλϓϩά
ϥϜͰॻ͔Εͨ, ҆શͳڥԼͰࣗಈࣥ͞ߦΕ
ΔܖͰ͋Γ, i) औҾͷࣗಈԽʹ͏ܾؒ࣌ࡁ
ͷॖ, ii) ෆਖ਼ࢭ, iii) औҾίετݮ (
հऀΛհ͞ͳ͍) ͳͲ༷ʑͳϝϦοτΛ༗͢Δ
ͱ͑ߟΒΕΔ. ·ͨ, ҆શ࣮ݱͷૅجͷҰͭͰ
͋ΔϒϩοΫνΣʔϯʢࢄாʣٕज़, “

தԝूूܕݖதཧγεςϜ”ͱରরతੑ֨Λ
༗͠, ͦΕނʹޮՌతͳԠ༻໘͕͋ΔͷͰ
ͳ͍͔ͱ૾͞ΕΔ. ຊߨԋͰ, ۚ༥ੜ
 (financial derivative products: ୯ʹσϦό
ςΟϒͱݺͿ)ΛεϚʔτίϯτϥΫτԽ͠
ͨʮεϚʔτσϦόςΟϒίϯτϥΫτʯͷ։
ൃΛ೦಄ʹஔ͍ͯ, ͦͷҙٛ՝Λ͍ͨ͡.

2 σϦόςΟϒࢢɿ֓گ

σϦόςΟϒͱ, ɾ࢈ࢿͱͳΔૅج ݪ)
Δ͍͋࢈ࢿɾ)͔Βੜͨۚ͠༥࢈ࢿ࢝
.Ͱ͋Δܖ ۩ମྫͱͯ͠, ࢝ݪ ,ࣜג) ֎
,௨՟ࠃ ίϞσΟςΟ etc.)ʹؔ͢Δຬ͕ظ T

ͰݖརߦՁ֨ K(ˇ)ͷϤʔϩϐΞϯίʔϧ
ΦϓγϣϯΛ͛ڍΔ. ͜Ε, ຬظ T ʹ͓͍
ΛՁ֨࢝ݪͯ K(ˇ)Ͱങ͏͜ͱ͕Ͱ͖Δ
,Ͱ͋Γܖརʹؔ͢Δݖ ͜ͷݖརͷߪೖऀ
ຬظͰͷ࢝ݪͷՁ֨ ST (ˇ)͕K Ҏ্ (Ҏ
Լ)ͳΒ͜ͷݖརΛ͢ߦΔ ,ͷͰ(Δ͢غഁ)

ہ݁ FT = max(ST −K, 0) (ˇ) ͷརӹ͕ߪ
ೖऀʹੜ͡Δ. Ұํ, ͜ͷݖརͷൃऀߦ (ൢച
ऀ)ຬظ T ʹ FT (ˇ)ͷࢧ͍ (ϖΠΦϑ)

Λߪೖऀʹରͯ͠͏ߦ. ͜ͷΑ͏ͳσϦόςΟ
ϒ࢝ݪͷকདྷʹΔՁ֨มಈϦεΫͷճ
ආ (ϦεΫϔοδ)ͷͨΊͷܖͱݟ၏͞ΕΔ.

2.1 ళ಄σϦόςΟϒ

σϦόςΟϒͦͷऔҾͷ͔ํΒ 2छྨʹ
ྨ͞ΕΔɿҰͭऔҾॴΛհͯ͠ܖɾചങ
,σϦόςΟϒࢢΘΕΔߦ͕ ͏ҰͭऔҾ
ॴΛհ͞ͳ͍ؒऀࣄͷ૬ର (͍͍͋ͨ)औҾ

ͰߦΘΕΔళ಄ (Over The Counter: OTCͱ
ུ)σϦόςΟϒͰ͋Δ. ,ࠓ ੈքσϦόςΟ
ϒࢢڊେͳͷͱͳ͓ͬͯΓ, 2014࣌
Ͱ 700ஹˈҎ্ͷن (ఆݩຊϕʔε)ͱ
ͳ͍ͬͯΔ͕, ళ಄σϦόςΟϒͦͷϦεΫ
ϔοδػʹՃ͑ͯ૬ରऔҾ༝དྷͷܖͷॊೈ
͞Λͪ࣋, ଟ ( 9ׂ)ΛΊ͍ͯΔ.

2.2 ళ಄σϦόςΟϒ੍ن

ϦʔϚϯɾγϣοΫ (2008)ͷੈքతۚ༥ة
ةΛ௨ͯ͠ళ಄σϦόςΟϒऔҾ͕แ͢Δػ
.ೝࣝ͞ΕΔ͜ͱʹͳ͕ͬͨ͘ੑݥ ͜ΕΒ,

ΧϯλʔύʔςΟʔϦεΫ (ۚ༥ؒؔػͰͷ
ళ಄σϦόςΟϒऔҾʹ͓͚Δ૬ख͕σϑΥϧ
τ ,ΔϦεΫ)ؕʹ(ߦෆཤ࠴) γεςϛο
ΫϦεΫ (૬ରऔҾͰ͋ΓہͰ͢Βͦͷશମ
૾͕ѲͰ͖ͳ͍ɿҰͭͷσϑΥϧτ͕࿈త
ʹۚ༥γεςϜશମٴɾൖͯ͠Ώ͘ޮՌ
͕ଌΓ͖Εͳ͍) ͱݺΕ͍ͯΔ.

ͦͷޙ, ৽ͨͳۚ༥ػةΛ͙ͨΊ, ੈքن
Ͱͷళ಄σϦόςΟϒ੍نɾඋ͕ٞ͞Ε
.Ͱ͋ΔگݱҠ͞Εͭͭ͋Δʹߦ࣮ දత߲
ҎԼͷ௨Γɿ

1) ඪ४Խ͞ΕͨऔҾΛऔҾॴ·ͨిࢠऔ
ҾϓϥοτϑΥʔϜ1Λ௨ͯ͜͡͏ߦͱ,

2) ඪ४Խ͞ΕͨऔҾͷதԝਗ਼ؔػࢉ (Cen-

tral Counterparty Clearing House: CCP)

ͷਗ਼ूࢉத (औҾऀؒʹCCPΛஔ͘͜
ͱͰΧϯλʔύʔςΟͷσϑΥϧτͷ
࿈ɾٴΛ͙)2,

3) औҾใੵؔػ (Trade Repository: TR)

ͷใࠂͷٛԽ,

4) தԝਗ਼͞ࢉΕͳ͍औҾʹΔূ੍نۚڌ.

3 ϓϥΠγϯά, ಈతϔοδϯά

(ళ಄)σϦόςΟϒͷϓϥΠγϯάɾϔοδ
ϯάͰ༻͍ΒΕΔۚ༥ֶͷΈΛ, Black-

1ళ಄औҾ͕ͩऔҾใ͕อ࣋ɾใࠂɾ։ࣔ͞ΕΔ
2ैདྷ૬ରͰߦΘΕ͍ͯͨళ಄σϦόςΟϒऔҾͷࢿ

,͍ͯͭʹࡁܾۚ Λ୲อͱͯۚ͠ڌূ CCP͕࠴ΛҾ͖
ड͚ݸʑͷۚ༥ؔػͷΘΓʹ CCP͕ࡁܾۚࢿΛ͏ߦ.
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Scholes-Mertonཧʹैͮ͘جདྷͷ (ۚ༥ػة
Ҏલͷ)Έͱۚ༥ػةҎޙͷΈͱʹ
͚ͯ֓આ͢Δ.

3.1 Black-Scholes-MertonͷΈ

҆શӡ༻աఔ B := (Bt)Tt=0, Ձաఔג S :=

(St)Tt=0 ͔ΒΔۚ༥ࢢϞσϧ͕උ (com-

plete)Ͱ͋Δͱ͖, ҙͷσϦόςΟϒ (T, FT )

(T : ຬظ, FT : ຬظͰചΓख͔Βങ͍खʹࢧ
ΘΕΔϖΠΦϑ, FT = f(S0, . . . , ST ))͕ B

ͱ Sͷಈతͳӡ༻ʹΑͬͯෳ͞ΕΔ. ͢ͳΘ
ͪ, ॳظֹࢿ x ∈ R, ಈతϙʔτϑΥϦΦઓ
ུΠ := (Πt)Tt=1 Πt := (πS

t ,π
B
t )ʹରԠͨ͠

∆Xt = πS
t ∆St + πB

t ∆Bt, X0 = x,

ͨͩ͠ Xt = πS
t St + πB

t Bt, t = 1, . . . , T , (͞
Βʹ∆Xt := Xt − Xt−1ͳͲͷه๏Λͨͬ)

ͰϙʔτϑΥϦΦՁաఔ Xt = Xx,Π
t , t =

0, . . . , T Λఆٛ͢Δͱ͖

FT = Xx,Π
T

Λຬͨ͢ͷ͕།Ұఆ·Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯ
Δ. ಛʹ, ͜ͷ x͕σϦόςΟϒͷదਖ਼ͳՁ֨
Ͱ͋Γ, σϦόςΟϒͷൃऀߦҰํͰ͜ͷෳ
ϙʔτϑΥϦΦ (x,Π)ʹैͬͨӡ༻Λͯͬߦ
ϦεΫϔοδ͕Ͱ͖Δ. ·ͨ

Xx,Π
t = EQ

t

[
BtFT

BT

]
, x = EQ

[
FT

BT

]

ཱ͕͢Δ. ͨͩ͠EQ
t [· · · ] ϦεΫதཱ֬

Qʹؔ͢Δࠁ࣌ tͰͷ͖݅ظΛද͢.

3.2 XVA: ۚ༥ػةҎޙͷΈ

ۚ༥ؔػ (Iͱ͢ه)ͱΧϯλʔύʔςΟ(C

ͱ͢ه) ํͷσϑΥϧτͷՄੑΛྀͨ͠ߟ
σϦόςΟϒ, ຬ͕ظ τ1 ∧ τ2 ∧ T (τ1, τ2ͦ
ΕͧΕ ICͷσϑΥϧτࠁ࣌Λද͢), ϖΠΦ
ϑ͕

F := GT 1{T<τ1∧τ2}

+H1
τ11{τ1<τ2∧T} +H2

τ21{τ2<τ1∧T}

ͱද͞ΕΔ. GT := g(S0, . . . , ST )ͱॻ͔Ε, ·
ͨ, H i

τiσϑΥϧτ͕ੜ͡ͳ͍࣌ͷσϦόςΟ
ϒͷՁɿ

V̂t := EQ
t

[
Bd

tGT

Bd
T

]
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暗号学と金融工学の融合とその社会実装について 
 

桑原　一郎 
Crypto Garage 

 
 
1.はじめに 
イノベーションのキーワードとして「知の探索」と「知の深化」という言葉が近年定着しつ

つある。 
2009年に誕生し、近年注目が集まっているビットコインはまさに「知の深化」で育まれた

理論・学問（暗号学、経済学、ゲーム理論等）と「知の探索」による各要素技術の組み合わ

せで生まれたイノベーションとも言えるであろう。 
このようなイノベーションを生み出すためには、多くの隣接する学問領域が協業して研究す

る学際的研究、更にそれを社会実装することが必要不可欠である。 
本発表では、学際的研究および社会実装の実例として、世界初のビットコイン上のスマート

コントラクト「P2P デリバティブ」について紹介をする。 
「P2P デリバティブ」はビットコインディベロッパーやアカデミアを中心に議論されてい

る暗号学、セキュリティと、経済学・会計学・工学・数学など様々な学問領域と接点を持ち

ながら発展してきた金融工学の知見の融合により生まれた。以下でその内容について触れて

いく。 
 
2.ビットコインおよびビットコイン上のスマートコントラクトと楕円曲線暗号 
ビットコインのセキュリティを担保する要素技術の一つとしては公開鍵暗号方式が用いられ

ており、離散対数問題の困難性を安全性の根拠とする楕円曲線暗号（ECDSA）が検証プロ

トコルのベースとなっている。 
具体的には、ビットコインは公開鍵ごとにアドレスが生成され、公開鍵に紐付く秘密鍵の保

持者が当該アドレスの所有権（アドレス内のビットコインを移転する権利）を保持する。 
ビットコイン保持者は移転時に移転用のトランザクションを作成、トランザクションの内容

をメッセージとして秘密鍵を用いて署名、自身がその秘密鍵を保持していることを証明す

る。トランザクションがブロードキャストされると、そこに含まれる署名、メッセージ、公

開鍵は公知となり、署名が正しいことは誰でも検証可能となる。 
 
ECDSAよりセキュアかつ効率的な検証が可能な技術としてはSchnorr署名が存在。 
Schnorr署名はECDSAとは異なり、線型性を保持しており（メッセージに対して鍵Aとその

署名SA、鍵Bとその署名SBが存在する際に鍵A+Bの署名値がSA＋SBになる）複数の署名の検

証をまとめて行うことが可能となる。 
 
なおSchnorr署名は2008年まで特許で保護されており利用が不可能だったため、現在検証プ

ロトコルのベースとはなっていない。現在は利用可能となっており、ビットコインの検証プ

ロトコルへの導入検討が積極的に議論されている。 
 
また、ビットコイン検証プロトコル以外にも、ブロックチェーンの外側（オフチェーン）で

鍵や署名の合成（合算）を行い、スマートコントラクトに応用する技術研究も近年衆目を集

めており、今回紹介するスマートコントラクトもSchnorr署名を活用している。 
 
3.ビットコイン上のスマートコントラクト技術DLC 
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「P2P デリバティブ」は、MIT DCIのTadge Dryjaが2017年に発表した「DLC」をベースに

している。DLCは予測市場をベースにビットコイン上で未来の契約が行える技術であり、 
契約当事者アリス、ボブの２名、予測に対する結果を公表、契約執行の手助けをするオラク

ルの３者から成りたっている。契約時にアリス、ボブはブロックチェーン上に担保を出し合

いロックする。契約満期日になるとオラクルの協力を得て契約内容に基づいたBTC配分がア

リス、ボブに返却される。 

 
 
DLCはDiscreet Log Contracts（目立たない契約）の略称で、プライバシーの問題に対処

し、オラクルは契約の内容を把握することなく契約執行の手助けが可能である。 
上記はSchnorr署名で鍵および署名の合成をオフチェーンで行うことで実現している。 
また、ビットコインの「Trustless」の文脈を引き継ぎ、信頼し合っていない2者間でも契約

が可能、オラクルに必要な信頼も最小限に抑えることを目指している。 
 
5.P2Pデリバティブ（DLCと金融工学の融合） 
上記DLCのBTC分配ロジックに為替予約の差金決済の理論を活用したものが我々の開発した

「P2Pデリバティブ」である。 
契約執行時の契約者の差金決済金額（増減）は以下の通り計算される。 

 定義 単位 note 

N 想定元本 BTC N > 0 

S fixing spot rate BTC/$  受渡金額の確定日のレート。 S > 0。 

F 契約rate BTC/$  契約時に同意した先渡しレート。 F > 0。 

 
約者の差金決済額（BTC増減）＝N ( )＝N ( )契 F

S−F S
F − 1  

 
代表的な期先決済のデリバティブ取引としてフォワード取引・オプション取引が挙げられる

が、フォワード取引は、その定義から取引参加者双方において損失および利益の可能性が無

限大に発散し得る為(価格下落側は下限があるが)、P2Pデリバティブのスタイルは成り立た

ない。 
他方、上限・下限付きのフォワード取引（カラードフォワード）で、かつ決済金額に上限を

設ける形であれば、その最大値までを支払い担保すれば良いため中間に担保を積む、という

考え方が成立する。 
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アリスとボブ、それぞれの担保額をA,Bと定義すると、最終的な分配額、fixing spot rateの
上限、下限は以下の通り計算される。 
 

 定義 単位 note 

A アリスの担保額 BTC A > 0 

B ボブの 
担保額 BTC B> 0 

    
保からアリスに分けられる額A ＝A ( )担 amount + N S

F − 1  
保からボブに分けられる額B ＝A (1 )担 amount + B − Aamount = B + N − S

F  
 
担保から分配される額は担保の総額以下 

＝A ( )Aamount + N S
F − 1  ≤ A + B  

 
担保から分配される額は担保の0以上 

＝A ( )Aamount + N S
F − 1 ≥ 0  

 
上記より担保額A,Bで補えるfixing spot rateSの上限下限は以下の通り 

＝F (1 )Supper + B
N  

＝F (1 )Slower − A
N  

 
このようにDLCと金融工学を組み合わせることでP2Pでの上限・下限付きのフォワード取引
（カラードフォワード）が実現した。 
なお、P2Pデリバティブ取引の中で前述で説明した要素技術（暗号学と金融工学）は以下の
通り使用されている。 
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6.P2Pデリバティブの課題とチャレンジ 
今後の課題・チャレンジとしては金融商品としてのさらなる充実（金融工学的なアプロー

チ）、ビットコインの文脈でのさらなるTrustlessの追求（暗号学、分散技術的なアプロー

チ）の２軸が存在する。 
 
金融商品の観点では、現状の契約では担保は契約の有効期限までビットコインプロトコルで

ロックされており、契約有効期限前の実行、契約後の内容変更、キャンセルは不可能。 
（両当事者が同意する場合、契約条件の変更は可能） 
また、各契約当事者への分配は固定された担保からであるため、分配には上限と下限があ

る。 デリバティブ取引の分類では、これは上限と下限のあるヨーロッパ型のオプション取

引となる。 現在はアメリカンタイプのオプションをラインナップに追加し、マージンコー

ルなどにより担保を動的に変更する機能の開発に取り組んでいる。 
また、Trustlessの追求という観点では、オラクルへの信頼ポイントをどのように減らすかが 
ポイントとなる。分配額はオラクルのレートの出力に依存するため、オラクルによる不正操

作のリスクを減らすために公正な参照レートを作成する方法についても今後取り組んでいく

予定である。 
 
7.終わりに 
金融工学と暗号学の融合の例としてビットコイン上のスマートコントラクト「P2Pデリバ

ティブ」を紹介させていただいたが、今後これを更に発展させていく上でも学際的研究が必

要不可欠であることは言うまでもない。この講義を通じて学際的研究に興味を抱く方々が増

え、新たなイノベーションの生まれるきっかけとなればこれ幸いである。 
 
参考文献） 
https://bitcoin.org/bitcoin.pdf 
https://adiabat.github.io/dlc.pdf 
https://cryptogarage.co.jp/p2pd/ 
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トークナイゼーションのモデル化に関する一考察
佐古 和恵 1, 福岡 俊樹 2,3, 桑原 一郎 2

1NEC，2Crypto Garage, 3FINPLANET

概要
金融分野における「株」や「債券」をはじ

め、さまざまなアセットがブロックチェーン上
でトークン化され、取引されている。それぞれ
のアセットはそもそもどういう用途があり、ど
のようなセキュリティ要件を満たすことが期待
されているのか。ひとつひとつのケースにおい
て「トークン」をモデル化し、目的に応じた性
格の比較を行う。
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曲線折りを含む展開図からの 3次元形状復元を目的とした
Ruling配置の推定

佐々木好祐 1,金森由博 2,三谷純 2

1筑波大学システム情報工学研究科, 2筑波大学システム情報系
e-mail : sasaki@cgg.cs.tsukuba.ac.jp

1 はじめに
本研究は，曲線で折る折り紙の造形について

の研究である．紙を曲線で折ることを曲線折り
と呼び，曲線・曲面を含む形を表現することが
できる．折り紙による造形では，展開図を用意
しそれを折ることをする．展開図から折った後
の形を生成する方法の１つに計算機を用いた
シミュレーションがあり，シミュレーションソ
フトウェアの１つに Ghassaeiら [1]の Origami
Simulatorがある．展開図情報を用いて折りの
シミュレートをするソフトウェアはこれ以外に
も複数存在するが，我々の調べた範囲では曲線
折りを含む展開図を入力しシミュレートできる
ものはない．本研究では，Origami Simulatorを
用いて曲線折りを含む折り紙のシミュレートを
近似的に実現することを目的とする．入力は曲
線折りを含む展開図であり，出力はその展開図
を折った時に得られる形および，その形へ変化
する様子を示すアニメーションである．

Origami Simulatorは直線の折り線のみを入力
として受け付けるため，曲線折りのシミュレー
ションをする際は展開図中の曲線を短い線分
の集まりによる折れ線で近似する．シミュレー
ション時には入力された展開図の折り線で囲ま
れた部分を三角形に分割して曲面の近似を行
う．しかし既存の分割方法では曲面を再現でき
ない場合がある．曲線折りでできる曲面は可展
面であるため，曲面の Rulingを算出し Ruling
の一部を辺に含むような三角形を配置して曲面
の近似を行うことで，なめらかな曲面のシミュ
レーションが可能となる (図 1)．しかし折った
後の形状が不明な状態で Rulingを決定できな
いため，展開図情報のみから Rulingを決定す
ることは難しい．提案手法では，曲線の折り線
と Rulingの角度の関係を用いて Ruling配置を
推定することで曲線折りを含む展開図からの折
りのシミュレートを実現する．曲線折りを含む
展開図の入力に対し，実際に紙を折った様子と
Rulingの配置を手動で指定した場合，提案手法
を用いて配置した場合のシミュレーション結果

を比較し，十分な結果が得られているかを検証
する．また曲面の滑らかさの評価指標となる曲
げエネルギーを計測し比較をする．

図 1. 三角形分割のシミュレーション結果への影響．(上
段) 既存の三角形分割の場合，(下段) Ruling の一部を辺
に含む三角形分割の場合．

2 提案手法
提案手法ではOrigami Simulatorでの既存のシ
ミュレーションの手順に加えて，展開図の三角
形分割の改善による Ruling配置の推定を行う．
展開図の初期分割には制約付きドロネー三角
形分割を用いる．曲線折りによる曲面は柱面に
近づく傾向にあり，その時展開図上のRulingは
平行になる傾向にあるため，1つの頂点を多数
の三角形が共有しないようにするためである．
三角形分割の改善は曲線の折り線とRuling配
置に関する経験則に基づいて行う．舘 [2]によ
れば，図 2のような曲線の折り線，Rulingの方
向と折り角度の関係は次の式で表される．

κ2D(s) = κ(s)cosα(s)

cotβL(s) =
α ′(s)− τ(s)
κ(s)sinα(s)

cotβR(s) =
−α ′(s)− τ(s)
κ(s)sinα(s)

sを曲線の折り線の弧長パラメータ，κ2Dを平面
に描かれた折り線の曲率，κ(s)と τ(s)を折った
後の折り線の曲率と捩率，折り角度α(s)をTTT (s)
とNNN(s)による平面とRulingのなす角，βL(s)と
βR(s)を展開図上でのRulingと曲線の成す角と
する．
ある展開図を折る際になるべく自然な状態，
つまり曲線を大きく捩らず (τ(s) = 0)，折り角
を場所によって変化させずに折る (α ′(s) = 0)
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とする．この時 cotβL(s) = cotβR(s) = 0であり
Rulingは展開図上の曲線の接線と直交する．こ
の傾向を利用し三角形分割を改善する．
初めに三角形分割内の折り線でも輪郭線でも

ない稜線を 1 つ選ぶ．その稜線に対しては稜
線を付け替える操作が可能であり，これを稜線
交換と呼ぶ．次に曲線の折り線と稜線とのなす
角を稜線交換前後それぞれについて求める (図
2)．さらにそれぞれ角の組の二乗誤差 dを求め
る．Rulingが展開図上の曲線の接線と直交する
傾向より，この稜線がRulingに沿った稜線に近
づくためには二乗誤差ができるだけ小さければ
良い．そこで稜線交換前の二乗誤差 da +dbよ
りも，交換後の二乗誤差 dc +dd のほうが小さ
ければ稜線交換を実行する．これを対象となる
すべての稜線に対して行い，稜線交換の必要が
なくなるまで繰り返す．

展開図折った状態

ααN
T

B

βL βR

図 2. 曲線の折り線と Ruling
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図 3. 稜線交換

3 結果
提案手法を用いて図 4 の展開図の折りのシ

ミュレーションを行った．比較は1.Origami Sim-
ulator(既存手法)，2.折った形状を見てRulingを
手作業で適当と思われる位置に配置した場合，
3.提案手法の3つの方法で行う．またシミュレー
ション結果に対して曲面の滑らかさの評価指標
となる曲げエネルギーを計測し比較した．曲げ
エネルギーの計算は Bergouら [3]の手法を参
考にした．曲げエネルギーが小さいほどより自
然な状態である．シミュレーション結果と曲げ
エネルギーの計測結果を表 1に示す．
シミュレーション結果を比較すると，既存手

法では再現できなかった曲面が提案手法では再
現できている．手作業で Rulingを配置した場
合と同等のシミュレーションができている．曲

折った様子展開図
図 4. 折りのシミュレーションをした展開図

表 1. 結果
(a)三角形分割，(b)シミュレーション，(c)曲げエネルギー

1.既存手法 2.手作業 3.提案手法

(a)

(b)

(c) 149.77 34.58 36.21

げエネルギーを比較すると既存手法に比べて提
案手法は滑らかな曲面を実現できているとわか
る．手作業で Rulingを指定した場合と比べて
もほぼ同等であり，Rulingをある程度推定でき
ていると言える．
4 まとめと今後の課題
本研究では，折り紙の展開図を折った際の形
状を計算機を用いてシミュレーションするソフ
トウェアの 1つである Origami Simulatorにお
いて，曲線折りを含む展開図のシミュレーショ
ンを近似的に実現する方法を提案した．
今後の課題としてシミュレーション精度の向
上が挙げられる．計測した曲げエネルギーを利
用して，曲げエネルギーが小さくなるように三
角形分割を改善し再シミュレーションを行い精
度を向上する方法が考えられる．

参考文献
[1] Amanda Ghassaei, Erik D. Demaine,

and Neil Gershenfeld,“ Fast, interactive
origami simulation using gpu computa-
tion”，In Origami7, pp. 1156–1166, (2018)

[2] Tomohiro Tachi,“ One-dof rigid foldable
structures from space curves”, In Proceed-
ings of the IABSE-IASS Symposium, pp.
20–23, (2011)

[3] Miklos Bergou, Max Wardetzky, David
Harmon, Denis Zorin, and Eitan Grinspun,
“ A quadratic bending model for inextensi-
ble surfaces”, In Symposium on Geometry
Processing, pp. 227–230, (2006).
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折紙工法で得られる輸送箱の振動遮断に関する検討 
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1  概要 
 多様な観点から見て「イチゴ」，「卵」それ

ぞれに最適な輸送箱を開発・提供し，最終的に

は細胞や血液の輸送箱の可能性についても検

討する．最初のステップとして，充填強化蓋に

最適な設計をすることで，イチゴを輸送する時

に極力避けたい固有周波数帯域を避けること

を試みる．さらに次のステップとして，卵につ

いて検討を行う． 

 

2  研究の全容 
 紙を折ることで強度剛性は増す．その究極は

コアにして空間充填させることである．これま

でに,組み立てた立体コアを用いて,空間を満

たすように積み上げて,外箱に収める新しい輸

送箱,箱入りアッセンブリトラスコア(Box in 

Assembly Truss Core) [1]が開発された. 

本研究では，輸送対象物を図1に示すような,

四面体と八面体ハーフの小箱に収め，それらを

組立てたトラスコアパネル(ATCP)を更に箱に

詰めて,図 2 に示す充填強化蓋で間隙を埋める

ことで,緩衝材としての優位性を持たせた形態

(BATCP)で運ぶことを考えている．また，折紙

工法で得られる輸送箱について，極力避けたい

周波数帯域を遮断するためのトポロジー最適

化[2]を行うことを目指している． 

空間充填されると圧力を上から，または横か

らかけても凹まないので箱を重ねても，立てて

も中の青果物は傷つくことなく安全にしかも

大量に搬送することが可能となる．イチゴなど

高価な青果物や卵の輸送には振動や衝撃に細

心の注意が払われる． 

ここでは,正四面体コア 4 個と正八面体ハー

フコア 5個とで空間充填させ,各コアにイチゴ 

 

 

 

 

 

 

 

 

を入れて輸送するイチゴ箱の輸送実験と振動 

遮断のための固有値計算の検討結果について

報告する． 

3  イチゴ箱の輸送実験について 
 今冬から春にかけて数回にわたり,図 3 に示

すような輸送実験を行い, 当初コアにイチゴ

を吊るした場合で検討したが,下端部に損傷に

よる果汁の染み出しが発生したことから,改善

策について議論した.結果として,改善案を3つ

提案するに至った. 

(1)クッションペーパーによる緩衝材の形状を

変えることにより，先端を守り，更にイチゴが

動かないようにする(図 4). 

(2)クッションペーパーの片方に輪を付け，先

端を守り，コアに固定し，動かないようにする． 

(3)円錐形の固定具を新たに作り，その中にク

ッションペーパーで作成した緩衝材をつけた

イチゴを入れて，コアに入れる． 

クッションペーパーの使用により損傷をある

程度軽減することが出来た. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 図 1. 組み立てた正四面体と正八面体ハーフのコア 

図 2. コアを 9個いれた箱と充填強化蓋 

図 3. 輸送実験例(コアにイチゴを吊るした場合) 
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4  輸送箱の固有値計算 
 輸送箱の振動特性の特徴について明らかに

するために,輸送箱を構成する各パーツについ

て固有値計算を行うこととする.まず,材料特

性について検討を行った.ヤング率について,

材料となる紙の重量とたわみ量といった計測

値から計算により求める方法と文献値による

値を用いる方法との2通りの数値について比較

検討をした.その結果, 文献値による値につい

て,他文献による同様な解析と固有値計算結果

で近い値が得られたことから,その値を用いる

こととした.質量密度は計測値を用いることと

した.具体的な数値は以下となる. 

ヤング率:2.25Gpa 

質量密度:1.176×10^2 kg/m^3 

図 5に箱の解析モデル全体を示す．図 6に正

八面体ハーフ単体の固有値計算結果を固有モ

ードとともに示す．7次から 10次の固有モード

において底面部分が波打っている様子から,正

八面体ハーフの底面の振動特性が低次弾性共

振の主要因であることが伺える. 

また,既往研究結果から,イチゴ果実の場合, 

20-30Hzの加振による損傷が最も大きくなる[3]

ということが得られており, 正八面体ハーフ

単体の場合,13次の固有モード以降において,

この範囲に当てはまるということが言えるた

め,固有値をずらす対策が求められると言え

る. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5  結語 
正四面体コア 4個と正八面体ハーフコア 5個

とで空間充填させ,各コアにイチゴを入れて輸

送するイチゴ箱の輸送実験とイチゴ箱を構成

する八面体ハーフコアの固有値計算の検討結

果についてこれまでの経過を報告した． 

今後は輸送箱全体についての固有値計算も検

討し,充填強化蓋の最適化計算を行うことを予

定している.また,内容物として,イチゴをコア

の中に入れた場合について,イチゴを質量とば

ねで置き換える方法について検討中である. 

 

参考文献 
[1] 寺田耕輔，佐藤秀敏，牧田哲暢，高橋徹，

萩原一郎，組立式トラスコアパネルの開発，

福島工業高等専門学校研究紀要第 55号

(2014),pp.1-5. 

[2] T.Torigaki, I.Hagiwara, Y.Kitagawa, 

M.Ueda, Z.D.Ma and N.Kikuchi, 

Development and Application of a 

Shape-Topology Optimization System 

Using a Homogenization Method, SAE 

International Congress and Exposition 

(1994-3月). 

[3] 中村宣貴, 梅原仁美, 根井大介, 岡留博

司, 石川豊, 中野浩平, 前澤重禮, 椎名 

武夫,包装条件の違いがイチゴ果実の損傷

に及ぼす影響,農業施設 39巻 1号

(2008.6) ,pp.1-8. 

図 5. イチゴ箱の解析モデル 

図 6.正八面体ハーフコアの固有値計算 

図 4. イチゴ箱の改善策の一例 
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1  概要 

折紙工学が誕生[1]して以来，早㏿試みられた

課題に美しく折畳めスプリングバックしない

折畳ペットボトルがあり，「折畳ペットボトル

実用化間近か」と言った主旨の記事が写真入り

で大手新聞の科学欄に報じられた[2]．その後も，

鎌田氏ら[3]，有尾氏[4]も円筒折りを利用した折

畳ペットボトルへの応用を試みている．しかし，

いずれも実用化には至っていない．このような

実用化には，折紙理論だけでは通用せず，計算

科学シミュレーションの援用は不可欠である．

本稿では，計算科学シミュレーションを援用美

しく容易に折り畳み可能なペットボトルをは

じめとする飲料容器の開発の検討を行う． 
 

2  螺旋―螺旋―螺旋三段モデル 

図 1 に示すように，第 3～第 5 段を螺旋部と

し，第 2 段，第 6 段を円錐殻や円筒殻として検

討した．この場合，第 3 段の螺旋部は第 2 段の

円錐殻に入り込み，第 5 段の螺旋部は，第 6 段

の円筒部に入り込む設計仕様とする．残るは，

第 4 段の螺旋部であるが，螺旋段上に誘導線を

付けることを検討する． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

図 1 の三角形シェル要素メッシュは LS-

PrePost で生成している．使用する有限要素法ソ

フトは LS/DYNA で，同図のモデルでは節点数

は 7000 程度である，拘束条件は底面を完全固

定，荷重条件は上端の節点に初㏿度 150mm/s を

軸方向に付与．材料は pp 材で，メーカ推奨値で

ある，ヤング率 1.0GPa，降伏応力 20.0MPa，塑

性係数 30.0MPa，加工硬化係数 0.1，ポアソン比

0.4 としている．人の手で折畳む際，必ずしも軸

方向に完全に平行に潰せるか疑問であるため，

斜め方向に初㏿度を与える問題も取り上げた．

斜めからの場合，途中で折れ曲がる傾向が見ら

れた．ただし，全構㐀の板厚は 0.2 であるが，

底部だけを 0.3 とすると途中で折れ曲がらず最

後まで潰れた．螺旋の捩り角 θ，半径 r と高さ

H の間には次式の関係がある． 

   

ℎ = 2𝑟√cos (
𝜋
𝑛) cos (

𝜋
𝑛 + 𝜃)     0 < 𝜃 <

𝜋
2 (1 −

2
𝑛) 

 

ここで，n は反転螺旋の辺数である．本来，

この種の問題は静的問題であるが，動的に解析

(1) 

図 2. 誘導線の位置の比較 

図 1. 螺旋―螺旋―螺旋三段モデル 
(a)             (d)                  (f) 

(b)          (c)                 
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したことによる影響は見られないことは筆者

らの先の研究[5]を参照して確認している．すな

わち準静的解析手法に，動的緩和法，システム

ダンピング法，マススケーリング法の三つがあ

るが，本課題のように座屈がいくつも生じる課

題にはマススケーリング法のみ対応可能であ

ることを示している．そこで今回マススケーリ

ング法の解析を試みたがその影響は無視でき

ることをまず確認した．誘導線を境にそれぞれ

が潰れ誘導線部が完全に絡まり誘導線部でロ

ックできればスプリングバックを抑える可能

性がある．誘導線の幅は，0.5mm~2mm で検討

したが結果に差異はなかった．但し，位置によ

る影響は大きく，誘導戦を各段の真ん中に設け

た場合と各段で最初に座屈が生じるラインを

中心に誘導線を設けた場合のスプリングバッ

クを比較した場合を図 2 に示す．後者のスプリ

ングバック量が前者に比べて格段に小さいこ

とが分かる．図 1(b)は誘導線を適切に置いたも

のでスプリングバックが非常に小さいことを

示している．同図(c) は誘導線を見やすくする

ため，1 段だけ取り出している．誘導部は飛び

飛びに設けているが連続につなげてもその差

異は殆どなかった．荷重―時間線図を同図(d) 

に示す．同図(f)を潰し終える 2 秒までは人間の

手で畳める 30N 以下である． 
 
3  螺旋―円筒―螺旋三段モデル 

第 4 段はラベルを貼りやすいように，円筒モ

デルとした．この場合は，第４段の円筒部は折

畳まれず．第 3 段は第 2 段に入り込み，第 5 段

は第 6 段に入り込んだ例として，シミュレーシ

ョン結果を図 3(a)に，プロトタイプの結果を同

図(b)に示す．この場合は，第 3 段，第 5 段とも

第 4 段の円筒部に入れ込む選択肢もある．ここ

で図 1のモデルでは誘導線は第 4段のスプリン

グバックを抑えるのが一番の目的であるが，図

3 のモデルでも誘導線を使用している．第 4 段

を螺旋構㐀から円筒構㐀に換えることにより

構㐀全体が剛くなっており折畳みにくい．この

場合，誘導線は折畳み易くする効果を与えてい

る． 
 

 

 

 

 

 

 
 

4  結語 

美しく折畳んで．スプリングバックしないペ

ットボトルの開発を試み，更に精査が必要であ

るが，どの様にすればこのようなことが達成で

きるかが大凡分かった．但し，構㐀が複雑にな

る分，試作品で樹脂が行き渡りにくくなる問題

もある．製㐀器の特徴に合わせて最適な設計仕

様を求めて行く．  
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京都新聞，(2002). 

[2] 世界に飛び出せ折り紙工学―ペットボト
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(2007). 
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の開発，日本機械学会 Dynamics and 

Design Conference 2011 CD−ROM 論文

集，No．11−2. 
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            (a)                             (b) 
図 3. 螺旋―円筒―螺旋三段モデル 
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1  Introduction 
 社会インフラ向け製品には，顧客が提示する

要求仕様に応じて設計を行う受注型製品が多

い．このような受注型製品では，一次見積りと

呼ばれる企画・構想設計の段階にて，顧客の要

求仕様に見合う製品構成案を短時間で顧客に

提供することが求められる．しかし，製品構成

案を検討する際に，試行錯誤による繰り返し作

業が発生してしまうと検討工数・期間が増加す

る．  

そこで，本研究では，企画・構想設計の期間

短縮を目的として，製品構成案を導出する際の

試行錯誤による繰返し作業を低減可能な設計

探査技術を開発する． 

 

 

2  企画・構想設計における課題 
 原製品構成案の設計は，要求仕様を満足する

ように製品を構成する複数の設計パラメータ

の値を決定することで行われる．現状，設計ツ

ールを用いて設計パラメータの値を試行錯誤

しながら決めていることが多いが，設計パラメ

ータ数が多いと検討に時間を要してしまう． 

このような課題に対して，部品の組合せパタ

ーンを決めておき，顧客の要求仕様に応じてど

の組合せパターンがよいかを選択可能な，コン

フィグレータルールエンジンを搭載したツー

ルであるコンフィグレータが開発されている

(1)．コンフィグレータでは，要求仕様に対す

る見積もり案を素早く提供することが可能で

あるが，新製品の設計や仕様の構成変更が入る

と，コンフィグレータの内容も変える必要があ

る．さらに，コンフィグレータで選定した見積

り案の精度が低い場合，シミュレーションによ

る性能評価を行う必要があり，設計パラメータ

値の決定に時間を要してしまう． 

上記のような課題に対して，設計パラメータ

が取り得る値をシミュレーションにより網羅

的に算出しておき，要求仕様と設計パラメータ

の組合せを人工知能の一つである機械学習に

より覚えておくことで，新規の要求仕様に対す

る設計パラメータを高速に探査する手法が有

効であると考える．  

 

 
3  機械学習による製品構成案予測提示技
術 
 受注型製品の一つである遠心圧縮機の見積り

設計を対象に，機械学習とシミュレーションを

用いた，製品構成案の予測提示機能について検

討した(2)．遠心圧縮機は，吸入口から吸入し

たガスなどの気体を，インペラを通じて遠心力

を利用して圧縮し，吐出口に排出する機械であ

る(3)．顧客から要求仕様が来たときに，圧縮

機の運転条件を満たす性能の製品構成案を検

討し，短期間で顧客に提示することが求められ

る．例えば，要求仕様として，吸入圧力，吸入

温度，吐出圧力，吐出温度，流量が与えられた

ときに，これらを満たす圧縮機の構成，例えば，

ケーシングの型，回転数などのパラメータを決

定する必要がある．性能評価シミュレーション

ツールにより求めた，仮想的な製品構成案を蓄

積し，機械学習の一種である多層ニューラルネ

ットワークを用いて学習を行った(4)(5)．処理

の流れを図 1に示す．  

 

 
図 1. シミュレーションデータを活用した設計探査

のプロセス 
 
この学習結果を用いて，要求仕様に対する製

品構成案を予測し，精度を検証した．多層ニュ
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ーラルネットワークによる予測提示では，仮想

的な製品構成案に近い設計パラメータを回帰

することで算出することとした．仮想的な製品

構成案の作成においては，吸入圧力，吐出圧力，

吸入温度，流量を入力とし，回転数の関係を出

力とした．  

学習繰返し回数を 1～10,000 回まで変化さ

せたときの，運転時の定格回転数における予測

値と実際の値との相対誤差率(%)の変化を図 2

にプロットした．学習回数が増加するにつれ，

誤差が低減されるのが分かった．学習回数を

1,000 回と 10,000 回とした時の誤差率はそれ

ぞれ 0.92%, 0.73%となった．この時の予測時間

については 32 秒となり，機械学習により設計

パラメータを高速に予測できる見通しを得た． 

図 2.学習回数に対する相対誤差の変化 

 
 

4  結言 
 顧客からの要求仕様に合致した製品構成案

を短期間で検討することを目的として，機械学

習の一手法である多層ニューラルネットワー

クを活用して，要求仕様と製品構成案の関係を

表す設計空間を学習する方式を検討した． 

従来，複数の設計ツールを繋ぐ性能評価シミュ

レーションを用いて，最初に計算条件を設定す

ると計算を実行できるようにした．また，シミ

ュレーションにより求めた製品構成案のデー

タを用いて，要求仕様と設計パラメータの関係

を学習可能なシステムを構築することで，高速

に設計案を提示できることを確認した．  
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機械学習による構造解析のためのデータ設計 
 
   和田 義孝1 
     1近畿大学理工学部機械工学科 

     e-mail: wada@mech.kindai.ac.jp 

 

1  緒言 
 機械学習を援用して評価困難であった現象

に対して適用し成果を上げている[1]．一方で，

設計目的でCAEの代替モデルとして解析時間を

削減する試みが進められている．しかし，物理

現象を表すパラメータが分かっているにも関

わらず，どのようなデータを準備してどのよう

に学習させればよいか依然不明なままである．

材料設計や数値流体力学の分野ではそもそも

膨大なデータを扱うため機械学習との親和性

が良い事例が多く報告されている[2]．本研究

では，代替モデルの構築を作るために必要な学

習データの拡張方法について検討する． 

 

2  ニューラルネットワークの補間（補外）
能力の比較 
 学習に適したデータとはどのようなものか

明確な回答を示した例はない．データは問題依

存で，学習を実際に行ってみたときにはじめて

アルゴリズムやデータの量などの問題点が理

解できる．つまり，ある程度の試行錯誤が必要

であると理解されている．特徴量の学習に極め

て有効である Convolutional Neural Network 

(以下 CNN)を工学問題へ適用するためには特徴

が現れるようなデータに改める必要がある． 

図.1 に示すような 2 変数の多項式は,CNN の学

習はできない．この関数では，入力が2変数だ

けとなり特徴量の学習ができない．一方で，現

象や必要なパラメータが実際どのような変化

をするかわからないこともある．例えば，10以

上の設計パラメータが存在した時に，具体的に

どのような関数で近似できるか調べることは

困難である．一般的には重回帰分析を実施して

その妥当性を検討するが，線形モデルでは全体

の傾向を表すだけとなりとても停留点を見つ

け出す目的には利用できない． 

 図.1 は停留点を１つだけもつ多項式である．

この関数は x,y,x2,xy,x3,y3,xy2,x2y の項を持つ．

この関数を僅かな点（図.1の８か所を中心に±

0.1 の範囲に10点×8か所=80 点）で f(x,y)の
予測が可能かどうかを調べる．比較には全結合

された Multi-Layer Perceptron(以下 MLP)と

CNNである．本問題は回帰問題に分類される． 

図.1 学習対象の分布と学習に用いたオリジナルデ

ータ点（オリジナルデータは図中の 9 か所に正規分

布に従う形で各箇所 10点，オリジナルデータ 90点

に対して，1000 倍のデータオーギュメント実施） 

 
3  CNNのためのデータ設計（Image-based 
parameter） 
CNN ではフィルタリングをおこない特徴量を

学習する．特徴量を抜き出せるだけのベクトル

またはマトリックスを入力データとして準備

する．図.2にCNNのための入力データ拡張の考

え方を示す．2 変数の関数のため Neural 

Network(以下 NN)により補間することを考える

と2入力，1出力となる．図.3に本稿で用いた

MLP の構成を示す．しかし，具体的に何次の項

が含まれているかどうか分からないが，組み合

わせの可能性としては図.2 に示すような可能

性が考えられる．このマトリックスをCNNの入

力データとみなして特徴量の抽出が期待でき

る．補間対象とする関数は8つの項をもつ多項

式であるが，意味のない項は特徴量として学習

されないため特に削除しない．また一般的な工

学問題を考えたとき，このような項の組み合わ

x 
y 

z=f (x,y) 
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せが事前には分からない．そのため，図.2をそ

のまま入力として実験を行った．図.3 に MLP，

図.4にCNNの構成を示す．なお，この構成を定

めるためにハイパーパラメータの調査は実施

しており最もよい学習を行う構成をここでは

示している． 

図 2. Image-based parameter の構成方法 

図 3. Multi-Layer Perceptron の構成 

図 4. Image-based parameter を用いた

Convolutional Neural Network の構成 

 

4  結果および考察 
 図5.に正解の分布（格子）と予測値（丸マー

カー）を示す．格子の交点上にマーカーがあれ

ば予測が正しく行われた理解できる．MLP 全体

で予測精度が悪い．図6.から損失は収束してい

るように見えるが，学習結果は滑らかな曲面を

再現できていない．一方でCNNでは損失は収束

の傾向を示し，検証データによる誤差もMLPよ

り平均で1/10程度である．また，補外領域にあ

たる領域(x=1, y=1)では，徐々に予測の誤差が

減少している．近傍領域の学習データの損失は

減少していなくても検証予測の精度が高まる．

つまり補外領域においては十分な学習を実施 

図 5. MLP(左)とCNN(右)の予測結果（MLP では x= 

-1,y=1 の近傍で予測できていない，一方で x=1,y=1

の補外領域ではそれらしい値の予測はしているが停

留点が求められるか不明，また，CNNでは全域に渡

って高い予測精度をしめしており，補外領域におい

ては過小予測をしているが極値の予測は可能な程度

の補間・補外が可能である） 

図 6. 損失および検証データの二乗和誤差 

 

することにより補外領域の精度向上につなが

る．なお，補外領域のデータはないため，一般

的に損失からでは予測精度の検討はできない． 

 

5  結言 
 CAEの結果を念頭に置けば1/x3などの変数を

入力として与えれば例えば曲げ応力の学習が

促されロバスト性が高まることが期待される．

Image-based parameterによりMLPより性能に

優れるCNNの工学問題の回帰問題へ適用する方

法を示した． 
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図形処理における近似算法による構造厳密性の保証
今井 敏行 1

1和歌山大学システム工学部
e-mail : timai@sys.wakayama-u.ac.jp

1 概要
図形処理において，図形の構造情報を求める

事に特化して，近似算法でも厳密性が確保する
枠組みを提案する．要所以外では必要な近似精
度も低い．計量情報は後から必要に応じて求め
ることで，精度と速度を両立できる．

2 構造情報と計量情報
計算機で保持される幾何情報は, 面や辺の数,

それらの隣接・接続情報といった構造にかかわ
る情報 (構造情報)と辺の長さや角の大きさと
いった寸法にかかわる情報 (計量情報)に分かれ
る. 大雑把に言って, 幾何情報のうち離散値を
持つのが構造情報, 連続値を持つのが計量情報
である [1]. 一般的に, 近似をしたら近似解しか
得られないという常識がある. しかし構造情報
は離散値をとる. したがって, 近似算法でも構
造情報なら厳密解が得られる可能性がある. こ
こでは，厳密な構造情報が得られてから, 計量
情報は必要な精度で計算する図形処理を考える.

本研究においては幾何処理の分野で近似算法
により厳密解を求める処理の枠組みを作りを目
指している. ここでは, 生成元を点から，線分
や円，Bezier曲線やNURBS曲線のようなより
一般の曲線にした勢力圏図の構成を中心に，近
似アルゴリズムを，生成元を点列で近似した点
の勢力圏図構成算法として，厳密解を求める方
法を例示する．また，その周辺の図形処理とと
もに，近似算法による構造厳密性をもつ図形処
理が，図形処理の枠組みとして機能し，ある処
理が他の処理の部品として使えることを示す．

図 1. 一様近似による勢力圏図

まず，円や線分などを一様に細かく点列で近

似すると, 計算量の増大が問題となる. 例えば
図 1くらいの点の数でも中央部分で領域の隣接
関係が正しくない. 構造情報を厳密に求めるだ
けなら多くの部分で粗い近似をする. 詳細な近
似が必要なのは, 図形のごく一部の, 構造情報
の決定が困難な部分に限られる. そのような部
分は少ないため高速性の確保が期待できる.

3 本研究の基本近似算法
構成算法の基本的な形は,次のとおりである.

0. 初期近似をする
1. 構造情報が全域で正しければ終了.

正しいと言い切れない部分があれば 2へ.

2. その部分だけ近似精度を上げ 1に戻る.

図 2. 構造的に正しい勢力圏図

図 3. 円と線分の勢力圏

初期近似においては, 生成元を数点で近似す
る. 構造情報の正しさは, 現在得られている領
域の境界辺が, すべて局所的に存在するといえ
るか判定して調べる. 存在するといえないとき
に, 判定に影響するところに点を付加する. 局
所的に存在すると全域でいえれば構造情報は正
しい. 図 1に対して, 図 2の点数で正しい構造
情報が得られる.
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円と線分の勢力圏分割も基本的に同様に得ら
れる (図 3, 無限に伸びる辺を省略).

4 構造厳密性の確認と局所的高精度化
構造情報の正しさに関しては，現在得られて

いる領域の境界辺が，すべて局所的に存在す
るかどうかで調べる．点，線分，円などの構成
中の勢力圏図に共通した局所テストとして，生
成元 g1, g2 の領域が辺 eで隣接し, eは生成元
g1, g3, g2, g4により時計回りに囲まれるときに，
g1, g2と共有点をもつ円で, g3, g4が外部にある
ようなものがとれることを確認するテストであ
る. このテストは局所的なものであるが，すべ
ての辺 eがこのテストを通過 (図 4)すれば，大
域的に勢力圏図の構造は正しいといえる．

図 4. 局所テストを通過した辺

eg3 g4

g2

g1

辺 eがこの局所テストに通過しない場合は, eの
周り生成元の近似精度が足りないといえる．そ
こで，点の数を増やして近似精度を上げる．点
の数の増やし方は，任意性があるが，eのテス
トに関係しない部分については近似精度を上げ
る必要はない．

5 勢力圏での汎用性への課題
円や線分の勢力圏図を，点の勢力圏図構成ア

ルゴリズムを近似アルゴリズムとして用いる利
点のひとつは，厳密構成アルゴリズムを新規に
考案するのに比べて容易なことにある．生成元
が円や線分の時には，点の追加方法には容易で
効率的なものがあるがより一般化して, Bezier

曲線やNURBSの場合には，現状では効率が落
ちるような点の追加方法しか見出していない．
点の追加方法の効率化は今後の課題である．生
成元としていろいろな曲線が混在した勢力圏
図の構成においては，近似された生成元は点列
として統一されているものの，点の追加方法は
元の生成元の種類で個別処理される．これは近
似算法を採用する意義を減じかねない問題であ
る．この解決も今後の課題である．曲線の一般
化を進めて，NURBS曲線を扱えるようにすれ
ば，線分も円もBezier曲線も，NURBS曲線の
一種として処理できる．つまり処理の統一化が

果たせる．

6 算法の部品としての円と Bezier曲線
やNURBS曲線との交差判定
勢力圏分割の構成において, 生成元をBezier

曲線やNURBS曲線に一般化し，それらを点列
近似して，構造情報が正しい勢力圏図を構成す
る際には, 辺の局所テストとして，これらの曲
線と円の交差判定を厳密に行う必要がある．こ
こで行う厳密判定は交差の有無の判定であるか
ら，構造情報を厳密に求めることともいえる．
Bezier曲線, NURBS曲線とも，制御点を使っ
て，曲線を囲む多角形を得たり，曲線上に点を
取り，曲線を囲む多角形とともに分割すること
ができる．囲む多角形を曲線の近似として利用
し，曲線の交差判定を多角形の交差判定に帰着
させることができる．判定の結果は，交差する・
しない・近似不足であり，近似不足の場合，曲線
上の点で曲線を分割して精度を上げる．算法の
部品が同じ枠組みの図形処理として成立する．

7 近似算法で構造厳密性が保証できる図
形処理のまとめ
本手法で構造厳密性を保証するためには，次

の 4条件が満たされていればよい．
(1)近似アルゴリズムとなる基本図形に対する
アルゴリズムがある．
(2)局所的な構造情報のチェックが存在し，局
所的に構造が正しい，正しくない，わからない
と判定できる．
(3)局所的構造が正しいことが全域で成立した
ら全域で構造情報が正しいといえる．
(4)局所的に構造が正しいかわからないときに，
高精度化の方法が存在する．
少なくとも，生成元を広範囲に一般化した勢力
圏図の構成や，Bezier曲線，NURBS曲線，円
の交差判定はこの条件を満たす．この観点から
図形処理を見直すと広範囲で適用可能なものが
見いだされると予想している．

本研究の一部は科学研究費補助金による.

参考文献
[1] 杉原厚吉, 計算幾何学, 朝倉書店, 2013.

[2] 今井敏行, 渡辺秀臣, 点Voronoi図による
線分 Voronoi図の位相的に正しい近似構
成法, 日本応用数理学会 2005年度年会講
演予稿集 (2005), 206–207.
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1  概要 
 自動車の衝突模擬実験には有限要素法がよ

く用いられている．有限要素法はシミュレーシ

ョンの前段階として，解析対象を要素に分割す

る必要がある．このとき，人体モデルの姿勢や

体型の変更に伴って，メッシュの形状も変化す

る．また，より多くの姿勢や体型を再現するに

は，高速に人体モデルを変形する必要がある． 
 本研究の目的は，ある形状の有限要素メッシ

ュを他の形状に沿って高速に変形することで

ある．つまりある形状(変形前)のメッシュの情
報と他の形状(変形後)の境界の情報を入力とし
た時，変形前の内部のメッシュを転写して変形

後のメッシュを出力する問題を考える．ここで

は以下の要求を設定する． 
1） 変形後のメッシュは変形前のメッシュの
節点を移動したものであり，節点数や接

続は変更しない． 

2） 各要素の変形やアスペクト比の劣化を抑
えるように変形後メッシュを決定する． 

この問題を解決するために我々はコンピュ

ータグラフィックスにおける高速変形の技術

を活用する．高速変形の技術は数多く提案され

ているが，ここでは制御点の移動に応じた変形

形状を得ることができる As-Rigid-As-Possibl

e Shape Manipulation(ARAP)法[1]，および

制約条件に応じた時系列変形をリアルタイム

で計算できる Position Based Dynamics(PBD)

法[2]の 2 つを採用し，それぞれ前述のメッシ

ュ変形問題に応用することで，高速メッシュ変

形の実現を目指す．なお本論文では 2次元の問

題として記述するが，3 次元への拡張も可能で

ある． 

 

2  提案手法 
 変形前のメッシュの境界節点を𝒙1,⋯ , 𝒙𝑚，変
形前のメッシュの内部節点を𝒙𝑚+1,⋯ , 𝒙𝑛，変
形後のメッシュの境界節点を𝒙1′ ,⋯ , 𝒙𝑚′ とする．
この入力に対し，変形後のメッシュの内部節点

𝒙𝑚+1′ ,⋯ , 𝒙𝑛′を適切に決定することがここでの
問題である．なお，ここでは簡単のため 3角形

要素からなる 2次元のメッシュに限定する． 

ARAP 法はメッシュのいくつかの節点を制御

点とし，ユーザが操作する制御点に応じて他の

節点を適切に追従させることで対話的な形状

変形を実現している．節点位置を決める問題は

一般には非線形の大変形問題として記述され

るが，ARAP法ではこれを 2段階の線形最小 2乗

問題として定式化することで高速化が図られ

ている．また，ARAP法の最小 2乗問題には各要

素の大きなひずみを抑制する効果が含まれて

いるため，本研究での要求の 1つであるアスペ

クト比の劣化を抑える効果が期待できる．𝑚 

個の境界節点を制御点とすることで変形後メ

ッシュの内部節点座標を決定することが可能

となる．なお，最小 2乗問題は疎行列を持つ線

形問題として記述できるが，ここでは簡単のた

め密行列用の QR分解を用いる． 

PBD 法は強制変位や辺の長さといった複数の

制約をメッシュに設定し，微小時間ごとに制約

を満たす節点位置を求めることで変形物体の

運動を決定する手法である．非線形連立方程式

として記述される制約条件の設定次第で弾性

体や布，その他柔軟物体の表現が可能である．

本研究では 𝑚 個の境界節点に強制変位の制

約を，すべての辺に長さ維持の制約を，すべて

の要素に体積維持の制約を設定することで内

部節点の移動先を計算する．強制変位制約によ

り境界節点を移動させる効果が，辺と要素の制

約により要素の大きなひずみを防ぐ効果が期

待される．この問題は内部節点座標を未知数と

する非線形方程式として記述され，[2] と同様

にガウスザイデル法で解を得ることとする． 

本来この2つの手法は微小時間ごとにメッシ

ュを更新させる手法であるが，本研究での問題

に適用するために変形前と変形後の2つの状態

のみを扱うこととし，結果的に 1回の更新で最

終的な節点位置を得ることとなる．  

 
3  結果 
 本研究では，2つの手法を用いてメッシュを変
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形させ，各要素の形状をどれだけ維持できてい

るか，そして変形にかかる速度を評価した．今

回の実験では，2次元の 3角形要素でできた人

型のメッシュの肘の部分を曲げる変形を行っ

た．メッシュを変形させた後，各要素がどのく

らい維持できているのかを評価するため，アス

ペクト比の相対誤差を用いた．  

図 1に変形前のメッシュ，PBD法による変形

後のメッシュ，ARAP法による変形後のメッシュ

を示す．各要素の色は変形前後におけるアスペ

クト比の相対誤差を表す．この例では一部でア

スペクト比の大きな変化は生じているものの，

全体としては妥当なメッシュが得られている

と考える．なお，ARAP法は比較的多様な変形で

妥当なメッシュが得られたが，PBD 法は内部節

点がメッシュの外に位置してしまうといった

不安定なふるまいが多く観測された． 

続いて，メッシュの要素数を増やして変形さ

せ，各要素数の変形にどのくらい時間がかかる

のか計測した．図2は横軸をメッシュの要素数，

縦軸を変形にかかる時間としたときの各方法

のグラフである．グラフより，ARAP法は要素数

が増えると計算時間が大幅に増えていくこと

が分かった．一方，PBD 法は要素数が増えても

計算時間が大きく増えることはなかった．今回

ARAP 法の線形最小 2 乗問題は密行列のソルバ

ーを利用しているために要素数に応じて計算

時間が大きく増加する結果となっている．一方，

PBD 法ではガウスザイデル法による反復で解を

求めており，結果的に要素数に対する計算量の

増加は少なかった． 

 

4  まとめ 

コンピュータグラフィックス分野での変形

技術をメッシュ変形の問題に応用する試みと

して ARAP法と PBD法の適用方法を提案した．

ARAP 法は高い安定性を示す一方で計算時間が

かかるという結果となった．PBD法はその逆で，

高速に変形できるものの変形によってはメッ

シュの各要素が崩壊するおそれがあることが

観測された．今後は疎行列ソルバーの導入によ

る高速化や制約条件の見直しによる安定化と

いった改良，あるいは他の変形技術の活用によ

り高速性と安定性を両立したメッシュ変形の

実現が考えられる． 

 
参考文献 
[1] T. Igarashi, T. Moscovich and J. F. Hughes, As-

Rigid-As-Possible Shape Manipulation, ACM 
Transactions on Graphics, Vol. 24 (2005), 1134-
1141. 

[2] M. Muller, B. Heidelberger and M. Hennix, 
Position Based Dynamics, Journal of Visual 
Communication and Image Representation, 
Vol. 18 (2007), 109-118. 

 

図 2. 要素数と計算時間の関係 

図 1.人型メッシュの腕を曲げる変形を行った結果.(a)は元のメッシュ， 

(b)は PBD法を用いた曲げ変形，(c)は ARAP法を用いた曲げ変形 
 

(a) 

 
(b) 

 
(c) 
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1  はじめに 
近年の交通インフラやセンサ技術の発達に

より、交通情報の取得が容易になったことで、

交通流予測問題の研究が盛んに行われている。

交通量や車両の速度、交通規制情報などがリア

ルタイムに収集され、これらのデータを蓄積し

ビッグデータとして活用することが可能とな

った[1, 2]。また、計算機環境の発達もあり、

ビッグデータを利用した大規模なノンパラメ

トリック解析による交通流予測の精度向上が

目覚ましい成果を上げている[3, 4]。 

交通流予測問題とは、既知の交通流データか

ら、未知の交通流データを予測する問題である。

この問題は、交通流の時間的・空間的な依存性

のために解決の困難な問題である[4, 5]。時間

的な依存性は、短期的なものと長期的なものに

分けられる。交通流は時間的に独立した現象で

はなく、現在の状態は以前の状態の影響を強く

受ける。これが短期的な時間依存性である[6]。

一方、時間帯や季節や曜日などの、長期的な時

候的要素により様々なスケールの周期的な特

徴を有する場合が多い。これが長期的な時間依

存性である[7]。さらに、時間的な依存性とは

別に、ある箇所で渋滞が発生した場合に、その

上流部や下流部の周辺領域にまでその影響が

伝播していくといった空間的な依存性も存在

する[6]。これらの依存性の存在が交通流予測

問題を複雑にしており、依存性を考慮したモデ

ル化が予測精度を向上させるに重要である。交

通流予測問題は既に多くの研究がなされてお

り、その予測精度は高まってきている。しかし、

既存研究の多くはデータの取得、予測が比較的

容易な平常時の交通流を対象にしたものであ

り、データの取得が難しい特殊な特性を持った

交通流の予測はこれまでほとんど行われてい

ない。 

そこで本研究では、グラフ畳み込み RNN

（Recurrent Neural Network）を利用し、交通

事故発生状況下での交通流予測を行う。グラフ

畳み込みRNNは、RNNによる短期的・長期的な

時間依存性のモデル化だけでなく、グラフ畳み

込みにより空間的依存性をモデル化し、道路ネ

ットワーク上での交通現象の伝播を学習する。

ここで、交通事故は短期的な事象であり、かつ、

空間的に強い依存性を持った現象であるため、

グラフ畳み込みによる影響の伝播が効果的で

あると考えられる。一方、交通事故は特殊な事

象であるため、現実世界において深層学習モデ

ルを十分に収束させるほど多量のデータを収

集することは困難である。これを解決するため、

ミクロ交通流シミュレーションを利用し、擬似

的に交通事故が発生したシナリオでの交通流

の再現を繰り返し、データを多量に作成するこ

ととする。 

 

2  手法 
 本研究では、グラフ畳み込み RNN により交

通事故の影響の伝播を考慮したモデルを構築

し、そのモデルによる予測の定量的・定性的な

評価を行う。特殊な事象である交通事故を評価

するため、マルチエージェント交通流シミュレ

ーションを用いた教師データを作成する。具体

的な対象を日本の地方都市である岡山市の 

CBD(Central business district)とし、車両感

知器は片側2車線以上の道路全てに配置した。 

ネットワークの諸元は交差点数 330、道路リン

ク数 339、車両感知器数 206、ネットワークサ

イズは3km四方である。また、交通需要は、岡

山県警による交通量調査に基づき推定を行っ

たものを利用した。交通流データは5分毎のも

のとし、5 分毎に各感知器における車両の平均

通過速度とタイムスタンプ、交通事故の有無を

取得した。入力シーケンスデータ長、出力シー

ケンスデータ長をともに12とした。5分毎のデ

ータであることから、入力データと出力データ

ともに 1時間分のデータとなり、各モデルでは 

1時間分の交通流データから直後の 1時間分の

交通流データを予想する。平均車両速度は、学

習に用いる際には z-score 正規化が施される。

z-score 正規化とは、データセットを平均 0、

標準偏差 1 のデータセットに変換する正規化

手法である。 
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比較のため、HA (Historical Averages)、

LSTM (Long Short-Term Memory) 、 X-LSTM 

(eXtended LSTM)と、グラフ畳み込みを行う

DCRNN (Diffusion Convolutional RNN)、X-DCRNN 

(eXtended DCRNN) の 5 つの手法によって交通

流予測を行う。ここで、Xは入力するデータに、

交通事故情報の特徴量を加えたモデルである。

各モデルにおいてハイパーパラメータの調整

を行い、数値実験を行った。 

 
3  結果 
図1に交通事故が発生した道路リンクでの観

測交通流と予測交通流を示す。LSTM、X-LSTM

では事故による交通量の急激な減少を捉えき

れていないが、DCRNN、X-DCRNNは十分な予測精

度を持っていることがわかる。表1に事故箇所

下流での予測誤差をまとめる。 

 
図 1. 交通事故が発生した道路リンクでの 

観測交通流と予測交通流 
 

表 1. 事故箇所下流での予測誤差 

Model MAE RMSE 
LSTM 9.87 11.9 

X-LSTM 15.3 17.5 
DCRNN 3.81 6.33 

X-DCRNN 3.68 6.39 
 

4  おわりに 
 本研究では、データの取得が難しい特殊な状

況を想定した交通流予測を目的とし、 特に、

グラフ畳み込みによる影響の伝播の効果が大

きいと思われる交通事故を取り扱い交通流予

測を行った。深層学習モデルの学習には多量の

訓練データが必要となるが、 現実世界におい

て交通事故が発生した状況下での交通流デー

タを十分に学習が収束するほどに用意するこ

とは難しい。 そこで、 交通シミュレータによ

り擬似的に交通事故が発生したシナリオの交

通流を再現し、多量のデータを作成した。この

データを使用し、交通予測に用いられるさまざ

まなモデルの学習を行い、各モデルの予測精度

を検証した。結果としてグラフ畳み込みを用い

ることにより、道路ネットワーク上への交通事

故の影響の伝播が適切に学習され、LSTM、

X-LSTM に対し交通予測の精度が向上すること

を確認した。 
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1 ಋೖ

2014ɺΞϑϦΧҬͰΤϘϥग़݂͕
େنྲྀߦΛҾ͖͜͠ى 1ສਓҎ্͕͘ͳͬ
ͨɻ2018ɺίϯΰͰײછ͕֦େ͠WHO
છྗɺײ͍ڧΔɻ͍ͯͬߦΛࡦͳ͓৻ॏͳରࠓ
ʮΤϘϥग़݂ʯʹ͍ͭͯɺͭ࣋Λࢮக͍ߴ
ཧϞσϧΛ༻͍༧ରࡦΛݕ౼͢Δɻ
·ͣΤϘϥग़݂ͷཧϞσϧΛ৽͘͠ఏҊ͢
Δɻ͜͜Ͱײછͷ֬తมಈΛՃຯ͠ɺ֬
ඍํఔࣜͱͯ͠ද͢ɻͦͷޙղͷଘࡏͱҰҙ
ੑɺ҆ఆੑΛݕ౼͠ɺϞσϧͷཧతͳଥੑ
Λࣔ͢ɻߦྲྀʹ࣍Λ੩Խͤ͞ΔͨΊͷϫΫν
ϯઓུΛ࠷ద੍ޚͱͯ͠ٻΊΔɻ͜͜Ͱ
ۚ༥ͳͲͰ͠͠༻͍ΒΕΔ HJBํఔ
ࣜΛ༻͍ͯΛภඍํఔࣜͷܗͰද͠ɺͦ
ΕΛબ๏ʹΑΓతʹղੳ͢Δɻ
ಉපʹ͍༷ͭͯʑͳϞσϧ͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔ
͕ɺຊڀݚͰϫΫνϯΛ༻͍ͨରࡦϞσϧͰ
͋Δɺ͞Βʹ֬มಈΛ౿·͑ͨϞσϧͰ͋
Δʹ৽ࠐݟ͕ੑن·ΕΔɻ·ͨɺ࠷దͳϫΫ
νϯઓུΛతʹಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖ͨཧ
Ϟσϧͷେ͖ͳݙߩͱͳΔɻ

2 ཧϞσϧ

ຊڀݚͰΤϘϥग़݂ʹ߹Θͤͨ֬త
ཧϞσϧ (֬ SVIRϞσϧ)ΛఏҊ͢ΔɻϑΟ
ϧλʔ͖උͳۭ֬ؒ (Ω,F , [Ft]t≥t0 ,P)
্ͰɺҰݩ࣍ϒϥϯӡಈW (t)͕ఆٛ͞Εͯ
͍Δͱ͢Δɻ
֬ SVIRϞσϧʹ͓͍ͯਓޱΛ 4छྨʹ
ׂ͢Δɻײडੑऀ (S)ɺϫΫνϯछऀ (V)ɺײ
છऀ (I)ɺ໔Ӹอऀ࣋ (R)ͷ 4छྨͰ͋Δɻ͜
͜Ͱ βΛ৮සͱײછͷੵʢୡͱݺ
ΕΔʣɺγ Λճ෮ͱ͢Δɻ·ͨɺµΛࣗવ
ग़ੜɺࢮɺδΛൃޙͷࢮɺν Λ߅
ମͷফࣦͱ͢Δɻα(t)Λؒ࣌ tʹ͓͚Δײड
ੑऀͷ͏͔ͪΒϫΫνϯΛଧׂͭ߹ͱ͠ɺρΛ
ϫΫνϯͷޮՌ (ρ = 1ͷ࣌ϫΫνϯͷޮՌ
ͳ͍)ͱ͢Δɻ͜ͷ࣌ɺఏҊϞσϧͷμΠφϛ
Ϋε࣍ͷΑ͏ʹͳΔɻ

S	
���
�

V	
����
�	
�

I	
��
�

R	
	�
�

��

��������� ��

�

��

��

��� ��

ਤ 1. ֬ SVIRϞσϧͷμΠφϛΫε

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dSt = (µNt + νRt − β It
Nt

St − αtSt − µSt)dt

−σSt
It
Nt

dWt

dVt = (αtSt − ρβVtIt − µVt)dt

−ρσVt
It
Nt

dWt

dIt = (βSt
It
Nt

+ ρβVt
It
Nt

− γIt − (µ+ δ)It)dt

+σ(St + ρVt)
It
Nt

dWt

dRt = (γIt − νRt − µRt)dt

͜͜Ͱ σ ΛϒϥϯӡಈͷӨྗڹɺશਓޱΛ
N(t)Ͱද͢ɻ

N(t) = S(t) + V (t) + I(t) +R(t)

α(t)Λఆαͱ͢Δ࣌ɺϫΫνϯΛجྀͨ͠ߟ
ຊ࠶ੜ࢈࣍ͷΑ͏ʹॻ͚Δɻ

R0 =
β

µ+ δ + γ

µ+ ρα

µ+ α

3 ղͷଘࡏɾҰҙੑͱ҆ఆੑ

ɾҰҙࡏඍํఔࣜʹ͓͚Δղͷଘ֬ه্
ੑɺα(t)͕ఆͰ͋Δ߹ͷ҆ఆੑΛٞ͢Δɻ

ఆཧ 1 ֬ SVIRϞσϧʹ͓͍ͯɺҰҙͳਖ਼
ͷղ (S(t), V (t), I(t), R(t))͕ଘ͢ࡏΔɻ

ఆཧ 2 ҎԼͷ݅ͷ࣌ɺ֬ SVIRϞσϧ
ฏߧ (S, V, I, R) = ( µ

µ+αN, α
µ+αN, 0, 0)ʹେ

Ҭతۙ҆ఆ͢Δɻ

R0 +
1
2σ

2

µ+ δ + γ
(
µ+ ρα

µ+ α
)2 < 1,α > 4(µ+ ν)

͜͜ͰN ͋Δਖ਼ͷఆͰ͋Δɻ
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4 ֬࠷ద੍ޚ

֬ SVIR Ϟσϧʹ͓͚Δ࠷దΛߏங
͠ɺͦͷղͱͳΔ࠷దͳϫΫνϯׂ߹Λಋग़͢
Δɻॳظ x0Λͭ࣋తؔ

E0,x0 [

∫ T

0
(α2(s) + cI(s))ds]

ͱදͤΔɻ͜͜Ͱ cॏΈఆɺT ऴࠁ࣌
Ͱ͋Δɻ͋Δఆ ᾱΛ༻͍Δͱɺ࠷దղͷଘࡏ
͢Δൣғ࣍ͷΑ͏ʹॻ͚Δɻ

A = {α(·) : 0 ≤ α ≤ ᾱ a.s.}

 3 ޮ༻ؔɺՁؔΛఆٛ͢Δɻ

J(t, x;α) = Et,x[

∫ T

t
(α2(s) + cI(s))ds]

U(t, x) = min
α∈A

J(t, x;α)ɹ

͜ͷ࣌ɺҎԼͷ࠷దͳϫΫνϯׂ߹Λಋग़͢Δɻ

α∗(t) = argmin
α∈A

J(x;α(t)) ∈ A

ఆཧ 4  3ʹ͓͍ͯɺU ͕ҰճඍՄͰ
͋Δ࣌ɺ࠷దͳϫΫνϯׂ߹ҎԼͷΑ͏ʹද
ͤΔɻ

α∗(t) = min[max(0,
1

2
S(t)(US(t)−UV (t))), ᾱ]ɹ

5 ࣮ݧ

2014ʹൃੜͨ͠ΤϘϥग़݂ͷେنྲྀ
ͷެදσʔλߦ [2]Λ༻͍ͯɺ࠷దͳϫΫνϯ
ઓུΛͨͬߦ߹ͷγϛϡϨʔγϣϯΛߦ
͏ɻ
४උͱͯ͠ҰൠԽϞʔϝϯτ๏ [3]Λ༻͍ͯద
ͳύϥϝʔλΛਪఆͨ͠ɻS0 = 450, I0 =

12, R0 = 2ΛԾఆ͢ΔͱҎԼͷΑ͏ʹύϥϝʔ
λ͕ٻΊΒΕͨɻ

β = 0.2, γ = 0.022, µ = 0.00004,

ν = 0.2, δ = 0.013,σ = 0.18

ͷΛ༻্͍ͨͰγϛϡϨʔγϣϯΛه্
ੜ֩ิؒΛ༻͍ͨબ࠶ɻ͜͜ͰɺU(t)Λͨͬߦ
๏ [4]Ͱۙ͢ࣅΔ͜ͱʹΑΓɺۙࣅతʹα∗(t)

Λಋग़ͨ͠ɻ࠷దͳϫΫνϯઓུΛͨͬߦ߹
ͷײછऀͷਪҠਤ 2ʹද͞ΕΔɻ੨ઢϫΫ
νϯઓུΛߦΘͳ͍߹ɺΦϨϯδઢ࠷దͳ

ਤ 2. છऀͷਪҠײ ਤ 3. ߹దͳϫΫνϯׂ࠷

ϫΫνϯઓུΛͨͬߦ߹Ͱ͋Δɻ·ͨɺ࠷ద
ͳϫΫνϯׂ߹ͷਪҠਤ 3ͷΑ͏ʹදͤΔɻ
͜͜Ͱ ρ = 0.1, ᾱ = 0.05, c = 0.05ͱ͓͖ɺ
ਓʹର͠దʹεέʔϧมΛ͍ͯͬߦΔɻ
ϫΫνϯׂ߹͕࠷దͳ߹ɺతؔͷ

U(0) = 0.152

Ͱ͋ͬͨɻ·ͨɺϫΫνϯΛҰఆͷͰଧͬͨ
߹ɺతؔͷද 1ͷΑ͏ʹͳΔɻ

ද 1. తؔͷ

α 0 0.01 0.02 0.03

J(0) 0.167 0.156 0.164 0.191

ँࣙ ຊڀݚͷߦʹͨΓɺࢦಋڭͷத
ு।ڭत͔ΒଟେͳॿݴΛࣀΓ·ͨ͠ɻް͘
Λਃ্͛͠·͢ɻँײ
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1 Introduction.

We compare the nonlinear deterministic and

stochastic models of data-diffusion, which are

given by a partial differential equation and a

multi-dimensional jump Markov process, re-

spectively.

In 1980, Arnold and Theodosopulu [1] con-

structed a stochastic model of chemical reac-

tion with diffusion, and compared it with the

deterministic version of the model. Blount

[2] compared the heat equation and Markov

model of random walk on a discrete torus Z/NZ,
N ≥ 1 is a positive integer, where particles

move only their left and right neighbor, and

he clarifies the behavior of the difference be-

tween two mathematical models.

In this paper, we focus on the two mathe-

matical models of data-diffusion (see Section

2). First, by the law of large numbers, we

show that the difference between the deter-

ministic and stochastic models converges to

0 in probability. Second, we show that the

rescaled difference weakly converges to the cer-

tain process which has the variance as a vari-

ables.

2 The deterministic model.
We consider the following reaction-diffusion

equation, which was proposed by Hutson et.al
[3],
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

d
dt

u(t, r) =

∫ 1

0

u(t, r′)dr′ − u(t, r) +R (u(t, r)) ,

u(t, 0) = u(t, 1),
0 ≤ u(0, r) < ρ < ∞.

(1)

where R(x) = b(x) − d(x) = b1x − d1x + b0
and b1, b0, d1 ≥ 0 with b1 ≤ d1. This function

b(x) and d(x) represent birth and death rate

of data particles. The existence and unique-

ness of its solution was proved by Bates and

Zhao [4]. This equation models random walk

on torus [0, 1] that can move everywhere not

only right and left. That is, this model can be

considered as an uniform data-diffusion model

on complete graph.

3 The stochastic model.
Given the network size N ∈ N≥1 and the

size of data particles l > 0. Let nk(t) be the
number of data in k-th site on Z/NZ at time t
and let n(t) = (n0, · · · , nN−1(t)) be the state
of multi-dimensional Markov chain at time t.
For r ∈ [kN−1, (k + 1)N−1), we define the
stochastic analogue by

XN (t, r) = nk(t)l
−1,

which has the transition rates ;
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

n → n(i:+1,k:−1) = (· · · , ni + 1, · · · , nk − 1, · · · )
at rate nkN

−1,
n → n(k:+1) = (· · · , nk + 1, · · · )

at rate lb(nkl
−1),

n → n(k:−1) = (· · · , nk − 1, · · · )
at rate ld(nkl

−1),

for i ∈ {0, 1, · · · , k − 1, k + 1, · · · , N − 1}. The
following result is obtained as in [2] ;
Lemma 1.

nk(t)− nk(0)−
∫ t

0

1
N

N−1∑

i=0

(ni(s)− nk(s))ds

−
∫ t

0

lR(nk(s)l
−1)ds (2)

is mean 0 martingale.

This formula (2) is the amount of data par-

ticles change accumulated in [0, t] at k-th site.

By Lemma 1, there exists a martingale ZN (t)
satisfying

XN (t) = XN (0) +

∫ t

0

INXN (s)ds+

∫ t

0

R(XN (s))ds+ ZN (t),

where INf(r) = 1
N

∑N−1
i=0 f(r + iN−1) − f(r)

for f ∈ HN and

HN =

{
f : [0, 1] → R

∣∣∣∣∣f(r) =
N−1∑

k=0

ak [kN−1,(k+1)N−1)(r)

}
.

4 The limit by the law of large num-

bers.

We compare the solution u(t) of equation

(1) and stochastic analogue XN (t) by the law

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

119



of large numbers in a particular scaling regime.

Theorem 2. Assume
(i)||XN (0)− u(0)||∞ → 0 in probability as N → ∞,
(ii) l = l(N) s.t. lim

N→∞
log(N/l) = 0.

Then, for any T > 0,

sup
[0,T ]

||XN (t)− u(t)||∞ → 0 in probability as N → ∞.

(Sketch of the proof.) Consider the space-
discretized version of equation (1) and let uN
be the solution of this equation. The methods
of subsolution and supersolution (cf. Franco
and Groisman [5]), for any T > 0, gives

sup
[0,T ]

∥u(t)− uN (t)∥∞ ≤ C(T,R)N−2. (3)

On the other hand, Gronwall’s inequality for
XN (t)− uN (t) gives

sup
[0,T ]

∥XN (t)− uN (t)∥∞

≤{∥XN (0)− uN (0)∥∞ + sup
[0,T ]

∥Y N (t)∥∞}

× exp((d1 − b1)T ), (4)

where Y N (t) =
∫ t
0 e

IN (t−s)dZN (s). By (3) and

(4), after showing that sup[0,T ] ∥Y N (t)∥∞ →
0 in probability as N → ∞, we obtain the

results.

5 The limit in distribution.

Let UN (t) =
√
l(XN (t)−u(t)) and letMN (t) =√

lZN (t ∧ τ). Set the operator A and AN

by A(·) =
∫ 1
0 (·)dr + (b1 − d1)(·) , AN (·) =

IN (·) + (b1 − d1)(·) . By a straightforward es-

timate, we have;
Lemma 3. The sequence of stochastic pro-

cesses {MN (t)} is relatively compact on DL2 [0,∞),

where DE [0,∞) is the space of cádlág func-

tions from [0,∞)into a metric space E.

By Lemma 3, there exists a stochastic pro-
cess M and a subsequence {Nj , j ∈ N} such
that MNj → M in distribution as j → ∞
where

V ar(M) =

∫ t

0

{(b1 + d1)u(s) + ⟨u(s), 1⟩} ds.

The following is the main results in this sec-

tion.

Theorem 4. Assume
(a) l

N → 0, (b) Nl → ∞,
(c) UN (0) → U0 in distribution on L2, where
U0 is independent of M .
Then
UN (t) → U(t) in distribution on DL2 [0,∞)
and U(t) formally satisfies

U(t) = eAtU0 +

∫ t

0

eA(t−s)dM(s).

Before starting the proof, we introduce the

some convergence results.
Lemma 5. Assume UN (0) → U0 in distribu-

tion on L2[0, 1]. Then

(a) (UN (0),MN ) → (U0,M) in distribution

on L2 ×DL2 [0,∞).

(b) eAtUN (0)+

∫ t

0

eAN (t−s)dMN (s) → eAtU0+

∫ t

0

eA(t−s)dM(s)

in distribution on DL2 [0,∞).

(Sketch of the proof of Theorem 4.) By the
semigroup theory, we have

UN (t) = eAtUN (0) +

∫ t

0

eAN (t−s)dMN (s) + (eAN t − eAt)UN (0)

+
√
l(eAN t − eAt)u(0) +

∫ t

0

eAN (t−s)d(
√
lZN (s)−MN (s)).

It is easy to show that sup[0,T ] ∥(eAN t − eAt)f∥∞ ≤
C(f)N−1 for all f ∈ L2[0, 1] ∪HN . Further-
more, by definition of stochastic processMN (t),

P{
√
lZN (t)−MN (t) ̸= 0 in [0, T ]} ≤ P{τ ≤ T} → 0

as N → ∞. Thus, this complete the proof by

combining the above and Lemma 5.
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1 ֓ཁ

ಈͷෳࡶͳମߏɼ্ൽ৫ͷ۶࠲ં
Ε͕ۂΓɼ৳ͱ͍ͬͨ୯७ͳมੵ͕ܗΈॏͳ
Δ͜ͱʹΑΓܗ͞ΕΔ [1]ɽ্ൽ৫͕ંΕ
͕͋Δ͕ɼͦܗͷͻͱͭʹυʔϜܗΔม͕ۂ
ͷΑ͏ͳܗଶΛҾ͖͢͜ىཁҼ΄ͱΜͲ
͔͍ͬͯͳ͍ɽઌڀݚߦʹΑΓ্ൽ৫্Լͷ
ਁಁѹޯ͕υʔϜܗͷཁҼͱͯ͠ఏএ͞Ε
͍ͯΔͷͷ [2]ɼͦͷతূڌใ͞ࠂΕ
͍ͯͳ͍ɽͦ͜ͰզʑਁಁѹޯʹΑͬͯͲ
ͷΑ͏ʹυʔϜܗ͕༠Ҿ͞ΕΔ͔ʹ͍ͭͯΛ
ௐͨɽ
ੜମͰυʔϜܗʹ͓͚Δਁಁѹޯͷ

ӨڹΛ͢ূݕΔ͜ͱ͕͍ͨ͠ΊɼຊڀݚͰ
ਁಁѹޯ͕ͲͷΑ͏ʹυʔϜܗΛҾ͖ى
͔͜͢ΛతʹূݕͰ͖Δࡉ๔ഓཆܥͰ࣮ݧ
ΛߦͳͬͨɽੜମͰ্ൽࡉ๔ࡉ๔֎࣭ج
ʢECMʣ্ʹண͍ͯ͠Δ͜ͱ͔ΒɼECMΛ
ओͱͨ͠ήϧ্࣭جͰ্ൽࡉ๔γʔτʹਁ
ಁѹޯΛ༩͑ΔܥΛ࡞ͨ͠ɽ͜ͷ࣮ܥݧͰ
ுѹʣΛ༩ߴଆ͕࣭ج๔ʹਁಁѹޯʢήϧࡉ
͑Δͱɼࡉ๔γʔτ෦͕ήϧ࣭جͰຬͨ͞
ΕͨυʔϜͱมͨ͠ܗʢਤ 1ʣɽ

ਤ 1. υʔϜม্ͨ͠ܗൽࡉ๔γʔτͱήϧ࣭جͷޫܬ
૾؍

Ҏ্͔Βɼਁಁѹޯ͕ࡉ๔γʔτͷυʔϜ

Λ༠Ҿ͢ΔతͳཁҼͰ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞ܗ
Εͨɽ࣍ʹɼਁಁѹޯ͕υʔϜܗΛ͢͜ى
ΈΛௐͨɽ3DϥΠϒΠϝʔδϯάͷ݁
ՌɼυʔϜܗ࣌ʹήϧ͕࣭ج५͍ͯ͠Δ
͜ͱ͕Θ͔ͬͨɽήϧ෦ͷ༹ӷͷԘೱʹ
Αͬͯ५͕มΘΔɽ·ͨɼࡉ๔ͷਫνϟωϧ
AquaporinʢAQPʣਫΛߴுଆʹ༌ૹ͢Δɽ
ͦͷͨΊɼυʔϜܗ࣌AQPʹΑͬͯਫ͕
ήϧͱ༌ૹ͞ΕήϧதͷԘೱ͕Լ͕Γɼ
५͕͍ͯͬ͜ىΔՄੑ͕͑ߟΒΕΔɽ͜ͷԾ
આΛ͢ূݕΔͨΊɼ࣮ݧͰAQPͷ્ࡎΛ
༩ͨ͠ɽͦͷ݁Ռɼήϧ࣭جͷ५੍͕͞
ΕυʔϜܗ્͞ΕͨɽཧͰɼ্هͷ
ԾઆΛ͢ূݕΔͨΊɼཧϞσϧΛߏங͠ίϯ
ϐϡʔλʔγϛϡϨʔγϣϯΛͨͬߦɽͦͷ݁
Ռɼࡉ๔ͷ໘ੵͱਫ༌ૹ͕͍ޓʹ Feedback

͋͠͏͜ͱʹΑͬͯɼہ͕࣭جॴతʹ५͢Δ
๔ࡉॴతͳ५ʹΑΓɼہΕͨɽ͜ͷ͕ࣔ͞ࣄ
γʔτ͕υʔϜঢ়ʹΓ্͕ͬͨɽ͜ΕΒͷ݁
ՌΑΓɼAQPͷਫ༌ૹʹΑΔ ECMͷہॴత
ͳ५͕υʔϜܗΛ͍ͯ͜͠ىΔ͜ͱ͕໌Β
͔ʹͳͬͨɽ

2 ઃఆ

֓ཁ͔ΒΘ͔ΔΑ͏ʹຊݱʹ͓͍ͯ؊ͱͳ
Δͷɼήϧ্ʹࡉ๔γʔτ͕ଘ͢ࡏΔ߹ɼ
ಛతͳυʔϜܗঢ়͕͞؍ΕΔͷʹରͯ͠ɼ
ଘ͠ࡏͳ͍߹ͦͷΑ͏ͳܗঢ়͞؍Ε
ͳ͍͜ͱʹ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼ୯ʹήϧͷ५
ʹΑΔཧతͳӨڹʹΑΔύλʔϯܗͰͳ
͘ɼࡉ๔͕ࣗ࡞ΔԿΒ͔ͷಇ͖ͱͷ૬࡞ޓ༻
ʹΑͬͯੜͨ͡ݱͰ͋Δͱ͍͑Δɽͦ͜Ͱɼ
ຊݱΛཧղ͢ΔͨΊʹɼήϧͱࡉ๔Λͦ
ΕͧΕϞσϧԽ͠ɼͦΕΒΛΧοϓϦϯάͤ͞
ͨཧϞσϧΛ༻͍ͯԾઆͷূݕΛͨͬߦɽ
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3 ཧϞσϧ

Δɽήϧͱ͑ߟҬΛྖܗͱಉ༷ʹԁܥͷࡍ࣮
ΔͨΊɼࣜॲཧιϑτ͢ݱͷք໘Λද܈๔ࡉ
MathematicaΛ༻͍ͯྖҬΛখ͞ͳྖܗ֯ࡾ
Ҭ Tk = Tk(t), (k = 0, ...,M)ͱׂͨ͠ɽྖ
Ҭׂޙʹͷू߹ ri, (i = 0, ..., N)ͱଓ
ใ͕ಘΒΕΔ͕ɼ͜Ε͕ήϧͷք໘Λද͢ม
ͱͳΔɽriͷࢧํఔࣜVetex Dynamics

ModelͳͲͰΑ͘༻͍ΒΕΔ߲ࣜٴͼɼຊϞ
σϧಠࣗͷؚ߲͕·ΕΔɽࢴ໘ͷ߹্ɼৄࡉ
ͳઆ໌ׂѪ͢Δɽ

τi
dri
dt

= κ1F
bend
i +κ2F

length
i +κ3F

area
i +κ4F

normal
i

͜͜Ͱɼࡉ๔ͱࡉ๔͕͏ٵਫʹؔ͢ΔϞσ
ϧΛ؆୯ʹհ͢Δɽ࣮͔ݧΒɼຊܥʹ͓͚Δ
΄ͱΜࢮ๔ࡉ๔྾ࡉεέʔϧͰɼؒ࣌
Ͳੜ͡ͳ͍͜ͱ͕֬ೝ͞Ε͍ͯΔɽͦ͜Ͱɼ͜
͜Ͱ؆୯ͷͨΊྖܗ֯ࡾҬ Tk ʹฏۉతͳ
Λද͢ม͞ߴ๔ͷࡉ ck = ck(t)ͷΈ͕ଘ͢ࡏ
Δͱͨ͑ߟɽck Tkͷ্ʹ͋ΓɼTkͷ໘ੵ͕
มԽ͢Δ͜ͱʹΑͬͯ ckมԽ͢Δɽ͜ͷࡍɼ
Ͱ΄΅ҰఆͰ͋Δͱ͍ؒ࣌๔ͷମੵ͍ࡉ

Λ༻͍ͯɼckΛ࣮ࣄݧ࣮͏ ck(t) =
ck(0)Ak(0)

Ak(t)
ͷΑ͏ʹ͢ࢉܭΔɽ͜͜ͰAk = Ak(t) Tkͷ
໘ੵΛද͢ɽ
ckࡉ๔ͷ্໘͔ΒAQPͷಇ͖ʹΑͬͯਫ

Λ͏ٵɽͦ͜Ͱɼwk = wk(t) Λ ck ͷͨͬٵ
τʔλϧͷਫྔΛද͢มͱ͢Δɽ࣮͔ݧΒɼ
େͱ࠷͍͕࣌͞ߴ๔ͷࡉਫྔ͏ٵ๔͕ࡉ
ͳΓɼࡉ๔ͷްΈ͕͋ΔҰఆҎ্Ͱ͋Ε࠷
খͱͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽͦ͜Ͱɼwk Λ
dwk

dt
= f(ck)ͷΑ͏ʹ༩͑ͨɽ͜͜Ͱ f(x) :=

tanh(µ1(x0 − x)) + 1

2
Ͱ͋Δɽ

ॳظ݅ͱͯ͠ɼck(0) [0.8, 1.2]ͷҰ༷
ཚɽwk(0)0ɽri(0) = (rx(0), ry(0), rz(0))T

ͷ֤ඍখͳઁಈͱͯ͠ [−0.01, 0.01]ͷҰ
༷ཚΛ༩͑ͨɽڥք݅ͱͯ͠ɼԁྖܗҬ
ͷڥք෦ʹଐ͢Δܗ֯ࡾͷͷΈΛݻఆ
ͱͨ͠ɽ

4 ݁ࢉܭՌ

κ1 ΛมԽ (0.01 ∼ 0.06)ͤ͞Δ͜ͱʹΑΓɼ
υʔϜܗঢ়ͷܘΛมԽͤ͞Δ͕ࣄͰ͖ͨʢਤ
2 (a)∼(c)ʣɽ࣮ࡍͷܥͰɼήϧͷ͞ߗґଘత
ʹυʔϜܗঢ়ͷܘมԽ͢ΔͨΊɼຊ݁Ռ
ଥੑͷ͋Δ݁ࢉܭՌͱ͍͑Δɽ

͞Βʹɼࡉ๔ͷ͋Δ߹ͱແ͍߹Ͱࢉܭ
Λͨͬߦͱ͜Ζɼ࣮ࡍͷܥͱಉ༷ͳυʔϜܗঢ়
ͷݱ࠶ʹޭͨ͠ɽʢਤ 2 (d),(e)ʣ

ਤ 2. (a)∼(c) ΤωϧΪʔͷҧ͍ʹΑΔύλʔϯͷ͛ۂ
มԽ

͞Βʹɼύϥϝλ୳ࡧΛͨͬߦͱ͜Ζɼ࣮ݱ
ͷύλʔϯʹඇৗʹ݁ࢉܭͨ͠ࣅࠅՌಘΔ͜
ͱ͕Ͱ͖ͨ (ਤ 3)ɽಛʹڥք෦ͱଆ෦Ͱ
ɼήϧύλʔϯʹ࣭తͳมԽ͕ݟΒΕΔ͕ɼ
ͦΕΒ͢ݱ࠶Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ

ਤ 3. γϛϡϨʔγϣϯͱ࣮ࡍͷ૾؍ͱͷൺֱɽ

5 ʹޙ࠷

Ҏ্͔Βɼ্ൽ৫ͷมܗʹॏཁͳߏػͰ͋
ΔυʔϜܗঢ়ͷൃػݱংͷҰΛ࣮ݧతɾཧ
తʹ໌Β͔ʹͨ͠ɽߨԋͰɼ࣮ݧͱϞσϦϯ
άʹؔ͢ΔৄࡉΛઆ໌͢ΔͱͱʹɼຊϞσϧ
ͷଥੑ͓Αͼকདྷੑʹ͍ؔͯٞͨ͠͠ɽ

ँࣙ ຊڀݚJSPSՊݚඅ 15H05857, 15H05858.

ͷॿΛड͚ͨͷͰ͢.
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カンファレンス行列を使った実験数を圧倒的に低減する研究方法 
 

森輝雄 
森技術士事務所 

e-mail: tm551017@ybb.ne.jp 

 
1  概要 
 ここ30年間,設計に田口の「L18+SN比」を適

用していたが実験数が多いことと予測精度が

よくないことが知られるようになった.これに

代わるプラットホームとして「確かな少数実

験」を実現する「C行列+回帰」の可能性を取り

上げてきた.カンファレンス行列[1][2][3]は,一次

項に「2因子間交互作用と2乗項」が交絡しな

い性質があるために予測精度が高い.また現状

ではL9,L18.L27.L36のように9跳びであるがC行

列は,割り付け因子数の 2 個増毎に対応してお

り実験数を低減できる. 

 

2 ノーベル受賞者でも頭を悩ませる膨大
な実験数 
実験数削減は,開発期間の短縮,実験費用の

低減など経済的効果が大きい.しかし,目的を

達成するまで継続され実験数を削減しにく

い.2014年のノーベル物理学賞（青色LED）の

著者から赤崎と中村の記述を引用する. 

赤崎勇：
1)

”天野浩君は元旦を除くとほとん

ど毎日,MOVPEに火をいれ, 1500回以上の実験

をしていたわけですから,いつ故障し

“1000→500度”なっても不思議ではありませ

んでした. 中村修二：
5)

”そしてそれは,過去の

約1年間,500回以上も繰り返してきた失敗例

の一つになったかもしれない実験でした“ 

ここれれらら文文章章かかららもも,,ノノーーベベルル賞賞受受賞賞者者ととももいい

ええどどもも実実験験数数そそののももののはは膨膨大大ななよよううででああるる.. 

 
3 研究展開とデータ構造 
研究展開を 3 期に分割し,対応するデータ構

造を図 1 に示す.基礎研究（初期）のデータは実

現可能性の研究であるからその応答は,無[0]

と有[1]のデジタル型となる.研究課題の出現

を検討するため,演繹から可能とする具体的な

仮説を立て,帰納とし実験にて確認し再現する

ことを検証する一連の研究となる.例えば,仮説

とし材料欠陥をなくせば青色レーザができる,

あるいは弱酸で刺激すれば万能細胞ができる

などがある. 

ｙ＝Xβ σ⇒0

生産 検査

初期 中期 後期

応答増加

  研究展開

フィジリビリテー応
答
y

基礎研究 実用化 製品化
[0,1]＝Xβ y=Xβ

-無限大<ｙ<+無限大

実験結果
応答出現

図 1 応答と研究展開 

実用化（中期）は,因子水準を組みかえて応

答（ｙ）を大きくしたい.製品化（後期）はば

らつきを低減しながら目標に調整する.全組み

合わせを実施できないこの全域で一部実施法

が適用される. 

 
4 一部実施法に対応する数学手段   
傾向も確認するので 3 水準を前提とする.5

因子を実験するために適用したL18(3
5), D13(3

5), 

C7(3
5)の交絡を表１に示す. 

表1  交絡状態 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

発明発見 
出現実験 

列 4 5 6 # 8 列 2 3 4 5 6 列 2 3 4 5 6
4 1 2 # 2 1
5 1 3 # 3 1
6 1 4 1 4 1
7 # 5 1 5 1
8 1 6 # 6 1
45 23 23
46 24 24
47 25 25
48 26 26
56 34 34
57 35 35
58 36 36
67 45 45
68 46 46
78 56 56
44 22 22
55 33 33
66 44 44
77 55 55
88 66 66

交絡0.5以上 完全交絡

二
次
項

比
較

交絡なし 交絡0.5以下

CmDmL18

一
次
項

二
因
子
積
項
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5  実験数削減のための戦略的思考 
5.1 カンファレンス行列Cmの特徴の利用 

3水準は自由度「2」であるがCm行列は「1」

だから実験数は半分になる.表2にCm6を示す. 

表2 カンファレンス行列Cｍ6 

 

 

 

 

 

 

 

 

表１からCm6の主効果には積項と2次項が交

絡する.このためDm6(Cm6+Cm6-Co)とすると実

験数が倍になるが交絡を回避できる. 

5.2 Cm6で圧倒的な実験数削減の可能性 

 積項と2次項の主効果の交絡がないか低い場

合はCm単体を設計に使えると想定できる.交絡

を低くするには水準幅を狭くすればよい.この

状態では実験空間が狭いので大きい応答を目

標とする研究でも逐次（所謂山登り）法なら線

形性が成立する.これを図2に示す. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図2 Cmによる逐次(山登り)法 

 

6 数値シムレーションによる検証 
制御回路(式1)を使い5因子を割り付けた表

1の3種に,実験数が多いL36を追加し4種の逐

次実験をした.(具体的定数は省略する.) 

y=b/(ac)0.5 (1) (y>0) 

中心設定が1の時1/5を第1,5倍を第3水準

とする水準比5（実験空間大：非線形性大）の

多元配置の最大値は503.63,これに対し交絡が

ない,または少ないと思われる水準比2(水準設

定:1/2,1,2：実験空間小、非線形小)とし逐次

法を2回試みた.この4種の開始応答は54.44

であり2回の逐次実験で応答上昇を検証した.

これを表3,図3に示した. 

表3 逐次上昇と全実験数 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図3 逐次上昇と全実験数 

 

7 結果と考察 
 水準比5（広幅）の最大値503.63を水準比2

（狭幅）の逐次2回目の山登りで超えたが,実

験数はL36の72個に対しC6は14個と圧倒的に

低減でき約1/5になった. 

１：応答上昇が目的の初期・中期の研究であれ

ばC行列単体を適用が可能である. 

２：逐次実験の係数グラフの最大値水準と実験

最大水準が一致程度から交互作用の程度を判

定できる. 

３：２で不一致の数が多い時には実験最良No

を次回設計の基準とする. 

 

参考文献 
[1] Xiao,L., Lin. D.K.J., Bai,F (2012): ” 

Constructing  Definitive Screening design 

Using Conference matrices “ JQT,44,[1],2 

[2] 田中研太郎（2016）：“カンファレンス行列

と実験計画法”,「品質」,46,(1)51-54. 

[3] 森輝雄,貞松伊鶴,松浦俊,田中研太郎（2019） 

“カンファレンス行列と2水準ノイズを用いた

直交計画によるパラメータ設計”, 「品質」,49

（3）pp 66-78 

Cm6 1 2 3 4 5 6
1 0 1 1 1 1 1
2 1 0 1 1 -1 1
3 1 1 0 -1 -1 -1
4 1 1 -1 0 1 -1
5 1 -1 -1 1 0 1
6 1 -1 1 -1 1 0  

 

① 実験開始 

② 

③ 

④目標 
応答ｙ 

水準設定
水準比 基準 １回 ２回
5倍 多元 503.63 243

L36 39.20 207.75 1096.34 72
L18 53.44 254.19 975.92 36
D6 53.44 278.05 1307.69 26
C6 53.44 207.75 1307.69 14

2倍

応答上昇
全実験数

逐次
計画

 

208 254 278 208 
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時間発展方程式を用いたトポロジー最適化
村井 大介 1, 川本 敦史 1, 近藤 継男 1

1株式会社　豊田中央研究所
e-mail : Daisuke-Murai@mosk.tytlabs.co.jp

1 設計変数と問題設定
T > 0を定数、D ∈ Rd, d = 2, 3を十分広

い設計領域、∂D = ΓD ∪ ΓNをDの境界、ΓD

をディリクレ境界、ΓN をノイマン境界、0を
零ベクトル、I を単位行列、n = (n1, · · · , nd)

を境界 ∂D上の外向き単位法線ベクトル、x =

(x1, · · · , xd) を D 上の各点とする。設計変数
θ(x, t) ∈ H1(D × [0, T ];R), x ∈ D, t ∈ [0, T ]

をもちいて、D 内に存在する物体と空隙、そ
の境界を関数 φ ∈ H1(R; [0, 1])を用いて物体
(φ = 1)、空隙 (φ = 0)、境界 (φ = 1/2)と定義
する。
　ある時刻 t ∈ [0, T ]から微小時刻 δt > 0だけ
進んだ時の θ(t+ δt)を θ(t)を用いて

θ(t+ δt) = θ(t) + δθ

= θ(t) +
dθ(t)

dt
δt = θ(t) + v(t)δt

(1)

のように構成する。ここで δθは θの微小な変
動を、dθ(t)

/
dt = v(t) ∈ H1(D × [0, T ];R)は

θ の時刻 tにおける変動速度を表す。ここで、
θ0 = θ(0)を設計変数の初期値とする。式 (1)

により θ(t)は

θ(t) = θ0 +

∫ t

0
v(s)ds (2)

と表される。
　 θの関数である目的関数 f0(θ) ∈ Rと制約関
数 f1(θ) ∈ Rが与えられたとき、f1(θ) ≤ 0の
条件下で f0(θ)を最小化するトポロジー最適化
問題

min
θ

{f0(θ)|f1(θ) ≤ 0} (3)

を考える。問題 (3)の Lagrange 関数を

L (θ) = L0(θ) + λ1L1(θ), (4)

Li(θ) = fi(θ), i = 0, 1

とおく。ここで λ1は f1に対する Lagrange 乗
数を表す。

　 θ(t+ δt)における Lagrange 関数 (4)は

L (θ(t+ δt)) = L (θ(t)) +

∫ t+δt

t

dL (θ(t))

dt
dt,

(5)

dL (θ(t))

dt
=

dL0(θ(t))

dt
+ λ1

dL1(θ(t))

dt
,

dLi(θ(t))

dt
=

〈
dLi(θ)

dθ
,
dθ(t)

dt

〉

=

∫

D
gDi (θ)

dθ(t)

dt
dΩ+

∫

∂D
g∂Di (θ)

dθ(t)

dt
dΓ,

i = 0, 1 (6)

と表される。ここで ⟨·, ·⟩はD上および ∂D上
の内積を合わせたものを、dLi(θ)

/
dθ, i = 0, 1

はLi = fiの θ微分 (感度)を、gDi , i = 0, 1は
Li, i = 0, 1の領域 θ微分 (感度)を、g∂Di , i =

0, 1はLi, i = 0, 1の境界 θ微分 (感度)を表す。

2 問題 (3)の解法
問題 (3)の解を求めるために、式 (2)におけ

る v(t)を反応拡散方程式

dv(t)

dt
= ∇ · (c∇v(t))− av(t)− gD0 − λ1g

D
1

in [0, T ]×D, (7)

v(0) = 0 in D,

c∇v(t) · n = −g∂D0 − λ1g
∂D
1 on [0, T ]× ∂D

に従って求める。ここで c, aは与えられた正
定数である。また、θ(t)を時間発展方程式

dθ(t)

dt
= v(t) in [0, T ]×D, θ(0) = θ0 in D

(8)

の解として与えることにより、問題 (3)の解を
求める。

3 目的関数の減少性
定理 1 ∀t ∈ [0, T ]において f1(θ(t)) = 0が満
たされるとき ∀t ∈ [0.T ]に対して f0(θ(t)) ≤
f0(θ0)が成り立つ。
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証明 任意の試験関数v′(t) ∈ H1(D×[0, T ];R)
を反応拡散方程式 (7)にかけてD上で積分する
ことで、弱形式

0 =

∫

D

dv(t)

dt
v′(t)dΩ

+

∫

D

{
av(t)v′(t) + c∇v(t) ·∇v′(t)

}
dΩ

+

∫

D

{
gD0 + λ1g

D
1

}
v′(t)dΩ

+

∫

∂D

{
g∂D0 + λ1g

∂D
1

}
v′(t)dΓ (9)

を得る。弱形式 (9)の v′(t)を v(t)と取り直し、
式 (5)の右辺に代入すると

L (θ(t+ δt)) = L (θ(t))

−
∫ t+δt

t

∫

D

{
av(t)2 + c∇v(t) ·∇v(t)

}
dΩdt

−
∫ t+δt

t

∫

D

1

2

dv(t)2

dt
dΩdt

を得る。L (θ(t))を [0, t]で積分すると、v(0) =
0より

L (θ(t)) = L (θ0)

−
∫ t

0

∫

D

{
av(t)2 + c∇v(t) ·∇v(t)

}
dΩdt

−
∫

D

v(t)2

2
dΩ

を得る。さらに ∀t ∈ [0, T ]において f1(θ(t)) =

0が満たされているためL (θ(t)) = f0(θ(t))が
成り立つから a > 0, c > 0および

∫ t

0

∫

D

{
av(t)2 + c∇v(t) ·∇v(t)

}
dΩdt

+

∫

D

v(t)2

2
dΩ ≥ 0

より f0(θ(t)) ≤ f0(θ0)を得る。 !

4 数値例
目的関数 f0を平均コンプライアンス

f0(θ) =

∫

D
b · udΩ+

∫

ΓN

u · pdΓ

−
∫

ΓD

(φ(θ)ασ(u)n) · uDdΓ, (10)

制約関数 f1を体積制約

f1(θ) =

∫

D
φ(θ)dΩ− V1, V1 =

∫

D
φ(θ0)dΩ

(11)

図 1. 最適解 φ(θ(T ))の分布

図 2. 設計領域 D と境界 ∂D = ΓD ∪ ΓN1 ∪ ΓN2

としたトポロジー最適化問題の数値解を図 1に
示す。ここで、uは図 2に示す問題設定の下で
設定された線形弾性問題

−∇ ·
(
φ(θ)2σ(u)

)
= b in D,

σ(u) = 2eµε(u) + eλtr(ε(u))I,

ε(u) =
1

2
{∇u+ (∇u)T},

u = uD on ΓD,

φ(θ)2σ(u) · n = 0 on ΓN1,

φ(θ)2σ(u) · n = p on ΓN2,

eµ =
eY

2(1 + eP )
, eλ =

2eµeP
1− 2eP

(12)

の解 [1]、b = 0, p = (0, 1), uD = 0, eY = 1

はヤング率、eP = 0.3はポアソン比、φ(θ) =

(tanh(θ) + 1)
/
2である。

参考文献
[1] Azegami, Hideyuki and Kaizu, Satoshi

and Takeuchi, Kenzen, Regular solu-

tion to topology optimization problems

of continua, JSIAM Letters, 3 (2011),

1–4.
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͢ΔલͷॳظͷߏͰ͋Δɽղੳ݁ՌͷҰྫͱ
ͯ͠ɼਤ 5ʹॳີظΛ 0.70ͱͨ࣌͠ͷτϙ
ϩδʔ࠷దԽͷ݁ՌΛࣔ͢ɽ͜ͷਤɼີ 0

ͷཁૉΛද͍ࣔͯ͠ͳ͍ɽਤ 5ΑΓɼՙॏ͕͔
͔Δपลͷཁૉີ͕ 1ʹͳΓɼࣜ (1)ΑΓ
Ε͍ͯ͘ʹ࿈ΕͯมҐ͕খ͘͞ͳΔͨΊཁૉ
ͷີ 0ͱͳΔͱͳͬͨɽ·ͨɼਤ 6ʹ
ͦΕͧΕͷॳີظʹର͢ΔͻͣΈΤωϧΪʔ
ʢධՁؔʣͷάϥϑΛࣔ͢ɽ͜ͷ݁Ռ͔Βɼॳ
ʹର͢ΔͻͣΈΤωϧΪʔͷ݁Ռɼॳີظ
ͷάϥ͕ؔ࣍খ͘͞ͳΔʹͭΕͯɼ2ີظ
ϑͷΑ͏ʹ૿Ճ͢Δ͕͋Δ͜ͱ͕໌Β͔ʹ
ͳͬͨɽ·ͨɼਤ 6ΑΓॳີظ 0.85·Ͱॳ
ظʹ͍ۙͻͣΈΤωϧΪʔͰ͋Γɼॳߏͷظ
ີ͕ 0.85Λ͑ͨ࣌ͰͻͣΈΤωϧΪʔ
͕ঃʑʹ૿Ճ͍ͯ͠Δ͜ͱ໌Β͔ʹͳͬͨɽ

4 ͓ΘΓʹ

ຊڀݚͰɼτϙϩδʔ࠷దԽղੳʹΑΓࣗ
ಈंͷγϟγʔ༻෦ͷࡐྉͷݮʹؔ͢Δ࠷
దઃܭͷߟΛͨͬߦɽ࠷దઃܭͷߟΛ͏ߦ
ͨΊʹɼॳظͷߏͷධՁؔͰ͋ΔͻͣΈΤ
ωϧΪʔͱɼॳີظΛ ΈͰࠁ0.05 0.95͔Β
0.50·Ͱม͑ͨ߹ͷτϙϩδʔ࠷దԽͷ݁
ՌͷͻͣΈΤωϧΪʔΛൺֱ͠ɼࣗಈंͷγϟ
γʔ༻෦ͷॳີظͱͻͣΈΤωϧΪʔͷؔ
ͷ݁ڀݚΒ͔ʹͨ͠ɽ·ͨɼຊ໌͍ͯͭʹੑ
ՌΑΓɼͻͣΈΤωϧΪʔͷڐ༰ΛఆΊΔ͜
ͱʹΑΓɼγϟγʔ༻෦ͷൈ͖ߏͷ࠷ద
ઃ͕ܭͰ͖Δͱ͑ߟΒΕΔɽ
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ձࣾͷॿۚΛड͚ͨɽ·ͨɼຊจࣜגۀ
தʹࣔͨ͠ࢉܭΛ͏ߦʹ͋ͨΓɼभେֶ
ใج൫ڀݚ։ൃηϯλʔͷੑߴԋࢉαʔ
όγεςϜΛར༻͍ͤͯͨ͞ɽ͜͜ʹँҙΛ
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experiments for maximally stiff struc-
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高精度逆問題解析に援用可能な波動方程式の順問題に対する
直接的数値解法の開発

代田 健二 1, 曽我部 知広 2

1愛知県立大学情報科学部，2名古屋大学大学院工学研究科
e-mail : shirota@ist.aichi-pu.ac.jp

1 はじめに
本研究では，波動方程式族の逆問題に対する

高精度数値解法開発の基礎研究として，スカ
ラー波動方程式の初期値境界値問題に対する数
値解法について考察する．
著者は，波動場における逆問題，特に係数同

定問題に対する数値解法の研究を実施し，一定
の成果を挙げてきた．しかし，その研究におい
て実測データを用いた数値実験を実施した場合，
実用上満足のいく結果を得ることが出来なかっ
た．不十分な結果を得た大きな要因は，モデル
化誤差であることが，関連先行実験研究から示
唆されていたため，その誤差を考慮した数値解
法の開発を考察し，手法の効果を検証するため
数値実験を試みた．しかし，有限要素法など通
常用いられる解法による離散化誤差，計算過程
で発生する丸め誤差の同定解に対する影響は，
逆問題の非適切性により無視できず，モデル化
誤差対処法研究において効果検証の妨げとなっ
ていた．
一方，多倍長計算環境下において高精度数値

解法を用いることにより，非適切問題に対して
も，丸め誤差の影響を受けない高精度数値解を
得られることが，先行研究により示されている
[1]．そこで本研究では，モデル化誤差に対処す
る数値的再構成法を開発するための基礎研究と
して，次のスカラー波動方程式の順問題に対す
る高精度数値解法を考察する．

∂2
t u−K∇ ·

(
1

ρ
∇u

)
= f in Ω× (0, T ) . (1)

u(x, t) は音圧の変化，K(x) は体積弾性率，
ρ(x) は密度，Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) は区分的
に滑らかな境界を持つ有界領域とする．

2 高精度解法による波動方程式の離散化
(1)の初期値境界値問題に対する空間方向近

似には，任意形状に対して適用可能な任意多点
差分法 [2] を採用する．{x(j)}Nj=1 を，x(i) ̸=
x(j) (i ̸= j) を満たすΩ 内に配置された求積点

とする．偏微分作用素 P (∂x) を

P (∂x)v(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

K∇ ·
(
1

ρ
∇v

)
(x) x ∈ Ω ,

v(x) x ∈ ΓD ,

K
∂v

∂n
(x) x ∈ ΓN

と定義する．ただし，ΓD，ΓN は，それぞれ
Dirichlet，Neumann 境界値が与えられている
Ω の境界 ∂Ωの一部であり，∂Ω = ΓD ∪ ΓN，
ΓD ∩ΓN = ∅ を満たすものとする．またn は，
境界上の単位外向き法線方向ベクトルである．
このとき P (∂x)u(x, t) は，任意多点差分法に
より次の通りに近似される:

P (∂x)u(x
(i), t) ≈

N∑

j=1

wjiu(x
(j), t)

(i = 1, 2, . . . , N)．ただし重み行列W = (wij)

は，連立一次方程式 LW = Q の解である．こ
こで，

L = (eζx
(i)·x(j)

) ∈ RN×N ,

Q = (P (ζx(i)) eζx
(i)·x(j)

) ∈ RN×N

であり，ζ > 0 は与えられた定数である．また

P (ξ) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

K(x)

(
∇ 1

ρ(x)
· ξ

+
1

ρ(x)
ξ · ξ

)
x ∈ Ω ,

1 x ∈ ΓD ,

K(x)n · ξ x ∈ ΓN

である．u(t) = (u(x(1), t), . . . , u(x(N), t))T

とおくと，任意多点差分近似により，(1) の初
期値境界値問題は次の 2階連立常微分方程式の
初期値問題となる：
{

ü(t)−WTu(t) = f(t) , t ∈ (0, T ] ,

u(0) = u0 , u̇(0) = v0 .
(2)

ここで ü = (∂2
t u1, . . . , ∂

2
t uN )T であり，f(t)

は外力項と境界値を，u0，v0 は初期値を離散
化して得られるベクトルである．
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(2)を高精度に近似する方法として，反復を
基礎とする数値積分法ではなく，Chebyshev多
項式と Gauss-Lobatto 選点によるスペクトル
選点法を採用する [3]．ここで (2) を，1階連立
常微分方程式へ変換する．
{

˙̃u(t)− Ãũ(t) = f̃(t) , t ∈ (0, T ] ,

ũ(0) = ũ0 .
(3)

ただし，ũ = (u, u̇)T，f̃ = (0N , f)T，ũ0 =

(u0, v0)T であり，

Ã =

(
ON IN
WT ON

)

である．0N , ON，IN は，それぞれ N 次の
零ベクトル，零行列，単位行列である．ここで
t̂k (k = 0, 1, . . . , NT )を Gauss-Lobatto選点，
tk = T (t̂k + 1)/2 (k = 0, 1, . . . , NT ) とする．
(3)へスペクトル選点法を適用することにより，
2N ·NT 元連立一次方程式を得ることができる．

(
2

T
Dt ⊗ I2N − INT ⊗ Ã

)
û = f̂ . (4)

Dt はスペクトル選点法における 1階微分行列，
û = (ũ(t0), . . . , ũ(tNT−1))T，

f̂ =

(
f̃(tk)−

2

T
(Dt)k,NT ũ0

)NT−1

k=0

であり，⊗ は行列の Kronecker 積である．

3 テンソル積構造を用いた連立一次方程
式に対する近似解法

(4)の係数行列は疎行列であるが，高精度性
を実現するには求積点数を一定数以上取る必
要があり，行列保持に対するメモリ使用量が多
倍長環境における高精度計算の大きな問題と
なる．一方，大橋 [4]らにより，行列のテンソ
ル積構造を維持したまま，その特異値を高速か
つ小メモリ量で求める方法が提案された．その
方法の基礎は，テンソル積構造の係数行列を持
つ方程式を同値の行列方程式に変換することに
ある．(4) の同値な方程式は，逆 vec 作用素
U = vec−1(û) ∈ R2N×NT，F = vec−1(f̂) ∈
R2N×NT により，

U D̃t
T
− Ã U = F

となる．ただし，D̃t = 2/T ·Dt である．すな
わち，係数行列についてはNT 次正方行列 Dt

と N 次正方行列 W のみ保持していればよく，
元の問題と比べ使用メモリ量を大幅に抑制する
ことが可能となる．
(4) に対する解法として，非対称行列に適用
可能であり，かつ行列構造を変えないBiCG系
手法を採用する．例えば，(4) へGPBiCGSafe

法 [5]を適用し，逆 vec 作用素による同値変形
を行うことで，アルゴリズムを導出できる．
Algorithm 1 テンソル積GPBiCGSafe 法
Given U,P,Q,Z, S = O2N×NT ;

F = vec−1(f̂) ∈ R2N×NT ;

R = F −
(
UD̃t

T
− ÃU

)
; R′ = R;

r = R′ : R; β = 0;
repeat
　　 P = R+ β(P −Q);α = r

R′:(PD̃t
T−ÃP )

;

　　 ζ, η を計算する．
　　Q = ζ(PD̃t

T
− ÃP )+η(ZD̃t

T
− ÃZ+βQ);

　　S = R−α(PD̃t
T
−ÃP );Z = ζR+ηZ−αQ;

　　 U = U + αP + Z;

　　 R = S − (ZD̃t
T
− ÃZ);β = α·R′:R

ζr ;

until
√
R : R ≤ ϵ

√
F : F

return û = vec(U) ∈ R2N ·NT

アルゴリズム内の : は，行列のFrobenius積で
ある．数値実験結果は，発表時に示す．
謝辞 本研究は JSPS科研費 18K03420の助成
を受けたものです．
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F4-styleΞϧΰϦζϜΛجʹͨ͠MQͷٻղ

ҏ౻ ୖਅ 1,2, ݪࣰ ߦ 1, ࢁ ݑ 2

1ใ௨৴ߏػڀݚ, 2टେֶ౦ژ
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1 ͡Ίʹ

࿈ཱଟมํఔࣜͰશ͕࣍ 2Ͱ͋Δ
MQͱݺΕ͍ͯΔ. MQΛޮ
Α͘ղ͘͜ͱଟมެ։҉ݤ߸ (MPKC)ͷ
҆શੑධՁʹ͕ܨΔ. ຊߘͰGröbnerجఈΛ
Δ͢ࢉܭ F4-styleΞϧΰϦζϜΛجʹMQ
ΛޮΑ͘ղͨ͘Ίͷख๏ΛఏҊ͠, ͞Βʹ
ͦͷޮՌʹ͍ͭͯ͢ߟΔ.

2 ४උ

ຊߘͰओʹ Αͼఆ͓ٛޠ༺͍ͨͮجʹ[1]
Λ༻͢Δ. Fq Λཁૉ͕ q ମͱ͢ݶͷ༗ݸ
Δ. ଟ߲ࣜ R Λ R = Fq[x1, . . . , xn] ͱ͠,

x1, . . . , xn ͔ΒΔ୯߲ࣜશମͷू߹ΛMͱ
͢Δ. ୯߲ࣜͷॱং≺͖࣍ࣙٯॻࣜॱং
ͱ͢Δ.

ఆٛ 1 f ∈ Rʹର͠, f ࠷ΕΔ୯߲ࣜͰݱʹ
େ͖ͳͷΛ LM(f), ͦͷ୯߲ࣜͷΛ
LC(f)ͱ͠,ͦΕʹΑΓߏ͞ΕΔ߲ΛLT(f) =

LC(f) · LM(f)Ͱද͢.

ఆٛ 2 f ∈ R, G ⊂ Rͱͯ͠, f ͷ͋Δ୯߲ࣜ
mʹରͯ͠, ∃gi ∈ G s.t. LM(gi)|m ͷͱ͖,

mͷΛ cͱͯ͠ f − cm
LT(gi)

giͱ͍͏ૢ࡞Λ
͢Δ͜ͱͰmΛফ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷૢ࡞
Λ f ΛGͰ reduction͢Δͱ͍͏. Reduction

͕Ͱ͖ͳ͍ঢ়ଶ·Ͱ reductionΛଓ͚Δ͜ͱΛ
full-reductionͱ͍͏.

ఆٛ 3 ϖΞp = {f, g} ⊂ Rʹର͠, LCM(p) =

LCM(f, g) = LCM(LM(f),LM(g))ͱ͠, Spoly(p)

= Spoly(f, g) = u
LT(f)f−

u
LT(g)g, u = LCM(f, g))

Λ f ͱ gͷ Sଟ߲ࣜΛݺͿ.

GröbnerجఈͷࢉܭͰ Sଟ߲ࣜͷੜͱͦͷ
reductionΛ܁Γฦ͢.

ఆٛ 4 G ⊂ R͕ row echelon formͰ͋Δͱ
, ∀gi ̸= gj ∈ Gʹରͯ͠, LC(gi) = 1͔ͭ
LM(gi) ̸= LM(gj)͕Γཱͭ͜ͱΛ͍͏.

G ͷ row echelon form  GΛྻߦͰද͠ݱ,

ͦͷྻߦʹରͯ͠ΨεফڈΛ͜͏ߦͱͰಘΒ
ΕΔ.

3 F4-style ΞϧΰϦζϜ

GröbnerجఈΛޮΑ͘͢ࢉܭΔΞϧΰϦζ
Ϝͱͯ͠ F4-styleΞϧΰϦζϜ (Algorithm 5)

͕ΒΕ͓ͯΓ, ͦͷಛෳͷ S ଟ߲ࣜ
Λಉ࣌ʹ full-reduction͢Δ͜ͱͰ͋Δ. ॳ࠷
ͷF4-styleΞϧΰϦζϜͰ͋ΔF4[2]Ͱ Sଟ
߲ࣜΛ reduction͢Δͱ͖ʹMacaulay matrix

Λ͍ͯͬ࡞Δ͕, զʑϝϞϦΛઅ͢ΔͨΊ,

Macaulay matrixΛ࡞Βͳ͍ํ๏Λ࠾༻ͨ͠.

Algorithm 5 (F4-style algorithm)

Input: F = {f1, . . . , fl} ⊂ R.

Output: A Gröbner basis of ⟨F ⟩.
1: G← row echelon form of F

2: if 0 ∈ G then G← G\{0}
3: P←{{gi, gj} | gi ̸= gj ∈ G}
4: while P ̸= ∅ do
5: P ′← a subset of P , P←P\P ′

6: H ← {FullReduce(Spoly(g1, g2), G)

| {g1, g2} ∈ P ′}
7: H̃ ← row echelon form of G ∪H

8: H+ ← {h̃ ∈ H̃ | LM(h̃) /∈ LM(G)}
9: G←H̃\H+

10: Add each polynomial h ∈ H+\{0} to

G and update P

11: end while

12: return G

G͕ৗʹ row echelon form ͱͳ͍ͬͯΔͨΊ,

Pʹࡍ࣮ ʹ֨ೲ͢ΔϖΞ୯߲ࣜ (GʹݱΕΔ
ଟ߲ࣜͷLM)ͷϖΞͰेͰ͋Δ. ·ͨແବͳ
ϖΞΛলͨ͘ΊʹϒοϑόʔΨʔͷن४ͱ͍͏
ͷ͕ ߦ3 .ΘΕΔͰΑ͘ߦ10 ߦ5
ͷϖΞΛબͿํ๏ʹ͍ͭͯ normal strategy

ͱݺΕΔํ๏͕Α͘ΘΕ, ϖΞͷ LCM͕
.খͷͷΛબͿํ๏Ͱ͋Δ࠷ͯؔ͠ʹ≻

4 ఏҊํࣜ

ຊఏҊํࣜ Algorithm 5 ΛجʹMQ
Λղ͘͜ͱΛతͱ͓ͯ͠Γ, Gröbnerجఈ͕
.Δ͜ͱอূ͍ͯ͠ͳ͍·ٻ
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4.1 ϖΞͷআ

ϒοϑόʔΨʔͷن४Λ͍ͨͯͬͱͯ͠
reductionΛ͢Δͱ0ʹͳΔΑ͏ͳແବͳϖΞ
ଘ͢ࡏΔ. ຊߘͰϥϯμϜʹੜ͞ΕͨMQ

Λղ͍ͨͱ͖ͷ࣮ݧతͳ݁Ռ͔Βແବͳϖ
ΞΛআ͢Δํ๏ΛఏҊ͢Δ. Algorithm 5ͷ5

ͰPߦ ′P͔Βnormal strategyΛجʹͯ͠
બΕ͍ͯΔͷͱ͠, ؆୯ͷͨΊ |P ′| = 1ͱ
͓͖ͯ͠, p′ ∈ P ′ʹରͯ͠ d = deg(LCM(p′))

ͱ͢Δ. Ͱߦ6 0 ∈ H ͱͳͬͨͱ͖, Pd =

{p | p ∈ P, deg(LCM(p)) = d}ͷϖΞ͔ΒͳΒ
Δ Sଟ߲ࣜશͯΛ full-reduction͢Δͱ, શͯ
ྵଟ߲ࣜͱͳΔ͜ͱ͕؍Ͱ͖ͨ. ͜ͷݱΛ
ར༻͢Δ͜ͱͰޮΑ͘ແବͳϖΞΛআͰ͖
Δ. ͔͠͠ཧతʹࢉܭʹඞཁͳϖΞΛআ͠
ͯ͠·͏Մੑ͕ແ͍ͱ͑ݴͳ͍ͨΊ, ग़ྗ
͕GröbnerجఈͰ͋Δอূແ͘ͳΔ.

4.2 ϖΞͷબํ๏

ୈ4.1અͷํ๏Λద༻͢Δ߹, normal strat-

egy ΑΓྑ͍બͼํ͕͋Δͱ͍͏͜ͱ͕࣮ݧ
ʹΑΓ؍Ͱ͖ͨ. ϖΞͷू߹Pͷཁૉ{m1,m2}
m1 ≻ m2(m1,m2 ∈M)ͱ͓ͯ͘͠. P ͷத
Ͱ LCMͷ͕࣍࠷খͱͳΔͷΛ Pdͱͯ͠
͓͖, ͦͷத͔ΒϖΞΛબͿํ๏ΛఏҊ͢Δ.

{m1,m2}, {m3,m4} ∈ Pd ʹରͯ͠ u1m1 =

u2m2 = LCM(m1,m2), u3m3 = u4m4 =

LCM(m3,m4)(u1, . . . , u4 ∈M)ͱ͢Δ.

u1 ≺ u3 or (u1 = u3 and u2 ≼ u4)ͷͱ͖ʹ
{m1,m2}ΛબͿΑ͏ʹͨ͠.

5 ݁Ռ

MQͨͬʹݧ࣮ challenge [3]ͷTypeII,

III ʹؔ࿈͢ΔͷͰ, ࣍2 nมͷ 2nݸͷଟ
߲ࣜͰ, ΄ͲΜͲͷ߹ղ͕ 1͔͠ଘ͠ࡏͳ
͍Ͱ͋Δ. ѻͬͨͷମF31ͱF256Ͱ,

M4GB[1]ͱൺֱͨ݁͠ՌҎԼͷ௨ΓͰ͋Δ.

ද 1. ؒ࣌ࢉܭ࣮ (sec)

F31 F256

n M4GB ఏҊ๏ M4GB ఏҊ๏

25 813.6 114.6 751.3 177.0

26 2217.6 226.4 2102.1 348.8

27 6640.5 535.1 6040.5 852.4

28 18683.4 1354.7 17315.8 2136.8

29 53196.9 4551.4 49031.9 7812.3

ද 2. ϝϞϦ༻ྔ (MB)

F31 F256

n M4GB ఏҊ๏ M4GB ఏҊ๏

25 1398 414 1409 414

26 3428 638 3331 638

27 6785 1091 6750 1091

28 14619 1829 14515 1830

29 28950 3448 28462 3447

ͷεϖοΫػࢉܭͨ͠༺ʹݧ࣮ Intel CPU

Core i7-7820X, 64GB RAMͰ͋Δ. M4GBͷ
࣮ฒྻԽ͕͞ࢪΕ͍ͯͨͨΊ, զʑͷΞϧ
ΰϦζϜฒྻͰಈ͘Α͏ʹͨ͠. ,ؒ࣌ࢉܭ࣮

ϝϞϦ༻ྔͱʹվળ͞Ε͍ͯΔͱ͍͑Δ.

ϝϞϦͷ༻ྔྑ͍ͱ͖ʹM4GBͷ 1/8

ʹઅͰ͖͍ͯΔ.

൚༻αʔό (4 x Intel Xeon CPU E5-4669

v4, 1TB RAM)Λ͜͏ͱͰMQ challengeͷ
Type II n = 37Λ 75.6Ͱ, Type III n = 37

Λ 56.1Ͱղ͘͜ͱʹޭͨ͠.

6 ·ͱΊ

ຊߘͰ F4-style ΞϧΰϦζϜΛجʹMQ

ΛޮΑ͘ղ͘ख๏ΛఏҊͨ͠. ݁Ռͱ
ͯ͠M4GBΑΓߴͰϝϞϦઅ͞Ε, MQ

challenge Type II, IIIͷ n = 37ͷΛղ͘
͜ͱʹޭͨ͠. ,ͷ՝ͱͯ͠ޙࠓ MQ
Ҏ֎Ͱద༻Ͱ͖Δͷ͔, ඞཁͳϖΞ͚ͩΛ
࣮֬ʹબ͢Δํ๏͋Δ͔, ͱ͍͏͜ͱ͕ڍ
͛ΒΕΔ.
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Algorithm,” Proc. of ISSAC 2017, pp.

293–300, 2017.

[2] J. C. Faugère, ”A New Efficient Al-

gorithm for Computing Gröbner Bases
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ରੑʹΑΔ͓ؔۙࣜެࣅΑͼੵެࣜͷऩଋղੳ

ૣ ࢤ 1, ాத ݈Ұ 1

1౦ژେֶ
e-mail : satoshi hayakawa@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 ֓ཁ

ॏΈ͖ Hardy্ۭؒͰͷؔۙࣅʹ
͍ͭͯ, ాதɾਿݪ [1] ͕ఏҊ࣮͠ݧత༏Ґੑ
Λ֬ೝ͍ͯͨ͠ख๏ͷཧղੳΛ͍ߦ, ४࠷ద
ੑͷূ໌͓ΑͼࠩޡͷऩଋΦʔμʔΛධՁ͢Δ
͜ͱʹޭͨ͠. ,ͷաఔʹऀޙ Borelଌ
ʹର͢Δ (ແݩ࣍ݶ) దԽͷରΛͱΔ࠷
͜ͱʹΑΓධՁΛ͏ߦͱ͍͏৽͍͠ख๏ؚ͕·
ΕΔ [2]. ൃදͰ, ͜ͷ݁ՌͷผͷԠ༻ͱͯ͠,

ੵۙࣅʹର͢Δྨࣅͷख๏ͷऩଋϨʔτ
ͷධՁʹ৮ΕΔ.

2 ઃఆ

ॏΈ͖ Hardy ۭؒ H∞(Dd, w) ͱ, ଳྖ
ҬDd := {z ∈ C | | Im z| < d}্Ͱఆٛ͞Εͨ
ਖ਼ଇؔ f Ͱ͋ͬͯ, wʹΑΓఆ·ΔϊϧϜ

∥f∥ := sup
z∈Dd

∣∣∣∣
f(z)

w(z)

∣∣∣∣

͕༗ݶͷͷͷू߹Ͱ͋Δ. ͜ͷΑ͏ʹແݶԕ
Ͱͷݮਰ͕ಛఆͷؔʹΑͬͯنఆ͞Ε͍ͯΔ
Α͏ͳؔ, ্۠ؒͷؔ F Λ (−∞,∞)্
Ͱมม͢Δ͜ͱͳͲʹΑΓಘΒΕΔ. ,ࡍ࣮

ྫ͑ੵΛ͑ߟΔͱ
∫ 1

−1
F (t) dt =

∫ ∞

−∞
F (ψ(x))ψ′(x) dx

ͱͳΓ, ਰݮ ψ′ Λؔͭ࣋Λ͑ߟΔ͜ͱʹͳ
Δ. ͜ͷΑ͏ͳψͱͯ͠ೋॏࢦؔۂઢ
ؔΛ༻͍Δ͜ͱͰ, ਫ਼ͷΑ͍ؔۙʹࡍ࣮
.ΘΕ͍ͯΔߦੵ͕ࣅ

,ճࠓ ॏΈؔ wʹ࣍ͷ݅Λ՝͢.

(1) Dd্Ͱਖ਼ଇ͔ͭඇ 0, ·্࣮ͨ࣠Ͱ (0, 1]

ʹΛͱΔ;

(2) limx→±∞
∫ d
−d |w(x+ iy)| dy = 0͔ͭ

limy→±d
∫∞
−∞ |w(x+ iy)| dx < ∞;

(3) − logw͕ R্Ͱؔۮ͔ͭٛڱತ.

·ͨ H∞ ͷؔʹର͢Δ্࣮࣠Ͱͷ (ઢܗͳ)

,ͱͯࣜ͠ެࣅۙ f ͷใΛ nݸ·Ͱ͑ΔΑ

͏ͳͷ

A[f ](x) =
l∑

j=1

nj−1∑

k=0

f (k)(aj)φjk(x)

(ͨͩ͠ aj ∈ Dd, n1 + · · ·+ nk = n, φjkDd

্ਖ਼ଇ) ͨͪશମΛ͑ߟ, minimum worst-case

error Λ

Emin
n := inf

A[·]
sup
∥f∥≤1

sup
x∈R

|f(x)−A[f ](x)|

ͰఆΊΔ. ͜ͷEmin
n (d,wʹґଘ) దੑͷ࠷͕

.ඪͱͳΔࢦ

͜ͷઃఆͷͱ,ాதɾਿݪ [1]ϙςϯγϟϧ
ʹ͍ؔͨͮجۙࣜެࣅΛఏҊ͠, ʹతݧ࣮
ଘख๏ط (sinc ๏) ʹର͢Δ༏ҐੑΛ֬ೝͨ͠.

͜ͷख๏ʹ͓͍ͯ࠷దͳ a1, . . . , anͷஔ
infx∈R

(∑n
j=1K(x− aj) +Q(x)

)
Λ࠷େԽ͢

Δ aj ͨͪͰ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ ([3], ͨͩ
͠ K := − log | tanh( π

4d ·)|, Q := − logw). [1]

Ͱ͜ΕΛϙςϯγϟϧʹ݁ͼ͚, ࢄΤ
ωϧΪʔ࠷খԽ (ತ࠷దԽʹͳ͍ͬͯΔʂ)

min
∑

i ̸=j K(ai − aj) +
2(n−1)

n

∑n
i=1Q(ai)

s.t. a1 < · · · < an

Λղ͘͜ͱͰ࠷దͱݶΒͳ͍͕࣮ݧతʹʮྑ
͍ʯஔΛಘ͍ͯΔ. ຊڀݚ [2]Ͱ, ͜ͷख๏
Λ͞Βʹཧతʹղੳ͠, ཧతʹʮྑ͍ʯ
ͱ͍͑Δ͜ͱΛࣔͨ͠.

3 ओ݁Ռͱରੑ

[1]ͰಘΒΕΔۙࣅΛ TS[f ]ͱॻ͘͜ͱʹ͢
Δ. ͜ͷͱ͖͕࣍Γཱͭ [2].

ఆཧ 1

sup
∥f∥≤1

sup
x∈R

|f(x)−TS[f ](x)| ≤
√
2e3(Emin

n )
n−1
2n .

͜Ε४࠷దੑΛ͍ࣔͯ͠Δ. ·ͨ, ͷධՁ࣍
Γཱͭ.

ఆཧ 2

sup
∥f∥≤1

sup
x∈R

|f(x)− TS[f ](x)| ≤
√
2e3w(αn)

n−1
4n ,
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ͨͩ͠ αn

2αn

π tanh(d)

Q(αn)2 +Q′(αn)2

Q(αn)
≤ n

ΛΈͨ͢࠷େͷ࣮.

TS  1ͭͷۙࣅख๏ͳͷͰ, ఆཧ 2ͷධՁ
Emin

n ʹରཱͯ͢͠Δ͜ͱʹҙ. ·ͨ͜
Ε [4]ͰߦΘΕ͍ͯΔ heuristics ͷ݁Ռʹ
Ұக͍ͯ͠Δ.

ఆཧ2ͷূ໌ͷݤͱͳΔͷ,ࢄΤωϧΪʔ
খԽͷ࿈ଓରԠ࠷

(P)✓ ✏
min

∫
R
∫
RK(x− y) dµ(x) dµ(y)

+2
∫
RQ(x) dµ(x)

s.t. µਖ਼ͷ Borelଌ, µ(R) = n✒ ✑
ͷ࠷దΛԼ͔ΒධՁ͢Δ͜ͱʹ͋Δ.

͜͜Ͱఆཧ 2ͷূ໌ࣗମলུ͢Δ͕, ͦ
ͷ෦Ͱ͋Δ (P)ͷԼ͔ΒͷධՁʹ͍ͭͯ
ड़Δ. ͜ͷ··Ͱ࠷খԽͷͨΊ, ͍͘
Β µΛۙࣅతʹੵݟͬͯ࠷దͷ্ք͕ಘ
ΒΕΔ͚ͩͰ, ԼքΛಘΔ͜ͱͰ͖ͳ͍. ͦ
͜Ͱ͜ͷ࠷దԽΛµʹ͍ͭͯͷತೋܭ࣍ը
ͱΈͯ, ରΒ͖͠ͷ

(D)✓ ✏
max −

∫
R
∫
RK(x− y) dν(x) dν(y) + 2ns

s.t.
νූ߸͖ Borelଌ

s−
∫
RK(·− y) dν(y) ≤ Q✒ ✑

Λ͑ߟΔ (ͨͩ͠ ν ՄੵੑΛΈͨ͠, ͔ͭ
σ༗ݶͱ͢Δ). ͢Δͱ, .ཱ͢Δ͕࣍

ఆཧ 3 (P) ͱ (D) ͷ࠷దҰக͢Δ.

ऑରੑ

(P) ͷ࠷ద ≥ (D) ͷ࠷ద

ͷཱʹ͍ͭͯ؆୯ʹղઆ͢Δ. ͜ΕK ͕
ʮਖ਼ఆʯͰ͋Δ͜ͱ͔Βै͏ͷ͕ͩ, Ұൠʹ
 (࿈ଓͳ) ੵ֩ͷਖ਼ఆੑ, ҙͷm

ͱ x1, . . . , xm ʹରͯ͠ྻߦ {K(xi − xj)}mi,j=1

͕ਖ਼ఆͰ͋Δͱ͍͏ಛ͚ʹΑΓఆٛ͞
ΕΔ. ͔͠͠, ͠ࢄൃ͍͓ͯʹݪճKࠓ
ͯ͠·͏ͨΊ, ͜ͷಛ͚ҙຯΛͳ͞ͳ͍.

(P) ͱ (D) ͷతؔͷࠩΛͱΔͱ
∫∫

K(x− y) d(µ− ν)(x) d(µ− ν)(y) (∗)

͕Γཱͭͱ͍͏ҙຯͰͷʮਖ਼ఆੑʯ͕
΄͍͠ͱ͍͏͜ͱʹͳΔ. ͜Ε࣮ K ͷ
Fourier ม͕ඇෛʹͳΔ (ͦΕࣗମඇࣗ໌
͕ͩ)͜ͱ͔Βै͏. ڐΛॱংͷަੵ,ࡍ࣮
͠, α = µ− νʹదͳՄੵੑΛԾఆ͢Δͱ,

(∗) =
∫∫

K(x− y) dα(x) dα(y)

=

∫∫
1

2π

∫
eiω(x−y)F [K](ω) dω dα(x) dα(y)

=
1

2π

∫
F [K](ω)

∣∣∣∣
∫

eiωx dα(x)

∣∣∣∣
2

dω ≥ 0

ͱͳΔ. Մੵੑʹࡍ࣮ Fubini ͷఆཧͷ
ద༻ͷͨΊʹ͔ͳΓෳࡶͳٞΛཁ͢Δ͜ͱΛ
ҙ͓ͯ͘͠ [2].

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 17K14241ͷॿ
Λड͚ͨ.
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1 ֓ཁ

༗ཧؔۙࣅͰॏཁͳ݁ՌͷҰͭʹɺಛҟ
͕ۙྖࣅҬۙ͘͘͠ʹଘ͢ࡏΔ߹ʹ
ɺଟ߲ࣜΑΓ༗ཧؔͷํ͕ང͔ʹ͍ؔߴ
ۙੑࣅΛͭ࣋ͱ͍͏͕࣮͋ࣄΔ [1]ɽྫ͑
 [−1, 1]ʹ͓͚Δઈରؔ [0, 1]ʹ͓͚Δ
ฏํࠜ x1/2ͳͲ͕ྫͰɺଟ߲ࣜͰ 1/nۙ
ͱͲ·Δͷʹରͯ͠ʹࣅ (n, n) ༗ཧؔͳܕ
Βࢦؔͷฏํ exp(−c

√
n)ͰۙࣅͰ͖Δ

͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ͏গ͠ҰൠతʹɺpΛ
ࣗવͱͯ͠ p ࠜ x1/p Λ [0, 1] ্Ͱಉ༷ʹ
exp(−c

√
n)ۙࣅͰ͖Δ͜ͱ͕ Stahl [2]ʹΑΓ

ࣔ͞Ε͍ͯΔɽ
ຊڀݚͰ͢Δͷɺ߹༗ཧؔͱ͍͏

ΫϥεͷؔͰ pࠜΛۙ͢ࣅΔ͜ͱͰ͋Δɽ
۩ମతʹɺrk(ʜr2(r1))ͱॻ͚ΔؔΛ͜͜
Ͱʟ७ਮʟ߹༗ཧؔͱݺͼɺ͜ΕΛগ͠
֦ுͨ͠

r(x) = rk(x, rk−1(x, rk−2(· · · (x, r1(x, 1)))))

ͷܗΛͨؔ͠Λ߹༗ཧؔͱݺͼɺ͜ͷΫ
ϥεͷؔͰ pࠜΛ͍ۙͨ͠ࣅɽྻߦ p
ͷͨΊͷNewton๏ͰಘΒΕΔ༗ཧؔࢉܭࠜ
͜ͷΫϥεʹೖΔ͜ͱ༰қʹ֬ೝͰ͖Δɽ
߹༗ཧؔಉܕͷ༗ཧؔΑΓང͔ʹڱ
͍ؔΫϥε͕ͩɺগͳ͍ύϥϝʔλͰܕ͍ߴ
ͷ༗ཧؔΛදݱͰ͖Δɽྫ͑ɺ(m,m)ܕ
༗ཧؔΛ kճ߹͢Δ͜ͱͰ (mk,mk)ܕͷ
༗ཧ͕ؔಘΒΕΔɽ͞ΒʹɺZolotarevؔ
 [3, 4]ɺࣅۙྑ࠷༗ཧؔΛؚΉ߹͋Δɽ
ຊڀݚͰ pࠜΛ߹༗ཧؔͰߏతʹۙ
ͯؔ͠ʹܕɺ͠ࣅ pࠜࢦؔతɺ·ͨ
ύϥϝʔλʹؔͯ͠ೋॏࢦؔతʹऩଋ͢
Δ͜ͱΛࣔ͢ɽ
߹༗ཧؔݹయతؔۙࣅͰ͋·Γ

ѻΘΕͳ͍͕ɺ࣮Պֶٕज़ࢉܭͰطʹେ͖ͳ
ׂΛ୲͍ͬͯΔɽྫͱͯ͠ҎԼ͕͋Δɽ

• ্ड़ͷؔྻߦࢉܭͰຶྻߦΞϧΰϦ
ζϜ [5]ͷຆͲӄతʹ߹༗ཧ͕ؔ
ΘΕ͍ͯΔͱΈͳͤΔɽ

• Deep learningͰഎܠʹ͋Δۙؔࣅ

ReLUͳͲͷ activation functionΛଟ
߹ͯ͠ಘΒΕΔͷͰ͋Δɽ

͜͜ͰɺGawlik[6]ͰݱΕΔpࠜͷ߹༗
ཧؔʹண͢Δɽf0(x) = 1,α0 = αͱͯ͠ɺ

fk+1(x) = fk(x)r̂m,ℓ

(
x

fk(x)p
,αk,

p√ ·
)
,

αk+1 =
αk

r̂m,ℓ

(
αp
k,αk,

p√ ·
) ,

Ͱؼ࠶తʹߏ͞ΕΔ༗ཧؔͰ͋Δɽ͜͜Ͱ
r̂m,ℓ(x,α,

p√ · )  (m, ℓ) ∈ N0 × N0 \ {(0, 0)}
ͷܕ [αp, 1]ʹ͓͚Δʢ૬ରࠩޡͷʣࣅۙྑ࠷༗
ཧؔͰ͋Δɺͭ·Γ

r̂m,ℓ(x,α,
p√ · ) =

(
1 + α

2α

)
rm,ℓ(x,α,

p√ · ),

rm,ℓ( · ,α, p√ · ) = argmin
r∈Rm,ℓ

max
x∈[αp,1]

∣∣∣∣∣
r(x)− x1/p

x1/p

∣∣∣∣∣.

͜ͷؔݩʑྻߦ pࠜͷΞϧΰϦζϜͱ
ͯ͠ಋೖ͞ΕɺݪΛؚ·ͳ͍ྖҬ [αp, 1]Ͱͷ
͘·Ͱɺ͏ڀݚͷͰ͋Δɽຊ͢ࢦΛࣅۙ
αΛબͿ͜ͱͰɺݪΛؚΉ [0,1]্Ͱͷߴ
࣭ͳۙࣅ༗ཧ͕ؔಘΒΕΔ͜ͱΛࣔ͢ɽओఆ
ཧ

ఆཧ 1 ࣗવ p ≥ 2ʹରͯ͠N ͕ଘͯ͠ࡏɺ
ҙͷ n ≥ N ʹରͯ͠߹༗ཧؔ r͕ଘࡏ
ͯ͠ɺܕ (n, n− 1)Ͱ͋Γ

max
x∈[0,1]

|r(x)− x1/p| ≤ exp(−bnc),

Λຬͨ͢ɽr (p, p−1)ܕ༗ཧؔΛ ⌊logp n⌋+
1ճ߹ͯ͠ಘΒΕΔؔͰ͋Δɽ͜͜Ͱ b > 0

 pʹґଘ͢ΔఆͰɺ

c =
log

(
p

p−1

)
log 2

log
(

2p
p−1

)
log p

.

Ͱ͋Δɽ
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۩ମతʹɺؔࠩޡԼਤͷΑ͏ͳܗΛऔ
Δɽ
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ʹʣܕʢ࣍ɺࣗࠩޡ ؔͯ͠exp(−c
√
n)

ऩଋ͢Δࣅۙྑ࠷༗ཧؔʹൺྼΔɿ
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͔͠͠ͳ͕Βɺύϥϝʔλʹؔͯ͠ೋॏ
ΕΔͨΊɺ߹༗ཧؔͰѹ͞ࣅؔۙࢦ
తʹ͕ࣅ͍ۙߴͰ͖Δɽ
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E
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ূ໌ɺ[0,αp] ͱ [αp, 1] Ͱؔࠩޡͷڍಈ
͕ҟͳΔͷͰผʹରԠ͠ɺ·ͨ Jacobi elliptic

functionsͱਂ͍ؔΛͭ࣋ZolotarevؔͷΑ
͏ͳඒ͍͕ؔ͠ੑΒΕ͍ͯͳ͍ͨΊɺؒ
తͳͷΛ࠾༻͠ɺʮϵࠩޡΛୡ͢ΔͨΊʹඞ
ཁͳ߹ճʯΛಋ͘͜ͱ͔Βۙؔࣅͷऩଋ

ੑΛࣔ͢ɽৄ͘͠ [7]Λࢀর͞Ε͍ͨɽ
෭࢈ͱͯ͠ɺsectorؔ sectp(z) = z/(zp)1/p

ͷʟ७ਮʟ߹༗ཧ͕ؔۙࣅಘΒΕɺͪ͜Β
ύϥϝʔλʹؔͯ͠ೋॏ(Λআ͘ྖҬͰݪ)
Լਤؔࠩޡऩଋ͢Δɽ͕ࠩޡʹؔతࢦ
ͷΑ͏ʹ༗໊ͳ equioscillationڍಈΛͤݟΔɽ
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ື✚ศᑐࡿࡍబ⸨㉸ภᩘㄽᇶ್࡙ᩘࡃィ⟬ἲ

⥴᪉ ⚽ᩍ 1

1 㟁Ẽ㏻ಙᏛᏛ㝔ሗ⌮ᕤᏛ◊✲⛉̭ሗ࣭ࢡ࣮࣡ࢺࢵࢿᕤᏛᑓᨷ

e-mail : ogata@im.uec.ac.jp

1 ᴫせ

Fourier ኚࡿࢀ⌧ࡃࡼ࡞ῶ⾶ࡢ㐜࠸

ື㛵ᩘ༙ࡢ↓㝈༊㛫✚ศࡣ㸪DEබᘧ࡞ᚑ᮶

ࡋᑐࢀࡇ㸬࠸ࡋ㞴ࡀ⟭ィࡣศබᘧ࡛✚್ᩘࡢ

࡚㸪DE බᘧ Richardson ⿵እࡏࢃྜࡳ⤌ࢆ

᪉ἲࡓ [1]㸪ື✚ศ≉ࡢ⮬⊃ࡓࡋ DE ኚ

ࡓ࠸⏝ࢆDEබᘧ 㸬ࡿ࠸࡚ࢀࡉ⪄ࡀ࡞[2]

ᮏ◊✲࡛ࡣ㸪Fourier-Laplace ኚ࡛⾲ࡿࢀࡉ

⟭ィࡢື✚ศࡿࡼ⥆ゎᯒ᥋ࡢゎᯒ㛵ᩘࡿ࠶

ἲࢆᥦࡋ㸪ࡢࡑబ⸨㉸ภᩘㄽࡢ㛵㐃࠸ࡘ

࡚ゝཬࡿࡍ㸬

2 ື✚ศ್ᩘࡢィ⟬ἲ

ḟࡢ✚ศࡿ࠼⪄ࢆ㸬

I =

∫

∞

0

f(x)dx,

㸪f(x)࡛ࡇࡇ 㝈༊㛫↓༙ࡣ (0,+∞) ୖ࡛ᐃ⩏

ື㛵ᩘ࡛㸪xࡿࢀࡉ → +∞࡛ࡁࡤ࠼

ࢀࡇ㸬ࡿࡍࡢࡶࡿࡍ⾶ῶࡃ㐜࡛࣮ࢲ࣮࢜ࡢ

ᑐࡋ㸪ḟࡢ」⣲ኚᩘ ζ 㸬ࡿ࠼⪄ࢆ㛵ᩘࡘᣢࢆ

F [f ](ζ) =

∫

∞

0

f(x)eiζxdx.

f(x) ศ✚ࡢ㸪ྑ㎶ࡍㄢࢆ௳᮲࡞㐺ษࡋᑐ

ࡣ Im ζ > 0 㸪Fࡋ᮰ࡁࡢ [f ](ζ) ᖹ༙ୖࡣ

㠃 Im ζ > 㸪࡚ࡋࡑ㸬ࡍ⾲ࢆゎᯒ㛵ᩘࡿࡅ࠾0

ື✚ศ I ᴟ㝈ࡣ

I = lim
ϵ→0+

F [f ](iϵ) (1)

㸪ゎᯒ㛵ᩘF࡚ࡗࡀࡓࡋ㸬ࡿࢀࡽࡵồࡾࡼ [f ](ζ)

ᖹ㠃༙ୖࢆ Im ζ > 0࡛ồࡵ㸪ࢆࢀࡇᐇ㍈ୖ

ゎᯒ᥋⥆ࡾࡼࡇࡿࡍ㸪ື✚ศ I ࡿࡵồࢆ

⾜ⓗ್ᩘࢆࢀࡇ㸪ࡣ࡛✲◊㸬ᮏࡿࡁ࡛ࡀࡇ

㸪ື✚ศࡾࡼࡇ࠺ I ࡇࡿࡵồⓗ್ᩘࢆ

㸬ࡿ࠼⪄ࢆ

F [f ](ζ) ᖹ㠃༙ୖࡢ Im ζ > 0 ࠼㐺ษ

Ⅼࡓࢀࡽ ζ0 㸬ࡿ࠼⪄ࢆTaylor⣭ᩘᒎ㛤ࡢࡾ࿘ࡢ

F [f ](ζ) =
∞
∑

n=0

cn(ζ − ζ0)
n, (2)

㸪cn࡛ࡇࡇ ࡿࢀࡽ࠼ḟ࡛ࡣ Taylorಀᩘ࡛࠶

㸬ࡿ

cn =
1

n!

dn

dζn
F [f ](ζ)

∣

∣

∣

∣

ζ=ζ0

=
1

n!

∫

∞

0

(ix)nf(x)eiζ0xdx

ࡢࡇ cn 㸪Taylorࡤࢀࢀࡽࡵồࡀ ⣭ᩘ (2) ⏝ࢆ

Ⅼ࡚࠸ ζ0 ㏆ഐ࡛ F [f ](ζ)ࢆィ⟬࡛ࡿࡁ㸬cn ࢆ

ࡿ࠼✚ศࡣ㸪⿕✚ศ㛵ᩘࡀᣦᩘ㛵ᩘⓗῶ⾶

ศබᘧ࡛✚್ᩘࡢᚑ᮶࡞㸪DEබᘧ࡛ࡢࡿࡍ

⡆༢ィ⟬ࡿࡁ࡛ࡀࡇࡿࡍ㸬

㸪Taylor⣭ᩘ࡚ࡉ ᮰༙ࢆ㸪R⯡୍ࡣ(2)

ᚄ࡚ࡋ㸪᮰ |ζ − ζ0| < Rࡢෆ㒊࡛ࡳࡢ

᮰ࡿࡍ㸬ồࡿࡵື✚ศ I ᴟ㝈ࡣ (1)࡛ࡽ࠼

㸪᮰༙ᚄࢀ R ィࡀᴟ㝈ࡢࡇࡿࡂࡍࡉᑠࡀ

㸪Taylor⣭ᩘ࡛ࡇࡑ㸬࠸࡞ࡁ࡛⟭ (2)࡛ࡽ࠼

ゎᯒ㛵ᩘFࡿࢀ [f ](ζ)ࡾࡼࢆᗈ࠸㡿ᇦゎᯒ᥋

㸪ᴟ㝈ࡋ⥆ ࡇࡇ㸬ࡿࡍ࠺ࡼࡿࡁ࡛⟭ィࡀ(1)

ࡍᒎ㛤㐃ศᩘ࠺ࡼࡢḟࢆ㸪Taylor⣭ᩘࡣ࡛

㸪Fࡾࡼࡇࡿ [f ](ζ)ࡢゎᯒ᥋⥆࠺⾜ࢆ㸬

F [f ](ζ) =
a0

1 +
a1(ζ − ζ0)

1 +
a2(ζ − ζ0)

1 +
.. .

.

ᗈࡀ᮰ᇦ࡚ẚTaylor⣭ᩘࡣ㐃ศᩘ⯡୍

ࡾࡼࡇࡿࡍኚ㸪㐃ศᩘ࡛ࡢ࠸ F [f ](ζ)

ಀࡢ㸬㐃ศᩘࡿࢀࡉᮇᚅࡿࡁ࡛ࡀ⥆ゎᯒ᥋ࡢ

ᩘ an ࡣ Taylor ಀᩘ cn ࡵồࡾࡼᕪἲၟࡽ

ࡿࡁ࡛ࡀࡇࡿ [3]㸬ࡀࢁࡇ㸪୍⯡ၟᕪἲ

⢭ᗘࡾࡼ⟭㸪ከಸ㛗₇࡛ࡢ࠸ᙅㄗᕪࡵࡣ

㸬ࡿࡍࡇࡘಖࢆ

3 బ⸨㉸ภᩘㄽࡢ㛵㐃

ᮏ◊✲ࡢ᪉ἲࡣబ⸨㉸ภᩘㄽ㛵㐃ࡿ࠶ࡀ㸬

బ⸨㉸ภᩘㄽࡣబ⸨ᖿኵࡾࡼ⪃ࡓࢀࡉ㸪」

⣲㛵ᩘㄽᇶ୍࡙ࡃ⯡㛵ᩘࡢ⌮ㄽ࡛ࡿ࠶ [4]㸬

ᛂ⏝ྥࡅ᭩ࡓࢀబ⸨㉸ภᩘㄽࡢ᫆࠸ࡋゎㄝ

ࡤ࠼㸪ࡣ࡚ࡋ ࢀࡇ㸬࠸ࡓࢀࡉ↷ཧࢆ[5]

㛵ᩘ⯡୍ࡿࢀࡤ㸪㉸ภᩘࡤࢀࡼ f(x)ࡣ㸪
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」⣲ᖹ㠃ࡽᐇ㍈ࢆ㝖ࡓ࠸㡿ᇦ C \Rࢀࡲྵ

⾲࡚ࡋᕪࡢ್⏺ቃࡢゎᯒ㛵ᩘࡿࡅ࠾㡿ᇦࡿ

㸬ࡿࢀࡉ

f(x) = F+(x+ i0)− F−(x− i0),

㸪F+(z)࡛ࡇࡇ ᖹ㠃༙ୖࡣ Im z > 0 ࢀࡲྵ

ゎᯒ㛵ᩘ㸪F−(z)ࡿࡅ࠾㡿ᇦࡿ ୗ༙ᖹ㠃ࡣ

Im z < 0 ゎᯒ㛵ᩘ࡛ࡿࡅ࠾㡿ᇦࡿࢀࡲྵ

బ⸨㉸ภࡣ㛵ᩘࢱࣝࢹࡢ㸪Diracࡤ࠼㸬ࡿ࠶

ᩘㄽ࡛ࡣḟࡿࢀࡉ⾲࠺ࡼࡢ㸬

δ(x) = −
1

2πi

(

1

x+ i0
−

1

x− i0

)

.

ᮏ◊✲ࡢ᪉ἲࢆబ⸨㉸ภᩘㄽࡢゝⴥ࡛㏙ࡤࢀ㸪

ୖ࡛ F+(ζ) = F [f ](ζ), F−(ζ) = ᚓ࡚࠸࠾0

బ⸨㉸ภᩘࡿࢀࡽ F [f ](x + i0) ࡢࡑ㸪࠼⪄ࢆ

x = ື✚ศ࡚ࡋ್ࡿࡅ࠾0 I ࠸࡚ࡵồࢆ

㸬ࡿ࡞ࡇࡿ

㛵⏝ᛂࡢゎᯒ್ᩘࡢ㸪బ⸨㉸ภᩘㄽ࠾࡞

బㄽㄗᕪゎᯒ⌮ࡢ㸪ᩘ್✚ศ࡚ࡋ✲◊ࡿࡍ

⸨㉸ภᩘㄽࡢ㛵㐃ࢆㄪࡓ᳃ࡿࡼ◊✲ [6]㸪

బ⸨㉸ภᩘㄽࡿࡅ࠾✚ศࡢᐃ⩏್ᩘࡓ࠸⏝ࢆ

✚ศἲ㛵ࡿࡍⴭ⪅ࡢࡽ◊✲ 㸬ࡿ࠶ࡀ࡞[7]

4 ᩘ್

ḟࡢື✚ศᑐࡋ㸪ᮏ◊✲ࡢ᪉ἲ࡛✚ศ್

㸬ࡓࡋ⟭ィࢆ

(1)

∫

∞

0

cos(x/2)− cos x

x
dx = log 2

= 0.693147 . . . ,

(2)

∫

∞

0

xJ0(x)

x2 + 1
dx = K0(1)

= 0.421024 . . . ,

(3)

∫

∞

0

log xJ0(x)dx = −γ − log 2

= −1.27036 . . . ,

(4)

∫

∞

0

Y0(x)

x2 + 1
dx = −K0(1)

= −0.421024 . . . .

ィ⟬ࡣC++࣒ࣛࢢࣟࣉ 10㐍 100᱆ࡢከಸ㛗

ࣜࣛࣈࣛࢆ⟭₇ exflib[8]࠸⾜࡚࠸⏝ࢆ㸪Tay-

lor ಀᩘ cn ࡣ DEබᘧ࡚࠸⏝ࢆ c0 ࡽ c100 ࡲ

࡛ィ⟬ࡓࡋ㸬Taylor⣭ᩘࡢ୰ᚰ ζ0 ࡣ ζ0 = i

⾲㸬ࡓࡗ ィࡢศ㛵ᩘ✚⿕ࡧࡼ࠾ᑐㄗᕪ┦1

⟬ᅇᩘࡍ♧ࢆ㸬ࡾࡼ⾲ࡢࡇ㸪ྛ✚ศࡣᮏ◊✲ࡢ

᪉ἲࡾࡼ㧗࠸⢭ᗘ࡛ィ⟬ࢃࡀࡇࡿ࠸࡚ࢀࡉ

㸬ࡿ

⾲ 1. ື✚ศࡢィ⟬⤖ᯝ

⿕✚ศ㛵ᩘࡢ

✚ศ ┦ᑐㄗᕪ ィ⟬ᅇᩘ

(1) 5.4× 10−26 917

(2) 1.4× 10−36 947

(3) 3.8× 10−36 958

(4) 2.1× 10−37 947
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シンプレクティック数値積分法とリュービルの定理
佐々 成正
日本原子力研究開発機構・システム計算科学センター
e-mail : sasa.narimasa@jaea.go.jp

1 はじめに
これまで我々は, ハミルトン系の時間発展問

題に対し, シンプレクティック数値積分法を適
用した際に成り立つ保存則について議論してき
た. その１つの結果として, 偏微分方程式系に
シンプレクティック数値解法を適用した際, 系
の運動量保存則が成り立つ事を示した.

本講演ではシンプレクティック数値解法によ
る時間発展において, 相空間の体積を具体的に
計算し, リュービルの定理が成り立っているこ
とを示す手法について考察する.

2 ハミルトン系
本稿では簡単のため 1自由度ハミルトン系,

h1 = h1(q1, p1), (1)

と 2自由度系,

h2 = h2(q1, q2, p1, p2), (2)

に対する時間発展問題,

dqj
dt

=
∂hm
∂pj

,
dpj
dt

= −∂hm
∂qj

, (3)

を例に取って考察する (1 ≤ j,m ≤ 2). ここで,

発展方程式 (3)にシンプレクティック数値解法
を適用した場合の離散的時間発展を

(qj(t+∆t), pj(t+∆t)) = Ŝ(∆t)(qj(t), pj(t))

(4)

で表すことにする. ∆tは時間メッシュである.

また, 離散的時間発展 (4)はある仮想的なハミ
ルトニアン,

hmS(qj , pj) = hm + hm1∆t+ hm2∆t2 + · · · ,
(5)

による時間発展と等価であると仮定する.

3 1自由度系
1自由度ハミルトン系 (1)に対するリュービ

ルの定理とは, 相空間内のある閉領域の面積

I1 =

∫ ∫
dq1dp1, (6)

が (3)による時間発展によって変化しないこと
を意味している. シンプレクティック数値積分
法は正準変換であることから, その時間発展に
おいても式 (6)の保存が言える.

相空間の面積を具体的に計算するのため, 仮
想的に系 h1が等間隔で L個並んだ周期的格子
系,　

H1 =
L∑

j=1

h1(q
(j)
1 , p(j)1 ), (7)

を用意する. さらに, 系H1に式 (4)と同じシン
プレクティック数値解法を適用して得られる離
散時間発展は, 系 (5)を並べた周期的格子系,

H1S =
L∑

j=1

h1S(q
(j)
1 , p(j)1 ), (8)

と等価な時間発展を与える. 周期的格子系 (8)

に対して離散フーリエ変換を用いた補間を,

uj(s) =

√
1

L

L/2−1∑

ℓ=−L/2

aℓe
ikℓ(j−1+s), (9)

uj = q(j)1 + ip(j)1 , kℓ = 2πℓ/L, (10)

u(x1) = uj(s), x1 = (j − 1 + s)∆x (11)

で定義すれば, この補間式を用いて相空間の面
積 (6)が,

I1 =

∫
u∗(x1)∂x1u(x1)dx1, (12)

で与えられる.

4 2自由度系
2自由度ハミルトン系 (2)に対するリュービ

ルの定理は, 相空間内のある閉領域の体積

I2 =

∫ ∫ ∫ ∫
dq1dq2dp1dp2, (13)

が (3)による時間発展によって変化しないこと
を指している.

講演では, この相空間の体積の具体的な計算
方法について考察したい.

日本応用数理学会 2019年 年会 講演予稿集 (2019.9.3-5，東京) Copyright (C) 2019 一般社団法人日本応用数理学会
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On Directional Frames Having Lipschitz Continuous Fourier

Transforms

藤ノ木 健介 1，橋本 紘史 2，木下 保 3

1東海大学，2,3筑波大学
e-mail : h.hashimoto@math.tsukuba.ac.jp

1 はじめに
本講演では，Wavelet，Curvelet，Shearletの

定義から紹介しよう．

2 Wavelet

R上の関数 ψ が直交ウェーブレットである
とは，

{
ψj,k(x); j, k ∈ Z

}
がL2(R)の正規直交

基底となることで，次と同値である．

(i)
∑

j∈Z

∣∣̂ψ(2jξ)
∣∣2 = 1

(ii)
∞∑

j=0

ψ̂
(
2j(ξ+2(2m+1)π)

)
ψ̂(2jξ)=0 (m∈Z)

これは 1次元版のウェーブレットの定義である
（[1]，[2]を見よ）．2次元以上のウェーブレッ
トに関しても様々な研究がなされてきた（[3]，
[4]，[5]等を見よ）. Curveletや Shearletのと
きは (i)のような１の分解に相当する式だけを
満たし，パーセバルフレームによる展開を目指
している．

3 Curvelet

周波数空間で直交座標系でなく極座標表示を
用いるが，r = |ξ|, ω = tan−1 ξ2

ξ1
とおいて次を

考える．
√
α3e−ib·(r cosω,r sinω)W (α2r)V (π−1α−1ω).

ただし，W と V は以下の１の分解の条件を満
たすとする．

∞∑

j=−∞
|W (α2r)|2 = 1 r ∈

(3
4
,
3

2

)
,

∞∑

ℓ=−∞
|V (ω − ℓ)|2 = 1 ω ∈

(
− 1

2
,
1

2

)
.

ここで，W の方の式では α = 2−j/2 とおいて
和を実行している．動径に関する関数W は r

の負の方も同時に被覆することを考えているの
で，角度を半円分の領域だけに制限すればよい．

このとき，Curveletの定義は次のようになる．

Ψ(k)
j,ℓ (x)

=2−3j/4F−1
[
W(2−jr)V

(
π−12⌈j/2⌉+1ω

)](
RΩj,ℓx

−
(k1
2j

,
k2
2j/2

))
.

ただし，Ωj,ℓ = 2−⌈j/2⌉−1ℓπ (−2⌈j/2⌉+1 ≤ ℓ <

2⌈j/2⌉+1)であり，RΩj,ℓ は角度 −Ωj,ℓであるよ
うな逆回転の行列とする（[6]を見よ）．この
Curvelet を用いたフレームによる展開式は冗
長性を含んでいるが，パーセバルフレームと
なっているので展開係数が内積の形になってい
るため扱いやすいと言える．Curveletによるタ
イリングは，jが進むたびに 2分割することで
あることにも注意する．

4 Shearlet

Curveletは周波数空間の極座標表示をもとに
構成されていたが，これはコンピューターへの
実装の際にデカルト座標へと改良しなければな
らなかった．その改良の１つにDigital curvelet

というものが知られている ([7]を見よ)．また，
Curveletは parabolic scalingを導入している
ため，原点付近にWavelet likeな関数を導入せ
ねばならなかった．Guo，Kutyniok，Labete[8]
によって考案された Shearletは，極座標の代わ
りに原点からの角度に依存する shearパラメー
ターを導入することでこれらの問題を解決した
とされている．また Shearletは parabolic scal-

ingと shearに対応する行列

Aa =

(
a 0

0 a1/2

)
, Ss =

(
1 s

0 1

)

を用いて

ψj,s,k(x) = 2
3
4 jψ(SsA2jx−k) (j, s ∈ Z, k ∈ Z2)

で定義される. Continuous shearletのパラメー
ターは群を成しており，それを上手くサンプリ
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ングしたものとして上の Discrete shearlet を
定義している．ψが Continuous shearletの文
脈で Classical shearletと呼ばれるものであれ
ば Curveletと同様な周波数空間の１の分解を
得る:

∑

j∈Z

∑

s∈Z
|ψ̂(tS−sA2−jω)|2 = 1.

従って，ShearletもL2(R2)のパーセバルフレー
ムとなっている（[9]を見よ）．

5 Frame

MultidirectionalなFrameを用いた展開に対
して，まずは周波数空間で不連続な関数による
１の分解にもとづいた以下の結果を紹介する．
定理 1 N ≥ 2，J ∈ Z，k′ =

(
k1 cot

π
2N

, k2
)
，

pN = (2 cos π
2N

)−1とし，実数値関数Ψ(N)
j,ℓ を次

で定義する．

Ψ(N)
j,ℓ (x)

=
∑

±

{
±

cos(2jπpNX±
ℓ )−cos(2j+1πpNX±

ℓ )

2j+2π2pN (4p2N−1)
1
4X±

ℓ Rℓx · (1,0)

}
,

ここで，

X±
ℓ = x1 sin

(2ℓ± 1)π

2N
+ x2 cos

(2ℓ± 1)π

2N
.

このとき，f ∈ L2(R2
x)は

f=
∑

j≥J+1

∑

1≤ℓ≤2N−1

∑

k∈Z2

αj,ℓ,kΨ
(N)
j,ℓ

(
x−2−jR−ℓk

′
)
,

と展開できる．ただし，

αj,ℓ,k =

∫

R2
x

f(x)Ψ(N)
j,ℓ

(
x− 2−jR−ℓk

′
)
dx,

であり，Rℓは反時計回りに角度 21−Nℓπの回転
作用素とする．
この結果は前回の応用数理学会で報告したが，

今回は周波数空間でリプシッツ連続な関数によ
る１の分解にもとづいた結果を報告する．
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Abstract

ઢܗਖ਼४มޫֶ৴߸ղੳʹ͓͍ͯॏཁͳׂΛՌ͍ͨͯ͠ΔɽϑʔϦΤมɼϥ
ϓϥεมɼ࣍ϑʔϦΤมɼϑϨωϧมͳͲͷมɼઢܗਖ਼४มͷಛผͳ߹
ͱͯ͠ѻ͏͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ ͕ͨͬͯ͠ɼݩ࢛ؔͷઢܗਖ਼४มΛ͑ߟΔ͜ͱҙຯ
͕͋Δɽ ຊߨԋͰɼݩ࢛ઢܗਖ਼४มΛ͑ߟΔ্Ͱదͳ߹ੵͷఆٛΛड़Δɽ

1 ಋೖ

ຊڀݚɼDepartment of Mathematics, Universitas Hasanuddin, Tamalanrea Makassar, In-
donesia ͷ Mawardi Bahri ͱͷڞಉڀݚͰ͋Δɽ
ΟϦΞϜɾϩʔϫϯɾϋϛϧτϯฏ໘্ͷӡಈʢճసͱฏߦҠಈʣΛදݱͰ͖Δෳૉ

Λ֦ு͠ɼۭ̏ؒݩ࣍ͷӡಈΛදݱͰ͖Δݩ࢛ʢෳૉʣΛͨ͑ߟɽݩ࢛ඇՄͷͨ
Ίɼݩ࢛ϑʔϦΤมͷఆ͍͔ٛͭ͋͘ΔɽҎԼʹయܕతͳఆٛΛड़Δɽ

ఆٛ 1.1. f ∈ L2(R2;H) ͷݩ࢛ϑʔϦΤม Fq{f} ∈ L2(R2,H) ΛҎԼͰఆٛ͢Δɽ

Fq{f}(v) =
∫

R2
f(z) e−µv·z dz.

͜͜Ͱ µ  µ2 = −1 Λຬͨ͢ݩ࢛Ͱ͋Δɽݩ࢛ٯϑʔϦΤม

f(z) = F−1
q [Fq{f}](z) =

1

(2π)2

∫

R2
Fq{f}(v) eµv·z dv.

ϑʔϦΤมݩ࢛ [1] ʹΑΓఏҊ͞Εɼ[2, 3] ͰΧϥʔը૾ʹԠ༻͞Εͨɽݩ࢛ϑʔ
ϦΤมͷجຊతͳੑ࣭ɼ [4, 5] ΛݟΑɽ

2 ਵ͢Δ߹ੵʹϑʔϦΤมݩ࢛

ఆٛ 2.1. ؔ f ∈ L2(R2;H) ͱ g ∈ L2(R2;H) ͷ߹ੵ f ⋆ g ΛҎԼͰఆٛ͢Δɽ

(f ⋆ g)(z) =

∫

R2
f(y)g(z − y) dy.

ఆཧ 2.1 ([6]). ؔ f , g ∈ L2(R2;H) ΛҎԼͷΑ͏ʹද͢ݱΔɿ

f(z) = f0(z) + if1(z) + jf2(z) + kf3(z), g(z) = g0(z) + ig1(z) + jg2(z) + kg3(z).

͜ͷͱ͖ɼҎԼ͕Γཱͭɽ

Fq{f ⋆ g}(v) = Fq{g}(v)Fq{f0}(v) + iFq{g}(v)Fq{f1}(v)
+ jFq{g}(v)Fq{f2}(v) + kFq{g}(v)Fq{f3}(v). (1)

1
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3 ਖ਼४มܗઢݩ࢛

ಛघઢ܈ܕ SL(2,R) ͷݩ As =

(
as bs
cs ds

)
∈ SL(2,R), s = 1, 2 ʹର͠ɼb1b2 ̸= 0 ͷͱ͖ɼઢ

ͷ֩ਖ਼४มܗ KAs , s = 1, 2 Λ

KAs(zs, vs) =
1√

2πµbs
e

1
2µ

(
as
bs

z2s− 2
bs

zsvs+
ds
bs

v2s

)

, s = 1, 2 (2)

Ͱఆٛ͠ɼf ∈ L1(R2;H) ͷઢܗਖ਼४มΛ

LH
A1,A2

{f}(v) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∫

R2
f(z)KA1(z1, v1)KA2(z2, v2) dz, b1b2 ̸= 0,

√
d1d2 f(d1v1, d2v2) e

µ
(

c1d1
2

)
v21 e

µ
(

c2d2
2

)
v22 , b1b2 = 0

(3)

Ͱఆٛ͢Δɽ

ँࣙ

͜ͷ݁Ռɼຊڀݚ JSPSՊݚඅ JP16K05216, JP17K05298, JP17K05363 ͱژେֶཧ
ղੳڀݚॴͷڞಉར༻ͱֶΞυόϯετΠϊϕʔγϣϯϓϥοτϑΥʔϜʹΑΔՌͰ͋Δɽ
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p進数体上の複素数値関数に対するStockwell変換
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1 p進数体Qp

pを素数とする．x ∈ Qは pと互いに素な
m,n ∈ Zを用いて， x = p−γm

n とかける．こ
のとき，x ∈ Qに対して，その p進ノルムを

|x|p =
{

0 (x = 0),

pγ (x ̸= 0)

で定める．有理数体Qに対して，通常の絶対
値から得られる距離に関して完備化することに
より実数体Rが得られるが，p進ノルムから得
られる距離に対してQを完備化することによ
り，p進数体Qp が得られる（[1]参照）．p進
数は，数学では数論を中心に重要な役割を果た
すが，現在は量子力学等でもその応用が注目さ
れている．
p進数体の元 xは p進展開が可能である．す

なわち，|x|p = pγ（γ ∈ Z）のとき，

x = p−γ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · · )

(0 ≤ xi ≤ p− 1, x0 ̸= 0)と表現される．p進数
体の元は pで割り切れるほどそのノルムが小さ
くなるため，上の p進展開は p進ノルムの意味
で収束する．そのため，p進数は無限桁に意味
をもたせた数，と捉えることも可能であろう．

2 p進数体上の時間周波数解析
{x}pをxのp進展開における小数部分とする．

すなわち，γ ≥ 0 または x = 0のとき{x}p = 0

とし，γ < 0のときは，

{x}p = p−γ
(
x0 + x1p+ . . .+ xγ−1p

γ−1
)

とする．これを用いて，χp(ξx) = exp(2πi{ξx}p)
とおく．このとき f ∈ L2(Qp)に対して

Ff(ξ) = f̂(ξ) =

∫

Qp

f(x)χp(ξx)dx

を f の Fourier変換という．実数上の関数に対
してと同様に，窓関数をかけて局所化を行う
ことで，窓（短時間）Fourier変換が定義され

る．窓関数 g ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp) に対して，
f ∈ L2(Qp)の p進窓 Fourier変換を

Fgf(b, ξ) =

∫

Qp

f(x)g(x− b)χp(ξx)dx

で定義する（[2]参照）．
許容条件 cψ =

∫
Qp

|ψ̂(ξ)|2/|ξ|dξ < ∞を満
たす関数ψ ∈ L2(Qp)をウェーブレットという．
f ∈ L2(Qp)に対して，

Ωψf(b, a) =
1

√
cψ|a|αp

∫

Qp

f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx

を f の p進（連続）ウェーブレット変換という
（[3]参照）．

f をそのノルム |x|pにのみ依存する L2(Qp)

関数とする．このとき，ψ ∈ L2(Qp)に対して，
∫

Qp

f(|x|p)ψ(ξx)dx =
∑

γ∈Z
f(pγ)

∫

Sγ

ψ(|ξ|−1
p x)dx

が成り立つ．ここで，
∫

Sγ

χp(xξ)dx =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

pγ
(
1− 1

p

)
(|ξ|p ≤ p−γ),

−pγ−1 (|ξ|p = p−γ+1),

0 (|ξ|p ≥ p−γ+2)

であるから，変数のノルムにのみ依存する関数
の p進Fourier変換，ウェーブレット変換は，ノ
ルムにのみ依存する関数になることがわかる．
また，関数 fに対して，その伸縮，平行移動，
変調の作用素をそれぞれ，
• Dα

1/af(x) = |a|−αp f
(x
a

)

• T−bf(x) = f(x− b)

• Mξf(x) = χp(−ξx)f(x)

とする．L2(Qp) における内積 (f, g)L2(Qp) =∫
Qp

f(x)g(x)dxを用いると，p進窓 Fourier変
換は Fgf = (f,MξT−bg)，p進ウェーブレット
変換は Ωψf(a, b) = 1√

cψ
(f, T−bDα

1/ag)と表す
ことができる．
L2(R)上の関数に対して，Fourier変換とウ

ェーブレット変換のハイブリッド型変換と言わ
れる Stockwell変換が，近年注目されている．
本講演では，この Stockwell変換を L2(Qp)上
の関数に対して定義をし，その性質を見ていく．
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3 p進 Stockwell変換の定義とその性質
g ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp) とする．f ∈ L2(Qp)

に対して，

Sg[f ](b, ξ) = |ξ|p
∫

Qp

f(x)g (ξ(x− b))χp(ξx)dx

を f の p進 Stockwell変換と定義する．上で定
義した作用素を用いると，

Sg[f ](b, ξ) = (f,MξT−bD
1
ξ )L2(Qp)

と表すことができ，Stockwell変換がハイブリッ
ドと呼ばれる所以を見ることができる．このと
き，p進ウェーブレット変換と p進 Stockwell

変換について，実数上の関数の Stockwell変換
と同様に，次の関係が成立する：ϕ ∈ L1(Qp)∩
L2(Qp)，ψ(x) = ϕ(x)χp(−x)に対して，

(Sϕf)(b, ξ) =
√
cψ|ξ|−α+1

p χp(ξb)(Ωψf)(b, 1/ξ).

また，窓関数 gが

cϕ =

∫

Qp

|ϕ̂(ξ − 1)|2

|ξ|p
dξ < ∞

を満たすとき，次の Parseval-Steklovy型の等
式が成り立つことがわかった．

(f, h)L2(Qp) =
1

cg

∫

Qp

∫

Qp

Sgf(b, ξ)Sgh(b, ξ)
dbdξ

|ξ|p
.

これにより，弱い意味での再生公式，

f(x) =
1

cϕ

∫

Qp

∫

Qp

Sgf(b, ξ)g(ξ(x− b))χp(−bx)
dξdb

|ξ|p

が成り立つことがわかる．実際，この式はL2(Qp)

の意味で成立することがわかる．また，p 進
Stockwell変換SgはL2(Qp)からL2(Q2

p, dξdb/|ξ|p)
への等長写像だということもわかる．
さらに，gが変数のノルムにしか依存しない

L2(Qp)関数で，f ∈ L2(Qp)が変数のノルム
にしか依存しない，もしくは階段関数であると
き，f の Stockwell変換を無限和を用いた表現
で書き下すことに成功した．詳しい式や証明方
法については，講演の中で解説したい．
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1 Introduction

The dynamics of hydrodynamically unsta-
ble premixed flames is our main concern in the
present study. Based on the multi-scale analy-
sis among hydrodynamic length scale and ther-
mal diffusivity describing internal flame struc-
ture, we obtain the hydrodynamic model for
describing dynamics of hydrodynamically un-
stable flames [1]. Although this model describes
flame evolution with finite thermal expansion
ratio σ > 1, we obtain Sivashinsky’s type sys-
tem assuming that σ − 1 ≪ 1. In the ab-
sence of gravity, the system is well-known as
theMichelson-Sivashinsky equation, which pro-
vides exact solutions called pole solutions [5].
In particular, pole solutions with stationary shape
called coalescent pole solutions are well consid-
ered as references of flame dynamics in more re-
alistic setting (e.g. [1]) for characterizing real
flame evolutions. On the other hand, in the
presence of gravity (e.g. [4]), there are very
limited studies for characterization of solution
structures. In the present study, we apply rig-
orous numerics to the Sivashinsky-type system
describing flame dynamics with the effect of
gravity on underlying fluid field, and discuss
the meaning of results in combustion research
(cf. [3]).

2 The Rakib-Sivashinsky equation

The Rakib-Sivashinsky (RS) equation [4] de-
scribing the dynamics of hydrodynamically un-
stable planar premixed flames in a gravitational
field with weak thermal expansion setting is the
following:

φt +
1

2
φ2x − αφxx −

1

2
I(φ) = −G

2
{φ− ⟨φ⟩}

(1)

on (t, x) ∈ (0,∞)× (0, 1), where

I(φ) :=
∑

k∈Z

∫ 1

0
2π|k|φ(ξ, t)e2πik(x−ξ)dξ,

⟨φ⟩ :=
∫ 1

0
φ(x)dx

and the parameter G is supposed to be non-
negative. The inverse of G is referred to as the
Froude number. The spatial periodic bound-
ary condition is imposed. In the present study,
we pay attention to solutions with a specific
form based on the dynamical feature of pre-
mixed flame fronts:

φ(x, t) = −Ut+ Φ(x), (2)

where U is the propagation speed of (perturbed)
flame fronts. Namely, we focus on traveling
wave solutions with stationary shape described
by the graph of a function Φ. Due to the peri-
odic boundary condition and the fact that I is
a periodic function with respect to x, we have
the following explicit expression of the speed
under (2):

U =
1

2
⟨Φ2

x⟩. (3)

In particular, (1) is transformed into a closed
system for Φ in the case of stationary flame
shape:

1

2
Φ2
x−αΦxx−

1

2
I(Φ)+G

2
{Φ(x)−⟨Φ⟩}−1

2
⟨Φ2

x⟩ = 0.

(4)
Using the transition ψ = φ + Ut, the system
(1) is transformed into

ψt+
1

2
(ψ2

x−⟨ψ2
x⟩)−αψxx−

1

2
I(ψ) = −G

2
{ψ−⟨ψ⟩}.

(5)
Therefore the traveling wave solution with sta-
tionary shape (2) corresponds to a stationary
solution of (5). To formulate our problem for
(1), we apply the Fourier expansion of target-
ing solution Φ as follows:

Φ(x) =
∑

k∈Z
cke

2πikx, ck ∈ C.
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Since Φ is a real value function, then the co-
efficient ck has the constraint c−k = conj(ck).
Moreover, we further make the following as-
symption:

Assumption 1. bk = 0 for all k ∈ Z, where
bk = Im(ck). In particular, Φ is an even func-
tion for x.

Now our problem (5) is reduced to a sys-
tem of countable ordinary differential equations
(ODEs) (cf. [7]). Our aim here is reduced to
compute equilibrium solutions of (5) as well as
its stability through the system of ODEs.

3 Self-consistent a priori bounds

Let X be a separable Hilbert space and
Xk := Span{e1, · · · , ek}. For x ∈ X, xi de-
notes the i-th component of x and, for any
function F : D(F ) → X, we define Fi(x) in
the same way. Let Pk : X → Xk be the or-
thogonal projection. Our interest here is the
solution of the evolutionary system

dx

dt
= F (x) (6)

on X, where F : D(F ) → X is sufficiently
smooth.

Definition 2 (cf. [7]). Let m,M ∈ N with
m ≤ M . A compact set W ⊂ Xm and a se-
quence of pairs {x±k ∈ R | x−k < x+k } for the
topologically self-consistent bounds for (6) if

C1: For k > M , x−k < 0 < x+k .

C2: Let x̂k := max |x±k |, then
∑

k x̂
2
k < ∞.

C3: The function x +→ F (x) is continuous on

B ≡ W ⊕
∞∏

k=m+1

[x−k , x
+
k ] ⊂ X.

Moreover, if f̂k := maxx∈B |Fk(x)|, then∑
k f̂

2
k < ∞.

C4: For every u1, u2 ∈ B such that, for some
k > m,

(u1)k = x+k and (u2)k = x−k ,

then we have

Fk(u1) < 0, Fk(u2) > 0.

C5: For any xm ∈ ∂W and any
utail ∈

∏∞
k=m+1[x

−
k , x

+
k ], we have

PmF (xm + utail) ̸= 0.

The condition (C3) implies thatB ⊂ D(F ) ⊂
X. We know that (6) is equivalent to a sys-
tem of countable ODEs on a domain deter-
mined by self-consistent bounds. The condition
(C5) provides a topological condition for the
existence of exact solutions.. This condition
means that the vector field is not 0 at points
on ∂W ⊕

∏∞
k=m+1[x

−
k , x

+
k ], which is essential to

apply the Conley index theory or mapping de-
gree. We directly apply the above machinery
to a system of ODEs associated with (5) for
proving the existence of exact solutions with
given pair of parameters (α, G), as well as their
stability using Lyapunov function validations
based on e.g. [2].

4 Meaning of results in combustion
research

For any solutions of (1) of the form (2) with
G = 0, there is a known result that the corre-
sponding flame propagation speed U given by
(3) has the explicit upper bound U∞ = 0.125.
(e.g. [6]). On the other hand, our valida-
tion results indicate that there is a stable flame
front with positive G whose propagation speed
is faster than that of any fronts with G = 0,
which looks paradoxical compared with realis-
tic features (e.g. [3]). Nevertheless, the present
result can provide a true morphology of flames
outside the earth, such as International Space
Station.
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γϯϓϨΫςΟοΫੵ๏ʹର͢ΔӨͷϋϛϧτχΞϯͷଘࡏɾඇଘ
͍ͯͭʹࡏ

୩ޱ ོ 1,2

1 ਆށେֶେֶӃγεςϜใֶڀݚՊࢉܭՊֶઐ߈ɼ2 JST ͖͕͚͞
e-mail : yaguchi@pearl.kobe-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

γϯϓϨΫςΟοΫੵ๏ɼओʹϋϛ
ϧτϯํఔࣜΛରͱͨ͠ํؒ࣌ͷࢄԽख
๏ͷ͏ͪɼൃؒ࣌లࣸ૾͕γϯϓϨΫςΟοΫࣸ
૾ͱͳ͍ͬͯΔΑ͏ͳख๏ͷ૯শͰ͋Δɽද
తͳͷʹɼγϯϓϨΫςΟοΫRunge–Kutta

๏มతੵثʢvariational integratorʣͳ
Ͳ͕ΒΕ͍ͯΔɽγϯϓϨΫςΟοΫੵ
๏ɼݧܦతʹΤωϧΪʔͦͷଞͷอଘ
ྔͷอଘੑ͕ྑ͍͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ࣮ࡍɼ
มతੵثʹ͍ͭͯɼࢄԽޙͷϥάϥϯ
δΞϯ͕͋ΔछͷରশੑΛͭͷͰ͋Εɼͦ
Εʹਵ͢Δอଘଇ͕Γཱͭͱ͍͏ɼࢄ൛
ͷ Noetherͷఆཧཱ͕͢Δ [1]ɽ·ͨɼΤω
ϧΪʔͷอଘଇʹ͍ͭͯɼӨͷϋϛϧτχΞ
ϯͱݺΕΔྔ͕ࣜܗతʹఆ·ΓɼγϯϓϨΫ
ςΟοΫੵ๏ɼ͜ΕΛϋϛϧτχΞϯ
ͱ͢Δϋϛϧτϯܥͱͯ͠ཧղ͞ΕΔ͜ͱ͕͋
Δ [2, 3]ɽ
͔͠͠ɼҰํɼӨͷϋϛϧτχΞϯɼBaker–

Campbell–Hausdorffల։ͳͲʹΑΓɼࣜܗత
ͳແڃݶͳͲͱͯ͠ఆ·Δ͜ͱ͕ଟ͘ɼ·ͨɼ
͜ͷڃඞͣ͠ऩଋ͢Δ͜ͱ͕อূ͞Εͯ
͍ΔΘ͚Ͱͳ͍ɽ࣮ࡍɼաڈʹզʑ͕ͨͬߦɼ
ϒϥοΫϗʔϧपΓͷ࣭ͷӡಈʹؔ͢Δ
ͳ͍ͱ͠ࡏͰɼӨͷϋϛϧτχΞϯ͕ଘࢉܭ
͕ͨͬ͋߹ΘΕΔࢥ [4]ɽ࣮ࡍɼωΛγϯϓϨ
ΫςΟοΫࣜܗͱ͢ΔγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷
ମ (M,ω)্Ͱఆٛ͞Εͨɼ͋ΔϕΫτϧX

͔Βੜ͞ΕΔϑϩʔ͕͋ΓɼͦΕ͕γϯϓϨ
ΫςΟοΫࣜܗΛอଘ͢Δɼ͢ͳΘͪɼωͷX

ʹͦͬͨ Lieඍʹ͍ͭͯ

LXω = 0

͕Γཱ͍ͬͯͨͱ͢ΔͱɼΧϧλϯͷެࣜ
ΑΓ

d(X !ω) +X !dω = 0

Ͱ͋Δ͕ɼγϯϓϨΫςΟοΫࣜܗ ω͕ดࣜܗ

Ͱ͋Δ͜ͱ͔Β

d(X !ω) = 0

ͱͳΔɽैͬͯɼ͠ɼMͷ ίϗϞϩ࣍1
δʔH1(M;R)͕ফ͍͑ͯΕɼ͋ΔؔH :

M → R͕ଘͯ͠ࡏ

X !ω = dH

ͱͳΔɽ͜ΕϋϛϧτϯํఔࣜͰ͋Δɽ͜ͷ
γϯϓϨΫςΟοΫϑϩʔʹର͢Δͷࢉܭ
Ͱ͋ΓɼγϯϓϨΫςΟοΫࣸ૾Ͱ͋Δγϯϓ
ϨΫςΟοΫੵ๏ʹɼɼద༻͞ΕΔ
ͷͰͳ͍ɽ͠ ͔͠ɼଟ༷ମMͷϗϞϩδʔ
ͳ͠ࡏΑͬͯɼӨͷϋϛϧτχΞϯ͕ଘʹ܈
͍ՄੑΛࣔࠦ͢ΔͷͰ͋Δɽ࣮ࡍɼҎલɼ
զʑ͕ࢉܭͨͬߦʹɼϒϥοΫϗʔϧͱ͍͏
ಛҟ͕ଘ͓ͯ͠ࡏΓɼ࣮࣭తʹۭ࣌ʹ͕ۭ݀
͍͍ͯΔͱ͑ߟΒΕΔɽ
Ҏ্Λ౿·͑ɼຊڀݚͰɼγϯϓϨΫςΟο
Ϋੵ๏ʹର͢ΔӨͷϋϛϧτχΞϯͷଘ
ߟ͔Β؍Կֶతͳزɼ͍ͯͭʹࡏɾඇଘࡏ
͢Δɽ

2 ͷ४උ߸هͱޠ༺

MΛ࿈݁ͰڥքΛͨͣɼดͳ C∞ଟ༷ମ
ͱ͠ɼγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମ (M,ω)্Ͱ
ఆٛ͞Εͨϋϛϧτϯํఔࣜʹର͢ΔγϯϓϨ
ΫςΟοΫੵ๏Λ͑ߟΔɽ
M্ͷඍಉ૬܈Λ Diff(M)ɼγϯϓϨΫ
ςΟοΫಉ૬܈Λ Symp(M,ω)ͱॻ͘ɽΒ͔
ͳࣸ૾ ψ : [0, 1]×M → M, (t, q) #→ ψt(q)Ͱɼ
શͯͷ tʹରͯ͠ɼtΛݻఆͨࣸ͠૾ ψt ͕γ
ϯϓϨΫςΟοΫࣸ૾ʹͳΔΑ͏ͳ ψΛ sym-

plectic isotopy ͱݺͿɽ͜ͷΑ͏ͳࣸ૾ɼ͋
ΔγϯϓϨΫςΟοΫϕΫτϧ͔Βੜ͞Ε
Δ͕ɼಛʹɼͦͷϕΫτϧ͕ϋϛϧτϯϕΫ
τϧͰ͋ΔͷΛHamiltonian isotopyͱݺ
ͿɽγϯϓϨΫςΟοΫಉ૬܈ͷ͏ͪɼ߃ࣸ
૾͔ΒͷHamiltonian isotopy ͕ଘ͢ࡏΔͷ
ͷू߹ΛHam(M,ω)ͱද͠ɼಉ༷ʹ߃ࣸ૾
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ͱ symplectic isotopic ͳͷΛ Symp0(M,ω)

ͱද͢ɽ

3 γϯϓϨΫςΟοΫزԿֶͷ؍͔Β
ͷӨͷϋϛϧτχΞϯͷଘࡏɾඇଘࡏ

γϯϓϨΫςΟοΫੵ๏ɼࠁΈ෯∆t

Λݻఆ͢Δ͝ͱʹɼγϯϓϨΫςΟοΫࣸ૾Λ
༩͑Δɽ·ͨɼ͜ͷࣸ૾ ∆t → 0ͱ͢Ε
ࣸ૾ͱ߃ࣸ૾ʹۙͮͨ͘Ίɼ߃ symplectic

isotopicͰ͋Δɽͭ ·Γɼ֤ γϯϓϨΫςΟοΫ
ੵ๏ Symp0(M,ω)ͷݩͱݟͳ͢͜ͱ
͕Ͱ͖ΔɽຊߨԋͰɼγϯϓϨΫςΟοΫ
ੵ๏ʹର͢ΔӨͷϋϛϧτχΞϯͷଘࡏɾ
ඇଘࡏΛ͑ߟΔ͕ɼ্ड़ͷΑ͏ʹɼγϯϓϨΫ
ςΟοΫੵ๏ Symp0(M,ω)ͷݩͱΈ
ͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖ΔͨΊɼӨͷϋϛϧτχΞϯͷ
ଘࡏɾඇଘࡏΛ͑ߟΔͨΊʹɼSymp0(M,ω)

ͷ͕ݩɼϋϛϧτϯํఔࣜͷղࣸ૾ʹͳ͍ͬͯ
Δ͔Ͳ͏͔Λ͑ߟΕΑ͍ɽ͔͠͠ɼ͜͜Ͱɼ
ࣸ૾͔ΒͷHamilton߃ isotopy͕ଘ͢ࡏΔɼ
͢ͳΘͪɼϋϛϧτϯϕΫτϧΛੵ͢Δ͜
ͱʹΑͬͯಘΒΕΔΑ͏ͳγϯϓϨΫςΟοΫ
ࣸ૾ͷू߹ΛHam(M,ω)ͱද͍ͯͨ͜͠ͱΛ
ग़͢ͱɼγϯϓϨΫςΟοΫੵ๏͕͍ࢥ
ӨͷϋϛϧτχΞϯΛ͔ͭͲ͏͔ͱ͍͏
ɼ݁ ʹHam(M,ω)͕ݩɼSymp0(M,ω)ͷہ
ؚ·ΕΔ͔ɼͱ͍͏ʹஔ͖ΘΔɽ͜Εɼ
γϯϓϨΫςΟοΫزԿֶͷΑ͘ΒΕͨ
Ͱ͋ΓɼBanyagaͷఆཧͱͯ͠ཧղ͞Ε͍ͯΔ
ʢ[5]ͳͲɽʣ

ఆཧ 1 (M,ω)ด͔ͭ࿈݁ͳγϯϓϨΫςΟ
οΫଟ༷ମͱ͠ɼψ ∈ Symp0(M,ω) ͱ͢Δɽ
ψ ∈ Ham(M,ω) Ͱ͋Δͷɼ͋Δ symplectic

isotopy ψt͕ଘͯ͠ࡏ

ψ0 = id, ψ1 = ψ, Flux({ψt}) = 0

Ͱ͋Δͱ͖Ͱ͋Γɼ·ͨɼͦͷͱ͖ʹݶΔɽ

͜͜ͰɼFlux : S̃ymp0(M,ω) → H1(M;R)
 flux homomorphismͱݺΕΔࣸ૾Ͱ͋Δɽ
S̃ymp0(M,ω)  Symp0(M,ω) ͷීวඃ෴Ͱ
͋Δɽ
ͷఆཧɼγϯϓϨΫςΟοΫੵ๏ه্

͕ఆΊΔγϯϓϨΫςΟοΫࣸ૾͕Ham(M,ω)

ʹؚ·ΕΔ͔Ͳ͏͔Λఆ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ
ͷͰ͋Γɼै ͬͯɼӨͷϋϛϧτχΞϯͷଘࡏΛ
ఆ͢Δͷͱ͑ݴΔɽಛʹɼ1࣍ίϗϞϩδʔ
H1(M;R)͕ফ͍͑ͯΕ Flux({ψt}) = 0ͱ

͍͏݅ࣗવʹຬͨ͞ΕɼSymp0(M,ω)ͱ
Ham(M,ω)Ұக͢Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼ͜ͷ
߹ɼجຊతʹɼͲͷΑ͏ͳγϯϓϨΫςΟοΫ
ੵ๏ʹରͯ͠ӨͷϋϛϧτχΞϯͷଘ
ίϗϞϩδʔ࣍อূ͞ΕΔɽͦͷͨΊɼ1͕ࡏ
H1(M;R)ɼγϯϓϨΫςΟοΫੵ๏
ͷ༗ޮੑΛ֬ೝ͢ΔͨΊͷ؆୯ͳఆʹ༻͍Δ
͜ͱ͕ग़དྷΔɽ

ँࣙ ຊڀݚJST͖͕͚͞ (JPMJPR16EC)

ͷิॿΛड͚͍ͯΔɽ
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ϙςϯγϟϧܥͷཱݽෆมू߹ͷίϗϞϩδʔͷධՁ
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1 ओ݁Ռ

U(q)(q ∈ Rd)ΛΒ͔ͳؔͱ͠ɼM(q)Λ
q ∈ RdʹΒ͔ʹґଘ͢Δ d࣍ͷਖ਼ରশߦ
ྻͱ͠ɼϥάϥϯδΞϯ

L(q, q̇) =
1

2
⟨q̇,M(q)q̇⟩ − U(q)

Λ͑ߟΔɽ͜ͷϥάϥϯδΞϯʹؔ͢Δϥάϥ
ϯδϡܥ

d

dt
(M(q)q̇) = −∇U(q) (1)

ͱද͞ΕΔɽ
֤ղʹԊͬͯɼΤωϧΪʔ

h = E(q, q̇) :=
1

2
⟨q̇,M(q)q̇⟩+ U(q)

ҰఆͰ͋ΔɽhͷΛݻఆ͠ɼͦ ͷΤωϧΪʔ
໘ۂ

M(h) := {(q, q̇) | E(q, q̇) = h}

͍͓ʹΔɽ͜ͷͱ͖ɼҐۭؒ͑ߟͯ͠ݶ੍ʹ
ͯ q͕औΓ͏Δൣғɼ

H(h) = {q | U(q) ≤ h}

ΕΔɽ͞ݶ੍ʹ
ճ͠ʹ͠ɼओ݁ՌΛड़Δɽޙͷઆ໌ޠ༺

q = (x,y) ∈ R×Rd−1ͱද͢͜ͱʹ͢Δɽa < b

Λݻఆ͠ɼ

Nh(a, b) := {(q,p) ∈ M(h) | a ≤ x ≤ b}
Th(a, b) := {q ∈ H(h) | a ≤ x ≤ b}.

ͱ͓͘ɽTh(a, b)ͷڥք Ba := {q ∈ H(h) |
x = a}, Bb := {q ∈ H(h) | x = b} ͔ΒͳΓɼ
ͦΕΒͷ্Ͱ

∂U

∂x
< 0 on Ba,

∂U

∂x
> 0 on Bb (2)

͕Γཱͪɼ

sup
y

U(x,y) > h (∀x ∈ [a, b]) (3)

͕Γཱͭͱ͢Δɽ

ఆཧ 1. M(q)Λ୯Ґྻߦͱ͠ɼh ∈ R, U(q)

͕ (2), (3)Λຬͨ͠ɼA > 0, B > 0͕֤͋ͬͯ
(x,y) ∈ Th(a, b)ʹରͯ͠

−Ax2 ≤ U(x, 0), U(x,y) ≤ B|y|2,

3π2h2 ≥ 4B(b− a)2(3h+A(b− a)2).

Λຬͨ͢ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼཱݽෆมू߹ I ⊂
Nh(a, b) ͕ଘ͠ࡏɼȞ2d−3(I) ̸= {0}Λຬͨ͢ɽ

2 ߹ෆมूཱݽ

ࣗྭతͳৗඍํఔࣜ

ẋ = f(x) x ∈ M

Λ͑ߟΔɽMଟ༷ମͰ͋Δɽ͜ ͷflowΛϕt(x)

ͱ͢Δɽ
S ⊂ M ͕ෆมू߹ (invariant set)ͱ

∪t∈Rϕ
t(S) = S

Λຬͨ͢͜ͱΛ͍͏ɽN ⊂ M ʹରͯ͠ɼ

Inv(N,ϕ) = {x ∈ N | ϕt(x) ∈ N(∀t ∈ R)}

ͱ͓͘ɽS ߹ෆมूཱݽ͕ (isolated invariant

set)Ͱ͋Δͱ, S ͷ͋Δۙ N ʹΑΓ S =

Inv(N,ϕ) ⊂ int(N)(int(N)N ͷ෦)ͱද
ͤΔ͜ͱΛ͍͏ɽ
N ⊂ M ΛڥքΛͭ࣋෦ଟ༷ମͰ dimN =

dimM ͱ͢Δɽ∂N = nͱ͢Δɽ

n+ = {p ∈ n | ∃ε > 0, ∀t ∈ (−ε, 0),ϕt(p) /∈ N}
n− = {p ∈ n | ∃ε > 0, ∀t ∈ (0, ε),ϕt(p) /∈ N}
τ = {p ∈ n | f(x) ∈ Tpn}

ͱ͓͘ɽNཱ͕ݽԽϒϩοΫͰ͋Δͱɼn+∩
n− = τ Ͱ τ ͕ nͷ༨ݩ࣍ 1ͷ෦ଟ༷ମͰ͋
Δ͜ͱΛ͍͏ɽཱݽԽϒϩοΫN ʹରͯ͠ɼ

a+ = {p ∈ n+ | ϕt(p) ∈ N(∀t > 0)}
a− = {p ∈ n− | ϕt(p) ∈ N(∀t < 0)}

ͱ͓͘ɽ·ͨɼ

I := {p ∈ N | ϕt(p) ∈ N(∀t ∈ R)}
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ཱݽෆมू߹ʹͳΔɽ
x ∈ n\a+ʹରͯ͠, σ+(x)Λ

σ+(x) = sup{t1 ≥ 0 | ϕt(x) ∈ N(∀t ∈ [0, t1])}

ʹΑΓఆΊΔɽπ+ : n\a+ → n− Λ π+(x) =

ϕσ+(x)(x)ʹΑΓఆΊΔɽ

ఆཧ 2 (Easton [1]). n\a+ͷ k࣍ͷϗϞϩδʔ
ͷݩ z = [c] ∈ Hk(n\a+)͕ଘͯ͠ࡏɼ

z − z′ ̸= 0 in Hk(n\a+)
zz′ = 0 in Hk+1(N,n)

Λຬͨ͢ͱ͢Δɽ͜͜Ͱɼ

z′ = π+
∗ (z),

zz′ = [{ϕt(x) | x ∈ c, t ∈ [0,σ+(x)]}]

Ͱ͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼȞn−k−2(I) ̸= {0}͕Γ
ཱͭɽ

ຊڀݚͰɼϥάϥϯδϡܥʹ͓͍ͯɼ͜ͷ
ఆཧͷ k = 0, n = 2N − 1ͷ߹ͷԾఆΛม
๏Λ༻͍ͯ֬ೝ͢Δ͜ͱͰɼཱݽෆมू߹ͷ
2n−3࣍ͷίϗϞϩδʔ͕ 0Ͱͳ͍͜ͱΛࣔ͢ɽ

3 ϥάϥϯδϡܥ

1અͰड़ͨϥάϥϯδϡܥΛ͑ߟΔɽ(2)͕
ΓཱͯɼNh(a, b)ཱݽԽϒϩοΫͰ͋Δɽ

Sab = {(q(0),p(0)) ∈ Nh(a, b) | ∃t0 < 0 < t1,

q(t0) ∈ Ba, q(t1) ∈ Bb,

q(t) ∈ Th(a, b)(t0 < t < t1)}.

ͱ͓͘ɽEastonͷఆཧΑΓɼSab͕ۭͰͳ͚Ε
ΕɼȞ2n−3(I) ̸= {0}ͱͳΔཱݽෆมू߹ I

͕ଘ͢ࡏΔɽ
൚ؔ

I =

∫ 1

0
2(h− U(r))ds

∫ 1

0
⟨ṙ,M(r)ṙ⟩ds

ʹؔ͢ΔมΛ͑ߟΔɽr(s)͕ I ′(r) = 0

Λຬͨͤɼq(t) := r(t/T ) E(q, q̇) = hΛ
ຬͨ͢ (1)ͷղʹͳΔɽ͜͜Ͱɼ

T =

√√√√
1
2

∫ 1
0 |drds |2ds∫ 1

0 h− U(r)ds

Ͱ͋Δɽ

α ∈ Ba,β ∈ Bbʹରͯ͠ɼ

Ω(α,β) = {r : [0, 1] 0→ Rn | r1(0) = α,

r1(1) = β, a ≤ r1(s) ≤ b, U(r(s)) < h}

ͱ͓͘ɽ

໋ 1. ͋Δ α ∈ Ba,β ∈ Bb ʹରͯ͠ɼ

inf
Ω(α,β)

I < inf
∂Ω(α,β)

I (4)

͕Γཱͭͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼNh(a, b)ʹؚ·
ΕΔཱݽෆมू߹ I͕ଘ͠ࡏɼȞ2n−3(I) ̸= {0}
͕Γཱͭɽಛʹɼdim I ≥ 2n− 3Ͱ͋Δɽ

ఆཧ 1ͰԾఆͨ͠ෆࣜʹΑΓ (4)͕ࣔͤɼ
ఆཧ 1͕ূ໌͞ΕΔɽ

4 nத৺ͷԠ༻

nத৺

d2q

dt2
= −

n∑

j=1

mj
q − aj

|q − ai|3
(q ∈ Rd)

Λ͑ߟΔɽ
a1, . . . ,an͕ಉҰઢ্ʹ͋Δ߹Λ͑ߟΔɽ
ఆཧΛԠ༻͢Δ͜ͱͰɼྡΓ߹͏ 2࣭ͷؒ
ɼͦͷ͠ࡏෆมू߹͕ଘཱݽʹ (2d−3)࣍ͷί
ϗϞϩδʔ 0Ͱͳ͍ɽ

5 2ॏৼΓࢠͷԠ༻

M(q)͕୯ҐྻߦͰͳ͍߹ʹɼఆཧ 1
֦ுͰ͖ΔɽͦͷԠ༻ྫͱͯ͠ 2ॏৼΓࢠͷϥ
άϥϯδΞϯ

L =
1

2
m1l

2
1θ̇

2
1

+
1

2
m2(l

2
1θ̇

2
1 + l22θ̇

2
2 + 2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2))

+ (m1 +m2)gl1 cos θ1 +m2gl2 cos θ2

Λ͑ߟΔɽ
(θ1, θ2, θ̇1, θ̇2) = (0,π, 0, 0)ΛؚΉཱݽԽϒ
ϩοΫ͕ͱΕɼͦΕʹؚ·ΕΔཱݽෆมू߹
I ⊂ N ͕ଘ͠ࡏɼȞ1(I) ̸= {0}Λຬͨ͢ɽ
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Topological computation analysis of meteorological time-series
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1 序
Morseグラフは，力学系の回帰的不変集合の

勾配的関係を表現する，計算機を用いた方法で
ある [1]．すなわち，相空間をグリッド分割し，
力学系に誘導されたグリッド要素間の多価写像
を得る．この多価写像は，グリッド要素を頂点，
写像による対応を辺とした有向グラフで表され
る．この有向グラフは，いくつかの強連結した
部分と，それらを勾配的に繋ぐ部分とに分けら
れるため，新たに前者を頂点，後者を辺とした
有向グラフが得られる．これをMorseグラフと
いい，またその頂点に当たる部分に対応する不
変集合をMorse集合という．Morse集合は元の
力学系の回帰的不変集合をグリッドで外から近
似したものになっている．
元来は力学系モデルに対し厳密な結論を得

るために開発されたこの方法は，時系列解析
へとその適用範囲を広げつつある．本研究は
ノイズを含む時系列データ解析への応用であ
る．特に，現実のデータを扱う際にパラメータ
の選定は不可避であり，それに大きく依存しな
い，相空間内の本質的なダイナミクスを表す方
法を考察する．以下に述べるこの方法をMorse

graph method for stochastic time-series data

(MGSTD)と呼ぶことにする [2]．

2 方法
相空間のグリッド分割 二次元の相空間を考え
る（原理的には一般の次元に拡張できる）．相
空間をグリッドサイズ hで分割する．ただしグ
リッドの原点を (δ2, δ2) ∈ [0, h)2とする．する
とグリッド要素はQi = [ni

1h+ δ1, (ni
1 +1)h+

δ1]× [ni
2h+ δ2, (ni

2+1)h+ δ2], ni
1, n

i
2 ∈ Z，と

いう形になる．このグリッド分割（グリッド要
素の集合）をRとする．

多価写像 νiをグリッド要素Qi ∈ R内のデー
タ数，µi→j をQiからQj へ遷移するデータ数
とすると，QiからQj への遷移確率は Ti→j =

µi→j/νiである．Ti→jがTj→iよりも有意に大き

い（resp. 小さい）ならば i→ j（resp. i← j）
と表し，その違いが有意でないならば i ↔ j

と表すようにする．そこで，有意さを表す実数
ρ (≥ 1)を導入し，次のように遷移を定める：

i→ j if ρ< Ti→j/Tj→i

i↔ j if ρ−1≤ Ti→j/Tj→i ≤ ρ

i← j if Ti→j/Tj→i < ρ−1

さらに，稀なイベントを除くため，閾値 µ∗ ∈
Nを導入し，µi→j ≥ µ∗ の遷移のみを考慮す
る．こうして i → j または i ↔ j でありかつ
µi→j ≥ µ∗であるときに iから jへの対応があ
るように多価写像が定められる．この多価写像
からMorseグラフおよびMorse集合が求まる．

パラメータは全部で 6個ある；h, δ1, δ2, ρ, µ∗．

適切な µ∗の決定 µ∗が小さすぎると，ほとん
ど全てのグリッド要素が連結するため，一つの
Morse集合が相空間のほぼ全域を覆ってしまい，
遷移の情報は得られない．µ∗ が大きくなるに
つれ，グリッド要素の連結が減るため，ある値
で大きいMorse集合がいくつかの小さいMorse

集合に分裂する．µ∗が大きすぎると，分裂がさ
らに進み，勾配的関係を持たない互いに独立な
Morse集合だけになり，再び遷移の情報は得ら
れない．
そのため，相空間上の動きを表すのに適切な

µ∗ の値は，相空間のほぼ全域を覆うほど大き
いMorse集合がいくつかの同程度の大きさの
Morse集合に分裂した瞬間のものである．すな
わち，最も大きいMorse集合と二番目に大きい
Morse集合の大きさ（グリッド要素の数）の比
が急激に小さくなるときの µ∗の値をとる．

MGSTD ベクトル場 (δ1, δ2) は相空間のグ
リッド分割の原点に過ぎず，相空間内のダイナ
ミクスには関係ないはずである．しかしながら，
現実のデータのようにデータ数が十分でない場
合，この原点が変わることで多価写像が大きく
変化し，Morseグラフが大きく異なり得る．そ
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こで (δ1, δ2)に依存しない動きを，以下のよう
に定義される平均的なベクトル場で表現する．
各 (δ1, δ2) ∈ [0, h)2に対し，まずグリッド分

割R(δ1,δ2)を定め，MorseグラフとMorse集合
の族 {MSi}を求める．#(MSi)をMSi の大き
さ（グリッド要素の数），|MSi|をMSiの幾何
学的実現，piを |MSi|の重心とする．次に，こ
のMorseグラフにおける各MSiからMSjへの
勾配関係に対し，向きが pi − pj に平行で長さ
が (#(MSi) +#(MSj))/2のベクトルを，piと
pjとの#(MSi)：#(MSj)内分点に置き，vijと
する．次に，各グリッド要素R ∈ R(δ1,δ2)に対
し，{vij}のうちR内に置かれたものの平均ベ
クトルを，Rの中心に置き，v(R)とする．
この {v(R) | R ∈ R(δ1,δ2), (δ1, δ2) ∈ [0, h)2}

を (δ1, δ2)について次のように平均する．まず基
準となる（例えば (δ1, δ2) = (0, 0)のときの）グ
リッド分割Qを定める．各グリッド要素Q ∈ Q
に対し，{v(R)}のうちQ内に置かれたものの平
均ベクトルを，Qの中心に置き，w(Q)とする．
こうして得られる {w(Q) | Q ∈ Q}をMGSTD

ベクトル場と呼ぶことにする．

3 結果
例として，次の二次元確率微分方程式が生成

する時系列を解析する：
{
dxt = ytdt+ σdBx

t ,

dyt = [−4yt + xt(1− x2t )]dt+ σdBy
t ,

(1)

ここでBx
t とBy

t はそれぞれ独立な標準ブラウ
ン運動．ノイズがなければ（σ = 0），二つの
沈点 (±1, 0)と一つの鞍点 (0, 0)がある．この
時系列データから求まるMGSTDベクトル場
が図 1である．ノイズがないときのフローを質
的に再現している．
さらに，実際の気象データから得られた時系

列を解析する．対流圏や成層圏の気圧配置の時
間変化を主成分解析した，第一・第二主成分ス
コア (PC1, PC2)の時系列データである．対流圏
について求まるMGSTDベクトル場が図 2で
ある．ここで見られる特徴的な動きは，気圧配
置の遷移に関する気象学的な知見と合致する．

謝辞 本研究は JST CRESTおよび JSPS科
研費 JP25287029, JP26310208, JP18H03671,

JP25610028, JP26310201, JP18K03734 の支
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図 1. 二次元確率微分方程式 (2)が生成する時系列データ
から求まるMGSTDベクトル場．論文 [2] Figure 2.6-(c)
より転載．
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図 2. 対流圏の気象データから求まるMGSTDベクトル
場．論文 [2] Figure 3.1-(a)より転載．
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αʔϏεECʹ͓͚Δਓʑͷ༧ߦಈύλʔϯʹͮ͘جधཁ༧ଌϞσϧ
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1 ֓ཁ

αʔϏεECͱɺwebΛ༻͍ͨࣄલ༧͕
ՄͳαʔϏε܈ͷ૯শͰ͋Γɺྫཱྀ͑ߦ
ϗςϧɺۭ݊ߤɺඒ༰ӃϚοαʔδɺҰ෦ͷҿ
৯ళͳͲ͕ͦΕʹؚ·ΕΔɻզʑɺͦ͏͍ͬ
ͨ web༧αʔϏε ECʹ͓͚Δਓʑͷߦಈ
ύλʔϯΛ໌Β͔ʹͯ͠ɺधཁ༧ଌΛՄʹ͢
ΔϞσϧͷ։ൃΛ͍ͯͬߦΔɻຊڀݚʹ͓͍ͯ
ɺ༧ߦಈΛ͋ΔࣗવݱͷΑ͏ʹଊ͑ɺ͍
͔ͭ͘ͷԾఆɺԾઆΛ্͓͍ͨͰ༧σʔλΛ
༻͍ͨधཁ༧ଌͷΞϧΰϦζϜΛఏҊ͢Δɻ

2 ϞσϦϯά

2.1 ఆٛ

͋ΔαʔϏεʹର͢Δ༧ X(t) ͱΩϟϯ
ηϧ Y (t) ͕ɺҎԼͷؔʹैͬͯ;Δ·͏
ͱ͢Δɻ

X(t) = AφX(t) (1)

Y (t) = BφY (t) (2)

ͨͩ͠ɺA > B > 0ͱ͠ɺtαʔϏεڗड
ʢྫ͑ϗςϧͰ͏ݴͱ॓ധʣΑΓԿલ͔
Λࣔؒ͢ظʢ୯ҐɿʣͰ͋ΓɺφX(t),φY (t)

ɺ

φX(0) = 1, lim
t→∞

φX(t) = 0

φY (0) = 1, lim
t→∞

φY (t) = 0

Λຬͨ͢ͷͱ͢Δɻͭ·Γ͜ͷ࣌ɺX(0) =

A,X(∞) = 0, Y (0) = B, Y (∞) = 0 ͱͳΔɻ

2.2 Ծઆ

ఆٛͷͱɺҎԼͷԾઆΛஔ͘ɻ
φ(t)ΛɺφX(t),φY (t)ʹڞ௨͢Δੑ࣭Λؔͭ࣋
ɺ͢ ͳΘͪφ(t)͕ຬͨ͢ੑ࣭ɺφX(t),φY (t)

ຬ͢ΔΑ͏ͳؔͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺҙ
ͷ 0 ≤ t1 < t2ʹର͠ɺ࣍ͷཱ͕ࣜ͢ΔͱԾ
ఆ͢Δɻ

φ(t2) = φ(t1)φ(t2 − t1) (3)

͜ͷࣜΛ͍͑ݴΔͱɺ͋Δ۠ؒ eͱ α

͕༩͑ΒΕͨ࣌ɺ

φ(α) = φ(0)φ(α− 0) = φ(α)

φ(α+ e) = φ(α)φ(e)

ͷΑ͏ʹɺe ޙʢ͋Δ͍લʣͷɺα 
͚ͩ߹ͰͷʹΑΒͣɺ͔ͦ͜ΒҰఆͷׂ࣌
Δʢ૿͑Δʣɺͱ͍͏Α͏ͳੑ࣭Λද͢ɻݮ
͜ͷੑ࣭ɺࣗવքʹ͓͍ͯࢠݪͷظݮͷ
ੑ࣭ʹݟΒΕΔΑ͏ͳɺࣗݾൺྫ͢ͳΘͪ
ଌʹൺྫ͢؍Ͱͷ࣌ଌͷมԽ͕ɺͦͷ؍
Δ͜ͱΛҙຯ͍ͯ͠Δɻ͢ͳΘͪɺਓͷ༧ߦ
ಈͦͷͷΛࣗવݱͷΑ͏ʹݟͳ͠ɺ༧
ɺظ͔Βԕ͔͟ΔʹͭΕͦͷʹൺྫͯ͠
ʑݮগ͍ͯ͘͠ͱ͍͏͜ͱΛԾఆͨ͜͠ͱʹ
ͳΔɻ

2.3 ݁ؼ

༧ɺΩϟϯηϧʹର্ͯ͠هͷఆٛͱ
ԾઆΛஔ͍ͨ߹ɺφX(t),φY (t)ཅʹද͢͜
ͱ͕ग़དྷΔɻ

φX(t) = exp

(
− t

τX

)

φY (t) = exp

(
− t

τY

)

ͨͩ͠ɺτX , τY ਖ਼ͷ࣌ఆͰ͋Δɻ

3 ࣮σʔλʹΑΔূݕ

ͷ॓ധ༧σʔλʹର͢Δσʔλੳͷࡍ࣮
݁Ռɺ॓ധ༧X(t), Ωϟϯηϧ Y (t) ɺ
͋ΔఆA,B, τX , τY Λ༻͍ͯ

X(t) = A exp

(
− t

τX

)
(4)

Y (t) = B exp

(
− t

τY

)
(5)

ʹ૬Ԡ͘͠ϑΟοςΟϯά͞ΕΔ͜ͱ͕Θ͔ͬ
ͨɻ
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ਤ 1. ༧ɺΩϟϯηϧͷࢦؔϑΟοςΟϯάΠ
ϝʔδ

4 धཁ༧ଌΞϧΰϦζϜ

༧σʔλ͕ࢦؔʹ༗ҙʹϑΟοςΟϯ
ά͞ΕΔͱ͍͏ཧͷͱɺࣜ (4),(5)Λ༻͍
ͯधཁ༧ଌΛ͓͜ͳ͏͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ
͔Βظ tલ࣌Ͱͷ߹ܭ༧SX(t), SY (t)

ɺԼهͰද͞ΕΔɻ

SX(t) =

∫ ∞

0
X(t)dt = AτX exp

(
− t

τX

)

SY (t) =

∫ ∞

0
Y (t)dt = BτY exp

(
− t

τY

)

͜ͷࣜΘ͔ΔΑ͏ʹɺt = 0ͷ࣌ɺͭ·Γ࠷
ऴతͳ༧ɺΩϟϯηϧͷ૯ͦΕͧΕ
AτX , BτY ͱͳΔɻ͍͑ݴΕɺtલ࣌Ͱɺ
=ऴతʹͲΕ΄Ͳͷར༻ऀʢ࠷ AτX −BτYʣ
ͱͳΔ͔ΛࠐݟΊΔधཁ༧ଌ͕ՄͱͳΔɻ
ઃࢪͷ݁ՌͱΛ༻͍Δͱɺྫ͑॓ധ͜ʹߋ

ߴͷՁ͕֨ࡏݱͰɺ࣌ͳͲʹɺtલ͚
͗ͨ͢Γ͗ͨ͢Γ͢ΔΑ͏ͳஅΛଅ͠ɺμ
ΠφϛοΫϓϥΠγϯάʹཱͭΈΛߏங
͢Δ͜ͱ͕ग़དྷΔͩΖ͏ɻ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ݙจߟࢀ
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҆ఆʹΑΔ҉߸௨՟ͷՁ֨มಈղੳͱͦͷධՁख๏

֟த ࣏৾ 1, ക ݈ 1

߈ઐֶՊཧڀݚେֶେֶӃใֶژ1
e-mail : kakinaka.shinji.35e@st.kyoto-u.ac.jp, umeno.ken.8z@kyoto-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ͰϥϯμϜΥʔΫཧֶయతͳۚ༥ݹ
نՁͷมಈ͕ਖ਼࢈ࢿ༥͍ۚͯͮجʹ
ʹै͏ͱ͑ߟΒΕ͍͕ͯͨɺ࣮ࡍͷࢢۚ༥
ΓɺՁ֨ม͓͖ͯىಅ͕ߴͷΑ͏ʹམػة
ಈΛධՁͰ͖ΔϞσϧͷॏཁੑ͕֬࠶ೝ͞
Ε͍ͯΔ. ҆ఆϑΝοτςʔϧੑΛ༗͢
ΔύϥϝτϦοΫͳͷΫϥεͰ͋Γ, ۚ༥
ݚͳมಈΛଊ͑Δͱͯ͠ۃଌ͞ΕΔ؍Ͱࢢ
Ε͖ͯͨ͞ڀ [1, 2]. ͜͜Ͱ, ैདྷͷதԝཧ
తͳγεςϜΛͨ࣋ͳ͍҉߸௨՟ࢢʹ͓͚Δ
Ձ֨มಈΛ҆ఆΛ༻͍ͯੳ͠, ಛ͚
Λ͏ߦ. ·ͨ, Ұൠతʹ҆ఆʹΑΔੳ
֬ࢹೝʹཹ·Δ߹͕ଟ͘, ಘΒΕΔਪఆ݁
Ռʹରͯ͠౿ΈࠐΜͩٞΛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ
͍. ͦ͜Ͱ, ҰൠԽத৺ݶۃఆཧͷཧతഎܠ
ؔڑੳ͓Αͼ৽ͨʹఆ͍ٛͨͨͮ͠جʹ
Λ༻͍ͨఆྔతੳΛ௨ͯ͠, σʔλͷਪఆ
ʹର͢ΔదͳධՁख๏ΛఏҊ͢Δ. ҆ఆ
͕σʔλΛͲͷఔ্ख͘ද͍ͤͯΔ͔Λ
ѲͰ͖Δ͚ͩͰͳ͘, Δ͢ࡏͷಈ͖ʹજࢢ
͖ଇੑʹؔ͢ΔݱΛղ໌͢ΔҰॿͱͳΔ.

2 ҆ఆͷύϥϝʔλਪఆ

҆ఆ͖ͷҰछͰ͋Γ, ֬ม
ͷదͳҰ࣍ม·ͨಉҰʹै͏͜ͱ͕
ఆٛͰ͋Δ. ·ͨ, ͍͔ͭ͘ͷ߹ (α = 2,β =

0ͷਖ਼ن, α = 1,β = 0ͷίʔγʔ,

α = 0.5,β = 1ͷϨϰΟ)Λআ͚֬ີ
ؔ f(x)ղੳతʹٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖ͣ,ٯ
ϑʔϦΤมͨ͠ಛੑؔ φ(k)Λ༻͍ͯҎԼ
ͷΑ͏ʹද͞ΕΔ.

φ(k) = exp {iδk − |γk|α(1− iβ sgn(k)ω(k,α))}

ω(k,α) =

{
tan

(
πα
2

)
α ̸= 1

− 2
π log |γk| α = 1

(1)

ͨͩ͠, αͷް͞, β, γई, δ
ҐஔΛද͢. ࣮ূੳͰ͜ΕΒͷύϥϝʔλ
Λਖ਼͘͠ਪఆ͢Δ͜ͱ͕ٻΊΒΕ͓ͯΓ, Hill

ਪఆͳͲҰൠతͳ͖ x−α Λఆ͍ͯ͠

Δख๏దʹ҆ఆͷύϥϝʔλΛਪఆͰ
͖ͳ͍Մੑ͕͋Δ. ͜͜Ͱ, ಛੑؔʹج
͍ͮͨख๏Λ༻͍Δ [3]. σʔλྻ Xn ʹΤϧ
ΰʔυੑΛԾఆ͢Δͱ, eikXn ͷฏۉΛ͢ࢉܭ
Δ͜ͱͰಛੑؔ φ̂(k)ΛٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ
͖Δ. ʹߋ (1)Λࣜม͋ͯ͠ܗΔ݅ԼͰઢܗ
ճؼΛ͜͏ߦͱʹΑͬͯ֨نԽ͞Εͨύϥϝʔ
λ α,βͷਪఆΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ճղੳରͱͳΔࠓ 5छྨͷ҉߸௨՟ͷର
ऩӹ (∆t = 1h)ͷਪఆ݁ՌΛද .Δͤࡌʹ1

ද 1. 1 ͷରऩӹʹର͢Δؒ࣌ α ͷਪఆ݁Ռ
(2017/01/01-2019/01/01) (https://poloniex.com)

҉߸௨՟ (/USDT) α̂ β̂

Bitcoin (BTC) 1.327 −0.028

Ethereum (ETH) 1.403 0.005

Ripple (XRP) 1.340 −0.002

Litecoin (LTC) 1.411 0.018

Monero (XMR) 1.518 0.007

Ͳͷ҉߸௨՟͖ࢦ α͕͓͓Αͦ 1.4−
1.5ͱͳΓ, α = 2Ͱ͋Δਖ਼نΑΓ͕ް
͍ϑΝοτςʔϧͳʹै͏͜ͱ͕໌Β͔ͱ
ͳͬͨ (ਤ 1). ਪͨ͠ࣅʹ͓͍ͯྨࢢࣜג
ఆ͕ใ͞ࠂΕ͍ͯΔͨΊ [1, 2], ҉߸௨՟Ͱ
ʹܗγεςϜͷࢄΕ͍ͯΔࣗ͞༺࠾
ӨڹΛ༩͑ͳ͍ͱ͍͏͜ͱΛ͍ࣔࠦͯ͠Δ.

ਤ 1. BTCͷՁ֨มಈͱ҆ఆʹΑΔਪఆ

3 ཧతഎ͍ͨͮجʹܠਪఆͷධՁ

҆ఆ͕ࢄແݶେʹൃ͢ࢄΔ͕, ଌ؍
σʔλͷ༗ੑݶΏ͑ʹ, ࣮ূੳͰৗʹҰൠ
Խத৺ݶۃఆཧ (GCLT)͕ΓཱͭͱݶΒͳ
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͍. ,ࡍ࣮ ؒ࣌ ∆tΛେ͖͍ͯ͘͘͠ͱ͋Δ
͔Β҆ఆͷੑ࣭Ͱ͋Δ࣌ GCLT่͕Ε
ͯத৺ݶۃఆཧ (CLT)͕࡞༻͠, Ձ֨มಈ
͕ਖ਼نΏͬ͘Γͱऩଋ͢Δ͜ͱ͕ΒΕ
͍ͯΔ [4]. ҎԼͷਤ 2͕ࣔ͢Α͏ʹ∆t ≤ 4h

ʹ͓͍ͯ҆ఆͷੑ࣭ʢαҰఆʣͰ͋ΔҰ
ํͰ, ͦΕΑΓେ͖ͳ∆tʹ͓͍ͯ α͕ 2ʹ
ۙͮ͘ͷ͕ղΔ. ͢ͳΘͪ, ͜ͷΑ͏ͳݱ͕
සσʔλʹ͓͍ͯ҆ఆ͏·͖ͯ͠ى
ʹΑΔੳෆదͰ͋Δͱ͑ݴΔ.

ਤ 2. ֤ؒ࣌ ∆tʹର͢Δ α̂ͷมಈ

4 ਪఆʹର͢ΔఆྔతධՁख๏

҆ఆͷ֬ີؔཅʹදͤͳ͍ͨΊ,

Ұൠతʹਪఆ p̂(x)ͱݧܦ p(x;N)ͱͷ
ဃΛతʹଌΔ͜ͱ͕༰қʹͰ͖ͳ͍.

ͦͷͨΊ, ύʔηόϧͷࣜΛ༻͍ͯؒͷ
ೋڑ

∫∞
−∞ |p̂(x) − p(x;N)|2dxΛಛੑؔ

ͷࣜܗʹม͠, ဃΛଌΔ. ेͳσʔλ
ͷͱ, αϯϓϦϯάఆཧ͕Γཱͭͱͯ͠
ඪຊԽ͢Δͱ, ҎԼͷΑ͏ʹۙࢉܭࣅͰ͖Δ.

1

2π

∫ π

−π
|φ̂(k)− φ(k;N)|2dk

͔͠͠, σʔλʹ͢ࡏΔϊΠζύϥϝʔλ
ਪఆਫ਼ʹ͏ζϨΛྀ͢ߟΕ, ্ͷೋڑ
ࠩޡΛද֬͢ม εk, ཧతͳσʔλྻ
͔ΒಘΔಛੑؔ φID(k;N)Λ༻͍ͯ࣍ͷΑ͏
ʹॻ͚Δ.

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣̂φ(k)− φID(k;N) + εk
∣∣∣
2
dk

=
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣̂φ(k)− φID(k;N)
∣∣∣
2
dk

+
1

2π

∫ π

−π

{
2Re

(
(φ̂(k)− φID(k;N))εk

)}
dk

+
1

2π

∫ π

−π
|εk|2 dk

࣮σʔλͷద༻ׂ∆kͷϦʔϚϯ
Λ͑ߟΕΑ͍. ୈ 1߲σʔλͷ༗ੑݶʹ
͏ࠩޡͰ͋Γ, σʔλNʹରͯ͠O( 1

N )ͷ
ΦʔμʔͰམͪΔ. ҰํͰୈ 2߲όΠΞε
Λද͓ͯ͠Γ, εk͕େ͖͍߹ʹແࢹͰ͖ͳ
͘ͳΔ. ͢Δͱ O

(
1√
N

)
ͷΦʔμʔ͕༗ޮͱ

ͳΔͨΊ, ͜Ε͕ڑؔͷϦʔσΟϯάΦʔ
μʔͱͳΔ. ͳ͓, N → ∞ͰڑؔϊΠ
ζ߲ 1

2π

∫ π
−π |εk|

2dkऩଋ͢Δ. ਤ 3֤௨՟
ʹؔ͢ΔڑؔͰ͋Γ, ઢࠇ XRPʹؔ͢
Δؒͷڑ (α = 1.518,β = 0.007)Λ εk
ͷඪ४ภࠩ 0.025ͱͨ͠ͱ͖ͷγϛϡϨʔγϣ
ϯ݁ՌͰ͋Δ. σʔλ͕ߴස (∆t < 30min)

ͷͱ͖ஶ҆͘͠ఆͱ૬ੑ͕ѱ͘ͳ͍ͬͯ
.͔Δ͕ࢠ༷͘ ͜Ε, औҾॴͷྲྀಈੑ͕ߴ
සͰগͳ͍͜ͱσʔλͷࢄෆۉҰੑ͕
.ΒΕΔ͑ߟҼͱͯ͠ݪ ͜ͷΑ͏ʹ҆ఆΛ
Ϟσϧͱͯ͠࠾༻ͨ͠߹ʹ, ଌσʔλ؍
ʹ͢ࡏΔϊΠζΛؚΉ͋ΒΏΔࠩޡͷੵݟ
Γ͕Ͱ͖Δ͚ͩͰͳ͘, ࣮ূੳʹదͨؒ࣌͠
∆tΛධՁͰ͖Δ [5]. ඪ४͕ࠩޡղੳతʹٻ
ΊΒΕΔύϥϝʔλਪఆख๏Λ։ൃ͢Ε,؍
ଌσʔλʹ͢ࡏΔϊΠζͷΈΛٞ͢Δ͜ͱ
͕ՄͱͳΓ, Ձ֨มಈੳͷੑ࣭ΛΑΓҰ
.͞ΕΔظධՁͰ͖ΔΑ͏ʹͳΔͱʹີݫ

ਤ 3. σʔλ N(֤ؒ࣌ ∆t) ʹର͢Δڑ͓ؔΑ
ͼϊΠζ߲ͷઃఆʹΑΔγϛϡϨʔγϣϯ݁ՌͷҰྫ

ݙจߟࢀ
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पଟॏΛ༻͍ͨϫΠϠϨεάϧʔϓిྗૹిํࣜ
ʢAlmost periodic frequency arrangement (APFA) ํࣜʹΑΔʣ

தᖒ ༐ 1,2, ക ݈ 1

େֶେֶӃژ1 2ใ௨৴ߏػ
e-mail : nakazawa.isao.53e@st.kyoto-u.ac.jp, umeno.ken.8z@kyoto-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ՈిҎ֎ʹ IoTثػɺं ʢ྆ࣗಈंଞʣɺඈ
Δ͍ͯͬ·ߴͷཁ͕ిڅମʹϫΠϠϨεߦ
[1]ɻ͜ͷϫΠϠϨεిڅͷର͕͕Γɺ૿େ
͢ΔWPT (Wireless Power Transfer)γεςϜ
ͰిڅͷΤϦΞ͝ͱʹిڅ͕͢ࡏࢄΔࣄ
ʹͳΓɺಉిڅ࣌ͷඞཁੑ͕ߴ·Δͱఆ͞Ε
ΔɻຊൃදͰɺपଟॏΛ༻͍ͯWPTΛ
Մͱ͢ΔํࣜΛఏҊ͢ΔͷͰɺ௨৴ͷ
Ͱ௨ৗΘΕ͍ͯΔपׂଟॏํ͔ࣜΒ֓
पظपஔʢAPFAʣํࣜΛ༻͍ͯ [3,4]ɺ
ϫΠϠϨεάϧʔϓిྗૹిํࣜ (WGPT) ͷ
Δɻ·ͨɺిྗडిͰ͢౼ݕͱಛੑΛੑݱ࣮
֤αϒΩϟϦΞͷ߹ͷλΠϛϯάݕग़ʹӨ
Δཁૉͱͯ͠ɺAPFAͷ߹ͷҐ૬δϟ͢ڹ
ϯϓੑʹ͍ͭͯड़Δɻ

2 ϫΠϠϨεάϧʔϓిྗૹిγεςϜ

2.1 ిྗૹిͷద༻Ҭ

֎ͰͷWGPT ͱͯ͠ɺόε͍҃େܕ
ࣗಈंؔ࿈ͷిڅɺແਓػۭߤʢUAV: Un-

manned aerial vehicle,ʣɺ͓Αͼυϩʔϯ͕
αʔϏεͷରͱͯ͑͠ߟΒΕΔ͍Δ ɻ·ͨɺ
ӴΛͨͬӉଠཅޫൃిγεςϜʢSSPSʣ
ٕज़తʹڞ௨͕ࡏΔͷͰWGPTʹؚ·Ε
Δ [1,2]ɻ̞̩̪ (International Telecommuni-

cation Union) ͰWPTʹ͑Δແઢप
ଳͱͯ͠ɺ920 MHz band, 2.45 GHz band, ͓
Αͼ 5.7 GHz band ͕ީิͱ͍͕ͯͯͬ͠ڍ
Δɻ͜ͷൃදͰɺυϩʔϯʹ͚ͷWPTΛ
ରͱͯ͠ɺ2.45 GHz bandɺ͍҃ 5.7 GHz

bandΛͨͬૹ৴෦ͱΞϯςφ͔ΒͳΔిྗ
ߴεϙοτͱɺ্ిڅ 10 m͔Β 20 mʹ͋
ΔυϩʔϯΛରͱ͢Δɻ

2.2 εϙοτిڅྗి

ిڅεϙοτͱෳͷυϩʔϯͷిڅྗి
ͷΠϝ-δਤ̍ʹࣔ͢ɻυϩʔϯͷϫΠ

ϠϨεʹΑΔిڅυϩʔϯͷҐஔͱ͕͖ม
ಈ͢ΔͷͰɺԁภ͋Δ͍ପԁภΛ༻͍Δ
ͷ͕·͍͠ɻԁภԁภΞϯςφΛ༻͍
Δํ๏ͱਨภͱਫฏภΛ߹͢Δํ๏͕
͋ΔɻෳͷిྗૹిΛݕग़͢Δํ๏ͱͯ͠
ԁภͰࠨટԁภͱӈટԁภʹΑΔํ๏
͕ɺପԁภͰ࣠ͷަੑΛ༻͍ͯ͠
ग़͕ՄͰ͋Δɻ·ͨɺAPFAͷपݕͯ
֤ʑͷαϒΩϟϦΞΛ߹ͯ͠૿෯͢Δํ๏ͱɺ
֤ʑͷαϒΩϟϦΞΛ૿෯ͯ͠ΞϨʔΞϯςφ
Ͱۭؒ߹͢Δํ๏͕ద༻Ͱ͖Δ [5]ɻ

ਤ 1. ෳͷυϩʔϯͷిڅγεςϜΠϝʔδ

ਤ 2. ૹ৴ͷి࣓քਫฏ (H)ਨฏ໘

2.3 डిγεςϜ

ϚΠΫϩͷडిϨΫςφΛ༻͍ͯిྲྀʹ
ม͞Ε͍ͯΔɻͨͩɺAPFAͷपஔΛ
༻͍Δ࣌ʹड৴ͷෳૉ૬ؔΛऔΔඞཁ͕͋
Δ͕ɺRadio wave bandͷ SW (Swich ճ࿏)

Λ༻͍ͯࢄԽෳૉ૬ؔΛऔΔ͜ͱΛఆͯ͠
͍ΔɻAPFAΧΦεੑΛࣔ͢ͷͰ [3,4]ɺड
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৴৴߸ͷҐ૬ࠩʹෆ࿈ଓੑ͕ݟΒΕΔɻਤ̎
Subcarrie = 32, σ = 0.01ͷ࣌ͷड৴ͷҐ૬
ࠩʢʣΛද͍ͯͯ͠ɺड৴ͷҐ૬ࠩͷδϟ
ϯϓ΄ͱΜͲݟΒΕͳ͍ɻਤ̏ Subcarrie

= 32, σ = 0.129 ͷ࣌ͷड৴ͷҐ૬ࠩ ʢʣ
Λද͍ͯͯ͠ɺଟ͘ͷҐ૬ࠩͷδϟϯϓ͕ݟΒ
ΕΔɻ

ਤ 3. NOF ͷਖ਼نԽඪ४ภࠩʹର͢Δड৴ͷҐ૬ࠩ
ʢʣ(Subcarrie = 32,ʢσ) = 0.01)

ਤ 4. NOF ͷਖ਼نԽඪ४ภࠩʹର͢Δड৴ͷҐ૬ࠩ
ʢʣ(Subcarrie = 32,ʢσ) = 0.129)

ਤ 5. NOFͷਖ਼نԽඪ४ภࠩʹର͢Δड৴ͷҐ૬ࠩͷ
ϐʔΫ
ਤ4αϒΩϟϦΛ4νϟωϧ͔Β128νϟ

ωϧʹରͯ͠ɺAPFAपͷNOF (Normal-

ized offset frequency)ͷਖ਼نԽඪ४ภ ʢࠩσ)Λ
ม͑ͨ࣌ͷҐ૬ࠩͷෆ࿈ଓੑΛਤ͍ࣔͯ͠Δɻ
σ ͕ 0.05 ʙ0.1 ʹͳΔͱɺड৴ͷҐ૬ࠩͷ

ϐʔΫ͕૿େͯ͠ड৴৴߸ͷҐ૬ʹෆ҆ఆੑ
ΒΕΔɻ·ͨɺਤݟ͕ 5ਤ 4ͱಉҰ݅Ͱͷ
γϡϛϡϨʔγϯ݁ՌͰɺਖ਼نԽඪ४ภ ʢࠩσ)

Λม͑ͯड৴ͷҐ૬ࠩͷϐʔΫΛٻΊ͍ͯ
Δɻ σ ͕ 0.05 ʙ0.1 ʹͳΔͱɺड৴ͷҐ૬

ਤ 6. NOFͷਖ਼نԽඪ४ภࠩʹର͢Δड৴ͷҐ૬ࠩͷ
େϐʔΫ࠷

ࠩͷϐʔΫ͕૿େͯ͠ɺ180ఔͷδϟϯ
ϓ͢Δ߹͕͋ΔͱΔɻ

3 ·ͱΊ

খنͳAPFAγεςϜΛϫΠϠϨεάϧʔ
ϓిྗૹిγεςϜʹద༻͢Δ߹ͷ݅ͱج
ຊతͳߏͷݕ౼Λͨͬߦɻυϩʔϯͷෳڅ
ిʹԁภɺପԁภΛ༻͍ͨΞϯςφͷ
κʔϯ͚ͷߏΛఏҊ͍ͯ͠Δɻड৴͔Β
ͷಉظ৴߸ͷݕग़ʹؔͯ͠ɺҐ૬ࠩͷδϟϯ
ϓ͕ൃੜ͢ΔࣄΛࣔͨ͠ɻҐ૬҆ఆੑʹNOF

ͷඪ४ภ͕ࠩӨ͢ڹΔ͜ͱ͕ͬͨɻ

ݙจߟࢀ
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進化計算によるレザバーネットワークの機能分化
山口 裕 1, 津田 一郎 2

1福岡工業大学情報工学部，2中部大学創発学術院
e-mail : y-yamaguchi@fit.ac.jp

1 はじめに
脳の構造は様々な階層において分化がみられ

る．特定の機能の発現には複数の分化したモ
ジュールが状況に応じて活動し，機能を実現し
ていることが知られている [1]．またこの機能
分化の構造は刺激入力などの経験に依存するこ
とが知られている．我々は，このような複雑系
である神経ネットワーク内に機能の構成要素と
なるモジュールが発現する現象を拘束条件つき
の自己組織化と捉え，その数理的理解を目標と
し数理モデルを提案してきた [2, 3]．本研究で
はこれらの研究より具体的なタスクを想定し，
回路において機能分化が起こる動的ネットワー
クの数理モデルを構成し，ネットワークの進化
適応を追うことでタスクの特性に応じた柔軟な
機能分化が発現する条件を探る．
数理モデルにはレザバー計算モデル [4, 5]を

利用する．レザバー計算は大自由度力学系を利
用した機械学習手法として注目されており，脳
神経系のモデルとしても利用されている．本研
究ではネットワークに視覚的入力，聴覚的入力
を模した複数の情報源からの入力を与え，それ
らを分離するタスクの正確性を拘束条件とし，
タスク遂行能力の高いネットワーク構造を進化
的アルゴリズムにより探索する．そして発達し
た適応したネットワークの内部構造を機能分化
の観点から検証する．

2 モデル
2.1 レザバーモデル
レザバー計算モデルはリカレントニューラル

ネットワークのひとつであり，入力層，レザバー
とよばれる再帰結合を持つ中間層，出力層から
なる．各素子のダイナミクスは leaky integrator

型と呼ばれるモデルを採用する：

xi(t+ 1) = (1− αi)xi(t)+

αi tanh

⎛

⎝
∑

j

wijxj(t) + Ii(t)

⎞

⎠+ ξi(t),
(1)

ここで xi(t)は時刻 tにおける i番目のニュー
ロンの状態，αiは過去の入力の減衰率，wij は
再帰結合の重み，Iiは外部からの入力，ξiはノ
イズである．出力は中間層の状態の重み付き和
により与えられる：

yk(t) =
∑

j

w(out)
kj xj(t), (2)

ここで w(out)
kj は出力の重みである．

本研究では，中間層を入力ニューロンと出力
ニューロンに分ける (図 1)．入力ニューロンは
外部入力を受け付けるが出力へは結合しない．
一方出力ニューロンは出力への結合を持つが，
入力は直接受け取らない．

Temporal
pattern

Reservoir

Ridge regression

Spatial 
pattern #

Classification

Temporal 
pattern #

Output 
Neurons

Input 
Neurons

Spatial
pattern

rewiring by 
Genetic algorithm

図 1. 本研究で用いるレザバーネットワーク

2.2 タスク
空間的パターンと時間的パターンの積からな

る入力を考える．空間パターンa(l)i , i = 1, ...N/2

は−1, 1からなる単純な直交パターンを 3種用
意し，時間パターン b(m)(t)は正弦波を 3種用意
する．入力を I(l,m)

i (t) = a(l)i b(m)(t)とし，各入
力ニューロンに入力する．選ばれる入力パター
ンの組 (l,m) は一定の間隔でランダムに交代
する．
レザバーの出力は時間パターン，空間パター

ンをそれぞれ識別することを考える．入力は
２つの入力が混合されており，各々の識別には
何らかの非線形処理が必要となる．出力重みの
学習は，学習期間の内部状態と教師信号を使い
リッジ回帰により行う．
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2.3 進化アルゴリズム
ランダム結合をもつレザバーを用いて上記の

タスクを行った場合，出力重みをリッジ回帰に
より学習した後も性能は十分に上がらなかった．
進化計算アルゴリズムを利用してネットワーク
をタスクに適応させることを考える．まずネッ
トワークの集団を用意し，各個体に (1)から (3)

を行う: (1)初期遷移と学習期間の間，時系列パ
ターンを入力し，内部状態を更新する (2)リッ
ジ回帰により出力重みを学習する (3)学習した
重みを用いてテスト区間において空間，時間パ
ターンそれぞれの教師信号と出力との間の平方
二乗誤差平均を計算する．そして (4)誤差の低
い個体を残し，突然変異により次世代を作る．
これを繰り返し，適応度の高い個体を適応的に
生成する．

2.4 相互情報量による機能分化の解析
中間層の各ニューロンが時間，空間それぞれ

の情報をどの程度表現しているかを，ニューロ
ンの状態とパターンの正解との間の相互情報量
I(sp),i, I(temp),i を計測することにより調べる．
内部状態 xi を最大値から最小値の間で離散化
し，同時頻度分布をもとに出力との間の相互情
報量を計算する．

3 数値実験結果
ニューロン数N = 64として初期ネットワー

クを作り，進化アルゴリズムを実行した．進化
後には時間パターン，空間パターンの正解率
p(sp), p(temp)はともに 9割を超えた．各ニュー
ロンがどの程度時間，空間，それぞれのパター
ンに対する情報をもっているかを調べるため相
互情報量解析を行った．図 2に進化後の I(sp),i
と I(temp)iの同時分布を示す．I(sp),iと I(temp),i

の間には負の相関を持つことがわかった (相関
係数 r = −0.41)．つまり時空間どちらかの情
報を表現しているニューロンほどもう一方の情
報は表現していない傾向があった．この意味で，
ニューロンの間に機能の分化が現れていること
が確認された．

4 考察とまとめ
本研究ではレザバー型のネットワークを進

化させることで，複数入力の同時デコーディン
グを行うネットワークを実現した．ネットワー
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図 2. 各ニューロンが持つ空間パターンの情報量と時間
パターンの情報量の分布

クの機能分化を情報量の観点から解析した結
果，２種の情報の同時デコーディング能力を獲
得したネットワーク内に，特定の情報に特化し
たニューロン群が現れることを見出した．今後
ネットワーク構造の分析を行うとともに，拘束
条件やタスクに対する分化の依存性を示す予定
である．

謝辞 本研究は JST, CREST, JPMJCR17A4
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άϥϑͷมܗΛ༻͍ͨྔࢠΥʔΫͷϢχλϦಉੑ

ஶऀ 1 ӻੜ 1

1ԣཱࠃେֶ
e-mail : etsuo-segawa-tb@ynu.ac.jp

1 Introduction

2000ॳ಄ʹྔࢠ (ϥϯμϜ)ΥʔΫͱ͍
͏໊લ͕͚ͭΒΕ͔ͯΒ, ؔ࿈͢Δଟ͘ͷϞσ
ϧ͕ͦΕͧΕͷڀݚͷࢹʹԠͨ͡ܗʹ࢟
Λม͑ͯఏҊ͞Ε͍ͯΔ. ྫ͑,ੑཧ [1],

ݧ࣮ [2],·ֶͨͷͰ֬ [3],άϥϑ
θʔλ [4], εϖΫτϧɾࢄཚཧ [5] ͷ؍͔
Β͢ߟΔͱ͖ʹʹ coined walk; Υʔࢠྔ
ΫͰۦಈ͢ΔྔࢠΞϧΰϦζϜͳͲΛ͑ߟΔྔ
ใͳͲͷͰࢠ bipartite walk [6]; ͞Β
ʹҰ෦ͷ࣮ݧͷ࣮ͷఏҊ [7]߹ͤάϥϑ
ཧɾΞϧΰϦζϜ [8]ͷͰ staggered

walkͳͲ͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔ. ͜ͷߨԋͰ, ͜
ΕΒͷ༷ʑͳྔࢠΥʔΫϞσϧΛؚΉΑ͏ͳ,

partition-based walk ͱ͍͏ࣗવͳ֦ுϞσϧ
Λ௨ͯ͡, .ΥʔΫϞσϧΛோΊΔࢠྔ֤ ಉ
,ʹ࣌ ࣮͜ΕΒͯ͢ͷྔࢠΥʔΫϞσϧ
͕͜ͷ partition-based walk ͱϢχλϦಉͱ
ͳΔ͜ͱΛάϥϑͷมܗΛ༻͍ͯઆ໌͢Δ.

2 2-partition walkʹΑΔ֤Ϟσϧͷઆ
໌

֤ϞσϧΛͰ͖Δ͚ͩ౷ҰతʹோΊΔͨΊ
ʹ, ͰϥݩΩͷ֤߹ूࢄΥʔΫΛ͋Δࢠྔ
ϕϧ͚͞Εͨඪ४جఈͰੜ͞Εͨઢۭؒܗ
Λ ℓ2(Ω)ͱ͓͘. ͭ·Γ,

ℓ2(Ω) = {ψ | ψ : Ω → C,
∑

ω∈Ω
|ψ(ω)|2 < ∞}.

ੵඪ४ੵͰ, ⟨ψ,ϕ⟩ =
∑

ω,ω′ ψ(ω)φ(ω).

లൃؒ࣌ ℓ2(Ω) ্ͷ͋ΔϢχλϦ࡞༻ૉ U

Λ܁Γฦ͠࡞༻ͤ͞Δ͜ͱͰ༩͑ΒΕΔ. ࣌
ࠁ nͰͷঢ়ଶΛ ψn ∈ ℓ2(Ω)ͱ͢Ε, ψn+1 =

Uψn ͱͳΔ. ϢχλϦੑΑΓϊϧϜ͕อଘ͞
Ε, ||ψ0|| = 1ͱ͢Ε, Δ͚͓֬ʹࠁ֤࣌
͕ఆٛͰ͖Δ. ͭ·Γ, µn : Ω → [0, 1]ͱ͢
Δͱ, µn(ω) = |ψn(ω)|2Ͱ͋Δ.

͜ͷ··ͩͱ͋·Γʹ༷ʑͳՄੑ͕͋Γ
͗͢ΔͷͰ, ͜Ε·Ͱͷ֤ϞσϧΛோΊΔ͜ͱ
͕Ͱ͖ΔΑ͏ͳϢχλϦ࡞༻ૉΛߏ͢ΔͨΊ
.Δ͑ߟͷΑ͏ͳ͜ͱΛ࣍,ʹ ༩͑ΒΕͨूࢄ

߹Ωʹରͯ͠, ҟͳΔ 2ͭͷಉؔ π1, π2Λ
ಋೖ͢Δ. ͜ͷಉྨΛΩ/π1 := {C1, C2, . . . },
Ω/π2 := {D1, D2, . . . }ͱ͓͍ͨͱ͖ʹ, Ωʹ͓
͍ͯ, ͦΕͧΕ |Cj |, |Dj | < ∞ (j = 1, 2, . . . )

Ͱ͋ΔͱԾఆ͢Δ. ෦ۭؒ Cj ⊂ ℓ2(Ω)Λ Cj

ͷݩͰੜ͞Εͨ෦ۭؒͱ͢Δ. ͞Βʹ, Ĉj

ΛCj্ͷ͋Δ (༗ݶͳ)ϢχλϦ࡞༻ૉͱ͢Δ.

ಉ༷ʹͯ͠, Dj ΛDj ͷݩͰੜ͞Εͨ෦ۭ
ؒͱ͢Δ. ͞Βʹ, D̂j Λ Dj ্ͷ͋Δ (༗ݶ)

ϢχλϦ࡞༻ૉͱ͢Δ. ͢Δͱ, Ĉ := ⊕jĈj ,

D̂ := ⊕jD̂j ͦΕͧΕ ℓ2(Ω)্ͷϢχλϦ࡞
༻ૉʹͳΔ. Ĉ, D̂୯ಠͰ࡞༻ͤ͞Δͱ, ࢠྔ
ΥʔΧʔͦΕͧΕ π1, π2ʹΑΔ༗ݶͳύʔ
ςγϣϯͷ֎ʹग़Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͍͕͜ΕΛަ
,ૉͤ͞Δ͜ͱʹΑͬͯ༺࡞ʹޓ ύʔςγϣϯ
ͷ֎ʹҠಈͰ͖ΔΑ͏ʹͳΔ. ͦ͜Ͱ 1ε
ςοϓͷൃؒ࣌లΛ༩͑ΔϢχλϦ࡞༻ૉͱ͠
ͯ, U = D̂ ·Ĉͱ͢Δ. ͜ΕΛ 2-partition based

ϞσϧͱݺͿ.

͜ΕΛ༻͍ͯ, ֤ϞσϧΛ༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δ͜ͱΛઆ໌͢ΔͨΊʹ, άϥϑͷ༻ޠΛগ͠
४උ͢Δ. άϥϑ G = (V,E)ʹ͓͍ͯ, AΛ
E͔Β༠ಋ͞ΕΔରশͳ༗ลશମͷू߹ͱ͢
Δ. ҙͷ༗ล a ∈ Aʹରͯ͠ ā ∈ AΛ aͷ
,ลٯ o(a), t(a)Λ aͷ࢝ͱऴ, |a| ∈ E Λ
aΛ༠ಋͨ͠ແลͰ, |a| = |ā|.

1) coined walk: ࿈݁άϥϑ G = (V,E)

͕༩͑ΒΕͨͱ͖ʹ, ϕʔεʹͳΔࢄ
ू߹ Ω = A. ಉؔ π1, π2 ͦΕ
ͧΕ,

a
π1∼ b ⇔ t(a) = t(b), a

π2∼ b ⇔ |a| = |b|.

ಛʹ, શͯͷ e ∈ EͰ

D̂e
∼=

[
0 1

1 0

]

ͱ͢Δ͜ͱ͕ଟ͘, ϑϦοϓϑϩοϓܕ
ͷγϑτ࡞༻ૉͱݺΕΔ. ·ͨ͜ͷ֦
ுͱͯ͠ඇର֯ΛೖΕͨͷΛ, ࠷
ۙͰεϓϦοτεςοϓྔࢠΥʔΫ
ͱݺΕͨΓ͢Δ.
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2) bipartite walk: ೋ෦άϥϑ (X *Y,E)

͕༩͑ΒΕͨͱ͖ʹ,ҙͷลe ∈ Eʹର
ͯ͠, X(e)ΛXʹଐ͢Δํͷ, Y (e)

Λ Y ʹଐ͢Δํͷͱ͢Δ. ϕʔεʹ
ͳΔूࢄ߹ Ω = EͰ,

e
π1∼f ⇔ X(e) = X(f),

e
π2∼f ⇔ Y (e) = Y (f).

3) staggered walk: ͷΑ͏ͳ2छྨͷG࣍

ͷׂ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖ʹ, GΛ2-tesseallble

ͱݺͿ. G/Γ1 := {α1,α2, . . . }, G/Γ2 :=

{β1,β2, . . . }ͱ͢Δͱ, αj , βjͦΕͧΕ
GͷΫϦʔΫͰ, *jV (αj) = *jV (βj) =

V (G), ͔ͭ, (*jE(αj)) ∪ (*jE(βj)) =

E(V ). ͢Δͱ, Ω = V Ͱ,

u
π1∼v ⇔ u, v ∈ ∃V (αj),

u
π2∼v ⇔ u, v ∈ ∃V (βj).

3 ಉؔ

4छྨͷྔࢠΥʔΫϞσϧ, partition-based

walk, coined walk, bipartite walk, staggered

walk ͷΛͦΕͧΕ P, B, C, S ͱهड़͢Δ.

·ͨ C2 Λ Coined walk ͷೋΛൃؒ࣌లͱ
͢ΔྔࢠΥʔΫϞσϧͷଐͱ͢Δ. ࣮ C2
 P ʹΑΔఆࣜԽͰ࣍ͷΑ͏ʹॻ͖ද͞ΕΔ:

Ω = A, ҙͷ a, b ∈ Aʹରͯ͠, a
π1∼ b

def⇔
t(a) = t(b), a

π2∼ b
def⇔ o(a) = o(b). ͞Βʹ

⟨δb, Êuδa⟩ = ⟨δb̄, F̂uδā⟩ (∀u ∈ V ). ͜ΕΒͷྔ
ΥʔΫϞσϧͷଐͷؒʹॱংΛҎԼͷΑ͏ࢠ
ʹఆٛ͢Δ.

ఆٛ 1. A,A′ ∈ {C,P,B, C2,S}ͱ͢Δ. Ϟσ
ϧ Aʹଐ͢ΔҙͷྔࢠΥʔΫͷൃؒ࣌ల
Θ̂ : ℓ2(K) → ℓ2(K)ʹରͯ͠, A′ ʹଐ͢Δ͋Δ
లൃؒ࣌ΥʔΫͷࢠྔ Θ̂′ : ℓ2(K ′) → ℓ2(K ′)

ͱ, ୯ࣹ η : K −→ K ′͕ଘͯ͠ࡏ,

Θ̂ = U−1
η Θ̂′ Uη,

ཱ͕͢Δͱ͖, A ≺ A′ͱॻ͘. ͜͜Ͱ Uη :

ℓ2(Γ) → ℓ2(η(Γ))ϢχλϦࣸ૾Ͱ, (Uηψ)(a) =

ψ(η−1(a)). ಛʹͦͷٯཱͯ͠ A ≻ A′ ͷ
ͱ͖, A ∼= A′ͱهड़͢Δ.ɹ

໌Β͔ʹP ≻ B, C2,Sཱ͕͢Δ. ͱ͜Ζ͕
͜ͷٯཱ͠, .Δ͑ݴͷఆཧ͕࣍

ఆཧ 2. C,P,B, C2,S Λ্Ͱఆٛͨ͠ྔࢠ
ΥʔΫϞσϧͷଐͱ͢Δ. ͢Δͱ,

C≺P ∼= B ∼= C2 ∼= S.

4 ֦ுϞσϧ

kछྨͷಉؔΛ༻ҙͯ͠, k-partite based

walk ͷ֦ுΛ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷͱ
͖ʹ, ֤ΫϦʔΫΛ͢Δ༠ಋ͞ΕΔ༗ k-

partiteάϥϑ͕༰қʹߏͰ͖Δ. ࣮ ݩ࣍2
Ͱ༗্ࢠ֨ k = 4 partite άϥϑʹ૬͢Δ
Α͏ͳϞσϧ͕طʹ͋Γ, τϙϩδΧϧઈԑମ
ͱͷରԠʹ͍͕ͭͯٞ͞Ε͓ͯΓ [9], Ԡ༻্
ॏཁʹͳΔ. ಛʹ, ೖ࣍ͱग़͕࣍ͦΕͧΕ
2Ͱ͋ΔΑ͏ͳ༗άϥϑͷߏ, Ϩʔβʔ
Λ༻͍࣮ͨࣨݧͰͷ࣮ [10]ʹ͓͍ͯ, ݱ࣮
͕ཧతʹՄʹͳΔͷͰ, ॏཁͰ͋Δ.
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ΥʔΫʹΑΔϨίϝϯσʔγϣϯϞσϧ

ਓྑࠤڮߴ 1

1 ԣཱࠃେֶɹཧֶɹത࢜՝ఔظޙ

e-mail : takahashi-sarato-vb@ynu.jp

1 ͡Ίʹ

EC αΠτʢAmazon [1]ɼָఱࢢ [2] ͳͲʣͰ
දࣔ͞ΕΔ͓͢͢ΊͷɼϙʔλϧαΠτ SNS

ʢYahoo! JAPAN [3]ɼ Facebook [4]ͳͲʣͰͷ͓͢
͢ΊͷχϡʔεࠂͳͲɼWeb্ʹ༷ʑͳʮϨ
ίϝϯυʯ͕ར༻͞ΕΔαʔϏε͕͋ΓɼͦͷϞσ
ϧγεςϜͷਫ਼͕ɼͷച্αΠτͷΞΫ
ηεʹେ͖ͳӨڹΛ༩͍͑ͯΔɽࠓճɼϥϯμϜ
ΥʔΫͳͲͷʮΥʔΫʯΛར༻ͯ͠৽͍͠λΠ
ϓͷϨίϝϯσʔγϣϯϞσϧͷߏஙΛࢼΈΔɽ
ϥϯμϜΥʔΫΛར༻ͨ͠Ϩίϝϯσʔγϣϯ
Ϟσϧɼࠓ·Ͱʹ͍͔ͭ͘ఏҊ͞Ε͍ͯΔ [5, 6].

·ͨɼLaknath [7]ɼϨίϝϯμʔγεςϜͰΘ
Ε͍ͯΔϥϯμϜΥʔΫΛҎԼͷ̏ͭͷΧςΰϦ
ʹྨͯ͠հ͍ͯ͠Δɽ

1) Global ranking methods

2) Random work with restarts (RWR)

3) Absorbing random walks

͜ΕΒͷํ๏ɼϢʔβʔΞΠςϜͷؔΛά
ϥϑͰද͠ݱɼͦͷάϥϑ্ΛϥϯμϜΥʔΫͤ͞
Δ͜ͱʹΑΓಘΒΕΔͳͲ͔ΒɼϨίϝϯυ͢
ΔΞΠςϜΛબͿͳͲɼͦͷάϥϑߏΛར༻͢Δ
ͷ͕ҰൠతͰ͋Δɽྫ͑RWRɼΞΠςϜɼϢʔ
βʔɼSNSͳͲͷάϥϑ্ͷϥϯμϜΥʔΫΛར
༻ͯ͠ɼϊʔυؒͷྨࣅΛ͢ࢉܭΔ͜ͱʹΑΓɼ༑
ਓͷՄੑ͕͍ߴϢʔβʔΛհ͢Δ͜ͱͳͲʹ
ΘΕ͍ͯΔɽ
ճఏҊ͢Δํ๏ɼΞΠςϜϢʔβʔͷάϥࠓ
ϑΛྀ͠ߟͳ͍ํ๏Ͱ͋ΓɼϢʔβʔͷબաఔʢҙ
߹ͱͯ͠ධՁɼᅂཱͯݟʹఆʣΛΥʔΫܾࢥ
͢Δ͜ͱΛࢼΈΔɽ

2 Ϟσϧͷಛ

ΔϞσϧɼϨίϝϯυΛఆ͠ɼҎ͢౼ݕճࠓ
ԼͷಛΛͭ࣋Ϟσϧͱ͢Δɽ

1) બΛ 1εςοϓͱ͑ߟΔ ͷϞؒ࣌ࢄݩ࣍1
σϧͰ͋Δ

2) બରͱͳΔΞΠςϜ/ΧςΰϦΛ ͷݩ࣍1
ඪͰද͠ɼ֤࠲ εςοϓͰྡ࠲ඪʹݶΒͣɼ
ඪҠಈ͢ΔՄੑ࠲ඪΛؚΉҙͷ࠲ͷࡏݱ
͕͋Δ

3) ʮաڈʯͷબաఔΛΥʔΫͰද͢ݱΔϞσ

ϧͰ͋Γɼʮະདྷʯൃؒ࣌ల͠ͳ͍

4) εςοϓ͝ͱʹબରͱͳΔΞΠςϜ/Χς
ΰϦʢશͯͷ࠲ඪʣͷᅂ߹Λࢉग़Ͱ͖Δ
͜ͱͱ͢Δ

5) ͋ΔεςοϓͰબ͞ΕͨΞΠςϜ/ΧςΰϦ
ʢ࠲ඪʣͷᅂ߹ɼલͷεςοϓͰͷɼ
ͦͷΞΠςϜ/ΧςΰϦͷධՁΑΓ͘ߴͳ
Δ͜ͱͱ͢Δ

6) ͦͷεςοϓͰͷ࠲ඪʹ͓͚Δଘ֬ࡏΛɼΞ
ΠςϜ/ΧςΰϦʢ࠲ඪʣͷᅂ߹ͱ͑ߟΔ

͡Ίʹɼ্هͷಛΛͭ࣋Ϣʔβʔͷબաఔ
ΛධՁ͢ΔϞσϧͱͯ͠ɼϥϯμϜΥʔΫΛఆ͠
ൃలͤͨ͞ϞσϧΛ͑ߟΔɽͦͷޙɼϥϯμϜΥʔ
ΫΛఆͨ͠ϞσϧΛɼ૬ؔϥϯμϜΥʔΫɼྔ
ΥʔΫͱൃలͤ͞ɼͦͷಛɼҧ͍ʹؔͯ͠ɼࢠ
ʹɽҎԼʹ֤ΥʔΫΛར༻ͨ͠Ϟσϧ͏ߦΛূݕ
ؔͯ͠ɼ؆୯ʹհ͢Δɽ

3 ϥϯμϜΥʔΫͷར༻

͜͜Ͱར༻͢ΔΥʔΫɼ1ݩ࣍ͷϞσϧͰ͋
Γɼࠨ 1୯ҐҠಈ͢Δ͕֬ pɼӈʹ 1୯ҐҠಈ͢
Δ͕֬ q(= 1− p)ͷϥϯμϜΥʔΫΛɼ্هಛ
Λຬͨ͢Α͏ʹൃలͤͨ͞ϞσϧͰ͋Δɽൃؒ࣌
లΛ͢ΔϞσϧͰͳ͘ɼաڈͷબաఔΛΥʔ
Ϋͱͯ͠ධՁ͢ΔɼҠಈࠨӈ 1୯ҐͰͳ͘ɼ
ҙͷ࠲ඪҠಈͰ͖Δɼͷ 2͕ϥϯμϜΥʔΫ
ͱͷେ͖ͳҧ͍Ͱ͋Δɽ
લग़ͷϞσϧͷಛΛຬͨͨ͢ΊɼҎԼͷϧʔϧ
߹Λධɼ֤εςοϓͰͷϢʔβʔͷᅂ͖ͮجʹ
Ձ͢Δɽ

1) ॳظঢ়ଶɼ͋Δ 1ͭͷΞΠςϜʢ࠲ඪʣͷΈ
100%ͷᅂ߹Λ༩͑ͨঢ়ଶͱ͢Δ

2) ͋ΔΞΠςϜʢ࠲ඪ xͱ͢Δʣʹ͓͚Δᅂ
߹ɼ࣍ͷεςοϓͰҎԼͷఆٛͰҠಈ͢Δ

ɾ࣍ͷεςοϓͰɼଞͷΞΠςϜʢ࠲ඪ kͱ͢
Δʣ͕બ͞Εͨ߹ɿ֬ pͰଞͷΞΠςϜ
ʢ࠲ඪ kʣɼ֬ qͰಉ͡ΞΠςϜʢ࠲ඪ xʣ
ᅂ߹͕Ҡಈ͢Δ

ɾ࣍ͷεςοϓͰɼಉ͡ΞΠςϜʢ࠲ඪ xʣ͕
બ͞Εͨ߹ɿΞΠςϜʢ࠲ඪ xʣͷᅂ
߹ɼ֬ 1Ͱಉ͡ΞΠςϜʢ࠲ඪ xʣҠಈ
͢Δ
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ΥʔΫͷμΠφϛΫεΛҎԼʹࣔ͢ɽه্

ਤ 1. ΥʔΫͷμΠφϛΫε

4 ૬ؔϥϯμϜΥʔΫͷར༻

ϥϯμϜΥʔΫΛఆͨ͠ϞσϧΛɼهɼ্ʹ࣍
૬ؔϥϯμϜΥʔΫΛఆ͠ɼൃలͤ͞Δɽ૬ؔ
ϥϯμϜΥʔΫ (correlated random walkɼ per-

sistent random walk)ɼલͷΥʔΫʹґଘ͠
ͯʢؒ࣌૬ؔΛͭ࣋ʣ࣍ͷεςοϓͷҠಈ͕֬
มΘΔϥϯμϜΥʔΫͱͯ͠ΒΕ͍ͯΔʢྫ͑
ɼ [8]ͷิҨΛࢀরʣɽ·ͨಛघͳ߹ͱͯ͠ɼ௨
ৗͷରশͳϥϯμϜΥʔΫΛؚΜͰ͍Δɽ͜ͷੑ
࣭ΛऔΓࠐΉ͜ͱʹΑΓɼ૬ؔϥϯμϜΥʔΫ
Λఆ͠ൃలͤͨ͞ϞσϧɼաڈͷબΛΑΓߟ
ྀͨ͠ϞσϧʹͳΔ͜ͱ͕ظ͞ΕΔɽ

5 ༺ΥʔΫͷརࢠྔ

ɼ૬ؔϥϯμϜΥʔΫΛఆͨ͠Ϟσϧʹޙ࠷
ΛɼྔࢠΥʔΫΛఆͨ͠Ϟσϧͱൃలͤ͞ɼͦ
ͷڍಈΛ֬ೝ͢ΔɽྔࢠΥʔΫɼϥϯμϜΥʔ
Ϋͷྔࢠ൛ͱͯ͠ɼ2000͔ࠒΒɼΜʹ͞ڀݚΕ
͍ͯΔͰ͋Δ [8, 9, 10, 11]ɽ·ͨྔࢠɼͱ͍͏
ಈʹؔͯ͠ɼڍ༿͔Β࿈͞ΕΔΑ͏ʹɼͦͷݴ
ײͰղऍ͍͜͠ͱ༧͞ΕΔ͕ɼରʹྔ
ಈΛͱΔՄੑ͋ڍͰ͖ͳ͍ݱͷੑ࣭Ͱ͔͠දࢠ
ΔͨΊɼલग़ͷ̎ͭͷϞσϧͱͷҧ͍ʹɼڵຯ͕
ΕΔɽͨ࣋

6 ͷల։ޙࠓ

ຊڀݚͰɼݸਓͷᅂੑɼᅂ߹Λબͷ࣌
ͰɼΥʔΫΛར༻ͯ͠ධՁ͢ΔܗΔྀ͢ߟΛྻܥ
͜ͱΛࢼΈͨɽޙࠓɼ͜ͷᅂ߹ͷଥੑͷධ
ՁΛ࣮ࡍͷσʔλΛ௨͍ͯ͠ߦɼ࠷ऴతͳϨίϝϯ
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֬ηϧΦʔτϚτϯʹΑͬͯද͞ݱΕΔཻܥࢠͷۙͷධՁ

Ԇ౦ໜ

ૣҴాେֶװجཧֶ෦
e-mail : k-endo@aoni.waseda.jp

1 ֓ཁ

ঢ়ଶมͷ͕ 0ͱ 1ͷ 2Ͱ͋ΔηϧΦʔ
τϚτϯͷ͏ͪɼঢ়ଶมͷ૯͕ؒ࣌ʹର͠
ͯෆมͰ͋ΔΑ͏ͳͷΛཻࢠηϧΦʔτϚ
τϯͱݺͿɽ͜ͷཻࢠηϧΦʔτϚτϯʹର͠
ͯ֬มΛಋೖͨ͠ͷɼֶͷΈͳΒͣ
ཧɼࣾձɼੜ໋ݱʹ͓͚Δ෯͍Ԡ༻తݚ
ͳ͞Ε͍ͯΔɽಛʹɼ֬όʔΨʔζηϧ͕ڀ
ΦʔτϚτϯͱݺΕΔཻ֬ࢠηϧΦʔτ
Ϛτϯɼ౷ֶྗܭʹ͓͚Δ TASEP (totally

asymmetric simple exclusion process) ͱՁ
ͳϞσϧͱͯ͠ΒΕɼੵྻߦͷํ๏ϕʔς
ԾઃΛ༻͍ͨख๏ͳͲʹΑͬͯղੳ͕ͳ͞Εͯ
͍Δ [1][2]ɽ
ຊߘͰ·ͣɼ֬όʔΨʔζηϧΦʔτϚτ
ϯʹରͯ͠ɼͦͷۙڍಈΛཧղ͢Δ͜ͱΛ
తʹͨͬߦɼ্هͷख๏ͱҟͳΔΞϓϩʔν
Λఏࣔ͢Δɽ۩ମతʹɼ֬όʔΨʔζηϧ
ΦʔτϚτϯΛɼͱΓಘΔશۭؒͷঢ়ଶͷू߹
Λঢ়ଶۭؒʹͭ࣋ ͷ֬աఔͱͯ͠ଊ͑ɼݩ࣍1
ΤϧΰʔυաఔͰ͋Δ͜ͱΛԾఆͨ͠͏͑Ͱભ
Ҡ֬ྻߦΛ༻͍ͳ͕ΒܥͷݶۃΛ༧͢
Δɽ༧ͨ͠ݶۃ͔Βɼۙڍಈʹ͓͚Δ
ཧྔ͕ظͱͯ͠ಋग़Ͱ͖Δ͜ͱΛࣔ͢ɽ
·ͨɼಋग़ͨ͠ཧྔ͕GKZزԿڃͱ͍
͏ಛघؔͱͳ͍ͬͯΔ͜ͱΛར༻ͯ͠ɼۭؒ
पظແݶେͷࢉܭݶۃΛ͍ߦɼطଘͷڀݚʹ͓
͍ͯಋग़͞Εͨແܥݶʹ͓͚Δཧྔͱ߹க
͢Δ͜ͱΛࣔ͢ɽ͞Βʹɼ͜ΕΒͷख๏Λ༻͍
ͯಉ༷ͷղੳΛ͑ߦΔ֬ηϧΦʔτϚτϯΛ
৽ͨʹఏҊ͠ɼͦΕΒͷݶۃͱཧྔΛ༧
͢Δɽͳ͓ɼղੳΛܥ͏ߦͯ͢ parallel

updateͰ͋Γɼपڥظք݅Λఆ͍ͯ͠Δɽ

2 ֬όʔΨʔζηϧΦʔτϚτϯ

un+1
j = unj + qnj−1 − qnj ,

qnj = min(anj , u
n
j , 1− unj+1), (unj ∈ {0, 1})

anj =

{
1 (֬ α)

0 (1− α)

Ͱఆٛ͞ΕΔ֬όʔΨʔζηϧΦʔτϚτϯ
Λ͑ߟΔɽཻ֤ࢠͷಈ͖ɼҎԼͷΑ͏ʹͳΔ
ͱ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

10

֬ α

ਤ 1. ֬όʔΨʔζηϧΦʔτϚτϯͷൃؒ࣌లͷྫ

ྫ͑ɼۭؒαΠζ L = 4ɼཻࢠm = 2ͷ
߹ɼͱΓಘΔঢ়ଶ

Ω = {0011, 0110, 1100, 1001, 0101, 1010}

ͱͳΓɼ্هͷཻࢠͷಈ֬͘త݅Λجʹ֤
ঢ়ଶ͔Β֤ঢ়ଶͷભҠ֬ྻߦΛಋग़͢Δ͜
ͱ͕Ͱ͖ɼͦͷݻ༗ 1ͷݻ༗ϕΫτϧɼ

(1− α, 1− α, 1− α, 1− α, 1, 1)

ͱͳΔɽ
·ͨɼҟͳΔύϥϝʔλ L = 6ɼm = 3ͷ࣌ɼ
ঢ়ଶۭؒ Ω

000111, 001110, 011100, 111000, 110001,

100011, 001011, 010110, 101100, 011001,

110010, 100101, 010011, 100110, 001101,

011010, 110100, 101001, 010101, 101010

ͱͳΓɼݻ༗ 1ͷݻ༗ϕΫτϧɼ

(
6 components︷ ︸︸ ︷

(1− α)2, . . . (1− α)2,

12 components︷ ︸︸ ︷
1− α, . . . 1− α, 1, 1

)
.

ͱͳΔɽ͜ͷΑ͏ͳ͍ͭ͘ͷҟͳΔۭؒαΠ
ζɼཻࢠͰͷ࣮͔ݧΒɼܥͷۙʹؔ͢
Δ༧ΛҎԼͷΑ͏ʹཱͯΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
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3 ֬όʔΨʔζηϧΦʔτϚτϯͷ
ۙͱجຊਤ

༧ ҙͷঢ়ଶ x ∈ Ωʹରͯ͠ɼͦͷؒ࣌
ແݶେʹ͓͚Δੜ֬ىɼ

p(x) =
C

(1− α)#10(x)

͜͜Ͱɼ#10(x)ɼ֤ঢ়ଶʹ͓͚ΔϩʔΧϧ
ͳύλʔϯ 10ͷɼC

∑
x∈Ω p(x) = 1Λຬ

ͨͨ͢Ίͷ֨نԽఆͰ͋Δɽ
͜ͷ༧͔Βɼܥͷ֤ঢ়ଶͷؒ࣌ແݶେʹ͓͚
Δੜ֬ىɼҎԼͷΑ͏ʹͳΔɽ

p(x) =
( 1
1−α)

#10(x)

∑m
k=1NL,m(k)( 1

1−α)
k

(0 < α < 1)

͜͜ͰɼNL,m(k) ɼ#10 = kͱͳΔΑ͏ͳ
ঢ়ଶͷͰɼҰൠͷ L,mʹରͯ͠ɼ

NL,m(k) =
L(m− 1)!(L−m− 1)!

(m− k)!(k − 1)!k!(L−m− k)!

ͱͳΔɽ
্Ͱಋग़֤ͨ͠ঢ়ଶͷੜ֬ىΛجʹɼظ
ͱͯ͠ͷجຊਤʢؒ࣌ແݶେʹ͓͚Δཻࢠͷฏ
ʣΛಋग़͢Δ͜ͱࣜͷؔີࢠӡಈྔͱཻۉ
͕Ͱ͖ɼ

QL,α(m) =
α

L

∑m
k=1 k NL,m(k)( 1

1−α)
k

∑m
k=1NL,m(k)( 1

1−α)
k

ͱͳΔɽ
͜ͷجຊਤGKZزԿڃΛ༻͍ͯද͞ݱ

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
̀

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

Q

ਤ 2. ֬όʔΨʔζηϧΦʔτϚτϯͷجຊਤɽα = 0.8ɽ
Αͬͯಋग़͞Εʹࢉܭ্͕͔ࣜΒಋग़ɼനؙ͕ࠇ
ຊਤɽجͨ

Ε͓ͯΓɼͦͷੑ࣭Λར༻ͯ͠ྗֶతݶۃΛ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖ɼͦͷ݁Ռɼ͢ࢉܭ

Q = lim
L→∞
m=ρL

QL,α(m) =
1−

√
1− 4αρ(1− ρ)

2

ͱͳΓɼطଘͷ݁Ռͱ߹க͢Δ [3]ɽ

4 ֦ுͱޙࠓͷల

ͦͷଞʹɼಉ༷ͷख๏Ͱղੳ͕͑ߦΔΑ͏
ͳ֦ு͞Εཻͨ֬ܥࢠΛఏҊ͠ɼۙʹ
ؔ͢Δ༧ͱجຊਤͷಋग़ʹ͍ͭͯɼߨԋͰ
հ͢ΔɽۙΛ༧͢Δࡍɼҙͷۭؒα
Πζɼཻࢠʹ͓͍ͯɼಋग़ͨ͠ભҠ֬ྻߦ
ͷݻ༗ϕΫτϧͷ֤ཁૉ͕௨ɼҼղ͞Ε
͍ͯΔ͜ͱ͕ඞཁͱͳ͓ͬͯΓɼ͍͔ͭ͘ͷܥ
ຯਂ͍ੑ࣭Ͱ͋Δͱ͍͑Δɽ·ͨɼڵ௨͢Δڞʹ
max-plus Λ༻͍ͯද͞ݱΕ֦ͨுܥͷ
ࢄԽɼٯࢄԽΛ༻͍ͨՄੵܥͱͯ͠ͷ
ղੳɼޙࠓͷలͰ͋Δɽ
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超離散量子ウォークの保存量と定常状態
渡邉 扇之介 1，福田 亜希子 2，瀬川 悦生 3，佐藤 巌 1

1小山工業高等専門学校，2芝浦工業大学，3横浜国立大学
e-mail : sewatana@oyama-ct.ac.jp

1 はじめに
超離散系とは，連続系における独立変数と従

属変数をどちらも離散化することで得られる系
として知られ，以下の超離散極限が鍵となる．

lim
ϵ→+0

ϵ log(eα/ϵ + eβ/ϵ) = max{α,β},

lim
ϵ→+0

ϵ log(eα/ϵ · eβ/ϵ) = α + β.

この超離散極限によって得られる超離散系は演
算がmaxと+のみで構成される．一般に，実数
に無限大を加えた集合Rmaxに 2つの二項演算
和⊕と積⊗を，それぞれ⊕ = maxと⊗ = +で
定義した代数 (Rmax,⊕,⊗)をmax-plus代数と
いい，代数幾何においてはトロピカル幾何とい
う名でも様々な研究がされている [1]．本研究は
確率統計や物理，情報などで広く知られる量子
ウォークの超離散版を構築することを目指した
もので，その第一歩としてmax-plus代数にお
ける量子ウォークを模した一次元整数格子上の
モデル，max-plusウォークを構成した．通常の
一次元整数格子上の量子ウォークでは，各格子
点上の状態ベクトルのユークリッドノルムの総
和が保存量となることが知られている [2]．これ
に対して，本研究で考えるmax-plusウォークは
各格子点上の状態ベクトルを決定する行列の固
有値の総和が保存量となることを示す．さらに，
その固有値に関する固有ベクトルが max-plus
ウォークの定常状態となることを示す．

2 Max-plusウォーク
1次元整数格子上の各格子点に，max-plus代

数におけるベクトルを与える．このとき，これ
らのベクトルがある決められたmax-plus行列
によって時間発展するモデルをmax-plusウォー
クと呼ぶ．格子点上のベクトルのことを状態と
呼び，時刻 n ∈ Nで場所 k ∈ Z にある状態を
ψn

k と書く．本研究では，状態を 2次元ベクト
ルとし，1つの初期状態 ψ0

0 ∈ R2
max が 2つの

2 × 2のmax-plus行列 P,Q ∈ R2×2
max で時間発

展する次の図 1のようなmax-plusウォークを
考える．注意として，Rn

maxは n次のmax-plus

ベクトル全体，Rn×n
max は n×nのmax-plus行列

全体を表す．

図 1. Max-plusウォーク

このとき，max-plusウォークにおける状態 ψn
k

は次のような時間発展系で決まる．

ψn
k = (P ⊗ ψn−1

k+1 ) ⊕ (Q ⊗ ψn−1
k−1 ) = An

k ⊗ ψ0
0.

行列An
k ∈ R2×2

maxをmax-plusウォークの状態決
定行列と呼ぶ．例えば n = 3，k = 0での状態
決定行列A3

−1は

A3
−1 = Q ⊗ P⊗2 ⊕ P ⊗ Q ⊗ P ⊕ P⊗2 ⊗ Q

となる．発展行列 P,Qをそれぞれ

P =

(
a b

ε ε

)
, Q =

(
ε ε

c d

)

とし，新たに 2つの行列R,S ∈ R2×2
maxを

R =

(
c d

ε ε

)
, S =

(
ε ε

a b

)

とすると，状態決定行列An
k は次の定理で示す

ように，行列 P,Q,R, Sの 1次結合で書くこと
ができる．
定理 1 Max-plusウォークにおける状態 ψn

k は
初期状態 ψ0

0 から，左に進むことを意味する発
展行列P を ℓ回，右に進むことを意味する発展
行列 Qをm回用い，左から右 (または右から
左)に r回折り返すことで得られるとする．こ
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のとき，状態決定行列An
k は

(i) k = −n + 2,−n + 4, . . . , n − 2のとき
An

k =
(ℓ−1)∧m⊕

r=1

{
(ℓ − r − 1)a + rb + rc + (m − r)d

}
⊗ P

⊕
ℓ∧(m−1)⊕

r=1

{
(ℓ − r)a + rb + rc + (m − r − 1)d

}
⊗ Q

⊕
ℓ∧m⊕

r=1

{
(ℓ − r)a + rb + (r − 1)c + (m − r)d

}
⊗ R

⊕
ℓ∧m⊕

r=1

{
(ℓ − r)a + (r − 1)b + rc + (m − r)d

}
⊗ S,

(ii) k = −nのときAn
−n = (n − 1)a ⊗ P ,

(iii) k = nのときAn
n = (n − 1)d ⊗ Q

となる．ここで，a ∧ b = min{a, b}である．

3 Max-plusウォークの保存量
Max-plusウォークの発展行列P,Qの成分で

あった a, b, c, d ∈ Rmaxに対して以下の条件を
課す．

{
a ⊗ d = e,

b ⊗ c = e.
(C)

この条件 (C)のもとで，定理1で得られたmax-
plusウォークの状態決定行列An

k は

An
k =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
na (n − 1)a + b

ε ε

)
if k = −n,

(
−ka (−k − 1)a + b

(−k + 1)a − b −ka

)

if k = −n + 2,−n + 4, . . . , n − 2,
(

ε ε

(−n + 1) − b −na

)
if k = n

となる．この行列An
kのmax-plus固有値λn

kは，
場所 kで場合分けすることなく，

λn
k = −ka

となる．任意の時刻 tにおける固有値 λt
k の総

和 Φtを考えると

Φt =
∑

k

λt
k =

∑

k

−ka = 0

となり，これはΦt = 0がmax-plusウォークの
時間に関する保存量となることを意味する．さ

らに，仮定とした条件 (C)は Φtが保存量とな
るための必要十分条件であることも示すことが
でき，まとめると以下の定理を得る．
定理 2 Max-plusウォークにおいて，状態決定
行列An

k の固有値 λn
k の kに関する総和Φnが保

存量となるための必要十分条件は発展行列P,Q

が条件 (C)を満たすことである．またこのとき，
Φnの値は 0である．

4 Max-plusウォークの定常状態
この節では，無限個の初期状態を与えたとき

のmax-plusウォークを考える．無限次の行列
AとベクトルΨnを

A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
...

...
...

· · · E P E · · ·
· · · Q E P · · ·
· · · E Q E · · ·

...
...

...
. . .

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Ψn =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...
ψn
−1

ψn
0

ψn
1
...

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

としたとき，次の発展方程式は，この max-plusウ
ォークの時刻 nにおける系全体の時間発展を記述し
ている．

Ψn+1 = A⊗ Ψn = A⊗n ⊗ Ψ0.

行列P,Qが条件 (C)を満たすときの行列Aのmax-
plus固有値と固有ベクトルに関して，以下の定理を
示した．
定理 3 行列Aのスペクトラル σ(A)は σ(A) = {0}
であり，このときの固有ベクトル v(A)は

v(A) = κ ⊗

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...
X−1

X0

X1
...

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Xk =

(
−ak

(−k + 1)a − b

)

となる．ここで，κ ∈ Rmax は定数である．
この定理 3で得られた固有ベクトル v(A) = vは固
有値 0に関する固有ベクトルであるため

A⊗ v = v

を満たす．つまりこの vの成分であるXk を場所 k
の初期状態としたmax-plusウォークは時間発展に
よって状態が変化しない．よって，我々はこの vを
max-plusウォークの定常状態と呼ぶ．
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ి࣓ͷݻ༗Ҡಈʹؔ͢Δܗঢ়࠷దԽͱಋͷԠ༻

ଜ ݈ଠ 1, ࠤ ਖ਼ٛ 2, ൞্ ल 1

େֶݹ1໊ ใֶڀݚՊɼ2ࣜגձࣾ SOKEN

e-mail : azegami@i.nagoya-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ं྆ܞଳిͳͲͰϚΠΫϩͷૹʹ
ΘΕΔಋɼ͍पͷ৴߸Λःஅ͠ɼ
पͷ৴߸Λ௨աͤ͞ΔϋΠύεϑΟϧ͍ߴ
λͱͯ͠ͷಛੑΛ͍ͯͬ࣋Δɽ͜Ε·Ͱɼಋ
ͷϑΟϧλੑΛ্ͤ͞ΔͨΊʹɼಋ
ͷిʹର͢ΔपԠΛঢ়ଶܾఆ
ͱ͓͖ɼग़ྗϙʔτͷిྗͱϑΟϧλಛੑؔ
ͷੵΛతؔͱͨ͠ܗঢ়࠷దԽΛఆ
ࣜԽͯ͠ɼͦͷྫΛࣔͨ͠ [1]ɽͦͷ
ྫͰɼαϯϓϦϯάपΛ͔̎ͭ͠औΕͳ
͔ͬͨ͜ͱ͋ΓɼϑΟϧλੑͷ্͕֬ೝ
͞Ε͕ͨɼվળͷ༨͕ݟΒΕͨɽຊڀݚͰɼ
ಋͷిʹର͢Δݻ༗Λঢ়ଶܾఆ
ͱΈͳ͠ɼݻ༗Λతؔͱ͓͍ͯҠಈ
͢Δ͜ͱΛతʹͨ͠ܗঢ়࠷దԽΛఆࣜԽ
͠ɼͦͷͷղͷத͔ΒϑΟϧλੑͷ༏Ε
ɽͨ͠ࢦঢ়ΛΈ͚ͭΔ͜ͱΛܗͨ

2 ॳྖظҬͱઃܭมͷڐ༰ू߹

ຊڀݚͰɼਤ 1ͷΑ͏ͳطใ [1]ͷಋΛ
քڥΔɽೖྗ͑ߟ ΓI0ʹిྲྀີ iR : ΓI0 → R3

͕༩͑ΒΕɼग़ڥޱք ΓO0 ͔Β৴߸͕ग़ྗ͞
ΕΔɽதԝͷڥք ΓC0 ΧοτΦϑपʹ
Αܾͬͯఆ͞ΕΔɽͦ͜ͰɼྖҬมಈͷมҐ φ

ͷۭؔؒΛ X =
{
φ ∈ H1

(
R3;R3

) ∣∣ φ =

0R3 on ΓI0 ∪ ΓO0 ∪ ΓC0
}
ͱ͓͖ɼͦͷڐ༰ू

߹Λ D = X ∩ C1,0
(
R3;R3

)
ͱ͓͘ɽ

3 ঢ়ଶܾఆ

ϵ, µ, γR ͓Αͼ c ΛͦΕͧΕۭؾͷ༠ిɼ
ք݅ʹΑܾͬͯఆ͞ΕΔڥͷಁ࣓ɼؾۭ
͓Αͼޫͷͱ͢Δɽ

 3.1 (༗ݻ) φ ∈ D ͕༩͑ΒΕͨ
ͱ͖ɼr ∈ N ʹରͯ͠ɼ

∇×
(
1

µ
∇× er

)
− ω2

rϵer = 0R3 in Ω (φ) ,

ν × er = 0R3 on ΓC0 ∪ ΓD (φ) ,

1

µ
ν × (∇× er) + γRν × (ν × er) = 0R3

ਤ 1. ಋͷॳྖظҬͱڥք݅

on ΓI0 ∪ ΓO0

Λຬͨ͢ిͷݻ༗प ωr ∈ R ͱݻ༗ৼ෯
Ϟʔυ er : Ω (φ) → R3 ΛٻΊΑɽ

 3.1 ͷऑղ er ͷۭؔؒΛ

UE =
{
e ∈ L2

(
Ω (φ) ;R3

)
|

∇× e ∈ L2
(
Ω (φ) ;R3

)
,

e× ν = 0R3 on ΓC0 ∪ ΓD (φ)
}

(1)

ͱԾఆͯ͠ɼ͞Βʹɼڐ༰ू߹Λ࣍ͷΑ͏ʹԾ
ఆ͢Δɽ

SE = UE ∩ C0,1
(
Ω (φ) ;R3

)
(2)

4 దԽ࠷ঢ়ܗ

ΧοτΦϑपۙʹ͋Δݻ༗पΛࢦ
ఆͨ͠ํʹҠಈ͢ΔͨΊͷܗঢ়࠷దԽ
Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢ΔɽR = {r1, · · · , r|R|} ⊂
N|R| Λࢦఆͨ͠Ϟʔυ࣍ͷू߹ͱͯ͠ɼwr

(r ∈ R)  ω2
r ͷҠಈํ (ݮ૿) Λ༩͑Δ࣮

ఆͱͯ͠ɼతؔΛ࣍ͷΑ͏ʹ͓͘ɽ

f (φ,ωr | r ∈ R) =
∑

r∈R
wrω

2
r (3)

 4.1 (༗पҠಈݻ) Λຬͨ࣍͢ Ω (φ)

ΛٻΊΑɽ

min
(φ,ωr,er | r∈R)

{f1 (φ,ωr | r ∈ R) |  3.1} .

5 ධՁؔͷܗঢ়ඍ

f  ωr ͷؔͳͷͰɼ 3.1 Λ੍݅
ʹͨ͠ Lagrange ๏ʹΑͬͯɼf ͷܗঢ়ඍ
͕ٻΊΒΕΔɽ͜ͷͰɼࣗݾਵؔ
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ਤ 2. ಋͷॳܗظঢ় (্) ͱ࠷ऴܗঢ় (Լ)

ਤ 3. ిͷݻ༗ৼ෯Ϟʔυ er (্͔Β r = 1, 2, . . . , 6)

͕ಘΒΕɼͦͷ݁Ռɼf̃ (φ) = f (φ,ω (φ)) ͱ
͔͘ͱ͖ɼҙͷ ϕ ∈ D ʹରͯ͠

f̃ ′
1 (φ) [ϕ] = ⟨g1,ϕ⟩

=
∑

r∈R

∫

Ω(φ)

(
G1Ωr ·∇ϕT + g1Ωr∇ ·ϕ

)
dx,

G1Ω =
2wR

µ
(∇× er) (∇× ecr)

T ,

g1Ωi = −wR

µ
(∇× er) · (∇× ecr)− wRω

2
rϵer · ecr

͕ಘΒΕΔɽͨͩ͠ɼ( · )c ෳૉڞΛද͢ɽ

6 ྫ

ղ๏ H1 ޯ๏ʹͮ͘ج෮๏Λ࠾
༻ͨ͠ɽϓϩάϥϜ COMSOL Multiphysics

5.2aΛ༻͍ͯ࡞͞Εͨɽݻ༗पͷೖΕସ
ΘΓɼMAC (modal assurance criterion) ๏
ʹΑͬͯผ͞Εͨɽ
ಋͷॳܗظঢ়Λਤ 2 ͷ্ʹࣔ͢ɽΧο

τΦϑपΛ 50 [GHz] ͱͯ͠ɼͦͷۙ
(49.2, 50.2) [GHz] ʹଘͨ͠ࡏ 6ͭͷϞʔυΛ
ঢॱͰ r = 1, 2, . . . , 6 ͱ͓͍ͨɽਤ 3 ʹి

0 5 10 15
49.2

49.4

49.6

49.8

50

50.2

E
ig

en
fr
eq

u
en

cy
 (

G
H

z)

Iteration number

ω1

ω2

ਤ 4. ༗पͷਪҠݻ (w1 = −1ɼw2 = −1)

Conventional method

Present method

ਤ 5. s21 ύϥϝʔλ

ͷݻ༗ৼ෯Ϟʔυ er Λࣔ͢ɽຊڀݚͰɼ
w1, w2, . . . , w6 ʹ {−1, 0, 1} ͷ͏ͪͷͲΕ͔Λ
༩༷͑ͨʑͳΈ߹Θͤʹରͯ͠ɼ 4.1 ͷ
ղΛٻΊͨɽͦͷ݁ՌɼϑΟϧλੑ͕࠷
্ͨ͠ͷɼ(w1, w2, . . . , w6) = (−1ɼ−
1, 0, . . . , 0) ͷͱ͖Ͱ͋ͬͨɽ
ਤ 2ͷԼʹɼͦͷͱ͖ͷ࠷ऴܗঢ়Λࣔ͢ɽܗ
ঢ়มߋΘ͔ͣͰ͋Δ͕ɼΓC0 ͷڥք (ςʔ
ύʔ෦ͷ͚ࠜ) Β͔ʹͳ͍ͬͯΔɽਤ͕ 4

ʹɼͦͷͱ͖ͷܗঢ়ߋ৽ͷճʹର͢Δݻ༗प
ͷਪҠΛࣔ͢ɽw1 ͱ w2 ͱʹ૿Ճ͠ɼ
ͦΕҎ֎ͷݻ༗प૿Ճͨ͠ɽਤ 5ʹɼಋ
ͷϑΟϧλੑΛධՁ͢Δͱ͖ʹΘΕΔ
ΧοτΦϑपۙͷ s21 ύϥϝʔλ (ೖྗ
ϙʔτʹೖ͞Εͨిྗʹର͢Δग़ྗϙʔτΛ
௨ա͢Δిྗͷൺ) Λࣔ͢ɽ͜ͷਤʹɼैདྷ
๏ [1] ͷ݁Ռࣔ͞Ε͍ͯΔɽ͜ͷਤΑΓɼࠓ
ճಘΒΕͨಋͷܗঢ়ɼैདྷ๏ͰಘΒΕͨ
ঢ়ΑΓ༏ΕͨϑΟϧλੑΛͭ͜ͱ͕֬ܗ
ೝ͞ΕͨɽΧοτΦϑपͷҠಈʹؔͯ͠ɼ
ΓC0 ͷܘΛमਖ਼͢Δ͜ͱͰ֨نʹऩΊΔ͜
ͱ͕ՄͰ͋Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] M. Satake and H. Azegami. Shape op-

timization of waveguide filter. JSIAM

Letters, Vol. 8, pp. 33–36, 6 2016.
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H1勾配法に基づく複数材料を考慮したロバストトポロジー最適化
新谷 浩平 1, 畔上 秀幸 1

1名古屋大学大学院
e-mail : mailad4me@gmail.com

1 緒言
トポロジー最適化は許容された設計空間の中

で，コスト関数が最小となるように最適な材料
の配置を決める手法である [1]．近年，Additive
manufacturingの発展により複数材料を用いた
複雑な造形技術が可能となったことを受け，ト
ポロジー最適化を用いた設計手法が注目されて
いる [2]．本研究では，物性値のばらつきを考
慮した下で，複数材料の最適配置を求めるロバ
ストトポロジー最適化問題を定義し，H1勾配
法を用いた解法を示す．

2 複数材料の数理モデル
1種類の材料を仮定した場合は，次のような

定式化が使われてきた．d ∈ {2, 3} 次元の有界
領域 D 上で，のちに密度と関連付けられる設
計変数を θ ∈ X = H1 (D;R) とおく．密度は
θ のシグモイド関数

φ (θ) =
1

2
tanh θ +

1

2
(1)

によって与えられるものとする．物性値 e は
SIMP (Solid Isotropic Material with Penaliza-

tion) 法に従い，

e (θ) = ρα (θ) e1 (2)

のようにおく．ただし，e1は材料 1の物性値を
表す．また，α > 1 は中間的な物性値にペナル
ティを与えるために設けられた指数定数である．
これを m 種類の複合材料に拡張する．本稿

では [2]に従い，

e (θ) =
m∑

i=1

(
(ei − ei−1)

i∏

j=1

ρα (θi)

)
+ e0

おく．ただし, e0 は穴に対応した十分小さな物
性値，ei は材料 i ∈ {1, . . . ,m}の物性値を表
し，θ = {θ1, θ2, . . . , θm} ∈ Xm は設計変数を
表す．
ei に対して確率変数 ωi を導入する．ω =

{ω1,ω2, . . . ,ωm} の定義域を Ω ⊂ Rm とかき，
q (ω) : Ω ∋ ω %→ [0, 1] を確率密度関数とする．

確率変数 ωi は互いに独立であると仮定する．
このとき，物性値 e と ei を e (θ,ω) と ei (ωi)

のように表すことにする．

3 ロバストトポロジー最適化問題
物性値 e (θ,ω)が定義された設計領域Dの境

界 ΓD ⊂ ∂D で変位が拘束され，ΓN ⊂ ∂D\Γ̄D

(̄ は閉包) に外力 p ∈ L2q
(
ΓN;Rd

)
(q > d) が

が与えられた線形弾性問題を考える．変位解
u (θ,ω) ∈ H1

(
D;Rd

)
を用いて，目的関数を

f0 (θ,ω) = µ (c (θ,ω)) + βσ (c (θ,ω)) (3)

のように定義する．ただし，平均コンプライア
ンアスの平均値と標準偏差を

c (θ,ω) =

∫

ΓN

p · u (θ,ω) dx,

µ (c (θ,ω)) =

∫

Ω
c(θ,ω)q (ω) dω

σ2 (c (θ,ω)) =

∫

Ω

{
c(θ,ω)

− µ (c(θ,ω))
}2

q (ω) dω

とおく．β は平均値と標準偏差のバランスを決
める定数とする．
また，材料 i ∈ {1, . . . ,m} を規定する制約

条件を以下のように定義する.

fi (θ) =

∫

D

i∏

j=1

ρα (θj)dx− ci ≤ 0 (4)

ここで，ci は材料 i の質量に対する制約値を
表す．
これらの定義を用いて，ロバストトポロジー

最適化問題を次のように定義する．

min
θ∈Xm

{
f0 (θ,ω) | fi (θ) ≤ 0, i ∈ {1, . . . ,m}

u (θ,ω) は線形弾性問題の解
}

(5)

4 不確実性パラメータの評価法
ωi が互いに独立であることを用いれば，平均

値と標準偏差は次式で評価される (Univariate

Dimension Reduction [3])．

µ (c (θ,ω)) = − (m− 1) c (θ, µ (ω))

日本応用数理学会 2019年 年会 講演予稿集 (2019.9.3-5，東京) Copyright (C) 2019 一般社団法人日本応用数理学会

174



+
m∑

i=1

µ (c (θ, µi (ωi))) ,

σ2 (c (θ,ω)) =
m∑

i=1

σ2 (c (θ, µi (ωi)))

ただし，µi (ωi) = {µ (ω1) , . . . ,ωi, . . . , µ (ωm)},
µ (ω) = {µ (ω1) , . . . , µ (ωm)} のように定義す
る．さらに，µ と σ2 における Ω 上の積分を
Gauss 積分で求めるときは次のようになる．

µ (c (θ,ω)) = − (m− 1) c (θ, µ (ω))

+
m∑

i=1

n∑

j=1

wij c (θ, µi (lij)) ,

σ2 (c (θ,ω)) =
m∑

i=1

n∑

j=1

wij

{
c (θ, µi (lij))

−
n∑

k=1

wik c (θ, µi (lik))
}2

ただし，nは Gauss積分点の数を表し，l(·)j と
w(·)j は Gauss 積分点と重み定数を表す．上式
の評価に必要な線形弾性問題の求解数はmn+1

回である．Ω 上に設けた Gauss 積分点の数を
小さくとることで，線形弾性問題の求解数を抑
えることができる．

5 評価関数の勾配
本稿では勾配法による解法を示す．f0 の θi

(i ∈ {1, . . . ,m}) の変動に対する勾配は

g0i (θ,ω) =
∂f (c (θ,ω))

∂θi

=
∂µ (c (θ,ω))

∂θi
+

β

2σ (c(θ,ω))

∂σ (c (θ,ω))

∂θi

のように求められる．ここで，

∂µ (c (θ,ω))

∂θi
= − (m− 1)

∂c (θ, µ (ω))

∂θi

+
m∑

j=1

n∑

k=1

wjk
∂ c (θ, µj (ljk))

∂θi
,

∂σ (c (θ,ω))

∂θi
= 2

m∑

j=1

n∑

k=1

wjk

{
c (θ, µj (ljk))

− µ (c (θ, µj (ljk)))
}(∂c (θ, µj (ljk))

∂θi

−
n∑

l=1

wjl
∂c (θ, µj (ljl))

∂θi

)
,

∂c (θ,ω)

∂θi
=
∂e (θ,ω)

∂θi
S (u) · E (u)

である．また，S (u) と E (u) は応力とひずみ
である．一方，fi (θ) の θj (j ∈ {1, . . . ,m}) の
変動に対する勾配は次のようになる．

gij (θ) =
∂fi (θ)

∂θj
=
∂ρ (θj)

∂θj

i∏

k=1

ρ (θk)

ρ (θj)

6 ロバストトポロジー最適化問題の解法
本研究では，θ 型 H1 勾配法 [4, 第 8章]によ

り問題 (5)を解く．すなわち，fi (i ∈ {0, . . . ,m})
が降下する θj (j ∈ {1, . . . ,m}) の更新方向
ϑijg ∈ X を次式で求める．

a (ϑijg,ψ) = −⟨gij ,ψ⟩ ∀ψ ∈ X

ただし，

a (ϑ,ψ) = ca

∫

D
(∇ϑ ·∇ψ + cDϑψ) dx,　

⟨ϑ,ψ⟩ =
∫

D
ϑψdx

とおく．ここで，ca と cD をステップサイズ
と正則性を調整する正定数である．これらの
ϑijg を用いて，θi を更新した後に (4) に対する
KKT 条件が満たされるように Lagrange 乗数
λij を求め，繰返し数 k ∈ {0, 1, . . .} に対して，
次式で θi を更新していく．

θik = θi k−1 + ϑ0ig +
n∑

j=1

λjiϑjig
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1 ֓ཁ

༗քྖҬ D(⊂ Rd, d = 1, 2, 3)্ͷີ
 x(ξ), ξ ∈ D, 0 < κ ≤ Λ(= 1),κ << Λ,

શ࣭ྔ tm(x) =
∫
D x(ξ)dξ ≤ c0 ͳΔΛ

Kc0ͱ͠,ମੵྗ f(ξ)ͱڥքԠྗ g(ξ)Լ,
x(ξ) ͕ͳ͢ࣄ ྔ j0(x), Kc0 Ͱ, j0(x)ͷ࠷
খྔΛ༩͑Δ x(ξ)Λ x∗ = xc0,∗, j0(x∗) =

min
x∈Kc0

j0(x). ঘ, ͜ͷͷಋೖʹจݙ [1, 2,

3]ʹଟେͳँײΛ๋͛·͢.

ཁ: I. x∗(ξ)͕ଘ͢ࡏΔ, II. x∗ΛٻΊΔε
ΩʔϜ 1,2, III εΩʔϜ 1ͷࢄղ͕Έͨ͢ෆ
ࣜΛҰݸ, εΩʔϜ 2ͷྫΛ .ͷఏࣔݸ2

2 ੍࣭ྔԼͷ࠷ద࣭ྔ

֎ྗΛ f ∈ L2(D) = H, g ∈ H1/2(ΓN ),

 xͱ (1) BVP Ͱఆ·ΔมҐ ux Λ ux =

u(x) ∈ V = {v ∈ H1(D) | v = 0 ΓD}, ∂D =

ΓD ∪ ΓN .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a(x, ux, v) = ⟨f, g, ; v⟩ ∀v ∈ V,

a(x, u, v) =
∫
D x∇u ·∇vdξ,

⟨f, g; v⟩ =
∫
D fvdξ +

∫
ΓN

gvdσ.

(1)

{f, g} ̸= {0, 0}ͷͱ͖ xͷίετ j0(x)ͱ࠷খ
ίετΛ༩͑Δ࠷ద x∗,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

j0(x) = ⟨f, g; v⟩ = a(x, ux, ux)

(≥ κ∥ux∥2 > 0),

x∗ ∈ Kc0 : j0(x∗) = inf
x∈Kc0

j0(x).

(2)

ఆཧ 1 దີ࠷ x∗(ξ) ∈ Kc0͕ଘ͢ࡏΔ.

ఆཧ 1࣍ͷࠜڌͰΓཱͭ.

(i) a) Kc0
⊂
̸= M ≡ L∞(D) = L∗

⊂
̸= H ≡ L2(D)

⊂
̸= L ≡ L1(D)

⊂
̸= L∗∗ ≡ M∗.

b) Kc0 : w∗(M,L)ดू߹, ϊϧϜ ༗ք.

c) Kc0 : w∗(M,L)ίϯύΫτ.

(ii) a) U c0 = {ux}x∈Kc0 : ༗ք, ∥ux∥V ≤ Cc0 .

b) a(x− y, ux, v) = a(y, uy − ux, v) x, y ∈ Kc0 .

c) xn w∗
→ x∞, M ⇒ xn∇uxn

w∗
→ x∞∇u(x∞), V ∗.

d) j0|Kc0 ͷ࠷খԽྻ w∗ ऩଋ෦ྻΛͭ.

3 ཅత లมෆࣜൃؒ࣌ ࢄεΩʔϜ 1

దมҐ࠷ x∗ ∈ Kc0 ͷมෆࣜํඍ
, j′0(x) = Ax ∈ M∗ Λ༻͍, 0 ≤ ⟨Ax∗, y −
x∗⟩ ∀y ∈ Kc0 . ຢ, j0(x)  w∗(M,L) ࿈ଓ ತؔ
, (Kondrashov’s Th.). ,ʹߋ a(x, u′(x; y−x), v) =

−a(y−x, ux, v), j′0(x; y−x)= −⟨Ax, y−x⟩{L∗,L},

Ax = −|∇u(xk)|2, దղ࠷ (2), Ax∗ ∋ 0.
ଟ֯ܗ D ʹ, ༗ݶཁૉ๏Λద༻, ܗ֯ࡾ

ׂΛ {Th}h↓0, Th = {Si
h}

Nh
i=1, h = maxTh

diameter(Si
h). Vh  vh ∈ C(D), Si

h ্Ұ࣍,
ΓD ্ vh = 0ͳΔͰ Vh ⊂ V , Mh = {xh ∈
M | xh|Si

h
∈ R} = {RNh , ∥ · ∥M} ⊂ M , Kc0

h =

Kc0 ∩ Mh, Lh = {RNh , ∥ · ∥L} ⊂ L, Ah =
A|Mh : Mh 0→ Lh. Λִؒؒ࣌ [0, T ], ׂؒ࣌
 NT , τh = T

NT
, (2)ରԠ, ཅతൃؒ࣌లมࣜ

 (3), c. f., (9.4), [4].

∀x0
h ∈ ∂Kc0

h , ∃xk+1
h ∈ ∂Kc0

h ,〈
xk+1
h − xk

h

τh
+Ahx

k
h, yh − xk+1

h

〉

{Lh,Mh}
≥ 0 ∀yh ∈ Kc0

h k ∈ {0} ∪ {1, 2, · · · , NT − 1}.

(3)

4 εΩʔϜ 2

εΩʔϜ 2 1) 0 < δ << .ఆݻ1 0 < ∃τh ≤ Cc0τh
maxj |Sj

h|
⇔,

τh = T
NT

, τh ≤ δmaxi |Si
h|

Cc0 . ∀x0
h ∈ ∂Kc0

h . ҎԼ, k ∈ {0}∪N.

2) ∀xk
h ∈ ∂Kc0

h , ∃uh(xk
h) ∈ Vh, Ahxk

h = {|∇uk
h|

2
Sk,i
h

}i,

3) yk+1
h = xk

h − τhAhxk
h ∈ K

|D|+δ̄
h \ ∂Kc0

h ,

4) ∃ηk+1
h ∈ R, xk+1

h = κ+ηk+1
h (yk+1

h − κ) ∈ ∂Kc0
h ,

5) k+1 < NT ͷͱ͖ k+1Λ kͱ͠εςοϓ 2), k+1 = NT
ͷͱ͖ఀࢭ.
ҙ 1. εΩʔϜ 2, εςοϓ 1)Ͱ, |∇uh(xk

h)|
2
Si
h
|Si

h| ≤ Cc0

(2 અ (ii) a) .(রࢀ ҙ 2. εΩʔϜ 1 Ͱ, ∂Kc0 ∋ xk
h 1→

yk+1
h = xk

h − τhAhxk
h ∈ M \ Kc0 . ࣸ૾, yk+1

h 1→ xk+1
h ∈

∂Kc0 : Kc0
h ্ͷ, yk+1

h ͷࣹӨͰ͋Δ (Theorem 2.3, [5]) v
ҙ 3. ԼهͷॾσʔλεΩʔϜ 2 ͷྫࢉܭͰ͋Δ

c0= 0.6, rt= 300 000, period= 7500, printout=40, 40.0688
min

j0= {1.47008, 1.45356, 1.44008, 1.42882, 1.41925, 1.411,
1.40382, 1.3975, 1.3919, 1.38692, 1.38245, 1.37843, 1.37481,
1.37153, 1.36855, 1.36585, 1.36338, 1.36113, 1.35908, 1.35719,
1.35547, 1.35389, 1.35244, 1.35111, 1.34988, 1.34876, 1.34772,
1.34677, 1.34589, 1.34508, 1.34434, 1.34365, 1.34302, 1.34243,
1.34189, 1.34139, 1.34093, 1.34051, 1.34012, 1.33975}.

c0=0.3, rt=32 000, period=800, printout=40, 43.8631
min

j0= 82.94574, 2.91672, 2.89276, 2.8726, 2.85537, 2.84048,
2.82748, 2.81604, 2.8059, 2.79687, 2.78878, 2.78151, 2.77495,
2.76902, 2.76364, 2.75875, 2.75429, 2.75023, 2.74651, 2.74311,
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2.73999, 2.73713, 2.73451, 2.73209, 2.72987, 2.72783, 2.72595,
2.72421, 2.72261, 2.72113, 2.71977, 2.71851, 2.71734, 2.71626,
2.71527, 2.71435, 2.71349, 2.7127, 2.71197, 2.71129

5 εΩʔϜ 1ͷ҆ఆੑ
ఆཧ 2 εΩʔϜ 1 ͷ҆ఆ݅

∃δ > 0 : δ ≥
τh

minj |Sj
h|

(4)

ཱ͕ͷͱ͖, εΩʔϜ 1 ͷࢄղ {xk
h}k ࣍ෆࣜΛΈͨ͢.

NT∑

k=1

∥xk+1
h − xk

h∥
2
H ≤ T

√
δ|C0|4. (5)

6 ͷޙࠓ
1) εΩʔϜ 2:y

k+1
h 1→ xk+1

h εΩʔϜ 1:xk
h − Ahxk

h 1→
xk+1
h ͷࣹӨͷۙࣅͰ, εΩʔϜ 1 ͔ΒεΩʔϜ 2 ͕ಘΒ
ΕΔ. ͜ͷۙࣅΛͤ͞ΕεΩʔϜ 2 ͷਫ਼͕͕͋Δ.

2) εΩʔϜ 2:y
k+1
h 1→ xk+1

h εΩʔϜ 1:xk
h − Ahxk

h 1→
xk+1
h ͷࣹӨͷۙࣅͰ, εΩʔϜ 1 ͔ΒεΩʔϜ 2 ͕ಘΒ
ΕΔ. ͜ͷۙࣅΛ্͛ΕεΩʔϜ 2 ͷਫ਼͕͕͋Δ.

3) εΩʔϜ 1 ͷࢄղ {xk
h}

Nh
k=1 ͔Β wh ∈ C([0, T ], H)

Λ, wh|[tk,tk+1] ͕Ұࣜ࣍, ͰఆΊ, ,ஈؔ֊ʹߋ zh(t) =

xk
h, tk ≤ t ≤ tk+1 ͱఆΊΔͱ, ه্ ఆཧ 4 ͔Β wh −

zh → 0, L2((0, T );H), h → 0 ͕ಘΒΕΔ. ͜͜Ͱ
{wh ∈ C([0, T ], H)}h↓0 (⊂ C([0, T ], H)) ͷίϯύΫτ
ੑͷे݅ͷ֬ೝ͕ඞཁ (c. f. [6]).

4) ྻʹޙ࠷ {Ahxk
h}k(⊂ L∗∗) ͷ w∗(L∗∗,M) ίϯύΫτ

ੑͷ֬ೝΛ͏ߦ.
5) ޙΜͩࡁ͕߲ࣄه্ wh ͷݶۃղ ͕ຬͨ͢มෆࣜͷ
Λ֬ೝ͢Δܗ ([4]).

6) εΩʔϜ 2 ͷਫ਼Λ͋͛Δ.

ँࣙ ͷ๛͔͞ͱܭదઃ࠷ઌੜ͔Βେֶͷ൞্लݹ໊
Ԟਂ͞Λͯ͑ڭ͖, େมʹँײக͓ͯ͠Γ·͢.
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回転物体を有する流路における形状最適化
尾関 優汰 1, 倉橋 貴彦 1, 片峯 英次 2

1長岡技術科学大学 機械創造工学専攻，2岐阜工業高等専門学校 機械工学科
e-mail : s185011@stn.nagaokaut.ac.jp

1 はじめに
回転物体を有する流体機械として，エアコン

やエンジンなどが挙げられる．これら機械の高
効率化を目的とした研究として，ファンの翼形
状や種類について検討した研究 [1]などが行わ
れているが，最適な流路形状についての検討は
例を見ない．そこで，本研究では，回転物体を
有する流れ場に対し，随伴変数法に基づく逆解
析手法を導入することで，回転物体を有する流
路における形状最適化についての検討を行う．
なお，本研究では，回転物体を有する流れ場
に対し，Shear-slip mesh update法 [2]を用い
て解析を行った．また，数値解析の実行には，
FreeFem++[3]に基づいて開発したプログラム
を使用した．

2 流速規定問題の定式化
流れ場 Ω の部分領域における流速を目的の

流速に近づけることを目的とし，式 (1)に示す
目的関数 J を定義する．

J =
1

2

∫ tf

t0

∫

Ω
Qi(ui − ui(target))

2dΩdt (1)

ここで，Qi は任意の重みの定数，ui は流速，
ui(target)は目的流速を示す．また，t0 は初期時
間，tf は終端時間を示す．流れ場の支配方程式
として，非定常非圧縮粘性流れ場のナビエス
トークス方程式と連続の式を用いる．また，形
状更新前と形状更新後の領域体積が同じとなる
ように体積制約式を導入する．随伴変数法に基
づき，目的関数と支配方程式からラグランジュ
関数 J ∗を定義し，ラグランジュ関数の第一変
分を誘導する．目的関数はラグランジュ関数の
第一変分の各項が 0と等しい場合に停留する．
設計境界上の座標に対するラグランジュ関数の
勾配を求める．得られた勾配Gi に対して，力
法 [4]を用いて，平滑化処理を行う．修正され
た勾配G∗

i を用いて，形状の更新を行う．

3 数値解析による検証
図 1に示す計算モデルに対し，表 1に示す計

算条件のもとに，外形形状最適化解析を行った．

流速を規定する領域 region A, region B, region

Cを設定し，図 2に示す目的形状を解析して得
られる目的領域における流速を目的値とした．
また，回転物体の角速度 ω = 2πとした．目的
領域付近の壁面境界を設計境界とした．目的領
域では任意の重み定数 Qi を 1.0とし，その他
の領域においては 0とした．
数値解析結果を図 3から図 7に示す．図 3は

初期値を 100とした目的関数と領域の面積の収
束履歴を示す．図 4には，初期形状と目的形状，
同定形状を比較した図を示す．図 5から図 7に
は，それぞれ region A, region B, region Cの
中心点における流速の時間履歴を示している．
解析結果より，得られた同定形状は，目的形

状とは異なる形状ではあるが，目的領域におけ
る流速が目的値に近づいている形状であること
が確認できる．

4 おわりに
本研究では，有限要素法と随伴変数法に基づ

く逆解析手法を用いて，回転物体を有する流路
の外形形状最適化問題の解析を行い，流路の最
適外形形状について検討した．数値解析より，
目的形状とは異なった形状ではあるものの，目
的関数が 0付近に収束する同定形状が得られた．
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ムエアコン革命，日本機械学会誌，Vol.
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Slip Mesh Update Method, Computer
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gineering, Vol.174, (1999), 261-274.

[3] 大塚厚二，高石武史，有限要素法で学ぶ
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[4] 畔上秀幸，領域最適化問題の一解法，日
本機械学会論文集 A 編，Vol. 60, No.

574 (1994), 1479-1486.
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図 1. 数値解析モデルおよび境界条件

表 1. 計算条件

Non-dimensional time increment ∆t 0.01

Time steps 800

Number of nodes 11552

Number of elements 22578

Reynolds number Re 200

Convergence criterion ϵ 0.001

Step length η 0.01

0.50.5 1.0
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0.4
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0.4
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0.5

図 2. 目的形状の数値解析モデル
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図 4. 初期形状と目的形状および同定形状の比較図
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図 5. region Aの中心点における流速の時間履歴
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図 6. region Bの中心点における流速の時間履歴
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図 7. region Cの中心点における流速の時間履歴
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GPUʹΑΔ֊ࢉܭྻߦܕ๏ͷߴԽʹ͚ͨଟͷখີྻߦϕΫτϧ
దԽ࠷ͷࢉܭੵ

େౡ ࢙૱ 1, ࡚ࢁ ଠࢢ 2, ҏా ߂໌ 3, ԣా ཧԝ 4

,େֶݹ1໊ 2αϯσΟΞڀݚཱࠃॴ, 3౦ژେֶ, 4౦ۀژେֶ
e-mail : ohshima@cc.nagoya-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ʹࢉܭϋʔυΣΞฒྻࢉܭੑߴͷࠓ
ΑΓੑߴΛୡ͓ͯ͠Γɺ͍ߴฒྻͷ͋Δ
Ͱ͖ͳ͍ɻشΘͳ͚ΕेͳੑΛൃߦΛࢉܭ
ྫ͑ɺઍͷࢉܭίΞΛͭ࣋GPUͰ 4x4ߦ
ྻͷੵྻߦΛ͏͓ߦͱͯ͠ɺࢉܭίΞΛ͍
Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͣੑࢉܭ͍ߴ͕ಘΒΕͳ͍ɻ
͔͠͠ɺฒྻͷ͍ࢉܭɺখ͞ͳنͷࢉܭ
ͰɺͦΕΛଟಉ͢ߦ࣮ʹ࣌Δ߹ʹશମ
ͱ͍ͯ͠ߴฒྻ͕֬อͰ͖ΔͨΊɺੑΛे
ʹൃͤ͞شΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔՄੑ͕͋Δɻ
ϕΫτϧྻߦʹؔ͢ΔࢉܭΛߴʹͨ͏ߦ

Ίͷπʔϧͱͯ͠ɺBLASͷAPIʹରԠͨ͠ϥ
ΠϒϥϦ͕͘༻͍ΒΕ͍ͯΔɻBLASͷAPI

ͰҰճͷؔݺͼग़͠ʹ͖ͭҰճͷରܭ
ʹ߹͏ߦΛࢉܭྻߦΊɺଟͷখͨ͏ߦΛࢉ
ੑͳ BLASؔΛԿ࣮͢ߦΔ͜ͱ
ʹͳΔɻ͞Βʹ GPUΛ༻͍Δ߹ʹ GPU

Χʔωϧݺͼग़͠ͷΦʔόʔϔου࣮ߦճ
͚ͩ૿Ճ͢ΔͨΊɺੑ͍ߴظͰ͖ͳ
͍ɻͦ͜ͰɺCOMPACT BLASBATCHED

BLASͱ͍ͬͨɺখ͞ͳࢉܭྻߦΛଟͨ͏ߦ
Ίͷ BLASͷڀݚ։ൃ͕ਐΊΒΕ͍ͯΔɻ
ҰํɺࠓͷੑߴࢉܭϋʔυΣΞɺԋ

্͕ରͯ͠ϝϞϦ༰ྔͷʹ্ͷੑੑࢉ
͍͍͍ͭͯͳ͍ɻͦͷͨΊେنͳີܭྻߦ
ΛنࢉܭΛඞཁͱ͢ΔΞϓϦέʔγϣϯͷࢉ
େ͖͘͢Δ͜ͱ༰қͰͳ͍ɻͦ͜Ͱɺີߦ
ྻΛۙͯ͠ࣅѻ͏͜ͱͰϝϞϦྔΛ͢ݮΔۙ
֊ਐΊΒΕ͍ͯΔɻզʑ͕ڀݚख๏ͷࢉܭࣅ
ࢉܭྻߦܕ๏ (Hierarchical matrix method,

H-matices)Λத৺ʹɺۙྻߦࣅͷσʔλߏ
͔Βߴࢉܭ·Ͱ༷ʑͳڀݚΛ͍ͯͬߦΔɻ

2 H-maticesͱখີྻߦϕΫτϧੵ

H-maticesɺྻߦΛۙ͢ࣅΔ͜ͱʹΑΓɺ
͢ݮඞཁͳϝϞϦ༰ྔΛʹ࣋σʔλͷอྻߦ
Δख๏ͷҰͭͰ͋Δɻͦͷৄࡉͳઆ໌ [1]ʹ
ৡΔ͕ɺରͰ͋Δେ͖ͳྻߦΛɺʮগͳ͘ͱ
Ұล͕͍ྻߦಉ࢜ͷੵ (ϥϯΫྻߦ)ʯͱ

計算対象 行列 ベクトル

×

結果
ベクトル

＝

小密行列ベクトル積

低ランク行列ベクトル積

部分行列

部分行列

低ランク行列

（薄い赤は低ランク行列、濃い赤は小密行列）

ਤ 1. Hྻߦͱ HྻߦϕΫτϧੵ

ʮখ͞ͳີྻߦʯΛଟ༻͍ͯۙ͢ࣅΔ (ਤ 1)ɻ
ҎԼɺۙࣅʹΑͬͯੜ͞Εͨ֊ྻߦܕΛH
Ξࢉܭ͍ͨ༺ΛྻߦͿ͜ͱʹ͢Δɻີݺͱྻߦ
ϧΰϦζϜʹ͓͍ͯີྻߦΛHྻߦʹஔ͖
͑ΕɺશମతͳࢉܭΞϧΰϦζϜΛม͑Δ͜
ͱͳ͘ϝϞϦ༻ྔΛ͢ݮΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ
զʑHྻߦΛͭ࣋ʹྻߦ࿈ཱҰํ࣍ఔ
ࣜΛBiCGSTAB๏Ͱղ͘͜ͱΛ͍ͯ͑ߟΔͨ
ΊɺHྻߦͱϕΫτϧͷੵɺ͢ͳΘͪHྻߦ
ϕΫτϧੵ (ҎԼ HMVMͱݺͿ)ͷߴԽ͕
ॏཁͰ͋ΔɻHMVMɺଟͷۙྻߦࣅϕΫ
τϧੵͱখີྻߦϕΫτϧੵʹΑͬͯߏ͞Ε
͓ͯΓɺۙྻߦࣅϕΫτϧੵ 2ճͷখີྻߦ
ϕΫτϧੵʹΑͬͯߏ͞ΕΔɻͦͷͨΊɺଟ
ͷখີྻߦϕΫτϧੵΛߴʹํ͏ߦ๏͕ॏ
ཁͳҙຯΛͭ࣋ (ਤ 1)ɻ

3 GPUΛ༻͍ͨଟͷখີྻߦϕΫτ
ϧੵࢉܭͷ࠷దԽ

ΛಘΔͨΊʹॏཁͱͳΔͷଟͷখੑߴ
ίΞʹͲͷΑࢉܭΛGPU্ͷେྔͷੵྻߦີ
͏ʹׂΓͯΔ͔Ͱ͋Δ͕ɺ࣮͢ࢉܭʹࡍΔখ
ͱͳΔݩঢ়ܗͷྻߦີ HྻߦͷߏʹΑͬ
༷ͯʑͳόϦΤʔγϣϯ͕͑ߟΒΕΔɻզʑɺ
ҰͷGPUΧʔωϧ࣮ߦͷதͰGPUͷҰ෦
ͷݯࢿࢉܭͰ֤ྻߦϕΫτϧੵΛ͢ࢉܭΔͱ͍
͏࣮๏ʹΑͬͯHMVMͷߴԽΛୡͨ͠
ใࠂΛ ߦɺ͞Βʹͦͷதʹ͓͚Δ͍ߦͯʹ[2]
ྻϕΫτϧੵͷύϥϝλ࠷దԽʹ͍ͭͯ [3]Ͱ
ใࠂ༧ఆͰ͋Δɻ
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C*R

×H

W

C

R

入力
行列

入力
ベクトル

結果
ベクトル

ਤ 2. ੑύϥϝλ

[3]ʹ͓͚Δύϥϝλ࠷దԽͷ֓ཁҎԼͷ
௨ΓͰ͋ΔɻࢉܭରͰ͋Δখີྻߦͷे
ʹଟ͋͘ΓɺଞΑΓඇৗʹେ͖ͳখີྻߦ
ଘͣͤࡏɺ1খີྻߦϕΫτϧੵΛෳ Block

Ͱ͢ࢉܭΔ͜ͱ͑ߟͳ͍ͷͱ͢Δɻ͜ͷͱ
͖ɺখີྻߦͷ෯ΛWɺখີྻߦͷ͞ߴΛHɺ
1Block͋ͨΓͷ ThreadΛ 32*Tɺ1ͭͷখ
ϕΫτϧੵΛྻߦີ Cྻ Rߦ୯ҐͰ͢ࢉܭΔ
ͱ͢Δɻ͜ͷ݅ͷԼɺ༷ʑͳେ͖͞ͷখີߦ
ྻ (WͱHͷΈ߹Θͤ)ʹରͯ͠ɺͲͷΑ͏
ͳT, C, RͷΈ߹Θ͕ͤ࠷ੑ͍ߴΛಘΒ
ΕΔͷ͔Λௐࠪͨ͠ɻީิͱͨ͠࠷దԽύϥϝ
λͷ߹ܭ 181Ͱ͋Γɺ࣮ݱͷͰখີ
ಉྀͯ͠ߟΕΔ͜ͱΛ͞ࢉܭʹ࣌ଟಉ͕ྻߦ
ҰͷখີྻߦΛଟಉؒ࣌ͯ͠ࢉܭʹ࣌Λൺֱ
ͨ͠ɻ(ͨͩ͠ɺ࣮ࡍͷͰಉҰͰͳ͍ܗঢ়
ͷখີྻߦΛଟಉ͢ࢉܭʹ࣌Δ͜ͱʹͳΔɻ)
Tesla P100ʹ࣮ͯݧΛ݁ͨͬߦՌɺͲͷΑ͏

ͳྻߦαΠζ (W,H)ʹ͓͍ͯৗʹ࠷େੑ
ΛಘΒΕΔΑ͏ͳT,C,RͷΈ߹Θ͚ͤͭݟ
ΒΕͳ͔ͬͨɻଟ͘ͷྻߦαΠζʹ͓͍͍ͯߴ
ੑΛಘΒΕͨྫͱͯ͠ྫ͑ T=2, C=8,

R=4ͱ͍͏Έ߹Θ͕ͤ͋Δ͕W͕ 10ҎԼͷ
߹Λத৺ʹ͋·Γੑ͍ߴΛಘΒΕͳ͍έʔ
ε͋ͬͨɻͦ͜Ͱɺݸͷ༗ͳύϥϝλΛ
Έ߹Θͤͯ༻͍ΔࢉܭΧʔωϧΛ࡞Δ͜ͱͰ
͞Βʹੑ্͕͢ΔՄੑΛࣔͨ͠ɻ

4 ͜Ε͔Βͷల

զʑ֊ྻߦܕϕΫτϧੵࢉܭʹ͋ΒΘΕ
ΔओཁͳԋࢉͰ͋ΔଟͷখີྻߦϕΫτϧੵ
ͷGPU࠷͚దԽΛ͖ͨͯͬߦɻTesla P100

࠷ঢ়ʹΑͬͯܗͷྻߦՌɺ݁ͨͬߦΛݧ࣮ͯʹ
ੑ͍ߴ͕ಘΒΕΔ࠷దԽύϥϝλʹҧ͍͕

͋Δ͜ͱɺ͔ͭزͷ࠷దԽύϥϝλΛΈ߹
ΘͤͨࢉܭΧʔωϧΛ࡞Δ͜ͱͰੑ্͕֬
ೝͰ͖ͨɻ
ΑΓੑ͍ߴΛಘΔํ๏ͱͯ͠ɺྫ͑ଟ
ͷ࠷దԽύϥϝλΛΈ߹ΘͤͨࢉܭΧʔω
ϧΛ࡞Δ͜ͱ͕͑ߟΒΕΔ͕ɺWARP diver-

genceʹΑΔੑԼ͕ਐΉ͜ͱࢉܭΧʔω
ϧ͕େ͖͘ͳΔ͜ͱʹΑΔಉߦ࣮࣌ͷԼ
ͳͲ͕͜ىΔՄੑ͕͋Γɺ͞ΒͳΔݕ౼͕ඞ
ཁͰ͋Δɻ͞ΒʹHMVMશମΛߴԽ͢Δʹ
ɺۙྻߦࣅϕΫτϧੵʹ͓͍ͯখີྻߦϕΫ
τϧੵ͕ೋճ࣮͞ߦΕΔ͜ͱΛ࠷ྀͨ͠ߟదԽ
Λ͑ߟΔ༨͕͋Δɻ·ͨɺ༷ʑͳ֊ྻߦܕ
ϑΥʔϚοτͷಛΛ࠷ྀͨ͠ߟదͳࢉܭ๏ͷ
࣮ʹ͍ͭͯऔΓΈ͍ͨɻ

ँࣙ ຊڀݚJSPSՊݚඅJP17H01749, JP18H03248,

JP18K19782ɺେنֶࡍใج൫ڞಉར༻ɾڞ
ಉڌڀݚ (JHPCN, ՝൪߸ jh190043)ͷࢧ
ԉΛड͚͍ͯ·͢ɻຊڀݚͰभେֶใج
൫ڀݚ։ൃηϯλʔͷػࢉܭ༺ڀݚγεςϜͷ
(εʔύʔίϯϐϡʔλγεςϜ ITO)Λར༻͠
͍ͯ·͢ɻ

ݙจߟࢀ

[1] A. Ida, T. Iwashita, T. Mifune, Y.

Takahashi: Parallel Hierarchical Ma-

trices with Adaptive Cross Approx-

imation on Symmetric Multiprocess-

ing Clusters, Journal of Information

Processing, Vol.22, No.4, http://hdl.

handle.net/2433/191244, 2014.

[2] S. Ohshima, I. Yamazaki, A. Ida,

R. Yokota: Optimization of Hi-

erarchical matrix computation on

GPU, In proceedings of Super-

computing Frontiers. SCFA 2018,

Springer LNCS 10776, pp.274–292,

DOI=https://doi.org/10.1007/978-3-

319-69953-0 16, 2018.

[3] S. Ohshima, I. Yamazaki, A. Ida,

R. Yokota: Optimization of Numer-

ous Small Dense-Matrix–Vector Multi-

plications in H-matrix Arithmetic on

GPU, Auto-Tuning for Multicore and

GPU (ATMG) 2019 (MCSoC19 Special

Session), 2019. (ܾఆ࠾)

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

181



TensorίΞΛ༻͍ͨTSQR

େ༑  1, ԣా ཧԝ 2

1౦ۀژେֶ ใཧֶӃ ใܥֶɼ2౦ۀژେֶ ֶज़ࡍࠃใηϯλʔ
e-mail : ootomo.h@rio.gsic.titech.ac.jp

1 ֓ཁ

m >> nͳm × nͷྻߦʹର͢Δ QRղ
ΞϧΰϦζϜͱͯ͠Tall-Skinny QRʢTSQRʣ
͕͋Δ [1]ɽTSQRͰׂͨ͠ೖྗྻߦʹର
ͯ͠QRղΛ͜͏ߦͱͰɼߴ͔ͭత҆
ఆੑΛอͬͨ··ʹQRղΛ͜͏ߦͱ͕Ͱ͖
ΔɽຊڀݚͰNVIDIA VoltaΞʔΩςΫνϟ
ੈΑΓ͞ࡌΕͨࠞ߹ਫ਼ੵྻߦԋࢉճ࿏Ͱ
͋ΔTensorίΞ1Λ༻͍ͯTSQRΛ࣮͠ɼܭ
ͷධՁΛྔ༺͓ΑͼϝϞϦࢉܭਫ਼ɼࢉ
ɽͨͬߦ

2 എܠ

2.1 TSQR

分割
QR分解 QR分解

QR分解

ਤ 1. TSQR֓ཁਤ

TSQRͰ Tall-skinnyͳྻߦʹର͠ํߦ
ͰͷׂͱɼͦΕͧΕʹର͢ΔQRղͱ݁߹
Λ܁Γฦ͜͠͏ߦͱͰޮతʹQRղΛ͏ߦ
͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽTSQRෳͷྻߦʹରͯ͠ฒ
ྻʹ QRղΛ͏ߦ Batched QRղΛ༻͍
Δ͜ͱͰݯࢿࢉܭͷར༻ͷ࣮͍ߴ͕ՄͰ
͋Δɽ

1https://www.nvidia.com/en-us/data-center/
tensorcore/

2.2 TensorίΞ

NVIDIA VoltaΞʔΩςΫνϟΑΓࠞ߹ਫ਼
ճ࿏Ͱ͋Δࢉԋੵྻߦ TensorίΞ͕͞ࡌΕ
ͨɽTensorίΞͰྻߦA,B ∈ FP164×4,C,D ∈
FP16/FP324×4ʹର͠ੵྻߦ

D← A×B+C

Λ 1 Warpʢ32 Threadsʣ͕ڠௐͯ͢͠ࢉܭΔɽ
TensorίΞͰ͜ͷ͜͠ΈॲཧΛਫ਼Λଛ
ͳ͏͜ͱͳ͘͜͏ߦͱ͕Ͱ͖ɼ͜ΕʹΑΓ୯७
ʹFP16Ͱͨ͠ࢉܭ߹ʹൺࢉܭਫ਼ͷྼԽ
͕গͳ͍ͱ͍͏ಛ͕͋Δɽ

3 ࣮

ຊڀݚͰ TSQRͰʹ͓͚Δ QRղʹ
HouseholderมΛ༻͍ͨQRղΛ༻͍ͨɽ
HouseholderมΛ༻͍ͨQRղͰ෦Ͱ
ඞཁ͕͋Γɼ͜͜Ͱ͏ߦΛࢉܭੵྻߦ Tensor

ίΞΛ༻͍ͨɽຊڀݚͰ࣮ͨ͠ TSQRͷ࣮
Λද 1ʹࣔ͢ɽͦΕͧΕͷ࣮Ͱ m × n

ʢn ≤ 16ʣͷྻߦʹର͢ΔQRղΛ͏ߦɽ

໊শ ೖग़ྗܕ TensorίΞ
TSQR-FP32-TC float ༺
TSQR-FP16-TC half ༺
TSQR-FP32 float ඇ༻
TSQR-FP16 half ඇ༻

ද 1. ࣮Ұཡ

4 ධՁ

4.1 ධՁͷํʹ͍ͭͯ

ຊڀݚͰ࣮ͨ͠TSQRʹର͠m×16ͷཚ
ྻߦAΛೖྗ݁͠ՌQ,RΛಘͨɽNVIDIA

cuSOLVERͷQRղؔͱͷൺֱΛͨͬߦɽ

4.2 ૬ରࠩ/ަੑͷධՁ

૬ରࠩ ||QR−A||F
||A||F Λ͠ࢉܭਤ 2ʹࣔ͢ɽ૬

ରࠩʹ͓͍ͯ TensorίΞΛ༻͍Δ͜ͱʹ
ΑΔFP16ʹର͢Δ༏Ґੑ֬ೝ͞Εͳ͔ͬͨɽ
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ਤ 2. ૬ରࠩ

ަੑ ||I−QTQ||F√
16

Λ͠ࢉܭਤ 3ʹࣔ͢ɽަ

ਤ 3. ަੑ

ੑʹ͓͍ͯ TensorίΞΛ༻͍Δ͜ͱʹΑΔ
FP16ʹର͢Δ༏Ґੑ֬ೝ͞Εͳ͔ͬͨɽ

4.3 ͷධՁؒ࣌ࢉܭ

ϝϞϦ֬อΛআ͍͔͔ͨؒ࣌ͨͬʹࢉܭΛਤ
4ʹࣔ͢ɽTensorίΞΛ༻͍࣮ͨͰɼm ≥

ਤ 4. ؒ࣌ࢉܭ

217 ʹ͓͍ͯ cuSOLVERʹൺߴʹ QR
ղΛ͑ߦΔ͜ͱ͕֬ೝ͞Εͨɽ

4.4 ͷධՁੑࢉܭ

ͦΕͧΕͷ࣮ͰߦΘΕͨࢉܭੵྻߦΛࢉܭ
ྔͱͯ͠ੑࢉܭΛਤ 5ʹࣔ͢ɽTensorίΞΛ
༻͍࣮ͨͰ࠷େ 7.4TFlop/sͷੑࢉܭ͕
֬ೝ͞Εͨɽ

ਤ 5. ྗࢉܭ

4.5 ͷධՁྔ༺ϝϞϦͷ༺ۀ࡞

ͦΕͧΕͷ࣮ͰඞཁͱͳΔۀ࡞༻ϝϞϦྔ
Λਤ6ʹࣔ͢ɽTSQR-FP32-TCͰcuSOLVER

ਤ 6. ϝϞϦྔ༺ۀ࡞

ʹൺ 1/5ͷۀ࡞༻ϝϞϦͰQRղΛ͏ߦ
͜ͱ͕ՄͰ͋Δɽ

5 ͓ΘΓʹ

TensorίΞΛ༻͍ͨTSQRͰɼ୯७ͳFP16

Ͱͷ࣮ʹର͠ਫ਼ͷྼԽΛ͑ΒΕͳ͍ͷ
ͷɼߴ͔ͭলϝϞϦͰࢉܭՄͳ͜ͱ͕֬ೝ
͞Εͨɽ

ँࣙ ຊڀݚJST CREST JPMJCR19F5ͷ
ڀݚԉΛड͚ͨͷͰ͋Δɽຊࢧ JSPSՊݚ
අ JP18H03248ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ

ݙจߟࢀ
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1  はじめに 
 H-行列法に代表される低ランク構㐀行手法

は、科学技術計算に現れる密行列に対する高㏿

計算手法として近年注目を集めている[1]．

BLR（ブロック低ランク）行列は、演算の行い

易さと効率的な通信パターン構築の容易さを

特徴に持つ低ランク構㐀行手法の一つである

[2]．行列サイズを𝑁として，密行列の扱いには

少なくとも𝑂(𝑁2)の計算機メモリが必要であ

り，行列演算（行列-行列積，LU 分解，QR 分

解など）には𝑂(𝑁3)の計算コストが要求される．

この密行列を BLR 行列で近似することが出来

れば、必要な計算機メモリは，𝑂(𝑁1.5)に低減さ

れる．本稿では、BLR 行列形式に基づく近似QR
分解手法について計算コストを考える． 

 

2  修正グラムシュミット法による密行列
のQR分解 
行列𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛は，直交行列𝑄 ∈ ℝ𝑚×𝑛および

上三角行列𝑅 ∈ ℝ𝑛×𝑛を用いて， 
𝐴: = 𝑄𝑅, (1) 

と分解でき，QR 分解と呼ばれる（以下，簡単

のため正方行列を考える；𝑚 = 𝑛 = 𝑁）．  
QR 分解の実行のために，様々なアルゴリズ

ムが提案されており，並列計算やキャッシュメ

モリの有効利用に向けては，ブロック分割テク

ニックを採用したものがある．今，このテクニ

ックを用いるために，式(1)の行列𝐴, 𝑄, 𝑅を次式

のように𝑁𝑏 × 𝑁𝑏のブロック（部分行列）に分割

する． 
𝑋: = {𝑋𝑖𝑗|1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑁𝑏}, 𝑋 ∈ {𝐴, 𝑄, 𝑅}. (2) 

ブロック分割QR分解アルゴリズムにも種類が

あるが，本稿では修正ブロックグラムシュミッ

ト(MBGS)法[3]に注目する．図 1 に MBGS 法

の手順を示す．密行列を MBGS アルゴリズム

で QR 分解した場合の計算コストは 𝑂(𝑁3)で
ある． 

 

図 1：MBGSアルゴリズム． 𝑁𝑏は行列𝐴, 𝑄,𝑅の行

（または列）に含まれるブロック数を表す．行列の

添え字は，行方向または列方向のブロック・インデ

ックスである．添え字の記号*は，その方向の全ブロ

ックを示す．2行目の関数TSQR(𝐴∗,𝑗)は，tall-skinny
行列𝐴∗,𝑗のQR分解を行う関数である．この分解は，

𝑄∗,𝑗
𝑇 𝑄∗,𝑗 = 𝐼 および 𝑄∗,𝑗, 𝑅𝑗,𝑗 = 𝐴∗,𝑗を満たす． 

  
3  BLR行列に基づくQR分解 
式(2)のようにブロック分割された行列𝐴を

考える．そのような行列において，全ての非対

角ブロックを低ランク行列形式で表現し，対角

ブロックを密行列で表せば，形式的に BLR 行

列�̃�を得る．即ち， 
�̃�  ≔ {�̃�𝑖𝑗| 1 ≤  𝑖, 𝑗 ≤ 𝑁𝑏}, 

�̃�𝑖𝑗 = {
�̃�𝑖𝑗

𝑈 �̃�𝑖𝑗
𝑉 (𝑖 ≠ 𝑗)

𝐴𝑖𝑗   (𝑖 = 𝑗),
 

(3) 

ここで，�̃�𝑖𝑗
𝑈 ∈ ℝ𝑚𝑖×𝑘𝑖𝑗, �̃�𝑖𝑗

𝑉 ∈ ℝ𝑘𝑖𝑗×𝑛𝑗であり，

𝑘𝑖𝑗 ∈ ℕは部分行列�̃�𝑖𝑗のランクである．多くの

部分行列について，𝑘𝑖𝑗 ≪ min (𝑚𝑖, 𝑛𝑗)であれば，

BLR 行列の使用メモリ量は密行列に比べて十

分に小さい．さらに，𝜀 ∈ ℝ>0に対して，全ての

部分行列で‖𝐴𝑖𝑗 − �̃�𝑖𝑗‖
𝐹

/ ‖�̃�𝑖𝑗‖
𝐹

≦ 𝜀と仮定す

ると，全体行列について‖𝐴 − �̃�‖𝐹/ ‖�̃�‖𝐹 ≦ 𝜀
となることを証明可能である[4]．式(3)の BLR
行列表現は，任意の行列について可能であるが，

ランク𝑘𝑖𝑗が十分小さくなるには多くの仮定が

必要である．境界要素法に現れる行列や，微分
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方程式を離散化して得られる疎行列の逆行列

について，適当な行の入れ替えと分割を行えば，

全部分行列でランク𝑘𝑖𝑗が十分に小さくなるよ

うな BLR 行列表現が可能であることが知られ

ている． 

図 1に示したMBGS アルゴリズムを，式(3)
のBLR行列�̃�に適用し，�̃� ≔ �̃��̃�とQR 分解す

ることを考える．密行列の場合と同様に，演算

はブロック毎に行われる．違いは，非対角ブロ

ックが低ランク行列で表現されていることで

ある．ここで，分解結果行列�̃�と�̃�に対して，次

の２つの条件C1およびC2 を課す： 
C1: �̃�, �̃�は�̃�と同じブロック構㐀を有する. 
C2: �̃�𝑖𝑗, �̃�𝑖𝑗の非対角ブロックは， �̃�𝑖𝑗のブロ

ックと同じランク𝑘𝑖𝑗である. 
これらの条件下でMBGSアルゴリズムの演算

を実行するためには，密部分行列どうしの積和

演算に加えて，低ランク部分行列が関わる演算

が必要である．条件C1, C2の下では，行列積�̃��̃�
は�̃�にならず，その近似になる：�̃� ≈ �̃��̃�．この

原因は，低ランク行列どうしの和にある．低ラ

ンク行列の和を正確に行うと，ランクが増大す

る．条件“C2”を満たすためには，和の結果行列

を近似して，増大したランクを減らす必要が生

じる．そのように近似的に低ランク行列の和を

行う方法として，文献[1]で提案されている手法

“rounded addition”を採用する．この手法では， 
特異値分解 (SVD)と tall-skinny行列QR分解

(TSQR)を効果的に用いたアルゴリズムを利用

してランクを低減させている．  
図1のMBGSアルゴリズムにおいて，2,5,7行目

の行列演算を，低ランク行列演算に置き換えた

ものを，BLR行列に基づくQR分解アルゴリズム

として提案する．そのアルゴリズムの計算コス

トを表1に示す．この時，低ランク行列のサイズ

𝑙は，ランク𝑘𝑖𝑗に比べて十分大きいと仮定し，計

算コストの見積もりにランク𝑘𝑖𝑗は含めていな

い．計算コストはブロックサイズ𝑙に依存し，ブ

ロックサイズ𝑙 ∝ √𝑁と取れば，計算コストは

O(𝑁2)となる． 
 

 

表 1：BLR行列に対して MBGS アルゴリズムを用

いて QR 分解した際の計算コスト．全てのブロック

は正方で，一定サイズ𝑙であることを仮定した． 

 
 

4  まとめ 

本稿では，低ランク構㐀行列手法の中で最も

簡便なBLR行列表現を用いて，修正ブロックグ

ラムシュミット(MBGS)法により近似QR分解

を行う手法を検討した．密行列のQR分解を行

う場合に必要なメモリ量𝑂(𝑁2) と計算量

𝑂(𝑁3)を，検討した手法では，それぞれ𝑂(𝑁1.5)
と𝑂(𝑁2)へ低減させることが理論上可能であ

る．講演では，計算時間およびQR分解の精度に

ついて，数値実験を用いて調べた結果を発表す

る． 
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ฒྻిࢠঢ়ଶࢉܭʹର͢ΔϕΠζਪఆੑࢉܭܕղੳ

݈ 1, ֯ాᚠ྄ 1, ాத 1, ږా܂ 1, ਂ୩ 2, ࡞ຊ༗ࢁ 3

1ௗऔେֶɼ2ւಓେֶ, ௨৴େֶؾ3ి
e-mail : hoshi@tottori-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ࣗಈ࠷దԽ (auto-tuning)ͷج൫ͱͯ͠ɼϕ
ΠζਪఆΛ༻͍ͨڧεέʔϦϯάੑ༧ଌख
๏Λߏங͓ͯ͠ΓɼOakforest-PACS(OFP)શ
ϊʔυࢉܭͰ࣮ફͨ͠ɽ࣮ؒ࣌ߦ T Λϊʔυ
P ͷؔͱͯ͠ϞσϧԽ (T = T (P ))͠ɼϚ
ϧίϑ࿈ϞϯςΧϧϩ๏ʹΑΓ࣮ؒ࣌ߦ༧ଌ
(֎ૠ)Λߦͳ͏ɽࣗ࡞ͷฒྻిࢠঢ়ଶࢉܭι
ϑτ ELSESΛ༻͍ͯɼੈք࠷େͱͳΔ 3ԯݪ
ରͯ͠ςετͨ͠ɽϕΠζʹࢉܭঢ়ଶࢠిܥࢠ
ਪఆͱΑ͘Ұக͢Δฒྻޮ͕ಘΒΕɼख๏
ͷ༗༻ੑ͕֬ೝ͞Εͨɽख๏൚༻Ͱ͋ΔͷͰɼ
ଞιϑτʹ׆༻Ͱ͖Δɽ

2 ং

εύίϯશମΛ͏Α͏ͳݶۃతฒྻࢉܭ
ɼػձ͕ඇৗʹݶΒΕΔɽࣗಈ࠷దԽ࣮ݱʹ
ɼখ͍͞ϊʔυͰͷ͔ݧܦΒɼ࣮͕ؒ࣌ߦ
༧ଌ (֎ૠ)͢Δඞཁ͕͋ΔɽҰ෦ஶऀ (Β)

࣭Պֶܥͷ࣮Ԡ༻ʹै͓ͯ͠ࣄΓɼຊڀݚ
ͷχʔζΛ༩͑ͨɽ࣮ؒ࣌ߦϞσϧͱͯ͠ɼ
ΞϜμʔϧͷؔࣜ (T = c1P−1 + c2; c1, c2
ఆ)͕༗໊Ͱ͋Δ͕ɼ୯७Ͱ͋Γɼ࣮Ԡ༻
ͷద༻ʹෆेͰ͋Δɽ
զʑԼهϞσϧΛఏҊͨ͠ [1]ʀ

T (P ) =
c1
P

+ c2 + c3 logP +
c4
P 2

+ c5
logP√

P
. (1)

ͨͩ͠ {ci}i=1,5ɼܾΊΔ͖ύϥϝʔλͰ͋
Δɽӈล 5߲ɼͦΕͧΕɼཧฒྻ߲ɼඇฒ
ྻ߲ɼશମ௨৴߲ɼʮεʔύʔϦχΞʯ߲ (P−1

ΑΓ͍ݮগ߲)ɼྻʢߦʣ୯ҐͰͷྻߦ௨৴
߲ɼ͔ΒͳΔɽจ [1]ͰɼژͰͷҰൠԽݻ
༗ࢉܭʹద༻͠ɼ༗༻ੑΛಘͨɽ
ຊڀݚͰɼฒྻγϑτܕΫϦϩϑ෦ۭ

:ιϑτELSES(httpࢉܭঢ়ଶࢠి࡞ࣗͮ͘جʹؒ

//www.elses.jp/)[2,3]ʹద༻͢Δɽཧ༝ 2

͋Δʀ(I) OFPશମΛͨͬϕϯνϚʔΫςε
τΛ͏ߦ༧ఆ͕͋ΓɼࣄલʹฒྻੑΛ༧ଌ͠
͔ͨͬͨɽ(II) MPI௨৴ؒ࣌ͳͲ͕ (λΠϚʔ
ίϚϯυͰ)ཅʹଌఆͰ͖ΔͨΊɼੑϞσϧ
ࣜ (1)֤߲ͱͷൺֱ͕ՄͰ͋Δɽ

3 OFPશϊʔυͰͷςετࢉܭ

ςετࢉܭͱͯ͠ɼ(i)ཧμΠϠϞϯυܥ
3ԯܥࢠݪ ɼ(ii)(ࢠݪ302,776,320) ༗ػք໘ܥ
(ύϦϨϯɾϖϯληϯ)3ԯܥࢠݪ (306,744,900

Λରͱͨ͠ɽ(i)ཧతϩʔυόϥϯ(ࢠݪ
ε͕ظ͞ΕΔࢀরܥɼ(ii)ϑϨΩγϒϧ ࢴ)
ͷΑ͏ʹॊΒ͔͍)ిࢠσόΠε࣮͚ܥ
Ͱ͋ΔɽैདྷژશମΛ࠷ͨͬେܥͰ 1ԯ
ࢠݪ [3]Ͱ͋Γɼ্ Ͱ͋ΔɽΞܥେ࠷ੈքܥه
ϧΰϦζϜଟͷখنؼʹࢉܭྻߦண͞Ε
Δ্ɼΩϟογϡϝϞϦΛ࠷େ׆ݶ༻͢Δʢߦ
ྻΛϫʔΫΞϨΠʹ֬อ͢ΔʣͳͲɼϝχʔί
ΞCPU͚νϡʔχϯάΛߦͳ͍ͬͯΔɽͦ
ͷͨΊɼOFPͰͷ͍ߴฒྻޮ͕ظͰ͖Δɽ
OFPશϊʔυ ( 8192ϊʔυ)·ͰΛͨͬ
ʹͳͬͨɽ۩ମతߦςετΛܕεέʔϦϯάڧ
ɼϊʔυ P=128, 256, 512, 1024, 2048,

4096, 8192ϊʔυࢉܭΛɼͦΕͧΕ 3ճ࣮ࢪ
ͨ͠ɽ1ϊʔυΛ 1MPIϓϩηεʹׂΓͯɼ
ϊʔυOpenMPฒྻΛߦͳ͍ͬͯΔɽ·
ͨɼPmin = 128ϊʔυͰͷ࣮ଌ (3ճ࣮ࢪͷ
ฏۉ)Λج४ͱͯ͠ɼڧεέʔϦϯάܕฒྻ
ޮΛɼα(P ) ≡ (T (Pmin)Pmin)/(T (P )P ) Ͱ
ఆٛͨ͠ɽϕΠζਪఆʹ͓͍ͯʢ௨ৗδϣϒ
Ͱ࣮ࢪͰ͖ΔʣP=128, 256, 512, 1024, 2048

Ͱͷ࣮ؒ࣌ߦΛࢣڭσʔλʹ༻͍ɼʢਃ͕ඞཁ
ͳδϣϒͰ͋ΔʣP=4096, 8192ϊʔυͰͷ࣮
ͱͯ͠ޙࣄΛ༧ଌͨ͠ɽฒྻޮؒ࣌ߦ
༩͑ΒΕɼͦͷதԝΛ α̃medɼ95%৴པ۠ؒ
ͷԼݶ্ݶΛ α̃lowɼ̃αupͱॻ͘͜ͱʹ͢Δɽ

4 ݁Ռɾߟɾ·ͱΊ

େϊʔυ࠷ P = Pmax = 8192Ͱͷฒྻޮ
α ≡ α(Pmax)ͷΈΛٞ͢ΔɽϕΠζਪఆ
ɼ(i) (α̃low, α̃med, α̃up) = (0.879, 0.948, 1.004)ɼ
(ii) (α̃low, α̃med, α̃up) = (0.775, 0.865, 0.978)ɼ
Ͱ͋ΔɽҰํɼ࣮ଌ (3 ճ࣮ࢪͷฏۉ) ʹ
ରͯ͠ɼ(i) α = 0.926ɼ(ii) α = 0.843Ͱ͋ͬ
ͨɽ(i)(ii)ڞʹɼ͍ߴ৴པੑͰੑ༧ଌ͕Ͱ͖
ͨ͜ͱʹͳΔɽҎԼͰɼ(ii)ʹண͢Δʀਤ
1(a)ʹڧεέʔϦϯάϕϯνϚʔΫ݁ՌΛਤࣔ

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ
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(b)

ਤ 1. ༗ػಋମք໘ (3ԯࢠݪ)ࢠిܥঢ়ଶࢉܭʹର͢
ΔɼOFP શϊʔυ (8,192 ϊʔυ) ·ͰʹΔڧεέʔ
ϦϯάϕϯνϚʔΫɽ(a) ͷ࣮ଌؒ࣌ߦ࣮ ɼ͓(ؙࠇ)
ΑͼɼϕΠζਪఆ (࣮ઢ͕தԝɼഁઢ͕ 95%৴པ۠
্ؒԼ)ɽਤɼύϥϝʔλ C1, C4 ͷώετάϥ
Ϝɽ(b) ͳ࣮ଌʀશମࡉͷৄؒ࣌ߦ࣮ (Total)ɾྻߦϕ
Ϋτϧੵ (Mat-vec)ɾόϦΞؒ࣌ͷ࠷େ (Barr max)ɾ
ฏۉ (Barr ave)ɾ࠷খ (Barr min)ɾMPI ௨৴ؒ࣌
(Comm)ɽ

ͨ͠ɽ·ͨɼαϯϓϧώετάϥϜʢ∝֬ޙࣄ
ʣͷྫͱͯ͠ɼύϥϝʔλC1(ཧฒྻ
߲)ɼC4(super linear߲)Λਤʹͨ͠هɽ΄΅
ཧతͳฒྻੑ͕͋ΔͨΊɼύϥϝʔλ C1

ͷޙࣄઑͬͨ (ෆ͔͕֬͞গͳ͍)ϐʔΫ
Ͱ͋ΓɼC4ͷޙࣄಷͬͨ (ෆ͔͕֬͞େ
͖͍)ϐʔΫͱͳΔɽϞσϧࣜ (ࣜ (1))ͱͷൺֱ
Λͨ͏ߦΊɼਤ 1(b)ʹ࣮ؒ࣌ߦͷৄࡉͳ࣮ଌ
ͱͯ͠ɼશମ (Total)ɾૄྻߦϕΫτϧੵ (Mat-

vec)ɾόϦΞ࣌ ɾؒ(όϦΞίϚϯυΛআ͘)MPI

௨৴ؒ࣌ (Comm)ɼΛͨ͠هɽόϦΞؒ࣌ଞ
ϊʔυΛؚ͕ͭؒ࣌·Εɼϊʔυ͝ͱʹେ͖
͘ҟͳΔɽͦͷͨΊɼ࠷େ (Barr max)ɾฏۉ
 (Barr ave)ɾ࠷খ (Barr min)Λͨ͠هɽό
ϦΞؒ࣌ͷ࠷େͱ࠷খͷ͕ࠩɼϩʔυΠϯ
όϥϯε͔Β͘Δͪؒ࣌ (ॲཧ͕ૣ͘ऴΘͬ

ͨϊʔυ͕ଞϊʔυΛͭؒ࣌)ͱͳΔɽόϦ
Ξؒ࣌ͷ࠷খɼόϦΞίϚϯυࣗମͷ࣮ߦ
ͱͳΔɽਤؒ࣌ 1(b)ͷ֤߲ʹରͯࣜ͠ (1)͕ଥ
ͳϞσϧͱͳ͓ͬͯΓɼ݁Ռͱͯ͠ϕΠζਪ
ఆʹΑΔੑ֎ૠ͕Ͱ͖͍ͯΔ͜ͱ͕ࣔࠦ͞Ε
Δ ɽ(ԋͰड़Δߨࡉৄ)
ͱͯ͠ɼOFP؍εέʔϦϯάੑͱผͳڧ

ϝχʔίΞCPUϚγϯͰ͋ΔͨΊɼϊʔυ
MPIฒྻ nintra ॏཁͳύϥϝʔλͱ
ͳΓ͏ΔɽϊʔυͰͷςετࢉܭͰɼϊʔ
υMPIฒྻͷґଘੑ͕΄ͱΜͲͳ͔ͬ
ͨɽ͔͠͠ɼଞιϑτ ([1]ͷ EigenKernel)Ͱ
ɼେ͖ͳґଘੑ͕͋Δ߹͕ಘΒΕͨ ࡉৄ)
ߨԋͰड़Δ)ɽ
·ͱΊͱͯ͠ɼOFPϑϧϊʔυΛ༻͍ͨେ
ن (ੈք࠷େ)ిࢠঢ়ଶࢉܭʹ͓͍ͯɼϕΠ
ζਪఆʹੑͮ͘ج༧ଌʢ֎ૠʣ͕༗༻Ͱ͋Δ
͜ͱΛಘͨɽཧख๏൚༻Ͱ͋Γɼࠓɼ
ଞιϑτͷద༻Λ͍ͯ͘͠ࢦɽͦ͜Ͱɼ
ϊʔυMPIฒྻࣗ༝ɾαΠζґଘੑ
ͳͲྀͨ͠ߟϞσϧԽΛ͍ߦɼ͞Βʹ࣮༻త
ͳੑ༧ଌʢ֎ૠʣख๏Λཱ֬͠ɼࣗಈ࠷దԽ
ٕज़ͱঢ՚͍͖͍ͤͯͨ͞ɽ

ँࣙ ຊڀݚɼϙετژϓϩδΣΫτॏ՝
 7ɼ͓ ΑͼɼՊݚඅ (17H02828)ͷࢧԉΛड͚
ͨɽOFPࢉܭɼֶڞࡍಉར༻ (ஜେ)͓Α
ͼେن HPC νϟϨϯδ (JCAHPC)ʹΑΔɽ

ݙจߟࢀ

[1] K. Tanaka, et al., EigenKernel - A mid-

dleware for parallel generalized eigen-

value solvers to attain high scalability

and usability, Japan J. Indust. Appl.

Math., 36, 685-698 (2019).

[2] T. Hoshi, et al.,, An order-N elec-

tronic structure theory with general-

ized eigenvalue equations and its ap-

plication to a ten-million-atom system

J. Phys.: Condens. Matter 24, 165502

(2012).

[3] T. Hoshi, et al.,, Extremely scalable al-

gorithm for 108-atom quantum mate-

rial simulation on the full system of the
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情報セキュリティへの符号理論の応用
萩原 学
千葉大学大学院理学研究院
e-mail : hagiwara@math.s.chiba-u.ac.jp

概要
情報セキュリティの諸機能を実現するツール

として符号理論（誤り訂正の理 論）が応用さ
れることがある。本講演では、どのように符号
理論が応用されるか、具体的例を挙げながら解
説していく。また、講演者が注目している最近
の符号理論を紹介し、今後の情報セキュリティ
への応用可能性について問題提起する。
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Haar-Like直交変換による非線形画像近似
藤ノ木 健介
東海大学
e-mail : ujinoki@tokai-u.jp

概要
パラメーターを有するRoscaの球面Haarウ

ェーブレット変換を 2次元のウェーブレット変
換に応用する。各パラメーターが非線形画像
近似に与える影響を調査し、最適な組み合わせ
を計算機実験によって示す。その最適パラメー
ターを利用した新たなHaar-Like直交変換も紹
介する。
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ฏߦҠಈճస͋Γͷը૾ʹ͓͚ΔॏΈͷਪఆํ๏ʹ͍ͭͯ

कຊ ߊ 1, Ѷ ོҰ 1,ᤈ ࢙ 2

1େڭࡕҭେֶɼ2େؾిࡕ௨৴େֶ
e-mail : morimoto@cc.osaka-kyoiku.ac.jp

1 ֓ཁ

ෳͷݩը૾ΛճసɾฏߦҠಈͨ͠ॏΈ͖
Λෳճ؍ଌ͢Δɽ؍ଌͨ͠ෳຕͷ؍ଌը
૾͔Βݩը૾Λ͍ͨ͠ɽલճ·ͰͷߨԋͰɼ
2ຕͷ؍ଌը૾ͷϖΞ͔Βɼݩը૾ͷຕɾ૬
ରճస֯ɾ૬ରฏߦҠಈྔΛਪఆ͢Δํ๏Λ
ఏҊͨ͠ɽຊߨԋͰɼ૬ରॏΈΛਪఆ͢Δ
ʹରͯ͠ɼΣʔϒϨοτղੳΛ༻͍ͨղ๏
ͷΞΠσΞΛઆ໌͢Δɽ

2 ઃఆ

y
1

-512 0 512

-512

0

512

y
2

-512 0 512

0

512

ਤ 1. ଌը૾؍ y1 ͱ y2.

ଌը૾ɼਤ؍ 1 ʹ͋ΔΑ͏ʹճసɾฏߦҠ
ಈͨ͠ݩը૾ͷॏΈ͖Ͱ͋Δɽզʑ [1, 2, 3]

Ͱɼ؍ଌը૾ y2 ͷ֤ݩը૾ͷ y1 ͷରԠ͢
Δݩը૾ʹର͢Δ૬ରճస֯ͱ૬ରฏߦҠಈ
ྔΛਪఆͨ͠ɽͦ͜Ͱɼy2 Λݩը૾ 1 ʹର͠

Translated and rotated y
2

-512 0 512

-512

0

512

y
1

-512 0 512

-512

0

512

ਤ 2. ଌը૾؍Ҡಈͨ͠ߦճసɾฏ:ࠨ y2. Lena ը૾ͷ
Ґஔ͕ y1 (ӈ)ͱ΄΅ಉ͡ɽ

ͯਪఆͨ͠૬ରճస֯ճస͔ͤͯ͞Βɼ૬
ରฏߦҠಈྔ͚ͩฏߦҠಈͤ͞Δͱਤ 2 Λ͑
Δɽ͜ͷਤ 2 ͰɼLenaࠨ ը૾͕ӈਤͷ؍ଌ
ը૾ y1 ͱ΄΅ಉ֯͡ɾಉ͡Ґஔʹདྷ͍ͯΔɽ
จݙ [1, 2, 3] ͰఏҊͨ͠ํ๏Ͱɼ૬ର֯

 0.25 [Degree] ୯Ґɼ૬ରฏߦҠಈྔϐΫ
ηϧ୯ҐͳͷͰɼਤ 2 ͷ Lena ը૾ͱ y1 Ͱɼ

ฏߦҠಈྔ͕ 1 ҎԼͷͣΕ͕͋Δɽզʑ [4] Ͱ
ఏҊͨ͠ϚϧνΣʔϒϨοτมɹʢMWTʣ
ɼϑʔϦΤɾϚϧνϓϥΠϠʔʹΑΔෳૉ
ઢܗΤοδநग़Ͱ͋Γɼը૾ͷগ͠ฏߦҠಈ
ʹରͯ͠ɼΤοδͷ͕େ͖͘มಈ͢ΔͷͰɼ
૬ରॏΈΛٻΊΔͷ͕ࠔͰ͋ͬͨɽͦ͜Ͱ࣍
અͷΞΠσΞΛ༻͍Δɽ

3 ඍগฏߦҠಈͱෳૉ MWT

ʮϑʔϦΤมͯ͠ɼϑʔϦΤ૾ʹϚεΫ
m(ξ) Λ͔͚ͯ͠ࢉɼٯϑʔϦΤม͢Δʯ࡞
༻ૉΛϑʔϦΤɾϚϧνϓϥΠϠʔͱΑͿɽͨ
ͱ͑ɼมௐ m(ξ) = e−ic·ξ ΛऔΕɼc ͚ͩ
ฏߦҠಈͰ͖Δɽਤ 3 Ͱɼࠨͷλʔήοτύ
λʔϯΛԼʹ 0.21 ϐΫηϧɼӈʹ 0.17 ϐΫη
ϧҠಈͤ͞ΔͱӈਤʹͳΔɽฏߦҠಈͨ͠ը૾
͔Βݩͷը૾ΛҾ͘ͱɼਤ 4 ͷΑ͏ʹฏߦҠ
ಈͨ͠ํʹਨͳΤοδ͕நग़Ͱ͖Δɽ

Target pattern

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Down:0.21, Right:0.17

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

ਤ 3. λʔήοτύλʔϯͱͦͷฏߦҠಈ.

Difference

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

ਤ 4. ฏߦҠಈ − λʔήοτύλʔϯ.

͜͜ͰɼτʔϥεΛಈํܘʹ 52 ͠
ͨϚεΫΛ༻͍ͨϚϧνΣʔϒϨοτม [4]

Λ͑ߟΔɽϚεΫͷྫɼਤ 5 ʹ͋ΔɽϚεΫ
6/52 Λ༻͍ͨϑʔϦΤɾϚϧνϓϥΠϠʔͰɼ
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λʔήοτύλʔϯΛม͢Δͱɼਤ 6ͷෳૉ
ͷΤοδ͕நग़Ͱ͖Δɽ

6/52: Mask
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15/52: Mask
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ਤ 5. ϚϧνΣʔϒϨοτมͷϚεΫͷྫ 6/52 ͱ
15/52. τʔϥε 52 ׂͷ 6 ͱ 15 ൪ɽ

Real part of MWT with 6/52 Mask
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Imag. part of MWT with 6/52 Mask
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ਤ 6. ϚϧνΣʔϒϨοτม 6/52. ෦ɽڏ:෦ɼӈ࣮:ࠨ

ฏߦҠಈΛ͑ߟͳ͍ [4] ͰɼҰͭͷݩը૾
ʹ༝དྷ͢ΔΤοδͷ߹ʹɼ؍ଌը૾ͷෳૉ
ϚϧνΣʔϒϨοτมͷൺ͕࣮ʹ
ͳΔ͜ͱΛ༻͍ͯɼൺ͕࣮ʹͳΔͰͷΈ
ൺΛهԱ͠ɼൺͷώετάϥϜͷϐʔΫ͔Βൺ
ʢ૬ରॏΈʣΛٻΊ͍ͯͨɽ
ඍগฏߦҠಈͷ͋Δ߹ෳૉϚϧν

ΣʔϒϨοτมʢMWTʣͷภ֯ͷ͕ࠩਤ 7ɼ
ਤ 8 ΅΄ਤʹ͋ΔΑ͏ʹɼΤοδ্Ͱɼࠨ
ҰఆʹͳΔɽ͜ͷͱ͖ɼMWT ͷઈରͷൺ
ɼਤ 7ɼਤ 8 ӈਤ͔Β 1 Ͱ͋Δɽ؍ଌը૾
ฏߦҠಈ͚͔ͨͩͩ͠ΒɼॏΈಉ͡Ͱ͋Δɽ

6/52: diff of arguments, min= -0.50167, max= 0
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ਤ 7. λʔήοτύλʔϯͷ:ࠨ MWT ͷภ֯ − ͦͷฏ
Ҡಈͷߦ MWT ͷภ֯. ӈ:MWT ͷઈରͷൺɽ6/52.

15/52: diff of arguments, min= -0.32675, max= 0
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ਤ 8. λʔήοτύλʔϯͷ:ࠨ MWT ͷภ֯ − ͦͷฏ
.ҠಈͷMWTͷภ֯ߦ ӈ:MWTͷઈରͷൺɽ15/52.

͜ͷΞΠσΞΛͨͬɼ૬ରతॏΈΛٻΊΔ
ΞϧΰϦζϜΛจݙ [5] ͰఏҊͨ͠ɽ

ँࣙ ͜ͷڀݚ JSPSՊݚඅ JP16K05216,

JP17K05298, JP17K05363 ͓Αͼژେֶ
ཧղੳڀݚॴͱڞࡍࠃಉར༻ɾڞಉڌڀݚͷ
ॿΛड͚ͨͷͰ͢ɽ

ݙจߟࢀ
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पྖҬͰࣗ༝ͳܗঢ়ʹઃ͞ܭΕͨίϯύΫταϙʔτΛͭ࣋Σʔϒ

ϨοτʹΑΔλΠτΣʔϒϨοτϑϨʔϜͷߏங

ߒɹాށ 1, ষɹ 1

1๛ٕڮज़Պֶେֶ

e-mail : pxt00134@nifty.com

1 ͡Ίʹ

पྖҬͰɼࣗ༝ͳܗঢ়ʹઃ͞ܭΕͨɼί

ϯύΫταϙʔτΛͭ࣋ΣʔϒϨοτΛૅج

ʹͯ͠ɼλΠτΣʔϒϨοτϑϨʔϜΛߏங

͢Δख๏ΛఏҊ͢Δɽ͜ͷख๏ 2 ஈ֊ʹ
͔ΕΔɽ·ͣ࠷ॳʹɼࣗ༝ͳܗঢ়ʹઃ͞ܭΕͨ

ΣʔϒϨοτɼ͜ ΕΛΦϦδφϧϚβʔΣʔ

ϒϨοτͱݺͿ͜ͱʹ͢Δ͕ɼ͜ΕΛ༻͍ͨɼ

ங͢ΔɽߏλΠτΣʔϒϨοτϑϨʔϜΛࣅۙ

ɼΦϦδφϧϚβʔΣʔϒϨοτʹ࣍ͯͦ͠

ͷܗঢ়ʹ࠷খݶͷมߋΛՃ͑ͨɼϦϝʔΩϯά

ϚβʔΣʔϒϨοτʹΑΓɼλΠτΣʔϒ

ϨοτϑϨʔϜΛߏங͢Δɽ

2 ४උ

R࣮શମͷू߹Λද͠ɼZશମͷ
ू߹Λද͢ɽL1(R)ੵՄͳؔͷू߹Λ
ද͠ɼL2(R)ೋੵՄͳؔͷू߹Λද
͢ɽؔ f(t) ∈ L2(R)ɼg(t) ∈ L2(R)ͷੵΛ
ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ࣍

⟨f , g⟩ =
∫ ∞

−∞
f(t) g(t) dt. (1)

g(t)g(t)ͷෳૉڞΛද͢ɽؔ f(t) ∈ L2(R)
ͷϊϧϜ ∥f∥Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

∥f∥ =
√

⟨f , f⟩. (2)

ؔ f(t) ∈ L1(R) ͷϑʔϦΤมʢFourier
transformʣf̂(ω)Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

F(f)(ω) = f̂(ω) =
∫ ∞

−∞
f(t) e−i ω t dt. (3)

ؔ f̂(ω) ∈ L1(R)ͷٯϑʔϦΤมʢinverse
Fourier transformʣf(t)Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

F−1(f̂)(t) = f(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω) ei ω t dω.

(4)

3 λΠτΣʔϒϨοτϑϨʔϜͷߏங

3.1 ΦϦδφϧϚβʔΣʔϒϨοτ

ΦϦδφϧϚβʔΣʔϒϨοτ ψOrig(t) ∈
L1(R)∩L2(R)ɼҎԼͷ݅Λຬͨ͢ҙͷ
ΣʔϒϨοτͱ͢Δɽ

0 < sup
ω∈R

∣∣∣̂ψOrig(ω)
∣∣∣< ∞, (5)

∥ψOrig∥ = 1, (6)
∣∣∣̂ψOrig(ω)

∣∣∣

{
> 0 , ω0 < ω < ω1,

= 0 , otherwise,
(7)

͜͜ʹɼ

0 < ω0 < ω1 < ∞, (8)

Ω = ω1 − ω0 > 0. (9)

ΦϦδφϧϚβʔΣʔϒϨοτ ψ̂Orig(ω)ͷ
ϊϧϜ Խ͞Εɼਖ਼ͷपྖҬʹ֨نʹ1
͞ Ω > 0ͷίϯύΫταϙʔτΛͭ࣋ɽ

3.2 Ϩϕϧ 0ʹ͓͚ΔΣʔϒϨοτͷ

ִؒ p > 0ͱμΠϨʔγϣϯ a > 1

ͷઃఆ

λΠτΣʔϒϨοτϑϨʔϜΛߏங͢Δͨ

Ίͷɼ2ͭͷॏཁͳఆΛઃఆ͢Δɽ·ͣɼϨ
ϕϧ 0ʹ͓͚ΔΣʔϒϨοτͷִؒ p > 0Λɼ
ҎԼͷ݅Λຬͨ͢ൣғʹઃఆ͢Δɽ

0 < p ≤ 2π
Ω

. (10)

·ͨɼμΠϨʔγϣϯ a > 1ɼҎԼͷ݅Λ
ຬͨ͢ൣғʹઃఆ͢Δɽ

1 < a <
ω1

ω0
. (11)
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3.3 λΠτΣʔϒϨοτϑϨʔϜࣅۙ

ͷߏங

͜͜Ͱ࣍ͷΑ͏ͳ ω ∈ RͷؔΛఆٛ͢Δɽ

Orig(ω) =
1
p

∑

j∈Z

∣∣∣̂ψOrig(a−jω)
∣∣∣
2
. (12)

͢ΔͱOrig(ω)ʹཱ͕ؔͯࣜ࣍͢͠Δɽ

0 < sup
ω∈R

|Orig(ω)| < ∞, (13)

Orig(ω)

{
> 0 , ω > 0,

= 0 , ω ≤ 0,
(14)

Orig(anω) = Orig(ω), ω > 0, n ∈ Z. (15)

͜͜Ͱɼ͠Orig(ω)͕ྖҬ ω > 0ʹ͓͍ͯɼ
ͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖ΕɼҎݟతʹ΄΅ఆͱࣅۙ

ԼͷΑ͏ʹͯ͠ɼۙࣅλΠτΣʔϒϨοτϑ

ϨʔϜ͕ߏஙͰ͖Δɽ·ͣྖҬω > 0ʹ͓͚Δ
Orig(ω)ͷؔͷฏۉAOrigΛҎԼͷΑ͏

ΊΔɽٻʹ

AOrig =
1

aω0 − ω0

∫ aω0

ω0

Orig(ω) dω. (16)

߹ΣʔϒϨοτͷूʹ࣍
{
ψOrig

j,n (t) : j, n ∈ Z
}

ΛҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

ψOrig
j,n (t) =

√
ajψOrig

(
ajt − pn

)
. (17)

͢ΔͱΣʔϒϨοτͷू߹
{
ψOrig

j,n (t), ψOrig
j,n (t) :

j, n ∈ Z
}
ۙࣅλΠτΣʔϒϨοτϑϨʔ

ϜΛߏங͠ɼҙͷؔ f(t) ∈ L2(R)ʹର͠ɼ
ݙলུ͢Δ͕ɼจࡉཱ͢Δʢৄ͕ࣜ࣍ [1, 2]
Ͱհͨ͠ఆཧΛجʹɼࣜ࣍ͷূ໌͕Մʣɽ

f(t) ≈ 1
AOrig

{∑

j∈Z

∑

n∈Z

〈
f, ψOrig

j,n

〉
ψOrig

j,n (t)

+
∑

j∈Z

∑

n∈Z

〈
f, ψOrig

j,n

〉
ψOrig

j,n (t)
}

.

(18)

3.4 λΠτΣʔϒϨοτϑϨʔϜͷߏங

͜ͷઅͰɼҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔϦϝʔ

ΩϯάϚβʔΣʔϒϨοτψRem(t)Λૅجʹɼ

λΠτΣʔϒϨοτϑϨʔϜΛߏங͢Δɽ

ψRem(t) =
ψRem′(t)
∥ψRem′∥

, (19)

ψ̂Rem′
(ω) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
AOrig

Orig(ω)
ψ̂Orig(ω),

ω0 < ω < ω1,

0 , otherwise.
(20)

ΣʔϒϨοτͷू߹
{
ψRem

j,n (t) : j, n ∈ Z
}
Λɼ

ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ࣍

ψRem
j,n (t) =

√
ajψRem

(
ajt − pn

)
. (21)

͢ΔͱΣʔϒϨοτͷू߹
{
ψRem

j,n (t), ψRem
j,n (t) :

j, n ∈ Z
}
λΠτΣʔϒϨοτϑϨʔϜΛ

ங͠ɼҙͷؔߏ f(t) ∈ L2(R)ʹର͠ɼ࣍
ཱ͕ࣜ͢Δʢৄࡉলུ͢Δ͕ɼจݙ [1, 2]
Ͱհͨ͠ఆཧΛجʹɼࣜ࣍ͷূ໌͕Մʣɽ

f(t) =
1

ARem

{∑

j∈Z

∑

n∈Z

〈
f, ψRem

j,n

〉
ψRem

j,n (t)

+
∑

j∈Z

∑

n∈Z

〈
f, ψRem

j,n

〉
ψRem

j,n (t)
}

,

(22)

͜͜ʹɼ

ARem =
AOrig

∥ψRem′∥2
. (23)

4 ·ͱΊ

ຊจͰɼपྖҬͰɼࣗ༝ͳܗঢ়ʹઃܭ

͞ΕͨɼίϯύΫταϙʔτΛͭ࣋ΣʔϒϨο

τΛૅجʹͯ͠ɼλΠτΣʔϒϨοτϑϨʔ

ϜΛߏங͢Δख๏ΛఏҊͨ͠ɽ

ݙจߟࢀ
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変分原理の周期解の分岐への応用
藤原俊朗 1, 福田宏 1, 尾崎浩司 2

1北里大学，2東海大学
e-mail : fujiwara@kitasato-u.ac.jp，fukuda@kitasato-u.ac.jp, ozaki@tokai-u.jp

1 概要
変分原理によれば，作用（Lagrangianの時間

積分）の停留点が運動方程式の解である．この
原理を周期解の分岐に応用する．分岐において
周期解の作用の 2階微分 (Hessian) の固有値が
重要な役割を担う．固有値の一つがゼロになる
ことが，分岐の必要十分条件であることを示す．

2 変分原理の分岐への応用
Lagrangian L(qi, q̇i)と作用積分 S =

∫
dtL

が与えられたシステムを考える．変分原理は，
関数空間の中で作用の停留点（δS = 0の点）が
運動方程式の解であることを保証する．
さて，停留点（運動方程式の解）が一つ与え

られ，そこでの高次の変分 δ2S，δ3Sなどを計
算できるとすれば，近傍での作用の変化の様子
がある程度わかるはずである．それを眺めれば，
近くにある他の停留点（運動方程式の他の解）
を見つけることができるだろうか．
できる，もし 2つの解が「十分近く」にあれ

ば．それは解の分岐において実現する．系がパ
ラメーター ξ を持ち，分岐点 ξ0 の十分近くで
は元の解 qoと分岐解 qbが存在し，ξ → ξ0で 2

つの解が一致すると想定しよう．すると，2つ
の解の間の距離Rは

R =

∫
dt(qb(t)− qo(t))

2 → 0 for ξ → ξ0

と，いくらでもゼロに近づけることができる．
したがって ξ が ξ0 に十分に近いところで作用
の高階微分 δ2S(qo)，δ3S(qo)などをいくつか計
算すれば，分岐解 qbを見つけ性質を予言する
ことができるだろう．

3 仮に作用が 1変数関数であったなら
分岐点付近で作用はどのような振る舞いをす

るか．その要点を説明するために，作用が 1変
数関数 s(x)だったら何が起きるを述べる．真
の作用と区別するために小文字の sを使う．
関数 s(x)が近接した 2つの停留点xoとxb =

xo+Rを持つとする，s′(xo) = s′(xo+R) = 0．

するとR → 0の極限で sの 2階微分はゼロ，

∵ 0 = (s′(qo +R)− s′(qo))/R → s′′(qo).

逆に s′(qo) = 0のもとで s(qo + x)の Tayler

展開を考えると，

s(qo+x) = s(qo)+κx2/2+ s′′′(qo)x
3/3!+ . . . .

ここでκ = s′′(qo)である．停留点はこれの x微
分がゼロの点なので，停留点を求める方程式は

x

(
κ+

s′′′(qo)

2
x+

s′′′′(qo)

3!
x2 + . . .

)
= 0.

x = 0は元の解 qoを表し，そうでない解

κ+
s′′′(qo)

2
x+

s′′′′(qo)

3!
x2 + · · · = 0

のうち κ → 0で x → 0を満たすものが分岐解
を表す．もし s′′′(qo) ̸= 0なら，分岐解は

x = − 2

s′′′(qo)
κ+O(κ2).

この場合は κの符号にかかわらず分岐解が存在
する．もし s′′′(qo) = 0，s′′′′(qo) ̸= 0なら

x = ±

√
−3!κ

s′′′′(qo)

であり，この場合は s′′′′(qo)と逆符号の κ だけ
に分岐解が現れる．
以上みてきたように，1変数関数 s(x)の 2つ
の停留点が無限に近づけば 2階微分がゼロにな
り，逆に 2階微分がゼロになればもう一つの停
留点が発生する．

4 扱う系と主定理
実際の作用は関数空間（無限次元空間）の関
数だが，同様のことが言える．
扱う系は自由度N の Lagrangian

L =
∑

i=1,2,...N

mi

2

(
dqi
dt

)2

+ V (q1, q2, . . . , qN )
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とその周期解 qo(t)である．周期を T とし，分
岐も同周期のものだけを考える．作用は S =∫ T
0 dtL，作用の 2階微分 δ2Sは

∫ T
0 dt δqHδqで

与えられる．ここでHは線形作用素で

Hij = −miδij
d2

dt2
+

∂2V

∂qi∂qj

と定義される（δij はKroneckerのデルタ）．
以下の 2つの定理と補題が成立する．

定理 1 分岐点においてHはゼロ固有値を持つ．
定理 2 逆に，Hがゼロ固有値を持てば，その
点は分岐点である．
注：保存量に対応するゼロ固有値は除く．
補題 3 Hのゼロ固有値が g重に縮退している
時，作用 S の停留点は Lyapunov-Schmidt re-

ductionされたg変数の作用SLS(x1, x2, . . . , xg)

の停留点として与えられる．

5 三体 8の字解の分岐への応用
前セクションで示した理論を三体 8の字解の

分岐に応用する．
三体 8の字解は等質量平面三体問題の解で，

8の字の形をした一つの軌道の上を 3つの粒子
が同じ時間間隔をおいて移動する解である．こ
の解はポテンシャルを 1/(ara) for a ̸= 0，log r

for a = 0 として a > −2で存在する．また
Lennard-Jonesポテンシャル 1/r6 − 1/r12 では
周期 T ≥ Tmin = 14.479...の領域に存在する．
数値計算によって，この解には 6種類の分岐

が生じることがわかっている [1]．一方，この
解の対称性からHの固有関数が 6種類に分類
されることが理論的にわかっている [2]．
今回報告する理論は，この 2つの知見を結び

つけるもので，数値計算で得られていた 6種類
の分岐が，Hの固有関数の 6種類の対称性の違
いによるものであることを明らかにする．この
ようにして，三体 8の字解の分岐はこの理論に
よって（定性的には）完全に理解される．
図 1はNewtonポテンシャル (a = 1)での三

体 8の字解付近の SLSを表したものである．こ
の解のHは a = 0.9966付近でゼロ固有値を持
ち，この点で分岐する．このゼロ固有値は 2重
に縮退しているので，上の補題により SLSは 2

変数の関数になる．図に示したように三体 8の
字解の近くに 3つの停留点が存在する．これは
SimóのH解と呼ばれている解に対応する．

図 1. Newton ポテンシャルでの三体 8 の字解の周りの
SLS．左図は等高線図．中心の赤点は三体 8の字解．3つ
の黄点は Simóの H解．右図は X軸上の SLS を表す．3
つの黄点は実質的には同じ解を表す（粒子を入れ替え，時
間の原点をずらせば互いに移り変わる）．

この分岐点でのゼロ固有値に属する固有関数
の対称性から，SLSは極座標を用いて

SLS(r, θ) = SLS(0) +
κ

2
r2 − A3

3!
r3 cos(3θ)

−A4

4!
r4 +O(r5)

と表される．係数 A3, A4 は原理的には三体 8

の字解だけから計算できる．しかしA4を与え
る級数は収束が遅く実用的ではない．図 1はH

解の情報も使って決めた係数を用いて描いた．
この分岐はA3 ̸= 0なので，分岐解は分岐点
の両側に（i.e. κの正負に関わらず）存在する．

6 今後の発展
1)この理論を他の解や他の Lagrange系へ応
用する．現時点では三体 8の字解への応用のみ．
2)解の分岐と線形安定性の関係は不明．三体 8

の字解では線形安定性が変化しない分岐が多い．
変化するしないの違いはどこからくるか．
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摂動系における周期軌道, ホモクリニック軌道, 第一積分および可換なベ
クトル場の非保存　パート 2 　適用例
本永 翔也 1, 矢ヶ崎 一幸 2

1,2京都大学 情報学研究科
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1 はじめに
周期軌道やホモクリニック軌道を求めたり，

それらの存在を判定したりすることは力学系に
おける基本的な問題の一つである．また，第一
積分や可換なベクトル場の存在は，力学系の可
積分性と密接な関係があり，重要である．
周期軌道やホモクリニック軌道，第一積分あ

るいは可換なベクトル場をもつ微分方程式系が
摂動を受けるとき，それらが微小変化を許して
存在し続けるかどうかは一般に自明ではない．
前報 [1]では，このことが成り立つための必要
条件を与えた．本報告では，前報の結果を適用
し，周期的な摂動を受ける剛体の運動方程式の
周期軌道の存在や，座屈ばりの 3自由度モード
方程式に対する可換なベクトル場の保存につい
て論じる．

2 前報 [1]の結果
M を向きづけられたパラコンパクトかつ滑
らかな n次元多様体とする．Xεを εについて
も滑らかなM 上のベクトル場で，Xε = X0 +

εX1+O(ε2) とし，X0に対し以下を仮定する．
(A1) T > 0を定数としてT -周期軌道 γ(t)が

存在する．
(A2) 第一積分 F が存在する．
次式で与えられる積分IF,γ を定義する．

IF,γ :=

∫ T

0
dF (X1)(γ(t))dt (1)

このとき，次の定理が成り立つ．
定理 1 Xεが γ(t)の近傍で第一積分 Fε = F +

O(ε)をもつならば，IF,γ = 0となる．
定理 2 Xε が Tε = T + O(ε)-周期軌道 γε =

γ +O(ε)をもつならば，IF,γ = 0となる．
さらに，次を仮定する．

(A3) X0は可換なベクトル場 Z をもつ，す
なわち，[X0, Z] = 0が成り立つ．

ここで，[·, ·]はリー括弧を表す．次式で与えら
れる積分JF,Z,γ を定義する．

JF,Z,γ :=

∫ T

0
dF ([X1, Z])(γ(t))dt (2)

次の定理が成り立つ．
定理 3 Xε が γ(t)の近傍で可換なベクトル場
Zε = Z + O(ε)をもつならば，JF,Z,γ = 0と
なる．
(A1)の代わりに，ホモクリニック軌道が存

在する場合に対しても上と同様の結果が得られ
る [1]．

3 周期的な摂動を受ける剛体
ドローンの数理モデルである，周期的な摂動

を受ける剛体を考える．回転運動の運動方程式
は次式で与えられる [2]．

ω̇1 =
I2 − I3

I1
ω2ω3

+ ε

(
− α

I1
v0(t)ω2 +

β1
I1

v1(t)

)
,

ω̇2 =
I3 − I1

I2
ω3ω1

+ ε

(
α

I2
v0(t)ω1 +

β2
I2

v2(t)

)
,

ω̇3 =
I1 − I2

I3
ω1ω2 + ε

β3
I3

v3(t),

(3)

ここで，j = 1, 2, 3として，ωj ∈ Rは慣性主
軸まわりの角速度，Ijは主軸まわりの慣性モー
メント，α,βj ≥ 0は定数，vℓ(t) (ℓ = 0, 1, 2, 3)

は周期 T (> 0)の周期関数である．また，I1 <

I2 < I3 を仮定し，ω = (ω1,ω2,ω3) と表す．
ε = 0のとき，式 (3)は第一積分

F (ω) =
1

2
(I1ω

2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3)

を有する．また，c ∈ Rを任意定数，

p±1 (c) = (±c, 0, 0), p±2 (c) = (0,±c, 0),

p±3 (c) = (0, 0,±c)
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として，点 ω = p±j (c) (j = 1, 2, 3) は平衡点
となる．状態変数 θ = t mod T を導入し，式
(3)を自律化する．ε = 0のとき，周期軌道族
γj,c(t) = (ppj , (c), t)が存在する．文献 [2]では，

vℓ(t) =

{
sin νt (ℓ = 0, 2, 3)

0 (ℓ = 1)

のとき，十分小さな ε > 0に対して周期軌道族
γ2,c(t)が保存するための必要十分条件が α = 0

または β3 = 0であることが示されている．定
理 1と 2より次の結果を得る．
命題 4 各 j = 1, 2, 3 に対して次が成立する．
もし ∫ T

0
vj(t)dt ≠ 0

かつ βj ≠ 0ならば，任意の c > 0に対して周期
軌道 γj,c(t)は保存せず，また，第一積分 F (ω)

は周期軌道 γj,c(t)の近傍において保存しない．

4 座屈ばりの 3 自由度モード方程式
減衰力の作用しない座屈ばりに対する 3つの
モードに関する方程式を考える [3]．

ẋ1 = x2, ẏ1 = y3, ẏ2 = y4,

ẋ2 = x1 − (x21 + β1y
2
1 + β2y

2
2)x1,

ẏ3 = −ω2
1y1 − β1(x

2
1 + β1y

2
1 + β2y

2
2)y1,

ẏ4 = −ω2
2y2 − β2(x

2
1 + β1y

2
1 + β2y

2
2)y2

(4)

ここで，ωℓ,βℓ (ℓ = 1, 2) は正の定数で，ω1 <

ω2を満たす．式 (4)において原点 (x, y) = (0, 0)

はサドル・センター型平衡点である．ε > 0を
十分小さな定数として，(x, y) = (εξ, εη)とす
ると，
ξ̇1 = ξ2, η̇1 = η3, η̇2 = η4,

ξ̇2 = ξ1 − ε2(ξ21 + β1η
2
1 + β2η

2
2)ξ1,

η̇3 = −ω2
1η1 − ε2β1(ξ

2
1 + β1η

2
1 + β2η

2
2)η1,

η̇4 = −ω2
2η2 − ε2β2(ξ

2
1 + β1η

2
1 + β2η

2
2)η2

(5)

を得る．式 (5)は線形方程式が摂動を受ける形
である．ε = 0のとき，式 (5)は第一積分

F1(ξ, η) = −ξ21 + ξ22 ,

Fj+1(ξ, η) = ω2
j η

2
j + η2j+2 (j = 1, 2),

周期軌道

γ1,c(t) = (0, 0, c sinω1t, 0, cω1 cosω1t, 0),

γ2,c(t) = (0, 0, 0, c sinω2t, 0, cω2 cosω2t)

および可換なベクトル場

Z1 = (ξ2, ξ1, 0, 0, 0, 0), Z2 = (ξ1, ξ2, 0, 0, 0, 0),

Z3 = (0, 0, η1, 0, η3, 0), Z4 = (0, 0, 0, η2, 0, η4),

Z5 = (0, 0, η3, 0,−ω2
1η1, 0),

Z6 = (0, 0, 0, η4, 0,−ω2
2η2)

をもつ．ここで，c > 0は任意定数である．積
分 (1)と (2)を計算すると，

IFj ,γℓ = 0 (j = 1, 2, 3, ℓ = 1, 2),

JFj ,Zk,γℓ =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

3
4ω1β2

1π if j = 2, k = 3, ℓ = 1;
3
4ω2β2

2π if j = 3, k = 4, ℓ = 2;

0 otherwise

となる．定理 3より次の結果を得る．
命題 5 式 (5)に対して，原点近傍で，ベクトル
場 Z3および Z4は，それぞれ，(η1, η3)平面お
よび (η2, η4)平面の近傍で保存しない．さらに，
式 (4)に対して，原点近傍において線形項が

Z̃3 = (0, 0, y1, 0, y3, 0), Z̃4 = (0, 0, 0, y2, 0, y4)

に一致する可換なベクトル場は存在しない．

謝辞 本研究は科研費 (課題番号：17H02859,

19J22791) の助成を受けたものである．
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ઁಈΛड͚ΔϨΠϦʔɾϕφʔϧରྲྀʹݱΕΔΧΦεతࠞ߹ͱߏذ

ล ণਔ 1, ٢ଜ ໌ߒ 2

1ૣҴాେֶେֶӃװجཧڀݚֶՊػցՊֶઐ߈
2ૣҴాେֶװجཧֶ෦ػցՊֶɾֶۭߤՊ
e-mail : m-watanabe 26494@asagi.waseda.jp

1 ͡Ίʹ

Ԛછ࣭ͷ֦ࢄ༧ଌͷ؍͔Βɼྲྀମ༌ૹ
ͷϝΧχζϜΛղ໌͢Δ͜ͱඇৗʹॏཁͳ՝
Ͱ͋ΔɽΦΠϥʔతͳࢹ͔Β҆ఆʹ͑ݟ
ΔྲྀΕͰ͋ͬͯɼϥάϥϯδϡతͳࢹ͔Β
ɼྲྀମཻ͕ࢠΧΦεతʹ༌ૹ͞ΕΔ͜ͱ͕
ΒΕ͓ͯΓɼͦͷΑ͏ͳϥάϥϯδϡతͳྲྀମ
༌ૹͷղੳ͕͞Ε͍ͯΔɽͯ͞ɼߴԹͷԼ
ଆڥքͱԹͷ্ଆڥքΛͭྲྀମʹɼϨ
ΠϦʔRa͕దͳͱ͖ɼηϧঢ়ʹఆৗͳϨ
ΠϦʔɾϕφʔϧରྲྀ͕ൃੜ͢Δɽ͔͠͠ɼRa

Λঃʑʹ૿Ճͤ͞ΔͱɼྲྀϕΫτϧ͕ਫฏ
Ίɼ͍ͩ͠ʹઁಈͷৼ෯͕૿Ճ࢝ৼಈ͠ʹํ
͢Δɽͦ͜ͰຊڀݚͰɼઁಈΛड͚Δ ݩ࣍2
ͷϨΠϦʔɾϕφʔϧରྲྀͷۙՄੵϞσϧʹ
͓͚ΔɼΧΦεతͳྲྀମࠞ߹Λղ໌͢Δ͜ͱΛ
తͱͯ͠ɼKAMτʔϥεͷத৺ʹݱΕΔप
ಓͷɼઁಈͷৼ෯يظ εΛύϥϝʔλͱ͢Δ
ɽ͏ߦղੳΛ͍ͯͭʹذ

2 ઁಈΛड͚ΔϨΠϦʔɾϕφʔϧରྲྀ

ຊڀݚͰɼઁ ಈΛड͚Δ ͷϨΠϦʔɾݩ࣍2
ϕφʔϧରྲྀͷۙՄੵϞσϧΛɼྲྀΕؔ

ψ(x, z, t) =
A

k
sin(πz) sin

[
k

{
x+ ε cos

(2πt
T

)}]

≈ ψ0(x, z) + εψ1(x, z, t)

ΛϋϛϧτχΞϯͱ͢Δؒ࣌ґଘͷϋϛϧτϯ
ܥ dx/dt = −∂ψ/∂z, dz/dt = ∂ψ/∂xͱͯ͠Ϟ
σϧԽ͢Δ [1]ɽ͜ͷϞσϧͰɼਤ 1ʹࣔ͢Α
͏ʹɼઁಈʹΑΓηϧؒͰྲྀମࠞ߹͕ੜ͡Δɽ

ਤ 1. ઁಈΛड͚ΔϨΠϦʔɾϕφʔϧରྲྀ

3 KAMτʔϥεͱपيظಓ

ΧΦεతͳࠞ߹Λղ໌͢ΔͨΊʹɼैདྷϙΞ
ϯΧϨࣸ૾Λ༻͍ͨղੳ͕ͳ͞Ε͖ͯͨ [2]ɽਤ
2ʹɼϙΞϯΧϨࣸ૾Λ͍ࠇখ͞ͳϓϩοτͱ͠
ͯࣔ͢ɽ͜ ͜ʹA = π, k = π, T = π−1, ε = 0.1

ͱ͢Δɽਤ͔Β໌Β͔ͳΑ͏ʹɼϙΞϯΧϨ
அ໘ͷKAMτʔϥεͰྲྀମཻࢠ४पظతʹ
༌ૹ͞ΕɼແடংʹฒͿྖҬͷྲྀମཻࢠΧΦ
εతʹ༌ૹ͞ΕΔ͜ͱ͕Θ͔ΔɽKAMτʔϥ
εͷத৺্ͷྲྀମཻࢠपظతʹ༌ૹ͞Εɼͦ
ͷपΓͷლपྖظҬɼKAMτʔϥεͷத৺
ΛճΔӔͱͳΓͳ͕Βɼपظతʹ༌ૹ͞ΕΔ͜
ͱΛతʹ໌Β͔ʹͨ͠ɽਤ 2 ͷେ͖ͳϓ
ϩοτɼKAMτʔϥεͷத৺ʹଘ͢ࡏΔྲྀ
ମཻࢠΛද͢ɽ͞Βʹɼيಓͷपظ Tpઁಈ
ͷपظ T ͷഒͱͳΔ͜ͱ͔ΒɼKAMτʔ
ϥεɼਤ 3ʹࣔ͢Α͏ʹɼ૬ۭؒͰͶ͡Ε
Λͭ͜ͱ͕Θ͔ͬͨɽߏͨ

ਤ 2. ϙΞϯΧϨࣸ૾ͱपظ (1ηϧ)

ポアンカレ断面ωt

x

z

ਤ 3. 3पيظಓͱͦͷपΓͷ KAMτʔϥε
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4 पيظಓͷ εύϥϝʔλذ

ɼઁʹ࣍ ಈͷৼ෯ εΛมԽͤͨ͞ࡍͷɼKAM

τʔϥεͷத৺ʹଘ͢ࡏΔपيظಓͷมԽʹண
͢Δɽԣ࣠ʹ x, zɼॎ࣠ʹ εΛͱΓɼਤ 4ʹ
पظͷҐஔͷมԽΛࣔ͢ɽϓϩοτͷ৭ي
ಓͷपظ Tp Λද͢ɽਤ 4ΑΓɼKAMτʔϥ
εͷத৺ʹଘ͢ࡏΔपيظಓɼઁಈͷৼ෯ ε

Λύϥϝʔλͱͯ͠ɼ܁Γฦ͢͠ذΔ͜ͱ͕
֬ೝͰ͖Δɽ·ͨຊڀݚͰɼϙΞϯΧϨࣸ૾
Λ༻͍ͨղੳ͔Βɼपيظಓ͕͢ذΔͱͱ
ʹɼლपྖظҬ͕ঃʑʹ่յ͍ͯ͘͜͠ͱ֬
ೝ͍ͯ͠Δɽ
ذʹ͍ͭͯɼ͞Βʹৄ͘͠ղੳͨ݁͠Ռɼ

ҎԼͷ 3छྨͷಛతͳ͕ذੜ͡Δ͜ͱ͕Θ
͔ͬͨɽ1ͭ (ذA) ɼ1ͭͷ Tpपيظ
ಓ͕ 2ͭͷ TpपيظಓʹมԽ͢ΔذͰ͋Δɽ
2ͭ (ذ B) ɼ2ͭͷ Tpपيظಓ͕ͦΕ
ͧΕ 1ͭͷ nTp पيظಓʹมԽ͢ΔذͰ͋
Δɽ3ͭ (ذ C) ɼ1ͭͷ Tpपيظಓ͔
Βɼ৽ͨʹ 1ͭ͋Δ͍ 2ͭͷ nTpपيظಓ͕
ՃΘΔذͰ͋Δɽͨͩ͠ nͱ͢Δɽԣ
࣠ʹ xɼॎ࣠ʹ εΛͱΓɼਤ 5ʹɼ1, 3, 6, 9, 12

पيظಓͷذͷ༷ࢠͱͦͷछྨΛࣔ͢ɽઢ
͕ذੜ͡Δ εͷΛࣔ͠ɼӈʹ͞ࡌهΕ
ͨΞϧϑΝϕοτذͷछྨΛࣔ͢ɽ·ͨɼ
ͦͷޙΖͷࣈɼيಓͷपظͱઁಈͷपظͷ
ൺ Tp/T Λࣔ͢ɽͳ͓ɼذʹΑΓൺ Tp/T ͕
มԽ͢Δ߹ɼҹͷલʹذલͷൺɼޙʹ
ޙذͷൺΛࣔ͢ɽ

ਤ 4. पيظಓͷ εύϥϝʔλذ

ਤ 5. 1, 3, 6, 9, 12पيظಓͷذͱͦͷछྨ

5 ·ͱΊ

ຊڀݚͷ݁ݴΛҎԼʹड़Δɽ

• KAMτʔϥεͷத৺্ͷྲྀମཻࢠɼप
Ҭɼͦྖظతʹ༌ૹ͞ΕɼपΓͷ४पظ
ΕΒͷྲྀମཻࢠͷपΓΛճΔӔͱͳΓͳ
͕Βɼपظతʹ༌ૹ͞ΕΔ͜ͱΛత
ʹࣔͨ͠ɽ

• पيظಓͷपظ Tpઁಈͷपظ T ͷ
ഒͱͳΔ͜ͱ͔ΒɼKAMτʔϥεɼ
૬ۭؒͰͶ͡ΕͨߏΛͭ͜ͱ͕Θ
͔ͬͨɽ

• KAMτʔϥεͷத৺ʹଘ͢ࡏΔपيظ
ಓɼઁಈͷৼ෯ εΛύϥϝʔλͱͯ͠
ذɼ3छྨͷಛతͳ͠ذΓฦ͠܁
ΕΔ͜ͱΛ໌Β͔ʹͨ͠ɽݱ͕

ँࣙ ຊڀݚ,Պݚඅج൫ڀݚ (A)(17H01097),

ૣҴాେֶಛఆ՝ڀݚ (SR 2019C-176, SR

2019Q-020)ɼૣҴాେֶॏྖҬߏػڀݚɾ
ΤωϧΪʔมֶɾֶ༥߹ڀݚॴɼૣҴా
େֶΞʔϦʔɾόʔυϓϩάϥϜɼٴͼจ෦Պ
ֶলεʔύʔάϩʔόϧେֶࢧԉʹΑΔԉ
ॿΛड͚͍ͯΔɽ͜͜ʹँࣙΛද͠·͢ɽ

ݙจߟࢀ
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Chaotic particle transport in time-
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tion, Phys. Rev. A, Vol. 38 (1988),

6280–6286.
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ू, 26(1) (2000), 31-39.
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ೱॖωοτϫʔΫͰͷฏߧղͱૉܗࢠঢ়࠷దԽ

ᬑ ୢ 1, দຊ ฏ 2, খ थ 3

1ҵେཧֶ෦ɼ2࢈૯ੵूݚϚΠΫϩγεςϜڀݚηϯλʔɼ2ࣳӜେֶ෦
e-mail : shinya.watanabe.zzz@vc.ibaraki.ac.jp

1 ֓ཁ

ࠞ߹ྲྀମͷΛऑ͘͢ΔૉࢠΛଟ݁
߹ͯ͠ೱॖΛߴΊΔ ωοτϫʔΫͰɼฏݩ࣍2
༺ղͱͦͷ҆ఆੑΛௐͨɽ·ͨɼԹࠩΛߧ
͍ͯ͢Δૉࢠͷ߹ʹ͍ͭͯɼੑΛ
ΈͨɽࢼదԽΛ࠷ঢ়ܗΊΔͨΊͷߴ

2 ೱॖωοτϫʔΫ

ࠞ߹ΨεΛೖ͔ޱΒೖΕΔͱɼΨεʹؚ·Ε
Δඪతͷೱ͕ɼ2ͭͷग़ޱͷҰํͰೱ
͘ɼଞํͰബ͘ͳΔૉࢠʢਤ 1ʣΛ
Δɽ͑ߟ

ਤ 1. ඪతͷೖޱೱ͕ u ͷࠞ߹ΨεΛೖΕΔͱ
2 ͭͷग़ޱೱ͕ g±(u) = u ± f(u) ͱͳΔૉ
ྔྲྀޱɽ͜ͷਤͰೖࢠ q ͕͞ΕΔ߹Λࣔ͢
͕ɼҰൠʹߴೱଆྲྀྔ͕ θq (0 ≤ θ ≤ 1) ͷ߹ʹ
g+ = u+ (1− θ)f(u), g− = u− θf(u) ͱϞσϧԽ͢Δɽ

୯ҰૉࢠͰऑ͍͔͠ੜ͡ͳ͍߹Ͱɼ
ଟͷૉࢠΛਤ 2ͷΑ͏ͳ Δ͋ࢠํ֨ݩ࣍2
͍ελΨʔυ֨ࢠʹΊɼܧଓͨ͠ʹ
ΑΓ͕ೱॖ͢Δ͜ͱ͕ظ͞ΕΔɽ࣮ࡍɼ
ؔ f(u) ͕ u ͷ ࢠͷ߹ʹɼ֨ࣜ࣍2
ͷྻͱߦʢஈʣΛेେ͖͘ͱΕɼೱ
มԽ͕೪ੑ Burgers ํఔࣜʹΑΓهड़͞Εɼ
͜ΕΛ༻͍ͯશͳʹҙʹ͚ۙͮΒΕΔ
͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔ [1]ɽ
ඍऑͳೱΛ૿෯͢ΔωοτϫʔΫͱ͠

ͯɼಉҐମͷͰैલΑΓΧεέʔυ
ͱݺΕΔ ωοτϫʔΫ͕༻͍ΒΕ͍ͯݩ࣍1
Δ [2]ɽ͜ͷճ࿏Ͱྡૉࢠʢઅʣؒʹ 2ຊ
ͣͭͷྲྀ࿏ʢลʣ͕͋Γɼྲྀྔͷ΄ͱΜͲΛ॥
ͤͭͭ͞ɼ྆ͷૉ͔ࢠΒߴೱͷྲྀͱ
ೱͷഇ͕ྲྀغછΈग़ΔͨΊɼ֤ૉࢠʹϙϯ
ϓ͕ෆՄܽʹͳΔɽ͜Εʹରͯ͠ਤ 2ͷωοτ
ϫʔΫͷྲྀΕҰํੑͷͨΊɼશମͷѹྗޯ
ͷΈͰྲྀͤɼडಈૉࢠͷΈͰߏͰ͖Δɽ

ਤ 2. ਤ 1 ͷૉࢠΛଟͭͳ͛ͨ (a) Type I ͓Αͼ (b)
Type II ͷωοτϫʔΫɽ

3 ฏߧղ

ਤ 2ͷ 2ͭͷωοτϫʔΫͷฏߧղʢೱ
 {u∗i } ߸൪ߦ͕ j ʹΑΒͳ͍ʣ Type I ͷ
߹ g−(u∗i ) = g+(u∗i+1) ΛɼType II Ͱ
g−1
+ ◦g−(u∗i ) = g−1

− ◦g+(u∗i+1) Λຬͨ͢ [3]ɽྫ
͑ Type I ͰͷฏߧղΛɼ3௨Γͷ f(u) ͷ
߹ʹٻΊΕਤ 3ͷΑ͏ʹͳΔɽ

ਤ 3. Type IͰͷฏߧղ ૾ࣸݩ࣍1 g−(u
∗
i ) = g+(u

∗
i+1)

ͰಘΒΕΔɽ(i) g± ͕ Ͱͳ͍͕୯ௐͳ߹ɼ(ii)ࣜ࣍2
f ͕ 0 < uc < 1 ͳΔ uc Ͱූ߸Λม͑Δ߹ɼ(iii) g+
͕ඇ୯ௐͷ߹ɽ

έʔε (i)Ͱ fʢ͓Αͼ g±ʣ͕ ͷࣜ࣍2
߹ͱಉ͘͡ɼฏߧೱ u ≈ 1 ͱ u ≈ 0

ͷ 2ྖҬΛബ͍ք໘ʢೱিܸʣͰ݁Ϳͷ
ͱͳ͍ͬͯΔɽέʔε (ii)Ͱ u = uc Λڥʹ
ඪతͷೱͷ͍ߴग़͕ޱΓସΘΔɽͦͷ
ͨΊɼฏߧೱ uc ͱ u = 0͋Δ͍ 1

Λͭͳ͙ͷͱͳΓɼ΄΅શͳݪཧత
ʹෆՄͱͳΔɽΞϧίʔϧͱਫͷͳͲͷ
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߹ʹ͜ͷΑ͏ͳؔͱͳΔɽ
έʔε (iii)ͷಛੑͷ߹ʹෳͷฏߧ

ղΛಘΔ͕ɼք໘ۙͷܗঢ়͕ଟগҟͳΔ͚ͩ
Ͱ͋Γɼ΄΅શͳ࣮ݱͰ͖Δɽਤ 2ͷ
ωοτϫʔΫͰ֤ߦͰඪతͷ૯ྔɼ͋Δ
͍ฏۉೱ u ͕อଘ͢Δɽਤ 4ͷΑ͏ʹ͢
ͯͷฏߧղΛਤࣔ͢Δͱɼu ʹରͯ͠ฏߧղ
Ұҙʹܾ·Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽฏߧղ͕ઢ҆ܗఆ
ͳ u ͷ۠ؒͱෆ҆ఆͳ͕۠ؒަݱʹޓΕɼෆ
҆ఆͳ۠ؒͰ 2पظղ͕͞؍Εͨɽ͜Ε
Type I ͷωοτϫʔΫͷࢢদ༷ͷߏʹΑ
ΔͱࢥΘΕΔɽ࣮ࡍ Type II Ͱಉ༷ʹ͢Δͱɼ
u ʹΑΒͣ҆ఆͳฏߧղ͕ಘΒΕͨɽ

ਤ 4. ྻ M = 17 ͷ Type I ωοτϫʔΫͰؔ
g± ͕ਤ 3ͷέʔε (iii)ͷ߹ͷฏߧղɽԣ࣠ʹฏۉೱ
 uɼॎ࣠ʹք໘ͷҐஔʢઢͯؒ͠ิܗ u = 0.5 ͱͳΔ
ఆͳ߹Λ੨ɼෆ҆ఆͳ߹Λ҆ܗඪʣΛͱΓɼઢ࠲ྻ
Ͱࣔͨ͠ɽ

4 ԹࠩʹΑΔૉࢠͰͷܗঢ়࠷దԽ

લઅ·ͰͷϞσϧͷ۩ମతͳԠ༻ͱͯ͠ਤ 5

ͷΑ͏ʹɼ֯ηϧ͔ΒΔج൫Λ্Լʹ߹
͠ɼ্Լ໘ʹԹࠩΛҹՃ͠ɼ෦ʹࠞ߹Ψε
Λྲྀ͢͜ͱΛ͑ߟΔɽ͜Ε Type II ͷωοτ
ϫʔΫͱͳΔɽ্ͷน໘ͷҹʹԊͬ
ͯΨε͕ྲྀΕқ͍Α͏ʹஔ͞ΕɼԼͰ
੨͍ҹʹԊ͏ྲྀΕΛଅ͢ɽ྆ҹ͕ฏߦʹྲྀ
ΕΔ۠ؒͰ্Լ໘ͷԹࠩʹΑΓɼࠞ߹Ψεͷ
ඪతͷೱ্͕ԼํʹภΔʢԹ֦ޮࢄ
Ռʣɽ͜ͷ্ԼͣͭΛࠨӈʹৼΓ͚ɼԼ
ྲྀͷηϧ 2ͭྲྀ͢ɽ͜ΕΛ܁Γฦͯ͠ɼࠞ߹
Ψεͷඇ৮ͰͷΛ͢ࢦɽ
ηϧͷதͷ࣮ࡍͷྲྀΕແɼਤ 5ͷΑ͏ʹ

୯७Ͱͳ͍ɽComsol Multiphysics 4.2 Λ༻
͍ɼྲྀ࿏ͷ͞ߴ Hɼ෯ Wɼηϧ L, ηϧग़
ೖޱͷนͷܴ֯ θɼ͓Αͼྲྀྔ Q Λม͑ɼྲྀ
ΕɼԹɼೱͷ࿈ํఔࣜΛղ͍ͨɽਤ 6 ͷ
Α͏ʹɼྲྀ࿏ͷΞεϖΫτൺ͕ 1 ΛԼճΔͱɼ
্ԼͷྲྀΕ͕ࠞ߹͠ɼੑ͕ѱԽ͢Δɽ
ࢉܭͰಘΒΕͨग़ޱೱࠩͷɼཧʹ

ର͢ΔൺΛɼύϥϝλΛม͑ͳ͕ΒߴઢͰਤ

ਤ 5. Type II ωοτϫʔΫΛ࣮͢ݱΔج൫ߏ

ਤ 6. (a) H > W , (b) H < W Ͱͷྲྀઢ

7ʹࣔͨ͠ɽH < W ͷྖҬͷଞɼྲྀྔʢ֦
ʣͷྖҬɼͦͯ͠ࢧࢄ Q ·ͨ H ͕େ͖͍
ʢηϧ͕ฏߧೱΛ࡞ΔʹෆेͳʣྖҬͰ
ൺ͕খ͘͞ͳΓɼ͜ΕΒ 3ྖҬʹڬ·Εͯ࠷ద
ύϥϝλ͕͞؍ΕΔɽ

ਤ 7. ࢉܭͰͷग़ޱೱࠩʢରཧൺʣ

ँࣙ ຊڀݚՌɼՊֶٕज़ৼݚۀࣄߏػڵ
దల։ϓϩάϥϜ࠷Ռڀ A-STEP ূݕػ
ϑΣʔζͷࢧԉΛड͚ͨɽ

ݙจߟࢀ

[1] S. Watanabe, et al, “Burgers equation

with no-flux boundary conditions and

its application for complete fluid sepa-

ration,” Physica D 331(2016), 1–12.

[2] M. Benedict, T.H. Pigford, H.W. Levi,

ಉҐମͷԽֶֶ, ۀץ৽ฉࣾ,

1984.

[3] S. Watanabe, et al, ४උத (2019).
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ཚͷಛघੑʹݟΔੜثͷ౷ݕܭఆʹؔ͢Δߟ

Ԟ लढ़ 1

1౦ࣳใγεςϜࣜגձࣾ

e-mail : okutomi@tjsys.co.jp

1 ֓ཁ

ஶऀɼNIST SP.800-22ʹ͓͚Δ̎ஈ֊ධ

Ձʹؔͯ͠ɼྻܥʹର͢ΔϥϯμϜੑͷධՁ

ʢ̍ஈʣҰൠతͳ౷ݕܭఆͱͯ͠༩͑ΒΕ

͍ͯΔ͕ɼੜثʹର͢ΔධՁʢ̎ஈʣ౷

ͬࢥʹఆͱͯ͠༩͑ΒΕ͍ͯͳ͍Λٙݕܭ

͍ͯΔ [1]ɽ·ͨ͜ͷ͜ͱ͕ɼ࠷ऴతͳධՁʹ

ؔ͢ΔղऍΛ͍ͤͯ͘͠͞Δͱ͍ͯ͑ߟΔɽ

ຊߘͰੜثʹର͢Δ౷ݕܭఆʹ͍ͭͯߟ

͢Δɽ

2 ౷ܭతධՁ

౷ܭతධՁͱɼूஂ͔Βʮແ࡞ҝநग़ʯ

͞ΕͨඪຊͷಛྔΛ༻͍ͯɼूஂͷಛྔ

Λਪఆ͢Δ͜ͱʢ౷ܭతਪఆʣɼ͋Δ͍ɼ

ूஂͷಛྔʹؔ͢ΔԾઆΛ͢ূݕΔ͜ͱʢ౷

ྫܕఆͷయݕܭఆʣɼͰ͋ΔɽҎԼʹ౷ݕతܭ

Λࣔ͢ɽ

ྫ 1 (౷ݕܭఆͷྫ) ՏAʹੜଉ͢ΔΞϢͷ

ମॳՆʹ͓͍ͯฏۉ 26.2cmɼඪ४ภ͕ࠩ

0.95ͱใ͞ࠂΕ͍ͯΔʢաڈ 20ͷ౷ܭʣɽຊ

݄̒ʹ࠾औͨ͠ 20ମͷฏۉମ 25.9cmͰ

͋ͬͨɽՏAͷΞϢྫͲ͓Γ͍ͯ͠

Δͱ͔͍ྑͯ͑ߟɽ༗ҙਫ४ 5%ͰݕఆͤΑɽ

ྫ 1ʹ͓͚ΔूஂɼຊՏAʹੜଉ͢

ΔΞϢશମͰ͋Δɽݕఆ͕ѻ͏ͷͦͷଟ͘

ͷ߹ɼूஂͦͷͷΛີݫʹΔ͜ͱ

Ͱ͖ͳ͍ɽ·ͨɼඪຊूஂ͔ΒภΓͳ͘ແ

ҝʹநग़͞ΕͨͷͰ͋Δ͜ͱ͕લఏͱͳΔɽ࡞

3 ཚੜثʹର͢Δ౷ݕܭఆʹ͍ͭͯ

ྫ 1ʹͳΒͬͯੜثͷग़ྗू߹Λूஂͱ

͢ΔԾઆݕఆʹ͍ͭͯ͢ߟΔɽ

3.1 ཧతͳੜثͷ߹

ศٓͷͨΊҎԼʹࣔ͢ੜϞσϧΛى༻͢Δɽ

ఆٛ 2 (ཧతͳ nϏοτཚੜث) ཧత

ͳnϏοτཚੜثG0ɼ༰ثɼϘʔϧɼ

፩ثɼੜϘλϯɼબثɼͰߏ͞ΕΔʢਤ

1Λࢀরʣɽ༰ثʹܭ 2nݸͷϘʔϧ͕֨ೲ͞

Ε͍ͯΔɽϘʔϧʹͦΕͧΕ 0͔Β 2n−1·

Ͱͷ͕ॱ൪ʹ൪͞Ε͍ͯΔɽੜϘλ

ϯΛԡ͢ͱ፩͕ثϘʔϧΛ፩͢Δɽ፩͕

ऴྃ͢Δͱબ͕ثϘʔϧΛ̍ͭબ͢Δɽબ

͞ΕͨϘʔϧͷೋਐల։Λ nϏοτཚ

ͱ͢ΔɽϘʔϧ༰ثʹ͞ΕΔɽ

� �

�
�

	�

���

�����

������� 2n �

ਤ 1. ཧతͳ nϏοτཚੜثϞσϧ

፩ثʹΑΔ፩͕ेͰ͋Εɼબث

༰ثͷϘʔϧΛภΓͳ͘બʗநग़Ͱ͖Δɽ

ੜث G0 ʹΑΔੜΛ mճ܁Γฦͯ͠ಘΒ

Εͨ mݸͷσʔλΛඪຊͱ͢Δ1ɽ͜ΕΑΓɼ

ඪຊΛ༻͍ͨG0ͷूஂʹؔ͢ΔԾઆݕఆ

͕ઃఆͰ͖ΔɽԾઆͷཱͯํͱͦͷݕఆ๏ʹ

༷ʑͳͷ͕͑ߟΒΕΔ͕ɼຊߘͰҙͱ͠

ͯਐΊΔɽ

͜͜ͰཚੜثͷධՁͷಛघੑ͕ݦΕΔɽ

ूஂԾઆͱG0ͷग़ྗू߹ʹؔ͢ΔԾઆͰ

͋Δ͕ɼG0ͷग़ྗू߹طͰ͋Γɼूஂͷ

ಛྔͷऔΓํʹҙ͢Εɼͦͷֶ

తʹີݫʹ༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽΑͬͯɼԾઆ

ԾઆͰͳ͘ਅͷใʗਅͷड़Ͱ͋

Δɽͦ͜Ͱɼ͋͑ͯඪຊΛ༻͍ͯूஂԾઆΛ

ͳΒɼނఆ͢Δ͜ͱແҙຯͱ͍͑ΔɽԿݕ

ఆͰಘΒΕͨݕ p-value͕ͲͷΑ͏ͳΛऔͬ

ͨͱͯ͠ɼԾઆͷ༰ʢ͜ͷ߹ਅͷใʣ

ෆಈ͔ͩΒͰ͋Δɽ

1͜Ε҉ʹɼSP.800-22Ͱm = 1, ͍ͭʹྻܥ000
ͯධՁ͢Δ͜ͱʹରԠ͍ͤͯ͞Δɽ
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ͦΕͰɼ͜ͷ߹ͷूஂԾઆʹର͢Δݕ

ఆͰಘΒΕΔ p-valueͱͲͷΑ͏ͳҙຯΛ࣋

ͭͩΖ͏͔ɾɾɾʁ ͜ͷ߹ͷ p-valueɼඪຊ

͕ूஂ͔ΒภΓͳ͘நग़͞ΕͨͷͰ͋Δ͔

൱͔ͷʮແ࡞ҝநग़ੑʯΛҙຯ͢ΔͱղऍͰ͖

Δɽ

͞Βʹଓ͚Δͱɼඪຊͷແ࡞ҝநग़ੑͱɼ

ੜثG0ͷແ࡞ҝநग़ੑͰ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼ

G0ʹؔ͢Δूஂͷݕఆɼੜثͷແ࡞ҝ

நग़ੑͷݕఆʢओͱͯ͠፩ثͱநग़ثͷػ

ΛධՁ͢ΔͷʣͱಉٛͰ͋Δɽ͔ͯ͘͠ɼੜ

ثͷແ࡞ҝநग़ੑΛධՁ͢Δͱ͍͏ҙຯͰͷ

ఆͷ༩͑ํ͕໌Β͔ʹͳͬͨɽݕ

ྫ 1Λయྫܕͱ͢Δଟ͘ͷ߹ʹ͓͍ͯɼ౷

ΛΔ͜ߏͳֶతີݫఆɼूஂͷݕܭ

ͱͳ͘ɼ͔ͭɼඪຊͷྑ͠ѱ͠ʢແ࡞ҝநग़ੑʣ

Βͳ͍ͱ͍͏ɼ؍٬తʹ͑ߟΔͱۃΊͯة

ɽ͕ͭ͘ؾΘΕ͍ͯΔ͜ͱʹվΊͯߦͳঢ়ଶͰݥ

ҰํͰɼੜثG0ͷ߹ɼूஂͷֶతߏ

͕ີݫʹ༩͑ΒΕΔͱ͍͏ಛघੑ͔Βɼݕఆ

ຊདྷͷతΛ͞ͳ͍͕ʢԾઆ͕ԾઆͰͳ

͘ਅͷใͰ͋ΔͨΊɼඪຊΛ༻͍ͯԾઆʢਅ

ͷใʣΛ͢ূݕΔ͜ͱʹҙຯͳ͍ʣɼඪຊ

ͷແ࡞ҝநग़ੑΛධՁͰ͖Δɽ

3.2 ߹ͷثཚੜࣅٖ

͡Ίʹ nϏοτٖࣅཚੜϞσϧΛ͑ߟ

ΔɽγʔυͱྻܥͷରԠؔΛແ͢ࢹΔͳΒɼ

ͱಉ͡Ͱ͋Δɽثཧతͳੜߏຊج

ఆٛ 3 (nϏοτٖࣅཚੜث) nϏοτٖ

ثཚੜࣅ G1 ɼͦͷߏཁૉͱͯ͠ G0

ͱಉͷͷΛ༗͢Δʢਤ 2 Λࢀরʣɽͨͩ

͠ɼ༰ثʹؚ·ΕΔϘʔϧͷ૯ɼγʔυ

l (≪ n)ʹରͯ͠ 2l (≪ 2n)Ͱ͋ΓɼG0 ΑΓ

 2n − 2lݸগͳ͍ɽ·ͨɼϘʔϧʹ 0͔Β

2n−1·Ͱͷ͍ͣΕ͔ͷ͕ॏෳͳ͘൪

͞Ε͍ͯΔɽ

G1ͷूஂ໌Β͔ʹG0ͷͷͱҟͳΔ

͕ɼG0ͷͷͱಉʹ;Δ·͏͜ͱ͕ཁ͞ٻ

ΕΔɽ͕ͨͬͯ͠ɼG1ͷूஂ͔ΒಘΒΕͨ

ඪຊͷಛྔ͔ΒɼG1ͷूஂͷಛྔG0

ͷूஂͷಛྔͱΈͳͤΔͱ͍͏Ծઆݕఆ͕

ઃఆͰ͖ΔʢG0ͷ߹ແҙຯͰ͋ͬͨʣɽ

� �

�
�

	�

���

�����

������� 2l�	 l << n 


ਤ 2. nϏοτٖࣅཚੜثϞσϧ

ҰํͰɼಉݕఆ͕ 3.1અͰࣔͨ͠ੜثͷແ

Δ͔൱͔͕যͱ͢ఆͱؔݕҝநग़ੑͷ࡞

ͳΔɽ

໋ 4 G0ͷग़ྗू߹ΛS0ͱ͢ΔɽG1ͷग़ྗ

ू߹Λ S1ͱ͢Δɽ#S0 = 2nɼ#S1 = 2l (l ≪
n)ɼS1 ⊂ S0Ͱ͋ΔɽG1ͷબ͕ث S1ͷཁૉ

ΛภΓͳ͘நग़͢Δ͜ͱͱɼG0ͷબ͕ث S0

ͷཁૉͷ͏ͪ S0 \ S1ʢࠩू߹ʣͷཁૉΛআ͍

Γͷͨ S1ͷཁૉΛภΓͳ͘நग़͢Δ͜ͱ

ՁͰ͋Δɽ

໋ 4ɼG0ʹ͍ͭͯɼͦͷબثΛʮG1

ͷग़ྗू߹ͷཁૉ͔͠ग़ྗ͠ͳ͍બثʯʹஔ

′ͱ͢Εʢ͜ΕΛG͖ͨ͑
0ͱ͢Δʣɼ3.1અ

Ͱࣔͨ͠༰ʹؼணͰ͖ɼG′
0ʹର͢Δूஂ

′ఆɼGݕ
0ͷແ࡞ҝநग़ੑͷݕఆͱͯ͠ѻ͑

Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɽ

4 ·ͱΊ

ཚੜثͷධՁʹ͓͍ͯɼੜثͷग़ྗू

߹Λूஂͱ͢Δ߹ɼूஂͷֶతߏ

ີݫʹ༩͑ΒΕΔͱ͍͏ಛघੑʹΑΓɼू

ஂ͔Βநग़͞ΕͨඪຊΛ༻͍ͯूஂԾઆΛݕ

ఆ͢Δ͜ͱɼඪຊͷແ࡞ҝநग़ੑΛݕఆ͢Δ

͜ͱͱ͍͜͠ͱΛࣔͨ͠ɽ͜ ͷղऍʹ͖ͮجɼ

۩ମతͳੜثͷݕఆ๏Λ༩͑Δ͜ͱ͕ޙࠓͷ

՝Ͱ͋Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] Ԟलढ़, “ཚੜثΛධՁ͢Δͱ͍

”,ߟతධՁ๏ʹؔ͢ΔܭͰͷ౷؍͏

SCIS2019, 2D1-2, January 2019.

[2] P.G.Hoel, “Introduction to Mathemati-

cal Statistics,” John Wiley & Sons Inc.,

1971.
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乱数性の劣る2値系列を用いた乱数検定の特徴付けと類似性の評価について 
 
   山口 明宏1, 斉藤 朝輝2 
     1福岡工業大学, 2公立はこだて未来大学 

     e-mail: aki@fit.ac.jp 

 
1  概要 
乱数検定集合 NIST SP800-22は，15種類 188

項目の乱数検定から構成される[1]．全ての検定

項目について同じ2値系列の集合を対象とする

場合，検定項目間の独立性が問題となる．これ

に対して，個々の検定項目において，独立な異

なる 2値系列を対象とする場合には，個々の検

定項目の検定結果も独立となる．このため，検

定項目間の類似性の評価のためには，検定項目

間の独立性とは異なる類似性の概念が必要に

なると考えらえる．これまでに，著者等は複数

の異なる対立仮説を設定し，対立仮説に従う 2

値系列の検定結果を特徴ベクトルとして，検定

項目間の類似性を評価する方法を提案してい

る[2]. 本研究では，マルコフ過程に厳密に対応

するカオス力学系の真軌道から生成した2値系

列[3]を対立仮説として用い場合において，NIST 

SP800-22 に含まれる乱数検定項目の類似性と

検出力を評価した結果を報告する． 

 

2  乱数検定の類似性の評価と検出力 

対象とする乱数検定項目を𝑇𝑖 (𝑖 = 1,⋯ ,𝑁),
類似性の評価に用いる対立仮説を𝐻𝑗  (𝑗 =
1,⋯ ,𝑀)とし， 𝐻𝑗に従う𝑚個の 2値系列に 𝑇𝑖 
を適用して得られる P 値を，𝑝𝑇𝑖(𝑘;𝐻𝑗) (𝑘 =
1,⋯ ,𝑚), その平均値を�̅�𝑇𝑖(𝐻𝑗)とする．検定 

𝑇𝑖 の特徴ベクトルを 

𝑣𝑇𝑖 = (�̅�𝑇𝑖(𝐻1), �̅�𝑇𝑖(𝐻2),⋯ , �̅�𝑇𝑖(𝐻𝑀))  (1) 

と定義する．また，比較のため個々の P値を用

いた特徴ベクトルを, 

𝑣𝑇𝑖
′ = (𝑝𝑇𝑖(𝐻1), 𝑝𝑇𝑖(𝐻2),⋯ , 𝑝𝑇𝑖(𝐻𝑀)) (2) 

と定義する．ここで， 

𝑝𝑇𝑖(𝐻𝑗) = (𝑝𝑇𝑖(1;𝐻𝑗), 𝑝𝑇𝑖(2;𝐻𝑗),⋯ , 𝑝𝑇𝑖(𝑚; 𝐻𝑗)) (3) 

である．特徴ベクトルを用いて，異なる二つの

特徴ベクトル𝑣1と𝑣2の距離を 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑣1, 𝑣2) = |𝑣1 − 𝑣2| (4) 

と定義する．この特徴ベクトル間の距離が短い

ほど二つの検定は類似していると考える． 

次に乱数検定 𝑇𝑖 について，対立仮説𝐻𝑗の有意
水準𝛼での検出力を 

𝑃𝑤(𝑇𝑖; 𝐻𝑗, 𝛼) = #({𝑘|𝑝𝑇𝑖(𝑘; 𝐻𝑗) < 𝛼})/𝑚 (5) 
対立仮説の集合𝐻 ⊆ {𝐻1,𝐻2,⋯ , 𝐻𝑀}の検出力を 

𝑃𝑤(𝑇𝑖;𝐻, 𝛼) =
1

#(𝐻)
∑ 𝑃𝑤(𝑇𝑖;𝐻𝑗, 𝛼)
𝐻𝑗∈𝐻

 (6) 

と定義する．ここで#(⋅)は，集合の要素数を表す．
乱数検定の集合𝛤 ⊆ {𝑇1, 𝑇2,⋯ , 𝑇𝑁}による検出力
を 

𝑃𝑤(𝛤;𝐻, 𝛼) = 1 −∏(1 − 𝑃𝑤 (𝑇𝑖; 𝐻,
𝛼

#(𝛤)))
𝑇𝑖∈𝛤

 (7) 

と定義する．ここで乱数検定集合全体での有意

水準を𝛼とするために，個々の検定での有意水
準に Bonferroni補正を適用している． 

 
3  対立仮説の構成 
 本研究では，対立仮説として長さ𝑙の部分列を
等確率 2−𝑙 で生成し，特定の𝑙ビットの部分列
𝑠 = s1𝑠2 ⋯𝑠𝑙 (𝑠1 = 0, 𝑠𝑖 ∈ {0,1}, (𝑖 = 2,⋯ , 𝑙)) 
につづくビットの条件付き確率が， 

𝑃(0|𝑠) = 𝑃(1|𝑠′) = 1/2 + 𝑒, 
𝑃(1|𝑠) = 𝑃(0|𝑠′) = 1/2 − 𝑒, 

(8) 

で与えられる系列を用いる．ここで，𝑠′ は，𝑠
の第一ビットs1を反転させた部分列である．こ
の2値系列は, マルコフ過程に厳密に対応する

カオス力学系を用いて生成することができ[3]，

この力学系 𝑥𝑖+1 = 𝑔(𝑥𝑖) (𝑥𝑖 ∈ [0,1)) は,ベル

ヌーイ写像を部分的に変形した区分線形写像, 

𝑔(𝑥) = 

{
  
 
 

  
 
 

𝜉+ ⋅ (𝑥 + 2ℎ𝑒Δ) (𝑥 ∈ 𝐼1 )

𝜉− ⋅ (𝑥 − 2(ℎ + 1)𝑒Δ) (𝑥 ∈ 𝐼2) )

2𝑥 (𝑥 ∈ 𝐼0 ∪ 𝐼3) 

𝜉− ⋅ (𝑥 − 2−1 − 2ℎ𝑒Δ) (𝑥 ∈ 𝐼5)

𝜉+ ⋅ (𝑥 − 2−1 + 2(ℎ + 1)𝑒Δ) (𝑥 ∈ 𝐼6 )

2𝑥 − 1 (𝑥 ∈ 𝐼4 ∪ 𝐼7 )

 

 

(9) 

で与えられる．ここで, 𝜉± = 2/(1 ± 2𝑒), Δ =
2−𝑙，𝐼𝑖 = [𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1), 𝑎0 = 0, 𝑎1 = ℎΔ, 𝑎2 =
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(ℎ + 𝜉+−1)Δ, 𝑎3 = (ℎ + 1)Δ, 𝑎4 = 2−1, 𝑎5 =
2−1 + ℎΔ , 𝑎6 = 2−1 + (ℎ + 𝜉−−1)Δ , 𝑎7 =
2−1 + (ℎ + 1)Δ, 𝑎8 = 1である．また，ℎ =
0,1,⋯ , 2𝑙−1 − 1は，部分列 𝑠を 2進数と見なし

た場合の値である．本研究では 2次の代数的数

を用いた真軌道計算で厳密な軌道を計算し，対

立仮説に対応する 2値系列を生成する[3]． 

 

4  数値実験 
 本研究では，長さ𝑙 = 4の8パターンの部分列
𝑠, 𝑠′について，𝑒 = ±4−1, ±8−1, ±16−1として, 

48個の対立仮説に対応する 2値系列を生成し，

NIST SP800-22に含まれる検定項目の類似性の

評価を行った．ここで，各対立仮説に従う𝑚 =
1,000個の 2値系列に対して P値を算出して特

徴ベクトルを構成している．また，Random 

Excursion 系の検定は対象外としている．図 1

に多次元尺度構成法を適用して各検定間の距

離関係を表示した例を示す．図 1(a),(b),(c)は，

式(1)の平均 P 値を特徴ベクトルとした場合に

ついて，(a)13 種類 162 項目, (b) Non-

overlapping Template Matching (NT) 検定 を

除く 12種類 14項目, (c) NT検定のみ 148項

目を表示している．図 1(a),(b)より, 検定項目

は，7 つのクラスターに分類できることがわか

る． 図 1(d)は，NT検定について，式(2)を特徴

ベクトルとして距離を表示したものであり，複

数のクラスターから構成されている．これは，

個々の検定の P 値を特徴ベクトルとする場合，

検定項目間の相関構造がクラスターとして表

れていると考えられる．平均 P値を用いる場合

は，１つのクラスターとして分類されている

(図 1(c))． 

 表 1に𝑙 = 4, 7, 10, 𝑒 = 4−1, 𝛼 = 0.01の場
合の検出力を示す．複数の検定項目からなる検

定については，式(7)を用いて検定全体として

の検出力を算出している．𝑙 = 7, 10 について
も, 8パターンの部分列を指定して対立仮説に
対応する 2値系列を生成している．結果として

{AE,NT,S,U}の 4 検定については高い検出力が

得られた.{F,BF,RU,RK,LC}については，対立仮

説を殆ど検出できなかった．これは，対象とし

た対立仮説では，長さ𝑙までの部分列の生成確率
は2−𝑙であり，この範囲では理想的な乱数との
差異を検出するのが難しいためと考えられる．  

 

5  まとめ 
 本研究では，対立仮説の検定結果を用いて乱

数検定の類似性および検出力を評価する方法

を提案し，NIST SP800-22に適用した結果を報

告した．乱数検定の特徴づけに適した対立仮説

の集合の構成が課題である． 
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(a) (b) 

  
(c) (d) 

図 1. 多次元尺度構成法による検定間距離の表示例 

表 1. NIST SP800-22に含まれる乱数検定の検出力 

No. 検定名称 (略称) 
部分列長 𝑙 

4 7 10 

1 Frequency(F) 1.7% 1.1% 1.0% 

2 BlockFrequency(BF) 8.0% 1.5% 1.0% 

3 CumulativeSums(CS) 2.2% 1.0% 0.8% 

4 Runs(RU) 1.3% 1.2% 0.9% 

5 LongestRun(LR) 13.2% 13.4% 13.4% 

6 Rank(RK) 0.9% 0.9% 0.9% 

7 DFT (DFT) 56.8% 1.2% 1.1% 

8 NonOverlappingTemplate(NT) 100% 99.0% 1.0% 

9 OverlappingTemplate(OT) 13.4% 13.7% 13.4% 

10 Universal(U) 100% 10.6% 1.5% 

11 ApproximateEntropy(AE) 100% 100% 100% 

14 Serial(S) 100% 85.7% 35.5% 

15 LinearComplexity(LC) 1.0% 1.1% 1.1% 
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1 ͡Ίʹ

͜ͷߨԋͰɺΞϝϦΧཱࠃඪ४ٕज़ڀݚॴ
ఆύοέʔδݕͨ͠࡞͕ SP800-22ʹؚ·Ε
͍ͯΔ 6छྨͷ౷ܭతݕఆʹ͍ͭͯɺݸʑͷݕ
ఆʹ͓͚Δ pͷΛਖ਼֬·ͨۙࣅతʹܭ
ແԾઆʹରԠ͢ΔཧͱͷᴥᴪΛؼɺ͠ࢉ
ΧΠೋσΟεΫϨύϯγʔͱݺΕΔྔͰଌ
Δ͜ͱͰɺୈ 2ஈ֊ʹ͓͚Δݕఆͷαϯϓϧα
Πζͱͯ͠దɾෆదͳେ͖͞Λ۩ମతʹٻ
ΊΔํࢉܭ๏ͱͦͷ࣮݁ݧՌΛใ͢ࠂΔɻ

2 ೋॏݕఆ

ຊߨԋͰ 0·ͨ 1ͷϏοτྻΛग़ྗ͢Δ
Δɽ͑ߟཚੜ๏Λࣅٖ
ΞϝϦΧཱࠃඪ४ٕज़ڀݚॴ (National Insti-

tute of Standards and Technology, NIST)͕࡞
ͨ͠ݕఆύοέʔδ SP800-22 [1] ɺXiΛ
ཚͷࣅٖ i൪ͷग़ྗͱ͢Δͱ͖ɼؼແԾઆ

H0 : X1, . . . , Xn ∼i.i.d. B(1, 1/2)

Λݕఆ͢Δ 15छྨͷ౷ܭతݕఆΑΓͳΔɽ
NISTͷݕఆͰೋॏݕఆͱݺΕΔݕఆ

ΘΕΔɻNߦ ͷݸ nϏοτྻͦΕͧΕʹҰͭ
ͷݕఆ (ୈ 1ஈ֊ͷݕఆ)Λద༻͠ɼಘΒΕͨ
pΛ ν + ͷΧςΰϦʔݸ1 I0, . . ., Iν ʹྨ
ͨ͠ͱ͖ͷ؍ଌΛ Y0, . . ., Yνͱ͢Δɽؼແ
ԾઆH0ͷͱͰͷ֤ΧςΰϦʔͷཧ֬Λ
p0, . . ., pν ͱ͢Δͱɼp͕ Iiʹଐ͢Δظ
NpiͱͳΔɽ͜ͷͱ͖ χ2౷ྔܭ

χ2 =
ν∑

i=0

(Yi −Npi)2

Npi

N ͕େ͖͍ͱ͖ࣗ༝ νͷ χ2ʹۙࣅత
ʹै͏͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽͦ͜Ͱ χ2ͷ࣮ݱ
 χ2

b ʹର͢Δ֬ P(χ2
b < χ2) ͕͋Β͔͡Ί

ఆΊΒΕͨ༗ҙਫ४ α(ྫ͑ α = 10−8)ΑΓ
খ͍͞ͱ͖ɼؼແԾઆ

H′
0 : pͷ {pi}ʹै͏

Λ٫͢غΔ (ୈ 2ஈ֊ͷݕఆ)ɽ

ೋॏݕఆͰશମͷαϯϓϧαΠζ͕nNͱ
ͳΔͨΊɼୈ 1ஈ֊ͷݕఆͷαϯϓϧαΠζ n

͕େ͖͘͠ʹ͍͘ͱ͖ͰɼΑΓͨ͘͞Μͷ
ྻΛݕఆͰ͖Δར͕͋ΔɽҰํɼୈ 2ஈ֊ͷ
αϯϓϧαΠζNΛେ͖͗͘͢͠Δͱߴɼ ࣭
ͷٖࣅཚੜ๏Ͱ͋ͬͯ٫͞غΕΔ͜ͱ͕
తʹΒΕ͓ͯΓɼNISTNݧܦ ∈ O(1/α)

ͱ͍͏ج४Λਪ͍ͯ͠Δɽ͜ͷݱɼ࣍ʹ
ड़ΔΧΠೋσΟεΫϨύϯγʔΛ༻͍ͯઆ
໌Ͱ͖Δɽ
ୈ 2ஈ֊ͷݕఆɼpͷ͕ {pi}ʹै͏
ͱ͍͏ؼແԾઆʹؔ͢ΔݕఆͰ͋Δɽpͷਅ
ͷ {qi}͕ {pi}ͱҟͳΔͱ͖ɼ౷ྔܭ χ2

ࣗ༝ ν ͷ χ2 ʹैΘͣɼࣗ༝ νɼඇ
৺Nδͷඇ৺ χ2ʹै͏͜ͱ͕͠ΒΕͯ
͍Δɽ͜͜Ͱ

ఆٛ 1 ֬ {pi}, {qi} ʹؔ͢ΔΧΠೋ
σΟεΫϨύϯγʔΛ࣍ͰఆΊΔɽ

δ :=
ν∑

i=0

(qi − pi)2

pi

ఆཧ 2 (দຊ–ଜ, [2]) ͷͱͰɼ߸هͷه্
ͷෆ͕ࣜΓཱͭɽ࣍

∣∣E(χ2)− (ν +Nδ)
∣∣≤ ν max

i=0,...,ν

∣∣∣∣1−
qi
pi

∣∣∣∣

ಛʹɼ༗ҙਫ४ α ∈ (0, 1)ͷ χ2 ద߹ݕఆ
ʹ͓͍ͯɼαϯϓϧαΠζ͕

N ≈ χ2
ν(α)− ν

δ
(χ2

ν(α)্ଆ 100α%)

ͳΒɼಘΒΕΔ p αఔͱظ͞ΕΔɻ

3 ϞϯςΧϧϩ๏Λ༻͍ͨۙࢉܭࣅ

pͷ૯ͨΓͰࢉܭͰ͖Δ͕ɼҰൠ
ʹ n͕େ͖͘ͳΔͱࠔʹͳΔɽͦ͜Ͱɼ࣮ݱ
શମͷू߹͔Βཧʹै͏M ͷϥϯݸ
μϜαϯϓϧ x1, . . . , xM Λநग़͠ɼ

#{x1, . . . , xM | P(T (xi) < T (X)) ∈ Ii}/M

Ͱ֬ qiΛۙ͢ࣅΔϞϯςΧϧϩ๏Λ͑ߟΔɽ
͜͜Ͱ T ݕఆ౷ྔܭͰ͋Δɻ
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ද 1. SHA-1ʹର͢Δೋॏݕఆͷ p

ఆ໊ݕ αϯϓϧαΠζ 1ճ 2ճ 3ճ 4ճ 5ճ
BlockFreq 105,000 6.12e-01 7.62e-01 4.81e-01 3.46e-01 2.36e-01

1,180,000 2.57e-04 1.83e-05 1.53e-03 4.51e-03 1.32e-07

LongestRun 21,000 0.31e-01 2.85e-01 3.94e-01 2.22e-01 2.62e-01

235,000 1.50e-03 8.10e-06 4.28e-07 1.65e-02 3.39e-02

DFT 3,700 8.75e-01 4.02e-01 5.07e-01 1.80e-01 3.77e-01

46,100 5.46e-03 1.24e-03 2.07e-03 4.29e-06 9.41e-07

Overlap 2,600,000 2.00e-01 8.68e-02 4.36e-01 2.68e-02 6.02e-01

27,033,000 1.26e-05 1.63e-05 1.14e-04 1.19e-03 1.08e-03

RandomExc 87,000 5.67e-02 7.76e-01 6.82e-02 2.09e-01 2.93e-01

934,000 9.77e-12 1.50e-09 5.04e-09 1.18e-04 3.65e-15

LinearComp 507,000 2.43e-03 7.24e-01 2.57e-01 8.61e-02 5.61e-02

5,351,000 2.33e-06 5.24e-09 6.87e-10 8.22e-08 1.18e-04

ਤ 1ʹ (n,m) = (106, 1,032)ͷ߹ͷOver-

lapping Template Matching testʹؔ͢ΔΧΠ
ೋσΟεΫϨύϯγʔ δͷۙࢉܭࣅͷ༷ࢠΛ
ࣔ͢ɽԣ࣠ΛϞϯςΧϧϩ๏ͷαϯϓϧαΠζ
Mɼॎ࣠Λ δͷͱ͠ɼ૯ͨΓ๏ͰٻΊͨਖ਼
֬ͳ δͷΛઢͰɼδ±0.01δͷΛ੨ઢͰࣔ
͢ɽ࣮ શ෦Ͱ#Vݱ =

(968+5
5

)
≈ 7.2×1012

Δ͕ɼM͋ݸ = 2.6 × 1010 ఔͷαϯϓϧα
ΠζʹΑΔϞϯςΧϧϩ๏ͷ݁ՌͰɼेͳ
Λ༩͍͑ͯΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽࣅۙ

ਤ 1. ϞϯςΧϧϩ๏ͷ݁Ռ

ຊڀݚͰɼ্هͷΑ͏ʹ૯ͨΓ·ͨϞ
ϯςΧϧϩ๏Λ༻͍ͯɼ15छྨͷݕఆͷ͏ͪ 6

ͭͷݕఆʹ͍ͭͯɼαϯϓϧαΠζ n = 106ʹ
͓͚Δ δ, Nr, NsΛ͍ͯ͠ࢉܭΔɽ͜ΕΒͷ
తʹҙຯ͕͋Δ͔Λ͔֬ΊΔͨΊɼୈݧ࣮͕
2ஈ֊ͷαϯϓϧαΠζΛ͓Αͦ Nr, Nsͱ͠
ͨೋॏݕఆΛɼSHA-1ΞϧΰϦζϜΛ༻͍ͨ
ཚੜ๏ʹରͯ͠ద༻ͨ͠ɽ5ͭͷҟͳࣅٖ
ΔॳظΛऔͬͯͨͬ࡞ ର͢Δ݁Ռͷʹྻܥ5
pΛද 2ʹࣔ͢ɽ

ఆ݁ՌݕՌͰαϯϓϧαΠζNrͷ݁ݧ࣮
Ͱ٫͞غΕ͘͢ɼNsͰҰ٫͞غΕ
ͳ͍͕͋Δɽ͜ͷ΄͔ɼߴ࣭ੜ๏ͷҰ
ͭͰ͋ΔϝϧηϯψɾπΠελʔ๏WELLʹ
ؔͯ͠ಉ༷ͷ݁ՌΛಘ͓ͯΓɺΧΠೋσΟ
εΫϨύϯγʔΛ༻͍ͨαϯϓϧαΠζͷࢉܭ
͕༗ޮͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɻ

ँࣙ ຊڀݚɼຊֶज़ৼڵձՊֶڀݚඅิ
ॿۚʢएखڀݚ (B)ɼ՝൪߸ 17K14234ʣ͓
Αͼɺ౷ܭཧڀݚॴڞಉϓϩάϥϜ (2019-

ISMCRP-0005)ͷॿΛड͚࣮ͯ͠ࢪ·ͨ͠ɽ
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1 ͡Ίʹ

ཚݕఆ༩͑ΒΕͨྻʹର͢ΔԾઆݕఆ
Ͱ͋Γɼ“༩͑ΒΕͨྻཧతͳཚͰ͋
Δ”ΛؼແԾઆͱ͢ΔɽରཱԾઆແ͑ߟʹݶ
ΒΕΔͷͰɼཚݕఆແʹͭ͘ΒΕ͏Δɽ
ͦͷͨΊɺ࣮༻্ෳͷཚݕఆ͔ΒͳΔς
ετηοτ [1, 2, 3]Λ༻͍ͯݕఆΛ͏ߦɽʢ
ͪΖΜɼςετηοτࣗମແʹͭ͘ΒΕ͏
Δ͕ɽʣ
ςετηοτΛ༻͍Δʹ͋ͨͬͯɼؚ·ΕΔ

ཚݕఆͯ͢Λ௨ͯ͡ؼແԾઆΛ࠾͢Δ͔
४ʣΛఆΊΔ͜ͱ͕ج֨߹४ʢج٫͢Δ͔ͷغ
ඞཁͱͳͬͯ͘ΔɽԾઆݕఆͰ͋ΔͷͰɼʢۙࣅ
తʹͰʣ༗ҙਫ४͕ٻΊΒΕΔɼ·ͨɼఆ
ΊΒΕͨ༗ҙਫ४ʹͳΔΑ͏ʹ߹֨ج४͕ఆΊ
ΒΕͳ͚ΕͳΒͳ͍ɽ͔͠͠ɼఏҊ͞Ε͍ͯ
Δ΄ͱΜͲͷςετηοτʹ͓͍ͯɼͦΕࠔ
Ͱ͋Δɽओͳཧ༝ͱͯ͠ɼؚ·Ε͍ͯΔݕ
ఆͲ͏͕͠ಠཱͰͳ͍͜ͱ͕͋͛ΒΕΔɽ͜
͜Ͱʮݕఆ͕ಠཱʯͱɼಉ͡ཚʹରͯ͠ෳ
ͷݕఆͰ͞ࢉܭΕͨͦΕͧΕͷݕఆ౷͕ྔܭ
ै͏͕ɼؼແԾઆͷԼͰಠཱͰͳ͍͜ͱ
Λ͍͏ɽ
ຊߘͰɼཚݕఆͰ͘༻͍ΒΕΔ χ2ݕ

ఆʹண͢ΔɽಉҰͷରʹର͢Δෳͷ χ2

ͷԼطরͷ݁߹͕ࢀɼ͑ߟఆΛݕ
Ͱɺݕఆ౷͕ྔܭಠཱʹͳΔΑ͏ͳมܗΛఏҊ
͢Δɻ

2 χ2ݕఆ

αϯϓϧΛK ͷΫϥεʹྨ͢Δ͜ͱΛݸ
ແԾઆͱͯ͠ɼͦΕͧΕͷΫϥεؼΑ͏ɽ͑ߟ
ʹྨ͞ΕΔ͕֬༩͑ΒΕΔɽʢΫϥε kʹ
ྨ͞ΕΔ֬Λ pkͱ͢ΔɽʣಠཱͳαϯϓϧΛ
N ͱ͖ͬͯͨͱ͖ʹɼͦͷ͏ͪΫϥεݸ k ʹ
ྨ͞ΕͨαϯϓϧΛ fiͱ͓͘ɽ͜ͷͱ͖ɼ
χ2ݕఆͷݕఆ౷ྔܭ

χ2 =
K∑

k=1

(fk −Npk)2

Npk
(1)

Ͱ༩͑ΒΕɼݧܦͱཧͷ “ζϨ”͕
શʹͳ͚Ε 0ɼ“ζϨ”͕େ͖͍΄Ͳେ͖ͳ
ΛͱΔɽ͜ͷݕఆ౷ྔܭɼN → ∞ͱͨ͠
ͱ͖ؼແԾઆͷԼͰࣗ༝K − 1ͷ χ2ʹ
ै͏ɽ
ಉ݅͡ͷԼͰɼ(1)ͷӈล֤߲ͷΛߟ

͑ΔͱɼฏํࠜΛͱͬͨ (fk −Npk)/
√
Npk

ฏۉ 0ɾࢄ
√
1− pkͷਖ਼نʹै͏ɽ͜ ΕΒ

 kʹ͍ͭͯಠཱͰͳ͘ɼҰ࣍తͳ߆ଋ݅
K∑

k=1

fk −Npk√
Npk

×
√

Npk = 0 (2)

͕͋Δɽ

3 ઃఆ

ྫͱͯ͠ 2߲ͷ χ2ݕఆX ͱ Y Λ͑ߟΔɽ
ఆXݕ ͰΫϥε x1͔Β xKXɼݕఆ Y Ͱ
Ϋϥε y1͔Β yKY Λ͑ߟΔͱ͢ΔɽؼແԾઆ
ͷԼͰɼݕఆXͰΫϥε xiʹɼݕఆ Y ͰΫϥ
ε yjʹྨ͞ΕΔ݁߹ pXY (xi, yj)ط
ͱ͢Δɽʢવͷ݁ؼͱͯ͠ɼपล pX(xi)

ͱ pY (yj)طͰ͋Δɽʣಠཱʹ N ճαϯϓ
ϧΛͱͬͨͱ͖ͷɼݕఆXͰ xi͕؍ଌ͞ΕΔ
ճΛ niճɼݕఆ Y Ͱ yj͕؍ଌ͞ΕΔճΛ
mj ͱ͓͘ɽ
͜ͷͱ͖ɼͦΕͧΕͷݕఆ౷ྔܭ

χ2
X :=

Kx∑

i=1

(ni −NpX(xi))
2

NpX(xi)
, (3)

χ2
Y :=

Ky∑

j=1

(mj −NpY (yj))
2

NpY (yj)
(4)

Ͱ༩͑ΒΕɼN → ∞Ͱɼࣗ༝KX − 1ͷ χ2

ɼࣗ༝KY − 1ͷ χ2 ʹै͏ɽ͔͠
͠ɼݕఆ౷ྔܭͷ݁߹ɼҰൠʹಠཱͰ
ͳ͍ɽ
ͦ͜Ͱɼݕఆ Y ͷݕఆ౷ྔܭΛ

χ̂2
Y :=

KY∑

j=1

dj (mj − cj)
2 (5)

ͱ͓͍ͯɼcj ͱ dj ͷΛબͼͳ͓͢͜ͱΛߟ
͑Α͏ɽͦͷࡍͷ݅ͱͯ͠
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• χ̂2
Y ࣗ༝KY − 1ͷ χ2ʹै͏

• χ2
X ͱ χ̂2

Y ಠཱ

Λ՝͢ɽ

4 cjͱ djͷಋग़

ࣗવͳ͑ߟͱͯ͠ɼcjҎԼͷΑ͏ʹ༩͑Δ
ͷ͕Α͍Ͱ͋Ζ͏ɿ

cj =E [mj | n1, n2, · · · , nKX ] (6)

=N
KX∑

i=1

pXY (xi, yj)

pX(xi)
· ni

N
(7)

=
KX∑

i=1

pXY (xi, yj)

pX(xi)
· ni. (8)

ҰํɼৄࡉׂѪ͢Δ͕ɼdj ͷํɼχ̂2
Y ͕

χ2
X ͱಠཱʹࣗ༝KY − 1ͷ χ2ʹಠཱʹ
ै͏ͨΊʹɼ

∃q1, q2, · · · , qKY s.t. (9)

KY∑

j=1

qj = 1, (10)

∀j, qj ≥ 0, (11)

Var
[√

dj (mj − cj) | n1, n2, · · · , nKX

]

= 1− qj ,

(12)

KY∑

j=1

√
Nqjdj (mj − cj) = 0 (13)

Λຬͨ͢Α͏ʹͱΕेͰ͋Δɽͨͩ͠ɼ্
ͷ݅Λຬͨ͢ه dj ͷଘࡏͱҰҙੑʹ͍ͭͯ
ٞͷ༨͕͋Δɽ

5 ݧ࣮

ύϥϝʔλΛKX = KY = 6ɼ

pXY (xi, yj) =

{
1

KXKY
+ 0.12 (i = j)

1
KXKY

− 0.12
KY −1 (i ̸= j)

(14)

ͱ࣮ͯ͠ݧΛͨͬߦʢਤ 1ɼ2ʣɽม͕ܗదʹ
͍ͯ͠Δ͜ͱ͕֬ೝͰ͖Δɽػ
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X ͔ΒٻΊͨ p

χ
2 Y
͔
Β
ٻ
Ί
ͨ

p


ਤ 1. มܗલ

χ2
X ͔ΒٻΊͨ p

χ̂
2 Y
͔
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ٻ
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ͨ

p
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ลූ߸άϥϑ্ͷྔࢠΥʔΫ

ߐ٢ ༎հ 1, อాٱ ঊ 1,  ӻੜ 2, ୩ޱࢸ 3

1౦େֶใՊֶڀݚՊɼ2ԣཱࠃେֶڥใڀݚӃ, Պֶใࢠେֶిۀౡ3
e-mail : yaman8102@gmail.com

1 ֓ཁ

ࢠయϥϯμϜΥʔΫͷྔݹΥʔΫࢠྔ
Մ,ඇՄՄͱͯ͠ղऍ͞ΕΔϞσϧͰ͋Γ,ࡢ
Ͱ༷ʑͳԠ༻͕ͳ͞Ε͍ͯΔࠓ [1], [2], [3].

యϥϯμϜΥʔΫΑΖ͘͠άϥϑ্ͷݹͨ·
Hitting timemixing timeͷղੳͳͲଟذʹ
͕ͬͨڀݚͳ͞Ε͍ͯΔ͕,ͦͷԠ༻ͱͯ͠୳
.Ҋ͞Ε͍ͯΔߟ͕ͨͼͨͼࡧ Υʔࢠྔ
ΫΛۦಈͤͨ͞ྔࢠ୳ࡧΞϧΰϦζϜʹΑΓ,

ൺͨஶ͍͠ޮԽ͕ͨΒ͞ΕΔʹࡧయ୳ݹ
,ͱͳΓࣄ ௐڧʹΥʔΫͷ༗༻ੑΛେ͍ࢠྔ
͢Δ݁Ռͱͳͬͨ [4], [5]. ຊߨԋลූ߸άϥ
ϑ্ͰͷྔࢠΥʔΫΛߟҊ͠, ͦͷ্Ͱͷ୳
.ʹऔΓΉͷͰ͋Δࡧ

2 ४උ

G = (V (G), E(G))Λू߹ V (G), ลू
߹ E(G) ͷ༗ݶ࿈݁୯७άϥϑͱ͢Δ. ·ͨ
A(G) = {(u, v), (v, u) | uv ∈ E(G)}ΛGͷ༗
.ลͷू߹ͱ͢Δ a ∈ A(G)ʹର͠, o(a), t(a)

Λ aͷ࢝, ऴͱ͠ a−1Ͱ aͷٯลΛද͢.

2.1 ลූ߸άϥϑ

τ : A(G) → {−1, 1} ͱ༗ล্ͷූ߸ͷ
ූ߸ͱ͢Δ. ͭ·Γ֤༗ลʹ ±1 ͷූ߸Λ
ׂΓৼΔ. ୠ͠ τ , τ((u, v)) = −1 ͳΒ
τ((v, u)) = 1ͱͳΔͷΛࢦఆ͢Δ. ·ͨ

M = {(u, v) | σ(uv) = −1}

ͱ͢Δ. ຊߨԋͰMʹଐ͢༗ลΛ୳͢ࡧ
Δ୳ࡧΛఏҊ͢Δ.

2.2 ΥʔΫࢠྔ

ͷه্ τ ʹର͠, dτ : ℓ2(A(G)) → ℓ2(V (G))

Λ

(dτϕ)(v) =
∑

v=t(a)

w(a)ϕ(a), ϕ ∈ ℓ2(A(G)),

ୠ͠,

w(a) =

⎧
⎨

⎩

− 1√
deg(t(a))

, a ∈ M,

1√
deg(t(a))

, otherwise.

ͱ͢Δ. ·ͨ S : ℓ2(A(G)) → ℓ2(A(G))Λ

(Sϕ)(a) = ϕ(a−1), ϕ ∈ ℓ2(A(G)),

ͱ͍͏ flip-flop shift operatorͱݺΕΔ࡞༻
ૉͱ͢Δ.

͜ΕΒΛ༻͍ͨ

Uτ := S(2d∗τdτ − IA(G))

͔Βఆ·ΔྔࢠΥʔΫΛۦಈͤ͞, ࡧ୳ࢠྔ
Λ͏ߦ. ͜ͷ࣌ Tτ = dτSd∗τ ͱ͢Δͱ

(Tτf)(v) =
∑

t(a)=v

w(a)w(a−1)f(o(a)), f ∈ ℓ2(V (G)

͕͔Δ. ͜ͷ Tτ ΛྻߦͰද͢ͱ

(Tτ )u,v =

⎧
⎨

⎩

− 1√
deg(u) deg(v)

, (u, v) ∈ M, or (v, u) ∈ M,

1√
deg(u) deg(v)

, otherwise.

ͱͳΔ. ͜ͷྻߦʹ͍ͭͯҎԼͷ͕ࣄΒΕͯ
͍Δ.

ఆཧ 1 (Spectral mapping theorem [6], [7])

{e±iθλ | λ ∈ Spec(Tτ )} ⊂ Spec(Uτ )

ୠ͠ θλ = cos−1 λͰ͋Δ.

3 ओ݁Ռ

Ҏ߱Gͱͯ͠શάϥϑKn+1ΛબͿ. ·
ͨ Gͷ༗ล্ͷූ߸ͱͯ̍͠ล am ͷΈʹ
−1ΛׂΓৼΔͷΛ͑ߟΔ. ͷ͜ʹߋ τʹର͠
Gͷແล্ͷූ߸ σΛҎԼͷΑ͏ʹఆΊΔ.

σ(uv) =

{
−1 τ((u, v)) · τ((v, u)) = −1,

1 otherwise.
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Γ = (G,σ)ͱ͢Δͱࠓ

Tτ =
1

n
A(Γ)

ͱͳΔͷͰྡྻߦͷݻ༗ղੳ͕༗༻ʹͳΔ
[8]. ͜ΕΒΛ༻͍ͯ, ,͖ͮجʹ[5] Λࡧ୳ࢠྔ
.͔Δ͕ࣄಈͤ͞ΔͱҎԼͷۦ

ఆཧ 2 G = Kn+1 ্ͷҰลͷΈʹ −1ΛׂΓ
ৼͬͨลූ߸άϥϑʹ্͓͍ͯهͷྔࢠΥʔ
ΫΛۦಈͤ͞ΔͱnͷΦʔμʔͰͷ୳͕ࡧՄ
Ͱ͋Δ.

,ͷఆཧΛ֦ுͯ͜͠ʹߋ ҎԼ͕͔Δ.

ఆཧ 3 G = Kn+1্ʹ−1ΛׂΓৼͬͨ༗ล
ͷू߹͕ tݸͷϚονϯάʹͳΔΑ͏ʹ͠, ্
ಈͤ͞ΔͱۦΥʔΫΛࢠͷྔه nͷΦʔμʔ
Ͱͷ୳͕ࡧՄͰ͋Δ.

4 ূ໌ͷུ֓

ূ໌ n͕ेେ͖͍ͱͯ͠, ͷه্ Uτ Λ
,ಈͤ͞ۦ −1ׂ͕ΓৼΒΕͨ༗ลͰͷൃ֬ݟ
͕͘ߴͳΔ·ͰͷRunning timeͷΦʔμʔ
ΛҎԼͷखॱͰଌΔࣄͰ͏ߦ.

(i) Tτ ͷ࠷େݻ༗Λ λM = cos θ ͱ͠, U

ͷݻ༗ e±iθͷݻ༗ϕΫτϧΛͦΕͧΕ
ϕ+θ,ϕ−θͱ͢Δ. ·ͨͦΕΒΑΓ

β± :=
1√
2
(ϕ+θ ± ϕ−θ)

Λఆٛ͢Δ.

(ii) uΛॳظঢ়ଶͱ͠ |⟨u,β−⟩| ≈ 1Λ͔֬
ΊΔ.

(iii) β−͔Β β+͓Αͦ ⌊ π
2θ⌋εςοϓͰ

ΔͷͰ͚ߦ θͷΦʔμʔΛ͔֬ΊΔ.

(iv) β+ͷ−1ΛׂΓৼͬͨลʹ͓͚Δൃݟ
֬Λ͢ࢉܭΔ. ͦͯ͠τʔλϧͷRun-

ning timeͷΦʔμʔΛଌΓ nʹͳΔࣄ
Λ͔֬ΊΔ.

ँࣙ ຊڀݚJSPSՊݚඅ18J10656, 19K03616,

16K05263, Research Origin Dressed Photonͷ
ॿΛड͚ͨͷͰ͋Δ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1 はじめに
現在の Internet of Things (IoT) 社会の根源

を支えているセキュア通信技術として、素因数
分解の難しさに起因した RSA暗号方式が用い
られている。一方で、ショアのアルゴリズムと
呼ばれる量子アルゴリズムにより、量子 IoT社
会においては RSA暗号方式が効率的に解読で
きる可能性が出てきた。最近、RSA暗号方式
(RSA 2048 bits)を8時間で解読するためには2

千万量子ビット規模の量子計算機が必要である
という試算が提出され、技術的な目標が定まっ
たと言える [1]。また、RSA暗号方式で解読さ
れてはならないのは、「乱数」生成のパートで
ある。RSA暗号方式において、2つのランダ
ムな素数の組を生成しなければならないが、こ
の素数の組の生成に乱数のアルゴリズムが適用
されている。更には、RSA暗号方式が解読さ
れても問題のないセキュアな暗号方式として、
耐量子暗号の研究も盛んに進められているが、
この安全性証明にも「真の乱数」が存在してい
ると仮定している。直接鍵を配布するセキュリ
ティーシステムの一つである量子暗号において
も、乱数ペアをシェアすることを目的としてい
る。そのため、乱数生成のパートが解読されて
しまっては、どれだけ通信路が安全であっても、
セキュアな通信インフラを確立することが出来
ない。そのため、セキュアな乱数生成技術は来
たるべき量子 IoT社会の実現において、必要不
可欠な技術要件と言える。そこで、本稿ではセ
キュアな乱数生成技術にどのように量子科学技
術が適応可能かどうかを量子ウォークと呼ばれ
る数学的な道具を例にして議論する。

2 量子乱数
セキュアな乱数生成のための議論は、「乱数

とは何か？」という定義をどのように行えば良
いかに依存している。
定義 1 (乱数) 数列 {an} (n ∈ N) が２値乱数
列であるとは、次の条件を満たすものである。
1) ak は 0, 1のどちらかの値をとる。

2) 任意の k ∈ Nに対して、

ak+1 = f(ak, ak−1, · · · , a1) (1)

となる関数 f が存在しない。
上記の定義は、乱数の「予測不可能性」という
特徴に立脚する議論であり、おそらく多くの人
たちが同意出来るものであると考えている。ま
た、実用上、よく用いられている疑似乱数生成
機は上記の定義を満たす数列と限りなく統計上
区別することの出来ない数列である。疑似乱数
生成には、「シード」と呼ばれるパートが存在
しており、セキュアな乱数生成にするためには
物理乱数生成機によって生成されたものを使う
ことが一般的である [2]。
ここで、「量子乱数」とは、量子力学の数学

的な公理が自然界を支配している法則であると
するのであれば、
２準位系の量子力学系を用意し、その
量子状態として重ね合わせ状態を準備
することが出来れば、その測定過程に
おいて生成される測定結果列は、乱数
列となる。

ただし、現在、原理的には量子乱数列を生成出
来る量子回路に対して、クラウド型量子計算機
を用いて調べた結果においては、統計的にも乱
数列となる数列が生成されていないことが分か
る [3]。しかし、生成された数列がどのような
相関をもっているかは今後の課題であり、より
良い量子計算機の実現に対する基準を与えるこ
とになると考えている。

3 量子ウォークと量子シュミレーション
の関係
量子ウォークは古典的なランダムウォークを

量子力学の数学的公理の中で定義しようとした
際に誕生した概念である。詳しい定義や性質に
関しては、レビュー論文 [4]を参照されたい。最
もシンプルな 1次元離散時間量子ウォークにお
いては、2準位系の量子コイン状態に応じたシ
フト演算子を定義し、各ステップ毎に仮想的に
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各位置ごとで量子状態が測定されたと仮定した
際に計算される確率分布をもって、量子ウォー
クのダイナミクスを定義する。このダイナミク
スは通常知られているランダムウォークとは違
い、物理的にはディラック方程式により予言さ
れるダイナミクスに近い確率分布が得られるこ
とが知られている。また、初期に用意する量子
コイン状態やコイントスに対応する量子コイン
演算子を変化させることにより、より多くのダ
イナミクスを表現出来る可能性を秘めている。
また、離散時間量子ウォークは量子計算技術の
発展と共に、物理的にも実現可能になってきて
いるため、筆者は「離散時間量子ウォークは、
様々な量子ダイナミクス（より広義には微分方
程式で記述されるダイナミクス）を表現する能
力を持ち、シミュレーション可能である」とし
た [4]。また、物理的にはどのように実装すれ
ば良いかの指針も与えられている [5]。
量子ウォークを用いた量子シミュレータに関

する議論として、量子ウォークのダイナミクス
の途中に測定過程を入れ込むことにより確率分
布がランダムウォークで予言される確率分布と
同じになることを見いだしている [6, 7]。しか
し、この議論に従えば、測定の間隔を調整する
ことにより極限分布における確率分布が予想可
能となるため、測定の間隔も乱数によって変化
させなければならない。また、量子コイン演算
子を非線形にすることで、確率分布のダイナミ
クスを変化させることを行った [8, 9]。これまで
調べられている非線形量子ウォークにおいては、
微分方程式で記述可能なダイナミクスに陥って
しまうため、乱数の「予測不可能性」の定義と
は反するダイナミクスが生じてしまう可能性が
でてきた。もし完璧な量子乱数生成が出来る量
子ウォークが定義出来ることは、量子ウォーク
が量子ダイナミクスに対する量子シミュレータ
として取り扱うことが出来ない例が存在するこ
とと等価と考えることが出来るであろう。量子
ダイナミクスの「予測可能性」を引き出すため
の道具として、今後、量子ウォークの数学的な
性質がより明らかにされることが重要であると
いうことが分かる。

4 結論
量子乱数生成は量子セキュア社会の実現に向

けたキーテクノロジーとして注目されている。
しかし、その生成アルゴリズムについて、どの
ような条件を満たせば良いか？ということが明

確ではなかった。本稿では、これまで量子確率
過程として見なすことが出来る量子ウォークと
量子乱数生成の関係について論じた。これまで
の議論だけでは不十分ではあるが、今後、量子
ウォークの数学的な性質を調べていくことで、
量子乱数との議論をより明確出来る可能性を見
いだした。
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チュートリアル　AND-OR木の探索コスト
鈴木 登志雄
首都大学東京 理学研究科 数理科学専攻
e-mail : toshio-suzuki@tmu.ac.jp

1 概要
NAND木の葉をブール変数，根の値をブー

ル関数とみなす．真理値割り当ての確率分布が
与えられたとき，ブール関数値を求めるために，
アルゴリズムが計算の途中でブール変数にクエ
リ（問い合わせ）する回数の期待値を探索コス
トと考える．このコストの極値問題に関する基
本的なキーワードと問題意識についてチュート
リアル講演を行う．

2 ゲーム木の一種としてのAND-OR木
ゼロサム２人ゲームのミニマックス木はゲー

ム理論にとって基本的な対象であるが，評価関
数が２値の場合はブール関数複雑性の観点から
も興味深い．このときMIN（最小値）ゲートと
MAX（最大値）ゲートはそれぞれ，ANDゲー
トとORゲートになる．
根が AND，そして AND層と OR層が交互

に現れ，否定ゲートがない木をAND-OR木と
いう．根が ORの場合，OR-AND木というこ
ともある．NAND木は本質的にはOR-AND木
である．NAND(x, y)は ¬(x ∧ y)であるから，
ド モルガンの法則によって (¬x)∨ (¬y)と同値
である．したがって，たとえば
NAND(NAND(x0, x1), NAND(x2, x3))

は，(x0∧x1)∨ (x2∧x3)に同値変形できる．元
のNAND木の深さによっては葉の一つ上に否
定ゲートが残ることもある．しかし，それらを
無視すればOR-AND木を得る．
完全２分木でAND-OR木になっているもの

が最も基本的であるが，もう少し一般的な木も
考える．たとえばどの葉も根までの距離が等し
く，かつ，各々の層ごとに子の個数が一定の木
である（Tarsi[3]の意味での balanced tree）．
葉への真理値割り当てが与えられ，その値が

隠されているとしよう．探索アルゴリズムの目
標は根のブール値を求めることにある．そのた
め，アルゴリズムは一つずつ葉へのクエリを行
う．クエリの回数によってコストを測る．
AND-OR木自体がゲーム木であるが，ここ

で我々は暗に，ゲームのようなものをもう一つ

考えていることになる．真理値割り当てを設定
する側はコストを増やしたい．対照的にアルゴ
リズムは，少ないコストで根の値を求めたい．
この暗に考えているゲームの単純戦略と混合戦
略がそれぞれ何か，次に説明する．

3 真理値割り当てを設定する側の戦略
木は固定されているとする．真理値割り当て
を設定する側の単純戦略は，真理値割り当てそ
のものである．木を固定し，葉への真理値割り
当て全体の集合をWとしよう．W上の確率分
布が混合戦略であり，いくつかのタイプがある．
独立同分布（IID，あるいは i.i.d.）と呼ばれ
るタイプの混合戦略は次のようなものである．
表が出る確率が pのコインを，葉の枚数だけ用
意する．それぞれの葉ごとにコインを独立に投
げ，表が出たら真理値 0，裏が出たら真理値 1

をその葉に設定する．pが 0か 1の場合は，上
記の単純戦略になる．多くの場合，0 < p < 1

という仮定の下で考える．
独立分布（ID，あるいは i.d.）と呼ばれるタ
イプの混合戦略は，上記において，各コインご
とに表が出る確率が異なっていてもかまわない
とするものである．
一般に真理値割り当ての確率分布という場合，
独立分布でなくてもかまわない．

4 根の値を求める側の戦略
ここでも木は固定されているとする．根の値
を求める側の単純戦略は，決定性（determin-

istic）アルゴリズムである．ここで決定性とい
うのは乱数に頼らないという意味である．どん
な真理値割り当てに対しても根の値を正しく求
めるアルゴリズムのみを考える．また決定性ア
ルゴリズムは，根の値を求めるために不要なク
エリは行わないものとする．たとえば
f = (x0 ∧ x1) ∨ (x2 ∧ ¬x3)
を求めるためにまず x1にクエリして，その値
が 0とわかったとする．このときx0の値に関わ
らず x0∧x1の値は 0であり，fの値は x2∧¬x3
の値に等しい．よってこのとき，x0を探索しな
い（探索をカットする）．一般に，ORゲート
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vの子（葉でなくてもよい）一つが値 1である
とわかったら，vが値 1と知り，vの子孫をそ
れ以上探索しない．また，ANDゲート vの子
一つが値 0であるとわかったら，vが値 0と知
り，vの子孫をそれ以上探索しない．
決定性アルゴリズムにもいくつかのタイプ

がある．深さ優先（depth-first）アルゴリズム
とは，ひとたびある内部ノード v の子孫であ
る葉 xを探索したなら，vの値を知るまで，v

の子孫でない葉へのクエリを行わないものをい
う．Knuth-Mooreのアルファベータ探索は，本
来は，やや込み入った定義をしている．しかし
我々の文脈においては，Knuth-Mooreのアル
ファベータ探索は，上記のようなカットを行う
深さ優先アルゴリズムと同値である．
ディレクショナル（directional）アルゴリズ

ムとは，葉全体の集合Lの順列 σが一つ決まっ
ていて，探索のカットはするが，σと矛盾する
順序での探索は決してしないものをいう．上記
の f に対し，アルゴリズムの例を三つみよう．
例１：x0, x1, x2, x3の優先順位で探索するア

ルゴリズムは深さ優先ディレクショナルアルゴ
リズムである．
例２：まず x0の値を調べる．それが 1のとき

は x1, x2, x3の順に探索する．x0が 0のときは
x3, x2の順に探索する．これは深さ優先である
が，ディレクショナルでない（non-directional

あるいは undirectional）アルゴリズムである．
例３：まず x0の値を調べる．それが 1のと

きは x2, x3, x1の順に探索する．x0が 0のとき
は x2, x3の順に探索する．これは深さ優先では
ない（non-depth-first）アルゴリズムである．
決定性アルゴリズム全体の集合を AD とし

よう．根の値を求める側の戦略は，AD上の確
率分布である．この分野においては，このよう
な確率分布を乱択アルゴリズム（randomized

algorithm）という．

5 主要な問題群と鑑賞のポイント
木の族 T が与えられ，各 T ∈ T に対して真

理値割り当て上の確率分布の族DT，および決
定性アルゴリズムの族AT が与えられたとする．
ここで「d0 ∈ DT が任意の d ∈ DT に対して
minA∈AT cost(A, d0) ≥ minA∈AT cost(A, d)

となるならば，d0はある種の対称性（例，IID）
をもつことを示せ」というのが，[5]以降の研
究における典型的な問題群の一つである．
確率分布 dはユークリッド空間の点とみなせ

る．示したいことはmaximizerの対称性であり，
等周問題に似ている．ところが各点 dに，コス
ト期待値を最小化するアルゴリズム全体Adが
付随する．アルゴリズム族の場が目的関数の値
を決めているので，目的関数を具体的に記述す
ることが困難である上に，対象のなめらかさを
仮定できない．スローガン風にまとめると「対
象のなめらかさを壊すアルゴリズム族の場の下
で，等周問題と似た問題を考える．勾配流の代
替物をうまくみつけるのが手法上の要である」

6 歴史的背景と文献
1980年代に Pearl[2]，Tarsi[3]らは独立同分
布の場合を研究した．とくにTarsiは最適な深
さ優先ディレクショナルアルゴリズムの存在を
示した．続いて Saks-Wigderson[4]は独立でな
い分布についてゲーム論的均衡点を研究した．
Liu-Tanaka[5]が [4]の拡張に取り組んで以来，
均衡点としての固有分布の研究が進んだ．論文
[6]は 2007年から 2016年頃までの展開のサー
ベイである．計算量理論の教科書 [7]の第 12章
も参考になる．
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応用論理学招待講演　重み付きAND-OR木の固有分布について
田中 一之
東北大学 理学研究科 数学専攻
e-mail : tanaka.math@tohoku.ac.jp

1 概要
様々な木のクラス，アルゴリズムのクラス，

入力分布のクラスに対する固有分布の特徴が調
べられているが，本講演ではとくに重み付き木
に対する最近の研究成果を報告する．

2 背景
AND-OR木とは，根にAND，葉以外の各

頂点には AND もしくは OR が根から距離に
よって交互にラベル付けされた木構造である．
葉に対する真理値 0,1の割り当てωが与えられ
たとき，アルゴリズムAを実行し，根の値の決
定までに要する葉へのクエリ回数をそのアルゴ
リズムの計算コストといい， C(A,ω)で表す．
真理値割り当てのクラスの上の確率分布 dが与
えられたとき，アルゴリズム毎の計算コストの
期待値 C(A, d)が定義できる．
劉と田中 [1, 2]は，minAC(A, d)を最も大き

くするような確率分布を固有分布と呼び，様々
な木のクラス (完全二分木，一様木，均整木)，
アルゴリズムのクラス (深さ優先，ディレクショ
ナル)，入力分布のクラス (CD, ID, IID)に対す
る固有分布の特徴を調べる研究を始めた．とく
に，一様 AND-OR 木について，ID クラスに
おける固有分布は IID であると予想した．鈴
木と新田 [3] は一様二分木に対し，続けて彭ら
[4] は多分岐均整木に対してこの予想を解いた．
均整木とは，同じ高さの頂点はすべて同数の子
をもち，かつすべての葉が同じ高さをもつもの
をいう．鈴木 [5] はこれらの結果が，深さ優先
でないアルゴリズムでも言えることを示した．
CD に関して，劉と田中 [1, 2] は，根の値を

i = 0, 1 にするような割り当てのうち，葉にお
ける値 iの個数が最小になるようなものの全体
を i集合と呼んだ．そして，i集合上の分布で，
すべての決定性アルゴリズムに対するコストの
期待値が同一になるようなものを Ei分布と呼
び，一様二分木においては, Ei分布は i集合上
の一様分布であり，それが唯一の固有分布であ
ることを示した．鈴木と中村 [6] は，ディレク
ショナル・アルゴリズムだけを考えると唯一性

が成り立たないことを示した．彭ら [7] はこれ
らの結果を多分岐均整木に拡張し，固有分布と
Ei 分布の同値性を示した．固有分布の唯一性
を示すために，沖坂ら [8] は特殊な重み付き木
を導入した．そこでは，値 1, 0の葉への１回の
クエリにそれぞれ実数 a, b > 0 のコストがか
かる．また，このような重み付きの多分岐均整
木に対しても，ID クラスにおける固有分布は
IID であることが示されている (未発表)．最後
に，葉毎に異なる重みをもつような木について
の進行中研究の一部を紹介する．

3 特殊な重み付き木
木に対する (真理値)割り当ては，葉の集合か

ら真理値 {0, 1}への関数ωである．割り当ての
全体を Ωと記す．そして，Ω上の確率分布 d :

Ω → [0, 1]を考える (すなわち，∑
ω∈Ω d(ω) =

1)．Ω上の分布 d に対して，アルゴリズム A

のコストの期待値は C(A, d) =
∑

ω∈Ω d(ω) ·
C(A,ω) で定義される．
次のような特殊な重み付き木を考える．

定義 1 ([8]) 割り当て ω に対し，アルゴリズ
ム A の実行により問い合わされる値 1と 0の
葉の個数をそれぞれ ♯1(A,ω)と ♯0(A,ω)) とす
る．このとき，任意の実数 a, b > 0に対して，

C(A,ω; a, b) := a · ♯1(A,ω) + b · ♯0(A,ω),

を重み (a, b)の拡張コストという. Ω上の分布 d

に対しては，拡張コストの期待値 C(A, d; a, b) :=∑
ω∈Ω d(ω) · C(A,ω; a, b) が定まる．
[7] の唯一性の結果は次のように一般化して

証明された.

定理 2 ([8]) (重み付き )多分岐均整木におい
て，アルゴリズム全体での固有分布は一意的で
あり，ディレクショナルに限れば一意的でない．
このような拡張コストに対して，IDに関す

る多くの結果も一般化できる．とくに重み付き
多分岐均整木 T において，固有分布 δ ∈ IDは
IIDである (未発表)．
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4 一般の重み付き木
SaksとWigderson [9]は，木の重みwを，葉

全体の集合から正の実数への関数 w0, w1 の対
で定義した．アルゴリズム Aと割り当て ω に
対して，Aの実行により問い合わされる値 0と
1の葉の集合をそれぞれ L0(A,ω)と L1(A,ω)

で表す．このとき，重みwの木に対するアルゴ
リズム Aの SWコストは次で定義される．

C(A,ω;w) := Σl∈L0w0(l) + Σl∈L1w1(l).

前節の特殊な重みは，w0, w1 が定数 b, aの場
合であった．ID dとディレクショナル・アルゴ
リズム Aに対する SWコスト C(A, d;w) は，
以下のように帰納的に与えることができる．
定義 3 (IDに対する SWコスト) 重みwもつ
T に対して，ID dとディレクショナル・アル
ゴリズム Aが与えられている．各頂点 σにお
いて，値が 0となる確率 pσ およびそのときの
SWコスト C0

σ，さらに値が 1となる SWコス
ト C1

σ とする．このとき，
(1) σ が葉 l であるとき， pσ = d(l) かつ

Ci
σ = wi(l)(i = 0, 1).

(2) A が σの子 σ1, . . . ,σn をこの順序で調
べるとする．σ が ∧ のとき，pσ = 1 −∏n

k=1(1 − pσk), C1
σ =

∑n
k=1C

1
σk
, C0

σ ·
pσ = pσ0 · C0

σ0
+

∑n
l=1(

∏l−1
k=1(1 − pσk) ·

pσl(
∑l−1

k=1C
1
σk

+C0
σl
)). ∨ のときも同様．

また，Cσ = pσC0
σ + (1− pσ)C1

σ とおく．
上の定義で，σ が ∧ のときの C0

σ の定義式
が複雑になるため，SaksとWigderson [9]は２
分木の場合にそれをアルゴリズムに依存しない
式で抑える工夫をしている．
ID dに対するアルゴリズムDIRdを帰納的に

定める．頂点σの以下の部分をDIRd!σとする．
定義 4 σ が ∧のときは Cσ1

pσ1
≤ · · · ≤ Cσn

pσn
を

満たすように，σ が ∨のときは Cσ1
1−pσ1

≤ · · · ≤
Cσn

1−pσn
を満たすように，σの子 σ1, . . . ,σnを並

べ，DIRd!σは，DIRd!σ1, · · · ,DIRd!σnをこの
順に実行する．
驚くべきことに，DIRd は，任意の重み付き

非均整木において，深さ優先アルゴリズムの中
で最良である．そこで，定義４における各不等
号が等号になるような ID dを考えれば，その
SWコストはアルゴリズムによらないものにな

る．これを独立比例分布 (PID)と呼ぶ．根の値
が 0となる確率 rを定めれば，PIDは一意に定
まる． しかし残念ながら，ID=IIDの PID版
は一般に成り立たず，それを成り立たせる追加
条件を探査中である．

謝辞 企画者の鈴木登志雄氏に感謝します．
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ソロベイ還元と連続性
鈴木 登志雄
首都大学東京 理学研究科 数理科学専攻
e-mail : toshio-suzuki@tmu.ac.jp

1 概要
計算可能性理論における還元は，実数どうし

の複雑さを比較する擬順序である．とくにソ
ロベイ還元は，実数の距離に基づいて定義さ
れる．還元と連続性の関係をよりよく理解す
ることを目指した，隈部正博，宮部賢志，水澤
勇気との共同研究について紹介する．この研究
は，リプシッツ連続かつ，しかるべき性質をも
つ実関数の存在によってソロベイ還元を特徴付
けることから始まった．ではヘルダー連続関数
に対応する還元はあるだろうか．答えは肯定的
である．我々は擬ソロベイ還元（quasi Solovay

reduction）を導入した．この還元はソロベイ還
元，チューリング還元のいずれとも異なる．ヘ
ルダー連続かつ，しかるべき性質をもつ実関数
の存在によって擬ソロベイ還元を特徴付ける．
また，擬ソロベイ完全性とエフェクティブ・ハ
ウスドルフ次元との間の密接な関係を示す．

2 実関数の計算可能性
他分野の方の便宜のため，本稿では基本概念

を重点的に説明する．プレプリント [1]をご覧
になる一助となれば幸いである．
関数 f : N → Nが計算可能関数であるとは，

あるプログラム（チューリング計算機）M が
あって，どんな自然数 nに対しても以下が成り
立つことをいう．(∗)「nを入力としてM の計
算を開始すると，有限ステップでM が停止し，
f(n)を出力する」大事なことは，たとえ人間
が f(n)の値を知っていても，人間はM に答え
を耳打ちしないという点である．M は自力で
出力を生み，それが f(n)と一致する．
f の定義域がNの部分集合であるとき，上記

の条件 (∗)を次のように変えた条件を考える．
「nを入力としてM の計算を開始すると，nが
f の定義域に属するときは有限ステップでM

が停止して f(n)を出力し，nが f の定義域に
属さないときはM が永久に停止しない」この
ようなM があるとき，f は計算可能な部分関
数であるという．ここまでの議論において，N
をQに変えたものを考えてもよい．

Nの部分集合 Aが与えられたとする．計算
可能な関数 f : N → {0, 1}があって「n ∈ A ⇔
f(n) = 1」となるとき，Aを計算可能な集合と
いう．計算可能集合よりもう少し弱い概念とし
て c.e.（枚挙可能）集合という性質が知られて
いる．計算可能な部分関数 f : N → Nがあっ
て，その定義域がAに等しいとき，Aを c.e.集
合という．
閉区間 [0, 1]に属する実数 xが与えられたと
する．計算可能な関数 f : N → {0, 1}があって
0.f(0) f(1) f(2) · · · が xの２進展開になって
いるとき，xを計算可能な実数という．計算可
能実数よりもう少し弱い概念として left-c.e.実
数という性質が知られている．デデキント切断
の下組 {q ∈ Q|q < x}が c.e.集合になるとき，
xは left-c.e.実数であるという．代数的 ⇒ 計
算可能 ⇒ left-c.e. が成り立つ．たとえば円周
率 πは計算可能な実数である．
計算可能解析という分野 [2]では，Rから R
への関数の計算可能性をどのように定義したら
実り多い議論ができるかを追求してきた．実数
は必ずしも計算可能ではない．しかし，たとえ
ば実数を２倍にする操作を考察すると，その変
換自体はある意味で「プログラムで書ける」．
実関数 f とある種のチューリング計算機M

が与えられたとする．f の定義域に属する xに
対して，以下の変換を考える．

a < x < bとなる有理数の順序対 (a, b)

全体を書き並べたリスト
&→c < f(x) < dとなる有理数の順序対 (c, d)

全体を書き並べたリスト

どの xに対しても，この変換が（xと無関係
な共通の）Mで行われるとき，実関数 fは（計
算可能解析の意味で）計算可能であるという．
正確な定義は [2]を参照されたい．

3 ソロベイ還元
ソロベイ還元は実数の距離に基づく還元で
ある．
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定義 1 [3] αが β にソロベイ還元可能 (α ≤S

β)であるとは，計算可能な部分関数 f : Q → Q
と正の整数 dが存在して，任意の q ∈ Q (s.t.

q < β) に対して, f(q) < α かつ |α − f(q)| <
d|β − q|となることをいう.

4 リプシッツ連続関数
いま座標平面上の点 (x0, y0) (0 < x0 < 1, 0 <

y0 < 1) が与えられたとする．区間 (−∞, x0)

を定義域とする一次関数で，非減少かつ，x →
x0 − 0のときの y座標が y0に限りなく近づく
ものがあるかといえば，当然存在する．しかし，
計算可能解析の意味で計算可能な一次関数に限
定すると，必ずしもその限りではない．
定義 2 f : I → R （I は Rの区間）とする．
1) fがリプシッツ連続であるとは，定数L >

0があって以下が成り立つことをいう．
∀x1, x2 ∈ I |f(x1)−f(x2)| ≤ L|x1−x2|.

2) f が（次数 1以下で）ヘルダー連続であ
るとは，定数 H > 0 と ξ ≤ 1 があっ
て以下が成り立つことをいう．∀x1, x2 ∈
I |f(x1)− f(x2)| ≤ H|x1 − x2|ξ.

以下ではとくに断らない限り，α,β は区間
(0, 1)に属する left-c.e. 実数であるとする．ま
た，実関数に対して計算可能というとき，それ
はいつも計算可能解析の意味で計算可能とい
うことにする．まず，区間 (−∞,β)から区間
(−∞,α)への，計算可能で連続な関数はいつで
も存在する．
定理 3 [1] 以下は同値．
1) α ≤S β

2) ∃f : (−∞,β) → (−∞,α) s.t.

(a) f は計算可能．
(b) f は区間 (−∞,β)でリプシッツ連続.

(c) {f(x) : x < β}は区間 (−∞,α)で
共終.

(d) f は非減少.

5 ヘルダー連続関数に対応する還元
定義 4 [1] αがβに擬ソロベイ還元可能（α ≤qS

β）であるとは，計算可能な部分関数f : Q → Q
と正の整数 d, ℓが存在して，任意の q ∈ Q (s.t.

q < β) に対して, f(q) < α かつ |α − f(q)| <
d|β − q|1/ℓとなることをいう.

擬ソロベイ還元はソロベイ還元ともチューリ
ング還元とも異なる [1]．
定理 5 [1] 以下は同値．
1) α ≤qS β

2) ∃f : (−∞,β) → (−∞,α) s.t.

(a) f は計算可能．
(b) fは区間 (−∞,β)でヘルダー連続（オー
ダー ξ ≤ 1）.

(c) {f(x) : x < β}は区間 (−∞,α)で
共終.

(d) f は非減少.

6 エフェクティブ・ハウスドルフ次元
エフェクティブ・ハウスドルフ次元は（集合
ではなく）点に対して定義される．Majordomo

は，コルモゴロフ複雑性と文字列長の比の lim inf

を用いてエフェクティブ・ハウスドルフ次元を
特徴付けた [4]．我々は以下を示した．
定理 6 （隈部，宮部，水澤，鈴木）βは left-c.e.

実数とする．以下は同値．
1) すべての left-c.e.実数αに対しα ≤qS β.

2) β のエフェクティブ・ハウスドルフ次元
が正．
計算可能性理論におけるある種の還元の概念
を，ある種の連続な実関数の存在として理解で
きることがわかった．スローガン風にまとめる
と「実解析は計算可能性理論の役に立つ」
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相対的高メモリバンド幅環境における密行列固有値ソルバの 

実装方式について 
 
   片桐 孝洋1 
     1名古屋大学 情報基盤センター 

     e-mail: katagiri@cc.nagoya-u.ac.jp 

 
1  概要 
ムーアの法則が近い将来成り立たなくなり，

計算機の演算性能が一切向上しなくなると言

われている．いわゆる，ポストムーア時代の到

来である．現在のCPUの高性能化技術では，電

力当たりの演算性能を高め，かつ，並列化する

ことで高性能化を実現しているが，配線微細化

に関する物理的限界が近づいており，演算速度

向上がますます難しくなっている． 

この一方で，我々は3次元積層技術などメモ

リ内のデータ転送能力の向上は，演算性能向上

に対して相対的に向上できると予想している．

この計算機環境のことを，相対的高メモリバン

ド幅環境と呼ぶ．ポストムーア時代には，相対

的高メモリバンド幅環境になると仮定する場

合，従来の演算性能（FLOPS）の向上に基づく

計算方式から，データ移動性能（BYTES）に基

づく計算方式に再構築する必要がある．すなわ

ち，従来ソフトウェアスタックの再利用や再構

築を行っていくべきである[1]． 

 そこで本発表では，FLOPS から BYTES への転

換を前提とし，数値計算アルゴリズムや数値計

算の演算カーネルの再構築の可能性について

議論する．現在普及した3次元積層技術による

高バンド幅なメモリをもつ計算機に移行する

とき，従来の実装方式がどのように変化するか

を検証する．この際，従来技術である自動チュ

ーニング（Auto-tuning, 以降AT）[2]は，従来

実装技法からのコストの低い切り替え技術と

して必須となり，将来に渡り高性能計算のため

の必要技術の1つになると予想している． 

 

2  ポストムーア時代の数値計算の実装方
式の変革 
 相対的高メモリバンド幅環境において，従来

の数値計算の実装方式から変革が必要となる

と予想する事例を以下に示す． 

z アルゴリズムを変更して BLAS3 利用して

いる実装方式 

アルゴリズムによる数式をそのまま反映し

た実装よりも，BLAS3 を用いた実装方式のほう

が実装困難であることが多い．場合により，演

算量の増加がある．（例：固有値計算アルゴリ

ズムの一部）．これらの数値計算アルゴリズム

では，以下の変更が有効となる可能性がある． 

1. 非ブロック計算の復帰： 

 BLASで定義できない複雑演算を，直接実

装したほうが高速となる． 

2. Byte per Flops (B/F) > 4 以上のハード

ウェアでBLASインタフェース再考： 

 この環境では，DGEMM 演算がそもそも不

要となる．BLASで定義できない演算，例え

ば，三重対角化の演算カーネル: A(k) - 

( x_k – t_k v_k ) v_k^T – v_k y_k^T を

分離せず演算すると，高速となる場合があ

る． 

ハードウェア的な変更がなされる場合もあ

る．例えば，メモリに直接演算器を付け，DAXPY

演算を行うハードウェアが実現すると，BLAS1

演算が高性能化し，かつ，低レイテンシー化さ

れる．そのため，従来のBLAS3ベースの実装方

式に対して高速化されるため，BLAS1 インタフ

ェースに変更する必要が生じる． 

 

z 従来用いられていない高精度だが高 B/F

なアルゴリズム 

 例えば，直交化処理は数値計算アルゴリズム

において，もっともよく使われている処理の 1

つである．この直交化処理のアルゴリズムは，

以下の2つがある： 

1. 修正Gram-Schmidt(G-S)法: 

 数値的に安定であるが，キャッシュブロ

ック化と並列化が困難であり，演算性能が

低い． 

2. 古典G-S法： 

 数値的に不安定であるが，キャッシュブ

ロック化と並列化が容易であるため，演算

効率が高い． 

以上のように，直交化処理のアルゴリズムで

は，修正G-S法が，より使われるようになる可
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能性がある． 

一方で，連立一次方程式の反復解法の前処理

では，収束が安定する汎用アルゴリズムは B/F

値が高いことが多い．そのため，問題特性を利

用し収束性を保ちつつ，低B/Fな実装方式が多

数開発されている．この反復解法の前処理でも，

現在のトレンドの実装方式から変わる可能性

がある． 

 

3  性能評価～固有値ソルバを例にして～ 
 ここでは，密行列固有値計算アルゴリズムの

例として，実対称標準固有値問題の求解ライブ

ラリABCLib_DRSSED[3]を利用して，B/F値を変

化させ，性能を調査した例を示す． 

計算機環境として，名古屋大学情報基盤セン

ターが所有するFujitsu PRIMEHPC FX100（以降，

FX100）を利用する．FX100は，利用するコア数

に応じてメモリ帯域を変化させることができ

る．1 ソケット当たり，16 コア：B/F = 0.47，

14コア：0.543, 12コア：0.633，10コア：0.760,

および 1～8コア：0.950，と変化させることが

できる． 

 ABCLib_DRSSED は非ブロック化 Householder

三重対角化アルゴリズムを採用しており，対称

性も利用していないため，演算量が通常の方法

よりも2倍多い．しかし，キャッシュに入るよ

うな小規模行列では，従来法よりも 2～4 倍も

高速となる事例が確認されている． 

 図 1 に，8000 次元における ABCLib_DRSSED

の全体時間に対する，16 スレッド実行

（B/F=0.475）に対する速度向上をのせる． 

 
図1.  ABCLib_DRSSEDの全体時間に対する，16

スレッド実行に対する速度向上 

（4ノード実行時，16ノード実行時） 

図 1 から，B/F が 0.950 に上がると，B/F が

0.475 より 1.114 倍高速化される．ブロック化

アルゴリズムでは，B/F に影響せずキャッシュ

性能で全体性能が決まる．そのため，B/F が変

化しても性能は不変であると仮定すると，非ブ

ロック化アルゴリズムは，B/F が高い環境で，

ブロック化アルゴリズムに対して，相対的に高

速化されると考えられる．そのため，高B/F環

境では，高速な実装方式が切り替わる可能性が

ある． 

 

4  おわりに 
 本発表では，3次元積層技術などメモリ内の

データ転送能力の向上が，演算性能向上に対し

て，相対的に向上できると仮定し，ポストムー

ア時代には，相対的高メモリバンド幅環境にな

るという立場をとる．このとき，現在主要な数

値計算の実装方式を変える必要があることを

示した． 

 今後の課題として，より詳細な性能分析をし

て，本主張を精査していく必要がある． 
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͍ͯϕΫτϧԽΛͨͬߦɽ

3 ੑධՁ

ੑධՁʹ͋ͨͬͯɼఏҊ͢Δฒྻݩ࣍ࡾ
࣮ FFTͰ͋Δ FFTEʢversion 7.0ɼೋݩ࣍
ׂʣͷੑΛ FFTEʢversion 7.0ɼҰݩ࣍
ׂʣɼFFTWʢversion 3.3.8ɼҰݩׂ࣍ʣ[4]

͓ΑͼP3DFFTʢversion 2.7.7ɼೋݩׂ࣍ʣ
[2] ͱൺֱͨ͠ɽଌఆʹͯ͠ࡍɼweak scal-

ing ͱ strong scaling ʹ͓͚Δ࣮ FFT Λ࿈
ଓ 10ճ࣮͠ߦɼͦͷฏۉͷܦաؒ࣌Λଌఆ͠
ͨɽͳ͓ɼFFTͷࢉܭഒਫ਼࣮Ͱ͍ߦɼࡾ
֯ؔͷςʔϒϧ͋Β͔͡Ί࡞Γஔ͖ͱ͠
͍ͯΔɽೖྗͱग़ྗͰಉ͡σʔλࢄΛ༻
ͨ͠ɽFFTW Ͱɼ”measure” planner Λ
༻ͨ͠ɽXeon PhiΫϥελͱͯ͠ɼ࠷ઌڞ
ಉHPCج൫ࢪઃʢJCAHPCʣʹઃஔ͞Ε͍ͯ
ΔOakforest-PACSʢ8208ϊʔυʣͷ 1∼2048
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ਤ 2. ฒྻ࣮ݩ࣍ࡾ FFTͷ weak scalingੑʢN =
256× 512× 512×MPIϓϩηεʣ

ϊʔυΛ༻͍ͨɽίϯύΠϥ FFTE͓Αͼ
P3DFFT ʹରͯ͠ Intel Fortran Compiler

version 18.0.1.163ΛɼFFTW͓ΑͼP3DFFT

ʹରͯ͠ Intel C Compiler version 18.0.1.163

Λ༻͍ͨɽίϯύΠϧΦϓγϣϯ-O3

-xMIC-AVX512 -qopenmpΛࢦఆͨ͠ɽMPIϥ
ΠϒϥϦ Intel MPI 2018.1.163Λ༻͍ͨɽ֤
ϊʔυ͋ͨΓͷMPIϓϩηε 4ɼ֤MPI

ϓϩηε͋ͨΓͷεϨου 64 ʹઃఆ͠ɼ
มڥ KMP AFFINITY=balancedΛઃఆͯ͠
flat/quadrantϞʔυͰMCDRAMͷΈΛ༻͍
ɽNͨ͠ߦ࣮ͯ = 2m࣮FFTͷGFlops
 2.5N log2N ΑΓࢉग़͍ͯ͠Δɽ
ฒྻ࣮ݩ࣍ࡾ FFT ͷ weak scaling ੑ

ʢN = 256×512×512×MPIϓϩηεʣΛਤ
2ʹࣔ͢ɽਤ 2͔Β͔ΔΑ͏ʹɼ64ɼ128͓
Αͼ 8192 MPIϓϩηεΛআ͍ͯFFTEʢҰ࣍
ͰߴׂʣΑΓݩׂ࣍ʣFFTEʢೋݩ
͋Δ͜ͱ͕͔Δɽ͜ΕɼҰݩׂ࣍ʹ͓͚
Δશମͷ௨৴ྔೋݩׂ࣍ͷͰ͋Δͷ
ΒΕΔɽ·ͨɼFFTEʢೋ͑ߟҼͰ͋Δͱݪ͕
ׂʣݩ࣍ 1͓Αͼ 16 MPIϓϩηεΛআ͍
ͯ FFTWΑΓߴͰ͋Γɼ8192 MPIϓϩ
ηεΛআ͍ͯ P3DFFTΑΓߴͰ͋Δɽ
ฒྻ࣮ݩ࣍ࡾ FFTͷ strong scalingੑ

ʢN = 256 × 512 × 512ʣΛਤ 3ʹࣔ͢ɽਤ 3

͔Β͔ΔΑ͏ʹɼFFTEʢೋݩׂ࣍ʣ 64

͓Αͼ 256MPI ϓϩηεʹ͓͍ͯ FFTEʢҰ
ݩ࣍Ͱ͋Δɽ͜ΕೋߴׂʣΑΓݩ࣍
ׂͷํ͕Ұݩׂ࣍ΑΓ௨৴ϨΠςϯγͷӨ
·ΒΕΔɽ͑ߟҼͰ͋Δͱݪগͳ͍͜ͱ͕͕ڹ
ͨɼFFTEʢೋݩׂ࣍ʣ 1͓Αͼ 256 MPI

ϓϩηεʹ͓͍ͯ FFTW ΑΓߴͰ͋Γɼ
P3DFFTΑΓߴͰ͋Δɽ
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ਤ 3. ฒྻ࣮ݩ࣍ࡾ FFTͷ strong scalingੑʢN =
256× 512× 512ʣ

4 ·ͱΊ

ຊจͰɼIntel Xeon PhiΫϥελʹ͓͚
Δೋݩׂ࣍Λ༻͍ͨฒྻ࣮ݩ࣍ࡾFFTͷ࣮
͍ͨ༺ׂΛݩ࣍ͱධՁʹ͍ͭͯड़ͨɽೋݱ
ฒྻ࣮ݩ࣍ࡾ FFTͷఏҊ࣮ͨ͠ɼDFT

ͷڞରশੑ͓Αͼ row-column FFTΞϧΰ
ϦζϜʹ͍͍ͯͮجΔɽFFTΧʔωϧ Intel

AVX-512໋ྩΛ༻͍ͯϕΫτϧԽΛͨͬߦɽੑ
ධՁͷ݁Ռɼೋݩׂ͕࣍ଟͷMPIϓϩ
ηεʹରͯ͠௨৴ؒ࣌Λॖ͢Δ͜ͱʹΑͬͯ
ੑΛޮՌతʹվળ͢Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ

ँࣙ ຊڀݚͷҰ෦ɼJSPSՊݚඅ19K11989

ͷࢧԉʹΑͬͯߦΘΕͨɽ
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ഒਫ਼ͱ୯ਫ਼Λ༻͍ͨࠞ߹ਫ਼GMRES(m)๏ͷऩଋੑʹؔ͢Δ
తධՁݧ࣮

ਂ୩  1, άυʔϧ ࠸ 1, ு ྟܼ 2, Լؠ ࢙ 1

1ւಓେֶɼ2தࠃւ༸େֶ
e-mail : fukaya@iic.hokudai.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ۙɼࢉܭফඅిྗͷ༏Ґੑ͔Βɼ
ਫ਼ԋࢉͷੵۃతͳ׆༻͕͞Ε͓ͯΓɼ࿈
ཱҰํ࣍ఔࣜʹରͯ͠ɼ෮վྑ๏ʹ͍ͨͮج
ΘΕ͍ͯΔߦʹൃ׆͕ڀݚ [1, 2]ɽຊൃදͰɼ
දతͳΫϦϩϑ෦ۭؒ෮๏Ͱ͋ΔϦε
λʔτ͖GMRES๏ʢGMRES(m)๏ʣʹର
ͯ͠ɼࠞ߹ਫ਼ԋࢉΛద༻ͨ͠߹ͷऩଋੑΛ
Δɽ͢ࠂతʹධՁͨ݁͠ՌΛใݧ࣮

2 ࠞ߹ਫ਼Λ༻͍ͨGMRES(m)๏

GMRES(m)๏ɼҰൠʢඇରশʣͷૄྻߦ
Λͱ͢Δ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜʹର͢ΔΫϦϩϑ
෦ۭؒ๏ͷҰͭͰ͋Δ GMRES๏ʹʮϦε
λʔτʯͱݺΕΔख๏Λద༻ͨ͠ղ๏Ͱ͋Δɽ
Βͷจࠓ [3]ʹ͓͍ͯɼGMRES(m)๏
Algorithm 1ͷΑ͏ʹղऍͰ͖ɼߋʹɼ2ߦ
ͷ෦ eʹؔ͢Δ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜ

Ae = r0, r0 := b−Ax0, (1)

Λॳࣅۙظղ e0 = 0ͱͨ͠m෮ͷGMRES

๏Ͱղ͘߹ͱՁͰ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɽ
ࣜ (1)ɼ෮վྑ๏ʹ͓͚Δํࠩޡఔࣜͦͷ
ͷͰ͋Γɼ͜ΕΑΓɼGMRES(m)๏ͱ෮
վྑ๏͕ຊ࣭తʹಉ͡ߏΛ༗͍ͯ͠Δ͜ͱ͕
͔Δɽ
্ड़ͷ࣮ࣄΑΓɼࠞ߹ਫ਼൛GMRES(m)๏

ͷΞϧΰϦζϜΛAlgorithm 2ͷΑ͏ʹಋग़Ͱ
͖Δɽ͜ ͜Ͱɼ(L)͕ӈݞʹ͍ͨมਫ਼
Ͱอ࣋͞ΕΔσʔλͰ͋ΓɼLower(·),Higher(·)
ͦΕͧΕਫ਼ɼߴਫ਼σʔλΛม͢Δ
ʢCޠݴʹ͓͚ΔΩϟετʹ૬͢ΔʣॲཧͰ
͋ΔɽAlgorithm 2Ͱɼ֤෦෮ͷॳظ
ࠩϕΫτϧ r0ߴਫ਼Ͱ͠ࢉܭɼͦͷޙͷܭ
ʣਫ਼ͰࢉܭখԽͷ࠷ʢArnoldiաఔࢉ
ɽ͏ߦ

3 ऩଋੑʹؔ͢Δ࣮ݧ

Algorithm 2ʹࣔͨ͠ΞϧΰϦζϜͱຊ࣭త
ʹಉ͡ΞϧΰϦζϜ͕จݙ [4, 5]ʹ͓͍ͯط

Algorithm 1 GMRES(m)

Input: An initial guess x0

1: repeat

2: Solve (approximately) Ax = b by m

iterations of GMRES with the initial

guess x0, and find the solution xm.

3: x0 := xm.

4: until attain the required accuracy (or

the maximum iteration number)

Output: x0

Algorithm 2 Mixed precision GMRES(m)

Input: An initial guess x0

1: A(L) := Lower(A)

2: repeat

3: r0 := b−Ax0

4: β := ∥r0∥2
5: v(L)

0 := Lower(r0/β)

6: β(L) := Lower(β)

7: Compute m-step Arnoldi process in

lower precision with A(L) and v(L)
0 ,

and get V (L)
m and H̄(L)

m .

8: Compute y(L)
m in lower precision from

β(L) and H̄(L)
m .

9: e(L)m := V (L)
m y(L)

m

10: x0 := x0 +Higher(e(L)m )

11: until attain the required accuracy (or

the maximum iteration number)

Output: x0

ʹࣔ͞Ε͓ͯΓɼॳظͷGPUڥʹ͓͚Δ༗
༻ੑใ͞ࠂΕ͍ͯΔ͕ɼҰํͰɼࠞ߹ਫ਼ʹ
ͨ͠߹ͷऩଋੑʹ͍ͭͯेͳใ͕͞ࠂΕ
͍ͯͳ͍ɽͦ͜ͰɼϑϩϦμେֶͷૄྻߦσʔ
λϕʔεʢSuiteSparse Matrix CollectionʣͰ
ఏ͞ڙΕ͍ͯΔૄྻߦͷத͔Βɼ͕݅ط
Ͱ͋ΔྻߦΛରʹɼഒਫ਼ͷΈΛ༻͍Δ
GMRES(m)๏ͱࠞ߹ਫ਼ʢഒਫ਼ͱ୯ਫ਼ʣ
Λ༻͍ΔGMRES(m)๏ͷऩଋੑΛൺֱ͢Δ࣮
ɽͨͬߦΛݧ
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ද 1. GMRES(m) ๏ͷऩଋੑʹؔ͢Δ࣮݁ݧՌɿऩଋ·Ͱʹཁͨ͠෦෮ճͷ߹ܭΛࡌهɽʢm = 100ɼb =
(1, 1, . . . , 1)⊤ɼ։࣌࢝ɿx0 = 0ɼऩଋఆɿۙࣅղͷ૬ରࠩϊϧϜ͕ 10−12 ҎԼɼ͘͠෦෮ճ͕߹ܭͰ 5
ສճɽऩଋ͠ͳ͔ͬͨ߹ׅހ͖Ͱ࠷େ෮ճ౸ୡ࣌ͷۙࣅղͷ૬ରࠩϊϧϜΛࡌهɽʣ

݅ ໊ྻߦ n ඇθϩཁૉ ഒਫ਼ͷΈ ࠞ߹ਫ਼
O(102) FEM 3D thermal1 17,880 430,740 344 344

Zhao1 33,861 166,453 53 210

ns3Da 20,414 1,679,599 2,438 2,444

O(103) poisson3Da 13,514 352,762 310 326

epb1 14,734 95,053 2,164 2,185

light in tissue 29,282 406,084 1,095 1,096

O(104) coupled 11,341 97,198 15,700 11,900

Zhao2 33,861 166,453 4,589 4,500

waveguide3D 21,036 303,468 (1.9× 10−5) (2.2× 10−5)

O(105) memplus 17,758 99,147 3,787 3,776

wang4 26,068 177,196 (9.8× 10−1) (9.8× 10−1)

viscoplastic2 32,769 381,326 2,473 2,448

O(106) inlet 11,730 328,323 (9.7× 10−1) (9.7× 10−1)

airfoil 2d 14,214 259,688 (3.0× 10−9) (3.0× 10−3)

chipcool1 20,082 281,150 (1.2× 10−3) (3.2× 10−6)

O(107) garon2 13,535 373,235 (7.5× 10−2) (7.5× 10−2)

sme3Da 12,504 874,887 (2.0× 10−1) (1.9× 10−1)

TSOPF RS b39 c7 14,098 252,446 (7.1× 10−1) (7.1× 10−1)

2छྨͷख๏ͷऩଋੑʢऩଋ·Ͱʹཁͨ͠
෦෮ճͷ૯ʣͷ࣮݁ݧՌΛද 1ʹࣔ͢ɽ
ද 1ͷ݁ՌΑΓɼࠓճରͱͨ͠ྻߦʹؔ
ͯ͠ɼ2छྨͷख๏ͷऩଋੑͨࣅΛࣔ
͍ͯ͠Δɽͭ·Γɼഒਫ਼ͷΈͷ߹Ͱऩଋ͢
ΔͰ͋Εɼࠞ߹ਫ਼ʹͯ͠ऩଋ͢Δ͜
ͱ͕ظͰ͖Δɼͱ͍͏Մੑ͕ࣔࠦ͞Εͨɽ
ΑΓৄ͍࣮݁͠ݧՌɼͷൃදͰใ͢ࠂ
Δ༧ఆͰ͋Δɽ

ँࣙ ຊڀݚͷҰ෦ JSPSՊݚඅʢ՝൪߸ɿ
19H04122ɼ19H05662ʣɼֶࡍେنใج൫
ɼ͓Αͼɼֵ৽తϋΠڌڀݚಉڞಉར༻ɾڞ
ύϑΥʔϚϯεɾίϯϐϡʔςΟϯάɾΠϯϑ
ϥʢ՝൪߸ɿjh190042-NAHʣͷࢧԉΛड͚
͍ͯΔɽ
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LeanΛ༻͍ͨ୯Ұআූ߸ͷࣜܗԽʹ͚ͯ

ۙ౻ ༟थ 1, ഡݪ ֶ 2

1 ઍ༿େֶେֶӃ༥߹ཧֶɼ2 ઍ༿େֶେֶӃཧֶڀݚӃ
e-mail : ayaa5493@chiba-u.jp

1 ͡Ίʹ

ූ߸ཧɼޡΓΛగਖ਼Ͱ͖Δྻܥͷू߹ɼ
͍ΘΏΔྑ͍ූ߸ͷߏΛతͱ͢ΔཧͰ͋
Δɽྑ͍ූ߸ͷߏʹɼූ߸ԽޡΓగਖ਼ͳ
Ͳʹྔࢉܭͷ͍ΞϧΰϦζϜΛཁ͢ٻΔ߹
͋ΓɼػࢉܭՊֶతଆ໘ଘ͢ࡏΔɽූ߸ཧ
ͷֶཧػࢉܭՊֶతଆ໘ʹର͠ɼࣜܗ
ԽΛط͏ߦଘ͕ڀݚଘ͢ࡏΔ [1, 2]ɽ
ஶऀΒɼۙ࠷ͷූ߸ཧͰ͞Ε͍ͯΔ

ߘԽʹऔΓΜͰ͍Δɽຊࣜܗআූ߸”ͷ“
Ͱड़Δͷɼআූ߸ͷಛผͳ߹Ͱ͋Δ “

୯Ұআූ߸”Ͱ͋Δɽ
୯Ұআූ߸ͱɼ“୯ҰআޡΓ” ྻܥ)

x1 . . . xnͷγϯϘϧ͕̍ͭͳ͘ͳΓɼ͕̍͞
͘ͳΔޡΓ)ʹର͠ɼ෮߸Մͳූ߸Ͱ͋Δɽ
ͭ·Γɼi൪ (1 ≤ i ≤ n)ͷγϯϘϧ͕ͳ͘
ͳΓɼx1 . . . xi−1xi+1 . . . xnͱมΘͬͨͱ͖ɼ
෮߸ͯ͠ݩͷྻܥʹͤΔූ߸Ͱ͋Δɽ
୯Ұআූ߸ʹ༷ʑͳͷ͕͋ΔɽຊߘͰ

࠷ஶ໊ͳ Levenshteinූ߸ͷࣜܗԽٴͼɼ
෮߸ΞϧΰϦζϜ [3]ͷࣜܗԽʹ͍ͭͯ͡Δɽ
ͳ͓ɼຊڀݚͷࣜܗԽʹఆཧূ໌ࢧԉܥ

LeanΛ༻͍ͨ [4]ɽ

2 Levenshteinූ߸

ҎԼɼNΛ 0Ҏ্ͷ͔ΒͳΔू߹ɼB2

Λͷ 0,1͔ΒͳΔू߹ͱ͢Δɽ
ຊڀݚͷࣜܗԽରͰ͋Δ Levenshteinූ߸

Λ࣍Ͱఆٛ͢Δɽ

ఆٛ 1 ਖ਼nɼa,mʢͨͩ͠n+1 ≤ mʣ
ʹର͠ɼू߹ La,m(n)Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

La,m(n) = {X ∈ B2
n | ρX ≡ a (mod m)}

ͨͩ͠ɼρϞʔϝϯτͱΑΕΔؔͰ͋Γɼ
ρX =

∑n
i=1 ixi Λද͢ɽू߹ La,m(n)Λ Lev-

enshteinූ߸ͱ͍͏ɽ

ɽͨͬߦԽΛࣜܗʹͷΑ͏࣍ఆٛʹର͠ه্

def moment : list B2 ˠ N
| [ ] := 0

| (x::X) := moment X + num Is (x::X)

notation ‘ρ‘ X := moment X

def LevCode (n a m : N) :=
{X : list B2 | length X = n ˭

(ρ X) % m = a % m ˭ n + 1 ≤ m}

LeanͰɼఆٛͷࣜܗԽΛࡍ͏ߦɼίϚϯ
υ “def”Λ༻͍ΔɽίϚϯυͷޙʹɼ໊લٴͼɼ
Δɽ͑ߦԽ͕ࣜܗΔ͜ͱͰఆٛͷ͢ࡌهΛ໌ݴ
(ఆཧʹؔͯ͠ίϚϯυ “theorem”Λ༻͍ͯɼ
ಉ༷ʹ͑ߦΔɽ) ·ͨɼه๏ͷಋೖʹίϚϯ
υ “notation”Λ༻͍ΔɽίϚϯυͷޙʹɼه
๏ͱ໌ݴΛ͢ࡌهΔ͜ͱͰه๏Λ༻͍Δ͜ͱ͕
ՄͱͳΔɽҎ্ΛͱʹιʔείʔυΛ֬ೝ
͢ΔͱɼϞʔϝϯτٴͼɼLevenshteinූ߸ͷ
ఆٛ (def moment, def LevCode)ɽ·ͨɼه๏
ρ Xͷಋೖ (notation ρ X)Λ͍ͯͬߦΔ͜ͱ͕
֬ೝͰ͖Δɽ
Ϟʔϝϯτɼྻܥ (list)ʹର࣍͠ͷΑ͏ʹ

ఆٛͨ͠ɽLeanͰɼ͕ྻܥ [ ]ʢۭྻʣɼx::X

ʢྻܥXͷઌ಄ʹ xΛ͚Ճ͑ͨͷʣͷ 2ͭ
͔Βؼೲతʹߏ͞Ε͍ͯΔɽͦ ΕͧΕʹର͠ɼ
0ɼρ X + num Is (x::X)ΛରԠͤ͞Δؔͱ͠
ͯϞʔϝϯτΛఆٛͨ͠ɽͳ͓ɼnum Is (x::X)

ྻܥ x::Xதͷ 1ͷݸΛද͢ɽ͜ͷఆٛͰ
ɼnum Is (x::X)Λ܁Γฦ͠Ճ͑Δ (xiʹ i

ճ num Is͕ద༻͞ΕΔʣ͜ͱͰɼixiΛද͠ݱ
͍ͯΔɽ͜ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ͜ͱͰɼϞʔϝϯ
τΛඥղ͍ͨͱ͖ʹؼೲ๏Λద༻͍͢͠ͱ͍
͏ར͕͋Δɽ
Levenshteinූ߸ͷఆٛɼఆٛ 1ΛLeanͰ

ѻ͑Δܗʹͨ͠ͷͰ͋Δɽઌ΄Ͳड़ͨΑ͏
ʹɼLeanͰɼ͕ྻܥ [ ]ɼx::XʹΑΓؼೲత
ʹఆٛ͞Ε͍ͯΔͨΊɼఆٛ 1ͷX ∈ B2

n Λ
ͦͷ··ද͢͜ͱͰ͖ͳ͍ɽͦͷͨΊɼྻܥ
ͷ͞Λฦࣸ͢૾ lengthΛ༻͍ɼlength X =

nͱͨ͠ɽ·ͨɼ߹ಉࣜʹؔͯ͠ɼ༨͕ಉ
͡Ͱ͋Δ͜ͱΛ༻͍ͯɼ༨Λฦࣸ͢૾%Λ༻
͍ɼ(ρ X) % m = a % m ͱͨ͠.
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3 ෮߸ΞϧΰϦζϜͷࣜܗԽ

͕࣍ [3]ͰߟҊ͞ΕͨΞϧΰϦζϜͰ͋Δɽ

Algorithm 1

Levenshteinͷ෮߸ΞϧΰϦζϜ [3]

Input: n, a,m ∈ N, 1 ≤ n, Y ∈ B2
n−1

wt(Y ) :=

{
0 n− 1 = 0
∑n−1

i=1 yi ֎Ҏه্
r := a− ρY ΛmͰׂͬͨ༨
if r ≤ wt(Y ) then

ĩ := max{1 ≤ j ≤ n | R1(j, Ij,0(Y )) =

r}
return Iĩ,0(Y )

else

ĩ := min{1 ≤ j ≤ n | L0(j, Ij,1(Y )) =

r − wt(Y )− 1}
return Iĩ,1(Y )

end if

ͨͩ͠,ΞϧΰϦζϜதͷ Ij,0(Y )ɼIj,1(Y )
ͦΕͧΕྻܥY ͷ j൪ʹ 0,1Λૠೖ͢Δૢ࡞ɼ
R1(j, Ij,0(Y )), L0(j, Ij,1(Y ))ͦΕͧΕIj,0(Y )

ͷ j൪ΑΓӈଆͷ 1ͷݸɼIj,0(y)ͷ j൪
ΑΓࠨଆͷ 0ͷݸΛද͢ɽ
෮߸ΞϧΰϦζϜͷࣜܗԽΛҎԼͷϑΝΠϧ

Ͱߏͨ͠ɽΠϯϙʔτ͢Δॱʹհ͢Δͱɼ1)
NatLemmas.lean, 2) Subsequence.lean, 3) Ins-

Del.lean, 4) B2.lean, 5) NumOsNumIs.lean,

6) Moment.lean, 7) SubMod.lean, 8) Leven-

shteinCode.lean Ͱ͋ΓɼϑΝΠϧશͯ [5]Α
ΓखʹೖΕΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
Subsequence.leanͱ InsDel.lean ࡞ͯʹ[2]

͞ΕͨϑΝΠϧΛ֦ுͨ͠ͷͰ͋ΔɽҰํɼ
ଞϑΝΠϧຊڀݚͷͨΊʹߏஙͨ͠ɽ
ҎԼɼࣜܗԽͷ݁ՌΛհ͢Δɽ

def decoding alg (n a m : N) (Y : list B2) :=

if n = length Y then Y

else if sub mod a Y m ≤ num Is Y

then sIns Y (max num RIs Y (sub mod

a Y m)) O

else sIns Y (min num LOs Y ((sub mod

a Y m) − num Is Y − 1)) I

ఆٛதͷ݅n = length Yআ͕͖ىͳ͔
ͬͨ߹Λද͠ɼͦͷ߹ݩͷྻܥΛฦ͢͜ͱ
ͱͨ͠ɽ·ͨɼsub modɼsIns Y (max num RIs

Y (sub mod a Y m)) OɼsIns Y (min num LOs

Y ((sub mod a Y m) - num Is Y - 1)) I, ͦ

ΕͧΕΞϧΰϦζϜதͷ rɼIĩ,0(Y )ɼIĩ,1(Y )ʹ
ରԠ͢Δɽ
·ͨɼ͜ͷΞϧΰϦζϜ͕ਖ਼͘͠ػ͢Δ͜

ͱΛ࣍ͷఆཧͰࣔͨ͠ɽ

theorem sDelErr correctable

{n a m i : N} {X Y : list B2}
(H1 : X ∈ LevCode n a m)

(H2 : Y = sDel X i) :

decoding alg a m n Y = X :=

ͨͩ͠ɼsDel X iྻܥXͷ i൪ͷγϯϘ
ϧͷআΛද͢ɽ
͜ͷఆཧΑΓɼූ߸ޠ X ∈ LevCode n a m

ʹ୯Ұআ͕ੜ͡ɼྻܥ Y = sDel X iͱม
Θͬͨͱ͖ɼ෮߸ΞϧΰϦζϜ decoding alg n

a m YΛ͍ߦɼූ߸ޠXʹ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ͭ·ΓɼΞϧΰϦζϜ͕ਖ਼͘͠ػ͢Δ͜ͱٴ
ͼɼLevenshteinූ߸͕୯Ұআූ߸Ͱ͋Δ͜
ͱΛࣜܗԽͨ͠ɽ

4 ·ͱΊ

ຊߘͰɼLevenshteinූ߸ͷࣜܗԽٴͼɼ෮
߸ΞϧΰϦζϜ [3]ͷࣜܗԽΛͨͬߦɽ͜ͷܗ
ࣜԽʹΑΓɼ෮߸ΞϧΰϦζϜ͕ਖ਼͘͠ػ͢
Δ͜ͱΛͨ͠ূݕɽ
ؔ͢ʹ߸ͷ՝ͱͯ͠ɼLevenshteinූޙࠓ

ΔࣜܗԽΛൃలͤͨ͞Γɼଞͷූ߸ͷࣜܗԽʹ
औΓΉɽ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 18H01435ͷॿ
Λड͚ͨͷͰ͢ɽ
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MizarʹΑΔ֬ࢄͷ౷ܭతࣝผෆੑͷࣜܗԽ

Ԭ࡚ ༟೭ 1, ా ༟Ұ 2, ۄࢣ ߁ 1

1৴भେֶɼ2౦ژՊେֶ
e-mail : okazaki@cs.shinshu-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ൃදऀΒ҉߸ͷ҆શੑূ໌ͷূݕࣜܗʹͭ
͍ͯͷڀݚΛਐΊ͍ͯΔɽຊൃදͰ֬
ͷ౷ܭతͳಉҰੑͷఆํ๏Ͱ͋ΔίϧϞΰϩ
ϑ-εϛϧϊϑݕఆ (KSݕఆ)[1]ͷࣜܗԽΛఆ
ཧূ໌γεςϜMizar[2]Λ༻͍ͯ͜͏ߦͱͰɼ
౷ܭతࣝผෆੑ [3]ΛࣜܗԽ͢Δํʹ͍ͭ
ͯใ͢ࠂΔɽ

2 ֬ࢄͷࣜܗԽ

ൃදऀΒఆཧূ໌γεςϜMizarΛ༻͍ͯ
֬ࢄʹؔ͢ΔࣜܗԽʹ͍ͭͯաڈʹൃ
දΛ͖ͨͯͬߦ [4]ɽ֬ࢄΛɼಉ֬͡
ମੵؔ (֬ࢄີؔ)ʹ֬ͮ͘جม
ͷू߹ͱͯ͠ɼ֬มΛ༗ྻݶͱͯࣜ͠ܗԽ
ΛͨͬߦɽҎԼू߹Sͷ༗ྻݶsΛ֬ࢄม
ͱͨ͠ͱ͖ͷ֬ମੵؔ FDprobability

ͷࣜܗఆٛͰ͋Δɽͨͩ͠ɼS∗ ू߹ Sͷ༗
શମͷू߹ɼs”Xྻݶ Xʹର͢Δsͷ૾ٯ,͢
ͳΘͪ s.i ∈ X Ͱ͋ΔΑ͏ͳ iͷू߹ɼlen(s)

 s ͷ͞Ͱ͋Δɽ

ఆٛ 1 (DIST_1:def 2)

definition

let S be non empty finite set,

s be Element of S*,

x be set;

func FDprobability (x,s) -> Real

equals

card (s"{x}) / (len s);

end;

͔͠͠ɼͨͩҰͭͷ֬ମੵؔʹ֬ͮ͘ج
มͷΈΛɼಉҰͷ֬ࢄͷཁૉͱͯ͠
ఆ͍ٛͯͨͨ͠Ίɼ҉߸ཧΛ͡Ί࣮ࡍͷ֬
ࣄΛѻ͏্Ͱ࣮༻తͰͳ͔ͬͨɽͦ͜
Ͱ౷ܭతʹࣝผෆͳ֬มͷू߹Λ֬
ͱͯ͠ѻ͏ࣄʹͨ͠ɽ֬มؒʹͳΜΒ͔
ͷڑΛಋೖ͠ɼͦͷڑ͕ແࢹग़དྷΔ΄Ͳখ
͍͞߹ʹͦΕΒ 2ͭͷ֬ม౷ܭతࣝผ
ෆͰ͋Δͱࣜܗఆٛ͢Δ͜ͱʹͨ͠ɽ

3 ແࢹՄؔͷࣜܗԽ

ຊઅͰMizarʹΑΔແࢹՄؔ (negligi-

ble function)[3]ͷࣜܗԽΛհ͢Δ [5, 6]ɽ

ఆٛ 2 (ASYMPT_3:def 4)

definition

let f be Function of NAT,REAL;

attr f is negligible means

for c be non empty positive-yielding

XFinSequence of REAL holds

ex N be Nat st

for x be Nat st N <=x holds

|. f.x .| < 1/((seq_p(c)).x);

end;

4 ౷ܭతࣝผෆੑͷࣜܗԽ

2અ͓Αͼ 3અͰൃදऀ͕ࣝผෆੑͷܗ
ࣜԽͷҝʹ͖֬ͨͯͬߦɼແࢹՄؔ
ͷࣜܗԽͷ֓ཁΛհͨ͠ɽ҉߸ཧͰΑ͘
ΒΕͨࣝผෆੑͷఆٛ [3]ʹ͋ΔΑ͏ʹɼ
“2ͭͷ֬มΛࣝผग़དྷΔ͕֬ແࢹͰ͖
Δ΄Ͳখ͍͞ͱ͖ʹࣝผෆ”ͱ͍͏Α͏ʹɼ
۩ମతʹͲͷΑ͏ʹࣝผ͢Δͷ͔ͷϑΥʔϚϧ
ͳఆ͕ٛ༩͑ΒΕ͍ͯͳ͍ɽͳ͓ɼແ݅Ͱࣝ
ผෆͰ͋Δ߹Λ౷ܭతࣝผෆɼҙͷ֬
తଟ߲ࣜؒ࣌ఆثʹΑͬͯࣝผෆͰ͋Δ
߹Λྔࢉܭతࣝผෆͱ͏ݴɽ
ͦ͜Ͱൃදऀ֬มؒʹڑΛಋೖ͠ɼ
ͦͷڑ͕ແࢹͰ͖Δ΄Ͳখ͍࣌͞ʹ౷ܭతࣝ
ผෆͰ͋Δͱࣜܗఆٛ͢Δ͜ͱʹͨ͠ɽͲͷ
Α͏ͳڑΛ࠾༻ͨ͠ͱ͜ΖͰɼແࢹՄؔ
Ͱ্͔Β͑ΔͷͰɼڑͷࠩఆഒͷΦʔ
μʔʹऩ·Δͱ༧͞ΕΔ͕ɼग़དྷΔ͚ͩଥ
ͳڑΛ༻͍Δ͜ͱ͕·͍͠ɽͦ͜Ͱɼ౷ܭ
ֶʹ͓͚ΔԾઆݕఆͷख๏ʹࣜܗ͍ͯͮجԽΛ
ͱʹͨ͠ɽ༗໊ͳ͜͏ߦ χ2ݕఆͳͲͰݕఆ
ରͷूஂʹؔ͢ΔԾఆΛஔ͍ͯΔͨΊʹɼ
ूஂʹؔ͢ΔԾఆΛඞཁͱ͠ͳ͍ϊϯύϥϝ
τϦοΫݕఆΛ༻͍Δ͜ͱʹͨ͠ɽϊϯύϥϝ
τϦοΫݕఆͷҰͭͰ͋ΔKSݕఆ 2ඪຊ͕
ಉ͡ूஂ͔Β؍ଌ͞Ε͔ͨ൱͔Λఆ͢Δݕ
ఆํࣜͰ͋Δɽ͢ͳΘͪ͜Εຊڀݚͷతͱ
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͢Δ֬มͷࣝผΛݕ͏ߦఆํ๏ʹଞͳΒͳ
͍ɽͦ͜ͰຊڀݚͰ౷ܭతࣝผෆੑͷࣜܗ
ఆٛΛͨ͏ߦΊʹɼ֬มؒʹಋೖ͢Δڑ
ͱͯ͠KSݕఆͷ౷ྔܭͰ͋Δ dΛ༻͍Δ͜
ͱʹͨ͠ɽ

4.1 MizarʹΑΔ 2ඪຊKSݕఆࣜܗԽ

ຊઅͰMizarʹΑΔ 2ඪຊKSݕఆͷࣜܗ
ԽํΛհ͢ΔɽKSݕఆͷࣜܗԽຊڀݚ
ͷతͰ͋Δ҉߸ཧͷΈͳΒͣଞͷతʹ
ར༻͞ΕΔͱ༧͢Δɽͦ͜Ͱ·ͣ౷ܭ
ͰҰൠతʹ༻͍ΒΕΔɼ࣮ ඪຊʢ֬มʣ
ʹର͢ΔKSݕఆͷඪຊʹ͍ͭͯͷࣜܗఆٛ
ΛҎԼͷΑ͏ʹͨͬߦɽ

ఆٛ 3 definition

let X,Y be non empty FinSequence of REAL;

func KS_p(X,Y)-> Realɹ means

ex D be non empty bounded_above

Subset of REAL st D

= the set of all |.(Cumulative(X)).x

ɹɹɹ- (Cumulative(Y)).x.|

where x is Element of REAL

& it = upper_bound D;

end;

ͨͩ͠ɼCumulative(X)ඪຊ Xͷྦྷੵ֬ମ
ੵؔͰ͋Γɼඪຊ KSp(X, Y) 2ඪຊ X, Yͷ
ྦྷੵ֬ମੵؔؒͷࠩͷઈରͷ্ݶΛҙຯ
͢Δɽ
͔͠͠ [4]Ͱɼҙͷ༗ूݶ߹ͷཁૉʹͭ

͍ͯͷ֬มΛऔΓѻ͏Α͏ʹࣜܗԽ͍ͯ͠
Δɽͦ͜Ͱఆٛ.3Λͱʹҙͷ༗ूݶ߹ͷ֬
มʹର͢Δ 2ඪຊKSݕఆͷࣜܗԽΛҎԼ
ͷΑ͏ʹͨͬߦɽ

ఆٛ 4 definition

let S be non empty finite set;

let s,t be non empty FinSequence of S;

func KS_p(s,t)-> Real means

ex X,Y be non empty FinSequence of REAL

st X = (canFS S)"*s &

Y = (canFS S)"*t &

it = KS_p(X,Y);

end;

͜͜ͰɼcanFS S༗ूݶ߹ Sͷ֤ཁૉΛॱং
͚͢Δݻ༗ͷ༗ྻݶͰ͋Γɼ(canFS S)ʏ
ͦͷ૾ࣸٯɼ(canFS S)ʏ ∗ s  S ͷ༗ྻݶ s

ͱ (canFS S)ʏͷ߹ࣸ૾ͱͳΔɽ͕ͨͬͯ͠ɼ
(canFS S)ʏ ∗ s canFS Sͷఴ͑ूࣈ߹ɼ͢
ͳΘͪࣗવͷ༗ྻݶɼ࣮ྻͱͳΔͷͰఆ
ٛ.3Λར༻ͯ͠ 2ඪຊKSݕఆͷඪຊΛఆٛ
͢Δ͜ͱ͕ग़དྷΔɽͳ͓ɼࢴ෯ͷ߹ͰຊߘͰ
লུ͕ͨ͠ 1ඪຊKSݕఆͷࣜܗԽͨͬߦɽ

5 ·ͱΊ

MizarʹΑΔ౷ܭతࣝผෆੑͷࣜܗԽํ
Λհͨ͠ɽ֬มؒʹڑΛಋೖͦ͠ͷڑ
͕ແࢹՄͰ͋Δ߹Λ౷ܭతࣝผෆͱ
ڑఆٛ͢Δ͜ͱͱͨ͠ɽ֬มؒͷࣜܗ
KSݕఆͷඪຊ dΛ༻͍ͯఆٛ͢Δͷͱ
ͨ͠ɽ͞ΒʹMizarʹΑΔ dͷࣜܗఆٛΛ
հͨ͠ɽ͔͠͠ d͋͘·ͰKSݕఆͷ౷ܭ
ྔͰ͋ΓɼKSݕఆͷ༗ҙ֬ dΛ༻͍ͨ
ίϯϐϡʔλʹΑΔࢉܭΞϧΰϦζϜۙࣜࣅ
ͱͯ͠༩͑ΒΕΔ͜ͱ͕ଟ͍ɽͦͷͨΊɼ֬
มؒͷ۩ମతͳڑͷఆٛΛͲ͏͢Δ͔ʹͭ
Δɽ͍ͯͬߦΛ౼ݕࡏݱ͍ͯ

ँࣙ ຊڀݚͷҰ෦JSPSՊݚඅJP17K00182,

JP18K02917 ͷॿΛड͚ͨͷͰ͢ɽ
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ঢ়ଶͷߋ৽ΛؚΉϓϩτίϧͷࣜܗԽͷݕ౼

ޱ ྇խ 1, Ֆ୩ ՅҰ 2, ถࢁ Ұथ 1

1ҵେֶɼ2ࣜגձࣾ౦ࣳ
e-mail : 19nm725f@vc.ibaraki.ac.jp

1 ֓ཁ

SCIS2019ʹ͓͍ͯɼIEEE 802.21 ʹ͓͚Δ
άϧʔϓݤཧख๏ʹ͍ͭͯɼࣜܗख๏Λ༻͍
ͨࣗಈূݕπʔϧ ProVerif [1]Λ༻͍ͯ҆શੑ
ɻ͔͠͠ɼProVerifϓϩηεΛͨͬߦΛূݕ
·͍ͨͩঢ়ଶอ࣋ͷࣜܗԽΛαϙʔτ͍ͯ͠ͳ
͍ͨΊɼঢ়ଶͷߋ৽ΛؚΉϦϓϨΠܸ߈ରࡦͷ
৽ߋͳ͔ͬͨɻຊൃදͰɼঢ়ଶͷ͑ߦূݕ
ΛؚΉϓϩτίϧʹର͢ΔϦϓϨΠܸ߈ͷࣜܗ
Խͷݕ౼Λ͏ߦɻ

2 ౼ݕԽͷࣜܗ

ঢ়ଶͷߋ৽ΛؚΉϓϩτίϧͷ injective ͳ
ରԠؔʢϦϓϨΠܸ߈ͷ༗ແʣΛ͢ূݕΔܗ
ࣜԽΛɼProVerifٴͼ StatVerif [2]Λ༻͍ͯɼ
ҎԼͷ 3ͭͷํ๏ʹΑΓݕ౼͢ΔɻStatVerif
ProVerifΛ֦ு͠ɼϓϩηεΛ·͍ͨͩάϩʔ
όϧঢ়ଶͷࣜܗԽΛαϙʔτͨ͠ূݕࣜܗπʔ
ϧͰ͋Δɻ

2.1 ProVerifͷ tableػΛ༻͍ͨํ๏

ProVerifͷ tableɺϓϩηε͝ͱʹใΛ
ੵ͢Δ͜ͱ͕ՄͰ͋ΔɻҎԼͷΑ͏ͳ؆୯
ͳྫΛ͑ߟΔɻ

1) A ͱ B ൿີใ s Λࣄલʹڞ༗ͯ͠
͍Δɻ

2) BAʹ sΛૹ৴͢Δɻ
3) Aड৴ͨ͠ s͕ࣗͷ tableʹొ͞
Ε͍ͯͳ͚Εొ͢Δɻ

A ͕ s Λ table ʹొ͢ΔͷҰ͖Γͷ
ͨΊɼϦϓϨΠܸ߈ଘ͠ࡏͳ͍ͣͰ͋Δ
ʢinjectiveͳରԠؔ trueʣɻ͜ͷྫʹ͍ͭ
ͯ ProVerifΛ༻͍ͯهड़ͨ͠ίʔυΛҎԼʹ
ࣔ͢ɻ

f r e e c : channel .

f r e e s : b i t s t r i n g [ p r i va t e ] .

t ab l e t ( b i t s t r i n g ) .

event eA( b i t s t r i n g ) .

event eB( b i t s t r i n g ) .

query x : b i t s t r i n g ; i n j−event (eA(x

) ) ==> i n j−event (eB(x ) ) .

l e t A( s : b i t s t r i n g ) =

in ( c , x : b i t s t r i n g ) ;

i f x = s then (

get t(=s ) in 0

e l s e (

i n s e r t t ( x ) ;

event eA(x ) ) ) .

l e t B( s : b i t s t r i n g ) =

event eB( s ) ;

out ( c , s ) .

p roc e s s

( !A( s ) | !B( s ) )

Ռɼ‘false݁ূݕ ’ͱͳͬͨɻཧ༝ͱͯ͠ɼ
tableͷঢ়ଶʹΑΔذఆ͕͏·͍͓ͬͯ͘Β
ͣɼಉ͡ذΛͯͬޡೋճݕͯ͠͠·͍ͬͯ
ΔͨΊͱ͑ߟΒΕΔɻΑͬͯɼProVerifͷ table

Δ͜͢ূݕΛذ৽ʹΑΔߋͰɺঢ়ଶͷػ
ͱͰ͖ͳ͍ɻ

2.2 StatVerifͷ stateΛ༻͍ͨํ๏

StatVerifɺάϩʔόϧͳঢ়ଶΛ stateͱ͠
ͯอ࣋͢Δ͜ͱ͕ՄͰ͋ΔɻҎԼͷΑ͏ͳ؆
୯ͳྫΛ͑ߟΔɻ

1) A ͱ B ൿີใ s Λࣄલʹڞ༗ͯ͠
͍Δɻ

2) BAʹ sΛૹ৴͢Δɻ
3) A sΛड৴͠ɼࣗͷ state͕ falseͳ
Β trueʹॻ͖͑Δɻ

A͕ stateͷॻ͖͑Λ͏ߦͷҰ͖Γͷ
ͨΊɼϦϓϨΠܸ߈ଘ͠ࡏͳ͍ͣͰ͋Δ
ʢinjectiveͳରԠؔ trueʣɻ͜ͷྫʹ͍ͭ
ͯ StatVerifΛ༻͍ͯهड़ͨ͠ίʔυΛҎԼʹ
ࣔ͢ɻ

f r e e c : channel .
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f r e e s : b i t s t r i n g [ p r i va t e ] .

c e l l s t a t e := f a l s e .

event eA( b i t s t r i n g ) .

event eB( b i t s t r i n g ) .

query x : b i t s t r i n g ; i n j−event (eA(x

) ) ==> i n j−event (eB(x ) ) .

l e t A( s : b i t s t r i n g ) =

lock ( s t a t e ) ;

in ( c , x : b i t s t r i n g ) ;

read s t a t e as s t ;

i f x = s then (

i f s t then unlock ( s t a t e )

e l s e (

s t a t e := true ;

event eA(x ) ;

unlock ( s t a t e ) ) ) .

l e t B( s : b i t s t r i n g ) =

event eB( s ) ;

out ( c , s ) .

p roc e s s

( !A( s ) | !B( s ) )

Ռɼ‘cannot݁ূݕ be proved ’ͱͳͬͨɻ
ProVerifͷΑ͏ʹɼܸ߈ͨͬޡखॱΛൃ͢ݟΔ
͜ͱͳ͔͕ͬͨɼinjectiveͳରԠؔΛূ໌
͢Δ͜ͱͰ͖͍ͯͳ͍ɻ

2.3 ౸ୡՄੑʹΑΓϦϓϨΠܸ߈ͷ༗
ແΛ͢ূݕΔํ๏

ਖ਼نͷϓϩηεΛ໌ࣔతʹෳճʢओʹ 2ճʣ
ड़͠ɼͦͷ౸ୡՄੑΛௐΔ͜ͱͰɼϦϓه
ϨΠܸ߈ͷ༗ແΛ͢ূݕΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ2.2

ͷྫʹ͍ͭͯɼ2ճϓϩηεΛهड़͠ɼ2ճ
ͷ eventͷ౸ୡՄੑʹ͍ͭͯͨ͠ূݕίʔυ
ΛҎԼʹࣔ͢ɻ

f r e e c : channel .

f r e e s : b i t s t r i n g [ p r i va t e ] .

event eA2( b i t s t r i n g ) .

c e l l s t a t e := f a l s e .

query event ( eA2( s ) ) .

l e t A( s : b i t s t r i n g ) =

in ( c , x1 : b i t s t r i n g ) ;

i f x1 = s then (

s t a t e := true ;

event eA1( x1 ) ;

in ( c , x2 : b i t s t r i n g ) ;

l o ck ( s t a t e ) ;

read s t a t e as s t ;

i f x2 = s then (

i f s t then 0

e l s e (

event eA2( x2 ) ;

unlock ( s t a t e ) )

) e l s e unlock ( s t a t e )

) e l s e unlock ( s t a t e ) .

l e t B( s : b i t s t r i n g ) =

out ( c , s ) .

p roc e s s

( !A( s ) | B( s ) )

Ռɼ‘true݁ূݕ ’ͱͳͬͨɻͭ ·Γɺ2ճ
ͷ event͖ىͳ͍ɼ͢ͳΘͪϦϓϨΠ͕ܸ߈
ଘ͠ࡏͳ͍͜ͱΛࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ͨɻProVerif

Ͱ tableΛ༻͍ͣʹɺϓϩηεΛ໌ࣔతʹෳ
ճهड़͢Δ͜ͱͰɼϦϓϨΠܸ߈ͷ༗ແΛݕ
ূ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

3 ·ͱΊ

ProVerifٴͼ StatVerifΛ༻͍ͯɼঢ়ଶͷߋ
৽ΛؚΉϓϩτίϧΛࣜܗԽ͠ɼinjectiveͳର
ԠؔͷೝূੑΛ͢ূݕΔݕ౼ΛͨͬߦɻProVerif
 StatVerifͷ injectiveͳରԠؔΛ༻͍ͯݕ
ূ͢Δ͜ͱͰ͖ͳ͔ͬͨͨΊɼݱঢ়Ͱ໌ࣔ
తʹϦϓϨΠܸ߈ͷ݅Λهड़ͯ͢͠ূݕΔ͠
͔ͳ͍ɻޙࠓɼঢ়ଶͷߋ৽ΛؚΉϓϩτίϧͷ
injectiveͳରԠؔͷೝূੑΛূݕͰ͖Δࣜܗ
ɻ͍͖͍ͨͯͬߦπʔϧͷௐࠪΛূݕ

ݙจߟࢀ
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Stochastic Modelling with Randomised Markov Bridges
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1 ং

E ⊂ RnΛঢ়ଶۭؒ, T ∈ (0,∞)Λऴࠁ࣌
ͱ͠

Y (y,T,z)
0 = y, Y (y,T,z)

T = z

Λຬͨ͢E- (y, T, z)-Ϛϧίϑڮ (Markov Bridge:

MB) Y (y,T,z) := (Y (y,T,z)
t )t∈[0,T ] Λ͑ߟΔ. ·

ͨ Y (y,T,z)ͱಠཱͳE-֬มX Λ༩͑

Z := Y (y,T,X),

ͱఆٛ͠,͜ΕΛϥϯμϜϚϧίϑڮ (Randomised

Markov bridge: RMB)ͱݺͿ͜ͱʹ͢Δ. զʑ
, ZΛӅΕͨ֬มXͷϊΠζ͖؍ଌͱ
ͳ͠ݟ ࠁ࣌ऴ࠷) T ʹ͓͍ͯ, աఔڮ Y (y,T,z)

ͷϊΠζ͕ফ໓͠X(= ZT ,(ଌ͞ΕΔ؍͕( ϑ
ΟϧλϦϯάͷڵʹࢉܭຯΛͭ࣋ɿ͢ͳΘͪ,

ϑΟϧτϨʔγϣϯ (ใܥ)

FZ
t := σ(Zs; s ∈ [0, t]), t ∈ [0, T ]

ʹؔͯ͠, ݅֬

πt(dx) := P
(
X ∈ dx|FZ

t

)
,

(t ∈ [0, T )) ݅ظ

πt(f) := E
[
f(X)|FZ

t

]
=

∫

E
f(x)πt(dx),

(t ∈ [0, T )) ͷࢉܭΛ͜͏ߦͱΛ͑ߟΔ. ͜ͷ
, ཧϑΝΠφϯεͷϞσϦϯάͱ
ͯ͠ [1], [2], [3] ͳͲͰௐΒΕ͖ͯͨڀݚͷ
ҰൠԽͱଊ͑ΒΕΔɿ͜ΕΒͷڀݚͷதͰ,

ϒϥϯڮϨϰΟ͕ڮMBͱͯ͠༻͍ΒΕ,

RMBใաఔͱݺΕ͓ͯΓ, f(X)͕ۚ༥
ͷຬظ T ͰࢧΘΕΔΩϟογϡϑϩʔΛ
ද͓ͯ͠Γ,

St := e−r(T−t)πt(f) = E
[
e−r(T−t)f(X)

∣∣∣FZ
t

]

(t ∈ [0, T ))Ͱ͜ͷۚ༥ͷՁ֨աఔ͕༩͑
ΒΕΔ. ͨͩ͠ r ≥ 0ແϦεΫۚརΛද͠ P
ϦεΫதཱ֬Ͱ͋Δ.

2 RMBͷߏ

E-ڧϚϧίϑաఔ Y := (Yt)t∈[0,T ] Λಓۭ
্ؒͷਖ਼४ۭ֬ؒ (Ω1

T ,FT , P̃1)্Ͱ͑ߟΔ.

P̃1
y(·) := P̃1(·|Y0 = y) ͱ͠, Y ͔Βੜ͞ΕΔ
ϑΟϧτϨʔγϣϯΛ (F1

t )t∈[0,T ]ͱ͢ه. ·ͨ

P̃t(x, dy) :=P̃1
x(Xt ∈ dy)

=p̃t(x, y)m(dy)

Λຬͨ͢ਪҠ֬ີ͕ଘ͢ࡏΔͱ͢Δ (m
E ্ σ-༗ݶଌ). p̃t(x, y) > 0 ∀(t, x, y) ∈
(0, T ] × E × E  Y ʹؔ͢Δ͋Δछͷ݅
ΛԾఆ͢Δͱ, Y Λجʹͨ͠ (y, T, z)-MB ͕
(Ω1

T ,FT−,P1
y)্ʹߏ͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕͯ

͍Δ. ͨͩ͠

dP1
y|F1

t
=

p̃T−t(Yt, z)

p̃T (y, z)
dP̃1

y|F1
t
.

,ʹ࣍ ۭ֬ؒ (Ω2,F2,P2)্ʹ֬มXΛ
༩͑, X ͷΛ ν := P2 ◦X−1ͱ͢ه. ͜ͷ
ͱ͖, Ω := Ω1

T × Ω2, Ft := F1
t ⊗ F2, FT− =

F1
T− ⊗ F2 ͱ͠, Py := P1

y ⊗ P2Λ

dPy(ω1,ω2)
∣∣
Ft

:=
p̃T−t (Yt(ω1), X(ω2))

p̃T (y,X(ω2))
dP̃1

y(ω1)⊗dP2(ω2)
∣∣
Ft

ͱఆΊͯ (Ω,FT−,Py, (Ft)t∈[0,T ))্ʹRMBΛ

Zt(ω1,ω2) :=Yt(ω1) for t ∈ [0, T ),

ZT (ω1,ω2) :=X(ω2)

ͱߏͰ͖Δ.

3 ݁Ռ

໋ 1. t ∈ [0, T )ʹରͯ͠ҎԼཱ͕.

πt(dz) =

p̃T−t(Zt, z)

p̃T (Z0, z)
ν(dz)

∫

E

p̃T−t(Zt, z′)

p̃T (Z0, z′)
ν(dz′)

.

໋ 2. 0 ≤ s < t < T ʹରͯ͠

P
(
Zt ∈ dy|FZ

s

)
=P (Zt ∈ dy|Zs, Z0)

=:Ps,t(Zs, dy|Z0)
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ཱ͕͠, .ͭ࣋ΛݱҎԼͷදʹߋ

Ps,t(x, dy|z0) = q(s, x; t, y|z0)m(dy),

q(s, x; t, y|z0)

:=

p̃t−s(x, y)

{∫

E

p̃T−t(y, z)

p̃T (z0, z)
ν(dz)

}

∫

E

p̃T−s(x, z′)

p̃T (z0, z′)
ν(dz′)

.

,ʹ࣍ Y ͕ (Ω1,FT , P̃1, (F1
t )t∈[0,T ])্ͷSDE

dYt = b(Yt)dt+ σ(Yt)dWt

(b : Rn → Rn, σ : Rn → Rn×d, W  dݩ࣍ϒ
ϥϯӡಈ) ͷղͰ༩͑ΒΕ͓ͯΓ, m(dx) =

dx(: ϧϕʔάଌ)ͷ߹Λ͑ߟΔ.

໋ 3. f : E → R
∫
E |f(x)|ν(dx) < ∞ Λ

ຬͨ͢ϘϨϧՄଌؔ. (σσ⊤) > 0ͱ֬త
FubiniͷఆཧΛͨ͏ΊͷՄੵੑʹؔ͢Δ
ԾఆΛஔ͘.

ℓs(x) := ln p̃T−s(Zs, x).

ͱ͢ه.͜ͷͱ͖ҎԼཱ͕.

(1) (Ω,FT−,Py, (FZ
t )t∈[0,T ))্Ͱ Z 

dZt =
{
b(Zt) + (σσ⊤)(Zt)πt (∇ℓt)

}
dt

+ (σσ⊤)1/2(Zt)dUt, Z0 = y,

͓Αͼ ZT− := limt↑T Zt = X Λຬͨ͢. ͜͜
Ͱ (Ut)t∈[0,T ) nݩ࣍ (Py,FZ

t )-ϒϥϯӡಈ
(ॴҦ৽ੜաఔ).

(2) t ∈ [0, T )ʹରͯ͠ҎԼཱ͕.

πt(f) = π0(f)

+

∫ t

0
{πs (f∇ℓs)− πs(f)πs (∇ℓs)}⊤

(σσ⊤)1/2(Zs)dUs.

4 ྫɿਖ਼نաఔ, ϑΝΠφϯεͷԠ༻

Ԡ༻্ͷ͍қ͞Λ͑ߟ, ໋ ΕΔݱʹ1-3
ੵࠐΊͯ۩ମతͳ͑ߦ͕ࢉܭΔྫΛ͛ڍ
ΔɿجͱͳΔMarkovաఔ Y ΛGauss-Markov

աఔ

dYt = (k +KYt)dt+ ΣdWt, Y0 ∈ Rn,

Ͱ༩͑Δ (k ∈ Rn, K and Σ ∈ Rn×n, ΣΣ⊤ > 0,

W : n-ݩ࣍ϒϥϯӡಈ). ͦͯ͠

ν(dx) := P(X ∈ dx) := fGMSN(x; a, b, A,B,C)dx

ͱ༩͑Δ.͜͜ͰӈลҰൠԽଟݩ࣍ਖ਼ن
.͢ͳΘͪ a ∈ Rm, b ∈ Rn, A ∈ Sm++, B ∈
Sn++, C ∈ Rm×n, m ∈ N, n ∈ N,

Φm(x;A) :=

∫

∏m
i=1(−∞,xi]

φm(y;A)dy,

φm (y;A) := exp
(
−1

2y
⊤A−1y

)
/((2π)

m
2

√
A)ͱ

ͯ͠

fGMSN(x; a, b, A,B,C)

:=
φn(x− b, B)Φm (Cx− a,A)

Φm

(
Cb− a,A+ CBC⊤

)

ͱఆٛ͞ΕͨͷͰ͋Δ ([4], [5] ͳͲࢀর). ͜
ͷ߹, ໋ 1-3ͷ݁Ռ͕શͯ۩ମతɾ໌ࣔత
.ΕΔ͞ࢉܭʹ ಛʹ, ਪҠ֬ q(s, x; t, y|z0) 
ҰൠԽਖ਼نʹͳΔ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔ.

͞Βʹ, ϑΝΠφϯεͷͷԠ༻ͱͯ͠,

i) ίϞσΟςΟϓϥΠγϯάϞσϧ, ii) Թࣨޮ
ՌΨεͷഉग़ݖʹؔ࿈ͨ͠ީؾϦεΫͷূ݊Խ
Ϟσϧ, Λ͍ͯ͠ߟΔ.
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Itô Calculus in Risk Theory

ٶ ዳ

໋ཱؗେֶେֶӃ ཧڀݚֶՊ ཧՊֶՊ
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1 ֓ཁ

௨ৗͷଛอݥཧͷϞσϧʹ֦ࢄաఔΛ
Ճͨ͠Ϟσϧʹରͯ֬͠࢈ɼ͋Δ͍ΑΓ
ҰൠʹGerber–ShiuؔΛ͋ΔಛघͳϑΟϧτ
Ϩʔγϣϯʹؔ͢ΔϚϧνϯήʔϧʹΑͬͯಛ
͚Δͱ͍͏݁Ռʹ͍ͭͯใ͢ࠂΔɽ͜ͷΑ
͏ͳಛ͚ʹ͍ͭͯɼطʹConstaninescuɼ
Thoman ૉతख๏Ͱ͍ࣔͯ͠Δ༺࡞͕ࢯ྆
ʢcf. [1]ʣɽຊڀݚͰҏ౻ͷެࣜΛ༻͍ͨ֬
ղੳతख๏Ͱɼ্هͷઌڀݚߦͷҰൠԽΛ
ɽ͢ࢦ

2 Ϟσϧ

͜ͷষͰຊߘͰऔΓѻ͏࢈ࢿաఔͷఆࣜԽ
ʹඞཁͱͳΔه߸ͳͲΛఆΊΔɽn ∈ Nɼαj ∈
R (j = 1, · · · , n)ɼඍ࡞༻ૉAʹରͯ͠ɼLn

Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɿ

Ln(A) :=
n∑

j=0

αjAj .

ɼʹ࣍ µ,σ ∈ C∞
b (R)ʹରͯ͠ɼ࢈ࢿա

ఔ U Λ࣍ͷۭ֬ؒ (Ω,F ,P, (Ft)t≥0)্ͷ 1

ඍํఔࣜͷղͱ͢Δɿ֬ݩ࣍

Ut = u+

∫ t

0
µ(Us)ds+

∫ t

0
σ(Us)dWs

−
∫ t

0
dRs, t ≥ 0, U0 = u ∈ R,

ͨͩ͠W ݪ͔Βग़ൃ͢Δ ݩ࣍1 (Ft)t≥0-

ϒϥϯӡಈͰ͋ΓɼR࣍Ͱ༩͑ΒΕΔδϟ
ϯϓաఔͰ͋Δɿ

Rt =
∞∑

i=1

Xi1{t≥
∑i

j=1 Tj}, t ≥ 0.

͜͜Ͱɼ(Tj)∞j=1ಠཱಉͳ֬มྻͰ
͋Γɼͦͷڞ௨ͷؔ FT ࣍ͷఆ
ඍํఔࣜͷղͰ͋Δɿ

Ln

(
d

dt

)
FT =

n∑

j=0

αj
djFT

dtj
= 0.

·ͨɼδϟϯϓͷେ͖͞ (Xj)∞j=1֬ 1Ͱਖ਼
ͷΛͱΔಠཱಉͳ֬มྻͰ͋Γɼ
ؔ FX Λͭ࣋ͱ͠ɼW, (Tj)∞j=1, (Xj)∞j=1
ಠཱͱ͢Δɽʹ͍ޓ
͞ΒʹɼZ Λ࣍ͷ ඍํఔࣜͷ֬ݩ࣍1

R+্ʹΛͱΔղͱ͢ΔʢزԿϒϥϯӡಈ
ͳͲʣɿ

Zt = z +

∫ t

0
µ(Zs)ds+

∫ t

0
σ(Zs)dWs,

t ≥ 0, Z0 = z ∈ R+.

͜ͷͱ͖ɼZ 2ͭͷδϟϯϓؒͷؒ࣌Ͱࢿ
աఔ࢈ U ͱಉͱͳΔɽ֦ࢄաఔ Z ʹؔ͢
Δੜ࡞༻ૉ A࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɿ͋Δద
ͳؔ h : R+ → Rʹରͯ͠ɼ

Ah(u) = µ(u)
dh

du
(u) +

σ2(u)

2

d2h

du2
(u).

ɼjumpաఔRΛաఔʹؔ͢Δ֬ʹޙ࠷
ੵͱͯ͠ද͢ݱΔɽR+ ×R্ͷϥϯμϜଌ
NRΛ࣍Ͱ༩͑Δɿ

NR([0, t)×A) :=
Jt∑

i=1

δXi(A),

t ≥ 0, A ∈ B(R),

ͨͩ͠NR(∅) := 0ͱ͢Δɽ͜͜Ͱ֬աఔ J

Λ

Jt =
∞∑

i=1

1{t≥
∑i

j=1 Tj} t ≥ 0

ͱఆΊΔͱɼ͜Ε U ͷࠁ࣌ tʹ͓͚Δ jump

ͷճΛද͢ɽ·ͨɼδx  x ∈ RʹॏΈΛ࣋
ͭ DiracଌͰ͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼjumpաఔ R

࣍ͷΑ͏ʹද͞ݱΕΔɿ

Rt =

∫ t

0

∫

R
xNR(dsdx).

3 ओ݁Ռ

ఆཧ 1. h ∈ C∞(R) ͱ͢Δ. దͳਖ਼ଇੑ
ͷ݅ͷԼͰɼ֬มྻ (h(Uj))∞j=0 ͕ࢄ
(FTj )

∞
j=0-ϚϧνϯήʔϧʹͳΔͨΊͷඞཁे

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

238



݅ h͕࣍ͷੵඍํఔࣜͷղͱͳΔ͜
ͱͰ͋Δɿ

Ln(−A)h(u) = (−1)n−1α0

∫ ∞

−∞
h(u−x)FX(dx).

ఆཧ 2. δ ∈ Rɼw ∈ C∞(R)ͱ͢Δɽ(Ft)t≥0-

ࠁ࣌ࢭఀ T ∗Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɿ

T ∗ := inf {t > 0;Ut < 0} .

͜ͷͱ͖ɼ

h(u) := h(u; δ)

:= E
[
1{T ∗<∞}e

−δT ∗
w(UT ∗)

∣∣∣U0 = u
]

ڥք݅
⎧
⎨

⎩
lim
u→∞

h(u) = 0,

h(u) = w(u), u > 0

ͷԼͰͷੵඍํఔࣜ

Ln(−A+ δ)h(u)

= (−1)n−1α0

∫ ∞

0
h(u− x)FX(dx)

ͷ༗քͳ།Ұͷղͱͯ͠༩͑ΒΕΔ.

͜ͷhϦεΫཧͷจ຺ͰGerber–Shiu

ؔͱݺΕΔͷʹ૬͢Δʢcf. [3]ʣɽ

4 Gerber–Shiuؔ

Gerber–Shiuؔ hఆཧ 2ʹ͓͚Δ δw

Λม͑Δ͜ͱʹΑΓɼϦεΫཧʹݱΕΔ༷ʑ
ͳؔͱҰக͢Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽҎԼɼ
͍͔ͭ͘ྫΛ͛ڍΔɽ

ྫ 3. w ≡ 1ͷͱ͖ɼ

h(u; δ) = E
[
1{T ∗<∞}e

−δT ∗
∣∣∣U0 = u

]

ഁ֬࢈ͷϥϓϥεมʹଞͳΒͳ͍ɽ

ྫ 4. δ = 0ͷͱ͖ɼ

h(u; 0) = E
[
1{T ∗<∞}

∣∣U0 = u
]

ഁ֬࢈ͦͷͷΛද͢ɽ

5 ఆཧ 1ͷূ໌ͷུ֓

ҙͷ 0 ≤ s < tΛΈͨ͢ s, tͱ A ∈ B(R)
ʹରͯ͠ɼh(U)ʹҏ౻ͷެࣜʢcf. [2]ʣΛద༻
͢Δͱɼ

h(Ut)− h(Us)

=

∫ t

s
Ah(Uv)dv +

∫ t

s
h′(Uv)σ(Uv)dWv

+

∫ t

s

∫

A
(h(Uv− − x)− h(Uv−))NR(dvdx)

=

∫ t

s
Ah(Uv)dv

+

∫ t

s

∫

A
(h(Uv− − x)− h(Uv−))N̂R(dvdx)

+ (martingale),

ͨͩ͠ɼN̂RNRͷ compensatorͰ͋ΔɽΑͬ
ͯɼDoobͷҙநग़ఆཧΑΓɼh(U)͕Ϛϧν
ϯήʔϧʹͳΔͨΊͷඞཁे݅ɼ࣍ͷࣜ
ΛΈͨ͢͜ͱͰ͋Δɿ

E
[∫ T1

0
Ah(Us)ds

+

∫ T1

0

∫

R
(h(Us− − x)− h(Us−))N̂R(dsdx)

]

= 0.

༺Λؔૉͷަ༺࡞ɼಘΒΕͨ݅Λʹޙ࠷
͍ͯॻ͖͑Δ͜ͱͰɼٻΊΔੵඍํఔࣜ
ͷඞཁे݅ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
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1 はじめに
本研究ではノードハウス氏が提唱したDICE

(Dynamic Integrated model of Climate and

the Economy)モデル [1]を連続時間に拡張し
た CT(Continuous Time)-DICEモデル [2]と
確率的に拡張した CT-DICEモデル [3]を対象
にしている．最適制御問題を解く際，ポント
リャーギンの最大原理やベルマンの動的計画法
などが有名な手法である．今回CT-DICEモデ
ルに対してハミルトン系を援用することで,い
くつかの仮定の下で解を求め，第一積分を具体
的に記述した．積分可能な系に関するリウヴィ
ルの定理 [4]より，ハミルトン系の自由度と同
じ数の第一積分を見つければ，その系は可積分
であることが知られている．そこで, CT-DICE

モデルを確率過程を使い拡張したモデルを考え
る．そのモデルから導出される確率ハミルトン
系に対し，「可積分性」に対応する概念があるの
か興味があり，「確率」第一積分という概念につ
いて考察することを目標とする．

2 CT-DICEモデルとハミルトン系
定義 1 CT-DICEモデル [2]の最適化問題を以
下の値を求める問題とする．

sup
C,µ∈C([t,T ])

{∫ T

t

1

1− γ
C(s)1−γds+ ϕK1−γ(T )

+ψM τ−1(T )

}

subject to
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

K̇(s) = A(s)e−aµ(s)K(s)αM(s)τ−1

−δKK(s)− C(s), s ∈ (t, T ),

K(t) = k0, k0 > 0,

Ṁ(s) = B(s)e−bµ(s)(A(s)e−aµ(s)K(s)α)υ

×M(s)τ−1 − δMM(s), s ∈ (t, T ),

M(t) = m0, m0 > 0.

ただし，t, T：時刻，K(s) > 0：資本ストック，
C(s)：消費，M(s) > 0：温室効果ガスの蓄積量，
µ(s)：環境政策，A(s), B(s) ∈ C([t, T ]; (0,∞))：
外生変数の関数，a, b,α, υ, δK , δM：正の定数，
τ：負の定数．

定理 2 α = −a(υ−1)+b
b

aυ+b
a , γ = a(υ−1)+b

a , τ =
a(υ−1)+b

aυ+b と仮定し，β := a(υ−1)+b
b とすると，

CT-DICEモデルの最適化問題におけるハミル
トニアン H は H(s,K,M, pK , pM ) = γ(1 −

τ)
1
τ A(s)

1
βB(s)

1
γKγ−1M τ−1p

1− 1
γ

K (−pM )1−
1
τ

+ γ
1−γ p

1− 1
γ

K − δKKpK − δMMpM となり，ハ
ミルトン系は以下の形で得られる．

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

K̇(s) = ∂pKH(s,K,M, pK , pM ),

Ṁ(s) = ∂pMH(s,K,M, pK , pM ),

˙pK(s) = −∂KH(s,K,M, pK , pM ),

˙pM (s) = −∂MH(s,K,M, pK , pM ),

K(t) = k0,

M(t) = m0,

pK(T ) = (1− γ)ϕK(T )−γ ,

pM (T ) = (1− τ)ψM(T )−τ .

(1)上記のハミルトン系を満たすK(s),M(s)は
以下の様になる．

K(s) =

{
e

δK
γ (s−t)k1−γ

0 + (1− γ)1+
1
γ f (0)

K (t)1−γ

×
∫ s

t
h(0)K (θ)e

δK
τ (s−θ)dθ

}1−τ f (0)
K (s)

f (0)
K (t)

,

M(s) =

{
e

τδM
γ (s−t)m1−τ

0 + (1− τ)
1
γ+1

×
∫ s

t
h(0)M (θ)e

τδM
γ (s−θ)dθ

}1−γ

.

ただし，

f (0)
K (s) :=

[
{ϕ(1− γ)}

1
γ +

τ

δK

]
e

δK
τ (T−s) − τ

δK
,

f (0)
M (s) := {−ψ(1− τ)}

1
τ e

δM
γ (T−s),

h(0)K (s) := A(s)
1
βB(s)

1
γ f (0)

K (s)γ−2f (0)
M (s)τ−1,

h(0)M (s) := A(s)
1
βB(s)

1
γ f (0)

K (s)γ−1f (0)
M (s)−1.

(2)G(K,M, pK .pM ) := {Kp
1
γ

k + τ
δK

}
1

δK
τ

× {M(−pM )
1
τ }

−γ
δM とすると，関数Gは上記の

系に関する第一積分である．
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3 確率過程を用いたCT-DICEモデルと
確率ハミルトン系

定義 3 (Ω,F , {Fs}s∈[0,T ],P) をフィルター付
き確率空間とし，{WK(s)}s∈[0,T ], {WM (s)}s∈[0,T ]

を {Fs}-適合で互いに独立なブラウン運動とす
る．確率過程を用いた CT-DICEモデル [3]の
最適化問題を以下の値を求める問題とする．

sup
C,µ∈C([t,T ])

E
[ ∫ T

t

1

1− γ
C(s)1−γds

+ ϕK1−γ(T ) + ψM τ−1(T )
∣∣∣Ft

]

subject to
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dK(s) = {A(s)e−aµ(s)K(s)αM(s)τ−1

−δKK(s)− C(s)}ds
+σKK(s)dWK(s), s ∈ (t, T ),

K(t) = k0, k0 > 0,

dM(s) = {B(s)e−bµ(s)(A(s)e−aµ(s)K(s)α)υ

×M(s)τ−1 − δMM(s)}ds
+σMM(s)dWM (s), s ∈ (t, T ),

M(t) = m0, m0 > 0.

ただし，σK ,σM は正の定数としその他の変数
は定義 1と同様である．
定理 4 定理2と同様の設定の下，確率過程を用
いた CT-DICEモデルの最適化問題における確
率ハミルトニアンHはH(s,K,M, pK , pM , qK ,

qM ) = −γ(1−τ)
1
τ A(s)

1
βB(s)

1
γKγ−1M τ−1p

1− 1
γ

K

(−pM )1−
1
τ + γ

1−γ p
1− 1

γ

K − δKKpK − δMMpM +

σKKqK +σMMqM となり，確率ハミルトン系
は以下の形で得られる．
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dK(s) = ∂pKH(s,K,M, pK , pM , qK , qM )ds

+∂qKH(s,K,M, pK , pM , qK , qM )dWK(s),

dM(s) = ∂pMH(s,K,M, pK , pM , qK , qM )ds

+∂qMH(s,K,M, pK , pM , qK , qM )dWK(s),

dpK(s) = −∂KH(s,K,M, pK , pM , qK , qM )ds

+qK(s)dWK(s),

dpM (s) = −∂MH(s,K,M, pK , pM , qK , qM )ds

+qM (s)dWM (s),

K(t) = k0,

M(t) = m0,

pK(T ) = (1− γ)ϕK(T )−γ ,

pM (T ) = (1− τ)ψM(T )−τ .

上記の確率ハミルトン系を満たす K(s),M(s)

は以下の様になる．

K(s) =

{
eπK(s,t)k1−γ

0 + (1− γ)1+
1
γ fK(t)1−γ

×
∫ s

t
hK(θ)eπK(s,θ)dθ

}1−τ fK(s)

fK(t)
,

M(s) =

{
eπM (s,t)m1−τ

0 + (1− τ)1+
1
τ

×
∫ s

t
hM (θ)eπM (s,θ)dθ

}1−γ

.

ただし，

λK := δKτ
−1 + (1 + γ)σ2K2−1,

λM := δmγ
−1 + (1 + τ)σ2m2−1,

ρK := δKτ
−1 + (1− γ)σ2K2−1,

ρM := τ
{
δMγ

−1 − (1− τ)σ2M2−1
}
,

fK(s) :=

[
{ϕ(1− γ)}

1
γ +

1

λK

]
eλK(T−s) − 1

λK
,

fM (s) := {ψ(1− τ)}
1
τ eλM (T−s),

hK(s) := A(s)
1
βB(s)

1
γ fK(s)γ−2fM (s)τ−1,

hM (s) := A(s)
1
βB(s)

1
γ fK(s)γ−1fM (s)−1,

πK(s1, s2) := (1− γ)σK{WK(s1)−WK(s2)}
+

[
ρK − 2−1{(1− γ)σK}2

]
(s1 − s2),

πM (s1, s2) := (1− τ)δM{WM (s1)−WM (s2)}
+

[
ρM − 2−1{(1− τ)δM}2

]
(s1 − s2).
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時間遅れ滑らか依存性：時間遅れがもたらす平滑化効果と反応の時間的順
序
西口 純矢 1

東北大学 材料科学高等研究所 (AIMR) 数学連携グループ
e-mail : junya.nishiguchi.b1@tohoku.ac.jp

1 イントロダクション
定数の離散的な遅れを持つ微分方程式は，さ

まざまなダイナミックな現象の数理モデルとし
て用いられている ([1])．しかし，多くの場合
に遅れの正確な値は未知である．したがって，
上のような 遅延微分方程式 を用いた数理モデ
ルの妥当性を考えるためには，「解が時間遅れパ
ラメータの関数としてどのように振る舞うか」
を調べることが重要である．これは時間遅れパ
ラメータ同定の問題として知られており，遅延
微分方程式の解を時間遅れパラメータに関して
微分することが必要となる ([2], [3])．
また，時間遅れパラメータの値がダイナミク

スに影響を与えることが示唆されている．骨髄
における成熟した血球細胞の濃度変化の数理モ
デルとして考えられているMackey–Glass方程
式 ([4])において，時間遅れパラメータの値を増
加させたときに複雑な解の振る舞いが見られる
ことが数値的に知られている．このような現象
は時間遅れパラメータに関する分岐として理解
されるべきであるが，そのためには解の C1 滑
らか依存性，より正確には時間遅れをパラメー
タとして持つ半流れの滑らかさが必要である．
上に述べた微分可能性の問題は，微分方程式

論の観点から基本的である．しかしながら，対
応する 遅れ型関数微分方程式 の滑らかさは初
期履歴の滑らかさと密接に関わっている．それ
ゆえに，解の時間遅れに関する C1 滑らか依
存性を得るために，どのような初期履歴の空間
（ここでは 履歴空間 とよぶ）を取ればよいか
は必ずしも明らかではない．
この講演の目的は，(i) 初期履歴と時間遅れ

に関する解の C1 滑らか依存性と (ii) 初期履歴
の正則性 (regularity) との関係性を，ある遅延
微分方程式のクラスを考察することで明らかに
することである．定式化については第 2 節を
参照されたい．
初期履歴と時間遅れに関する C1 滑らか依存

性の問題で現れるのが，Sobolev 型の履歴空
間 である ([5])．このクラスは正則性の意味で

連続関数と連続的微分可能関数の中間に位置す
る．定義や履歴空間の観点での基本的な性質は
第 3 節を参照されたい．Sobolev 型の履歴空間
はもともとは中立型遅延微分方程式に対して用
いられたものである ([6], [7])．ここで中立型と
は，未知関数の瞬間変化率が未知関数の導関数
の過去の値にも依存するようなクラスである．
Sobolev 型の履歴空間を採用した上で，初期

履歴と時間遅れに関する C1 滑らか依存性を得
るための本質的なツールとなるのが Lp におけ
る平行移動の微分可能性である．遅れ型関数微
分方程式としての滑らかさがなくてもこの C1

滑らか依存性を得ることができ，時間遅れがも
たらす平滑化効果 として理解できる．
最後に，時間依存の時間遅れへの拡張を考え

ることで，この初期履歴と時間遅れに関する C1

滑らか依存性の問題には 反応の時間的順序 と
いう構造が隠されていることを提示する．

2 定式化
第 1 節で述べた目的のために，遅延微分方

程式
ẋ(t) = f(x(t), x(t− r)) (1)

とその初期値問題
{
ẋ(t) = f(x(t), x(t− r)), t ≥ 0,

x(t) = φ(t), t ∈ [−R, 0]
(2)

を各 (φ, r) ∈ C([−R, 0],RN )× [0, R] に対して
考える．ここで，
• 定数 R > 0 は極大の時間遅れ，
• r ∈ [0, R] はパラメータ，
• N ≥ 1 は整数，
• f : RN × RN → RN は関数
である．C([−R, 0],RN )で [−R, 0]から RN へ
の連続関数のなす空間で，上限ノルム

∥φ∥C[−R,0] := sup
θ∈[−R,0]

|φ(θ)|

に関する Banach 空間とする (| · | は RN のノ
ルム)．f の Lipschitz連続性の下で，初期値問
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題 (2) は一意的な極大解

x(·;φ, r) : [−R, Tφ,r) → RN

を持つ (0 < Tφ,r ≤ ∞)．すると，初期履歴と
時間遅れに関する C1 滑らか依存性とは，関数

(φ, r) )→ x(·;φ, r)

の適切な意味での連続微分可能性である．

3 Sobolev 型の履歴空間
定義 1. a < b を a+R < b を満たす実数とし，
x : [a, b] → RN を関数とする．各 t ∈ [a+R, b]

に対して，関数 Rtx : [−R, 0] → RN を

Rtx(θ) = x(t+ θ) (θ ∈ [−R, 0])

で定め，時刻 t における x の 履歴 と呼ぶ．
定義 2. φ : [−R, 0] → RN に対して，φ̄ を

φ̄(t) =

{
φ(t) (t ∈ [−R, 0]),

φ(0) (t ∈ [0,+∞))

で定め，φ の static prolongation と呼ぶ．
定義 3. 1 ≤ p < ∞ とし，a < b を実数とす
る．絶対連続関数 x : [a, b] → RN，すなわち
x ∈ AC([a, b],RN ) に対して，

∥x∥W1,p[a,b] :=
(
|x(a)|p + ∥x′∥pLp[a,b]

) 1
p

と置く．ここで，x′ はほとんど至る所で定義
された x の導関数である．W1,p([a, b],RN ) を，
ノルム ∥ · ∥W1,p[a,b] を備えたノルム空間
{
x ∈ AC([a, b],RN ) : x′ ∈ Lp([a, b],RN )

}

とする．とくにW1,p([−R, 0],RN )を Sobolev

型の履歴空間 と呼ぶ．
補題 4. 1 ≤ p < ∞, T > 0 とする．このとき，

[0, T ]×W1,p([−R, T ],RN )

∋ (t, x) )→ Rtx ∈ W1,p([−R, 0],RN )

は連続である．
補題 5. 1 ≤ p < ∞, T > 0 とする．このとき，

W1,p([−R, 0],RN ) ∋ φ )→
φ̄|[−R,T ] ∈ W1,p([−R, T ],RN )

は連続である．

4 主結果
定理 6. 1 ≤ p < ∞ とする．f が C1 級であ
るならば，

Φ(t,φ, r) = (Rtx(·;φ, r), r)

で定義される W1,p([−R, 0],RN ) × [0, R] にお
ける極大半流れは C1 滑らかである．
注 7. 上の Φ は拡張されたシステム

{
ẋ(t) = f(x(t), x(t− r(t))),

ṙ(t) = 0

が生成する極大半流れである．このようなシス
テムは，分岐の問題において現れる ([8])．

5 ディスカッション
上の結果を時間依存の時間遅れ r = r(t)に拡

張するためには，Lp における平行移動の微分
可能性において「平行移動が変数の場合」を許
す必要がある．このとき，関数 t )→ t− r(t) の
狭義単調性が必要となる（反応の時間的順序）．
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1 Introduction

Spontaneous rhythmic oscillations and syn-

chronization arise in various science and tech-

nology fields. Various nonlinear dissipative

systems exhibiting rhythmic dynamics can be

modeled as limit-cycle oscillators. A standard

theoretical framework for analyzing limit-cycle

oscillators in classical dissipative systems is

the phase reduction theory [1]. By using this

framework, we can systematically reduce multi

dimensional nonlinear dynamical equations de-

scribing weakly perturbed limit-cycle oscilla-

tors to a one dimensional phase equation that

approximately describes the oscillator dynam-

ics.

Recently, theoretical studies have been per-

formed on the synchronization of nonlinear os-

cillators which explicitly show quantum signa-

tures [2]. In this study, we formulate a general

framework of the phase reduction theory for

quantum synchronization under the semiclas-

sical approximation. We derive an approx-

imate one-dimensional classical SDE for the

phase variable of the system from a general

master equation that describes weakly per-

turbed quantum dissipative systems exhibit-

ing stable nonlinear oscillations. The quantum-

mechanical density matrix and power spec-

trum of the original system can be approxi-

mately reconstructed from the reduced phase

equation.

2 Derivation of the phase equation

We consider quantum dissipative systems

interacting with linear and nonlinear reser-

voirs, which has a stable limit-cycle solution in

the classical limit and is driven by weak per-

turbations. The evolution of the system under

a Markovian approximation can be described

by a quantum master equation

ρ̇ = −i[H + ϵH̃(t), ρ] +
n∑

m=1

D[Lm]ρ, (1)

where ρ is a density matrix representing the

system state,H is a system Hamiltonian, ϵH̃(t)

is a time-dependent Hamiltonian represent-

ing weak external perturbations applied to the

system (0 < ϵ ≪ 1), n is the number of reser-

voirs, Lm is the coupling operator between the

system and the mth reservoir (m = 1, . . . , n),

and D[L]ρ = LρL†−(ρL†L−L†Lρ)/2 denotes

the Lindblad form. Using the P representa-

tion [3] given by ρ =
∫
P (α)|α⟩⟨α|dα with

α ∈ C2×1, the Fokker-Planck equation (FPE)

equivalent to Eq. (1) can be written as

∂P (α, t)

∂t
=

[
−

2∑

j=1

∂j{Aj(α) + ϵÃj(α, t)}

+
1

2

2∑

j=1

2∑

k=1

∂j∂k{ϵDjk(α)}
]
P (α, t),

(2)

where Aj(α) ∈ C2×1 and Ãj(α, t) ∈ C2×1

are the jth components of complex vectors

representing the system dynamics and per-

turbations, respectively, and ϵDjk(α) is the

(j, k)-th component of the symmetric diffu-

sion matrix ϵD(α) ∈ C2×2 representing quan-

tum fluctuations. By introducing an appro-

priate complex matrix
√
ϵβ(α) ∈ C2×2 the

diffusion matrix ϵD(α) can be represented as

ϵD(α) =
√
ϵβ(α)(

√
ϵβ(α))T and the Ito SDE

corresponding to Eq. (2) for the phase-space

variable α(t) is given by

dα = {A(α) + ϵÃ(α, t)}dt+
√
ϵβ(α)dW ,

(3)

where W (t) = (W1(t),W2(t))T ∈ R2×1 rep-

resents a vector of independent Wiener pro-

cessesWi(t) (i = 1, . . . , 2) satisfying ⟨dWidWj⟩ =
δijdt.
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To derive an approximate one-dimensional

SDE for the phase variable of the system, we

define X = (x, p)T = (Re α, Im α)T ∈ R2×1

from the complex vector α. The real-valued

expression of Eq. (3) for X(t) is then given by

an Ito SDE,

dX = {F (X) + ϵq(X, t)}dt+
√
ϵG(X)dW ,

(4)

where F (X) ∈ R2×1, q(X, t) ∈ R2×1, and

G(X) ∈ R2×2 are real-valued equivalent rep-

resentations of A(α) ∈ C2×1, Ã(α, t) ∈ C2×1,

and β(α) ∈ C2×2 in Eq. (3), respectively.

We assume that the system in the classi-

cal limit without perturbation and quantum

noise, Ẋ = F (X), has an exponentially stable

limit-cycle solution X0(t) = (x0(t), p0(t))T =

X0(t + T ) with a natural period T and fre-

quency ω = 2π/T . In the same way as the

phase reduction for classical limit cycles [1],

we can introduce an asymptotic phase func-

tion Φ(X) : B ⊂ R2 → [0, 2π) such that

∇Φ(X) · F (X) = ω is satisfied for all sys-

tem states X in the basin B of the limit cycle

in the classical limit, where ∇Φ(X) ∈ R2×1

is the gradient of Φ(X). When the noise and

perturbations are sufficiently weak, a SDE for

the phase in the lowest order approximation

is obtained by using the Ito formula as

dφ = (ω + ϵZ(φ) · q(φ, t)
+ ϵg(φ))dt+

√
ϵ(G(φ)TZ(φ)) · dW , (5)

where, Z(φ) = ∇Φ|X=X0(φ) and g(φ) =
1
2Tr

{
G(φ)T∇T∇Φ|X=X0(φ)G(φ)

}
. All these

functions can be calculated numerically. From

the reduced phase equation, using the phase

distribution P (φ), we can approximately re-

construct the quantum state as follows.

ρ ≈
∫ 2π

0
dφP (φ) |α0(φ)⟩ ⟨α0(φ)| . (6)

Though, it is not shown in this proceeding pa-

per, the power spectrum of the original quan-

tum system in the steady state can be also

reconstructed from the obtained phase equa-

tion.

3 Results

Figure 1(a)-(d) show the steady-state Wigner

distributions of an quantum van der Pol sys-

tem [2] under the weak harmonic driving or

the squeezing, where only the harmonic driv-

ing is given as the perturbation in Fig. 1(a)

and (b), while only the squeezing is given as

the perturbation in Fig. 1(c) and (d). It can

be seen that the true density matrix Fig. 1(b,d)

is accurately approximated by the density ma-

trix Fig. 1(a,c) reconstructed from the phase

equation in both cases.
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ਤ 1. Results for the quantum van der Pol oscillator
under harmonic driving (a, b) and under weak squeez-
ing (c,d). (a,c): Wigner distributions reconstructed
from the reduced phase equation, and (b,d): Wigner
distributions obtained by direct numerical simulation
of the original master equation.

4 Conclusion

We have developed a general framework of

the phase reduction theory for quantum limit-

cycle oscillators under the semiclassical ap-

proximation and confirmed its validity by ana-

lyzing synchronization dynamics of the quan-

tum vdP system.
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1 Introduction

We consider coupled nonilnear Schrödinger

equations (CNLS) of the form

i∂tu+ ∂2
xu+ ∂1F (|u|2, |v|2;µ)u = 0,

i∂tv + ∂2
xv + ∂2F (|u|2, |v|2;µ)v = 0,

(1)

where (u, v) = (u(t, x), v(t, x)) are C-valued
unknown functions of (t, x) ∈ R × R, µ is a

real parameter, F : R × R × R → R is a C3

function satisfying

F (0, 0;µ) = ∂1F (0, 0;µ) = ∂2F (0, 0;µ) = 0

for any µ ∈ R, and ∂jF represents the deriva-

tive of F with respect to the j-th argument

for j = 1, 2.

We are interested in solitary waves

(u(t, x), v(t, x)) = (eiωtU(x), eistV (x))

in (1) with real constants ω, s > 0 such that

the R-valued functions U(x) and V (x) satisfy

lim
x→±∞

U(x), lim
x→±∞

V (x) = 0. (2)

So (U(x), V (x)) is a homoclinic solution to

− U ′′ + ωU − ∂1F (U2, V 2;µ)U = 0,

− V ′′ + sV − ∂2F (U2, V 2;µ)V = 0
(3)

satisfying (2). We make the following assump-

tions.

(A1) ∂µF (ζ, 0;µ) = 0 for any ζ, µ ∈ R.
(A2) When V = 0, the first equation of (3),

−U ′′ + ωU − ∂1F (U2, 0;µ)U = 0,

has a homoclinic solution U0(x) with

limx→±∞ U0(x) = 0.

(A3) At µ = 0, the normal variational equa-

tion of (3) around (U0(x), 0),

−V ′′
1 + sV1 − ∂2F (U2

0 , 0; 0)V1 = 0,

has a bounded solution V1(x) satisfy-

ing limx→±∞ V1(x) = 0.

By (A1) and (A2), (1) has a solitary wave

of the form

(u(t, x), v(t, x)) = (eiωtU0(x), 0), (4)

which does not depend on µ. Using a result

of [1], we show under (A1)–(A3) and some

nondegenerate conditions that pitchfork bifur-

cations of (4) occur. Two solitary waves born

at the pitchfork bifurcation are expressed as

u(t, x) = eiωt(U0(x) +O(ε2)),

v(t, x) = ±eist(εV1(x) +O(ε3)).
(5)

We only treat the solution with + sign in (5)

without loss of generality by replacing v with

−v if necessary.

In this talk, we give linear and orbital sta-

bility results for solitary waves (4) and (5) un-

der some nondegenerate conditions which are

easier to verify, compared with [2].

2 Main Result

Let JLε be the linearized operator of (1)

around the solution (5), where J is a bounded

skew-adjoint operator in L2(R) and Lε is a

self-adjoint operator from H2(R) to L2(R).
An eigenvalue λ ∈ iR \ {0} of JLε is said to

have a positive (resp. negative) Krein signa-

ture if Lε is positive (resp. negative) definite

on the generalized eigenspace gKer(JLε−λ).

Let (pj(x,λ), qj(x,λ)), j = 1, 2, be a solu-

tion to the linearized problem for the single

NLS with the nonlinear term ∂1F (|u|2, 0;µ)u
around the solitary wave eiωtU0(x),

− p′′ + ωp− ∂2
1F (U0(x)

2, 0;µ)U0(x)
2(p+ q)

− ∂1F (U0(x)
2, 0;µ)p = iλp,

− q′′ + ωq − ∂2
1F (U0(x)

2, 0;µ)U0(x)
2(p+ q)

− ∂1F (U0(x)
2, 0;µ)q = −iλq,
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such that

lim
x→−∞

e−
√
ω−iλx

(
p1(x,λ)

q1(x,λ)

)
=

(
1

0

)
,

lim
x→−∞

e−
√
ω+iλx

(
p2(x,λ)

q2(x,λ)

)
=

(
0

1

)

and

(p1p
′
2 + q1q

′
2 + p′1p2 + q′1q2)(0,λ) = 0. (6)

Let p3(x,λ) be a solution to

−p′′ + sp− ∂2F (U0(x)
2, 0; 0)p = −iλp (7)

such that

lim
x→−∞

e−
√
s+iλxp3(x,λ) → 1.

pj(x,λ), j = 1, 2, 3, are called the Jost so-

lutions and are uniquely determined. Note

that all eigenvalues of the eigenvalue problem

for (7) are purely imaginary and they are also

eigenvalues of JL0. Moreover, the number of

eigenvalues of (7) having negative Krein sig-

nature coincides with the number of zeros of

V1(x). We now state our main theorem.

Theorem 1. Suppose that (A1)-(A3) hold.

Then the following hold.

(i) If ∂ω∥U0∥2L2 < 0, then solitary waves

(4) and (5) are both linearly and or-

bitally unstable.

(ii) If ∂ω∥U0∥2L2 > 0, then (4) is linearly

stable. In addition, if all eigenvalues of

−∂2
x+s−∂2F (U0(x), 0;µ) are positive,

then (4) is orbitally stable.

(iii) If ∂ω∥U0∥2L2 > 0 and V1(x) is positive,

then (5) is both linearly and orbitally

stable.

(iv) Let λ ∈ σess(JL0) be an eigenvalue

of (7) and assume that it is a simple

eigenvalue of JL0. Then the following

hold for 0 < ε ≪ 1.

(a) If λ has a positive Krein signature

and

p1(0,λ)p
′
1(0,λ) + q1(0,λ)q

′
1(0,λ) ̸= 0,

∫ ∞

−∞
∂1∂2F (U0(x)

2, 0; 0)U0(x)V1(x)

(
p2(x,λ) + q2(x,λ)

)
p3(x,λ) dx ̸= 0,

then JLε has no eigenvalues near λ.

(b) If Imλ < −ω (or especially λ has a

negative Krein signature) and

p2(0,λ)p
′
2(0,λ) + q2(0,λ)q

′
2(0,λ) ̸= 0,

∫ ∞

−∞
∂1∂2F (U0(x)

2, 0; 0)U0(x)V1(x)

(
p1(x,λ) + q1(x,λ)

)
p3(x,λ) dx ̸= 0,

then JLε has a pair of eigenvalues of

positive and negative real part near λ.

In particular, if the assumption of (b) hold for

some λ ∈ σess(JL0) along with one of (iv),

then the solitary wave (5) is linearly unstable.

Parts (i)–(iii) of Theorem 1 follow from a

general theory of Grillakis et al. [3]. To prove

(iv), we use the Evans function technique [4].

A key step in the proof is a particular choice

(6) of the Jost solutions. Theorem 1 can be

extended to the case in which JL0 has reso-

nance poles. In the talk, we also illustrate the

above theory for the cubic nonlinearity case

F (ζ1, ζ2;µ) = ζ21 + µζ1ζ2 +
β2
2
ζ22

and give some numerical computations.
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1 Introduction

We study bifurcations and stability for one-

parameter families of symmetric periodic or-

bits in reversible systems. In a previous work

[1], bifurcations from one-parameter families

of symmetric periodic orbits were theoretically

investigated. Moreover, the theory was ap-

plied to a generalization of the Hénon-Heiles

system [2] and it was shown that there exist

infinitely many families of symmetric periodic

orbits bifurcating from a family of symmetric

periodic orbits. In this talk, our main interest

lies in the stability of these symmetric peri-

odic orbits and some criteria for determining

their stability are obtained, but further results

on bifurcations required for the purpose are

also given. Especially, it is shown that except

in special cases the original periodic orbits do

not change their stability when these bifur-

cations occur. We apply our theory to the

generalized Hénon-Heiles system. See [3] for

more details.

2 Setup

We consider four-dimensional systems of the

form

ẋ = f(x), x ∈ R4, (1)

where f : R4 → R4 is Cr (r ≥ 3). We make

the following assumptions.

(A1) The system (1) is reversible, i.e., there

exists a (linear) involution R : R4 →
R4 such that

f(Rx) +Rf(x) = 0 (2)

for all x ∈ R4. Moreover, dimFix(R) =

2, where

Fix(R) = {x ∈ R4 |Rx = x}.

(A2) There exists a one-parameter family

of symmetric periodic orbits, xα(t),

α ∈ A , with period Tα > 0, in (1),

where A ( ̸= ∅) is an open interval of

R and Tα is bounded. Moreover, the

following conditions hold:

(i) xα(t) is Cr with respect to α as

well as t;

(ii) the two vectors

∂xα

∂t
(t)

(
= f(xα(t))

)
,
∂xα

∂α
(t)

are linearly independent for t ∈
[0, Tα] and α ∈ A .

Let x = (ξ, η) ∈ R2 × R2 and write

f(ξ, η) = (fξ(ξ, η), fη(ξ, η))

with fξ, fη : R2 × R2 → R2. We also assume

the following.

(A3) The two-dimensional ξ-plane is invari-

ant under the flow generated by (1),

i.e.,

fη(ξ, 0) = 0 for all ξ ∈ R2, (3)

and the family of periodic orbits is

given by xα(t) = (ξα(t), 0), α ∈ A ,

i.e., it lies on the ξ-plane.

We can discuss more general cases in a similar

manner. See [3].

3 Main Results

We easily see that there exist ζ, ζ̂ ∈ R2 such

that (ξ, η) = (0, ζ) ∈ Fix(−R) and (0, ζ̂) ∈
Fix(R). Let Φα

η (t) be the fundamental ma-

trix of the normal variational equation (NVE)

along x = (ξα(t), 0),

v̇ = Dηfη(ξ
α(t), 0)v, (4)

with Φα
η (0) = id2. Define the n-th order Mel-

nikov function as

Mn(α) = ζ · µn
α ζ̂. (5)
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for n ∈ N, where µα = Φα
η (Tα) is the mon-

odromy matrix of (4). Let

Ξ̃2(T,α) =
1
2ζ · Φ

α
η (T )

∫ T

0
Φα
η (t)

−1

D2
ηfη(ξ

α(t), 0)
(
Φα
η (t)ζ̂,Φ

α
η (t)ζ̂

)
dt.

Theorem 1. Suppose that Mn(α) has a sim-

ple zero at α = α0, where n is the smallest

of such positive integers. Then µn
αζ̂ = ζ̂ or

µ2n
α ζ̂ = ζ̂ only at α = α0 in its neighborhood.

Moreover, if µn
αζ̂ = ζ̂ (resp. µ2n

α ζ̂ = ζ̂), then

two branches (resp. one branch) of symmet-

ric periodic orbits appear (resp. appears) at

α = α0 and the period of the periodic orbits

tend to nTα0 (respectively to 2nTα0) as they

approach to (ξ, η) = (ξα0(t), 0). In addition,

we have

α = α0 +∆α(α0)ε+ O(ε2),

T = nTα0 +∆T (α0)ε+ O(ε2)

with

∆α(α0) =
Ξ̃2(nTα0 ,α0)

dMn(α0)/dα
,

∆T (α0) = n
dTα0

dα

Ξ̃2(nTα0 ,α0)

dMn(α0)/dα

on the new branches of symmetric periodic or-

bits, which are written as xε(t) = xα(t)+O(ε),

where T represents their period (resp. the half

of their period). If Mn(α) has no zero at

α = α0 for any n ∈ N, then such a family

of symmetric periodic orbits does not exist.

Theorem 2. Suppose that the hypotheses of

Theorem 1 hold for n > 1. Then the symmet-

ric periodic orbit xα(t) is linearly stable near

α = α0.

We show that a symmetric periodic orbit

xε(t) on the new branches with xε(0) ∈ Fix(R)

near xα(t) is written as

xε(t) = xα(t) + εΦα(t)ẑ(α) + O(ε2)

with xε(0) = (ξα(0), εζ̂), where 0 < ε ≪ 1.

The VE of (1) around xε(t) is given by

ẇ = Df(xε(t))w, (6)

the right hand side of which is T (ε)- or 2T (ε)-

periodic in t, depending on whether Φα(t)ẑ(α)

is nTα- or 2nTα-periodic. Let

A(α)w =

∫ pnTα

0
Φα(t)−1

D2f(xα(t))(Φα(t)ẑ(α),Φα(t)w)dt

for w ∈ R4. The monodromy matrixΨε(pT (ε))

of (6) is approximated up to O(ε) by

Ψ̄ε(pT (ε))

= Φα0(pnTα0) + ε

(
∆α(α0)

∂Φα0

∂α
(pnTα0)

+ p∆T (α0)
dTα0

dα
Φ̇α0(pnTα0)

+ Φα0(pnTα0)A(α0)

)
. (7)

Theorem 3. Suppose that the hypotheses of

Theorem 1 hold and the approximate mon-

odromy matrix Ψ̄ε(pT (ε)) given by (7) has an

eigenvalue 1 of multiplicity two up to O(ε).

Then for |ε| sufficiently small it has the same

stability type as the full monodromy matrix

Ψε(pT (ε)).

In the talk, we also illustrate the above the-

ory for the generalized Hénon-Heiles system

ξ̇1 =ξ2, ξ̇2 = −ξ1 − c0ξ
2
1 − c1η

2
1 − c2η

3
1,

η̇1 =η2, η̇2 = −ω2η1 − d1 ξ1η1 − d2 ξ1η
2
1,

(8)

where c0, c1, c2, d1 and d2 are constants.
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1 概要
量子ビットにおいて 0と 1が特定の確率で測

定される状態を重ね合わせ状態といい, 中でも
0と 1が等確率で測定される重ね合わせ状態を
作ることは量子コンピュータの基本動作である.

内蔵された全ての量子ビットをこの等確率な重
ね合わせ状態にして測定を行う場合, 量子コン
ピュータは物理乱数生成器に等しい [1, 2].

物理乱数生成器では出力を検定にかけること
で, ハードウェアが正常に働いていることを確
認できる. 同様にして, 量子コンピュータ内の
量子ビットにおける重ね合わせ状態を出力から
分析できるはずである. 特にクラウド型量子
コンピュータをはじめとした遠隔型の量子コン
ピュータにおいて, ユーザがハードウェアに直
接アクセスすることは難しい. したがって, 出
力から重ね合わせ状態を分析する手法はユーザ
にとって有益である.

本研究では, IBM のクラウド型量子コンピ
ュータに内蔵された量子ビットを全て 0と 1の
等確率な重ね合わせ状態にし, 測定を行うとい
うプロセスを繰り返した. 出力にNISTの乱数
検定 [3]を適用した結果, 多くの量子ビットに
おいて重ね合わせが等確率に用意できていない
ことや, 重ね合わせが安定しない量子ビットが
存在することが明らかとなった.

2 物理乱数生成
IBMの２０量子ビットのクラウド型量子コ

ンピュータ（IBM 20Q Poughkeepsie）のすべ
ての量子ビットを等確率な重ね合わせ状態に用
意し, 測定を行うプログラムを使用した. 一回
のプログラム実行で, 各量子ビットにつき 8192

ビットのビット列が得られる. これを繰り返し
行い, それぞれの量子ビットに対して 579サン
プルを得た.

3 出力の分析
出力の分析において注目したのは次の 3点で

ある.

• 各量子ビットの等確率性.

• 等確率性の時系列変化.

• 各量子ビットの無規則性.

まず, 各量子ビットの出力を時系列順につなぎ
合わせ, 1の割合を調べた.

図 1. 各量子ビットの出力に含まれる 1の割合.

図 1の赤線は有意水準 α = 0.01のもとでの
採択域 [0.4994, 0.5006]を示している. この領
域に 1の割合が含まれていた量子ビットは１つ
もない. ここで生じる疑問は, 量子ビットの出
力が一貫して偏っていたのか, それとも特定の
期間のサンプルが偏っていたために全体が偏っ
てしまったのかという点である.

サンプルごとの等確率性の変化を調べるため
に, 続いて最小エントロピーの変化を可視化し
た. 図 2から,量子ビットによって 1の割合が安
定しているものとそうでないものがあることが
わかる. 例えば, 量子ビット 0の最小エントロ
ピーは比較的安定しているのに対し, 量子ビッ
ト 17には最小エントロピーが急激に低下した
期間があることがわかる.

図 2. 各量子ビットの出力における最小エントロピーの
変化.
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無規則性を調べる目的で,各量子ビットの579

サンプルに対してNISTの乱数検定の一部を適
用した. 検定に通過したサンプルの割合の一部
を表 1に示す. 8つの試験と試験番号は以下の
対応関係にある.

1) Frequency.

2) Frequency block (M = 128).

3) Runs.

4) Longest run of ones (M = 128, N = 49).

5) DFT.

6) Approximate entropy (m = 3).

7) Cumulative sums (forward).

8) Cumulative sums (backward).

表 1. 量子ビット 0, 12, 17における各試験を通過したサ
ンプルの割合. サンプル数 579における NISTの通過条
件は > 0.977595.

Test #
Qubits

0 12 17

1 0.9344 0.9534 0.7945

2 0.9862 0.9914 0.9016

3 0.9240 0.9465 0.7841

4 0.9914 0.9965 0.9551

5 0.9827 0.9931 0.9758

6 0.9793 0.9810 0.8428

7 0.9430 0.9637 0.7962

8 0.9413 0.9482 0.7910

表1では量子ビット0, 12, 17の結果を示した.

IBM 20Q Poughkeepsieのいずれの量子ビット
も, 8つの検定全てに通過することはなかった.

しかし, 中でも量子ビットの 0と 12は通過する
サンプルの割合がいずれも 90 %を超えており,

重ね合わせ状態が所望の等価な状態に比較的近
いといえる. 一方, 量子ビット 17は最小エント
ロピーの推移で不安定な挙動を見せたことが検
定の結果にも顕れている.

4 まとめ
出力サンプルをつなげて考慮すると, NISTの

基準を満たすような等確率性を持った量子ビッ
トはなかった. しかし, 最小エントロピーの時
系列変化から,一貫して偏った量子ビットと,偏
りの度合いが変動する量子ビットとが存在する
とわかった. クラウド型量子コンピュータを長
期間に渡って使用するコンテクストでは, 量子
ビットが安定して重ね合わせ状態を実現できる
ことが求められる. このとき, 重ね合わせの偏

りの変動は重要な情報である. 出力にNISTの
検定を適用することで, 定量的に量子ビットの
重ね合わせ状態を評価し, 量子ビット 0と 12が
比較的安定して精度の高い重ね合わせ状態を実
現できていることが明らかとなった.

クラウド型量子コンピュータをはじめとした
遠隔型量子コンピュータでは, ユーザがハード
ウェアの情報を直接得ることが難しい. そのよ
うな状況下で量子ビットの重ね合わせ状態の精
度および安定性を判断する１つの方法として,

乱数検定の枠組みは有効な選択肢の１つである.

謝辞 本研究の一部は JSPS科研費 17K05082,

19H05156 の助成を受けたものである。
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पظಈධՁͷͨΊͷಈγ
ϛϡϨʔγϣϯͰɼਂ෦ઙ෦౷߹൫Ϟσϧ
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൫Ϟσϧɼෆܗͳߏੑͷෆ࣭ۉ
ੑͷΑ͏ͳෳࡶͳ൫ಛੑΛө͓ͯ͠Γɼ͠
͠ෆ҆ఆΛҾ͖͍ͯ͠ىΔɽ͜ͷΑ͏
ͳෆ҆ఆΛ؇͢ΔͨΊʹ൫ͷߏΛඍ
ௐ͢ΔͳͲͷΞυϗοΫͳલॲཧʹଟେͳ࿑
ྗ͕අ͞Ε͖ͯͨɽ͜ͷͨΊɼෆ҆ఆΛऔ
Γআ͘Α͏ͳಈγϛϡϨʔγϣϯͷ
ฏԽεΩʔϜͷ։ൃ͕ٻΊΒΕ͍ͯΔɽ
Imai et al.[1]ͰɼಈγϛϡϨʔ

γϣϯͷͨΊͷฏԽεΩʔϜΛ։ൃ͢ΔͨΊ
ʹɼ֦ޮࢄՌΛ͏मਖ਼ಈํఔ͕ࣜಋग़͞Ε
ͨɽͦ͜Ͱɼमਖ਼ಈํఔࣜͷॳظͷ
ղ͕௨ৗͷಈํఔࣜͷղͱ֩ͱͷΈࠐΈ
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ͷεΩʔϜ͕ಈγϛϡϨʔγϣϯʹ
ରͯ͠ฏԽͷޮՌΛ༩͑Δ͜ͱࣔ͞Εͨɽ
ಈγϛϡϨʔγϣϯͷͰ͜ͷ
ेདྷɼࠩ๏͕༻͍ΒΕ͖͕ͯͨɼෳࡶͳ
൫ͷߏෆܗͳද໘ܗঢ়ͷϞσϦϯ
άͰ༗ݶཁૉ๏ͷํ͕ద͍ͯ͠Δͱ͑ߟΒΕ
Δ͜ͱ͋Γɼۙ࠷ʹͳͬͯ༗ݶཁૉ๏͕ಋೖ
͞ΕΔΑ͏ʹͳ͖͍ͬͯͯΔɽ
ຊڀݚͰɼ֦ޮࢄՌΛ͏मਖ਼ಈํఔࣜ

ͷࠞ߹ܕ༗ݶཁૉ๏Λߏஙͯ͠ɼಈ
γϛϡϨʔγϣϯʹԠ༻͢Δ͢Δํ๏ΛఏҊ
͢Δɽ

2 मਖ਼ಈํఔࣜͷࠞ߹ܕ༗ݶཁૉ๏

2.1 ֶత४උ

ՌΛ͏मਖ਼ಈํఔࣜͱҎԼͷΑޮࢄ֦
͏ͳภඍํఔࣜͰ͋Δ [1]ɽ

(
∂

∂t
− b∆

)2

u(t, x) = a2∆u(t, x). (1)

ࣜ (1)ۭؒมʹ͍ͭͯͷ࢛֊ඍͷ߲b2∆2u

ΛؚΜͰ͓Γɼ௨ৗͷऑఆࣜԽͰղʹ͍ͭͯ

Ε͞ٻཁ͕͔͞ͷʢྫ͑H2ఔͷʣ࣍ߴ
Δɽ༗ݶཁૉ๏ʹ͓͍ͯɼྖࢉܭҬશମͰ
͔ͳʢྫ͑C1ڃͷʣܗঢ়͕ؔඞཁͱͳΔ
ͨΊɼܗঢ়ؔઅະมͷઃఆͳͲͷ࣮
͕ෳࡶʹͳΔͱ͍͏͕͑ߟΒΕΔɽͦ
͜Ͱɼຊ࣭తͳະม u(t, x)͚ͩͰͳ͘ɼத
ؒม v(t, x) = ∂u

∂t (t, x)− b∆u(t, x) ະม
ͱͯ͠ಋೖ͢Δ͜ͱʹΑͬͯɼमਖ਼ಈํఔ
ࣜΛҎԼͷΑ͏ͳඇ੪࣍ͷ֦ํࢄఔࣜͷ࿈ཱํ
ఔࣜʹؼணͤ͞Δɽ

∂u

∂t
− b∆u = v. (2)

∂v

∂t
− b∆v = a2∆u.

ࣜ (2)ɼೋͷԠ֦ํࢄఔࣜ͠ࣅྨʹܥ
͍ͯΔ [2]ɽࠞ߹ܕ༗ݶཁૉ๏ͷߏஙʹઌཱͬ
ͯɼ֦ޮࢄՌΛ͏मਖ਼ಈํఔࣜʹ͍ͭͯ
ͷֶతͳੑ࣭ʹ͍͓ͭͯͯ͘͠ٴݴɽઌͣ࢝
Ίʹॳظڥքʹ͍ͭͯड़ΔɽྖҬ
Ω͕༗քͳ߹ɼϥϓϥγΞϯ ∆ͷݻ༗ؔ
{en(x)} ⊂ H1

0 (Ω)͔ΒͳΔ L2(Ω) ͷਖ਼نަ
ՌΛ͏मޮࢄఈΛ༻͍Δ͜ͱʹΑͬͯɼ֦ج
ਖ਼ಈํఔࣜͷॳظڥքͷղΛߏ͢
Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽͭ·Γɼݻ༗ؔల։ͷల։
Λຬͨ͢͜ͱ͕ΘܥҎԼͷৗඍํఔࣜ
͔Δɽ

d2un
dt2

+ 2bλn
dun
dt

+ (b2λ2n + a2λn)un = 0.

(3)

ࣜ (3)ͷղ un(t) = exp(−bλnt) sin(a
√
λnt+

θn)ͷܗʹද͞ΕΔ͜ͱ͔Βɼमਖ਼ಈํఔࣜ
ͷղํఔࣜͷղͷੑ࣭ͱಈํఔࣜͷղͷ
ੑ࣭ͷ྆ํΛ͍ͯͬ࣋Δ͜ͱ͕ࣔࠦ͞ΕΔɽ࣍
ʹɼमਖ਼ಈํఔࣜͱQͱͷؔʹ͍ͭͯड़
Δɽࣜ (3)ͱ௨ৗͷʢݮਰ߲͖ͷʣ୯ৼಈ
ͷৗඍํఔࣜΛൺֱ͢Εɼमਖ਼ಈํఔࣜ
֤Ϟʔυͷपʹൺྫͨ͠ QΛಋೖ
ͨ͜͠ͱʹ૬͍ͯ͠Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽߋʹɼ
मਖ਼ಈํఔࣜͷղͷϞʔυʹدΒ
ͣʹҰఆͰ͋Δ͜ͱΘ͔Δɽ
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2.2 ༗ݶཁૉεΩʔϜ

ࣜ (2)ͷ྆ลʹؔݧࢼϕ,ψΛͦΕͧΕ͡
ͯऑఆࣜԽΛಋग़͢ΔͱҎԼͷ௨ΓͱͳΔɽ

M

(
∂u

∂t
,ϕ

)
+B (u,ϕ)−M (v,ϕ) = f1. (4)

M

(
∂v

∂t
,ψ

)
+A (u,ψ) +B (v,ψ) = f2.

͜͜ͰɼA(f, g) = a2
∫
Ω(∇f)·(∇g)dVɼB(f, g) =

b
∫
Ω(∇f) · (∇g)dVɼM(f, g) =

∫
Ω fgdV ͱ͠ɼ

f1, f2 ڥք্ͷੵͷ߲ͱͨ͠ɽࣜ (4)ΛΨ
ϥʔΩϯ๏ͰۭؒํʹࢄԽ͢Δ͜ͱͰҎԼ
ͷΑ͏ͳࣜࢄΛಘΔɽ

M
du

dt
+Bu = Mv + f1. (5)

M
dv

dt
+Bv = −Au+ f2.

͜͜Ͱɼܗঢ়ؔΛ Np(x) ∈ H1
0 (Ω) ͱ͢Δ

ͱ͖ɼͦΕͧΕͷྻߦΛM = (
∫
ΩNpN qdV )ɼ

D = (
∫
Ω(∇Np) · (∇N q)dV )ɼA = a2DɼB =

bDͱஔ͍ͨɽൃؒ࣌లʹ͍ͭͯҎԼͷΑ͏
ͳӄతੵؒ࣌ΛఏҊ͢Δɽ

M
un+1 − un

∆t
+Bun = Mvn+1 + f1. (6)

M
vn+1 − vn

∆t
+Bvn = −Aun + f2.

༗ΛͦΕͧΕmkͱݻMͱDͷྻߦ dkͱ͢
Δͱ͖ɼࣜ εΩʔϜͷ҆ఆੵؒ࣌ͮ͘جʹ(6)

݅∆tb dk
mk

+∆ta
√

dk
mk

< 2ͱͳΔɽ࣭ྔߦ

ྻMͱ֦ྻߦࢄDͷݩ࣍νΣοΫ͔Β
√

dk
mk

≈
1
∆x ͱͳΔͷͰɼ͜ͷ݅CFL݅ͷҰൠԽ
ʹͳ͍ͬͯΔɽͱ͘ʹɼఏҊ͍ͯ͠Δӄత࣌
ؒੵεΩʔϜݻ༗µk = dk

mk
͕େ͖͍Ϟʔ

υ΄Ͳͦ͘ͷৼ෯͕ݮਰ͢Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

3 ੑಈγϛϡϨʔγϣϯ

࣮ݧͱͯ͠ɼ2.2અͰߏஙͨࠞ͠߹ܕ༗
ཁૉεΩʔϜΛੑମํఔࣜʹద༻ͨ͠ɽͭݶ
·Γɼ֦ޮࢄՌΛ͏मਖ਼ੑମํఔࣜ

(
∂

∂t
− b∆

)2

ui =
∂σij
∂xj

(i = 1, 2, 3) (7)

ͷࠞ߹ܕ༗ݶཁૉεΩʔϜΛߏஙͯ͠ੑಈ
γϛϡϨʔγϣϯΛ࣮ͨ͠ࢪɽॳظ݅ͱ
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φοϓγϣοτͱઢ x = y ্ͷมҐ uͷ
Λࣔ͢ɽ௨ৗεΩʔϜͷ݁ࢉܭՌʹൺͯఏ
ҊεΩʔϜʹΑΔมҐ͕૬ରతʹ
ଟ͘আ͞ڈΕͯฏԽ͞Ε͍ͯΔ͜ͱ͕֬ೝͰ
͖Δɽ

ਤ 1. time=30 ʹ͓͚ΔมҐ u ͷͷεφοϓγϣο
τʢࠨɿ௨ৗεΩʔϜɼӈɿఏҊεΩʔϜʣ

ਤ 2. x = y ্ͷมҐ u ͷʢࠨɿtime=15ɼӈɿ
time=30ʣ

4 ͓ΘΓʹ

ݶ༗ܕ߹ՌΛ͏मਖ਼ಈํఔࣜͷࠞޮࢄ֦
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ࣔͨ͠ɽ

ݙจߟࢀ

[1] R. Imai, K. Takamuku, and H. Fuji-

wara, A modified wave equation with

diffusion effects and its application as

a smoothing scheme for seismic wave

propagation simulations, Int. J. Com-

put. Math., Vol.96, No.5(2019), 935-

949.

[2] Ԡ,ࣅۙࢄಈํఔࣜͷԠ֦,ࢠຊࢁ
༻ֶ߹ಉूڀݚձ༧ूߘ, 2016

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

253



日本応用数理学会 2019 年 年会 講演予稿集 (2019.9.3-5，東京)  Copyright (C) 2019 一般社団法人日本応用数理学会 
 
 

拡散テンソルトラクトグラフィへの応用のためのフィザルムソルバの拡張 
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   広島市立大学大学院情報科学研究科 

   e-mail: masutani@hiroshima-cu.ac.jp 
 
1  はじめに 
 拡散テンソルトラクトグラフィ(Diffusion 

Tensor Tractography: DTT)は，拡散テンソル

の最大固有値方向などによる線維方向の推定

に基づき，脳白質線維束などの構㐀を可視化す

る[1]．診断や治療における応用[2]の初期から

指摘されてきた線維交叉などにおける問題を

解決するため，本稿ではフィザルムソルバの拡

張による新しい DTT手法の提案と，その応用結

果について報告する． 

 

2  方法 
 フィザルムソルバはTeroら[3]により提案さ

れた，粘菌の成長を模した数理モデル[4]に基

づく適応的なネットワークデザインのツール

である．まず，ネットワーク状のグラフのノー

ドのうち２つを流れの始点および終点とし，エ

ッジを管と考える．このとき，管の内部をポア

ズイユ流が始点から終点へと流れるが，最短経

路上の流量が増大するよう，各エッジ固有の伝

導率が適応的に変化する．このモデルにおける

𝑖番目のノードと𝑗番目のノードをつなぐエッジ

の長さを𝐿𝑖𝑗，伝導率を𝐷𝑖𝑗，またノードでの圧力

を𝑝𝑖とすると，𝑖番目のノードに接続するエッジ

の流量𝑄𝑖𝑗の和は保存則により以下が成り立つ． 

∑ 𝑄𝑖𝑗
𝑗

= ∑
𝐷𝑖𝑗
𝐿𝑖𝑗

(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)
𝑗

 

    = {
  𝐼0     (𝑖 = 1)
−𝐼0     (𝑖 = 2)

    0     (𝑖 ≠ 1, 2)
 

(1) 

ただし𝑖 = 1は始点，𝑖 = 2は終点のノードのイ

ンデクスで，始点と終点に流量𝐼0の流入および

流出を仮定している．伝導率𝐷𝑖𝑗は以下のように

管の径𝑎𝑖𝑗および粘性係数𝜅より決定される． 

𝐷𝑖𝑗 =
𝜋𝑎𝑖𝑗

4

8𝜅
 (2) 

粘菌の成長に伴い伝導率は以下の式で更新さ

れ，これにより最短経路上の流量が増大する． 

𝑑
𝑑𝑡

𝐷𝑖𝑗 = 𝑓(|𝑄𝑖𝑗|) − 𝐷𝑖𝑗 (3) 

これは管の径𝑎𝑖𝑗が適応に伴い変化していくこ

とを模擬している． 

DTT への応用では MR 画像の各画素の位置に

ノードを置き，隣接する画素をエッジで接続し

たグラフを考える．一般に，DTT では与えられ

た追跡開始領域内の複数の開始点から目標領

域へ線維追跡を行う．そこでフィザルムソルバ

の拡張として，まず始点ノード，終点ノードを

複数設定することを考える．単純には (1)式が

成立するよう流量𝐼0を複数の始点および終点に

均等に分配すればよい．しかし，開始領域の決

定にはあいまい性が存在し，すべての開始点が

抽出対象の線維に対応するとは限らない．よっ

て，始点群のさらに上流および終点群の下流に

それぞれ１つずつ仮想ノードを配置すること

で，実際の始点群および終点群に対する流量の

選択性を持たせ，上記の問題を解決する． 

次に，拡散異方性に基づきエッジの長さ𝐿𝑖𝑗を

調整する．画素間の最短距離を 1とするとエッ

ジの長さは1，√2，√3の 3種であるが，各画素

の位置での拡散異方性によりエッジの長さを

調整し，拡散の最大方向の流量を増やす．すな

わち拡散異方性により調整されたエッジの長

さ𝐿𝑖𝑗′を以下のように定義する． 

𝐿𝑖𝑗′ = 𝐿𝑖𝑗 ∙ 𝜙(𝐓𝑖, 𝐓𝑗) (4) 

ここで𝐓𝑖はノード位置での拡散テンソルを表

し，調整関数𝜙(∙)は以下のように定義する． 

𝜙(𝐓𝑖, 𝐓𝑗) = max {
(1 − |𝐯𝑖 ∙ 𝐦𝑖𝑗|)𝐹𝐴𝑖,

(1 − |𝐯𝑗 ∙ 𝐦𝑖𝑗|)𝐹𝐴𝑗
} (5) 

ただし，𝐯𝑖は𝐓𝑖の最大固有値方向，𝐦𝑖𝑗はエッジ

の方向を表す単位ベクトル，𝐹𝐴𝑖は𝐓𝑖より得られ

る異方性指標で 0~1の値をとる．すなわち，接

続するノードの拡散異方性が高く，かつ拡散の

最大方向に近い方向のエッジは元の長さに比

べ短く調整され，その結果として流量が増大し，

最短経路として選ばれやすくなる． 
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最後に，グラフのエッジ上の流れをベクトル

場に変換する．エッジ上の経路をそのまま線維

とすると元画像の解像度に依存して滑らかで

ない追跡軌跡となるため，以下の式で各ノード

からの流出をベクトル場に変換した後，ストリ

ームライン[5]により線維形状を得る． 

𝐅𝑖 = ∑ {𝑅(𝑄𝑖𝑗) ∑ 𝑅(𝑄𝑖𝑗)
𝑗

⁄ }

𝛽

𝑗

𝐦𝑖𝑗, (6) 

𝐅𝑖は各ノード位置の流れベクトルであり，𝑅(∙)
は流出のみを扱うためのランプ関数，𝛽は各方

向のエッジにおける流量の重みを制御する係

数で高い値ほど流量の重みを強調する． 

 
3  結果 
合成線維を水とともに封入したファントム

模型を MRI 装置で撮影した FiberCup Data[6]

より中央のスライス画像を抽出し，提案手法の

適用を２次元で試みた（図 1）．追跡開始領域お

よび目標領域内の画素位置のノードに始点お

よび終点を設定した後，エッジ長さの調整，フ

ィザルムソルバの適用，ベクトル場への変換を

行い，開始領域からのストリームラインを抽出

した．伝導率の更新関数は𝑓(𝑥) = 𝑥，ベクトル

場変換の重み係数には𝛽 = 1.0を使用した．比

較のために使用した最大固有値方向の追跡に

よるDTTでは線維交叉部において抽出対象外の

線維へと誤追跡が生じ，目標領域に到達しない

ことが確認された（図 1c）．一方，提案手法で

は対象の線維が良好に描出された（図 1d）． 

 

4  おわりに 
 基本的な DTT 手法との比較において提案手法

の優位性および有効性が確認できた．しかし，結

果はフィザルムソルバにおける更新回数やエッ

ジ長さの調整関数，ベクトル場への変換時のパ

ラメタなどに影響されるため，実験による至適

な条件の探索が今後の最も重要な検討課題であ

る．また，実際の３次元の医用画像ではノードお

よびエッジの増加に伴い計算コストが大幅に上

昇するため，計算の高㏿化も検討したい．  

 

謝辞 本研究の一部は JST CREST (JPMJCR15D1)
「臨床医療における数理モデリングの新たな

展開」の助成による．また，フィザルムソルバ

の実装に関し貴重な助言を頂いた九州大学 IMI

の手老篤史博士に感謝します． 

 

図 1. FiberCup Dataにおける結果 
a) b=0 画像（緑：開始領域，青：目標領域），b) 拡
散テンソル場（赤～緑は線維方向），c) 基本的なDTT
手法による結果，d) 提案手法による結果 
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神経スパイクモデルの連立微分方程式の数値解法について 
   伊藤 利明  
     同志社大学 

     toito@mail.doshisha.ac.jp 

 

1  概要 
ニューロン(神経細胞)の１つ１つの発火現

象は、非常に強いスパイクを待つ関数で再現さ

れる．この関数は、非線形常微分方程式モデル

で解がある値になった時のジャンプ（スイッチ

ング）で再現される．ニューロンが複数で協調

的な振る舞い（シンクロ）をする場合に、この

振舞いを数値解法でうまく扱うには、計算精度

の確保にスパイク付近での特殊な扱いが必要

となる。この扱いが多数(およそ 1011個)のニュ

ーロンのネットワークからのシンクロによる

マクロ現象としての脳波信号の周期の再現シ

ミュレーションに影響する．以上は，海馬から

外部入力刺激が脳の他領域に起こす脳波のパ

ターンや，ある記憶に対応した脳波発現などの

マクロレベルで現れるシンクロ現象の再現シ

ミュレーションでは重要となる[1-5]．本報告

では、シミュレーションによる脳波信号の周期

の再現について，数値処理からの配慮を報告す

る． 

 

2  スパイクモデル 
 ニューロンの発火（発生波）の種類は非常に

多い．以下の波のモデル式(1)は 4 つのパラメ

ーター(a, b, c, d)で，この種々の波をおおよそ全

て再現できる[3]．ここで は発生電位で信号は

不連続であり，I は外部からの入力(基底 DC 電

圧，干渉項)， は の復元変数である.  

 

   
                        (1)          

  
  

 

図 1 に(1)式を用いた典型的な 2 つのニューロ

ン(RSと CH)の発火パターンを示す． RS,CHの

スパイクは以下のパラメータ設定となる， 

RS: a = 0.02, b = 0.2, c = - 65, d = 8  
CH: a = 0.02, b = 0.2, c = - 50, d=2． 

数値積分法から見ればスティフ系の振る舞い

と似たジャンプによる不連続・振動を含む．(1)

の解のスイッチングによる不連続性から，数値

積分法の前進(陽)解法が適している．不連続で

ない解の部分の変化は穏やかだが，解が不連続

に変化する直前の解は連続に急増加する．従い

数値積分法でのΔt(1ステップ)での変動が大き

く，解のスイッチング判断が難しい．またV の

値からニューロンの発火を判断する際にも，こ

の特徴が問題となる．     

以上から本研究では，複数のニューロンの干

渉モデルを，(1)式の I を下式(2)の単純なもの

とし数値解法の振る舞いを調べた． 

関数 Ii：Vj≧ 30r, r=0.5, … , 0.9 を発火状態の

ニューロン(j)の V 値とする．あるニューロン

(i)にシナプス接続した他の発火したニューロ

ン(j)が(Ni)個ある場合に以下で求める， 

      (2) 

           
 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1. RS(左)とCH(右)ニューロン黄線=V, 青線=U．

横軸は時間[ms]，縦軸は V, U の値． 

 

図 2は CHの相図で，図内の実線は  

 である． (1)から Iiが大きい

と Vi は早く増加する．この結果として Vi の周

期は短くなる．従い他のニューロンの発火にシ

ンクロする機能となる．以上の設定で複数の RS

と CH ニューロンそれぞれのシンクロ現象につ

いて，数値計算時のパラメータを変えて，その

解の再現性を評価する． 
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3  数値積分法 

先の理由から数値積分法には前進解法の

Euler法と古典的 R-K(44)法を用いた． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2．相図CH，青矢印は周期軌道 

 

図 3は RS(右), CH(左)において，単体のニュー

ロンと比べ RS では周期が短いシンクロ現象が

数値解法で得られた． I の値を大きくすると波

形が非常に大きく変化するモデルとなり，発火

の判断が非常に難しくなる．ニューロンの数は

どれも500個（全て互いに接続），Δt=0.01，r=0.5．
また図 4に CHニューロンの，Ii：Vj≧ 30r の r
の値に非常に敏感に依存する結果を示す（r = 

0.9）．実際には r=1.0に近い値での計算がよい． 

 

4  結果とまとめ 
 ニューロンのシンクロ現象を正しく再現す

るには，他のニューロン状態との I(干渉項)を

うまく扱わないと，正確なシミュレーションに

ならない．非常に多くの方程式を同時に解く問

題では，1 つ１つの方程式の誤差が，方程式の

数により精度の程度と同程度かそれ以上にな

る場合がある．力学系視点では系の特異性は擾

乱に対し安定であるが，大規模方程式系の本モ 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3．r=0.5，Euler法によるRS(右)，CH(左) 

デルの様な場合はシンクロ現象の性質に解の

個々の数値的な制度の扱いが直接反映するた

め慎重な扱いが必要である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4．CH計算結果，図 3と r=0.9 以外は 
条件が同じ. Euler(左)，RK44(右)． 

数値積分法によりシンクロ現象の再現結果 

が大きく異なる． 

 

実際のシミュレーションでは計算効率も問題であり，

計算で用いるニューロンの個数が多いほど，計算時

間がかかる．また誤差は精度の高い数値積分法と条

件分岐制御を行えば減るが，時間がかかる． 

以上から，非常に多数のニューロンによるシンク

ロ現象からマクロな脳波レベルの再現を目指すシミ

ュレーションの実施には何らかのトレードオフ導入

か，不連続部分での解の振る舞いの統計手法を導入

した誤差解析による対処の工夫等が必要になると思

われる． 
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非分離型解法での抵抗境界条件と冠動脈分岐流量の分配
宇田 智紀 1

1 東北大学 材料科学高等研究所 数学連携グループ
e-mail : t_uda@tohoku.ac.jp

1 序論
計算機の発達に伴って様々な科学分野におけ

る大規模数値計算への需要が高まっており，医
療分野も例外ではない．心臓の左心室を出た動
脈血はその総量の 95%がバルサルバ洞から大動
脈へ送られ，残りは左右冠動脈へ分岐する．冠
動脈を流れる血液は心筋に栄養（特に酸素）を
供給するため，心機能および関連する病理を考
える上で極めて重要な解析対象といえる．本研
究の目的は，数値シミュレーションによって冠
動脈血流を正確に再現することで冠動脈血栓症
などの病理における数理的メカニズムの理解を
進めることである．
冠動脈血流シミュレーションにおける一つの

大きな課題が適正な流量の実現とそのための
境界条件の設定である．バルサルバ洞から大動
脈および冠動脈への分岐のモデルにおいて，末
梢血管まですべて計算することはできないため
適当なところで打ち切った血管形状で計算を行
うことになるものの，これら境界で自由流出境
界条件を使うことは現実に即していない．とい
うのも，バルサルバ洞の直径約 30mmに対し
て分岐点での冠動脈の直径は約 2–4mmしか無
く，単純に自由流出にした計算では総量の 98%

以上が大動脈側へ流れ冠動脈側の流量が極端に
少なくなってしまうからである．
そこで本研究ではノイマン境界条件の一種で

ある抵抗境界条件およびインピーダンス境界条
件を扱う．抵抗境界条件は，概念的には流出量
の増大に応じて圧力が上がることを要請するも
ので，流出量が多いほど圧力勾配が緩やかにな
り流出量を抑える効果を持つ．電気回路の抵抗
における電圧・電流の比例関係とのアナロジー
で，この境界条件における圧力・流量間の比例
係数も抵抗（値）と呼ぶ．インピーダンス境界
条件も，電気回路とのアナロジーであって同様
の効果を持ち，時間方向への平滑化効果を持つ．
これらの境界条件を設定することで分岐間の流
量分配をある程度制御できる．その際，抵抗や
インピーダンスの適正なパラメータ事前設定が
重要だが，Olufsenらによる血管フラクタルツ

リーモデルで打ち切った末梢血管を置き換える
ことで抵抗・インピーダンスを推定することが
可能である．
本講演では，まずNavier-Stokes方程式の非
分離型解法での抵抗境界条件およびインピーダ
ンス境界条件の定式化について述べる．その後，
血管フラクタルツリーモデルによる抵抗の推定
方法を示し，最後に流量分配を実現するための
発見的方法論と数値計算結果を紹介する．

日本応用数理学会 2019年 年会 講演予稿集 (2019.9.3-5，東京) Copyright (C) 2019 一般社団法人日本応用数理学会

258



Existence and non-existence of the asymmetrical rotating solu-

tion of the reaction-diffusion particle model

Ԭຊ क 1, ࢁ խ 2, ా౻ޙ ߶ 3
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Δ͕ɼҰํͰɼVicsek ൺֱత୯७ͳنଇͰ
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Ͱ͖Δ͜ͱΛࣔͨ͠ [1]ɽҰํͰɼूஂӡಈΛ
Έʹ͓͍ͯք໘ࢼతʹཧղ͠Α͏ͱ͍͏ݧ࣮
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తʹཧղ͞ΕΔͱ͍ͬͨՌ͕͋Δ [4]ɽ
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ͱͳΔ͔Ͱ̎௨Γͷӡಈ͕͑ߟΒΕΔɽ࣮ ɼʹࡍ
Ͱରশɼඇରশ྆ํͷӡಈ͕֬ೝ͞Εɼݧ࣮
̎ຕͷনӡಈ͕ඇৗʹۙ͠ͳ͕ΒͰӡ
ಈ͢Δ͜ͱ͕͞؍Ε͓ͯΓɼϞσϧํఔ͕ࣜ
ରԠ͢ΔղΛͭ࣋͜ͱతʹ֬ೝ͞Ε͍ͯ
Δ [4]ɽ͔͠͠ͳ͕ΒɼҰൠతʹਫ໘͕Ԛછ
͞Ε͍ͯΔ߹ʹք໘ࡎੑ׆ʹΑΔӡಈ
੍͞ΕΔʹ͋Δ͜ͱ͕͔͘ݹΒࢦఠ͞Εͯ
͓Γ [5]ɼ̎ຕͷনԁ൫͕ۙ͠ͳ͕Β
Ͱӡಈ͢Δݱڵຯਂ͍ରͰ͋Δɽ
Ҏ্͔ΒɼຊڀݚͰઌڀݚߦͰ༻͍ΒΕͨ

ϞσϧํఔࣜΛֶతʹղੳ͢Δ͜ͱͰɼඇର
শͳӡಈʹରԠ͢Δղͷଘࡏʹ͍ͭͯௐ
ͨɽ݁Ռͱͯ͠ɼͦͷ༷ͳղ͕ଘ͢ࡏΔͨΊͷ
े݅ͱɼଘ͠ࡏͳ͍ͨΊͷे݅Λಘͨɽ

2 Ϟσϧํఔࣜͱղੳͷ֓ཁ

ຊڀݚͰɼઌڀݚߦ [4]Ͱ༻͍ΒΕͨɼҎ
Լͷपڥظք݅Լͷਖ਼نԽ͞ΕͨϞσϧํ
ఔࣜɿ

µ
dxic
dt

= γ(u(t,πL(x
i
c + r)))− γ(u(t,πL(x

i
c − r))),

i = 1, 2,

πL(x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x, 0 ≤ x < L,

πL(x− L), L ≤ x,

πL(x+ L), x < 0,

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
− u+ F (x− x1c) + F (x− x2c),

t > 0, x ∈ [0, L),

u(t, 0) = u(t, L),
∂u

∂x
(t, 0) =

∂u

∂x
(t, L),

F (y) =

{
1, |y|L ≤ r,

0, |y|L > r,

|y|L = min
n∈Z

|y + nL|,

(1)

ʹͨ͠ɽӡಈʹରԠ͢Δղͱͯ͠ɼ௨
ৗͷԠ֦ܥࢄʹ͓͚Δਐߦղͷఆٛʹ
฿͍ɼҎԼͷํఔࣜɿ

0 = γ(U(zic + r))− γ(U(zic − r))− µc,

i = 1, 2,
(2)

0 =
∂2U

∂z2
+ c

∂U

∂z
− U + F (z − z1c ) + F (z − z2c ),

z ∈ [0, L),

(3)

ͷղΛӡಈʹରԠ͢Δղͱͯ͠ cͷ
ճసղͱݺͿɽߋʹճసղ (U(z), c, z1c , z

2
c )

͕ |z1c −z2c | = L/2Λຬͨ࣌͢ɼͦͷղରশͰ
͋Δͱݺͼɼ͞ͳ͘ඇରশͰ͋ΔͱݺͿɽ
෦ͱͯ͠ (3)Λ͑ߟΕɼͦͷղU(z)

 (c, z1c , z
2
c )Λ༻͍ͯ༰қʹදࣔͰ͖ΔͷͰɼͦ

ͷ݁ՌΛ (2)ʹೖ͢Δ͜ͱͰɼճసղͷ
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ଘࡏɼͳ͍͠ඇଘ͕ࡏɼҎԼͷඇઢํܗఔࣜɿ

γ(U(z1c + r))− γ(U(z1c − r))

= γ(U(z2c + r))− γ(U(z2c − r)), (4)

ͷՄղੑʹؔ࿈͚ΒΕΔɽޙ࠷ʹɼ(4)ͷՄ
ղੑΛௐΔ͜ͱͰɼҎԼͷ݁Λಘͨɿ

ఆཧ 1 (ճసղͷଘࡏͱඇଘࡏ) 0 < 4r <

LͳΔ r, Lͱɼ୯ௐݮগͳ γ ∈ C2 ʹ͍ͭͯɼ
ํఔࣜ (2)ɼ(3)ͷՄղੑҎԼͷΑ͏ʹͳΔɿ

1) ҙͷ c > 0ʹରͯ͠ɼదͳ µ > 0Λ
औΔ͜ͱͰɼ cͷରশͳճసղ
͕ଘ͢ࡏΔΑ͏ʹग़དྷΔɽಛʹ c > 0ʹ
ରͯ͠ɼదͳ µҰҙʹఆ·Δɽ

2) ͍͔ͳΔ µ > 0ʹରͯ͠ɼ 0ͷඇ
ରশͳճసղଘ͠ࡏͳ͍ɽ͍ݴ
͑Εɼఀ͢ࢭΔࡍʹඞͣରশͳҐஔ
Ͱఀ͢ࢭΔɽ

3) γ′′ ≥ 0ͱ͢Δɽ͍͔ͳΔ µ > 0ʹରͯ͠
ɼඇରশͳճసղଘ͠ࡏͳ͍ɽ

4) ρ = 4r/Lͱ͢ΔɽҎԼͷ̎ຊͷෆࣜ
͕ಉ࣌ʹຬͨ͞ΕΔͱ͢Δɿ

1

2

(
1 +

1

4r2(1− ρ)

)
γ′(ρ) < (1− ρ)γ′′(ρ),

(1− ρ)γ′′(ρ) < γ′(ρ).

͜ͷ࣌ɼेେ͖ͳ c > 0ʹରͯ͠ɼ͋
Δదͳ µ > 0͕ଘͯ͠ࡏɼ cͷඇ
ରশͳճసղ͕ଘ͢ࡏΔɽ

3 ٞ

ຊڀݚͰಘΒΕͨ݁Ռ͔ΒɼϞσϧํఔࣜ (1)

͕ඇରশͳճసղΛͨͭ࣋Ίͷ݅ʹ γ

ͷತੑɼଈͪɼք໘ࡎੑ׆ೱʹର͢Δද໘ு
ྗͷԠ͕ॏཁͰ͋Δͱ͍͏͕݁ಘΒΕΔɽ
ઌڀݚߦͰඇରশͳӡಈ͕͞ݱ࠶Εͨཧ༝
ɼ্ʹತͳྖҬΛͭ࣋Α͏ͳ γΛࢉܭʹ༻͍
ͨͨΊͰ͋ΔɽҰํͰɼ࣮ݧతʹɼনΛ࢝
Ίͱͨ͠ք໘ࡎੑ׆ͷଟ͘ɼ୯ಠͰೱʹ
ର͢Δද໘ுྗͷԠͱͯ͠ԼʹತͷۂઢΛඳ
͘ [6]ɽ͜ͷ͜ͱɼϞσϧํఔࣜ (1)ԿΒ͔
ͷमਖ਼Λඞཁͱ͢Δ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠Δɽ
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細胞の大きさと形状を残す空間離散モデルの連続化の提案と応用
石井 宙志 1, 栄 伸一郎 1, 佐藤 純 2，○田中吉太郎 3,∗，八杉徹雄 2

1北海道大学，2金沢大学，3はこだて未来大学
e-mail : y-tanaka@fun.ac.jp

1 概要
多細胞生物の発生過程では，細胞の形や分布

の様子といった離散的な空間構造が観察される．
拡散や細胞膜結合型のタンパク質などの細胞膜
を介する相互作用は，そのパターン形成や発生
において中心的な役割を担うことが多い．例え
ば，それらは細胞の分化や細胞極性，それから
の器官の発生位置を制御する．こうした現象を
理論的に解析するとき，我々は，しばしば領域
を四角形や六角形に分割し，その格子上で，空
間の独立変数が離散量である数理モデルを構築
する．本予稿では，このようなモデルを離散モ
デル，空間の独立変数が連続であるものを連続
モデルと呼ぶことにする．離散モデルは実験と
の相性が良いことがある．例えば，ショウジョ
ウバエの視覚中枢における分化の伝搬の数理モ
デルがある．[1, 2]では，このモデルを用いて，
視覚中枢における神経細胞の分化の伝搬の実験
の再現や，予測を与えることに成功している．
しかし，一般的に離散モデルは解析が困難であ
ることが多い．経験則的に，細胞や格子の大き
さの 0極限をとって，連続モデルにするが，分
化の波の伝搬モデルでは，うまく機能しなかっ
た．そこで，本研究は，一般的に，細胞や格子
の大きさを残したまま，離散モデルを連続モデ
ルに書き換える方法を提案する．Shift作用素
を用いることで離散モデルが各点的に連続モデ
ルに同値に変形できることと，積分作用素を用
いることで，その方程式の解を近似しうる方程
式を導出できることを示す．

2 連続化の方法の主要なアイデア
一般的な離散モデルを用いて，連続化の方法

を説明する．1次元空間上に長さ lのN 個の細
胞が敷き詰められているとして，以下の発展方
程式を考える:

ui,t = f(ui−1, ui, ui+1) + g(ui),

t > 0, i = 1, . . . , N,
(1)

ここで，ui = ui(t)は i度番目の細胞Ci上の化
学物質の濃度や密度であり，f はなめらかな関

数で，細胞間相互作用に対応し，gも滑らかな
関数で，化学反応項とする．区間をT := [0, Nl]

とし，周期境界条件:u0(t) = uN (t), u1(t) =

uN+1(t)を課しておく．f の典型的な例は，拡
散や側方抑制である：

fdif(ui−1, ui, ui+1) =
ui−1 − 2ui + ui+1

l2
,

fdel(ui−1, ui+1) =
−ui−1 − ui+1

l
.

i = 1, . . . , N の方程式 (1)に対して，特性関数

χCi(x) =

{
1 if x ∈ Ci,

0 otherwise.

を用いて，

u(x, t) :=
N∑

i=1

ui(t)χCi(x) (2)

と定義する．i番目の方程式 (1)内の未知変数
に特性関数 χi(x)をかけて，重ね合わせるとい
う変数変換を行うと，

ut = f(
N∑

i=1

ui−1(t)χCi(x), u,

N∑

i=1

ui+1(t)χCi(x)) + g(u),

を得る．隣の細胞からの影響力は平行移動に注
意すると以下のように変形できる：

ut = f(u(x− l, t), u, u(x+ l, t)) + g(u). (3)

これで連続モデルにすることができた．この方
程式は各点的に (1)と等しくなる．
また実験系などに適用しやすくするため，積

分作用素を用いた変形について説明する．shift

作用素を平行移動されたDirac Delta関数 δl :=

δ(x+ l)との合成積と表せば，式 (3)は

ut = f(u ∗ δ−l, u, u ∗ δl) + g(u),

と記述できる．ここで，Dirac Delta 関数はNl

周期を持つとする．Dirac Delta関数を Nl周
期の軟化子 ρε(x) ∈ C∞

0 (T)で近似すると

uεt = f(uε ∗ ρε,−l, uε, uε ∗ ρε,l) + g(uε), (4)
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図 1. fdif の積分核Kの形状．(a)1次元上，(b)四
角格子上，(c)六角格子上

ここで，0 < ε ≪ 1で，ρε,l := ρε(x+ l)とした．
この方程式はパラメーター εに依存するので，
解を uε(x, t)と記述した．さらに細胞間相互作
用が拡散のように線型であると仮定すれば，

uεt = K ∗ uε + a0u
ε + g(uε),

の形にできる．ここで，積分核K = a−1ρε,−l+

a1ρε,lとおいた．fdif の場合の形状が，図 1(a)

である．この手法の利点は，格子の情報を，f

やK の中に入れられることである．上記の変
形は，簡単にシステムや，高次元系に応用する
ことができる．例えば，2変数反応拡散系は，

⎧
⎪⎨

⎪⎩

uεt = duK ∗ uε − 2duuε

l2
+ g1(u

ε, vε),

vεt = dvK ∗ vε − 2dvvε

l2
+ g2(u

ε, vε),

と導出することができる．ここで，g1, g2はな
めらかな関数である．2次元四角格子上と六角
格子上の fdif に対しては，図 1(b), (c)のよう
な形状の積分核K を導出することができる．

3 格子上の分化の波の数理モデルへの応
用

[1]の分化の波の離散モデルに，本手法を適
用させた．元々のモデルの第 4式にある積分項
は，なるべく単純な記述にするために局所的な
項に修正した．領域を Ωとし，x ∈ Ω, t > 0

に対して以下の連続モデルを提案する：
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂E

∂t
= de∆E − keE + aeA(A0 −A),

dN

dt
= −knN + dtK ∗D − dcND,

dD

dt
= −kdD + adA(A0 −A),

dA

dt
= ea(A0 −A)max{E −N, 0},

ここで，積分核K = K(x, y)は考える領域の
格子の形によって形状が決まる関数である．六
角格子に対応する図 1 (c)の積分核Kを用いて

t=0.0 t=0.8 t=1.2

t=0.0 t=0.4 t=0.7

t=0.0 t=0.15 t=0.3

(a)

(b)

(c)

図 2. Aの数値計算結果．赤色が高濃度，青色が
低濃度を表す．パラメーターは de = 2.0, ke = 1.0,
kn = 3.0, dt = 2.0, dc = 0.5, kd = 1.5, ad = 1.0,
ea = 10.0，A0 = 1.0, ε = 0.2となっている．(a)
ae = 5.0, PW モード．(b) ae = 2.1, ストライプ
モード．(c) ae = 1.0, ごま塩モード．

数値計算をした結果が図 2である．離散的な初
期値を与えると，メッシュに依存せずに，解が
離散的な伝搬を再現することがわかる．

4 まとめ
本予稿では，細胞や格子の大きさと形状を残
す連続化の手法について説明した．我々の手法
では，数理モデルに直接的に空間的な離散な構
造を導入することができ，またその影響を連続
的な方程式に適用できる理論を用いて解析する
ことができる．軟化子を使った方程式は，元の
方程式と解が異なるが，εを小さくすることで
離散モデルの解を近似できると考えている．実
際の生命現象では，細胞の形が様々な場合であ
ることがある．講演では，このような場合に対
する平均化した球対称な積分核の導入について
も，実際の実験データとともに，説明する予定
である．今後は，(3)と (4)の特異極限解析と
様々なモデルへの応用を行う予定である．

謝辞 本研究は，JST, JPMJCR14D3とJSPS,

JP17K14228の助成を受けたものである.
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1 LIFϞσϧʹର͢ΔFokker-Planckํ
ఔࣜ

Λߏ͢Δओཁͳࡉ๔ͷ 1ͭͰ͋Δχϡʔ
ϩϯ, ,ಈిҐ׆ ͋Δ͍ਆܦεύΠΫͱݺ
ΕΔిؾ৴߸Λੜ͢Δ. ͜ͷిؾ৴߸,

χϡʔϩϯؒͰ͍ޓʹΓऔΓ͞ΕΔ͜ͱʹΑ
Γ,༷ʑͳػΛ࣮͍ͯ͠ݱΔͱ͑ߟΒΕ͍ͯ
Δ [1]. χϡʔϩϯʹ͓͚ΔບిҐͷڍಈʹର͢
ΔཧϞσϧଟ͘ΒΕ͓ͯΓ, Hodgkin-

Huxely Ϟσϧͦͷදྫͷ 1ͭͰ͋Δ. ͜
ͷϞσϧχϡʔϩϯͷిؾੜཧతͳৼΔ͍
Λৄ͠ݱ࠶ʹࡉಘΔҰํͰ, ଟ͘ͷύϥϝʔ
λΛؚΜͰ͍Δ. χϡʔϩϯۭؒతʹෳࡶͳ
थঢ়ߏΛ্ͭ࣋, ଟ͘ͷछྨͷΠΦϯిྲྀ͕
ؔΘΔͨΊ, ͜ΕΒશͯͷޮՌΛऔΓೖΕ্ͨ
Ͱ Hodgkin-Huxely ϞσϧΛमਖ਼ͯ͠, ඇৗ
ʹେ͖ͳࣗ༝Λඞཁͱ͢ΔͨΊղੳ͢Δͷ
࣮࣭తʹෆՄͰ͋Δ. ͜ͷΑ͏ͳ؍͔Β,

χϡʔϩϯͷڍಈΛ୯७Խͨ͠ੵൃՐϞσϧ
͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔ [2]. ͜ͷϞσϧͰ͑ߟΔບ
ిྲྀ, डಈతͳϦʔΫిྲྀͷΈͱԾఆ͞ΕΔ
ͨΊ, ௨শ LIF (leaky integrate-and-fire) Ϟσ
ϧͱݺΕΔ.

χϡʔϩϯଟଘ͠ࡏ, ૬ޓʹӨ͠ڹͳ͕
Βશମͷߏ͕ܥ͞Ε͍ͯΔ. LIFϞσϧΛ༻
͍ͯບిҐͷؒ࣌มԽΛௐΔͨΊʹ, ଟࣗ
༝ͷඍํఔ͕ࣜղੳରͱͳͬͯ͠·͏
ͷͷ, ͦͷΑ͏ͳܥΛղੳ͢Δ͜ͱ͠
͍. ͦ͜Ͱ, χϡʔϩϯؒͷ૬࡞ޓ༻ฏۉత,

ͳ͍֬͠తʹ͜ىΔͱԾఆ͢Δͱ, Fokker-

Planck ํఔࣜΛಋग़͢Δ͜ͱ͕ՄͱͳΓ,

∂ρ

∂t
+

∂

∂v
[(−v + bN(t−D))ρ]− a

∂2ρ

∂v2

= N(t)δ(v − VR), −∞ < v < VF , t > 0
(1)

ΛಘΔ [3]. ͜͜Ͱ δ σϧλؔΛද͠, N(t)

༩͑ΒΕͨؔ N0(t) ≥ 0 ʹରͯ͠

N(t) =

⎧
⎨

⎩
− a

∂ρ

∂v
(VF , t), t > 0,

N0(t), −D ≤ t ≤ 0

Ͱఆٛ͞ΕΔ. ,ք݅ڥ ݅ͱͯ͠ظͼॳٴ

ρ(VF , t) = ρ(−∞, t) = 0, ρ(v, 0) = ρ0(v) ≥ 0

Λ՝͢. ύϥϝʔλ a > 0, b < 0, D ≥
0, VR < VF Λຬͨ͢ͷͱ͢Δ. (1) ͷ྆ล
Λ (−∞, VF ) Ͱੵ͢Δ͜ͱͰ, ρ(v, t) ͷੵ
ྔ͕อଘ͞ΕΔ, ͢ͳΘͪ,

∫ VF

−∞
ρ(v, t)dv =

∫ VF

−∞
ρ0(v)dv

͕Γཱͭ͜ͱ͕͔Δ.

ਤ 1. (1) .ղظΕΔपݱʹ (a) ʹ͓͚Δ࣮ઢ t = 29.7,
ഁઢ t = 32.5 ʹ͓͚ΔղͷάϥϑΛද͢. (b) 
t = 25 ͔Β t = 60 ·ͰͷղΛද͓ͯ͠Γ, ղͷ͕େ
͖͍ྖҬΛ͘ࠇද͍ࣔͯ͠Δ. ࢉܭΛ࣮͢ࢪΔࡍ, 
։۠ؒ (−∞, VF ) Λ༗ݶͷ։۠ؒ (VL, VF ) ʹஔ͖͑
͓ͯΓ, ৽ͨͳڥք݅ ρ(VL, t) = 0 Λ՝ͨ͠. (a), (b)
ͱʹ, ύϥϝʔλ a = 0.1, b = −300, D = 2, VL =
−4, VR = 0, VF = 1, Έ෯ࠁۭؒ dx = 0.02, Έࠁؒ࣌
෯ dt = 0.0005 ͱͨ͠.
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2 ओ݁Ռ

దͳ݅ԼͰ, (1) ͷղύϧεͷܗ
ঢ়Λอͪͭͭ, ͋Δؒ࣌पظͰҰఆͷൣғΛಈ
ଌ͞ΕΔ؍͕ࢠ༷͘ (ਤ 1). ͜͜Ͱ b ∼ −∞
Λ͑ߟ, ρ(v, t) ∼ φ(v − c(t)) Λຬͨ͢ φ(x) ͱ
c(t) ͷଘࡏͱ N(t) ∼ 0 ΛԾఆ͢Δͱ, ͋Δఆ
 C > 0 ʹରͯ͠ φ(x) = C exp(−x2/2a) ͕
.తʹΓཱͭ͜ͱ͕͔Δࣜܗ φ ύϧε
.ͱʹҙ͢Δͭ࣋͜ঢ়Λܗͷۭؒܕ ·ͨ, c(t)


c′ + c = bN∗(c(t−D)) (2)

ͷղͰ͋Γ,

N∗(c) ≡ (VF − c) exp

(
−(VF − c)2

2a

)

Ͱ͋Δ. ຊߨԋʹ͓͚Δඪ, (2)ʹ͓͚Δप
,Λࣔ͠ࡏղͷଘظ ͷγϛϡϨʔγϣه্
ϯ݁ՌΛอূ͢Δ͜ͱͰ͋Δ. ҎԼͰ VF ≥ 0

ͱԾఆ͢Δ.

·ͣ (2)ʹ͓͚Δఆৗղ͕ଘࡏ݅ΛٻΊΔ.

ఆཧ 1 VF = 0 ͔ͭ −1 ≤ b < 0 ͷͱ͖, (2)

 c < 0 ʹఆৗղΛͨ࣋ͳ͍. Ұํ, VF > 0 
͘͠ b < −1 ͕Γཱͭͱ͖, (2)  c < VF

ʹ͓͍ͯҰҙʹఆৗղ c∗ < 0 Λͭ࣋.

ఆཧ 1 ʹΑΓ, ఆৗղ c∗ ͷଘࡏ͕݅ಘΒ
Εͨ. ͜ͷ͕݅Γཱͭͱ͖, c∗ ͷ҆ఆੑΛ
ௐ͍ͨ. ͦ͜Ͱ (2) ͷઢܗԽݻ༗

λ+ 1 = bN ′
∗(c∗)e

−Dλ (3)

Λಋग़͠, ͜ͷํఔࣜͷղ λ ∈ C ͷੑ࣭Λௐ
Δͱ, ҎԼͷ݁ՌΛಘΔ.

ఆཧ 2 VF > 0 ͘͠ b < −1 ͕Γཱͭ
ͱ͢Δ. ͞Βʹ, bN ′

∗(c∗) < −1 ͕Γཱͪ, ͔
ͭ D ͕ेେ͖͍ͱ͖, (3) ʹ Reλ > 0 ͱ
π/(2D) < Imλ < π/D Λຬͨ͢ղ λ ͕ଘࡏ
͢Δ.

ఆཧ 2 ʹΑΓ, ࣮෦ਖ਼Ͱڏ෦͕ 0 Ͱͳ͍ݻ༗
 λ ͷଘࡏΛอূͰ͖ͨ. ͜ͷ࣮ࣄʹΑΓ, ఆ
ৗղ c∗ ͷෆ҆ఆੑͱपظղͷଘظ͕ࡏͰ͖
Δ. ͜ͷ༧͋Δ݅ԼͰਖ਼͘͠, ҎԼͷ
݁Ռ͕ಘΒΕΔ.

ఆཧ 3 V 2
F ≥ a ͕Γཱͭͱ͢Δ. ͠ b ͕

ेখ͘͞, D ͕ेେ͖͚Ε, पظղ c(t)

͕ (2) ʹଘ͢ࡏΔ. ·ͨ, D ͱ t ʹґଘ͠ͳ͍
͋Δఆ c0 < 0 ͕ଘͯ͠ࡏ, c0 ≤ c(t) < 0 ͕
Γཱͭ.

ఆཧ 3 ʹΑΓ, (2) ʹ͓͚Δपظղ c(t) ͷଘ
.Λอূ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨࡏ ͜ͷ݁Ռγ
ϛϡϨʔγϣϯʹΑͬͯ֬ೝͰ͖, ਤ 1 ʹର
Ԡ͍ͯ͠Δͱ͑ߟΒΕΔ (ਤ 2). ͜ΕΒͷ݁Ռ
͔Β, (1) ʹ͓͚Δύϧεܕͷղ͕ࣔؒ࣌͢प
తͳӡಈظ (2) ʹΑͬͯهड़Ͱ͖Δͱ͑ݴΔ
ͩΖ͏.

ਤ 2. (2) .ղظΕΔपݱʹ t = 25 ͔Β t = 60 ·Ͱͷղ
Λද͍ࣔͯ͠Δ. ύϥϝʔλਤ 1 ͷઆ໌Ͱड़ͨͷ
ͱಉҰͷͷΛ༻͠, MathematicaͰ݁ࢉܭՌΛಘͨ.
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Existence and stability of symmetric solutions of a variational

problem for plane curves
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e-mail : k-nakamura@se.kanazawa-u.ac.jp

1 ઃఆ

۠ؒ I = (0, 1)ʹ͓͍ͯपظతͳH2ؔͷ
ۭؒΛH2

p(I)ͱ͠, u ∈ H2
p(I)ʹର͢ΔҎԼͷ

ΤωϧΪʔ൚ؔΛ͑ߟΔ.

W [u] :=

∫ 1

0
κ(x)2

√
1 + u′(x)2dx

+

∫ 1

0
2A(x)κ(x)

√
1 + u′(x)2dx.

(1)

ͨͩ͠, A(x)I্ͷਖ਼ՄଌؔͰ͋Γ, κ(x)

ؔ uͷάϥϑͷۂ

κ(x) :=
u′′(x)

(1 + u′(x)2)3/2

Ͱ͋Δ. ຊߨԋͰ, W ͷྟքͷଘ͓ࡏΑͼ
҆ఆੑʹ͍ͭͯ͢ߟΔ ,ʹີݫ) uʹఆΛ
Ճ͑ͯΤωϧΪʔมΘΒͳ͍ͷͰ, ඞཁʹ
Ԡͯ͡ద੍ٓ݅Λ՝͢).

͜ͷม, ൽෘػͷཧతڀݚʹ͓
͍ͯ, ൽෘΛߏ͢ΔදൽͱਅൽͷڥͰ͋Δ
ϝΧχζϜΛཧղ͢ΔͨΊͷཧܗఈບͷมج
Ϟσϧͱͯ͠ఏҊ͞ΕͨͷͰ͋Δ. ఈບج
ਅൽೕ಄ͱݺΕΔଟͷಥىঢ়ߏΛͪ࣋,

ͦ͜Ͱਅൽ͕දൽʹ৯͍ࠐΉܗͱͳ͓ͬͯΓ,

͜ͷΑ͏ͳਅൽͷม͕ܗൽෘͷපؾԽͱਂ
Δ͜ͱ͕໌Β͔ʹͳ͍ͬͯΔ͕͍͋ؔ ([1]).

๔͔ΒԽࡉװ๔ɼͦͷࡉװఈບʹදൽج
͠Μʹࡉ๔྾Λ͏ߦTAࡉ๔ͳͲ͕݁߹͠
͍ͯΔ͕, ͷઌ෦ʹҐஔى๔ͷଟ͕͘ಥࡉװ
͍ͯ͠Δ͜ͱ͕͞؍Ε͓ͯΓ, খྛɾࢁΒ
ཻࢠϞσϧΛ༻͍ͯ,

• ੜͷҰىఈບͷணྗ͕ಥج๔ͷࡉ
ҼͰ͋Δ

• ,๔ͷணྗͷҧ͍ʹΑΓࡉ๔ͱTAࡉװ

ͷઌ෦ʹҐஔ͢Δى๔͕ಥࡉװ

͜ͱΛઆ໌ͨ͠ ([2]). ͷΤωϧΪʔ൚ؔه্
W , ,ϞσϧΛ࿈ଓԽ͠ࢠཻ දൽجఈບΛ 1

,ͱΈͳ͠ݩ࣍ 1ͭͷಥىͷੜʹண͢Δͨ
Ίʹपڥظք݅Λ՝͢͜ͱʹΑΓಘΒΕͨ
ͷͰ, ୈ 1߲جఈບͷੑΤωϧΪʔ, ୈ 2

߲ࡉ๔ͷணΤωϧΪʔʹ༝དྷ͢Δ.

2 ྟքͷଘࡏ

ຊߨԋͰ, A(x)ҎԼͷΑ͏ͳ۠తఆ
ؔͰ͋ΔͱԾఆ͢Δ.

A(x) :=

{
A1 if x ∈ [a1, a2],

A0 otherwise.
(2)

ͨͩ͠, a1 = (1 − a)/2, a2 = (1 + a)/2 (a ∈
(0, 1)), 0 < A0 < A1 ͱ͢Δ. ͜Ε, ͞ a

ͷ۠ؒ [a1, a2]ΛΊΔࡉ๔ͷணྗ͕ͦΕҎ
֎ͷࡉ๔ΑΓ͍ڧঢ়گΛද͍ͯ͠Δ. A͕
ఆͷ߹, Deckelnick ͱ Grunau ʹΑΓ,

Euler-Lagrangeํఔࣜʹର͢ΔNavierڥք
 ʹؔ͢ΔۂઢͷҐஔͱۂքʹ͓͚Δڥ)
͕݅՝͞Ε͍ͯΔ) ߦ͕ڀݚͳࡉৄ͍ͯͭʹ
ΘΕ͍ͯΔ ([3, 4]). A͕ (2)ͷΑ͏ͳ۠త
ఆؔͷ߹, [3]ʹ͓͍ͯಘΒΕͨղΛ
x = a1, a2Ͱ͏·͘షΓ߹ΘͤΔ͜ͱʹΑͬͯ,

x = 1/2ʹؔͯ͠ରশͳղΛߏ͢Δ͜ͱ͕Ͱ
͖Δ. ҎԼ, W ͷྟքͷଘࡏʹؔ͢Δ݁ՌΛ
ड़Δ.

ิ 1 u ∈ H2
p(I)͕W ͷྟքͰ͋ΔͨΊͷ

݅, u͕ x ∈ (0, 1) \ {a1, a2} ʹ͓͍ͯ,

2√
1 + (u′)2

d

dx

(
κ′√

1 + (u′)2

)
+ κ3 = 0 (3)

ΛΈͨ͠, ͞Βʹ x = a1, a2ʹ͓͚ΔҎԼͷ
߹݅ΛΈͨ͢͜ͱͰ͋Δ.

κ(a1 − 0) = κ(a1 + 0) +A1 −A0

κ(a2 + 0) = κ(a2 − 0) +A1 −A0

(4)

2κ′(a1 − 0) + κ(a1 − 0)2u′(a1)
√
1 + u′(a1)2

= 2κ′(a1 + 0) + κ(a1 + 0)2u′(a1)
√
1 + u′(a1)2

2κ′(a2 − 0) + κ(a2 − 0)2u′(a2)
√
1 + u′(a2)2

= 2κ′(a2 + 0) + κ(a2 + 0)2u′(a2)
√
1 + u′(a2)2

(5)

η ∈ Rʹର͠ ⟨η⟩ :=
√
1 + η2ͱఆΊ, (0,∞)

্ͷؔG(η), H(η)Λ࣍Ͱఆٛ͢Δ.

G(η) =

∫ η

0
⟨s⟩−

5
2 ds, H(η) = 2G(η) ⟨η⟩−

1
2 .
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͜ͷͱ͖, G,H ਖ਼༗քؔͱͳΔ. H ͷ
η > 0ʹ͓͚Δ࠷େΛ αmax(= 1.343799 . . . )

ͱ͠, େΛͱΔ࠷ ηΛ ηmaxͱ͢Δ (ਤ 1).

ਤ 1. H(η)ͷάϥϑ

ఆཧ 2 a ∈ (0, 1)ͱ͢Δ. x = 1/2ʹؔͯ͠ର
শͳW ͷྟքͷݸ,

H(η) = a(1− a)(A1 −A0) (6)

ͷղͷݸʹ͍͠. ͢ͳΘͪ,

(i) a(1− a)(A1 −A0) > αmaxͷͱ͖, ,ݸ0

(ii) a(1− a)(A1 −A0) = αmaxͷͱ͖, ,ݸ1

(iii) a(1− a)(A1 −A0) < αmaxͷͱ͖, .ݸ2

. ఆཧ 2ʹΑΓಘΒΕͨରশͳྟքͷܗঢ়
, (6)ͷղͰಛ͚ͮΔ͜ͱ͕Ͱ͖, ͦͷ֓
ਤܗ 2ͷΑ͏ʹͳΔ. ۩ମతʹ, (6)ͷղ
η0 > 0ʹର͠, ରԠ͢ΔྟքΛ uͱ͢Δͱ,

|u′(x)| ≤ η0, u′(a1) = η0 = −u′(a2) (7)

͕Γཱͭ.

ਤ 2. ྟքͷܗঢ়

3 ྟքͷ҆ఆੑ

ఆཧ 2ʹΑΓ, a(1− a)(A1 −A0) < αmaxͷ
ͱ͖ (6)ͷղ η(s), η(l) (0 < η(s) < ηmax < η(l))

͕ଘ͠ࡏ,ͦΕͧΕʹରԠ͢ΔW ͷରশͳྟք
 u(s), u(l)͕ଘ͢ࡏΔ. u(s)Λ small solution,

u(l) Λ large solutionͱݺͿ. ͜ΕΒͷྟք
ͷ҆ఆੑʹؔͯ͠, .ͷ݁ՌΛಘͨ࣍

ఆཧ 3 a ∈ (0, 1)ͱ͢Δ.

(i) large solution u(l)ෆ҆ఆͰ͋Δ.

(ii) small solution u(s)  η(s) ͕ेখ͍͞
ͱ͖҆ఆͰ͋Δ.

ఆཧ 3ͷূ໌ʹ͓͍ͯ, ྟքͷ҆ఆੑW

ͷ .มͷූ߸Ͱఆ͞ΕΔ࣍2

ิ 4 a(1 − a)(A1 − A0) ≤ αmaxͱԾఆ͠,

u = u(·; η0)Λ (6)ͷղ η0ʹରԠ͢ΔW ͷରশ
ͳྟքͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ҙͷ ϕ ∈ H2

p(I)

ʹର͠, .Γཱ͕ͭ࣍

d2

dt2
W [u+ tϕ]

∣∣∣∣
t=0

= 2

∫ 1

0
v−5(ϕ′′)2 dx

+ 5

∫ 1

0
κ2v−3(2− v2)(ϕ′)2 dx

− 12G(η0)

a(1− a)
η0 ⟨η0⟩−

9
2
(
ϕ′(a1)

2 + ϕ′(a2)
2
)
.

ͨͩ͠, v(x) = ⟨u′(x)⟩
(
=
√

1 + u′(x)2
)
.

ँࣙ ຊڀݚ, Պֶٕज़ৼߏػڵઓུత
ڀݚ CREST JPMJCR15D2 ʮཧϞσϦϯ
άΛج൫ͱͨ͠ཧൽෘՊֶͷઃʯʢڀݚ
දऀɿࢁխʣͷԉॿΛಘͯߦΘΕ·ͨ͠.
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1 ֓ཁ

σʔλ͔ΒɼͦͷσʔλΛද͢ݱΔํఔࣜΛ
୳͢ࡧΔڀݚ Equation Discoveryͱͯ͠
ΒΕ͍ͯΔ [1]ɽ؍ଌ࣮ݧσʔλΛ༻͍ͨࣜ
ͷ୳ࡧɼγϛϡϨʔγϣϯ݁ՌΛ༻͍ͨϞσ
ϦϯάͷͨΊͷࣜ୳ࡧͳͲɼ༷ʑ༻్͕͑ߟΒ
ΕΔɽEquation Discoveryͷ۩ମతͳํ๏ͱ͠
ͯɼεύʔεճؼΛ༻͍ΔͷɼҨతΞϧ
ΰϦζϜͷҰͭͰ͋Δ Genetic Programming

(GP) Λ༻͍Δํ๏ͳͲ͕͋Δɽैདྷɼৗඍ
ํఔࣜઢํܗఔࣜͳͲͷࣜ୳ߦ͕ࡧΘΕͯ
͖ͨɽ·ͨɼภඍํఔࣜʹରͯ͠ɼ༧Ί߲
ͷܗΛཏతʹԾఆͯ͠มબΛ͏ߦεύʔ
εճؼΛ༻͍Δํ๏͕ఏҊ͞Ε͖ͯͨ [2]ɽ͠
͔͠ɼ͜ͷํ๏Ͱఆ֎ͷ߲ͷܗݱΕͳ͍
ͨΊɽ୳ݶ͕ۭؒࡧఆ͞ΕΔ͕͋Δɽຊ
ख๏Λภඍࡧతͳ୳ݟͰGPΛ༻͍Δൃߘ
ํఔࣜʹରͯ͠ద༻͢Δํ๏ΛఏҊ͢Δɽ

2 ઃఆͱํఔࣜͷਪఆํ๏

2.1 ઃఆ

ຊߘͰҰݩ࣍ͷྲྀମγϛϡϨʔγϣϯΛߦ
͍ɼಘΒΕͨσʔλ͔ΒݩʹٯͷࢧํఔࣜΛ
ਪఆ͢Δɽσʔλੜʹ༻͍ͨࣜɼ͢ͳΘͪɼ
ਪఆ͢ΔࣜԼهͷ 4ͭͰ͋Δɽ

1) ઢܗҠྲྀํఔࣜ

ut = −c ux

2) ఔࣜํࢄ֦

ut = 1/Re uxx

3) ඇઢܗҠྲྀํఔࣜʢBurgersํఔࣜʣ

ut = −uux+1/Re uxx, Re = 200 (1)

4) Խֶछͷࣗݾ৮ഔϞσϧͰ͋Δ࿈ํఔ
ࣜ (Brusselator)

{
ẋ = −(B + 1)x+ x2y +A

ẏ = Bx− x2y
(2)

2.2 ภඍํఔࣜͷਪఆํ๏

ຊڀݚʹ͓͚ΔGPϓϩηεͷҨࢠɼํ
ఔࣜͷ߲ͷܗʹ૬͢ΔɽGPͰ༻͍ΒΕΔҨ
ࢠͷަࠥಥવมҟͳͲͷਐԽͷૢ࡞ɼ߲
ͷܗͷҧ͍ͱͯ͠ݱΕΔɽ·ͨɼ༏ΕͨҨࢠ
Λํ͢๏ͱͯ͠ EFS[3]Λಋೖͨ͠ɽEFS
ํఔࣜͷ࡞ɼಛ߹ɼಛબͷ 3εςο
ϓͰߏ͞ΕΔGPͰ͋ΔɽGPͷϓϩηεʹ
Αͬͯੜ͞Εͨ mݸͷҨ͔ࢠΒߏ͞Ε
Δࣜ F (X)Λࣜ࣍ͷΑ͏ʹද͢ɽ

F (X) =
m∑

i=1

βi hi(Xi)

hi (Xi) F (X)ʹؚ·ΕΔՄੑ͕͋Δ߲Ͱɼ
͜ΕΛʮಛʯͱఆٛ͢ΔɽX؍ଌσʔλϕ
ΫτϧΛද͓ͯ͠ΓX1, X2, ..., Xm mݸͷ
֤มྔΛද͍ͯ͠Δɽ
ಛ߹ɼަࠥಥવมҟΛ༻͍ͯධՁ͕
ྑ͘ͳΔΑ͏ͳҨࢠʢ߲ʣΛ࡞͠ɼ৽͍͠
߲Λ࡞͢Δ͜ͱͰ͋Δɽಛબɼ߲ͷධ
Ձʢͨͱ͑ɼΤϦʔτઓུʣʹΑͬͯํఔࣜ
ʹඞཁͳͷͱෆඞཁͳͷʹྨ͢Δ͜࡞
ͱͰ͋Δɽ߲ʹ͓͚Δྑ͍ධՁͱɼβi ̸= 0ͱ
ͳΔ͜ͱͰ͋Γɼ࡞͞ΕͨํఔࣜF (X)ͱ
తมY ͷॏ૬͕͍ؔߴ߹ɼβi ̸= 0

Ͱ͋Δؔ hi (Xi)ͷධՁ͕ྑ͘ͳΔɽͦͷͨ
Ίɼ߲ͷධՁํ๏ʹࣜ࣍ͷ LASSOΛ༻͠ɼ
ͦͷํఔࣜͷॏ૬ؔධՁʹ༻͍Δɽ

β̂ λ = argmin
β∈Rm

∥Y −
m∑

i=1

βiXi ∥ 2
2 + λ

m∑

i=1

|βi |

1ͭͷਪఆ࣮ݧʹ͍ͭͯɼ1ͭͷߦࢼʹ͖ͭ
300ੈͷεςοϓΛ܁Γฦ͠ɼ50ճͷߦࢼΛ
େద߹ͷ࠷Ռɼ֤߲ͷ݁ݧɽ࣮ͨͬߦ
Λ݁ͿύϨʔτϑϩϯτ͔Β࠷దղΛಘΔɽਤ
1ࣜ (1)ͷղΛ͍ࣔͯ͠Δɽ߲ 2ͷͱ͖ɼ߲
ͷܗͱ͕Α͘Ұக͍ͯ͠Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ
ਪఆํ๏ͷৄࡉ [4]Λࢀর͞Ε͍ͨɽ
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ਤ 1. Ұݩ࣍Burgersํఔࣜͷਪఆʹ͓͚ΔύϨʔτੳ

3 ࢉܭͱਪఆ݁Ռ

ຊߘͰࢴ໘ͷ߹্ɼBrusselatorͷ݁Ռ
Λࣔ͢ɽࣜ (2) ẋ = −ẏ − x + Aͱॻ͚ɼͦ
ͷڍಈਤ 2ͷΑ͏ʹपظղͱͳΔɽ

ਤ 2. Խֶछ x, yͷ࿈ํఔࣜ (A=1.0, B=6.0)

࿈ํఔࣜͷ߹ʹɼ2ஈ֊ͷਪఆ͕ඞཁ
ͱͳΔɽ·ͣɼẋͱ ẏΛಠཱʹٻΊΔͱɼਤ 3

͔Β ẋ ! −ẏͷؔࣜΛಘΔɽ࣍ʹɼతม
Λ ẋ+ ẏͱͯࣜ͠ͷਪఆΛ͏ߦɽͦͷ݁Ռɼਤ
4ͷΑ͏ʹɼ߲ 2ͷͱ͖ʹ ẋ + ẏ = 1 − xΛ
ಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

!"#$!"#"%&'( !"#$$"#"%&'(!! !"

!!" #!"#$#%&# !" !"" #!"##%'(& !!

ਤ 3. BrusselatorͷࣜਪఆͷୈҰஈ֊

4 ·ͱΊ

CFDԽֶԠ࿈ͷγϛϡϨʔγϣϯΛ
ํఔࣜࢧͷݩɼ͍ɼͦΕΒͷσʔλΛ͍ߦ

!!!

"

ਤ 4. Brusselatorͷࣜਪఆͷୈೋஈ֊

Λਪఆͨ͠ɽਪఆʹ Genetic Programming

Λ༻͍ͯಘΒΕͨ݁ՌΛύϨʔτղੳʹΑΓ
ੳ͠ɼࣜΛਪఆ͢Δੳํ๏ΛఏҊͨ͠ɽͦͷ
݁Ռɼ߲͕গͳ͘ద߹͕ํ͍ߴఔ͕ࣜࢧ
ํఔͰ͋Δ͜ͱ͕໌͠ɼఏҊํ๏ݻ༗ͷ
ࣝΛඞཁͱͤͣʹࢧํఔࣜΛࣗಈతʹਪఆͰ
͖Δ͜ͱΛ֬ೝͰ͖ͨɽ·ͨɼ࿈ํఔࣜͷ
߹ʹɼஈ֊Λͯܦղ͖ํΛ͑ߟΔඞཁ͕͋
Δ͕ɼ࠷ऴతʹਫ਼Α͘ਪఆ͢Δ͜ͱ͕Մ
ͱͳͬͨɽ

ँࣙ ຊڀݚɼभେֶใج൫ڀݚ։ൃη
ϯλʔͷػࢉܭ༺ڀݚ ITOΛར༻ͨ͠ɽ
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࣮Ԡ༻Ϟσϧʹ͓͚ΔੑධՁن༗ιϧόͷେݻฒྻ͚ղੳߏ

ೋଜ อಙ 1, ᓎҪ మ 1, ിᖒ ೋ࡞ 2

1ஜେֶɼ2ΤϜΤεγʔιϑτΣΞࣜגձࣾ
e-mail : futamura@cs.tsukuba.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ຊڀݚͰ༗ݶཁૉ๏ʹΑΔߏղੳͰݱΕ
ΔେنͳૄྻߦҰൠԽݻ༗

Ax = λBx

ΛߴฒྻͳࢄฒྻڥࢉܭͰߴʹղ͘͜ͱ
Λ͑ߟΔɽA ∈ Rn×nରশྻߦɼB ∈ Rn×n
ਖ਼ఆରশྻߦͰ͋ΓɼಛఆͷपྖҬͷ
༗ݻ λͱରԠ͢Δݻ༗ϕΫτϧ xΛٻΊΔɽ

2 ᓎҪɾਿӜ๏

ᓎҪɾਿӜ๏ [1]ɼࢦఆͨ͠पճੵ࿏
෦ͷݻ༗ͱରԠ͢Δݻ༗ϕΫτϧΛٻΊΔฒ
ྻੑͷݻ͍ߴ༗ղ๏Ͱ͋ΓɼߏղੳΛ͡
Ίɼిࢠঢ়ଶࢉܭɼ֪ࢉܭܕɼૉཻࢉܭࢠͳ
ͲͷՊֶٕज़ࢉܭʹԠ༻͞Ε͍ͯΔɽ
ᓎҪɾਿӜ๏Ͱपճੵ

sk :=
1

2πi

∮

Γ
zk(zB −A)−1Bvdz (1)

Λ͑ߟΔɽ͜͜Ͱ Γෳૉฏ໘্ͷ Jordanۂ
ઢɼv ∈ RnͰ͋Γɼ௨ৗ vཚͰੜ͢Δɽ
ཹఆཧʹΑΓ sk Γ෦ͷݻ༗ʹରԠ͢
Δݻ༗ϕΫτϧͷઢ݁ܗ߹ͱͳΔɽࣜ (1)ΛN

ۙʹͷੵΛ༻͍ͨੵͰҎԼͷΑ͏ݸ
Δɽ͢ࣅ

ŝk :=
N∑

j=1

ζkj wj(zjB −A)−1Bv.

͜͜Ͱ zjɼwjͦΕͧΕੵ͓ΑͼॏΈͰ͋
Γɼζj҆ఆੑͷͨΊʹzjΛγϑτɾεέʔ
ϧͨ͠Ͱ͋ΔɽS := [ŝ0, ŝ1, . . . , ŝM−1]ͷྻ
ۭ͔ؒΒۙݻࣅ༗ରΛಘΔͨΊɼจݙ [1]ʹ͓
͚ΔHankelྻߦΛ༻͍ͨํ๏Rayleigh–Ritz

ͷख๏ʹΑΔํ๏ [2]Λ༻͍Δɽෳͷ vΛ༻
͍ͨϒϩοΫ൛ͷख๏͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔ [3, 4]ɽ
ᓎҪɾਿӜ๏Ͱੵ͝ͱʹ zjB−AΛ

ྻߦͱ͢Δઢํܗఔࣜͷٻղ͕ࢉܭͷओཁ෦
ʹͳΔ͕ɼ͜ΕΒಠཱʹղ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
·ͨɼݻ༗ΛٻΊΔྖҬΛෳઃఆ͢Δ߹
ɼͦΕΒʹର͢Δࢉܭಠཱʹ͜͏ߦͱ͕Ͱ

͖Δɽ͞Βʹઢํܗఔࣜٻղʹରͯ͠ฒྻΞ
ϧΰϦζϜͷద༻͕͑ߟΒΕΔͨΊɼᓎҪɾਿ
Ӝ๏̏֊ͷ֊తͳฒྻੑΛͭɽ͜ͷ֊
తฒྻੑΛར༻͢Δ͜ͱʹΑΓɼฒྻࢉܭ
͞ΕΔɽظΔ͜ͱ͕͢شΛൃੑ͍ߴͰڥ
ᓎҪɾਿӜ๏Λ࣮ͨ͠ࢄฒྻιϑτΣΞ
ͱͯ͠ z-Pares [5]͕ެ։͞Ε͍ͯΔɽ

3 ࣮ݧ

࣮Ԡ༻Ϟσϧ͔ΒݱΕΔେنʹ͓͍
ઃʢJCAHPCʣ͕ӡࢪ൫جಉHPCڞઌ࠷ͯ
༻͍ͯ͠ΔOakforest-PACSΛར༻࣮ͨ͠
ɽOakforest-PACSͨͬߦɾฒྻੑධՁΛݧ

ஜେֶࢉܭՊֶڀݚηϯλʔͷֶڞࡍಉར
༻ϓϩδΣΫτΛ௨ͯ͡ར༻ͨ͠ɽ݁Ռʹ͍ͭ
ͯߨԋʹ͓͍ͯड़Δɽ
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NMFܕDNNࢉܭ๏ͱͦͷԠ༻

ࠓ ڿ 1, ೋଜ อಙ 1, ᓎҪ మ 1

1ஜେֶ
e-mail : imakura@cs.tsukuba.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ۙɼը૾ೝࣝ৴߸ॲཧͳͲ༷ʑͳʹ
͓͍ͯσΟʔϓχϡʔϥϧωοτϫʔΫʢDNNʣ
͕͞Ε͕ڀݚʹൃ׆ਐΊΒΕ͍ͯΔ [3].

DNNࢉܭɼඇઢੑ׆ܗԽؔɼόΠΞε߲͓
Αͼਖ਼ଇԽؔʹΑΔඇઢ࠷ܗదԽͱͯ͠
ఆࣜԽ͞Εɼͦͷ࠷దԽʹɼ֬తޯ߱Լ
๏ʹͮ͘جόοΫϓϩύήʔγϣϯʢBPʣ๏͕
ඪ४తͳΞϧΰϦζϜͱͯ͠ར༻͞Ε͍ͯΔɽ
Ұํɼۙ զʑશ݁߹χϡʔϥϧωοτϫʔ

Ϋʹରͯ͠ɼඇઢܗඇෛྻߦղʢඇઢܗ
NMFʣʹͮ͘ج৽͍͠࠷దԽΞϧΰϦζϜΛ
։ൃͨ͠ [1, 2, 4]. NMFܕ DNNࢉܭ๏ BP

๏ʹରͯ͠େ͖ͳϛχόοναΠζΛऔΔ͜ͱ
͕Ͱ͖ΔͨΊฒྻੑ͍ߴฒྻੑΛࣔ͢͜ͱ͕֬
ೝ͞Ε͍ͯΔ [2]ɽ
ຊߨԋͰɼBP๏͓Αͼ NMFܕ DNNܭ

ɼ৽͍͠͠ূݕ͍ͯͭʹ๏ͷऩଋಛੑͷҧ͍ࢉ
ղ๏ͷՄੑʹ͍ͭͯݕ౼͢Δɽ

2 DNNࢉܭ

ֶशσʔληοτͷಛྔΛminɼσʔλ
αϯϓϧΛnɼਖ਼ղσʔλͷݩ࣍Λmoutͱ
͢Δɽ·ͨɼࢣڭσʔλΛX ∈ Rmin×nɼਖ਼ղ
σʔλΛY ∈ Rmout×nͱ͢Δɽ͜ͷ࣌ɼॏΈߦ
ྻWi ∈ Rmi×mi−1 ͓ΑͼόΠΞε߲ bi ∈ Rmi

Λ༻͍ɼશ݁߹DNNɼ

Zi =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

f(WiZi−1 + bi1T)

(i = 1, 2, . . . , d− 1)

WiZi−1 + bi1T

(i = d)

ͱॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜͜ͰɼZ0 = Xɼ1 =

[1, 1, . . . , 1]T ∈ RnͰ͋Δɽ·ͨɼؔ f ׆
ੑԽؔͱݺΔཁૉ͝ͱͷؔͰɼҰൠతʹ
γάϞΠυؔ ReLU: f(X) = max(O,X)

ͳͲ͕༻͍ΒΕΔɽ
DNNࢉܭͰɼDNNͰ͞ࢉܭΕΔग़ྗ

Zd ͱਖ਼ղσʔλ Y ͷڑ D(Y, Zd)Λ࠷খԽ
͢ΔΑ͏ʹɼॏΈWi͓ΑͼόΠΞε߲ biΛ࠷
దԽ͢Δɽ

3 NMFܕDNNࢉܭ

ຊઅͰɼNMFܕ DNNࢉܭ๏ͷུ֓ʹͭ
͍ͯࣔ͢ɽͳ͓؆୯ͷͨΊɼόΠΞε߲ bi ͓
Αͼ࠷దԽͷࡍͷਖ਼ଇԽ߲ʹ͍ͭͯແ͢ࢹΔ
͜ͱʹ͢ΔɽόΠΞε߲ bi ͓Αͼ࠷దԽͷࡍ
ͷਖ਼ଇԽ߲Λྀͨ͠ߟ߹ͷ࠷దԽΞϧΰϦζ
Ϝͷৄࡉʹ͍ͭͯɼจ [1]Λࢀর͞Ε͍ͨɽ
·ͨɼੑ׆ԽؔReLUΛ༻͍Δͱ͢Δɽ
NMFܕ DNNࢉܭͰɼग़ྗ Zd ͱਖ਼ղ
σʔλ Y ͷڑD(Y, Zd)Λ 2ࠩޡʹΑΓ

D(Y, Zd)

= ∥Y − Zd∥2F
= ∥Y −Wdf(Wd−1 · · · f(W1X) · · · )∥2F

(1)

ͱఆٛ͢Δɽ͜ ͷ࠷খԽ๏ͱͯ͠ɼNMFܕDNN

ྻߦຊΞΠσΟΞ֤ॏΈج๏ͷࢉܭ Wi Λ
i = d, d − 1, . . . , 1ͷॱʹஞ࣍తʹ࠷దԽ͢Δ
͜ͱͰ͋Δɽ
Wྻߦ (0)

i (i = 1, 2, . . . , d)Λ֤ॏΈྻߦͷ
ॳظͱ͢Δɽͳ͓ɼॳظͷઃఆʹ͍ͭͯ
NMFܕΦʔτΤϯίʔμʔ͕ఏҊ͞Ε͍ͯ
Δ [4]ɽୈ k෮ʹ͓͍ͯɼྻߦ Z(k)

i Λ

Z(k)
0 = X (2)

Z(k)
i = f(W (k)

i f(W (k)
i−1 · · · f(W

(k)
1 X) · · · ))

(i = 1, 2, . . . , d− 1) (3)

ͱஔ͖ɼ֤ྻߦWiͷߋ৽ʹ͍ͭͯ͑ߟΔɽ
ࠩޡWdʹண͢Δͱɼྻߦ (1)

∥Y −WdZd−1∥2F

ͱॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜͜ͰɼZd−1 = f(Wd−1

Zd−2) ≥ 0ʹҙ͢ΔͱɼྻߦW (k+1)
d ඇ

ෛྻߦղʢsemi-NMFʣ

[W (k+1)
d , Ẑ(k+1)

d−1 ]

= arg min
Wd,(Zd−1≥0)

∥Y −WdZd−1∥2F (4)

ʹΑΓۙࣅతʹ͞ࢉܭΕΔɽ͜ ͷ࣌ɼsemi-NMF

ͷॳظͱͯ͠W (k)
d , Z(k)

d−1Λ༻͍Δɽ
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Algorithm 1 The nonlinear semi-NMF based method
Require: Input and correct data X,Y and size of mini-batch s

Ensure: Weight matrices Wi, i = 1, 2, . . . , d

1: Set initial guess W (0,0)
1 ,W (0,0)

2 , . . . ,W (0,0)
d

2: Compute a low-rank approximation X ≈ U1Σ1V T
1

3: for k = 0, 1, . . . do:

4: for ℓ = 0, 1, . . . ,m/s− 1 do:

5: Set the index of mini-batches J (k)
ℓ and Xℓ = U1Σ1V1(J (k)

ℓ , :)T, Yℓ = Y (:,J (k)
ℓ )

6: Set Z(k,ℓ)
i = f(W (k,ℓ)

i Z(k,ℓ)
i−1 ) for i = 1, 2, . . . , d− 1, where Z(k,ℓ)

0 = Xℓ

7: Solve (approximately) semi-NMF (4) with initial guesses W (k,ℓ)
d , Z(k,ℓ)

d−1

8: for i = d− 1, d− 2, . . . , 2 do:

9: Solve (approximately) nonlinear semi-NMF (5) with initial guesses W (k,ℓ)
i , Z(k,ℓ)

i−1

10: end for

11: Solve (approximately) nonlinear LSQ (6) with an initial guess W (k,ℓ)
1

12: end for

13: Update W (k+1,0)
i = W (k,m/s)

i for i = 1, 2, . . . , d

14: end for

ಉ༷ʹɼWi (i = d − 1, d − 2, . . . , 2)ʹண
͢ΔͱɼZi = f(WiZi−1)ΑΓɼ

Ẑi ≈ f(WiZi−1)

Ͱ͋Δ͜ͱ͕·ΕΔɽ͠ ͕ͨͬͯɼྻߦW (k+1)
i

ඇઢܗ semi-NMF

[W (k+1)
i , Ẑ(k+1)

i−1 ]

= arg min
Wi,(Zi−1≥0)

∥Ẑ(k+1)
i − f(WiZi−1)∥2F

(5)

ʹΑΓ͞ࢉܭΕΔɽ
W1ʹண͢ΔͱɼZ0ྻߦ = XͰ͋ΔͨΊɼ

ʣNMFͰͳ͘ɼඇઢܗখԽʢඇઢ࠷
খ࠷ܗ 2

W (k+1)
1 = argmin

W1

∥Ẑ(k+1)
1 − f(W1X)∥2F (6)

ͱͳΔɽ
WྻߦɼಘΒΕͨॏΈʹޙ࠷ (k+1)

i Λ༻͍ͯɼ

(2), (3)ͱಉ༷ʹྻߦZ(k+1)
i Λߋ৽͢Δɽ࣮༻

্ͷ؍͔ΒɼΞϧΰϦζϜֶशσʔλͷ෦
αϯϓϧΛஞ࣍తʹ༻͍Δϛχόονֶश͕
Αͼ͓ݮίετͷࢉܭΘΕΔɽ·ͨɼߦ
҆ఆੑͷվળͷͨΊɼࢣڭσʔλͷϥϯΫۙ
ܕΛ༻͍ΔɽNMFࣅ DNNࢉܭ๏ͷΞϧΰϦ
ζϜAlgorithm 1ͷΑ͏ʹࣔ͞ΕΔɽ
ɼBP๏͓Αͼ NMFܕ DNNࢉܭ๏

ͷऩଋಛੑͷҧ͍͓Αͼ৽͍͠ղ๏ͷՄੑʹ
͍ͭͯൃද͢Δɽ
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周期未満波形からの時間周波数解析

⽯⼭ ⽂彦
⽇本電信電話株式会社  ネットワーク基盤技術研究所

はじめに
時間周波数解析の理論式は、互いに直交する

基底関数

と解析対象波形 との無限積分

で書かれることが多い。実際の解析対象波形は
有限⻑であるため、この理論式は概念的に⽤い
られるのみで、数値計算上は、与えられた有限
区間で直交する基底関数が⽤いられる。
この時間幅を とすると、例えばフーリエ解

析では、とりうる周波数が

なる値に限定される。つまり、区間内で整数周
期の繰り返し波形をなす基底関数となる。
このことから、直交基底を⽤意して相関積分

をとるという⽅法論では、 周期未満波形から
の時間周波数解析はできないことになる。
そこで我々は、この⽅法論によらない時間周

波数解析⼿法の検討を進めている 。
我々の⼿法は、久保の線形応答理論 をベー

スとし、波を粒⼦表現することで解析対象を理
解しようとするものとなっている。我々の⼿法
のモデル式はフーリエ級数展開のスーパーセッ
トとなっており、具体的な計算⼿続きは線形予
測法とほぼ同⼀である。数値計算上の違いは、
⾃⼰相関⾏列の構成⽅法にあらわれる。
以下、我々の⼿法を紹介するとともに、これ

を⽤いての解析事例を⽰す。

解析⼿法
我々のモデル式は、 による周波

数変調振の式

の拡張とみなすのがわかりやすい。ここで
は時変な周波数である。これに振幅変調振に
相当する項 を追加し、項数も⼀般の場合
を考える。

ここで、

とおくと、我々のモデル式は、⼀般の複素関数
による級数展開

であらわされる。このモデル式の複素関数を、
周波数空間を等分割する⼀次関数にとること
で、フーリエ級数展開が得られる。
このモデル式⾃体は非線形であるため、その

まま解くことはできない。そこで、ある時刻
を中⼼とする微⼩区間に着目する。各複素関数
を のまわりで展開した式

において、⼗分に短い時間幅であれば、⾼次項
の寄与を無視することができ、単純な線形問題
に帰着させることができる。つまり、局所的に
線形な座標系の直交基底を求めればよい。この
直交基底より、周期性の概念を要さずに局所に
おける周波数が算出される。
あとは着目する微⼩区間に対して線形予測法

を区分的に適⽤し、各時刻 近傍での各振
モード を算出すればよいことになるが、
ここに数値計算上の問題が隠されている。
標準的には ⽅程式を解くことで

予測係数の算出が⾏われるが、ここには
による周期波形への置き換え近似 が隠され
ており、さらに、標準的な数値計算上の式には

⽇本応⽤数理学会 年 年会 講演予稿集 ，東京 ⼀般社団法⼈⽇本応⽤数理学会
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板倉による補正 も隠されている。そのため、
通常の数値計算アルゴリズムを⽤いた場合、正
しい の算出ができない。どの教科書に
も記載されていない、厳密式を⽤いる必要があ
る 。

解析事例
蛍光灯が発する電磁ノイズ解析への適⽤事例

を図１に⽰す。蛍光灯は⾼周波ノイズを電源線
に発しており、これが周辺機器の誤作を招く
場合がある。
解析条件は、サンプリング間隔 、解析次

数 、⼀度の解析に⽤いるサンプル数 とした。

図 蛍光灯の電流波形、 電流波形の⾼周波成分
（電磁ノイズ）、 提案⼿法による解析結果、 同⼀条
件での 適⽤結果。

この事例での の周波数分解能は
となり、⼗分な結果が得られていない。⼀つの
解析区間内には 周期の半端波形が含まれ
るが、我々の⼿法では、周波数の時間変化を詳
細に追うことができている。

まとめ
我々の提案⼿法を紹介し、その適⽤事例を⽰

した。
我々の⼿法は、局所的な直交座標系の固有値

から周波数情報を算出しようとするものである
ことから、よくある⼿法のように周期性の概念
を要しない。このため、１周期未満の部分波形
からも詳細な周波数情報を得ることができる。
また、我々の⼿法の産業応⽤への可能性を⽰

す目的で、実測電磁ノイズ波形に適⽤し、
に対する優位性を⽰した。

参考⽂献
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ඇରশૄྻߦΛͱ͢Δ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜʹର͢Δਫ਼อূ͖ࢉܭ
ͷతൺֱ

ೆാ ३࢙ 1, Ԯా ࢙ 2, େੴ ਐҰ 3

1தԝେֶɼ2౦ࢠঁژେֶɼ3ૣҴాେֶ
e-mail : aminamihata@gmail.jp

1 ֓ཁ

ภඍํఔࣜͰهड़͞ΕΔϞσϧͷࢄԽ
͔ΒಘΒΕΔ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜͷૄྻߦͰ
͋Δ͜ͱ͕ଟ͍ɽૄྻߦΛอͭ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜ
ͷਫ਼อূ͖ࢉܭʹγϑτͨ͠ίϨε
ΩʔղΛ༻͍ͨਫ਼อূ͖ࢉܭ [1]͕
༻͍ΒΕΔɽ͔͠͠ඇରশྻߦʹద༻͢Δ߹
 ATAx = AT bͱม͠ܗͳ͚ΕͳΒͳ͍ͨ
Ίɼ͕݅ κ(A)2ͱͳΓɼκ(A) < 108ఔ
ͷ͔͠ղ͚ͳ͍͜ͱ͕ͱͳΔɽ·ͨɼ
ͳ͍߹ʹ༻͍Βͨ࣋ಛผͳੑ࣭Λ͕ྻߦ
ΕΔ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜͷਫ਼อূ͖ࢉܭͰ
ྻߦͷۙྻߦٯࣅΛඞཁͱ͢ΔͨΊɼଟ
͘ͷ߹ۙྻߦີ͕ྻߦٯࣅͱͳͬͯ͠·͍
ߦͰͳ͘ͳͬͯ͠·͏ɽຊൃදͰɼૄྻߦૄ
ͷ͚ྻ LUղΛ༻͍ͨ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜͷਫ਼
อূ͖ࢉܭʹண͢Δɽಛʹɼࠨલॲ
ཧͱͯ͠LͷۙྻߦٯࣅΛ༻͍ɼӈલॲཧͱ͠
ͯ UͷۙྻߦٯࣅΛ༻͍Δਫ਼อূ͖
ண͢Δɽ͜ͷํ๏Ұൠతʹ͋·Γʹࢉܭ
ධՁͷՕॴࠩޡΘΕͳ͍ɽͦͷཧ༝ͷҰ͕ͭ
ͰࠨલॲཧΑΓྼΔ͜ͱ͕͑ߟΒΕΔɽྫ͑
ɼAͷۙྻߦٯࣅ RΛ༻͍ͨࠨલॲཧྻߦ
Λ༻͍ͨࠩޡධՁࣜҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ

|A−1b− x̃| ≤ |(RA)−1| |R(b−Ax̃)| (1)

·ͨɼLUղLU ≈ PAQΛຬͨ͢ͱ͠ɼL

ͷۙྻߦٯࣅXLͱUͷۙྻߦٯࣅXUͱ͢Δɽ
·ͨɼB = PAQ, c = Pb, y = QTx, ỹ = QTx

ͱͯ͠ɼLUղͷۙྻߦٯࣅΛ༻͍ͨࠨલॲ
ཧͷࠩޡධՁࣜҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ
|B−1c−ỹ| ≤ |

(
XU

(
XLB

))−1| |XUXL(c−Bỹ)|
(2)

લॲཧʹXLɼӈલॲཧʹXUࠨ Λ༻͍ͨࠩޡ
ධՁࣜҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ
|B−1c−ỹ| ≤ |XU ||

((
XLB

)
XU

)−1| |XL(c−Bỹ)|
(3)

ࠩධՁࣜࠩޡ͍ͨ༺લॲཧΛࠨ (b − Ax̃)

ʹલॲཧ͍͔͔͕ͯͬྻߦΔɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ
ӈલॲཧͷࠩޡධՁࣜࠩʹલॲཧ͕ྻߦ
͔͔͍ͬͯͳ͍ɽͦͷͨΊɼࠩޡධՁࣜͱͯ͠

ࠨલॲཧ͕ਫ਼͕ྑ͍ɽຊൃදͰૄྻߦΛ
อͭͱ͍͏؍͔ΒࠨલॲཧͱӈલॲཧΛ
Έ߹Θͤͨ΄͏͕ޮՌతͰ͋ΓɼʹΑͬͯ
ඇৗʹେنͳਫ਼อূ͖ࢉܭ
͕ग़དྷΔ͜ͱΛࣔ͢ɽ

2 εύʔεͳLUղͷLͱUͷྻߦٯ

ͷ͚ྻߦૄ LUղͰྻͷۙ࠷ࣅখ࣍
ஔΛ༻͍ͨ LU ղΛ༻͍ΒΕΔ͜ͱ͕ଟ
͍ɽྻͷۙ࠷ࣅখ࣍ஔ͖ LUղͷ͓ߦ
ΑͼྻͷϐϘοτΛ༻͍ͯྻߦ AΛஔ͢Δ
ͱਤ.1ͷΑ͏ͳର֯ϒϩοΫͱີͷଳΛߦͭ࣋
ྻʹมɺ͘͠ਤ.1ͷߏΛҰ෦ʹߦͭ࣋
ྻʹͳΔ͜ͱ͕ଟ͍ɽྫ͑ɼஔޙͷ Sparse

matrix collections [2] ͷ raefsky3 ਤ.2 ͱͳ
Δɽ ·ͨɼਤ.1ͷ LUղਤ.3ͷߏͱͳ

ਤ 1. ྑ͘දΕΔύλʔϯ ਤ 2. ஔޙͷ raefsky3 ͷ
ύλʔϯ

Δɽ͞Βʹɼͦͷྻߦٯਤ.3ͷߏͱͳΔɽ
ͦͷͨΊɼਤ.1ͷߏΛྻߦͭ࣋ͷྻߦٯີ
ͱͳΔ͕ɼਤ.1ͷྻߦ LUղͷ Lͱ Uͷۙ
Ͱظͱ͕ͭ࣋͜Λߏεύʔεͳྻߦٯࣅ
͖Δɽྫ͑ɼraefsky3ͷ Lͱ Uͷۙߦٯࣅ
ྻͦΕͧΕਤ 5.ͱਤ 6.ͱͳΔɽ

ਤ 3. ਤ.1ͷ LUղͷԼࡾ
ྻߦ֯ ਤ 4. raefsky3ͷ Lͷύλʔ

ϯ
3 ࣮ݧ
Sparse matrix collections [2]ΑΓྻߦαΠ
ζ͕ 10,000ҎԼͷ Λྻߦͷඇରশͳૄݸ526
༻͍ͯɼ(1),(2),(3)ʹݱΕΔྻߦૄ͕ྻߦͱͳ
Δ͔ͷ࣮ݧΛͨͬߦɽ·ͨɼL,U,R,XL, XU 
MATLABͷ LU function͓Αͼ inv function
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ਤ 5. raefsky3 ͷ L ͷߦٯ
ྻͷύλʔϯ

ਤ 6. raefsky3 ͷ U ͷߦٯ
ྻͷύλʔϯ

Λ༻͍ͯLUղ͓ΑͼۙྻߦٯࣅΛ࡞ͨ͠ɽ

[L,U, p, q] = lu(A,′ vector′);

R = inv(A); XL = inv(L); XU = inv(U);

densityඇθϩཁૉΛશཁૉͰׂͬͨΛ
ɽਤͨ͠༺ 7-14ʹ L,U,XL, XU , R,RA,

XU (XL(PAQ)), (XL(PAQ))XU ͷ densityͷ
ώετάϥϜΛࣔ͢ɽ
ਤ 7-8.ΑΓL,U 90%Ҏ্ͷͰdensity

͕ 0.1ҎԼͰ͋Δ͜ͱ͕͔Δɽਤ 9.ΑΓɼXL

ͷ density͕ 0.1ҎԼͰ͋Δ͕ 64%͋Δ
͜ͱ͕͔Δɽਤ 10.ΑΓɼXU ͷ density͕
0.1ҎԼͰ͋Δ͕ 61%͋Δ͜ͱ͕͔Δɽ
ਤ 11.ΑΓɼRͷ density͕ 0.1ҎԼͰ͋Δ
͕ 2%͋Γɼdensity͕ 0.9Ҏ্͕ 47%Ͱ
͋Δ͜ͱ͕͔ΔɽैͬͯɼLUղͷஈ֊Ͱ
΄ͱΜͲͷ͕ૄੑྻߦΛอ͍ͬͯΔ͕ɼ
ΘΕΔࣦ͕͜ੑྻߦ͢Δͱૄ࡞Λྻߦٯࣅۙ
ͱ͕͔Δɽͨͩ͠ɼLͱ UͷۙྻߦٯࣅͰ
͋Ε 60%Ҏ্ͷͰྻߦૄͷ··Ͱ͋
Δ͜ͱ͕͔Δɽਤ 12.ΑΓ RAͷ density͕
 0.1ҎԼͰ͋Δ 2%Ͱ͋Δ͜ͱ͕͔
ΔɽैͬͯɼۙྻߦٯࣅRΛ༻͍ͨࠩޡධՁࣜ
ଟ͘ͷ߹ͰɼૄੑྻߦΛอͭ͜ͱ͕ग़དྷ͖
ͳ͍͜ͱ͕͔Δɽਤ 13.ΑΓXUXLPAQͷ
density͕ 0.1ҎԼͰ͋Δ 2%Ͱ͋Δ͜ͱ
͕͔ΔɽैͬͯɼXL͓ΑͼXU ͷૄ͕ྻߦ
Ͱ͋ͬͯXUXLPAQີͰ͋Δ͜ͱ͕ଟ͍
͜ͱ͕͔Δɽैͬͯɼࠨલॲཧ͚ͩΛ༻͍ͨ
Λอͭ͜ͱ͕ग़དྷͳ͍͜ੑྻߦධՁࣜૄࠩޡ
ͱ͕͔Δɽਤ 14.ΑΓXLPAQXU ͷ density

͕ 0.1ҎԼͰ͋Δ 40%Ͱ͋Δ͜ͱ͕͔
ΔɽैͬͯɼXL͓ΑͼXU ͷૄ͕ྻߦͰ͋Ε
ɼXLPAQXU ૄͰ͋ΔՄੑ͕͋Δ͜ͱ
͕͔Δɽ·ͨɼਤ 13.͓Αͼ 14.ΑΓ LU
ղΛ༻͍Δ߹ࠨલॲཧ͚ͩͰͳ͘ɼࠨલ
ॲཧͱӈલॲཧΛΈ߹Θͤͨ΄͏͕ྑ͍͜ͱ
͕͔Δɽ
ʹ࣍ scircuit in [2]ͱݺΕΔΛ (3)Λ

༻͍ͯղ͍ͨ݁ՌΛࣔ͢ɽ͜ͷྻߦͷੑ࣭Λද

1.ʹࣔ͢ɽද 1.ΑΓ (3)Ͱ༻͢Δྻߦૄͳ
ͰࢉܭΛอ͓ͬͯΓɼਫ਼อূ͖ߏ
͖͍ͯΔ͜ͱ͕͔Δɽ

ਤ 7. Lͷ density ਤ 8. U ͷ density

ਤ 9. XL ͷ density ਤ 10. XU ͷ density

ਤ 11. Rͷ density ਤ 12. RAͷ density

ਤ 13. XUXLPAQ ͷ den-
sity

ਤ 14. XLPAQXU ͷ den-
sity

ද 1. scircuitͷྻߦͷੑ࣭

ݩ࣍ 170,998

DMղͷ࠷େϒϩοΫαΠζ 170,493

κ(A) 5.58× 109

Aͷ density 3.28× 10−5

XLͷ density 2.25× 10−5

XU ͷ density 2.25× 10−5

(XL(PAQ))XU ͷ density 4.45× 10−3

||(XL(PAQ))XU − I||∞ͷ্ք 7.35× 10−8

ݙจߟࢀ

[1] S. M. Rump and T. Ogita. Super-fast

validated solution of linear systems.

Journal of Computational and Applied

Mathematics. 2007, vol. 199(2), pp.

199-206.

[2] T. A. Davis and Y. Hu. The Univer-

sity of Florida sparse matrix collec-

tion. ACM Transactions on Mathemat-

ical Software (TOMS). 2011, vol. 38(1),

pp. 1:1-1:25.
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GaussͷزԿඍํఔࣜͷϞϊυϩϛʔྻߦʹର͢Δ
ਫ਼อূ͖ࢉܭ

Ҫ্  1, ੴໟ རণ 2, ҆ߴ ل྄ 3

1ஜେֶେֶӃγεςϜใڀݚֶՊ, 2ઍ༿େֶେֶӃཧֶڀݚՊ, 3ஜେֶγεςϜ

ใܥ
e-mail : takitoshi@risk.tsukuba.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ຊൃදͰGaussͷزԿඍํఔࣜ

x(1−x)
d2y

dx2
+[γ − (α+ β + 1)x]

dy

dx
−αβy = 0

(1)

(x, α, β, γ ∈ C)Λ͑ߟΔ. GaussͷزԿඍ
ํఔࣜͷղڃ

F (α,β, γ;x) :=2 F1

[
α,β

γ
;x

]
=

∞∑

n=0

(α)n(β)n
(γ)n n!

xn

Ͱ༩͑ΒΕ, ͜ΕΛGaussͷزԿؔ, ·ͨ
୯ʹزԿؔͱ͍͏. ͜͜Ͱ,

(x)n :=

{
1 (n = 0)
∏n−1

k=0(x+ k) (n ≥ 1)
, x ∈ C

Pochhammerه߸Ͱ͋Δ. ҎԼ, γ, γ−α−β,

α− β /∈ ZΛԾఆ͢Δ.

͋ΔಛҟपΓͷดܦ࿏ʹԊͬͨղੳଓΛ
ৗඍํఔࣜͷਫ਼อূ͖ࢉܭΛ༻͍ͯ
,ͱͰ͜͏ߦ ಛҟपΓͷϞϊυϩϛʔྻߦΛ
.แؚ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δʹີݫ GaussͷزԿ
ඍํఔࣜͷ߹ϞϊυϩϛʔྻߦΛಘΔཅ
తͳެ͕ࣜ͋Δ. ͔͠͠, ΑΓҰൠతͳزԿ
ඍํఔࣜ, ಛʹଟมزԿඍํఔࣜͷϞ
ϊυϩϛʔྻߦΛಘΔ͜ͱ͍ͨ͠Ί, ղͷ
ଟՁੑΛද͢ݱΔϞϊυϩϛʔྻߦͷΛਫ਼
อূ͖ࢉܭͰಘΔํ๏Λհ͢Δ.

2 ଓྻߦɾϞϊυϩϛʔྻߦ

GaussͷزԿඍํఔࣜ x = 0, 1,∞Λ
֬ఆಛҟʹͪ, ֬ఆಛҟͷपΓͰͦΕͧ
ΕجຊղΛͭ࣋. ಛҟ x = 0पΓͰ x ∈
D0 := {x : |x| < 1}ʹ͓͍ͯ

y(1)0 (x) = F (α,β, γ;x),

y(2)0 (x) = x1−γF (α− γ + 1,β − γ + 1, 2− γ;x).

ಛҟ x = 1पΓͰ x ∈ D1 := {x : |x−1| <
1}ʹ͓͍ͯ

y(1)1 (x) = F (α,β,α+ β − γ + 1; 1− x),

y(2)1 (x)

= (1− x)γ−α−βF (γ − α, γ − β, γ − α− β; 1− x).

ಛҟ x = ∞पΓͰ x ∈ D∞ := {x : |x| >
1}ʹ͓͍ͯ

y(1)∞ (x) = x−αF (α,α− γ + 1,α− β + 1;x−1),

y(2)∞ (x) = x−βF (β − γ + 1,β,β − α+ 1;x−1)

ͱͦΕͧΕද͞ΕΔ. زԿඍํఔࣜɾز
Կؔͷੑ࣭ʹ͍ͭͯྫ͑ [1]͕ৄ͍͠.

͍· i = 0, 1,∞ͱ͠, ෳૉ xi ∈ Di ͔Β
xj ∈ Dj (j = 0, 1,∞)ͷܦ࿏Λ ℓi,j ͱද͢.

࿏ܦ ℓi,j্ͷղੳଓΛ (ℓi,j)∗ͱද͢ͱ͢Δͱ,

x ∈ Dj ʹରͯ͠

(ℓi,j)∗
(
y(1)i (x), y(2)i (x)

)
=

(
y(1)j (x), y(2)j (x)

)
Mi,j

ΛΈͨ͢Mi,j ∈ GL(2,C)Λଓྻߦͱ͍͏.

GaussͷزԿඍํఔࣜͷ߹, ଓྻߦ


M0,1 =

⎡

⎣
Γ(γ)Γ(γ−α−β)
Γ(γ−α)Γ(γ−β)

Γ(2−γ)Γ(γ−α−β)
Γ(1−α)Γ(1−β)

Γ(γ)Γ(α+β−γ)
Γ(α)Γ(β)

Γ(2−γ)Γ(α+β−γ)
Γ(α−γ+1)Γ(β−γ+1)

⎤

⎦ ,

M0,∞ =

⎡

⎣
e−απiΓ(γ)Γ(β−α)

Γ(γ−α)Γ(β)
e−(α−γ+1)πiΓ(2−γ)Γ(β−α)

Γ(β−γ+1)Γ(1−α)

e−βπiΓ(γ)Γ(α−β)
Γ(γ−β)Γ(α)

e−(β−γ+1)πiΓ(2−γ)Γ(α−β)
Γ(α−γ+1)Γ(1−β)

⎤

⎦ ,

M1,∞ = M0,∞M−1
0,1

ͱཅతʹ༩͑ΒΕΔ (i =
√
−1). ͔͠͠, Ұൠ

తʹ͜ͷΑ͏ͳެࣜΛಋ͘͜ͱ͕ࠔͰ͋Δ.

ຊڀݚͰ,࣍Ͱఆٛ͞ΕΔྻߦؔΦi(x) ∈
GL(2,C)Λجຊղྻߦͱ͍͏.

Φi(x) :=

[
y(1)i (x) y(2)i (x)
dy

(1)
i
dx (x)

dy
(2)
i
dx (x)

]
.
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ॳظͷղͷҰҙੑ͔Βଓྻߦ·ͨ

(ℓi,j)∗Φi(x) = Φj(x)Mi,j , x ∈ Dj

ΛΈͨ͠, Mi,j = Φj(x)−1(ℓi,j)∗Φi(x)ͱجຊղ
.Λ༻͍ͯද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δྻߦ

ܥຊղجʹ࣍
(
y(1)0 (x), y(2)0 (x)

)
ʹؔ͢Δجຊ

.Λ༩͑ΔݱͷϞϊυϩϛʔද܈ ͍· π1(x,C\
{0, 1,∞})Λ xΛجͱ͢ΔྖҬC \ {0, 1,∞}
ͷزԿඍํఔࣜͷجຊ܈ͱ͢Δ. ͦͯ͠,

(ℓi)∗ (i = 0, 1,∞) x ∈ D0Λجͱ͠, ֬ఆ
ಛҟ x = iͷपΓͷดܦ࿏্ͷղੳଓΛද
͢. ͜ͷͱ͖, ରͯ͠ʹܥຊղج

(ℓi)∗
(
y(1)0 (x), y(2)0 (x)

)
=

(
y(1)0 (x), y(2)0 (x)

)
Mi

ΛΈͨ͢Mi ∈ GL(2,C)ΛϞϊυϩϛʔྻߦͱ
͍͏. ͜ͷྻߦࣸ૾

π1(x,C \ {0, 1,∞}) → GL(2,C)
ℓi '→ Mi

Λܾఆ͢Δ. ͜ͷࣸ૾Λجຊ܈ͷϞϊυϩϛʔ
දݱͱ͍͍, M0M1M∞ = I ΛΈͨ͢ྻߦͷ̏
ͭͷ (M0,M1,M∞)ʹΑܾͬͯ·Δ.

GaussͷزԿඍํఔࣜͷ߹, Ϟϊυϩ
ϛʔྻߦ্هͷଓྻߦΛ༻͍ͯ

M0 =

[
1 0

0 e2π(1−γ)i

]
,

M1 = M−1
0,1

[
1 0

0 e2π(γ−α−β)i

]
M0,1,

M∞ = (M1M0)
−1

ͱ༩͑ΒΕΔཅతͳެ͕ࣜ͋Δ.

ଓྻߦͱಉ༷ʹϞϊυϩϛʔྻߦجຊղ
.ΛΈͨ࣍͢ରͯ͠ʹྻߦ

(ℓi)∗Φ0(x) = Φ0(x)Mi. (2)

3 ਫ਼อূ͖ࢉܭʹΑΔϞϊυϩ
ϛʔྻߦͷࢉܭ

ਫ਼อূ͖ࢉܭΛ༻͍ͯ, Ϟϊυϩ
ϛʔྻߦΛີݫʹแؚ͢Δํ๏Λհ͢Δ. ·
ͣ, (2)͔Β

Mi = Φ0 (x)
−1 (ℓi)∗Φ0(x)

͕Γཱͭ. ͍· Φ0(x)ج x ∈ D0ʹ͓͚
ΔؔͰ͋Γ, (ℓi)∗Φ0(x)֬ఆಛҟx = i

ͷपΓͷดܦ࿏্ͷղੳଓ݁ՌͰ͋Δ. ํఔ
ࣜ (1)Λ

dΦ(x) = A(x)Φ(x),

A(x) :=

[
0 1
αβ

x(1−x)
(α+β+1)x−γ

x(1−x)

]
dx

ͱม͠ܗ (PfaffianํఔࣜͱݺΕΔ), ดܦ࿏
ΛҰͭݻఆ͢Δ͜ͱͰ, ෳૉৗඍํఔࣜ
.ΛಘΔܥ

ྫ͑, ֬ఆಛҟ x = 1पΓͷดܦ࿏ͱ͠
ͯ Γ1 : x(t) = eiπt/2 + 1, t ∈ [−1, 1] ΛͱΕ,

dx

dt
=

iπ

2
eiπt,

dy

dx
=

dy

dt
· dt
dx

=
dy

dt

2

iπeiπt

ΑΓ, z = dy/dxͱ͢Δͱ
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

dy
dt = iπ

2 e
iπtz,

dz
dt = iπ

[
γ−(α+β+1)(eiπt/2+1)

eiπt/2+1

]
z

+ iπ
(

αβ
eiπt/2+1

)
y,

(3)

t ∈ (−1, 1)ͱ͍͏ਖ਼ܥنͷৗඍํఔࣜܥΛ
ಘΔ. ج x(−1) = 1/2 ∈ D0Ͱ͋Γ, ৗඍ
ํఔࣜͷॳظ݅ Φ0 (1/2) Ͱ͋Δ. ͜Ε
GaussͷزԿؔF (α,β, γ;x)Λ༻͍ͯͦ
ͷؔΛਫ਼อূ͖͢ࢉܭΔ. ͦͯ͠
t ∈ (−1, 1)ͷ۠ؒʹ͓͍ͯৗඍํఔࣜܥ (3)

Λਫ਼อূ͖Ͱີݫʹղੳଓ (ྫ͑ [2]ͷ
Α͏ͳৗඍํఔࣜͷਫ਼อূ͖ιϧόʔʹ
ΑΓੵٻ)͢ΔࣄʹΑΓ, (ℓ1)∗Φ0(1/2)ͷີݫ
ͳแؚΛಘΔ. ͢Δͱ۠ؒྻߦ

M1 = Φ0

(
1

2

)−1

(ℓ1)∗Φ0

(
1

2

)

্هͷϞϊυϩϛʔྻߦM1ͷີݫͳแؚͱ
ͳΔ.

ൃද࣌ʹ্هϞϊυϩϛʔྻߦͷแؚํ๏
ʹΑͬͯϞϊυϩϛʔ͕ྻߦಘΒΕΔ͜ͱΛྫ
ূ͠, ͞Βʹຊख๏ͷଟมزԿඍํఔࣜ
ͷԠ༻ʹ͍ͭͯ͢ٴݴΔ.

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 18K13453ͷॿ
Λड͚ͨͷͰ͢.

ݙจߟࢀ

[1] ,ॏتԬݪ زԿؔ, ேॻళ, 2002

.

[2] M. Kashiwagi. kv - C++ Numer-

ical Verification Libraries. http://

verifiedby.me/kv/.
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େنฒྻڥʹ͓͚Δ࣮ରশඪ४ݻ༗ͷਫ਼อূ๏

ඌࣉ ࢙߶ 1, ඌ࡚ ٱࠀ 1, Ԯా ࢙ 2

1ࣳӜۀେֶɼ2౦ࢠঁژେֶ
e-mail : nb17105@shibaura-it.ac.jp

1 ֓ཁ

ຊڀݚͰɼ࣮ରশྻߦʹର͢Δඪ४ݻ༗
ͷۙݻࣅ༗ͷਫ਼อূ๏ͷఏҊͱେن
ฒྻڥʹ͓͚ΔੑࢉܭͷධՁΛ͏ߦɽඪ४
༗ʹର͢Δਫ਼อূ๏ͱͯ͠ݻ [1]͕
ΒΕ͍ͯΔɽ·ͨɼ࣮ରশܥͷେنҰൠԽݻ
༗ʹର͢Δਫ਼อূ๏͕ఏҊ͞Εͨ [2]ɽ
͜ΕΒͷख๏ɼݻ༗ιϧόͱಠཱ͓ͯ͠Γɼ
ख๏Λద༻Մࢉܭରͯ͠ҙͷʹࢉܭ༗ରͷݻ
Ͱ͋Δɽͭ·ΓɼLAPACK ScaLAPACK

ͷ࠷దԽ͞Εͨݻ༗ࢉܭϥΠϒϥϦΛ
༻ՄͰ͋ΔɽຊڀݚͰɼ͜ͷਫ਼อূ๏ʹ
͓͚ΔࠩޡධՁํ๏Λվྑ͠ɼେنͳʹ
ରͯ͠ݶ্ࠩޡͷաେධՁΛ͑Δख๏ΛఏҊ
͢Δɽ
·ͨɼେنฒྻڥʹ͓͚Δࢉܭ๏

ͷεέʔϥϏϦςΟ͕ඇৗʹॏཁͰ͋ੑࢉܭ
Δɽ࣮ݧͰɼ໊ େֶͷFUJITSUݹ Su-

percomputer PRIMEHPC FX100 (ҎޙFX100)

্ͰͷεέʔϥϏϦςΟͷධՁΛհ͠ɼେن
্ػࢉܭͰఏҊख๏͕༗ޮͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢ɽ

2 ४උ

ຊߘͰɼ࣮ରশྻߦA ∈ Rn×nʹର͢Δඪ
४ݻ༗ Ax(i) = λix(i) ʹ͍ͭͯड़Δɽ
͜͜Ͱɼλi ∈ R, x(i) ∈ Rnͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

AX = XΛ, XTX = I

Λຬͨ͢ n࣍ର֯ྻߦ Λ (Λii = λi)ͱ X =

{x(1), . . . , x(n)} ∈ Rn×nΛ͑ߟΔɽ·ͨɼI 
୯ҐྻߦͰ͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼ͋Δࢉܭ๏Ͱ
ର֯ྻߦ D̂ ≈ Λͱ X̂ ≈ X ͕ಘΒΕͨͱԾఆ
͢Δɽ͜͜Ͱɼશͯͷ iʹର͢Δ λiΛแؚ͢Δ
ఆཧΛհ͢Δɽ
·ͣɼਖ਼ଇͳྻߦ X̂ ʹରͯ͠

λi(A) = λi(X̂
−1AX̂)

͕ΓཱͪɼX̂−1AX̂ ≈ D͕̂ظͰ͖ΔɽΑͬ
ͯɼήϧγϡΰϦϯͷఆཧΑΓ |D̂ − X̂−1AX̂|
ͷ্ݶΛ͢ࢉܭΔ͜ͱͰ D̂iiΛத৺ͱͨ͠ήϧ
γϡΰϦϯԁ൫ͷܘͷ্ݶΛ͢ࢉܭΔ͜ͱ͕

Ͱ͖Δɽ͜͜Ͱɼྻߦʹର͢Δઈରه߸શ
ཁૉʹରͯ͠ઈରΛͱΔͷͱ͢Δɽ·ͨɼ
ͷෆ֤ࣜཁૉʹରͯ͠Γཱͭͷͱྻߦ
͢Δɽ
ఆཧ 1ɼ[2]ͰఏҊ͞Εͨख๏Λඪ४ݻ༗
ద༻ͨ͠ͷͰ͋Δɽ

ఆཧ 1 A = AT ∈ Rn×n ʹରͯ͠શۙݻࣅ༗
ର͔ΒͳΔ D̂, X̂ ∈ Rn×n͕ಘΒΕͨͱ͖ɼ

G = X̂T X̂ − I, R = X̂T (X̂D̂ −AX̂) (1)

ͱ͢Δɽ͜͜Ͱɼ∥G∥∞ < 1Ͱ͋Δͱ͖ɼ

r = |R|e+ n∥R∥∞
1− ∥G∥∞

|G|e (2)

ͱ͢Δɽͨͩ͠ɼe = (1, . . . , 1)T ∈ RnͰ͋Δɽ
͜ͷͱ͖ɼ

λi ⊆
n⋃

k=1

[D̂kk − rk, D̂kk + rk] (3)

͕Γཱͭ [2]ɽ

ఆཧ 1Dʹର͢Δํྻߦఔࣜ X̂D = AX̂

ͷۙࣅղΛ D̂, X̂ͷۙྻߦٯࣅΛ X̂T ͱͯ͠ D̂

ͷਫ਼อূΛͨͬߦͷͰ͋ΔɽΑͬͯɼྻߦ
ํఔࣜʹ͓͚Δࠩޡ

|D̂ − X̂−1AX̂| = |X̂−1(X̂D̂ −AX̂)| ≈ |R|

Ͱ͋Δɽ

3 ఏҊख๏

ఆཧ 1ͷ (2)ɼ|R|͕ํྻߦఔࣜͷࠩޡͰ
͋Γɼຊདྷ n∥R∥∞|G|e/(1 − ∥G∥∞)খ͍͞
͜ͱ͕·͍͠ɽ͔͠͠ɼେنͳྻߦʹର͠
ͯ nͷ͕ແࢹͰ͖ͳ͍ঢ়͑ߟ͕گΒΕΔɽ͜
͜Ͱɼఆཧ 1ͷ (2)ͷୈ 2߲Λվળ͢Δࠩޡධ
ՁࣜΛఏҊ͢Δɻ

ิ 2 A = AT ∈ Rn×n ʹରͯ͠શۙݻࣅ
༗ର͔ΒͳΔ D̂, X̂ ∈ Rn×n ͕ಘΒΕͨͱ͢
Δɽ·ͨɼRͱG (1)ͱಉ༷ͱ͢Δɽ͜͜Ͱɼ
∥G∥∞ < 1Ͱ͋Δͱ͖ɼ

|D̂ − X̂−1AX̂| ≤ (I − |G|)−1|R| (4)

͕Γཱͭɽ
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ূ໌ ∥G∥∞ < 1ΑΓɼྻߦ I−Gਖ਼ଇͰ͋
Γɼ|(I−G)−1| ≤ (I− |G|)−1Λຬͨ͢ɽΑͬͯ

D̂ − X̂−1AX̂ = X̂−1(X̂D̂ −AX̂)

= X̂−1X̂−T X̂T (X̂D̂ −AX̂)

Ͱ͋Γɼ(1)ΑΓ

|D̂ − X̂−1AX̂| ≤ |(I −G)−1||R|
≤ (I − |G|)−1|R|

͕Γཱͭɽ
ิ 2ΑΓɼr̃ := (I − |G|)−1|R|eͱ͢Δͱ

ఆཧ 1ͷ (3)ͱಉ༷ʹݻ༗ΛแؚͰ͖Δɽ·
ͨɼ[3, p134]͔Βɼv = (I + |G|)|G||R|e, w =

(I − |G|)vͱ͠ɼw > 0ͳΒ

r̃ ≤ |R|e+max
i

(|G||R|e)i
wi

v (5)

͕Γཱͭɽ͜Εɼ(2)ͷ n͕࡞༻͢Δ߲Λ
վળͰ͖ΔɽൃදͰ (5)ͷධՁͱํࢉܭ๏Λ
հ͢Δɽ

4 ࣮ݧ

ຊߘͰɼ໊ ੑࢉܭେֶͷFX100্Ͱͷݹ
ͷεέʔϥϏϦςΟΛհ͢ΔɽFX100ɼ
CPUɿSPARC64 XIfxɼ1ϊʔυͷίΞɿ32

ίΞɼϝϞϦɿ32GBɼϊʔυɿ2,880Ͱ͋Δɽ
ਤ 1ɼ2 FX100্ͷٖࣅཚʢ[0, 1]۠ؒͷ
Ұ༷ʣ͔ΒͳΔྻߦʹର͢Δ ScaLAPACK

ͷݻ༗ιϧόʢPDSYEVDʣͱਫ਼อূ๏ͷ
ऑεέʔϥϏϦςΟͱڧεέʔϥϏϦςΟͷͦ
ΕͧΕͷൺֱ݁ՌͰ͋Δɽ͜͜ͰɼఏҊख๏ͷ
G,Rͷࢉܭʹɼ[4]ʹੵྻߦؒ۠ͮ͘جΛ༻
͍ͨɽ
FX100্ͰɼఏҊख๏ ScaLAPACKͷݻ

༗ιϧόΑΓߴͰ͋Γɼ͔ͭڧ͍ߴεέʔ
ϥϏϦςΟΛࣔͨ͠ɽਤ 2ΑΓɼ5ສݩͷʹ
ରͯ͠ PDSYEVDͷ 45%ఔͷؒ࣌ࢉܭͰਫ਼
อূʹޭͨ͠ɽఏҊख๏ͷओཁͷࢉܭɼ
εέʔϥ͍ߴࢉܭͰ͋Γɼ͜ͷੵྻߦ-ྻߦ
ϏϦςΟΛͭ࣋ɽΑͬͯɼฒྻੑͷඇৗʹ͍ߴ
ՄͰ͋ΔɽࢉܭʹߴͰఏҊख๏্ػࢉܭ
·ͨɼΤΫαεέʔϧͷػࢉܭͰࢉܭ͍ߴ
ੑ͕ظͰ͖ΔɽൃදͰɼਫ਼ʹؔ͢Δ
࣮݁ݧՌΛհ͢Δɽ

ँࣙ ຊڀݚɺֶ ಉར༻ɾڞ൫جใنେࡍ
ԉʹΑΔࢧͷڌڀݚಉڞ (՝൪߸: jh190015)ɽ

ਤ 1. FX100 ্ͷݻ༗ιϧό (PDSYEVD) ͱਫ਼อ
ূ๏ͷऑεέʔϥϏϦςΟͷൺֱ.

ਤ 2. FX100 ্ͷ 5 ສݩͷྻߦʹର͢Δݻ༗ιϧό
(PDSYEVD)ͱਫ਼อূ๏ͷڧεέʔϥϏϦςΟͷൺֱ.
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3ͭͷྻߦͷੵʹର͢Δແࠩޡมͱݻ༗ͷԠ༻

ඌ࡚ ٱࠀ 1, Ԯా࢙ 2

1ࣳӜۀେֶɼ2౦ࢠঁژେֶ
e-mail : ozaki@sic.shibaura-it.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ຊߘͰɼ͕ͯ͢ුಈখͰදݱ
͞Εͨ 3ͭͷྻߦA,B,CͷੵABCΛѻ͏ɽߦ
ྻA,B,Cͷใ͔ΒBͷۙࣅͰ͋ΔB′Λੜ
͠ɼුಈখԋࢉΛ༻͍ͯAB′CΛධՁ͠
ؙͯΊൃ͕ࠩޡੜ͠ͳ͍Α͏ʹ͢Δɽ͜ͷٕ
ज़Λར༻ͯ͠ɼਅͷݻ༗ͱݻ༗ϕΫτϧ͕ࣄ
લʹΘ͔Δςετྻߦͷੜ๏ΛఏҊ͢Δɽ·
ͨɼݻ༗ϕΫτϧΛฒͨྻߦͷ݅ࢦఆ
Ͱ͖ΔΑ͏ʹ͢Δɽ

2 දه

IEEE ֨ن754 [1]ʹΑͬͯఆΊΒΕΔɼ͋Δ
ఆਫ਼ʹ͓͚Δݻ 2ਐුಈখͷू߹Λ F
ͱ͢Δɽfl(·)ɼׅހʹଘ͢ࡏΔͯ͢ͷ 2

߲ԋࢉΛුಈখԋࢉͰධՁͨ݁͠ՌΛද͢ɽ
͜͜ͰɼؙΊͷϞʔυۙ࠷ؙΊʢۮؙ
Ίʣ͕ ,Ε͍ͯΔͱ͢Δɽufp(a)͞༺࠾ a ∈ R
|a|ҎԼͷ࠷େͷ 2ͷΛฦؔ͢ͱ͢
Δɽ͢ͳΘͪɼa ̸= 0ͷͱ͖ ufp(a) = 2⌊log2 |a|⌋

Ͱ͋Δɽͨͩ͠ɼྫ֎తʹ ufp(0) = 0ͱ͢Δɽ
uΛ୯Ґ૬ରؙΊͱ͢Δɽഒਫ਼ුಈখ
Ͱ͋Εɼu = 2− 53ͱͳΔɽ

3 3ͭͷྻߦͷੵʹର͢Δແࠩޡม

ྻߦ A ∈ Fm× n, B ∈ Fn× p, C ∈ Fp× q ͕༩͑
ΒΕΔͱ͢Δɽඪ

AB′C = fl(A(B′C)) (1)

Λຬͨ͢ Bͷۙྻߦࣅ B′ ∈ Fn× pΛಘΔ͜ͱ
Ͱ͋Δɽ͔͜͜ΒɼఏҊख๏ʹ༻͍Δ͍͔ͭ͘
ͷఆΛఆٛ͢Δɽcij ̸= 0 ʹରͯ͠ φij Λɼ
aij ̸= 0ʹରͯ͠ ψij Λ

cij ∈ φijZ, cij ̸∈ 2φijZ,
aij ∈ ψijZ, aij ̸∈ 2ψijZ

(2)

ͱͳΔ 2ͷͱ͢Δɽྫ֎తʹ cij = 0

ͷͱ͖ φij = 0ɼaij = 0ͷͱ͖ψij = 0ͱ͢Δɽ

ఆ β, γ, θ,ωΛ

β = max
i,j,k,φij ̸=0

φkj

φij
,

γ = max
i,j,φij ̸=0

ufp(cij)

φij
,

θ = max
i,j,k,ψij ̸=0

ψik

ψij
,

ω = max
i,j,ψij ̸=0

ufp(aij)

ψij

(3)

ͱఆٛ͢Δɽ͜ΕΒͷͯ͢ 1Ҏ্ͷ 2ͷ
ͱͳΔɽn′

i ྻߦ B ͷ iߦʹ͋Δඇྵ
ཁૉͷͱ͠ɼn′ = max

i
n′
iͱ͢Δɽ

σ = 12ufp(α)βγθω ∈ F,
F ∋ α ≥ n · n′max

i,j
|bij |

ͱ͠ɼB′ ∈ Fn× pΛ

b′ij = fl((σ + bij) − σ)

ͱٻΊͨͱ͖ɼ

4n · n′ · uβγθω < 1 (4)

ͳΒ (1) ཱ͕͢Δɽ͠ɼfl((AB′)C) =

AB′C Λཱ͍ͤͨ͞߹ɼn′
i Λ B ͷ iྻ

ʹ͋Δඇྵཁૉͷͱ͢ΕΑ͍ɽͳ͓ɼAͱ
Cʹɼ֤ཁૉͷුಈখͷԾ෦ͱࢦ
෦ʹ੍͍ؔͯ͠ڧ͕͋Γɼ·ͨ࠷ѱͷ߹
B′ྵྻߦʹͳΔɽ

4 ྻߦલʹΘ͔Δςετࣄ༗͕ݻ

ਖ਼ଇͳྻߦX ∈ Fn× nΛ༻͍ͯɼલষ·Ͱͷ
ٞΛ A := X− 1 ∈ Fn× n, C := X ∈ Fn× n ͱ
ͨ͠

ABC = X− 1BX (5)

Λѻ͏ɽຊߘͷ༰ֶձൃද [2]ΛҰൠԽ͠
ͨͷͰ͋ΔɽB ͕ର֯ྻߦͰ͋Εର֯Խ
ʢn′ = 1ʣɼ্֯ࡾͳΒγϡʔΞͷඪ४ܗ
ʢn′ = nʣɼ্ 2ॏର֯ྻߦͰ͋Εδϣϧμ
ϯඪ४ܗʢn′ = 2ʣͷ͕ٞͰ͖Δɽଟ͘ͷ
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ͰɼX− 1BXͷࢉܭʹؙΊൃ͕ࠩޡੜ͢Δ
ͨΊɼઌʹड़ͨ 3ͭͷྻߦͷੵʹؔ͢Δແޡ
ࠩม༗༻Ͱ͋Δɽ
ςετྻߦΛੜ͢ΔؔΛ 2ͭఏҊ͢Δɽ

1ͭΊର֯ԽΛར༻ͯ͠

ೖྗɿ d ∈ Fn, c1
ग़ྗɿA, X ∈ Fn× nɼs, r ∈ Fnɼc2 ∈ F
ͱ͢Δɽdiظ͢Δݻ༗Ͱ͋ΓɼAͷਖ਼֬
ͳݻ༗ si+ ri ≈ diͱͳΔɽྻߦXAͷ
ਖ਼֬ͳݻ༗ϕΫτϧΛฒͨྻߦͰ͋Γɽc1
͞ΕΔXͷ݅ɼc2Xͷ݅ʢc1ظ
ͷྑ͍ۙࣅʣͰ͋Δɽ
·ͣɼX− 1, X ∈ Fn× n Λ४උ͢Δ͜ͱ͕ॏ

ཁͰ͋ΔɽX ∈ Fn× nͰ͋ͬͯɼX− 1 ̸∈ Fn× n

Ͱ͋Δ͜ͱ͕ଟ͘ɼ·ͨ (4)Λຬͨ͢ඞཁ͕͋
ΔͨΊʹখ͞ͳ β, γ, θ,ω͕·ΕΔɽ

n =
k∏

i=1

ki, ki ∈ N

ʹରͯ͠ɼβ, γ, θ,ω ≤ 2ͱͳΔ X− 1
i ͱ Xi ͷ

ΞΛ kΛ༻ҙ͠ɼ

X− 1 = X− 1
1 ⊗ X− 1

2 ⊗ · · · ⊗ X− 1
k

X = X1 ⊗ X2 ⊗ · · · ⊗ Xk

ͱ͢Δɽ⊗ ΫϩωοΧʔੵΛҙຯ͢ΔɽͦΕ
ͧΕͷྻߦʹ͓͚Δࣜ (3)ͷ γ,ωͷੵ͕ u− 1Λ
͑ͳ͚ΕɼΫϩωοΧʔੵͷࢉܭͰؙΊޡ
ࠩൃੜ͠ͳ͍ɽྻߦͷ݅ cond(·)ʹؔ͠
ͯɼΫϩωοΧʔੵͷੑ࣭͔Β

cond(X) =
k∏

i=1

cond(Xi)

ͱͳΔɽΑͬͯɼX ͷ݅X1, . . . , XkΛ
దʹબͿ͜ͱʹΑΓɼc1ʹ͍ۙ݅Λઃఆ
͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽද 1ɼࡏݱ༻ҙ͍ͯ͠Δ
αϯϓϧྻߦXiͷݸͱ࠷େͷ݅Λ·ͱ
ΊͨͷͰ͋Δɽ͕݅ 1ͷִؒʹͳΔΑ
͏ʹαϯϓϧྻߦΛ༻ҙ͍ͯ͠Δɽରশɾඇର
শΛࢦఆ͢Δ͜ͱՄͰ͋Δɽ͜ͷख๏ͷܽ
ɼn͕ૉͷͱ͖ʹશ͘ରԠͰ͖ͳ͍͜ͱɼ
·ͨ n͕খ͍͞ͱ͖ɼݱঢ়ͰX Λѱ݅ʹ
Ͱ͖ͳ͍͜ͱͰ͋Δɽ
͏ 1ͭͷؔҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

Input: D ∈ Fn× n

Output: A ∈ Fn× n, s, r ∈ Fn

ද 1. β, γ, θ,ω ≤ 2Λຬͨ͢αϯϓϧྻߦʢൈਮʣ

n ͷྻߦ େ݅࠷
2 6 6.85

3 20 19.1

4 41 33.7

5 44 48.0

A, s, rͷׂલग़ͷͷͱಉ͡Ͱ͋ΓɼD
ɼ্ྻߦ֯ࡾ্ 2ॏର֯ྻߦɼϒϩοΫର֯ߦ
ྻΛఆ͢Δɽ
ࣜ (5)ͷBΛ ΛฒͨϒྻߦͷϒϩοΫ࣍2
ϩοΫର֯ྻߦͱ͢Εɼෳૉݻ༗Λͨͬ࣋
Λੜ͢Δ͜ͱՄͰ͋Δɽaྻߦ࣮ ± biΛ
ɼྫ͑ྻߦ࣮ͭ࣋ʹ༗ݻ

(
a b

−b a

)

͕͋ΔɽΑͬͯɼྫͱͯ͠ a ± biͱ c ± diΛݻ
༗ͷީิͱ͍ͨ͠߹

D =

⎛

⎜⎜⎜⎝

a b 0 0

−b a 0 0

0 0 c d

0 0 −d c

⎞

⎟⎟⎟⎠
.

͔Β D′ Λੜ͠ɼX− 1D′X Λ͢ࢉܭΔɽͨ
ͩ͠ɼ

fl((σ + bij) − σ) ̸= −fl((σ + bji) − σ)

ͱ͍͏͜ͱ͕͋ΔͨΊɼ

b′ij = fl((σ + bij) − σ), i < j

Λ͠ࢉܭɼb′ji b′ijͷූ߸Λม͑ͨͷΛೖ
͢ΔͱΑ͍ɽ

5 ͷ՝ޙࠓ

ද 1ʹ͋ΔςετྻߦΛΑΓॆ࣮ͤ͞Δ͜ͱ
ඞཁͰ͋Δɽ·ͨɼγϧϕελํఔࣜޙࠓ͕
খ࠷ 2ͳͲͷςετੜͰ͖ΔΑ
͏ʹٞΛ֦ு͢Δɽ

ݙจߟࢀ
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Conic finance ஙߏϙʔτϑΥϦΦͮ͘جʹ

த लහ 1

1ҰڮେֶେֶӃ ՊڀݚӦཧܦ
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1 ֓ཁ

Conic Finance ɺࢢͰৗʹ bid ͱ ask

ͷ̎ͭͷՁ͕֨ଘ͢ࡏΔͱ͍͏ʮҰೋՁʯΛ
લఏʹͨ͠ཧͰ͋ΔɻຊߨԋͰɺMadan

and Schoutens [1] ͷྫʹ฿͍ɺʮϙʔτϑΥϦ
ΦશମͰͷ bidʯͱʮݸผ࢈ࢿͷ bidͷࢿൺ
ՃॏʯͷࠩͰఆٛ͞ΕΔʮμΠόʔγςΟ
ईʯΛ࠷େԽ͢ΔϙʔτϑΥϦΦߏங๏Λ
ຊࣜגͰԠ༻ͨ݁͠Ռ͓Αͼݕ౼՝Λใࠂ
͢Δɻ

2 Conic portfolio ཧ

Madan and Schoutens [1] ͷ 7ষʹΑΔͱɺ
Conic portfolioཧͱɺอकతͳࢢධՁ
ʹ૬͢ΔϏουΛ༻͍ͯɺʮϙʔτϑΥϦΦ
ͱͯ͠Έͨͱ͖ͷϏουʯͱʮݸผ࢈ࢿͷϏο
υͷࢿൺՃॏʯͷࠩͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔ
ʮμΠόʔγςΟई (diversity measure)ʯΛ
ϙʔτϑΥͮ͘جʹେԽ͢ΔΞϩέʔγϣϯ࠷
ϦΦߏங๏ͱ·ͱΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ
ؒظࢿ T (> 0) ՁΛ࢈ࢿͷϦεΫޙաܦ

ද֬͢ม X ʹର͢ΔࢢͷϕετͳϏο
υʢങ͍ʣ bid(X)ͱϕετͳΞεΫʢചΓʣ
 ask(X) ҎԼͰ༩͑ΒΕΔ͜ͱ͕ΒΕͯ
͍Δɿ

bid(X) = e−rT inf
Q∈M

EQ[X],

ask(X) = e−rT sup
Q∈M

EQ[X].

ͨͩ͠ɺr ແϦεΫརࢠɺM Λ֬ଌ
Λཁૉͱ͢Δదͳತू߹ͱ͢Δɻ
ʢҰൠʹ bid(X) = −ask(−X)͕Γཱͭɻʣ
·ͨɺϦεΫईͷڀݚͰΒΕ͍ͯΔΑ͏

ʹɺbid(X) దͳԜ (concave)ͳ [0, 1]্ͷ
ؔʢͭ·ΓΈؔʣΨ Λ༻͍ͯ

bid(X) = e−rT
∫ ∞

−∞
xdΨ(FX(x))

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖ΔʢFX ΛʢϦεΫதཱ֬
ͷԼͰͷʣX ͷؔʣɻ

ʹͷྫͰɺΈؔͱͯ͠ಛޙ MIN-

MAXVARؔ

ΨMINMAXVAR
λ (u) := 1−

(
1− u

1
1+λ

)1+λ
, λ ≥ 0

Λ༻͍Δɻ

3 μΠόʔγςΟई࠷େԽ

ࢿରͱͳΔϦεΫ͕࢈ࢿ n͋ݸΔͱ͢
Δɻ ͋Δؒظࢿʹ͓͚Δ ʮฏ͕ۉθϩͱͳ
ΔΑ͏ʹิਖ਼ͨ͠࢈ࢿ i ∈ {1, . . . , n} ͷத৺Խ
(centered) ϦλʔϯʯΛ֬ม Ri Ͱද͠ɺ
ϙʔτϑΥϦΦͰͷ࢈ࢿ i ͷࢿൺΛ ai
Ͱද͢ʢ

∑n
i=1 ai = 1 ͱ͢Δʣɻ

ࢿൺͷϙʔτϑΥϦΦ (ai)i=1,...,n ͷμ
ΠόʔγςΟईΛҎԼͰఆٛ͢Δɻཁ͢Δ
ͱɺʮϙʔτϑΥϦΦͱͯ͠Έͨͱ͖ͷϏου
ʯͱʮݸผ࢈ࢿͷϏουͷࢿൺՃॏʯ
ͷࠩͰ͋Δʢத৺Խ͍ͯ͠ΔͷͰɺϏουͷ
͍ͣΕ 0ҎԼͱͳΔ͜ͱʹҙʣɻ

bid

(
n∑

i=1

aiRi

)
−

n∑

i=1

aibid(Ri) (≥ 0)

Conic portfolio ཧͷ؍Ͱɺ࠷దࢿ
ൺ্هμΠόʔγςΟईΛ࠷େԽ͢Δ
(a∗i )i=1,...,n ͱͳΔɻ
ରͯ͠μΠόʔγςΟईʹ࢈ࢿͷϦεΫࡍ࣮
Λ͢ࢉܭΔͨΊʹɺத৺ԽϦλʔϯͷ֬
͕ඞཁͱͳΔɻ͜͜ͰɺMadan and

Schoutens [1] ʹै͍ɺաڈͷ࣍Ϧλʔϯͷ
σʔλΛϒʔτετϥοϓʢॏෳαϯϓϦϯάʣ
Ͱ ΘͤΔʢ1ϲ݄Λ߹ֻ͚ݸ20 20Ӧۀͱݟ
ཱͯΔʣ͜ͱͰɺ݄ٙ࣍ࣅϦλʔϯΛٻΊ͍ͯ
͘ํ๏Λ༻͍Δɻ

4 ྫɿຊࣜג 5ฑʹΑΔੳ

ຊࢢͰͷ࣌Ձ૯্ֹҐͷ̑ࣾͷࣜגʢ
ాༀۀɺιχʔɺτϤλɺࡾඛHGɺNTT

υίϞʣΛ༻͍ͯɺઌʹࣔͨ͠ํ๏ͰϙʔτϑΥ
ϦΦΛߏங1͠ɺ2015 1݄ʙ2019 1݄Λӡ
ͱͯ͠ύϑΥʔϚϯεΛௐΔɻؒظ༺

1ςΩετͰɺGE, Intel, IBM, Johnson & Johnson,
Apple ͷ 5 ฑͰಉ༷ͷੳΛͨ݁͠ՌΛհ͍ͯ͠Δɻ
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۩ମతʹɺ্ه 5ฑͷϩϯάɾϙδ
γϣϯͱ͍͏੍ʢai ≥ 0ʣͰɺ݄ॳʹϦόϥ
ϯε͢Δӡ༻ͱ͍͏ఆͰɺϦόϥϯε͔Β
աڈ 250Ӧۀͷσʔλ͔Β͞ࢉܭΕΔʮμ
ΠόʔγςΟईʯΛ࠷େԽ͢ΔࢿൺΛࢉ
ग़͠ɺͦͷൺʹैͬͯ 1ϲ݄ؒӡ༻͢Δɻͳ
͓ɺ݄࣍ϦλʔϯΛٻΊΔ͏ߦʹࡍϒʔτ
ετϥοϓͷαϯϓϦϯάճ 10000 ճͱ
͠ɺΈؔ MINMAXVARʢλ = 0.5) Λ
༻͍Δɻ
·ͨɺൺֱͷͨΊʮٙࣅ Sharpe ϨγΦʢظ

Ϧλʔϯ/ඪ४ภࠩʣ࠷େԽʯϙʔτϑΥϦ
ΦʢϦόϥϯε͔࣌Βաڈ 250ӦۀͷϦ
λʔϯσʔλΛ༻͍ͯฏۉϕΫτϧͱڞࢄ
Λਪఆʣ͓ΑͼΣΠτɾϙʔτϑΥྻߦࢄ
ϦΦͷ݄ॳϦόϥϯεʹΑΔύϑΥʔϚϯε
ग़͢Δɻࢉ
ΔͱɺʮμΠόʔγςΟईݟճͷ݁Ռ͚ͩΛࠓ

ʯ࠷େԽϙʔτϑΥϦΦ͕ɺ૬ରతʹྑ͍ύ
ϑΥʔϚϯεΛ࠷͍͍ͯࣔؒ͠ظ ʢͨਤ 1ʣɻ
·ͨɺࢿൺͷ݄࣍ਪҠΛͯݟɺʮμΠ

όʔγςΟईʯ࠷େԽϙʔτϑΥϦΦͷϦό
ϥϯεɺʮٙࣅ Sharpe ϨγΦ࠷େԽʯϙʔ
τϑΥϦΦͷͦΕͱൺΔͱɺԺ͔ʹਪҠ͠
͍ͯΔΑ͏ʹ͑ݟΔʢਤ 2, 3ʣʣɻ

ਤ 1. ΈؔMINMAXVARʢλ = 0.5)Λ༻͍ͨͱ͖
ͷʮμΠόʔγςΟईʯ࠷େԽϙʔτϑΥϦΦɺٙࣅ
Sharpe ϨγΦ࠷େԽϙʔτϑΥϦΦɺΣΠτɾϙʔ
τϑΥϦΦͷͦΕͧΕͷ݄ॳͷྦྷੵϦλʔϯਪҠɺ͓Α
ͼ TOPIX ʢ2015 1݄ 5ͷՁΛ 1ͱ͢Δɻϙʔ
τϑΥϦΦ݄ॳʹϦόϥϯεͱఆʣ

ͳ͓ɺΈؔMINMAXVARͷύϥϝʔ
λ λ Λ 0.1͔Β 1·ͰมԽͤͨ͞ࡍͷɺʮʢ࠷
దࢿൺʹର͢ΔʣμΠόʔγςΟईʯͳ
Ͳͷ 2015  1 ݄ʙ2019  1 ݄ฏۉௐͯ
͍Δʢද 1ʣɻλ ʹର͢Δ֤ࢦඪͷ୯ௐ૿Ճ
ͷ༷ͯݟ͕ࢠऔΕΔɻͨͩ͠ “reward” ͓Α
ͼ “risk”ͦΕͧΕ −

∑n
i=1 aibid(Ri)͓Αͼ

−bid (
∑n

i=1 aiRi) ͷ͜ͱɻ

ਤ 2. ΈؔMINMAXVARʢλ = 0.5)Λ༻͍ͨͱ͖
ͷʮμΠόʔγςΟईʯ࠷େԽϙʔτϑΥϦΦͷ֤݄
ͷࢿൺͷਪҠ

ਤ 3. ࣅٙ Sharpe ϨγΦ࠷େԽϙʔτϑΥϦΦͷ֤݄ͷ
ࢿൺͷਪҠ

ද 1. ͍͔ͭ͘ͷMINMAXVARͷύϥϝʔλ λʹର͢
ΔʮμΠόʔγςΟईʯͳͲͷ 2015 1݄ʙ2019
1݄ฏۉ

λ μΠόʔγςΟई “reward” “risk”
0.010 0.000 0.001 0.001
0.100 0.003 0.014 0.010
0.500 0.014 0.060 0.046
0.800 0.021 0.089 0.068
1.000 0.025 0.106 0.081
2.000 0.040 0.175 0.135
5.000 0.068 0.266 0.199
10.000 0.075 0.281 0.206

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ JP17K01248 ͷ
ॿΛड͚͓ͯ͜ͳΘΕͨɻ

ݙจߟࢀ

[1] Madan, D., and W. Schoutens, Applied

Conic Finance, Cambridge University

Press (2016)
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位置情報分析による人口統計を活用した、J-REIT投資戦略の有効性につい

て(投資分野へのビッグデータの活用事例) 
 
   金子 拓也1, 2, 木村 塁1,3, 美嶋 勇太朗1,3 
     1株式会社KDDI総合研究所, 2国際基督教大学 教養学部, 3 KDDI株式会社 

     e-mail: ta-kaneko@kddi-research.jp 

 
1  概要 
異次元緩和による低金利環境下、株式や債券

などの伝統的な金融商品に加え、オルタナティ

ブと呼ばれる金融商品群が投資対象として注

目されている。その中でも特にJ-REITは、高利

回りで比較的安定的に価格が推移しているこ

となどから人気があり、東証Jリート市場の時

価総額は、東証一部に次ぐ規模にまで成長して

いる[1]。J-REIT は当然元本や利回りが保証さ

れた金融商品ではなく、リスクファクターとし

ては、不動産市場リスク、金利変動リスク、自

然災害リスク、上場廃止リスク、運営に関する

リスクなど様々なリスクが考えられる[2]が、

株価（以降リートの株価相当は「投資口価格」

と書く）に直接かつ常態的に影響するのは、企

業の商品やサービスの売れ行きに相当する、保

有不動産物件の稼働率である。物件の稼働率は、

目論見書や有価証券報告書に記載報告される

ものの、スキームの複雑さ故、投資法人が収益

を受け取るのは売り上げから数か月後であり、

目論見書の公開も基準日からタイムラグがあ

ることから、公開情報だけでは不動産の現状を

適時に把握することは難しい。そこで本稿では、

ユーザの位置情報に基づく人口統計を用いる

ことで、保有不動産の状況を適時に把握できる

のかどうかを、IR情報を正解として同期性を確

認し、そのうえで公開情報を大幅に先行して得

られる人口統計量を活用した投資戦略への応

用を考える。 

 

2  位置情報統計量と投資口価格の関係 
 J-REITの最大の特徴の一つは、不動産収入か

ら支払利息を含むコストを差し引いた利益の

殆どが配当金（以降J-REITの配当金相当は「分

配金」と書く）として投資家に支払われる点で

ある。このことは、事業会社のように利益から

法人税を支払い、残りを内部留保と配当金とで

シェアするケースとは異なり、利益と分配金の

連動性が高いことはもちろんのこと、不動産収

入と分配金との高い連動性も期待できる。つま

り、収入を高い精度で予測できるのなら、より

精緻な分配金の推定が可能となり、これを期待

利回りで割ることで投資口価格の理論値が推

定できる。J-REITの種類としては、オフィスビ

ル、住居、商業施設、物流施設、ホテルなどそ

れぞれのカテゴリー単一種への投資に限定し

た特化型や、これらを組み合わせた複合型、あ

るいは総合型がある。この中で、位置情報統計

量を用いてファンドの収入が予測しやすいと

思われるのは、あるエリアへの人流が売り上げ

と連動していると想像できるホテル特化型で

あるので、これを事例としてとりあげる。以降

ではモデルの概要を説明した後で、疑似的な投

資実験を行い、位置情報統計量の有効性を見る。 

 観察対象のユーザの位置情報の総数を𝑁、観

察可能な位置情報（ユーザから許諾を得た位置

情報）の総数をnとするとき、位置の捕捉率α％
（= 𝑛 𝑁⁄ ）は、小規模エリアの位置情報の推移

を観察するには不十分であり、何らかの拡大推

計手法を用いる必要があると想定する。番号 

i (∈ 𝐍) が附番されたユーザの日付𝑘時刻𝑡の位

置情報を𝑢(𝑖, 𝑘, 𝑡)とし、日付𝑘のある時間間隔

𝑇において、エリア𝐴に滞在するユーザ数を

#𝐴(𝑇)と書くとき、これは以下により得られ

る。 

#𝐴(𝑇): = ∑ 𝟏
{∫ 𝟏{ಲ∩ೠ(,ೖ,ೞ)ಯ∅}ೞ∈ೖ 𝐝௦வ}


ୀଵ  (1) 

ただし𝟏{௫}は 𝑥 が真のとき1、偽のとき0を出

力する指示関数である。さらに単位計測日内

（例えば 1 日など）のm個の排反な期間𝑇



（𝑇

 ∩ 𝑇
 = ∅, i ≠ j）において共通して滞在ユ

ーザ数を計測する場合は次により算出する。 

#𝐴(𝑇
) 

        ≔ ∑ ∏ 𝟏
{∫ 𝟏{ಲ∩ೠ(,ೖ,ೞ)ಯ∅}ೞ∈ೕ

ೖ 𝐝௦வ}

ୀଵ


ୀଵ  (2) 

ただしJ = {1, ⋯ , m}とする。このように計測さ

れたエリア𝐴に滞在するユーザ数#𝐴(𝑇)に加

え、これにタイムラグ、捕捉率のトレンド排除、

拡大推計等の加工を施した指数の変動が、保有
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不動産の稼働率と高い相関を有するとき、投資

口の理論価格の算出への応用が期待できる。 

 
3  物件稼働率と投資口価格の推移 
全 63 社の上場リートの中で、ホテル特化型

のリートは4社あり、保有不動産の規模や棟数

の確認のし易さの観点から、証券コード3478の

森トラスト・ホテルリート投資法人[3]につい

て詳しく見ることにする。本リートは4棟のホ

テル物件を有しており、東京駅と新大阪駅に隣

接する 2 棟について IR レポートで稼働状況等

を詳しく説明している。（[3]参照）この2棟の

客室数でそれぞれの稼働率を加重平均したも

のと月別平均投資口価格は下図のとおりとな

る。                                                      

    

    

    

    

    

    

    

  

 

図 1. ①加重平均した月別稼働率（青, 右軸）、②2
か月ディレイの稼働率（点線）③月次の平均投資口

価格（赤, 左軸）①と②の相関係数が -54.4%に対

し、②と③の相関係数は 63.3%となっている。 
     

 位置情報から得られる人口統計データに、現

在特許出願中の技術などを使って加工処理を

施したものと、個別物件の月次稼働率を比較す

ると下図のとおり。   

    

    

    

    

    

    

    

 

 

図 2. ①IRレポートの新大阪物件の月別稼働率（青, 
右軸）、②人口統計データに基づく稼働率（赤, 左軸）

①と②の相関係数は 75.5%となった。9 月の稼働率

の落ち込みは、タンカーが関空の連絡橋に衝突する

など関空周辺に被害をもたらした台風 21 号の影響

によるもの。本人口統計データを用いれば、稼働状

況を適時把握でき、適切な投資判断に活用できる可

能性がある。 

 

以上より、関連性が確かめられたものと想定し

て人口統計の IR 情報比の先行性、市場価格の

遅効性を考慮の上、簡単な投資戦略を考える。 

 

4  疑似投資実験 
実取引を再現したものではなく、mockに過ぎ

ないが、上で得られる人口統計を用いた証券コ

ード 3478 の疑似投資事例を紹介する。簡単に

アルゴリズムは、上下２つの閾値を用意し、

日々の人口統計データを適当に基準化した指

数が、上側の閾値を超えるとロングポジション

を、下側の閾値を下回るとショートポジション

を、以外の場合はキャッシュポジションをとる

もの。いずれも始値で取引を開始、終値で取引

を手仕舞うことを繰り返す。下図の事例では、

2017 年 12 月から 2019 年 4 月までのデータを

用いている。設定の詳細等は発表時に説明する。 

    

    

    

    

    

    

    

   

 

 
図 3. 日々の累積損益（青, 左軸）と投資口価格の

推移（赤, 右軸）、累積損益は始値と終値の差額分

だけ日々変化。判定精度は 56.7%程度となった。 
 
参考文献 
[1] JPX Web Page, 

https://www.jpx.co.jp/markets/indices

/related/value/. 

[2] 投資信託協会 Web Page, 

https://www.toushin.or.jp/reit/meritr

isk/risk/. 

[3] 森トラスト・ホテルリート投資法人 Web 

Page, http://mt-hotelreit.jp/ 
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ϋϧɾϗϫΠτϞσϧʹର͢ΔϑΥϫʔυɾελʔςΟϯάɾΦϓγϣϯ
Ձ֨ࢉܭ

ാ ໌ 1, ҆ా ߂ 2, ཱུ ೦ྣ 3

1੩Ԭେֶɼ2๏େֶɼ3౦ژཧՊେֶ
e-mail : k yasuda@hosei.ac.jp

1 ֓ཁ

St Λࠁ࣌ tͰͷגՁɼσt Λࠁ࣌ tͰͷϘϥ
ςΟϦςΟͱ͢Δɽ͜ΕΒ͕࣍ͷΑ͏ͳϋϧɾ
ϗϫΠτϞσϧʹै͍ͬͯΔͱ͢Δɿ

dSt = rStdt+ σtSte
⊤dw(t), S0 > 0, (1)

dσt = aσtdt+ bσtdw2(t), σ0 > 0. (2)

ͨͩ͠ɼw := (w1, w2)⊤ ϒϥϯӡಈɼݩ࣍2
r > 0ۚརɼe := (

√
1− ρ2, ρ)⊤ ∈ R2, ρ ∈

(−1, 1), a ∈ R, b > 0ͱ͢Δɽ
T > 0ΛΦϓγϣϯͷຬظɼt∗ ∈ [0, T )ΛΦ

ϓγϣϯͷߦՁ֨Λܾఆ͢Δࠁ࣌ɼk > 0Λ
ࠁ࣌Ձ֨Λܾఆ͢Δൺͱ͢Δɽߦ 0ʹ͓͚
ΔϑΥϫʔυɾελʔςΟϯάɾίʔϧΦϓγϣ
ϯՁ֨࣍ͷࣜͰ༩͑ΒΕΔɿ

EQ [
e−rT (ST − kSt∗)

+
]
. (3)

௨ৗͷϤʔϩούܕίʔϧΦϓγϣϯͱͷҧ͍
ɼߦՁ͕֨ࠁ࣌ 0Ͱܾఆͤͣɼকདྷͷࠁ࣌
t∗Ͱܾఆ͢Δͱ͜Ζʹ͋Δɽ
ຊߨԋͰɼ͜ͷΦϓγϣϯՁ֨ʹରͯ͠Ϟ

ϯςΧϧϩ๏Λ༻͍ͨํࢉܭ๏Λ͑ߟΔɽඪ४
తͳํ๏Ͱ͋Εɼ༩͑ΒΕͨϞσϧ (1), (2)

ΛΦΠϥʔɾؙ ʢnεςοϓʣ͠ɼͦͷࣅۙࢁ
ղʹରͯ͠ϞϯςΧϧϩ๏ʢmճʣΛ͢Δ͜
ͱͰɼΦϓγϣϯՁ֨ (3)ͷۙࣅ͕ಘΒΕΔ
ʢStandʣɽ͜ͷํ๏Λ༻͍ͨ߹ɼඞཁͳܭ
ʣݸίετʢཚͷࢉ 2n×mͱͳΔɽຊ
ԋͰɼΦϓγϣϯՁ֨ߨ (3)ʹରͯ͠ɼsemi-

analyticalͳදݱʢ2௨Γʣͱɼsemi-analytical

ͳදݱʹ͞Βʹల։Λ΄Ͳͨۙ͜͠ࣅʹΑΔද
Δɽ͑ߟΔ͜ͱΛ͢ݮίετΛࢉܭΛ༩͑ɼݱ
·ͨɼͦΕΒͷࢉܭਫ਼Λൺֱ͢ΔͨΊ
ͷ࣮݁ݧՌΛ༩͑Δɽ

2 දݱͷಋग़ͷΞΠσΞ

͜͜Ͱɼࢴ໘ͷ߹্ͦΕͧΕͷՁ֨දݱ
ͷಋग़ͷΞΠσΞͷΈΛओʹड़͓ͯ͘ɽৄࡉ
ɼ[2]ʹॻ͔Ε͍ͯΔɽ

2.1 Semi-analyticalͳදݱ

Semi-analyticalͳදݱͷΞΠσΞɼ[1]Ͱ
༩͑ΒΕͨΞΠσΞͰɼ࣍ͷΑ͏ͳํ๏Λ༻
͍Δɿ

(3) = e−rTEQ
[
EQ [

(ST − kSt∗)
+
∣∣F1

t∗ ∨ F2
T

]]
.

ͨͩ͠ɼF1
t := σ(w1(u); 0 ≤ u ≤ t), F2

t :=

σ(w2(u); 0 ≤ u ≤ t), Ft := F1
t ∨F2

t ͱ͢Δ. ظ
ͷதͷ͖݅ظ෦͕༩͑ΒΕͨ
ใͷԼͰղੳతʹࢉܭͰ͖ΔͨΊɼ࣍ͯ͠ࢉܭ
ͷΑ͏ͳදݱΛಘΔɽ

ఆཧ 1. 0 ≤ t ≤ t∗ < T ʹରͯ͠ɼtʹ͓͚Δ
ΦϓγϣϯՁ֨ CFWS(t,σt, St)

e−r(T−t)EQ
[
St∗F

(1)
t∗,T

∣∣∣Ft

]
(4)

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼ0 ≤ s < tʹରͯ͠ɼ

F (1)
s,t := eθ

(1)
s,tN

(
d(1),1s,t

)
− kN

(
d(1),2s,t

)
,

θ(1)s,t :=
2m(1)

s,t + V (1)
s,t

2
,

d(1),2s,t :=
m(1)

s,t − log k
√
V (1)
s,t

,

d(1),1s,t := d(1),2s,t +
√
V (1)
s,t ,

m(1)
s,t := r(t− s)− 1

2

∫ t

s
σ2
udu

+ρ

∫ t

s
σudw2(u),

V (1)
s,t :=

(
1− ρ2

) ∫ t

s
σ2
udu,

N(x)ඪ४ਖ਼نؔͱ͢Δɽ

Ͱɼt∗͔Βݱͷදه্ T ʹ͓͚Δ {w1(t)}
Εͳ͍͜ͱ͕͔Δɽ͜ΕʹΑΓɼΦΠݱ͕
ϥʔɾؙࣅۙࢁͱϞϯςΧϧϩ๏Λ༻͍ͯγ
ϛϡϨʔγϣϯ͢Δࡍʹɼt∗ ͔Β T ʹ͓͚Δ
{w1(t)}ͷͨΊͷཚΛൃੜͤ͞Δඞཁ͕ແ͘
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ͳΓɼࢉܭίετ͕͞ݮΕΔ͜ͱ͕ظ͞Ε
Δɽ(4)ͷදݱΛExpre 1ͱ͢Δɽρ < 0ͷͱ
ɾΪϧαϊϑࢁఆ͞ΕΔ͕ɼ͞Βʹɼؙݶʹ͖
ͷఆཧΛ༻͍ͯࢉܭΛਐΊͨද͕ݱ [2]Ͱ༩
͑ΒΕ͍ͯΔɽ͜͜ͰɼͦͷදݱΛ Expre

2ͱ͍ͯ͠ΔɽExpre 2Ͱɼ{w1(t)}ʹؔ͠
ͯશ͘ཚΛൃੜͤ͞ͳͯ͘ྑ͘ͳΔɽྫ͑
t∗ = T/2ͱ͠ɼࠁ࣌ 0ʹՁ͚֨Λ͢Δ߹
Λ͑ߟΔɽඪ४తͳΦΠϥʔɾؙࣅۙࢁʢnε
ςοϓʣͱϞϯςΧϧϩ๏ʢmճʣΛ༻͍ͨ
߹ͷࢉܭίετʢཚͷݸʣ 2n×mͰ͋
Δͷʹରͯ͠ɼExpre 1 3

2n×mɼExpre 2

 n×mͷࢉܭίετʹͳΔɽ࣮ࡍɼ͜ΕΛࢧ
ՌΛಘ͍ͯΔʢද݁ࢉܭΔ࣋͢ 1ʣɽ

2.2 ల։Λ༻͍ͨදݱ

ల։Λ༻͍ͨදݱͷΞΠσΞɼ[3]Ͱ༩͑
ΒΕͨΞΠσΞͰɼ࣍ͷΑ͏ͳํ๏Λ༻͍Δɽ
ε ≥ 0ʹରͯ͠ɼt < sͰɼ

dS(ε)
s = rS(ε)

s ds+ σ(ε)
s S(ε)

s e⊤dw(s),

dσ(ε)
s = aσ(ε)

s ds+ εbσ(ε)
s dw2(s)

ͱ͢Δɽͨͩ͠ɼS(ε)
t = Stɼσ(ε)

t = σtͱ͢Δɽ
t ≤ t∗ < T ʹରͯ͠ɼ

gt(ε) := EQ

[
(S(ε)

T − kS(ε)
t∗ )+

er(T−t)

∣∣∣∣∣Ft

]

ͱ͢Δɽg0(1)͕ຊདྷͷΦϓγϣϯՁ֨ (3)Ͱ͋
Δ͜ͱΛҙ͓ͯ͘͠ɽg0(ε)ʹରͯ͠ɼε = 0

ͷ·ΘΓͰςΠϥʔల։͠ɼ1࣍ͷ߲·ͰΛ࠾
༻͠ɼε = 1ͱۙ͢ࣅΔɿ

(3) ≈ g0(0) + g′0(0).

͜ͷදݱΛ Expan ͱ͢Δɽg0(0) ͱ g′0(0) 
Malliavinղੳͷ duality formulaΛ༻͍ͯࢉܭ
͞Εɼৄ ͍͠දݱ [2]Ͱ༩͑ΒΕ͍ͯΔɽg0(0)
ͱ͋Δਖ਼نʹै͏֬มʹͷΈґଘ͠
Ͱදͤɼg′0(0)ղੳతʹಘΒΕΔɽ͠ظͨ
͕ͨͬͯɼ͜ͷදݱͰɼΦΠϥʔɾؙࣅۙࢁ
Λ༻͍Δඞཁͳ͘ͳΓɼࢉܭίετϞϯς
Χϧϩ๏ͷmʹͳΔɽ

3 ࣮݁ݧՌ

ͷΑ͏ͳύϥϝʔλΛ༻͍Δɿr࣍ = 0.05,

ρ = −0.3, S0 = 100, σ0 = 0.3, a = 0.01125,

b = 0.15, k = 1, T = 1, t∗ = 0.5. ϞϯςΧ
ϧϩ๏ͷճm = 105ɼΦΠϥʔɾؙࣅۙࢁ
ͷεςοϓ n = 102ͱ͢Δɽ͜͜Ͱͷਅ
ɼඪ४తͳํࢉܭ๏Λ༻͍ɼͦ͜ͰϞϯς
Χϧϩ๏ͷճm = 108ɼΦΠϥʔɾؙۙࢁ
ͷεςοϓࣅ n = 103ͱ͠ɼಘΒΕͨਅ
 9.5187Ͱ͋Δɽ࣍ͷΑ͏ͳ݁ࢉܭՌΛಘͨɿ

ද 1. ࣮݁ݧՌʢࠩޡɼඪ४ࠩޡɼؒ࣌ࢉܭʣ

Stand Expre 1

PRICE 9.5268 9.5169

ERROR (%) 0.0853 -0.0187

SE 0.04677 0.01234

RATIO (SE) 1 0.2638

TIME (Sec.) 3.6032 2.7866

RATIO (TIME) 1 0.7734

Expre 2 Expan

PRICE 9.5198 9.5143

ERROR (%) 0.0118 -0.0463

SE 0.01084 0.01195

RATIO (SE) 0.2318 0.2555

TIME (Sec.) 1.8308 0.0615

RATIO (TIME) 0.5081 0.01707

͜͜Ͱͷ݁ࢉܭՌͰɼExpan͕ 2ͭ
semi-analyticalͳදݱ (Expre 1, Expre 2)ͱ
ૣʹѹత͕ؒ࣌ࢉܭਫ਼ྼΒͳ͍தɼࢉܭ
͍͜ͱ͕͔ΔɽߨԋͰɼͦͷଞͷ࣮ݧ
݁Ռʹ͍ͭͯհ͢Δɽ

ँࣙ ຊڀݚͰɼArturo Kohatsu-Higaڭत
ʢ໋ཱؗେֶʣʹ༗ӹͳίϝϯτΛ͍ͨɽ͜
ͷҙΛද͠·͢ɽँײʹ͜

ݙจߟࢀ

[1] G.A. Willard, Calculating prices and

sensitivities for path-independent

derivatives securities in multifactor

models, Journal of Derivatives, 5

(1997), 45–61.

[2] H. Hata, N.-L. Liu and K. Yasuda, Ex-

pressions of Forward Starting Option

Price in Hull-White Stochastic Volatil-

ity Model, submitted (2019).

[3] E. Benhamou, E. Gobet and M. Miri,

Time Dependent Heston Model, SIAM
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ೋॏͪྻߦϞσϧʹ͍ͭͯͷҰίϝϯτ

ຊҰஉ؛ 1

1౦ژཧՊେֶܦӦֶ෦
e-mail : kishimot@rs.tus.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ۚ༥ͷՁ֨มಈͷϞσϧɼചങ͕Ձ֨
มಈʹӨڹΛ༩͑ͳ͍ͷͱͯ͠ఆࣜԽ͞Ε
͍ͯΔɽ͜ͷఆࣜԽͷԼͰɼେྔͷࢿՈ͕ಉ
͡ϞσϧΛ༻͍ͯϦεΫͷϔοδΛ͏ߦͱɼγ
εςϜͷΫϥογϡ͕Ҿ͖͜͞ىΕΔՄੑ͕
೦͞ΕΔɽ·ͨ௨ৗͷऔҾʹ͓͍ͯɼϚʔݒ
έοτΠϯύΫτͷӨڹΛϞσϧͷதʹΈࠐ
Ή͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͍͜ͱ͕େ͖ͳͰ͋Δɽ
ஶऀ͕ڞಉऀڀݚͱͱʹఏҊͨ̎͠ॏͪ

Ϟσϧྻߦ [1] ɼചങʹΑͬͯՁ֨มಈ͕ۦ
ಈ͞ΕΔͷͰ͋Γɼ͋Δఔ·Ͱ࣮σʔλ
ͱͷ߹ੑ͞ূݕΕ [2]ɼԠ༻ྫఏҊ͞Ε
͍ͯΔ [3]ɽ͔͠͠ɼചങͦΕ͕ࣗ͋ͨ͑Δ
Ձ֨มಈͷӨڹཅʹड़͍ͯͳ͔ͬͨɽ݁
Ռࣗମ΄ͱΜͲࣗ໌Ͱ͋Δ͕ɼຊൃද͜ͷ
Өࢦ͍ͯͭʹڹఠ͢Δɽ

2 ̎ॏͪྻߦϞσϧ

ೋॏͪྻߦϞσϧɼ౦ূ͋Δ͍େূͷ
βϥόऔҾΛϞσϧԽͨ͠ͷͰ͋Δɽจα
Πζ̍ʹݶఆ͞ΕɼऔҾִؒͷࢄతͳ
Ձ֨ͷ͍ͣΕ͔ͰߦΘΕΔͱ͢Δɽചങे
ʹް͘ɼؾྑ࠷Ͱͷങ͍ؾͱചΓؾͷͱ
ͷՁ֨ࠩৗʹ̍ςΟοΫͰ͋ΔͱԾఆ͢Δɽ
ങ͍จࡏݱͷؾྑ࠷Ͱͷ্൘ͱԼ൘ͱ

ͷΈʹɼͦΕͧΕύϥϝʔλ bU, bL ͷࢦ
ʹैͬͯϙΞιϯ౸ண͠ɼചΓจಉ༷ʹ
Ͱͷ্൘ͱԼ൘ͱͷΈʹɼͦΕؾྑ࠷ͷࡏݱ
ͧΕύϥϝʔλ sU, sL ͷࢦʹैͬͯϙ
Ξιϯ౸ண͢Δɽ্൘Ͱͷങ͍จͱɼԼ൘Ͱ
ͷചΓจͱ͕ఆΛҾ͖͜͠ىɼ݁Ռͱͯ͠
൘ͷްΈ͚̍ͩݮগͤ͞ΔɽҰํɼԼ൘Ͱͷങ
͍จͱɼ্൘ͰͷചΓจɼ୯ʹ൘ͷްΈ
Λ̍૿Ճͤ͞Δɽ
൘͕ফ໓ͨ͠ͱ͖ʹɼ্൘͕ফ໓ͨ͠߹

ʹͦͷޙʹചΓจͷ൘͕ɼԼ൘͕ফ໓ͨ͠
߹ʹങ͍จͷ൘͕ɼ্൘ͳΒ rU, Լ൘ͳ
Β rL ೖΔͱ͢Δɽ
rU, rL աڈͷཤྺʹґଘ͢Δ֬มͱ͢

Δͷ͕ΑΓ࣮ݱʹ࣮Ͱɼ෯͞؍͘ΕΔ൘

ͷҠಈͰͷ͍ڧෛͷྻܥ૬ؔΛઆ໌͠͏Δ [3]

͕ɼຊൃදͰ؆୯ͷͨΊɼ rU, rL ͱఆ
ͩͱ͢Δɽ

3 ̎ॏͪྻߦϞσϧͷੑ ʢ࣭[1]ͷཁʣ

rU, rL ͕ཤྺʹΑΒͣఆͩͱͷԾఆͷԼ
Ͱɼ൘ͷ্Լมಈ͕τϨϯυΛͨͬ࣋ϥϯμ
ϜΥʔΫʹͳΔɽ
্Լ൘ͷॳظͷް͞ΛͦΕͧΕ rs, rb ͱ͢
Δͱɼ্൘Ͱͷങ͍จʢΓ͖ߦങ͍จʣ
ͱചΓจʢ͠ࢦചΓจʣͱΛɼͦΕͧΕɼ
bm , sLɼԼ൘ͰͷചΓจʢΓ͖ߦചΓจʣ
ͱങ͍จʢ͠ࢦചΓจʣͱΛɼͦΕͧΕɼ
sm, bLɼͱ͢هͱɼ্൘ɼԼ൘ʹ͍ͭͯɼ൘ͷ
ް͕͞ॳΊͯ 0 ʹͳΔࠁ࣌ͷີɼͪߦ
ྻͰͷඪ४త݁Ռͱͯࣜ࣍͠Ͱ༩͑ΒΕΔɿ

fU(t) =

√(
bm
sl

)rU rU
t
e−(bm+sl)tIrU(2

√
bmslt),

fL(t) =

√(
sm
bl

)rL rL
t
e−(sm+bl)tIrL(2

√
smblt).

ୠ͠ɼI(·) มܗϕοηϧؔͰ͋Δɽ
͜ͷͱ͖ɼॳΊ͍ͯͣΕ͔ͷ൘͕ফ໓͢Δ࣌
ؒͷ֬ີɼ্൘Լ൘ʹ͍ͭͯɼͦΕͧΕɼ
ͷΑ͏ʹͳΔɿ࣍

gU(t) = fU(t)

∫ ∞

t
fL(τ)dτ,

gL(t) = fL(t)

∫ ∞

t
fU(τ)dτ.

ຊൃදΛ௨ͯ࣍͡ͷؔΛԾఆ͢Δɿ

bm > sl, sm > bl.

͜ͷ݅ͷͱͰɼ༗ؒ࣌ݶͰͷ൘ͷফ໓͕
֬̍Ͱ͓͜Γɼ্ԼͷҠಈ֬ੵॱং
ม͢ߋΕࣜ࣍ͱͳΔɿ

pU =

∫ ∞

0
fL(t)dt

∫ t

0
fU(τ)dτ,

pL =

∫ ∞

0
fU(t)dt

∫ t

0
fL(τ)dτ.
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্൘ɼԼ൘ͷফ໓·Ͱͷؒ࣌Λɼͦ ΕͧΕɼTUɼ
TL ͱ͢هͱɼࣜ࣍ΛಘΔɿ

E[TU] =

∫ ∞

0
tfU(t)dt

∫ t

0
fL(τ)dτ,

E[TL] =

∫ ∞

0
tfL(t)dt

∫ t

0
fU(τ)dτ.

4 ̎ॏͪྻߦϞσϧͷੑ࣭ͷίϝϯ
τ

ຊൃදͰͷతͷ̍ͭɼ্ํͷฏۉҠಈ
Λ໌ࣔతʹ͢ࡌهΔ͜ͱͰ͋Δɿ

vU =
pU − pL

pUE[TU] + pLE[TL]
. (1)

ಛʹɼԼ൘͋Δ্͍൘͕ेʹްͯ͘ɼফ໓
͢Δ͕֬̌ͱݟͳͤΔ߹ཱ͕͕ࣜ࣍͢
Δʢ͜Ε [1]ʹ͋Δʣɿ

E[TU] =

∫ +∞

0
tfU(t)dt =

rU
bm − sl

, (2)

E[TL] =

∫ +∞

0
tfL(t)dt =

rL
sm − bl

. (3)

͢ͳΘͪɼ

vU =
rU

bm − sl
, (pL < 0) (4)

vL = − rL
sm − bl

, (pU < 0). (5)

ຊൃදͰʢ[1]Ͱʣॳظ൘ͷްΈ͕ཤྺʹ
ґଘ͠ͳ͍ͱԾఆͨ͠ͷͰɼ൘ͷҠಈؼ࠶ա
ఔͰ͋Δɽ
·ͣ؆໌ͳࣜʢ4ʣɼʢ5ʣͷ߹Λѻ͓͏ɽ͜

ͷ݁Ռɼ৽ͨͳങ͍ख͕େྔͷߪೖΛϙΞι
ϯจʹΑͬͯ͏ߦ߹ɼͨ͋ؒ࣌ΓߪೖྔΛ
Լ͛ͯؒ࣌͘Λ͔͚ͯߪೖ͢Δ΄ͲɼגՁͷ
্ঢ͕খ͘͞ɼ༗རͳߪೖ͕Ͱ͖Δ͜ͱΛࣔ͠
͍ͯΔɽಛʹɼେྔͷߪೖΛ͏ߦࢿՈ໊͕̍
Ͱ͋Δ߹ɼ༗རͳߪೖ͕ՄͰ͋Δɽ
Ոෳࢿ͍ͬͯΔʹ͍ޓೖྔച٫ྔΛ͓ߪ

໊͕ͲͷΑ͏ʹৼΔ͏ͷ͕࠷దͰ͋Δ͔
ɼ͋ྗڠΔ͍ඇྗڠͷήʔϜཧͷͱ
ͳΓɼಉҰʹѻ͑ͳ͍ɽಛʹඇྗڠήʔϜͱ
ͯ͠ோΊΕɼ૬खΑΓઌʹߪೖ͢Δ͜ͱ͕
༗རͳͷͰɼ྆ऀ͕Ώͬ͘Γ͍ͬͯΔͱ͍͏
ղ͜ىΓʹ͍͘ɽΑΓ࣮ݱతʹɼߪೖྔച
٫ྔෆ໌ͳঢ়ଶͰͷʮήʔϜʯͱͳΔɽຊ݁
Ռͷࣗ༝ΛͲͷΑ͏ʹ੍͢ޚΔ͔ͷղɼૉ
ʹఆ·Βͳ͍͜ͱʹҙ͢Δඞཁ͕͋Δɽ

Ҏ্ͷΑ͏ͳཹอ݅ͷ্Ͱɼࣗ͠ͷ
ചങߦಈ͕ଞͷࢿՈʹӨڹΛ༩͑ͣɼ͕ࣗ
ʮӤ৯ʯʹͳΒͳ͍Α͏ʹʮͬͦ͜ΓʯৼΔ
͑ΔͳΒɼϚʔέοτɾΠϯύΫτΛ࠷খԽ͢
ΔղͷΛ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
ΑΓҰൠతͳࣜʢ1ʣͷ߹ʹɼࢿՈɼ
Լ൘Ͱͷങ͍จɼ্൘ͰͷചΓจɼߋʹɼ
ॳظ൘ͷจͷ̏ͭͷม͕͞ڐΕΔɽ͢ͳ
Θͪɼʮങ͍൘ʢ͋Δ͍ചΓ൘ʣ͕ेް͍ʯ
ͱ͑ݴͳ͍߹ɼങ͍ํͷࢿՈͷࣗ༝ߋ
ʹେ͖͘ͳΔɽ
ଘͷΛલఏͱͯ͠ɼͦΕʹ্ͤͯ͠ط
ࣗͷ׆ࢿಈΛ͏ߦ߹ͷ࠷దղͷ͕ఆ
ࣜԽ͞ΕΔɽಛʹɼങ͍ख͕̍ࢿՈͷΈͷ
߹ɼॳظങ͍൘ͷްΈΛ̍ʹ͠ɼԼ൘Ͱͷങ͍
จྔΛ̌ʹ͍ۙঢ়ଶͰཹΊ͓͍ͯͯɼ্͔ͭ
൘Ͱͷങ͍จΛ͑߇ΕɼגՁԼམ͍ͯ͠
͘ɽͦͷޙʹେྔͷങ͍จΛ࢝ΊΔ߹ɼ࠷
ॳ͔Βങ͍จΛ࢝ΊΔΑΓ૯ֹͰֹ͍҆ۚͰ
ೖ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽҰํͰɼϥΠόϧͷߪ
Βɼ͕ࣗʮӤ৯ʯʹͳΔ͔ؔ߹ڝՈͱͷࢿ
͜ͱΛྀ͢ߟΔ͜ͱඞཁͱͳΔɽ

5 ݁

̎ॏͪྻߦϞσϧͰͷɼࣗ໌Ͱ͋Δ͕໌
ࣔతʹड़ΒΕ͍ͯͳ͍ࣜʢ1ʣʹ͠ٴݴɼϚʔ
έοτΠϯύΫτΛྀͨ͠ߟചങ׆ಈͷ͕
ఆࣜԽ͞ΕΔ͜ͱΛࢦఠ͠ɼҰ෦ͷ߹؆໌
ͳ݁ͱͳΔ͜ͱΛࢦఠͨ͠ɽ

ݙจߟࢀ

[1] ԕ౻ ૢ, ࠨ ,Π࢜ ຊ؛ Ұஉɼ̎ॏͪ
ՁมಈͷϞσϧԽͱͦגΑΔதʹྻߦ
ͷূݕɼຊԠ༻ཧֶձจࢽɼ16ר
(2006), 305–316.

[2] Li, M., Hui, X., Endo, M., and Kishi-

moto, K., A Quantitative Model for In-

traday Stock Price Changes Based on

Order Flows, Journal of Systems Sci-

ence and Complexity, Vol.27(2014).

[3] Endo, M., Li, M., Zuo, S. and Kishi-

moto, K., A queuing model for a con-

tinuous double-auction trading system,
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Banking Conference, Sydney, 2009.
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ܕͷΕΛͭඍํఔࣜͷղͷരൃʹ͍ͭͯ

ੴ ࢠඒܙ 1, ੴ ࠸ 2, தా ߦ 3

1౦ژཧՊେֶɼ2ࣳӜۀେֶɼ3ౡࠜେֶ
e-mail : ishiwata@rs.tus.ac.jp, tisiwata@shibaura-it.ac.jp, ynakata@riko.shimane-u.ac.jp

Ԇඍํఔࣜ (DDE)ɼ͋Δ࣌Ͱͷղ
ͷมԽΛ༩͑ΔͨΊʹͦͷ࣌ͷղͷใ
͚ͩͰͳ͘ɼաڈͷղͷใࢀর͢ΔλΠϓ
ͷඍํఔࣜͰ͋ΔɽཧϞσϦϯάͱ͍͏؍
͔ΒݟΕɼॠ࣌ʹใ͕ಧ͔ͳ͍ঢ়گɼ
ੜͳͲͰ͋ΕԿΒ͔ͷใͷΠϯϓοτ͔
ΒɼͦΕʹର͢ΔରԠ·ͰλΠϜϥά͕ൃੜ
͢Δ͜ͱɼൺֱతࣗવʹ͏͖ىΔͰ͋Ζ͏͔
ΒɼաڈͷใͷऔΓѻ͍ΛͲͷΑ͏ʹ͢Δͷ
͔ɼͱ͍͏ͷඇৗʹॏཁͳ؍ͩͱ͑ߟΒΕ
ΔɽҰํɼֶڀݚͱ͍͏ཱʹཱͯɼԆ
ඍํఔࣜҰݟදهͷ্Ͱৗඍํఔࣜͱ
ಉ͡Α͏ʹ͑ݟΔ͕ɼຊ࣭తʹແݩ࣍ݶͷ
ͱͳ͓ͬͯΓɼऔΓѻ͍͘͠ͳ͍ͬͯΔɽ
ੜݱΛ༝དྷʹͭ࣋Ϟσϧʹ͍ͭͯɼฏߧ
ղͷ҆ఆੑղੳͳͲ͕ਐΜͰ͍Δ͕ɼͦͷଞͷ
έʔεɼྫ͑ղͷരൃݱʹ͍ͭͯ [1]ͳ
Ͳͷڀݚ͋Δͷͷɼܥ౷తͳཧղ·ͩਐ
ΜͰ͍ͳ͍ɽ
ۙɺզʑ [2]ʹ͓͍ͯ ʹͷDDEܥݩ࣍2

രൃΛҾؒ࣌ݶɼλΠϜϥά͕༗͠ߟ͍ͯͭ
ͱΛࣔͨ͠ɽ(ҎԼɼʮരൃʯ͢͜͢͜ى͖
ͯ༗ؒ࣌ݶരൃͱ͢Δɽ) ͜ͷͷ໘ന͍ͱ
͜ΖɼλΠϜϥάΛθϩͱͨ͠߹ʹ͢
ͯͷղ༗քͰ͋Γɼෆ҆ఆͳෆಈͰ͋Δݪ
Ҏ֎͔Βελʔτͨ͠ղͯ͋͢Δपظղ
ʹऩଋ͢Δͱ͍͏ඇৗʹ҆ఆͳܥͰ͋Δʹؔ
ΘΒͣɼҙͷਖ਼ͷλΠϜϥά͕ೖ్ͬͨɼ
രൃղ͕ग़͢ݱΔͱ͜Ζʹ͋ΔɽͦΕͰɼ͜
ͷؒڱͲ͜ʹ͋ΔͩΖ͏͔ʁͱ͍͏͜ͱ͕ࣗ
વͳڵຯͱͯ͠ग़ͯ͘Δɽͦ͜ͰզʑɼΑΓ
ղੳͦ͢͠͏ͳ ʹΔ͜ͱ͢ߟΛݩ࣍1
ͨ͠ɽ
·ͣಋೖͱͯ࣍͠ͷ̎ͭͷΛ͑ߟΔ: (A)

x′(t) = x2(t) = x(t) ·x(t), x(0) = a > 0, (B)

x′(t) = x(t − 1) · x(t), x(t) = φ(t) > 0(t ∈
[−1, 0]). ͜͜Ͱɼॳؔظ φ(t)࿈ଓؔͷ
ΫϥεͰ͑ߟΔ͜ͱͱ͢Δɽ(A)ҙͷਖ਼ͷ
ॳظʹରͯ͠ղരൃ͠ɼ(B)ͷͯ͢ͷղ
ؒ࣌େҬతʹଘ͢ࡏΔɽͨͩ͠ɼඇ༗քͱͳ
Δɽ͜͜ͰλΠϜϥάΛ 1ͱ͕ͨ͠ɼҙͷ
ਖ਼ͷఆͱͯ͠ಉ༷Ͱ͋ΔɽͦΕͰ͜ͷ྆

ऀͷؒΛݟΔͨΊɼ࣍ͷΛ͑ߟΔɿ

(P1)

{
dx
dt = x(t)

∫ 1
0 w(s)x(t− s)ds (t > 0),

x(t) = φ(t) > 0 (t ∈ [−1, 0])

ҎԼɼॳؔظ࿈ଓؔͷΫϥεͰ͑ߟΔ͜
ͱͱ͢Δɽ·ͨɼw ཤྺʹର͢ΔॏΈΛද
͠, δΛσΟϥοΫͷσϧλؔͱ͢Δͱɼ্
ͷํఔࣜw(s) = 2δ(s)ͱ͢Ε (A)ʹɺ
w(s) = 2δ(s− 1)ͱ͢Ε (B)ʹͳΔɼͱ
͍͏ҙຯͰ্ͷ̎ͭͷΛ͍ͩܨͷͱͳͬ
͍ͯΔɽͳ͓ɼࠓճѻ͏λΠϓͱҟͳΔ͕
ܕͷؒ࣌ΕΛͭॴҦVoltteraܕͷԆඍ
ํఔࣜʹ͍ͭͯɼ[3]ͳͲͰղͷരൃ͕ٞ
͞Ε͍ͯΔɽ
͜͜Ͱɼ·ͣҰ༷ w(s) ≡ 1ͷ߹Λ
Δɽ͜Εʹରͯ͠ҎԼͷ݁ՌΛಘͨɿ͑ߟ

ఆཧ 1 ɹ w(s) ≡ 1ͱ͢Δɽ (P1)ͷશͯ
ͷղ༗ؒ࣌ݶͰരൃ͢Δɽ

Ұ༷ͷ߹ɼํఔࣜΛ α,β Λਖ਼ఆ
ͱͯ͠

(P2)

{
dx
dt = x(t)α

∫ 1
0 x(t− s)βds (t > 0),

x(t) = φ(t) > 0 (t ∈ [−1, 0])

ͱҰൠԽͨ͠ʹରͯ͠ಉ༷ͷ݁Ռ͕ಘΒ
ΕΔɽ

ఆཧ 2 ɹ α + β > 1 ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖
(P2)ͷશͯͷղ༗ؒ࣌ݶͰരൃ͢Δɽ·ͨɼ
α+ β ≤ 1ͷ߹ͯ͢ͷղؒ࣌େҬతʹ
ଘ͢ࡏΔɽ

ΑΓҰൠతͳॏΈͱͯ͠ʹ࣍ w(s)Λඇෛ
࿈ଓؔͱ͢Δɽw(0) > 0Ͱ͋Ε্هͱಉ
༷ͷߟʹΑΓ ()ͷղരൃ͢Δ͜ͱ͕
ࣔ͞ΕΔɽΑͬͯ w(0) = 0ͷ߹Ͱ͋
Δɽؔ w͕ s = 0ͷۙΛؚΉ۠ؒͰ 0Ͱ
͋Εղͷരൃ͖ىͳ͍͜ͱΛࣔ͢͜ͱ͕Ͱ
͖ΔͷͰ, w(0) = 0͔ͭ s > 0ʢͷ s = 0ͷۙ
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) Ͱਖ਼Ͱ͋ΔॏΈͰരൃ͕͖ىΔͷ͔Ͳ͏͔
͕ͱͳΔɽ͜͜Ͱ࠷୯७ͳ߹ͱͯ͠
ͷରΛߟ w(s) = s ͱ͢Δ:

(P3)

{
dx
dt = x(t)

∫ 1
0 sx(t− s)ds (t > 0),

x(t) = φ(t) > 0 (t ∈ [−1, 0]).

͜ͷʹରͯ࣍͠ͷ݁ՌΛಘͨɿ

ఆཧ 3 ɹ (P3)ͷશͯͷղ༗ؒ࣌ݶͰര
ൃ͢Δɽ
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曲線短縮問題に現れる準線形放物型偏微分方程式に対する
爆発解の漸近挙動に関する一考察
穴田 浩一 1, 石渡 哲哉 2, 牛島 健夫 3

1早稲田大学高等学院，2芝浦工業大学，3東京理科大学

1 Introduction

次の準線形放物型偏微分方程式
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

vt(θ, t) = v(θ, t)δ
(
vθθ(θ, t) + v(θ, t)

)

for θ ∈ R, t > 0,

v(θ, 0) = v0(θ)

は, 図 1 のような自己交差する閉曲線に対する
曲線短縮問題の短縮速度に関する方程式として
知られている ([1, 2]).

ここで, 図 1の上にある閉曲線について, θ を
接線と水平方向との角, 曲率を κ0, v0 := κα0 ,

δ = 1 +
1

α
, としたとき, v0 は次をみたしてい

る smooth な関数となるものを考える.

• v0(θ + 4π) = v0(θ) for θ ∈ R.
• v0(−θ) = v0(θ) for θ ∈ R,
• v′0(θ) < 0 if 0 < θ < 2π,

• v0(θ)2 + v′0(θ)
2 ≤ A < ∞,

• v′′0(θ) + v(θ) ≥ 0 for θ ∈ R,
• v0(θ) ≥ ε0 > 0 for θ ∈ R.

δ ≥ 2 のとき, v は

lim sup
t↗T

(T − t)
1
δ sup
θ∈(−2π,2π)

v(θ, t) = ∞,

をみたす T > 0 が存在する, すなわち, t ↗ T

のとき Type II 爆発をすることが知られてお
り, 1次元空間だけでなく, 多次元においてもさ
まざまな研究がなされている ([3, 4, 5, 6]). さ
らに, rescaling algorithm を利用した数値計算
による, 爆発解の振舞に関する考察も行われて
いる ([7, 8, 9]).

ここでは, 図 1の曲線短縮問題について,

Wδ(t) := (T − t)v
(π
2
, t
)
v(0, t)δ−1

の t ↗ T の際の振る舞いについて考える. こ
こで, このとき sup

θ∈(−2π,2π)
v(θ, t) = v(0, t) とな

ることに注意する. この Wδ の振る舞いを調べ
ることは非常に重要で, [2] や [3] では, δ = 2

の場合について, Wδ の振る舞いから, v(0, t)の
t ↗ T の際の爆発レートを得ている.

図 1. 自己交差する閉曲線に対する曲線短縮問題: v = κα,

δ = 1 +
1
α

(上: t = 0 のとき, 下: t = T のとき).

この Wδ の振る舞いついて, まず 2 ≤ δ < 3

の場合, Wδ が有界であることを示す（定理 3）.
また, δ = 3 の場合に関する評価を与える（定
理 4）. 加えて, rescaling algorithm による数
値計算例を示す（図 2）.

2 Some Lemmas

ここでは, 図 1の曲線短縮問題における v は
次をみたす.

補題 1 図 1の曲線短縮問題について, δ ≥ 2,

0 < θ <
π

2
のとき, 次が成り立つ.

• v(θ, t) > v(0, t) cos θ.

• v(θ, t) < v(0, t) cos θ + v
(π
2
, t
)
sin θ.

また, vθ は次をみたしていることがわかる.

補題 2 図 1の曲線短縮問題について, δ ≥ 2,

0 < θ <
π

2
のとき, 次が成り立つ.

• vθ(θ, t) > −v(0, t) sin θ.

• vθ(θ, t) < −v(θ, t) sin θ

cos θ
+

v
(π
2
, t
)

cos θ
.
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3 Main Results

まず, 2 ≤ δ < 3 のとき, 図 1の曲線短縮問題
における v について, Wδ は次をみたすことが
わかる.

定理 3 図 1の曲線短縮問題において, 2 ≤ δ <

3 ならば,

Wδ(t) ≤ Cδ for any 0 < t < T

をみたす, Cδ > 0 が存在する.

注意 この定理は, [3, 2] における δ = 2 の場合
の結果を 2 < δ < 3 へ拡張したものになって
いる.

さらに, δ = 3 の場合について, 次の定理を
得ることができる.

定理 4 図 1の曲線短縮問題において, δ = 3 な
らば,

lim sup
t↗T

W3(t)

log(T − t)v(0, t)3
≤ C3

をみたす, C3 > 0 が存在する.

また, 図 2 に rescaling algorithm による Wδ

の数値計算例を示す. 図 2 では, δ = 3 のとき
W3 が発散していることを示唆しているが, 定
理 4の結果は, 図 1の曲線短縮問題のおいて,

Wδ の t ↗ T の際の発散の上限を与えたこと
になる.
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ెౙ҈ʍׯʼƪ˒ƪʍीଜ — Benford ʍਝʍж๑ —

ᒨࢬ φഞ 1

1 ࠺׃ງӌเٳࡉ
e-mail : kazufumi.ozawa@gmail.com

1 ʎɷʠʊ

චౙʆʎƒెౙ҈ʱߡʃಝসثಣഒൣପ
߲ʍ҈ʍׯࣳحʱƒɡʪ՜ਝʍʡʇʊˇ
̅˩˽ɶɾॐડ҈ʧʩीଜɸʪൣʱଥΠɸ
ʪƑɲʫʎكӌʍഒฐʆુׯݍɴʫʅɣʪ
Benfordʍਝʍφʃʍж๑ʆɡʪƑ

2 Benfordʍਝʇφํഒೣ໑ʊʃɣʅ

Benfordʍਝʇʎƒە౹ʉഒฐɪʨॐડʱ
ʆɶɾʇɬƒঢசّߪॐࢬʠ10द೪ஞࡘ
ʍડɫࢬɴɣॐʚʈਵɮڇʫʪʇɣɥكڇ
ࣛʆɡʪ [1, 2]Ƒɲʍਝʱ९ॐ໑ (xn)ʊʧʂ
ʅځʊଜձɸʪʇΤђʍʧɥʊʉʪƕ
xn ʍ 10द೪ஞࢬॐߪʱ

xn = 10m × (d0(xn) + d1(xn)10
−1 + · · · ),

m ∈ Z, d0(xn) ∈ {1, . . . , 9},

di(xn) ∈ {0, . . . , 9}, i ≥ 1

ʇɶɾʇɬƒঢசّ d0 ɫ dʇʉʪӘɫ

lim
N→∞

#(1 ≤ n ≤ N ; d0(xn) = d)

N

= log10 ((d+ 1)/d) , d ∈ {1, 2, . . . , 9}
(1)

ʇʉʪਝʆɡʪƑʧɮઢʨʫɾॐ໑ʆʎƒ2n,

n!ƒfibonacciॐ໑ Fnʉʈɫɲʍਝʱෂɾɸ
[3, 4]Ƒɼʍƒ߭োࣛڇƒࣛڇ҇ࠔʊʡਵɮ
ʫʪڇ [5]Ƒɲɲʆʎƒ१ࠃ (1) ʱߡʃॐ໑ʱ
Benfordॐ໑ʇڐʕɲʇʊɸʪƑ
ɡʪॐ໑ɫƒɼʍ (࣭๑)ॐʍડɫ 1ʱ

ʇɸʪφํഒೣ໑ (Τђ u.d. mod 1 ໑ʇຊɸ)

ʊʉʪʇɬƒɼʍॐ໑ʎ Benford ॐ໑ʊʉʪ
[3, 4]Ƒu.d. mod 1 ໑ʇʎƒɼʍࢬॐഒɫ
Ԩ [0, 1)ʆφํʊഒೣɶʅɣʪॐ໑ʱڊɥƑ
ʊʎƒॐ໑ (un)ɫ௰ίʍࠄॐa, b (0 ≤ a <

b < 1)ʊɶʅƒࣰٛ

lim
N→∞

#(1 ≤ n ≤ N ; {un} ∈ [a, b])

N
= b − a

(2)

ʱෂɾɸʇɬ u.d. mod 1 ໑ʇڐʏʫʪ [6]Ƒɲ
ʫʝʆʊՈʃɪʍ u.d. mod 1 ໑ɫઢʨʫʅɬ

ɾƑແɧʏƒଜॐ܈ΤҤʍࢭʉɮʇʡ 1ʃʍؤ
ॐɫॐʇʉʪ nʍਵ߲܈ʆɴʫʪॐ໑ɫ
Үஆɸʪ [6]Ƒ

3 ెౙฆʗʍж๑

ɲɲʆʎԨ t ∈ [ t0, T ) (0 < t0 < T < +∞)

ʆଜձɴʫɾ C1 ˁ˻ˋʍԪॐ y(t)ʱ۵ɧʪƑ
y(t)ʎߣʍࣰٛʱෂɾɸʡʍʇɸʪƕ

• lim
t↑T

y(t) = +∞.

• lim
s→+∞

ϕ(s) = +∞ʱෂɾɸઅ૦ਕљԪॐ

ϕ(s) ʊɶʅ

y(t) ∼ϕ(1/(T − t)), t ↑ T.

ɲɲʆϕ(s)ʇɶʅߣʍ 3ʃʍˁ˻ˋʱ۵ɧʪƕ
BL0 : ϕ(s) = exp (p(s))

BL1 : ϕ(s) = p(s)

BL2 : ϕ(s) = log (p(s))

ɾɿɶ p(s)ʎߣ܊ݍʍؤॐɫ९ʆɡʪߣॐɫ
1Τࣣʍਵ߲܈ʆɡʪƑචౙʆʎƒెౙܗߢ
T ɫՍઢʇɣɥࣰٛʍʡʇƒBenfordʍਝʱ
๑ɣʅ y(t)ɫࣣʍ 3ʃʍʈʍˁ˻ˋʊਦɸʪ
ɪʱ౧ଜɸʪൣʱଥΠɸʪƑ
ແɧʏ y(t)ɫˁ˻ˋ BL0ʊਦɸʪ࣪ƒ

p(s) = am sm + · · · + a1s+ a0, am > 0 (3)

ʇપɰʏ

log y(t) ∼p(s) ∼am sm, s → +∞ (t → T )

ʇʉʪʍʆƒsʇɶʅ

sn = nα, n = 1, 2, . . . , α > 0 (4)

ʇɣɥॐ໑ʱূʘʏƒtn = T − 1/sn ʊɶʅ

log y(tn) ∼am αmnm, n → ∞ (5)

ʇʉʪƑɲɲʆ αm ɫॐʆɡʫʏƒࣣʆࡲ
ʘɾɲʇʧʩɲʍॐ໑ʎ u.d. mod 1 ໑ʊʉʩƒ
ɼʍٗѢ yn = y(tn)ʎ Benfordॐ໑ʊʉʪƑ
ɼʍɾʠʊʎ α ʇɶʅ 0 < t1 = T − 1/α < T

ʱෂɾɸ૨ГʉॐʱূʘʏʧɣƑˁ˻
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ˋBL1, BL2ʍ࣪ʎƒɼʫɽʫ exp(y(t))ʇ
exp(exp(y(t)))ɫBL0ʇடɷׯࣳحʊʉʪ
ʍʆƒɲʫʨʍડʱடɷ t = tn ʆˇ̅˩˽ɸ
ʫʏ Benfordॐ໑ʊʉʪƑ
ɼɲʆΤђʊߪɸ౧ଜʱଥΠɸʪƕ

1) t0 < t1 = 1 − 1/α < T ʇʉʪ૨Г
ॐ αʱূʕƑ

2) ಣഒൣପ߲ y′(t) = f(y), y(t0) = y0 ʍ
҈ʱ tn = T − 1/(nα), n = 1, 2, . . . , N

ʊɩɣʅˇ̅˩˽ɸʪƑ
3) yn ʧʩ E[j][yn] (j = 0, 1, 2)ʱ

E[0][yn] = yn, E[1][yn] = exp(yn),

E[2][yn] = exp(exp(yn))

ʊʧʂʅ֑ʠʪƑ
4) Һ E[j][yn] (j = 0, 1, 2) ʊʃɣʅঢசّ

ʍડ d0 ʱ֑ʠƒd0 = dʇʉʪ୩ॐ

F [j]
d := #(1 ≤ n ≤ N ; d0 = d), d = 1, . . . , 9

ʱ֑ʠʪƑ
5) ɲʫʇ Benfordʍਝɫ२ʩງʂʅɣʪ

ʇɬʍՎ୩ॐBd := N log10((d+1)/d)

ʇʍശܿ

∆[j] := max
1≤d≤9

∣

∣

∣

(F [j]
d − Bd)/Bd

∣

∣

∣

(6)

ʱޟكɶƒminj ∆[j]ʱ฿ɧʪ j = kʊʧ
ʂʅ҈ʎˁ˻ˋ BLkʆɡʪʇ౧ଜɸʪƑ

4 ॐડແ

Τђʍ࣭ಣഒൣପ߲ʍࢉՎડฆʱ۵ɧʪ:

y′(t) = π cosh (y(t)), t ∈ (0.5, 1),

y(0.5) = 0.
(7)

ɲʍൣପ߲ʍ҈ʎ

y(t) = log (tan (πt/2)) (8)

ʆ฿ɧʨʫƒెౙܗߢ T ʎ 1ʇʉʪƑɲɲʆʎ
α = π/(π−3)ʇɶ t1 = 1−1/α (! 0.95492965)

ɪʨ߲ߣʆ฿ɧʨʫʪ tn (n = 2, 3, . . .)

tn = tn−1 + δtn, δtn =
1

n(n − 1)α
(9)

ʊɩɣʅॐડ҈ynʱˇ̅˩˽ɶƒE
[1][yn], E[2][yn]

ʱ֑ʠƒɼʫɽʫʊʃɣʅঢசّʍ୩ʱ૦ʘƒ
Benfordʍਝɪʨʍശܿ (6)ʱޟكɸʪƑʉ

Table 1. ঢசّʍ୩ (N = 2000ʍٗѢ)

d F [0]
d F [1]

d F [2]
d Bd

1 413 804 584 602

2 1 641 344 352

3 2 79 255 250

4 7 79 209 194

5 18 79 201 158

6 49 79 128 134

7 134 80 102 116

8 366 79 104 102

9 1010 80 73 92

ɩƒॐડ҈ʎ ʍ๛˽̅˄Ɣˁ˕ˑʆߣ4
ਵన૫СޟʆޟكɸʪƑ
ˇ̅˩˽ॐ N = 2000ʆʍٗѢʎƒTable 1

ɩʧʒΤђʍ૾ʩʆɡʪƑ

∆[0] = 1.01× 10, ∆[1] = 8.20× 10−1,

∆[2] = 2.69× 10−1

ɲʍٗѢʧʩƒॐ໑ (E[2][yn])ɫ Benfordॐ໑
ʊݍʡׯɣʍʆƒˁ˻ˋ BL2ʇ౧ଜʆɬʪƑ

5 ɩʮʩʊ

ʍॐડແɩʧʒ۵ޅʎஆ௪ౙɸʪƑ
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υϥοάɾσϦόϦʔɾγεςϜΛද͢ݱΔϞσϧํఔࣜͷؒ࣌େҬղͷ
ۙతڍಈ

࡚ؠ ޛ 1

1େࡕେֶେֶӃɹใՊֶڀݚՊ
e-mail : satoru.iwasaki@ist.osaka-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ۙΛूΊΔφϊҩྍͷҰͭʹυϥοάɾ
σϦόϦʔɾγεςϜʢҎԼɼDDSͱද͢ه
Δʣ͕͋ΔɽDDSͱɼਓମʹ༩ͨ͠ඍখ
ͳσόΠεʢҎԼɼφϊϚγϯͱද͢هΔʣ͕ɼ
ൃతʹѱੑजᙾͳͲͷλʔήοτͱͳΔݾࣗ
ྖҬʹू·ΓɼༀࡎΛ༩͢ΔγεςϜͰ͋Δɽ
DDSͳͲͷφϊҩྍγεςϜͷ։ൃ࣮ݧɼ
ඞཁͰɼ؆୯ʹ͕ؒ࣌උͳͲʹίετڥ
ڍͰ͖ͳ͍ɽͦ͜ͰɼγεςϜͷຊ࣭తͳߦࢼ
ಈΛఆੑతɾఆྔతʹௐɼ։ൃ࣮ݧʹ༗ҙٛ
ͳϑΟʔυόοΫΛͨ͏ߦΊʹཧϞσϧΛ༻
͍ͨγϛϡϨʔγϣϯ͕ॏཁͱͳΔɽ
OkaieΒ 2014ʹɼDDSͷϝΧχζϜΛɼ

γεςϜΛߏ͢Δ࣭ͷೱͷൃؒ࣌లʹؔ
͢ΔԠ֦ํࢄఔࣜͷܗͷཧϞσϧ (ҎԼɼ
λʔήοτݕग़Ϟσϧͱද͢هΔ)ͰఆࣜԽ͠
ͯɼφϊϚγϯ͕ҰͭͷλʔήοτΛݕग़͢Δ
ྗ͕͋Δ͜ͱΛతʹͨ͠ূݕ [1]ɽOkaie

ΒͷఏҊͨ͠DDSͷγφϦΦΛਤ1ʹࣔ͢ɽϞ
σϧํఔࣜͷಋग़όΫςϦΞͷԽݱʹج
͍͓ͮͯΓɼҎԼͷܗͰ༩͑ΒΕΔɿ
⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

ut = a1uxx − [u[V1v − V2w]x]x in I × T,

vt = a2vxx + g1τ(x, t)u− h1v in I × T,

wt = a3wxx + g2u− h2w in I × T.
(1)

͜͜Ͱɼu = u(x, t), v = v(x, t), w = w(x, t)

ະؔͰ͋Γɼͦ ΕͧΕҐஔx ∈ I = (0, 1)

ͱࠁ࣌ t ∈ T = (0,∞)ͰͷφϊϚγϯɼΞτ
ϥΫλϯτɼϦϖϨϯτͷೱͰ͋Δɽ֤ະ
ؔͷڥք݅ϊΠϚϯ݅ͱ͢Δɽτ(x, t)

طؔͰҐஔ x ∈ I ͱࠁ࣌ t ∈ T Ͱͷλʔ
ήοτͷೱͰ͋Δɽ֤ a1, a2, a3, g1, g2,

V1, V2, h1, h2 > 0ਖ਼ͷͱ͢Δɽ
ҩྍͷ؍͔Β͢ΔͱɼφϊϚγϯѱੑज

ᙾͳͲʹରԠ͢ΔλʔήοτྖҬ τ(x, t)Λ͢
࣌ʹग़Ͱ͖ͳͯ͘ͳΒͳ͍ɽͭ·Γेݕͯ
,ɼτ(xޙաͨ͠ܦ͕ؒ t)ͷೱ͕͍ߴॴͱɼ
u(x, t)ͷೱ͕͍ߴॴ͕Ұக͢Δ͜ͱ͕·

ਤ 1. OkaieΒͷ DDSͷγφϦΦ [1]

͍͠ɽͱ͜ΖͰɼφϊϚγϯΛλʔήοτʹू
Ί͍͚ͨͩͳΒɼφϊϚγϯͷूதΛ͛Δ
ϦϖϨϯτͷଘࡏඞཁͳ͍Α͏ʹࢥΘΕΔɽ
ϦϖϨϯτ͕ಋೖ͞ΕͨಈػɼҰͭͷλʔ
ήοτʹू·Γ͗͢Δ͜ͱΛ͙͜ͱʹΑΓɼ
ෳͷλʔήοτʹφϊϚγϯ͕͞ΕΔ͜
ͱΛૂͬͨͷͰ͋Δɽ
ͦ͜Ͱຊڀݚɼλʔήοτݕग़Ϟσϧͷղ

ͷؒ࣌େҬతڍಈʹযΛߜΓɼֶղੳͷཱ
͔ΒʮφϊϚγϯ͕ෳͷλʔήοτΛ͢
ΊΔ͜ͱΛతͱٻग़͢ΔͨΊͷ݅ʯΛݕͯ
͍ͯ͠ΔɽຊߨԋͰ [2]ͰಘΒΕͨɼํఔࣜ
(1)Λ؆ུԽͨ͠Ϟσϧํఔࣜ (2)ͷղੳ݁Ռ
Λհ͢Δɽ

2 ؆ུԽλʔήοτݕग़Ϟσϧͷղੳ

దͳԾఆͷͱɼλʔήοτݕग़Ϟσϧ (1)

ɼະ͕ؔφϊϚγϯͷೱ u(x, t)͚ͩ
ͷҎԼͷ४ઢܗԠ֦ํࢄఔࣜʹؼண͞ΕΔɿ

ut = [au+αu2]xx−µ[u[τ(x)u]x]x in I×T. (2)

ͨͩ͠ɼa = a1 > 0, µ = g1V1/h1 > 0, α =

g2V2/2h2 > 0Ͱ͋Γɼಛʹ µͱ αͦΕͧΕ
ΞτϥΫλϯτͱϦϖϨϯτͷޮՌͷ͞ڧΛද
͍ͯ͠Δɽ·ͨɼλʔήοτͷೱ τ(x)࣌
ؒʹґଘ͠ͳ͍ͱԾఆ͠ɼؒ࣌มͳ͘ͳͬ
͍ͯΔɽҎԼʹ͓͍ͯύϥϝʔλ

2α > µ ·max
x∈I

τ(x) (3)

ͱ͍͏݅Λຬ͍ͨͯ͠ΔͱԾఆ͢Δɽ͜ͷ
݅ϦϖϨϯτͷޮՌ α > 0͕ेʹେ͖͍
͜ͱΛҙຯ͍ͯ͠Δɽ
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φϊϚγϯu(x, t)ϊΠϚϯ݅Λຬͨ͢ͷ
Ͱɼํ ఔࣜ (2)Λۭؒ IͰੵ͢ΕΘ͔ΔΑ͏
ʹφϊϚγϯͷ૯ྔҙͷࠁ࣌Ͱอଘ͞ΕΔɽ
ͭ·ΓɼφϊϚγϯͷॳظ૯ྔ

∫

I
u0(x)dx =

l > 0ҰͭͷύϥϝʔλͱͳΔɽΑͬͯɼ֤
l > 0ʹରͯ͠ॳظۭؒ Kl Λ Kl = {u0 ∈

H1(I); u0 > 0 and
∫

I
u0dx = l}ͱఆΊΔɽ

·ͣɼہॴղΛߏ͢ΔͨΊʹํఔࣜ (2)Λɼ
ۭؒͷͭࡾ H1(I) ⊂ L2(I) ⊂ H1(I)′ ʹ͓
͚ΔH1(I)′Λۭؒૅجͱͨ͠ൃలํఔࣜͱ͠
ͯఆࣜԽ͢Δɽඇઢ߲ܗͷదͳҙຯͰͷϦϓ
γοπ͕݅֬ೝͰ͖ΔͷͰɼํఔࣜ (2)ͷہ
ॴղΛߏ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽଓ͍ͯɼہॴղ
ͷΞɾϓϦΦϦධՁ͔֬ΊΒΕɼ͜ͷہॴղ
େҬղ·ͰԆ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͞Βʹɼ
ॳظ͕ਖ਼Ͱ͋Δ͜ͱ͔Βɼؒ࣌େҬղਖ਼
ͱͳΔ͜ͱ͕͔֬ΊΒΕΔɽ݁ͱͯ͠ɼҎ
ԼͷେҬղͷଘࡏʹؔ͢Δఆཧ͕ಘΒΕΔɽ

ఆཧ 1 ݅ (3)͕Γཱͭͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ
ҙͷॳظ u0 ∈ Klʹରͯ͠ɼํఔࣜ (2)
ҎԼͷۭؔؒʹਖ਼ͷେҬղ uΛͭ࣋ɽ
{

u ∈ C((0,∞);H2
N
(I)) ∩ C1((0,∞);L2(I)),

∫

I
u(x, t)dx ≡ l for all t ∈ [0,∞).

ଓ͍ͯํఔࣜ (2)ͷఆৗΛ͑ߟΔɽͭ·
ΓҎԼΛຬͨ͢ਖ਼ؔuΛ୳͢Λ͑ߟΔɽ

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

[au+ αu2]′′ − µ[u[τ(x)u]′]′ = 0 in I,

u′(0) = u′(1) = 0,
∫

I
udx = l.

(4)

ఆৗ (4)ʹରͯ͠ɼҎԼͷఆཧ͕Γཱͭɽ

ఆཧ 2 ݅ (3)͕Γཱͭͱ͢Δɽ֤ l > 0ʹ
ରͯ͠ɼఆৗ (4)།Ұͷਖ਼ղ ul Λ࣋
ͭɽ͞ΒʹɼulҎԼͷඇઢؔܗํఔࣜΛຬ
ͨ͢ղͱͯ͠ಛ͚ͮΒΕΔɿ

ul(x) = exp((Cl −G(x)ul(x))/a).

ͨͩ͠ɼG(x) = 2α − µτ(x)Ͱ͋ΓɼCl ∈ R

 l͔ΒҰҙʹఆ·ΔఆͰ͋Δɽ

͜͜Ͱɼఆৗղ ul(x)Λඍ͢Δ͜ͱʹΑΓɼ
λʔήοτͷ τ(x)ͷۃେʢۃখʣͷ
ඪͱɼఆৗղ࠲ ul(x)ͷۃେʢۃখʣͷ࠲
ඪ͕Ұக͢Δ͜ͱ͕͔֬ΊΒΕΔɽ͜Εݱ
ͱରԠͤ͞ΔͱɼφϊϚγϯ͕ఆৗղ ul(x)ʹ
ͳ͍ͬͯΔ߹ɼλʔήοτ͕ೱ͍ॴʹɼφ

ϊϚγϯೱ͍ͯ͘͠Δ͜ͱΛҙຯ͓ͯ͠
ΓɼφϊϚγϯ͕ͯ͢ͷλʔήοτΛݕग़Ͱ
͖͍ͯΔঢ়گʹରԠ͍ͯ͠Δʢਤ রʣɽࢀ2

0 10.2 0.4 0.6 0.8
0

2

1

C
o

n
c
e
n

tr
a
ti

o
n

0 10.2 0.4 0.6 0.8
0

2

1

C
o

n
c
e
n

tr
a
ti

o
n

ਤ 2. λʔήοτͷ (੨ઢ)ͱఆৗղ (ઢ)ͷྫ

ɼେҬղͷऩଋʹؔ͢ΔҎԼͷఆཧΛʹޙ࠷
հ͢Δɽ

ఆཧ 3 ݅ (3)͕Γཱͭͱ͠ɼl > 0ͱ͢Δɽ
ॳظ u0 ∈ Kl ͔Βग़ൃ͢ΔେҬղΛ u(t)ͱ
͠ɼul Λఆৗ (4)ͷղͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ
t → ∞Ͱ ∥u(t)− ul∥H1(I) → 0͕Γཱͭɽ

3 ͓ΘΓʹ

ఆཧ 3͔Βɼύϥϝʔλ݅ (3)͕Γཱͭ
ʢϦϖϨϯτͷޮՌ͕͍ڧʣ߹ɼφϊϚγϯ
ͷu(x, t)λʔήοτΛͯ͢ݕग़͢ΔΑ
͏ͳఆৗղ ul(x)ʹऩଋ͢Δ͜ͱ͕͔ΔɽҰ
ํͰɼύϥϝʔλ݅ (3)͕Γཱͨͳ͍ʢϦ
ϖϨϯτͷޮՌ͕ऑ͍ʣ߹ɼλʔήοτ͕
ෳͷϐʔΫΛͭ࣋߹ʹɼҰͭͷϐʔΫʹφ
ϊϚγϯ͕ूத͢Δঢ়ൃ͕گੜ͢Δ͜ͱ͕
తʹ͔֬ΊΒΕΔɽҎ্ͷ͜ͱ͔ΒɼϦϖϨϯ
τΛಋೖ͢Δ͜ͱ͕ෳͷλʔήοτΛͯ͢
ग़͢ΔͨΊʹඞཁͰ͋Δ͜ͱΛֶతͳཱݕ
͔Βࣔࠦ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ
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࣠બ͖QRղΛ༻͍ͨྻߦͷϥϯΫۙࣅΞϧΰϦζϜͷଧͪ
Γࠩޡͷղੳ

Տଜ ྒྷ

౦ژେֶେֶӃใཧڀݚܥֶՊίϯϐϡʔλՊֶઐ߈
e-mail : itleigns@is.s.u-tokyo.ac.jp

1 ֓ཁ

࣠બ͖ QRղΛ༻͍ͯ A ∈ Rm×n

ΛRm×rͷྻߦͱRr×nͷྻߦͷੵͰۙ͢ࣅΔ
͜ͱΛ͑ߟΔ (m ≥ n > r).࣠બ͖QR

ղಛҟղʹൺϥϯΫۙࣅͱͯ͠ͷ
ਫ਼͕ѱ͍͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ͕,͕ྔࢉܭগ
ͳ͍ͷͰΘΕΔ͜ͱଟ͍.ຊߘͰྻߦͷ
ϊϧϜʹϑϩϕχεϊϧϜΛϕΫτϧͷϊϧ
Ϝʹ 2-ϊϧϜΛࠓ.͏ճ͢ߟΔΞϧΰϦζ
ϜͷٙࣅίʔυҎԼͷΑ͏ʹͳΔ [1].

1) Q ∈ Rm×n, R ∈ Rr×n,Π ∈ NnͷྖҬΛ
֬อ

2) Q = A

3) Πi = i (i = 1, · · · , n)
4) For i = 1 to r do

(a) l = arg max
j

{∥Qj∥ | j = i, · · · , n}

(b) QiͱQl,ΠiͱΠlΛͦΕͧΕަ
(c) Ri,Πi = ∥Qi∥
(d) Qi =

Qi
∥Qi∥

(e) Ri,Πj = 0 (j = 1, · · · , i− 1)

(f) Ri,Πj = Qi ·Qj (j = i+ 1, · · · , n)
(g) Qj = Qj − (Qi · Qj)Qi (j = i +

1, · · · , n)

͜ͷΞϧΰϦζϜͰ AΛ Q[1 :: r]Rͱۙࣅ
͍ͯ͠Δ.·ͨྔࢉܭO(nmr)Ͱཧ্ߴ
Ͱ͋Δ. ҎԼͰఆٛ͢ΔଧͪΓࠩޡ

Dr(A) = ∥A−Q[1 :: r]R∥

Λ r = n− 1ͷ࣌ʹ͍ͭͯղੳͰ͖ͨͷͰຊߨ
ԋͰͦΕΛൃද͢Δ.

2 ͷղੳࠩޡ

m ≥ n > 1, rank(A) = nͱ͢Δ.
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√

4n−1 + 2
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σn(A)
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√
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3 Λຬͨ

͢ͱ͢Δ.ҎԼͷෆࣜΛຬͨ͢A͕ଘ͢ࡏΔ.

Dn−1(A) ≥ sσn(A)

ఆཧͷূ໌ͷͨΊʹ४උΛ͢Δ.

A = (a1, · · · ,an)

ͱॻ͘.

di = ai −
n∑

j=1,j ̸=i

cijaj (i = 1, · · · , n)

ͱͯ͠ ∥di∥͕࠷খʹͳΔΑ͏ cij ∈ R (i =
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1Λࣔ͢ͷʹҎԼͷิ͕ॏཁʹͳΔ.

ิ 2. ∥a1∥ ≥ ∥ai∥ (i = 2, · · · , n) ͱԾఆ
͢Δ.͜ͷͱ͖ҎԼ͕Γཱͭ.

1
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n∑
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1
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∥∥∥∥∥∥
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1

c1j
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n∑

k=2,k ̸=j

−c1k
c1j
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∥∥∥∥∥∥

=
∥d1∥
|c1j |

< ∥dj∥
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͜͜Ͱ
∥a1∥
∥d1∥

>
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c1jaj
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∥dn∥2

∥d1∥2
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͕Γཱͭ.ͭ·ΓҎԼ͕Γཱͭ.
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∥x∥2 x
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1
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.Δ͑ݴΔ.͜Ε͔ΒҎԼ͕͑ݴ͕

Dn−1(A) ≤ 2n−1−i∥dΠi∥ (i = 1, · · · , n− 1)

·ͨఆཧ 3ΑΓҎԼͷෆ͕ࣜΓཱͭ.
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Αͬͯ
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͕
√
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⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

0 (j < i)

−1− ϵi (j = i)

1− ϵi (j > i)
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Abstract 
 

The plant called Skunk Cabbage is known to have a remarkable feature that it has a heating organ 
and retains its body temperature almost constant around 22~24 [°C] in the end of winter. As the 
mechanism of the homothermal maintenance, we have found that the control has a linear equilibrium 
phase and nonlinear nonequilibrium phase and the former is well elucidated so far. In this study, we 
consider the latter mechanism. Several circumstances might indicate that a limit cycle oscillation called 
Van der Pol /VdP/ system is the candidate of the model. We discuss the validity of the VdP model for 
our temperature time series data.  
 
Keywords. nonlinear nonequilibrium state, limit cycle phenomena, Van der Pol equation, least-
squares fitting.
 
Introduction 

Some unusual plant has a unique process 
of heat production. That occurs in only a few 
families of angiosperms but has been well-
studied in the Araceae family. Skunk cabbage 
of the Araceae family is a perennial wildflower 
that sprouts in marshy, wet areas of forest lands 
and has a heating organ called a spadix. The 
organ generates heats continuously for several 
days early in the spring and retains its 
temperature at about 22~24 [°C], in order to 
raise its seeds effectively. 
 

According to this research is aimed at 
expanding the previous paper [5]. In the paper, 
as a partial study to elucidate the temperature 
control mechanism of Skunk cabbage, they had 
considered the phase transition model with a 
linear system of modeling of the homothermal 
maintenance, through a data analytic study. 
Therefore, the main objective of this paper is to 
investigate the standard in-sample model 
selection criteria for selecting the applicable 
mathematical model on the Chaotic Dynamics 
in Homothermal Maintenance of Skunk 
cabbage.  

 
For studying and analyzing these, have 

insights into the data, it is basic to transform the 
original univariate time-series data to the one 
that is embedded into a higher dimension. 

According to the Takens theorem [1-4], 
univariate time series could get better phase 
space reconstruction and prediction, if the 
embedding dimension is selected respectable. 
The phase space reconstruction for our data 
yields the embedding dimension m=2 and delay 
time 𝜏=10. 

Then, a complicated set of contains the 
nonlinear nonequilibrium phase which fitting a 
time series model to the data of Skunk cabbage 
is compared with respect to VdP equation 
performance. For the models with the preferred 
forecast ability both the in-sample is 
specification test, as well as the ability to deliver 
the optimal forecasts,  are examined. 
 
Limit cycle 

Limit cycle is an isolated closed trajectory 
in phase space having the property that can 
occur in nonlinear systems in the dynamical 
systems with two-dimensional phase space. The 
oscillatory behavior, unexplainable in terms of 
linear theory, is characterized by a constant 
amplitude and frequency determined by the 
nonlinear properties of the system. 

 
As for the nonlinear model, we put the 

following premise:   
- It should be close to linear in the 

neighborhood of CT;    
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- also, it should add an odd function with 
a higher order than linear.  

 
Because of the equation, we thought of fitting 
the data to the equation 

y = −a ∗ (x − x0) − b ∗ (x − x0)p, 
where a, b>0,  p>1 

 
and fitted our data 𝜑(𝑥) = E[ 𝑦(𝑡)|𝑋(𝑡) = 𝑥] 
to this model for parameters a, b, x0 and p. 

 
figure 1. The curve fitting for 1st order difference 

 
Since the jump process 𝑦(t) = X(t + 1) −

X(t) might correspond to derivative so that we 
may consider the continuous-time model. But 
here in this time, we consider only the discrete-
time model for the sake of simplicity. Then, 
from the curve fitting result, this equation may 
follow. Finally, we have only fixed point u=0 
and it turns out to be the only attractor. 

 
figure 2. Limit cycle 

 
Van der Pol oscillator 

The Van der Pol oscillator is described by 
the equation, 

d2x
dt2  + μ(x2 − 1)

dx
dt

+ x = 0, 
 
x is the “position” coordinate, x=x(t) and μ is a 
scalar parameter indicating the strength of 

dumping for the oscillator. The VdP oscillator 
can be written in its two dimensional form:  
Based on the transformation 𝑧 = 𝑑𝑥

𝑑𝑡
 leads to: 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑧 
𝑑2𝑧
𝑑𝑡2 = 𝜇(1 − 𝑥2)𝑧 − 𝑥 

 
As a result of the study to data of Skunk 
cabbage temperature, we obtained the following 
equation for the second-order term. 

 
figure 3. The curve fitting for 2nd order difference 

In view of these, we set our model equation to 
be like this: 
d2X
dt2 = r ∗

dx
dt

− b ∗ (X − x0)p + a ∗ (X − x0) 
where a, b>0,  p>1 

It seems to be Van der pol equation, but we have 
not prove it not yet.  
 
Conclusion and Future work 
In this paper, we propose a method of showing 
the VdP equation where an occurs limit cycle 
phenomenon in the nonlinear equation based on 
first-order and second-order derivatives, using 
curve fitting. In the near future, we plan to 
accurate our second order nonlinear differential 
equation is the VdP equation. 
 
References 
[1] P. Grassberger and I. Procaccia, Physica D 
35, 189 (1983). 
[2] P. Grassberger and I. Procaccia, Phys. Rev. 
Lett. 50, 346 (1983). 
[3] C. Diks, Nonlinear Time Series Analysis: 
Methods and Applications (World Scientific, 
Singapore, 1999). 
[4] J. P. Eckmann and D. Ruelle, Rev. Mod. 
Phys. 57, 617 (1985). 
[5] S.Kawasaki and K.Ito, Data Analytic Study 
of the Homothermal Maintenance Mechanism 
of Skunk Cabbage: Capturing Pre-equilibrium 
Characteristics Using Mixed Poisson Model 
(Biophys and Physicobiol, 2018 Volume). 

301

http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.50.346
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.50.346
http://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.57.617
http://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.57.617
https://www.jstage.jst.go.jp/search/global/_search/-char/en?item=8&word=Shuji+Kawasaki
https://www.jstage.jst.go.jp/search/global/_search/-char/en?item=8&word=Kikukatsu+Ito


局所Lyapunov関数を用いたホモクリニック軌道の精度保証法
新田 光輝 1, 山本 野人 1, 松江 要 2

1電気通信大学，2九州大学
e-mail : knitta@uec.ac.jp

1 はじめに
近年、力学系と精度保証を組み合わせた研究

が盛んに行われており、様々な結果が得られて
いる。特にホモクリニック軌道の精度保証とし
ては、
1) covering relation と呼ばれる位相的な手
法 [1]

2) parameterizationと radii polynomialsを
利用した解析的な手法 [2]

の二種類が良く知られている。
本研究では、これらの既存手法とは異なる手

法として、精度保証により構成した Lyapunov

関数 [3]とBrouwerの一致点定理を応用したホ
モクリニック軌道の存在検証のための精度保証
法を導出する。本手法は既存手法と比較すると、
2)の解析的な手法と似ている部分もあるが、安
定多様体、不安定多様体そのものの精度保証が
必要な既存手法に対し、提案手法では不安定多
様体の通過範囲の一部の精度保証を行えば十
分である点が特に異なっている。また、高次元
の系に対しても適用できるという特徴を持って
いる。

2 問題設定
次の自励系常微分方程式により記述される連

続力学系を考える：
dx

dt
= f(x;p), x ∈ Rn, p ∈ Dp ⊂ Rn−ν ,

t ∈ R, f ∈ Cr(Rn,Rn), r > 1. (1)

ここで、pはパラメータであり、パラメータ領
域をDp ⊂ Rn−ν とする。この際、パラメータ
領域Dpは n− ν次元球と同相になるようにと
る。また、式 (1)に対して、以下の仮定をおく。
• 双曲型平衡点x∗(p)を持ち、平衡点x∗(p)

がサドルであること
• 平衡点 x∗(p)における不安定多様体の次
元が n − ν、安定多様体の次元が ν であ
ること

本研究では以上の問題設定の下、パラメータ領
域Dpから相空間上のある n− ν次元超平面 Γ

までの連続写像 F : Dp → Γを構成し、F に対
し Brouwerの一致点定理を適用することでホ
モクリニック軌道が存在するパラメータの存在
範囲および相空間上のホモクリニック軌道の存
在範囲を特定する精度保証法を提案する。
以下では検証において必要になるいくつかの
定義や定理を述べたのち、連続写像 F の構成
法の概略や、Brouwerの一致点定理の適用法な
どを説明する。

3 検証に利用する定理など
3.1 Lyapunov関数
以下では本手法において重要な役割を果たす
数学的道具であるLyapunov関数とBrouwerの
一致点定理について説明する。
定義 1. Lyapunov関数 [3]

領域DL ⊂ Rnを定義域とする連続微分可能
な関数 L : DL → Rが次の条件

L(x∗(p)) = 0,

dL(x)

dt
< 0, ∀x ∈ DL\{x∗(p)}

を満たすとき、関数 Lを Lyapunov関数と呼
ぶ。ただし、任意のパラメータ pに対して、平
衡点 x∗(p)は x∗(p) ∈ DLであるとする。
本研究では次の二次形式を考え、これがLya-

punov 関数となることを精度保証により確認
する。

L(x) = (x− x∗(p))TY (x− x∗(p))

ここで、行列 Y ∈ Rn×nは実対称行列である。

3.2 Brouwerの一致点定理
定理 1. Brouwerの一致点定理 [4]

Bnをn次元球、その境界をSn−1とする。連
続写像 F : Bn → Bnに対し、
• F (Sn−1) ⊂ Sn−1

• degF |Sn−1 ̸= 0
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が満たされるならば、F と任意の連続写像G :

Bn → Bn は一致点を持つ。すなわち、ある
x ∈ Bnが存在し、F (x) = G(x)が成立する。
ここで、degF |Sn−1はF を境界へ制限した写像
の写像度 [4]を表す。
本研究では、Brouwerの一致点定理を用いる

ことで、ホモクリニック軌道を与えるパラメー
タの存在検証を行う。

4 検証手順
以下の手順により連続写像を構成し、Brouwer

の一致点定理を適用することにより、ホモクリ
ニック軌道の存在検証を行う。
1) 近似的なホモクリニック軌道 ϕ̃(t)および
それを与えるパラメータ p̃ ∈ Dpを算定
する。

2) 平衡点 x∗(p)の近傍で二次形式により記
述される Lyapunov関数L(x)を構成し、
定義域 DL の検証を行う。Lyapunov関
数は一意性のあるものではないため、パ
ラメータ領域 Dp が小さければ、Dp 全
体に対して同一の実対称行列 Y による
Lyapunov関数と定義域を設定できるこ
とが期待される。L+ = {x ∈ Rn|L(x) >
0}, L− = {x ∈ Rn|L(x) < 0}とおくと、
安定多様体は L+上に、不安定多様体は
L−上に存在することになる。

3) 近似ホモクリニック軌道 ϕ̃(t)との交点を
持つように L− ∩DL1上に ν次元の閉領
域 γを設定する。γと ϕ̃(t)の交点を x̃と
する。この領域はパラメータに依らない
ものとして設定する。

4) 任意のパラメータ p ∈ Dp に対して、γ

上の不安定多様体の通過点 x0(p)を含む
区間 [X0]を精度保証を用いて確定する。
この時、不安定多様体と γは必ず一点で
交差し、かつパラメータについて連続と
なる。このパラメータ領域Dpから γへ
の対応を F1 : Dp → γとおく。

5) 軌道計算による γから Lyapunov関数の
0レベルセットL0への対応関係として連
続写像 F2 : γ → L0を定義する。

6) n− ν次元超平面 Γを設定し、Rnから Γ

への射影を PΓとおく。
7) B(ỹ∗, ϵ)をΓ上の中心 ỹ∗、半径 ϵのn−ν

次元球とする。ただし、平衡点 x∗(p̃)の

Γへの射影を ỹ∗ := PΓx∗(p̃) ∈ Γとし、
任意のパラメータに対する平衡点の射影
PΓx∗(p)についてPΓx∗(p) ∈ B(ỹ∗, ϵ)と
なるように半径 ϵを定める。ΓからB(ỹ∗, ϵ)

への retractionQ : Γ → B(ỹ∗, ϵ)を考え、
PΓとQの合成として連続写像 F3 = Q ◦
PΓ : L0 → B(ỹ∗, ϵ)を構成する。PΓ, Q

の具体的な構成法は講演時に述べる。
8) 連続写像F をF = F3 ◦F2 ◦F1 : Dp → Γ

として定義する。また、Fの定義域を∂Dp

に制限したものを FSとする。このとき、
次の二点
• F (∂Dp) ⊂ ∂B(ỹ∗, ϵ),

• degF |∂Dp ̸= 0,

を精度保証により確認する。これらが確
認できれば Brouwer の一致点定理によ
り、ホモクリニック軌道の存在が証明さ
れる。

講演では以上の手順についてより詳細な説明を
行う。
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接触角度を持つ自由表面問題の有限要素解法と
近似界面のEuler標数の計算

鈴木 厚 1

1大阪大学 サイバーメディアセンター
e-mail : atsushi.suzuki@cas.cmc.osaka-u.ac.jp

1 概要
液相と気相の界面が計算領域の境界と 90度
未満の接触角度を持つ自由表面問題を考える.

二重井戸ポテンシャルエネルギーを接触角度の
条件と体積保存の制約を課して最小化する状態
を達成する極値は非線形楕円型方程式の解とし
て求められる. その界面は相を表す指標関数の
零等高面となる. 液相が計算領域を充填するか
どうかが工学的応用での関心である. 液相領域
が単連結かを判定するために, 零等高面を有限
要素の四面体毎に探索し, 近似界面の Euler標
数を計算するアルゴリズムを示す.

2 二重井戸ポテンシャルエネルギーと非
線形楕円型問題
立方体領域 Ω = (°1, 1)£(°1, 1)£(°1/2, 1/2)

の上下の境界をΓW = {(x, y, z) ; (x, y) 2 (°1, 1)£
(°1, 1), z 2 {°1/2, 1/2}},側面の境界をΓN と
する. ' : Ω ! [°1, 1] を液体 ' = 1か気体
' = °1かを表すレベルセット関数とする. 液
体部分の体積の保存は領域 Ωでの積分で表さ
れる Z

Ω

'(x) + 1

2
= V0 .

表記の単純化のために, c = 2V0° |Ω| と書くこ
とにする. 以下 n を境界 ΓW [ΓN の外向き単
位法線とする. 液体と気体の界面が領域の境界
ΓW に角度 µ で接し

r'

|r'| · n = cos µ ,

領域の側面 ΓN では直交するものとする

r' · n = 0 .

液体と気体の分離共存を表現する自由エネル
ギーは ∑ を正定数として

J(') :=
1

2

Z

Ω
∑|r'|2 + (' + 1)

2
('° 1)

2

である. このエネルギーを次の部分集合

W (c, cos µ) := {' 2 H3/2
(Ω) ;

r' · n = |r'| cos µ on ΓW ,

r' · n = 0 on ΓN ,

Z

Ω
' = c ,

Z

Ω
x' = 0,

Z

Ω
y' = 0,

Z

Ω
z' = 0

æ

内で最小化する問題を考える. ここで後半の
3つの積分は流体の重心が原点にあることを表
す. 液体と気体の分離共存は自由エネルギー
J(') を最小化することで達成される. 8√ 2
W (c, cos µ)に対して,

J(') ∑ J(√) (1)

を満す ' 2 W (c, cos µ) を求めよ. 自由エネル
ギー J(') の ±' 2 W (0, 0)に対する変分は

J(' + ±')° J(') =

Z

Ω
∑r' ·r±'

+2'('2 ° 1)±' + O(|±'|2)

であり, 最小化問題 (1) は極値問題 J 0
(') = 0

として特徴付けられる. ' 2 W (c, cos µ) より
境界条件と体積制約と重心に関する制約が定ま
り, ±' 2 W (0, 0)\H1

0 (Ω) を選ぶと, Ω 内で非
線形項を持つ楕円型方程式が得られる

°r · ∑r' + 2'('2 ° 1) = 0 in Ω,

r' · n = |r'| cos µ on ΓW ,

r' · n = 0 on ΓN ,
Z

Ω
' = c ,

Z

Ω
x' = 0 ,

Z

Ω
y' = 0 ,

Z

Ω
z' = 0 .

体積制約と重心の位置の制約に関する次のア
フィン空間を準備すると

V (c) :=
©
' 2 H1

(Ω) ;

Z

Ω
' = c,

Z

Ω
x' = 0,

Z

Ω
y' = 0,

Z

Ω
z' = 0

æ
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弱形式は, 8√ 2 V (0) に対して

(F ('),√) :=

Z

Ω
∑r' ·r√ +

Z

Ω
2'('2 ° 1)√

°
Z

ΓW

∑|r'| cos µ√ = 0

を満す ' 2 V (c)を求めよとなる.

3 Newton法と制約付き線形方程式
弱形式での非線形方程式の解は Newton 法
により求める. '0 2 V (c) を初期近似として,

変化量 ±' 2 V (0) を求め反復計算を行なう.

Algorithm : Newton 反復
loop k = 0, 1, · · ·

8√ 2 V (0) に対して
(F 0

('k
)±',√) = (F ('k

),√)

を満す ±' 2 V (0) を求める
'k+1

:= 'k ° ±' .

ここで k-ステップでの 'k に関するヤコビアン
は ±',√ 2 V (0)に対して次のようになる

(F 0
('k

)±',√) =

Z

Ω
∑r±' ·r√ ° 2

Z

Ω
±'√

+6

Z

Ω
('k

)
2±'√ °

Z

ΓW

∑
r'k ·r±'

|r'k| cos µ√ .

(2)

また, 初期近似 '0 2 V (c) は勾配流による擬似
時間発展問題を解くことで求める.

F 0
('k

) の有限要素近似による行列表現を A

とする. アフィン空間 V (c) は 4個の積分によ
る制約条件を含んでいるが, ~' を有限要素未知
ベクトルとして

~mT
0 ~' = c, ~mT

1 ~' = 0, ~mT
2 ~' = 0, ~mT

3 ~' = 0

と表わすと, (2) の行列表現は KKT 型になる
2

666664

A ~m0 ~m1 ~m2 ~m3

~mT
0

~mT
1 0

~mT
2

~mT
3

3

777775

2

666664

~'

∏0

∏1

∏2

∏3

3

777775
=

2

666664

~f

c

0

0

0

3

777775
.

A に関するブロック消去を実行して Schur 補
行列を経由することでKKT 型の行列が持つ不
定値性を回避して, 強圧的な行列のみを用いて
求解することができる.

FreeFem++ ver.3.61 [1]と要素細分に mmg3d
ver.4.0 [2] を用いて得られた P2 要素による有
限要素解を図 1 に示す.

図 1 接触角度 µ = º/4 の解と要素細分

4 近似界面のEuler標数の計算
図 1 は上下の面に接触角度を境界条件とし

て与え,領域内部の中心部分に液体が充填され
ている. 液相と気相との境界面は指標関数の零
等高面 ' = 0 である. 鼓型の側面は立方体の
側面と同相であるので Euler 標数は V を頂点,

E を辺, F を面の数として
V ° E + F = 8° 12 + 4 = 0

である. 液相が未充填で上下に分離している場
合は二つの界面を持ち, Euler 標数は 2 である.

四面体毎の P2 節点で与えられた指標関数 '

の零等高面を求めるアルゴリズムを構築したい
が, 界面の近傍で要素細分を十分細かく設定で
きていること仮定して, 四面体での ' = 0 の零
等高面を 1次近似することを考える. 実装の単
純化のため, 頂点あるいは辺の中点で '(x) = 0

を実現する場合にはそれらの点で '(x) に若干
の擾乱 " > 0 を加える. これにより四面体毎に
その内部を横切る '(x) = 0 を検出して, 零等
高面を構成する頂点と辺を数え上げることがで
きる. それらの頂点と辺は他の四面体と共有さ
れていることに注意するが, これらは P2 要素
による質量行列の節点の結合関係を利用して表
現することができる. 近似多面体の面の数は零
等高面を共有する四面体の数である.

謝辞 本研究は株式会社デンソーとの共同研究
の支援を受けた.
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A study of the toughness of epoxy resins: phase field modeling

of fracture.
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1 ֓ཁ

We explore the relation between fracture

toughness and micro-structures of epoxy ma-

terial under four different types of process-

ing. The concept of effective toughness is used

as an indicator to represent the macroscopic

toughness. The microstructure is obtained

from the X-ray CT scanning and stand for

the heterogeneity of the material. We numer-

ically study the effects of heterogeneous elas-

ticity on toughness based on the phase field

model. Numerical simulations show that one

type of material has higher effective toughness

than others statistically, this result is consis-

tent with the experiments.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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StokesํఔࣜͷΓڥքʹର͢ΔCrouzeix-Raviartඇద߹༗ݶ
ཁૉ๏ʹ͍ͭͯ

ٴ Ұ 1, ദݪ ਸਓ 2, प Ӊף 3

1ҰڮେֶେֶӃܦӦཧڀݚՊɼ2౦ژେֶେֶӃཧՊֶڀݚՊ, 3౦ژཧՊେֶ
e-mail : a191925h@r.hit-u.ac.jp

1 ֓ཁ

Ω ⊂ RN (N = 2, 3) Λ༗ք͔ͭΒ͔ͳڥք
Γ := ∂ΩΛͭྖҬͱ͢Δɽ͜͜ͰҎԼͷ
StokesํఔࣜͷΓڥքΛ͑ߟΔɿ

u− ν∆u+∇p = f in Ω, (1a)

∇ · u = 0 in Ω, (1b)

u · n = g on Γ, (1c)

(I − n⊗ n)σ(u, p)n = τ on Γ. (1d)

ͨͩ͠ɼν > 0೪ੑɼf, g, τ༩͑ΒΕͨ
ؔɼn֎͖୯Ґ๏ઢϕΫτϧɼσ(u, p) =

−pI + ν(∇u + (∇u)T )ͱ͢Δɽcompatibility

conditionͱͯ͠
∫
Γ gds = 0ΛԾఆ͢Δɽ

 (1)ͷΑ͏ͳΓڥքʹର͢Δ༗
ɼྖҬࣅཁૉۙݶ Ω͕ଟ֯ܗଟ໘ମྖҬ
ͳͲͷڥք͕͍͕ͯͬۂͳ͍߹ Dirichlet

ͱͳࣅք݅ͷ߹ͱಉ༷ʹɼਫ਼ͷྑ͍ۙڥ
Δɽ͔͠͠ɼԁٿͳͲͷΑ͏ʹڥք͕͕ͬۂ
͍ͯΔ߹ɼ༗ݶཁૉղີݫղʹऩଋ͠
ͳ͘ͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ͜ΕΛࠀ͢Δ
ͨΊʹطʹ༷ʑͳख๏͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔɽͦͷ
தͷͻͱͭͱͯ͠ɼΓڥք݅ΛϖφϧςΟ
๏ʹΑΓ՝͢ํ๏͕͋Δ [1]ɽϖφϧςΟ๏ɼ
FreeFEM++[2]ͷιϑτΤΞʹΑΔ࣮
͕༰қͰɼঘֶ͔ͭతਖ਼ੑ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔ
[3, 4, 5]ͱ͍͏Ͱଞख๏ʹൺͯ༏Ε͍ͯΔɽ
ॳظͷڀݚͰ P2/P1͋Δ͍ P1b/P1ཁ

ૉʢҎԼɼ·ͱΊͯద߹ཁૉͱݺͿʣΛ༻͍ͯ
͍͕ͨɼۙ࠷ͷڀݚʹΑΓɼඇద߹ͷCrouzeix-

Raviart (CR) ཁૉΛ༻͍ͨ΄͏͕ɼΑΓྑ͍
݁Ռ͕ಘΒΕΔ͜ͱ͕໌ͨ͠ [6, 7]ɽ͞Βʹɼ
CRཁૉͱUzawa๏ΛΈ߹ΘͤΔ͜ͱ͕
Δ্Ͱ༗ޮͰ͋Δ͜ͱΘ͔͍ͬͯΔɽ͢ࢉܭ
ຊߨԋͰ Uzawa๏ͷ݁ࢉܭՌΛத৺ʹ
ใ͢ࠂΔɽ

2 ϖφϧςΟ๏ͷCrouzeix–Raviartඇ
ద߹༗ݶཁૉۙࣅ

ΩhΛΩͷଟ֯͋ܗΔ͍ଟ໘ମͷۙྖࣅҬ
ͱ͠ɼͦͷڥքΛ Γhͱ͢ΔɽΩhͷϝογϡΛ
Th ͱද͠ɼ֤ཁૉͷลʢ͋Δ͍໘ʣΛશͯ
ूΊͨू߹Λ Ehͱද͢ɽྖҬΩh෦ͷลͷू
߹Λ E◦

hͱද͠ɼڥք Γh্ͷลͷू߹Λ E∂
h ͱ

ද͢͜ͱʹ͢ΔɽPk(T )Λཁૉ T ্ʹ͓͚Δ k

͓ʹଟ߲ۭࣜؒͱ͠ɼPk(Th)ΛϝογϡTh࣍
͚Δ۠ k࣍ଟ߲ࣜͱ͢ΔɽCRඇద߹༗ݶཁ
ૉҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔɿ

Vh =
{
vh ∈ P1(Th)N :

1

|e|

∫

e
[vh]ds = 0

∀e ∈ E◦
h

}
,

Qh = P0(Th).

͜͜Ͱ |e| eͷ͋͞Δ͍໘ੵɼ[vh] vh
ͷ෦ͷཁૉڥքʹ͓͚ΔδϟϯϓͰ͋Δɽϖ
φϧςΟ๏ͷCRඇద߹༗ݶཁૉۙࣅ࣍ͷΑ
͏ʹͳΔɿFind (uh, ph) ∈ Vh ×Qh such that

ah(uh, vh) + bh(ph, vh) (2a)

+ ϵ−1ch(uh · nh − g̃, vh · nh) + jh(uh, vh)

(2b)

= (f̃ , vh)Ωh + (τ̃ , vh)Γh ∀vh ∈ Vh,

(2c)

bh(qh, uh) = 0 ∀qh ∈ Qh. (2d)

ͨͩ͠ɼϵ > 0ϖφϧςΟύϥϝʔλɼnh
Γh্ͷ֎͖୯Ґ๏ઢϕΫτϧɼf̃ , g̃, τ̃ɼRN

্దʹ֦ுͨؔ͠Λҙຯ͠ɼ֤ઢܗܕ
ࣜҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔɿ

ah(u, v) =
∑

T∈Th

(
(u, v)T +

ν

2
(E(u),E(v))T

)
,

bh(p, v) = −
∑

T∈Th

(p, divv)T ,

ch(λ, µ) = (Π∂
hλ,Π

∂
hµ)Γh ,

jh(u, v) =
∑

e∈E◦
h

γh−1
e ([u], [v])e.
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͜͜Ͱ (u, v)T :=
∫
T uvdx, E(u) := ∇u+(∇u)T ,

Π∂
hڥք্ͷ۠ఆؔͷL2ࣹӨɼγ > 0

҆ఆԽύϥϝʔλͰ͋Δɽ
ch Γڥք݅ͷϖφϧςΟ๏ʹΑΔ࣮

Ͱ͋Δɽ͜ͷ߲Λ͚Ճ͑ͣʹɼతʹ֤
e ∈ E∂

h ʹରͯ͠
∫
e uhds = 0Λ՝͢͜ͱՄ

Ͱ͋Δ͕ɼFreeFEM++ͷιϑτΣΞʹΑ
Δ࣮͘͠ͳΔɽ

3 Uzawa๏ʹΑΔ෮ղ๏

εΩʔϜ (2)ΛҎԼͷΑ͏ʹܗྻߦʹॻ͖
͢ɿ

Ahuh +BT
h ph = Fh, (3a)

Bhuh = 0. (3b)

͜Εʹରͯ͠ Uzawa๏Λద༻͢ΔɽॳظΛ
p(0) ≡ 0ͱઃఆ͠ɼҎԼͷ෮Λ܁Γฦ͢ɽ

1) Ahu(n+1) = Fh −BT
h p

(n)

2) p(n+1) := p(0) + ω(−Bhu(n+1)).

͜͜ͰωఆͰɼຊڀݚͰ1ʹݻఆͨ͠ɽ͜
ͷ෮ࢉܭΛ܁Γฦ͠ɼ∥u(n+1)−u(n)∥, ∥p(n+1)−
p(n)∥͕ेʹখ͘͞ͳͬͨͱ͖ɼऩଋͨ͠ͱ
Έͳ͢ɽ
Uzawa๏ΛCRඇద߹ཁૉۙࣅ (2)ʹద༻͠

ͨ߹ɼAh ͷ͕݅ ϵʹΑΒͣ΄΅ҰఆͰ
͋Γɼ͔ ͭѱ݅ʹͳΒͳ ʢ͍ద߹ཁૉͰAh

 ϵ͕ඇৗʹখ͍͞߹ѱ݅ʹͳΔʣɽ࣮
߹Ͱɼ(3)Λ࿈ཱͤͯ͞ղ͘ࢉܭͷࡍ
ʹൺɼऩଋੑ֨ஈʹྑ͘ͳͬͨɽࢉܭ
݁Ռͷৄࡉʹؔͯ͠ߨԋதʹհ͢Δ༧ఆͰ
͋Δɽ
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FreeFEMを用いた数値シミュレーション教育の現状と課題 

 
   中澤 嵩1 
     1大阪大学 数理・データ科学教育研究センター 数理科学ユニット 

     e-mail: nakazawa@sigmath.es.osaka-u.ac.jp 

 
1  概要 
 FreeFEM を用いた数値シミュレーション教育

の現状と課題について述べたい．特に，登壇者

がこれまで行ってきた，学部 1年から博士前期

課程の学生を対象とした講義内容を紹介する

とともに，今後どのように利用者を増やしてい

くかについて検討した． 

 

 

2 FreeFEMについて 
 パリ第 6大学 Lions研究所で開発され，無償

で公開されている有限要素法ソフトウェアで

ある FreeFEMを用いる．このフリーソフトでソ

ースコードを作成するためには偏微分方程式

の弱形式を導出する必要がある．その際，ユー

ザーが１，2 年次の理系の部であれば修得して

いる，基礎数学（線形代数・ベクトル解析・微

分積分等）を用いた部分積分さえ可能であれば

十分である． 

 
 
3  講義概要 

 講義内容は，基礎数学の復讐，Poisson方

程式，拡散方程式，移流方程式，移流拡散方程

式，Stokes方程式，Navier-Stokes方程式の数

値シミュレーションを次の順で進める． 

まず，講師から基本的な内容を 15分程度で

説明した後，20分程度で回答を出せる演習問題

を出す．その際，グループワーク（1グループ

5～10人程度）を行う．それによって，グルー

プ内で議論や助け合いがなされ，学生は効率的

に演習問題をこなすことが可能となる． 

 

 

4  これまでの実施例 

これまで理学部（数学科）や工学部（機械工

学科，航空宇宙工学，土木工学）の教員や大学

院生・学部生に対して講習会を行ってきた．そ

のため，以下のような工夫を取り入れた． 

 

1) 無理のないスケジュール 

この講習会のスケジュールでは，2 日間で，

初日の午前中に基礎数学の復讐と Poisson 方程

式を 2 コマ，二日目の午後に拡散方程式，移流

方程式，移流拡散方程式，Stokes 方程式，

Navier-Stokes 方程式の数値シミュレーション

を 2コマ行う． 初日と二日目の間に出来るだけ

時間を確保して，復習・予習を行う． 

2) グループワーク 

グループワークを実施することで，学生同士が

互いに議論し・助け合うことを促した結果，4

コマ程度でほぼ全ての受講生が Navier-Stokes

方程式の計算が可能となった． 

 

上記のような特徴を生かして，以下に記述する

演習やレポートを参加者がスムーズに行えるよ

うにした． 

 

 

5  演習レポート内容 

講義内容を把握していれば，十分に取り組め

る内容を含め，学部生用ではあるが数学の参考

書を必要とするようなじっくりと時間をかけ

て取り組む問題から，航空工学で盛んに研究さ

れている 2次元翼周りの数値流体解析まで，幅

広く織り交ぜるように心がけた．レポートを出

す際には，複数の問題を総合的に考慮し，更に

は(Lap topを用いると)数時間の数値計算を複

数回必要な問題を出している．この様な講義を

通して，数学・物理・工学に興味のある学生に

対して幅広く対応し，更には十分に取り組める

程度の問題・レポートを出すことにした． 
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5  一般教養科目としての開講（前期） 

大学における一般教養科目として開講する

場合にも，これまで行ってきた講習会の講義を

拡張する形態で進める．一般教養科目の特徴と

しては，「文系・理系を問わず低学年の学生を

対象」・「100人弱程度の受講生」・「15回の講義」

等について対策を取る必要がある．具体的に，

一つづつ見ていきたい． 

まず初めに，「文系・理系を問わず低学年の

学生を対象」については，FreeFEMで必要とさ

れる必要最低限の基礎数学（ベクトル解析，微

分積分，線形代数，発散定理）の復讐を重点的

に行う． 

次に，「100人弱程度の受講生」については，

入学する学部によって，大学受験で必要とされ

る数学知識に大きく差があるため，1グループ

に 10人のグループを作り，文系学部と理系学

部に所属する学生を均等に振り分ける．そして，

出来るだけグループ内で互いに助け合い問題

を解決するように促す．今回のようなハンズ―

オン形式の講義において，学生一人一人に個別

対応することは非常に困難であるため，このよ

うなグループワークを行うことは，講義を円滑

に進める上でも重要な役割を果たすことにな

る． 

最後に，「15回の講義」については，1か月

程度かけて基礎数学の復習，2か月程度をかけ

てポアソン方程式の数値計算を行う．残りの 1

ヶ月は，自習時間としつつ，積極的な学生に対

してはNavier-Stokes方程式の数値シミュレー

ションまで講義する． 

 

6  一般教養科目としての開講（後期） 

後期は，一般教養の単位を既に取得しており，

それでもなお知識を吸収したいという積極的

な理系学生の受講登録が特に目立つ．しかしな

がら，履修登録者数は 10名程度という少人数

であることから，従来の講習会で行ってきたア

プローチが直接使えることになる．講義内容に

ついては，およそ 1か月程度で Navier-Stokes

方程式の数値シミュレーションを終えてしま

う．その後，3次元メッシュ生成・3次元熱方

程式の数値計算・Paraviewによる可視化・並列

計算等の課題を出している． 

 

7  一般教養科目としての開講（集中講義） 

 一般に，大学院生は就職活動で長期間研究活

動から離れることから，そのような学生を指導

する工学系教員は，短期間で実践的な技術を学

ばせたいという事情があるようである．そこで，

このような悩みを抱えた教員の研究室に所属

する大学院生に対して，夏休み期間中の集中講

義において，FreeFEM を使った数値計算手法の

講義を行っている．できるだけ，受講生を増や

すために，履修登録期間前に学内教員に予め確

認し，どのような技術を学生に学ばせたいかを

アウトリサーチしているのだが，トポロジー最

適化問題を数値計算するためのアルゴリズム

を指導してほしいという要望が学内で非常に

多い．そこで，7 コマ（1 単位）程度で，これ

らのアルゴリズム及び数値計算を講義してい

る． 

 

8  今後の課題 

 登壇者は，これまで数値計算を専門としない

学生・教員に対して FreeFEMの講義や講習会を

行ってきた．しかしながら，研究の中で利用し

てもらうためには，今後，更なるアフターケア

等の取り組みが必要となると考えられる．それ

に対しては，FreeFEMを中心とした研究会や勉

強会等のイベントを効果的に開催していく必

要があるかと思われる． 

 

 

参考文献 
[1] F. Hecht, New development in FreeFem++. 

J. Numer. Math. Vol. 20, No. 3-4, pp. 

251–265, 2012. 
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表皮構造の数理モデル
大野航太 1, 小林康明 1, 長山雅晴 1

1北海道大学 電子科学研究所
e-mail : kota.ohno@es.hokudai.ac.jp

1 概要
皮膚の構造は大きく分けて表皮，真皮，皮下

組織の三つで構成されている．その中でも，表
皮は 95%が角化細胞で構成されている．角化細
胞は表皮の最下層である基底層で分裂し，有棘
細胞，顆粒細胞へと分化しながら上方へ移行し，
最終的には角質細胞となって表皮から剥がれ落
ちる．この分化した細胞は最下層からそれぞれ
基底層，有棘層，顆粒層，角層という層構造を形
成している (図 1)．また，この分裂から剥がれ
落ちるというターンオーバーが表皮では繰り返
されており，人間の場合，そのターンオーバー時
間は約 45日間と言われている [1]．更に，表皮
は生体内の水分保持や細菌感染を防ぐ為にバリ
ア機能を有している．角質細胞と脂質によって
形成される角層バリアや，顆粒層に発現するイ
オン透過制御などの役割を担うタイトジャンク
ションバリアなどがあるが，表皮はターンオー
バーを繰り返しても層構造とバリア機能を恒常
的に保っている．
この表皮構造の恒常性について，我々は数理

モデルを用いて再現し，そのメカニズムを理解
することを目指す．また我々は皮膚に見られる
様々な病気を数理モデルを用いて再現すること
で，その疾患の原因を数理モデルから示唆する
ことも目的としている．本研究では，我々の数
理モデルの数値実験結果と，モデルを用いて病
気の再現を試みた結果を紹介する．

真皮

角層

顆粒層

有棘層

基底層

図 1. 表皮構造の模式図

2 恒常性をもつ表皮構造の数理モデル
我々の数理モデルはCa2+伝搬の数理モデル

[2]，平坦な真皮を仮定した細胞ダイナミクスを
記述するモデル [3]，真皮変形に伴う細胞ダイ
ナミクスの数理モデル [4, 5]などの先行研究を
通じて構築されている．更に皮膚科学の知見を
元に細胞の分化についての数理モデルやタイト
ジャンクションバリアの形成，角層の剥離につ
いて考察を加え，層構造を形成する数値実験結
果を得た (図 2)．

図 2. 数理モデルの計算例．薄いピンク: 角質細胞. 濃い
ピンク: 顆粒細胞. 紫: 有棘細胞．緑: 幹細胞.

3 皮疹の再現への取り組み
表皮構造の数理モデルを用いて汗孔角化症と
いう皮疹の再現を試みた．汗孔角化症は四肢や
体幹，顔面に縁取り状に隆起した円形かつ褐色
に現れる皮疹で，慢性かつ難治性の病気である
[1]．汗孔角化症の中でもよく見られる症状に分
類される病型では，一つの幹細胞が突然変異し
た際に，その幹細胞が異常な細胞を分裂で増や
す事で現れる [6]．また円形皮疹の大きさはあ
る程度まで拡大した後は変動が見られず，境界
部分では突然変異した幹細胞から分裂した異常
細胞と，通常細胞から分裂した正常な細胞とが
混じり合う様子が観察される．
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この様な皮疹の再現を試みる上で，突然変異
した幹細胞として次の様な仮定を持つ異常細
胞を考える．(1)異常細胞が分裂した細胞も異
常細胞として扱う．(2)異常な幹細胞は動きに
くい．(3)異常細胞は基底膜から剥がれにくい．
(4)異常細胞同士は接着が強くなる．(5)異常な
細胞は通常の細胞と比べて分裂速度が異なる．
この様な異常な幹細胞を一つ用意して数値実験
を行なった結果，表皮上部において円形に見え
る異常細胞の領域が観察された (図 3)．更にこ
の円形領域は異常細胞の分裂速度が速くなるこ
とで，その大きさを維持することが確認された
(図 4)．以上の数値実験が汗孔角化症と関係性
があるか，皮膚科学の専門家との議論が必要で
ある．しかし，接着強度や分裂速度が通常細胞
と異なる異常な幹細胞が発生することで現れる
皮疹の存在が，この結果より示唆される．

図 3. 汗孔角化症の計算例．白い細胞は通常な角質細胞．
ピンク色が異常な角質細胞．
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図 4. 表皮上部に現れる異常細胞が占める面積比率の時
間推移．紫: 異常細胞の分裂速度が通常細胞と同じ場合．
緑: 異常細胞の分裂速度が通常細胞と比べて速い場合．
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表皮内タイトジャンクション形成の数理モデル
小林 康明 1, 後藤田 剛 2, 長山 雅晴 1

1北海道大学電子科学研究所，2名古屋大学大学院多元数理科学研究科
e-mail : ykobayashi@es.hokudai.ac.jp

1 概要
哺乳類の表皮にはタイトジャンクション（TJ）

とよばれる強い接着結合を持つ細胞の単層が
あって，この層をイオンや水分が通過するのを
防ぐバリアとしてはたらく．皮膚を維持するた
めには古い細胞は絶えず新しい細胞に置き換わ
る必要があるが，入れ替わりの際にこのTJ形
成層の結合が破れると皮膚のバリア機能が損な
われるため，TJ形成層は細胞間の結合を保っ
たまま細胞の入れ替わりを実現しなければなら
ない．本講演ではこのような細胞の入れ替わり
を伴う TJ形成モデルについて考察する．

2 TJ形成層の構造変化
表皮は表皮細胞（ケラチノサイト）が積み重

なった層構造をなしており，その性質に応じて
内側から基底層，有棘層，顆粒層，角層の 4層
に分類される．顆粒層は扁平化した細胞 3層分
の層構造であり，上（外側）から SG1，SG2，
SG3層といい，中央の SG2層が TJ形成層で
ある．
細胞の入れ替わりの際のTJ形成層（SG2層）

の構造変化については実験により多くのことが
明らかになっている．[1]．まず SG2層を構成
するある細胞Xにたいして，SG2層内でXと
TJ結合する細胞の集合をΩX とする．X の直
下にある SG3層の細胞 Y に TJが発現すると
き，X，Y，そしてΩX の要素 Zのあいだに 3

細胞間の結合（tricellular tight junction, tTJ）
が形成される．その後 X が TJを失い，X は
SG1層の構成要素となる．Y とΩXに含まれる
細胞との間には 2細胞間の TJ結合が残り，X

が SG2層から離脱してもその周囲のTJは破れ
ない．こうして各細胞がTJの発現と消失の状
態変化を起こす中で SG2層は全体として維持
されている．

3 TJ形成層の数理モデル
どのようなシグナル伝達経路によって上記の

細胞の状態変化が起こるのかは明らかになって
いない．ここでは次のようなモデルを考える．

(a) (b)

(c) (d)

図 1. 表皮構造とタイトジャンクション形成の数値計算．
(a, b): SG2層の可視化．(a)隙間のない場合，(b)隙間の
ある場合．(c, d): 真皮，顆粒層，角層の形状．(c)と (d)
はそれぞれ (a) と (b) に対応．紫：SG2A，緑：SG2B，
黄：SG3 または SG1，白：角層．それ以外の細胞は非
表示．

3.1 顆粒層のモデル
TJを発現する前の細胞を SG3，TJを発現
中の細胞を SG2，発現後に TJ を失った細胞
を SG1とし，SG2の時期の前半と後半をさら
に SG2Aと SG2Bの 2状態に分ける．SG3 →
SG2A → SG2B → SG1の状態変化は不可逆
過程であるとし，次の 2つのルールで状態変化
する．
1) 内部状態変数による変化：細胞 iが持つ
内部状態変数 Siが一定の速度

dSi

dt
= α

(α > 0はある定数)にしたがって亢進し，
しきい値 S3，S2A，S2B，S1を超えると
それぞれ SG3，SG2A，SG2B，SG1 と
なる．

2) SG2層による分化誘導：細胞が SG2Bに
変化するとき，その直下の SG3 細胞を
SG2Aに分化誘導する．
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図 2. (a)，(b): 図 1(a)，(b)に対するボロノイ分割によ
る TJ 層の隙間面積の評価．(c)TJ 層の隙間面積の比率
の時間変化．

3.2 表皮の数理モデル
我々がこれまでに構築した表皮構造の数理モ

デル [3]と真皮形状変形の数理モデル [2]によっ
て細胞 3層からなる顆粒層を構成することが可
能である．これに上記のルールを組み合わせた
モデルを構築し，表皮形成のシミュレーション
を行う．

3.3 TJバリアの評価
SG2Aと SG2Bの細胞間にのみTJが発現し

ているものとし，SG2A，SG2Bの細胞の中心
座標を用いてVoronoi分割したものを xy座標
に射影し，隙間面積からTJの破れを評価する．

4 数値計算
4.1 TJ層の構造の安定性
数値計算の結果，図 1に示すように SG2A1

層分に SG2Bの細胞が一部接着するという，実
験とよく一致する 1層 +αの構造が得られた．
このとき顆粒層全体は 3 層の層構造を保って
いる．

4.2 TJ層の隙間面積とバリア評価
TJ層の隙間面積は計算時間の大部分にわたっ

て低い値であるが，図 2(c)に示すようなバー
ストが生じる．このとき図 2(b)のような大き
な TJ層の破れが生じている．

5 課題
現在の数理モデルで顆粒層自体の層構造に
加えてTJ形成層も実現されることが明らかに
なったが，これが間欠的なバーストを起こすこ
となく完全に保たれるためには，破れを防ぐ何
らかの追加のメカニズムが必要と考えられる．
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報告書『数理資本主義の時代』のご紹介
守谷学
経産省

概要
経産省と文科省が発行した報告書「数理資本

主義の時代」について紹介する。
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企業と数学
八丁地 園子
津田塾大学

概要
企業において、数学がどのように活用される

か、紹介いただく。
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パネル討論 “数理資本主義の時代”

佐古 和恵 1, 守谷 学 2, 八丁地 園子 3, 若山 正人 4

1NEC，2経産省, 3津田塾大学, 4九州大学

概要
パネルディスカッションを行います。パネリ

ストだけでなく、会場の皆さんの討議への参加
も歓迎いたします。
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二重指数関数型数値積分公式の理論誤差評価の改善
岡山 友昭 1, 黒木 治世 2

1広島市立大学，2エネルギア・コミュニケーションズ
e-mail : okayama@hiroshima-cu.ac.jp

1 概要
二重指数関数型数値積分公式（DE公式）は，

定積分
∫ b
a f(t) dtを効率的に近似計算する方法

としてTakahasi–Mori [1]によって提案された．
そのアイディアは，まず与えられた積分に二重
指数関数型変換（DE変換）と呼ばれる変数変換
を適用し，被積分関数が二重指数関数的に減衰
するような無限積分に変形した上で，打ち切っ
た複合台形則を適用するというものである．用
いるDE変換をここでは t = φ(x)とすれば，

∫ b

a
f(t) dt =

∫ ∞

−∞
f(φ(x))φ′(x) dx

≈ h
N∑

k=−M

f(φ(kh))φ′(kh)

と表される．ただし h，M，N はユーザーが与
える nに対して適切に定める．様々なケースに
ついてそれぞれ適切なDE変換が提案されてお
り，いずれも O(exp(−cn/ log n)) の収束速度
が達成可能であることが示されている [2]．ま
た，精度保証付き数値計算に有用な，近似誤差
の上界も計算可能な形で評価されている [3, 4]．
この評価のアイディアは，「離散化誤差」と「打
ち切り誤差」と呼ばれる誤差に分けて評価する
ことであるが，打ち切り誤差の評価に改善の余
地があった．そこで本研究では打ち切り誤差の
評価を改善し，結果としてより厳しい近似誤差
の上界を与える．

2 既存定理と本研究の定理
まず，DE変換後の被積分関数を想定した，次

の関数空間を導入する．ただし d > 0に対し，
DdはDd = {ζ ∈ C : | Im ζ| < d} で定める．
定義 1 L，α，βを正の定数とし，dは 0 < d <

π/2を満たす定数とする．このとき，領域 Dd

で解析的であって，任意の ζ ∈ Ddに対し

|F (ζ)| ≤ L
| cosh ζ|

|1 + e−π sinh ζ |α|1 + eπ sinh ζ |β

が成り立つような関数 F 全体を LL,α,β(Dd)と
定義する．

この定義のもとで，複合台形則の誤差は次の
ように評価されている．ただし γ > 0に対し，
xγ は次式で定める：

xγ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

arcsinh

(
1+
√

1−(2πγ)2

2πγ

)
(0 < γ < 1

2π ),

arcsinh(1) (γ ≥ 1
2π ).

定理 2 (Okayama et al. [4, Theorem 5.3])

L，α，βを正の定数，dは 0 < d < π/2を満た
す定数とし，F ∈ LL,α,β(Dd)とする．このと
き，µ = min{α,β}，ν = max{α,β}とし，M

とN を nに対し
{
M = n, N = n− ⌊log(β/α)⌋ (if µ = α),

N = n, M = n− ⌊log(α/β)⌋ (if µ = β),

で定め，hを

h =
log(4dn/µ)

n

で定めると，Mh ≥ xαかつ Nh ≥ xβ を満た
す任意の nに対し，次の評価が成り立つ：

∣∣∣∣∣

∫ ∞

−∞
F (x) dx− h

N∑

k=−M

F (kh)

∣∣∣∣∣

≤ 2LC

πµ
e−2πdn/ log(4dn/µ) .

ただし C は次式で定義される定数である：

C =
2

(1− e−πµ e /2) cosα+β(π2 sin d) cos d
+e

π
2 ν .

それに対し，本研究では次の誤差評価を与
えた．
定理 3 L，α，βを正の定数，dは 0 < d < π/2

を満たす定数とし，F ∈ LL,α,β(Dd)とする．こ
のとき，µ = min{α,β}とし，M とN を nに
対し
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

M = n, N = ⌈arcsinh(αβ sinh(nh))/h⌉
(if µ = α),

N = n, M = ⌈arcsinh(βα sinh(nh))/h⌉
(if µ = β),
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で定め，hを

h =
arcsinh(2dn/µ)

n

で定めると，Mh ≥ xαかつ Nh ≥ xβ を満た
す任意の nに対し，次の評価が成り立つ：

∣∣∣∣∣

∫ ∞

−∞
F (x) dx− h

N∑

k=−M

F (kh)

∣∣∣∣∣

≤ 2LC̃

πµ
e−2πdn/ arcsinh(2dn/µ) .

ただし C̃は，c = 2πd/ arcsinh(2d/µ)を用いて
次式で定義される定数である：

C̃ =
2

(1− e−c) cosα+β(π2 sin d) cos d
+ ec−2πd .

3 既存定理と本研究の定理の比較
既存定理（定理 2）と本研究の定理（定理 3）

で得られた誤差評価を比較すると，まず収束速
度はそれぞれ nに対し O(e−2πdn/ log(4dn/µ))と
O(e−2πdn/ arcsinh(2dn/µ))であり，これらは漸近
的に等しい．
次に定数部分を α = β = 1，d = 1.5（典型

的なケース）で比較すると，C と C̃ の第 2項
が打ち切り誤差の評価に関する部分であるが，

（既存定理） e
π
2 ν ≈ 4.810

（本研究の定理） ec−2πd ≈ 0.01438

であり，意図した通り本研究の評価の方が小さ
いことがわかる．実用上は µ ≤ 1のみで十分
であることを踏まえると，0.6 ≤ d < π/2では
ec−2πd < 1 < e

π
2 ν が成り立つので，dがあま

り小さくない場合は本研究の方が良い評価であ
る．また C と C̃ の第 1項が離散化誤差の評価
に関する部分であるが，

（既存定理） 1

1− e−πµ e /2
≈ 1.014

（本研究の定理） 1

1− e−c
≈ 1.006

であり，意図はしていなかったものの若干本研
究の評価の方が小さいことがわかる．ただしこ
の部分の違いは（異なる dについて調べても）
わずかである．
一方，nの関数の部分を比較すると，

e−2πdn/ log(4dn/µ) < e−2πdn/ arcsinh(2dn/µ)

が成り立つので，既存定理の評価の方が小さい．
ただしその差はわずかなものであり（n = 1で
0.0004169程度），nが増大するにつれその差
は小さくなる．よって，全体として本研究の評
価の方が良いと考えられる．

4 数値実験
表 1に，次の積分

∫ 1

0

1√
t(1− t)2/3

dt = B(1/2, 1/3) (1)

に対してDE公式（適切なDE変換は t = {1+
tanh((π/2) sinhx)}/2）を適用した結果を示す．
この場合は定理 2および定理 3の条件を α =

1/2，β = 1/3，d = 3/2，L = πで満たすので，
これらの値を用いて計算を行った．定理 2より
定理 3の誤差評価の方が小さいことがわかる．
表 1. 積分 (1)に対する DE公式の誤差評価の比較．
n 8 12 16

定理 2 5.32e-03 1.50e-05 5.63e-08

定理 3 4.59e-03 1.30e-05 4.86e-08

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP17K14147の助
成を受けた．
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Hénonํఔࣜͷඇରশղʹର͢Δਫ਼อূ͖ࢉܭ

ઙҪ େ 1, ాத Ұ 2, େੴ ਐҰ 2

1ૣҴాେֶେֶӃ Պɼ2ૣҴాେֶڀݚֶཧװج ཧֶज़Ӄ
e-mail : captino@fuji.waseda.jp

1 ͡Ίʹ

Hénonํఔࣜ, ճస͢Δఱମͷ҆ఆੑʹؔ
ͯ͠Hénon[1]͕ಋग़ͨ͠༗քྖҬΩ ⊂ RN (N =

1, 2, 3)্ͰͷDirichletڥք

{
−∆u = |x− x0|lup in Ω

u = 0 on ∂Ω
(1)

Ͱ͋Δ. ͜͜Ͱ, uఱମͷີΛද͠, x
ͦͷఱମ্ͷΛද͢. ಛʹ, x0ఱମͷத
৺Λද͢. ·ͨ, ύϥϝʔλ 2 ≤ p < p∗(ͨͩ
͠, N = 1, 2ͷ࣌ p∗ = ∞, N = 3ͷ࣌ p∗ = 5)

 polytropicࢦͱݺΕ, ఱମͷத৺ີʹ
,ؔ͠ ͦͷछྨ͝ͱʹݻ༗ͷ͕ܾఆ͞ΕΔ.

ύϥϝʔλ l ≥ −1, ӡಈ͢Δఱମͷ؍ଌऀ
ͷࢹઢํʹԊͬͨࢹઢ (radial

velocity)ͱࢹઢํʹਨͳͷઢ
 (transverse verocity)ͷൺΛද͢.

ಛʹ l = 0,ͭ·Γࢹઢํʹਨͳ
͕ 0ʹͳΓઢӡಈΛ͢Δ߹ Hénonํ
ఔࣜ Emdenํఔࣜ (−∆u = up in Ω)ͱ
Ұக͢Δ. EmdenํఔࣜରশͳತྖҬͷத
৺ʹ͍ͭͯ 1ͭͷํʹඇରশͳղΛͨ࣋ͳ͍
͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ҰํͰ, l͕େ͖͍࣌, ͭ
·Γઢͷׂ߹͕େ͖͍࣌ (͜Ε, ఱମ
͕ެసӡಈΛ͢Δ͜ͱΛҙຯ͢Δ), Hénonํ
ఔࣜରশੑഁյذΛੜ͡ඇରশղΛͭ࣋.

Emdenํఔࣜ,ֶతʹॏཁͳํఔࣜͱ
Ґஔ͚ͮΒΕ, ͦͷղʹؔ͢Δେͳͷڀݚ
จ͕ଘ͢ࡏΔ. ۙ, EmdenํఔࣜΛҰൠԽ
ͨ͠ Hénonํఔࣜʹ͍ͭͯͷֶతڀݚ
ΜʹߦΘΕ͍ͯΔ. ྫ͑ [2]ͷΑ͏ʹύϥϝʔ
λ pΛಈ͔ͨ࣌͠ͷذʹ͍ͭͯͷ Emdenํ
ఔࣜͰൃ͞ݟΕͨํ๏Λ HénonํఔࣜʹԠ༻
ͤ͞ΔڀݚͳͲ͕͋Δ. ύϥϝʔλ lΛಈ͔͠
ڀݚͷ͍ͯͭʹذͷ࣌ͨ [3],[4]͋Δ͕, ͍
ͣΕۙࣅղͷࢉܭͷΈͰ, ਅͷղͷଘࡏΛࣔ
ͨ͠ͷͰͳ͍.

ຊڀݚͷత, Ω = (0, 1)× (0, 1)ͷྖҬͰ
HénonํఔࣜͷඇରশղͷଘࡏΛࣔ͢͜ͱͰ͋
Δ.ಛʹύϥϝʔλ p p = 3Ͱݻఆ͠, ύϥ
ϝʔλ lΛಈ͔ͨ࣌͠ͷߏذͷߟΛ͏ߦ.

2 ਫ਼อূ͖ࢉܭͷํ๏͍ͭͯ

H1(Ω)ΛΩ্Ͱͷ 1֊ͷL2-Sobolevۭؒͱ
͠, V := H1

0 (Ω)ΛH1(Ω)ʹ͓͚Δ C∞
0 (Ω)ͷ

ดแͱ͢Δ.·ͨ, V ∗ := H−1(Ω) Λ V ͷڞ
ۭؒͱ͢Δ. ҎԼ, f(u) = |x− x0|lupͱ͓͘.

·ͣ, (1) ΛऑࣜܗԽ্ۭͯؔؒ͠ͷ࡞༻
ૉํఔࣜͱͯ͠ղऍ͢Δ. ଈͪ, ඇઢ࡞ܗ༻ૉ
F : V → V ∗Λ

⟨F (u), v⟩ := (∇u,∇v)L2 − ⟨f(u), v⟩, ∀v ∈ V

ͱఆٛ͠,

Find u ∈ V s.t. F (u) = 0 (2)

Λ͑ߟΔ.͜Εʹରͯ͠, Newton-Kantorovich

ͷఆཧ [5]Λద༻͢Δ.

3 Ռ݁ূݕ

ղࣅۙ ûΛLegendreଟ߲ࣜʹΑΔجఈ [6]Λ
ఈͷΛج.͢Δߏ͍ͯ༺ 30ͱ͠, l͕ۮ
ͷ࣌ͷ݁Ռ͕ҎԼͰ͋Δ.

ද 1. l = 0ͷ࣌ͷۙࣅղͱݶ্ࠩޡ

ղͷύλʔϯࣅۙ ݶ্ࠩޡ

0.17225e-4

ද 2. l = 2ͷ࣌ͷۙࣅղͱݶ্ࠩޡ

ղͷύλʔϯࣅۙ ݶ্ࠩޡ

0.59783e-4

0.00310

0.04086
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ද 3. l = 4ͷ࣌ͷۙࣅղͱݶ্ࠩޡ

ղͷύλʔϯࣅۙ ݶ্ࠩޡ

0.00308

0.61634

0.17156

1.23234

0.09283

͜ͷΑ͏ʹಛఆͷ lʹ͍ͭͯղͷଘ͕ࣔੑࡏ
͞Ε͍ͯΔ.ύϥϝʔλ l͕େ͖͘ͳΔ΄Ͳ, Α
ΓྖҬͷʹ uͷϐʔΫ͕دΓ, ·ͨղͷτο
ϓ͕͘ߴͳΔ.ͦͷͨΊਫ਼อূ͕ࠔͱͳΔ.

4 ߏذͷߟ

lΛ 0͔Β 8·Ͱಈ͔ۙ͠ࢉܭࣅΛ͜͏ߦͱ
Ͱਤ 1ͷΑ͏ͳۙࣅղۂઢ͕ඳ͚Δ. ಛʹ, 
ذ l = 0.75, 2.5ۙʹ͋Δͱ༧Ͱ͖, Ҏ
ԼͷΑ͏ͳߏذͰ͋Δͱ༧Ͱ͖Δ.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

kû
k H

1 0
(�

)

<latexit sha1_base64="hYfYbXc6qFqyUmFno/cP5B8VXX8="></latexit>

l
<latexit sha1_base64="eXd03/4xmuDAAkCU1NgLH7gDsgs="></latexit>l = 0

<latexit sha1_base64="AG4bqOAtuCrggfLCjYaVg9CMccI="></latexit>

l = 8
<latexit sha1_base64="RpAH31xw4TlZ8UN+1+2n9sVSCMA="></latexit>l = 0.75?

<latexit sha1_base64="TgsVKC5/8wtWHkVU+WnKwWzhBpw="></latexit> l = 2.5?
<latexit sha1_base64="ShElNtrEZXMUnr/lUu3mrF8WCm4="></latexit>

ਤ 1. ղۂઢͱذͷ༧

Ͱ࣌ݱ l͕ۮҎ֎ͷ࣌, ྖҬͷத৺ͷ
ಛҟੑ͔Βਫ਼อূ͖ੵͷਫ਼͕ۃΊ
ͯѱ͘ͳͬͯ͠·͏.ޙࠓͷ՝, ͦͷੵ
ͷվળΛ͠, ਖ਼֬ͳߏذΛղ໌͢Δ͜ͱ
Ͱ͋Δ.

ँࣙ ຊڀݚ CREST, JST, JPMJCR14D4ɼ
JSPS Պݚඅ 19K14601ɼ͓Αͼެӹஂࡒ๏ਓ
Έͣ΄ֶज़ৼஂࡒڵͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δ.
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νΣϏγΣϑڃΛ༻͍ͨλΠϜεςοϐϯάʹΑΔ
ৗඍํఔࣜܥͷਫ਼อূ͖ղ๏

ᢠӽ ଠ߁ 1, ҆ߴ ل྄ 1

1ஜେֶ
e-mail : fkesys@gmail.com

1 എܠ

ৗඍํఔࣜܥͷॳظͷਫ਼อূ
͖ղ๏ͱͯ͠ɼςΠϥʔల։Λϕʔεʹ͠
ͨ Lohner๏ [1] (AWA)ɼLohner๏ͷվྑ൛
[2] (CAPD [3])ɼദʹΑΔํ๏ [4, 5, 6] (kv

ϥΠϒϥϦ [7])ɼBerz-MakinoʹΑΔํ๏ [8]

(COSY)͕͋ΔɽҰํͰɼεϖΫτϧ๏Λϕʔ
εʹ͠ɼχϡʔτϯ-ΧϯτϩϰΟονͷఆཧͳ
ͲΛ༻͍ͨͷ [9, 10, 11]ͳͲ͕͋Γɼͱ͘
ʹ෦ [10]ɼେੴ [11]ͷํ๏ۙ࠷ͷεϖΫ
τϧ๏ͱ૬ੑ͕ྑ͍ɽͦ͜ͰɼຊߨԋͰνΣ
ϏγΣϑڃΛ༻͍ͨλΠϜεςοϐϯάʹΑ
Δඇઢܗৗඍํఔࣜܥͷॳظͷਫ਼อ
ূ͖ղ๏ΛఏҊ͢Δͱͱʹɼطଘख๏
ͱൺֱ͠ɼຊख๏ͷ༏Ґੑͱޙࠓͷ՝Λհ
͢Δɽ

2 ͡Ίʹ

ຊߨԋͰҎԼͷॳظΛ͑ߟΔɽ

dx

dt
= f(t, x), x(0) = x0, t ∈ (0, h). (1)

͜͜Ͱ

x(t), x0 ∈ Rn, h > 0,

f(t, x) =

⎡

⎢⎣
f1(t, x)

...

fn(t, x)

⎤

⎥⎦ ,

fi(t, x) : R× Rn → R, i = 1, . . . , n

Ͱ͋Δɽ
ຊڀݚͷతɼ(1)ࣜͷܗͰද͞Εͨৗඍ

ํఔࣜܥʹର͢Δղͷਫ਼อূ͖ղ๏
Λ༩͑Δ͜ͱͰ͋ΔɽҎԼʹख๏ͷ֓ཁΛࣔ͢ɽ
Λؒ۠ؒ࣌ J

def
= (0, h)ɼۭؔؒΛ X def

=

C(J ;Rn)ͱ͢Δɽ
ૉ༺࡞ F : C1(J ;Rn) → X Λ

(F(x))(t)
def
=

dx

dt
− f(t, x)

Ͱఆٛ͢Δͱɼ(1)ࣜͷղF(x) = 0Λຬͨ͢ɽ

͍· x̃ΛνΣϏγΣϑڃΛ༻͍ͨεϖΫτ
ϧ๏ͰಘΒΕͨղͱ͢Δͱ

x̃i(t) =
M−1∑

l=0

x̃l,iTl(t), i = 1, . . . , n (2)

ͱ༩͑ΒΕΔɽ͜͜Ͱ

M :νΣϏγΣϑଟ߲ࣜͷ߲,

Tl(t) : l࣍ (ୈ 1छ)νΣϏγΣϑଟ߲ࣜ

Ͱ͋Δɽ
ૉ༺࡞ F ͷ؆қχϡʔτϯࣸ૾ T Λ

(T (x))(t)
def
= x(t)−A(F(x))(t) (3)

Ͱఆٛ͢Δɽ
͜͜Ͱɼઢ࡞ܗ༻ૉA F ͷ x̃ʹ͓͚Δϑ
ϨγΣඍDF(x̃)Λͨͬඇ੪ํ࣍ఔࣜͷղ

ࣸ૾Ͱఆٛ͢Δɽ͢ͳΘͪɼA† def
= DF(x̃) =

d
dt −Df(x̃)ͱͯ͠ɼ͋Δม c ∈ C1(J ;Rn)ͱ
ϕΫτϧؔ g ∈ X ʹର͢Δඇ੪ํ࣍ఔࣜ

A†c = g, c(0) = c0

ͷղΛ c = Agͱ༩͑ΔΑ͏ʹAΛઃఆ͢Δɽ
͜ͷͱ͖AA† = I Ͱ͋Δɽ

ҙ 1 ؆қχϡʔτϯࣸ૾ (3)ࣜͷఆٛҬ
D(F)ͷΑ͏ʹ͑ࢥΔ͕ɼ࣮ࡍX Ͱఆٛ͞Ε
ΔɽͳͥͳΒ

T (x) = x−AF(x) = A(A†x− F(x))

ͱͳΓɼA†ͱ F(x)ʹͦΕͧΕؚ·ΕΔ d
dt ಉ

ଧͪফ͋͠͏ͨΊͰ͋Δɽ·ͨɼAͷఆ͕ٛ࢜
ΑΓɼx∗ ∈ X ͕ T ͷෆಈͱͳΔͱɼࣗಈత
ʹ D(F)ͷཁૉͱͳΓɼF(x∗) = 0Λຬͨ͢ɽ
͢ͳΘͪɼx∗

x∗ = T (x∗) = A(A†x∗ − F(x∗))

⇐⇒ A†x∗ = A†x∗ − F(x∗), x∗(0) = x0

⇐⇒ F(x∗) = 0, x∗(0) = x0

ͷղͰ͋ΓɼAͷఆ͔ٛΒɼx∗ ∈ D(F)ɽ
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ղࣅۙ x̃ͷۙWγ(x̃)Λ

Wγ(x̃)
def
= {x ∈ X | ∥xi − x̃i∥ ≤ γi, γi > 0 }

Ͱఆٛ͢Δɽͨͩ͠ɼ∥x∥ def
= supt∈J |x(t)|ɽ

ҙ 2 Wγ(x̃)ํؒ࣌ʹԆͼͨ۠ؒͰදݱ
͞ΕΔ࿈ଓؔશମͷ෦ू߹Ͱ͋Γɼತू߹
Ͱ͋Δɽ

؆қχϡʔτϯࣸ૾ T ͕Wγ(x̃)ʹ͓͍ͯॖ
খࣸ૾ͱͳΔ͜ͱΛࣔͤɼόφοϋͷෆಈ
ఆཧΑΓɼF(x∗) = 0Λຬͨ͢ղɼ͢ͳΘͪ (1)

ࣜͷղ͕Wγ(x̃)ʹͨͩ 1ͭଘ͢ࡏΔ͜ͱʹ
ͳΔɽ

3 ओఆཧ

؆қχϡʔτϯࣸ૾ T ͕Wγ(x̃)ʹ།Ұͷෆ
ಈΛͭ࣋͜ͱΛࣔ͢ࡍʹҎԼͷఆཧΛ༻͍Δɽ

ఆཧ 1 ༗քઢ࡞ܗ༻ૉAΛ (1)ࣜͷ੪࣍ઢܗ
Խͷղ࡞༻ૉͱ͢ΔɽF ͕ xʹରͯ͠C1-

ϑϨγΣඍՄͱ͠ɼAF : X → X ͱ͢Δɽ
͍· x̃ ∈ X ʹରͯ͠

|(x(0)− x̃(0))i| ≤ εi,

∥(AF(x̃))i∥X ≤ Yi

͕Γཱͭͱ͢Δɽ͞ Βʹɼҙͷb, ζ ∈ Wγ(x̃)

ʹରͯ͠

∥[A(DF(b)−DF(x̃))]iζ∥L(X ) ≤ Zε
i (γ)

͕Γཱͭͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖

Pi(γ)
def
= Zε

i (γ)− γi + Yi

ʹର͠ɼPi(γ̄) ≤ 0ͱͳΔ γ̄i > 0͕ଘ͢ࡏΕ
ɼF(x∗) = 0Λຬͨ͢ղ x∗͕Wγ̄(x̃)ʹہ
ॴҰҙଘ͢ࡏΔɽ

ँࣙ ຊڀݚJSPSՊݚඅ18K13453ɼ16H03950

ͷॿΛड͚ͨͷͰ͢ɽ
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BBMํఔࣜͷߴਫ਼ղ๏ͷൺֱ

҆ాӳయ 1

1େֶཧֶ෦
e-mail : yasuda@math.josai.ac.jp

1 ͡Ίʹ

BBMํఔཱࣜݽͷϞσϧͷҰͭͱͯ͠
Ε͖͕ͯͨ͞ڀݚ [1]ɺݩདྷɺundular boreͷ
ൃୡͷϞσϧͱͯ͠ಋೖ͞ΕͨͷͰ͋Δ [2].

BBMํఔࣜҎԼͷܗΛ͍ͯ͠Δ.

∂u

∂t
+

∂u

∂x
+ βu

∂u

∂x
=

1

γ2
∂3u

∂t∂x2

BBMํఔ͕ࣜ KdVํఔࣜͱಉ͡Α͏ʹιϦ
τϯΛ͔ͭ࣋Ͳ͏͔ٞͷରͱͳΓɺ࠷ऴ
తʹɺߴਫ਼ͷγϛϡϨʔγϣϯΛ༻͍
ΑͬͯɺιϦτϯͰͳ͍ͱ͍͏݁Ռʹڀݚͨ
͕ಘΒΕͨ [3].

ʹରݱͷΑ͏ͳͱ͖ɺࢉܭͷিಥͷཱݽ
ͯ͠దͳϝογϡαΠζλΠϜεςοϓ෯
Λબ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͔͠͠ɺʹؔ
͢ΔݱΛ͢ࢉܭΔͱ͖ʹɺؒ࣌ɺҬʹ
ΘͨΔࢉܭΛͨ͏ߦΊʹɺͳΔ͘େ͖ͳλΠ
ϜεςοϓɺϝογϡαΠζ͕ඞཁͱͳΔ.

ຊൃදͰɺBBMํఔࣜͷߴਫ਼εΩʔϜʹ
͍ͭͯɺλΠϜεςοϓɺϝογϡαΠζ͕େ
͖ͳ߹ͷڍಈΛݕ౼͢Δ.

2 εΩʔϜ

,Խͱͯ͠ɺtnࢄͷํؒ࣌ tn+1/2, tn+1ͷ
σʔλΛ༻͍ΔҎԼͷ̐࣍ਫ਼ͷղ๏Λ༻͍Δɽ

1) Runge-Kutta method (RK)

2) Lobatto method (L)

3) Crank-Nicolson methodͱRichardson ex-

trapolation (CNR)

Runge-Kutta๏1/3ެࣜΛ༻͍ͨɽӄతRunge-

Kutta๏Ͱ͋ΔLobatto๏ʹ͍ͭͯɺButcher
ʹΑͬͯఏҊ͞ΕͨLobatto IIIΛ༻͍ͨ [4]. ࣍
ʹɺ̎ͭͷλΠϜεςοϓ෯∆t/2, ∆tͷ̎࣍
ਫ਼ͷ Crank-Nicolson๏ͷ݁ࢉܭՌΛͱʹ
Richardsonิ֎ʹΑͬͯ̐࣍ਫ਼ͷղΛٻΊ
ͨ [5]ɻ͜ͷख๏Gragg๏ͱΑΕΔɽ̏
ͭͷํ๏Ͱॱʹӄతͳੑ࣭͕͘ڧͳ͍ͬͯ͘ɽ

Խ͞ΕΔɽࢄҎԼͷํ๏Ͱରশʹํۭؒ

1) ਫ਼ͷத৺ࠩ࣍̐ (FDM)

2) GEM (Gregory-Euler-McLaurin) scheme

(GEM)

GEM scheme BBMํఔࣜͷͨΊʹ։ൃ͞
Εͨղ๏Ͱ͋Γɺཱݽ͕ιϦτϯͱͳΔ
͔൱͔ͷڀݚʹ༻͍ΒΕͨ [3][6]ɽBBMํఔࣜ
อଘྔɺKdVํఔࣜͱҟͳΓɺ̏ͭͰ͋
Δ [7]ɽͦͷ͏ͪͷ̍ͭରশͳࢄԽͰอ
ଘ͞ΕΔɽ

ຊൃදͰɺRK-FDM, L-FDM, CNR-FDM

ͷΈ߹ΘͤͱGEM schemeͷݕ౼Λͨͬߦɽ
ͳ͓ɺGEM schemeͷੵؒ࣌ʹɺRunge-

Kutta๏ͱଟஈ๏͕ΘΕ͍ͯΔ [6]͕ɺ͜͜
ͰRunge-Kutta๏Λ༻͍Δɽ

3 εΩʔϜͷݕ౼ͱվྑ

εΩʔϜͷݕ౼Λɺཱݽͱundular bore

ൃୡͷࢉܭʹΑͬͯͨͬߦɽཱݽͷࢉܭͰ
ɺRK-FDM ͱ CNR-FDM ͷ݁ՌҰக͠
͕ͨɺL-FDMϐʔΫ͕͘ߴͳΓͷ͕ܗ
Μͩɽ·ͨɺۭؒϝογϡαΠζ͕େ͖͍ͱ
͖ɺGEM schemeʹ͓͍ͯେ͖ͳҐ૬͕ࠩޡ
ੜͨ͡ɽ͜ͷͨΊɺGEM schemeʹରͯ͠ɺ
Frommͷࠩ๏ͱಉ༷ͷख๏Ͱ [8]ɺGergory-

Euler-McLaurinల։ͷଧͪΓͷҟͳΔεΩʔ
ϜΛ༻͍ͯҐ૬ࠩޡͷ؇Λͨͬߦɽվྑ͞Ε
ͨεΩʔϜΛ a.GEM schemeͱΑͿɽ
ɺundularʹ࣍ boreͷࢉܭΛͨͬߦɽͷϐʔ
ΫͷҐஔ֤εΩʔϜͱ΄΅Ұகͨ͠ɽͨͩ
͠ɺL-FDMͷϐʔΫΦʔόʔγϡʔτͨ͠ɽ
ͳ͓ɺ࣍ͷ PeregrineεΩʔϜɺ̐࣍ਫ਼
ͷεΩʔϜͱൺΔͱୈ̍ͷϐʔΫͷਐߦ
͕ΕɺϐʔΫؒͷִؒ͘ͳͬͨɽλΠϜ
εςοϓ෯Λେ͖͘͢ΔͱɺRK-FDM, CNR-

FDM, a.GEMͷୈ̍ͷϐʔΫ΄΅Ұக͠
͕ͨɺୈ͔̎Βࠩҟ͕ੜͨ͡ɽ·ͨɺL-FDM

ൃͨ͠ࢄɽ

4 ࣮ݧ

ʹؔ͢Δݱʹɺdispersionͷد༩
͕େ͖͍ͷ͕͋Δ [9]. ͜͜Ͱɺ̐࣍ਫ਼ͷ
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εΩʔϜΛ༻͍ͯdispersive shock waveʢDSWʣ
ͷ࣮ݧΛͨͬߦ. ॳظ݅εςοϓؔ
ɺu (x, 0) = 0.2, (0 < x < 400), u (x, 0) = 0,

(400 < x < 1600), ϝογϡ෯∆x = 1.Ͱ͋
ΔɽFig.1ʹ t = 50ͱ t = 150ͷ݁ࢉܭՌΛࣔ
͢ɽλΠϜεςοϓ RK-FDM, CNR-FDM,

a.GEM ∆t = 0.05. L-FDM ∆t = 0.01

ͱͨ͠. L-FDM∆t = 0.05ͰաͳΦʔ
όʔγϡʔτ͕ੜͨ͡.
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ೋ߲Ϟσϧʹ͓͚ΔDPΛ༻͍ͨظޮ༻ͱPFPPΛ༻͍ͨظޮ༻ͷ
ൺֱ (ᶘ)

ஶऀ ౻ࠤ େ 1, ҆ా ߂ 2

ॴଐ 1๏େֶେֶӃཧڀݚֶՊɼ2๏େֶ
e-mail : daichi.sato.6w@stu.hosei.ac.jp

1 ֓ཁ

Angoshtari et al.(2019) [1]Ͱɼ৽͍͠ϑ
ΥϫʔυύϑΥʔϚϯεաఔͱͯ͠Մ༧ଌϑ
ΥϫʔυύϑΥʔϚϯεաఔ (Predictable for-

ward performance processes, PFPP) Λಋೖ
͠ɼཧϑΝΠφϯεʹ͓͚Δଟ࠷ؒظద
ը๏ܭઓུΛ༩͍͑ͯΔɽैདྷͷಈతࢿ (Dy-

namic programming, DP)ͷଟ࠷ؒظదࢿઓ
ུͰɼࠁ࣌ 0ͷ࣌Ͱຬظ·Ͱͷͯ͢ͷࢢ
ͷࡏΓํΛܾΊɼͦͷઃఆͷԼͰ࠷దઓུΛ
ಘΔ͜ͱͱͳΔɽ͔͠͠ɼ࣮ݱతʹຬظ·Ͱ
ΓํͱมΘͬࡏॳఆͨ͠گͷঢ়ࢢʹ
ͯ͠·͏ɽPFPPɼ֤ࠁ࣌ʹ͓͍ͯۙͷ 1

ઓུΛࢿద࠷ରͯ͋͠Δ݅Λຬͨ͢ʹؒظ
ಘͯɼͦΕΛຬظ·Ͱ܁Γฦ͢͜ͱͰࢿઓུ
Λ͍ͨͯ͑͘ߟΊɼ֤ࠁ࣌ʹ͓͚Δࢢͷঢ়گ
ͷࡏΓํΛࢿઓུʹՃຯ͢Δ͜ͱ͕Մ
ͱͳΔɽ
ຊߨԋͰɼࢢʹ֤ظͷ্ঢɼԼམ͕

ͷલʹʹैܾͬͯ·Δೋ߲ϞσϧΛظ֤
ఆ͠ɼଟظؒظޮ༻࠷େԽΛ͑ߟΔɽ
PFPPͱࢢύϥϝʔλʹΛఆͨ͠߹
ͰͷDPͷຬظͰͷظޮ༻ͷൺֱΛ࣮ݧ
Λ௨ͯ͠͏ߦɽ͜͜ͰDPͰఆ͢Δਅ
ͷͱҟͳΔՄੑ͕͋Δɽ

2 Մ༧ଌϑΥϫʔυύϑΥʔϚϯεաఔ

(Ω,F ,P; {Ft}t≥0)ΛϑΟϧλʔ͖ۭ֬ؒ
ͱ͢Δɽ

ఆٛ 1 ([1]ͷDefinition 1)

߹ͷ֬తͳؔͷू֤ؒ࣌ {U0, U1, U2 · · · }
͕ {Ft}ʹؔͯ͠Մ༧ଌϑΥϫʔυύϑΥʔϚ
ϯεաఔ (PFPP)Ͱ͋Δͱ࣍ͷ 3ͭͷ݅Λ
ຬͨ͢͜ͱͰ͋Δɽ

1) U0 ֬ఆతͳޮ༻ؔͰɼn ≥ 1ʹର
ͯ͠ Un ∈ U (Fn−1)Λຬͨ͢ɽͨͩ͠ɼ
U (Fn−1)Fn−1Մଌͳޮ༻ؔͷू߹
Ͱ͋Δɽ

2) ҙͷx > 0ͱ աఔX(༰Մͳڐ) =

{Xn}∞n=0 ∈ X (0, x)͕,

Un−1 (Xn−1) ≥ EP [Un (Xn)|Fn−1]

Λຬͨ͢ɽͨͩ͠ɼX (0, x)ࠁ࣌ 0Ͱ x

ͷΛͭ࣋ͱ͖ͷڐ༰Մͳաఔͷू
߹Ͱ͋Δɽ

3) ҙͷॳ࢈ࢿظ x > 0ʹରͯ͠ɼ

Un−1
(
X∗

n−1

)
= EP [Un (X

∗
n)|Fn−1]

Λຬͨ͢ աఔ(༰Մͳڐ)
X∗ = {X∗

n}
∞
n=0 ∈ X (0, x)͕ଘ͢ࡏΔɽ

ҙ 2 2)ɼ3)Λ߹ΘͤΔͱɼPFPPΛಘΔʹ
ؒظ [tn−1, tn)ʹ͓͍ͯ࣍ͷ ࢿٯؒظ1
Λղ͘͜ͱ͕ٻΊΒΕΔɽ

ess sup
Xn∈An−1,n(x)

EP[Un(x+ πnµn)|Fn−1], ∀x > 0. (1)

ͨͩ͠ɼAn−1,n(x) ڐ༰Մͳઓུͷू߹

Ͱ͋Δͱ͢Δ.

·ͨɼ֤ظͷ্ঢɼԼམ͕લͰܾ·Δೋ
߲Ϟσϧʹରͯ͠ (1)Λղ͍ͨ݁Ռ͕ [1]Ͱ༩
͑ΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 3 ([1]ͷ Theorem 4)

U0, U1 ∈ U ͕ దԽ࠷ؒظ1 (1)Λຬͨ͢
Ϛʔδφϧؔٯɼ࣌ I0, I1࣍ͷઢํܗఔࣜ
Ͱද͞ΕΔɽ

I1(ay) + bI1(y) = (1 + b)I0(cy); y > 0. (1)

ͨͩ͠ɼ q = d
u+d , a = 1−p

p
q

1−q , b = 1−q
q ,

c = 1−p
1−qɽ·ͨ p uͱͳΔ֬ɽ

·ͨɼ͜ͷͱ͖ͷ࠷దͳX∗
1 (x)ͱ࠷దࢿ

ֹ π∗(x)ɼ

X∗
1 (x) = X∗,u(x)1R=u +X∗,d(x)1R=d,

π∗(x) =
X∗,u(x)−X∗,d(x)

u+ d

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼX∗,u(x) = I1
(
q
pU

′
0(x)

)
ɼ

X∗,d(x) = I1
(
1−q
1−pU

′
0(x)

)
ͱ͢Δɽ
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3 ͖ޮ༻ͷ߹

ຊߨԋͰɼҎԼͷΑ͏ͳ͖ޮ༻ͷ߹ͷ
࣮ݧΛͨͬߦɽ

U0(x) =

(
1− 1

θ

)−1

x1−
1
θ ; x > 0.

ͨͩ͠ɼ1 ̸= θ > 0, θ ̸= − loga b, a, b, c > 0ɽ
·ͨɼ҆શ࢈ࢿͷۚར 0ͱ͠ɼiظͷ্ঢ
Λ uiɼԼམΛ diͱ͠ɼFi−1Մଌͳ i.i.d.֬
มͱ͢Δɽ

3.1 PFPP

PFPPʹ͓͍ͯ͜ͷ߹ɼઓུ͕໌ࣔతʹ
༩͑ΒΕΔ͜ͱ͕ [1]ͷ Corollary 9Ͱࣔ͞Ε
͍ͯΔɽ֤ࠁ࣌Ͱͷޮ༻ؔ Un࣍Ͱ༩͑Β
ΕΔɽ

Un(x) = U0(x)
n∏

i=1

δ(θ, ui, di, p)
1
θ , x > 0.

ͨͩ͠ɼδ(θ, u, d, p) :=
1 + b

cθ(a−θ + b)
.

·ͨ͜ͷͱ͖ͷ࠷దࢿൺɼ

π∗
i,F =

δi(θ, ui, di, p)
(

pdi
ui+di

)θ
− 1

ui

ͱͳΔɽ

3.2 DP

DPʹ͓͍ͯ࣍ͷظޮ༻࠷େԽΛ͑ߟ
Δ.

V0(x, u, d, p) = sup
π

E
[
u0

(
X(π)

n

)]
.

͜ͷͱ͖ɼDPΛ༻͍Δͱ࣍ͷΑ͏ͳදݱΛಘ
Δɽ

V0(x, u1, d1)

= (1− 1
θ )

−1
x
1− 1

θ (2)

·
(
p(1+π1u1)

1− 1
θ +(1−p)(1−π1d1)

1− 1
θ

)

·
N∏

i=2

EP

[
p(1+πiui)

1− 1
θ +(1−p)(1−πidi)

1− 1
θ

]
.

͜ͷͱ͖ͷ࠷దࢿൺɼ

π∗
i,B =

Ki − 1

ui +Kidi
(3)

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼKi :=

(
pui

(1− pi)di

)θ

ɽ

͜͜Ͱઓུ (3)ʹ͓͚Δ uiɼdiલͰ؍ଌ
͞ΕΔͨΊύϥϝʔλͷෆ࣮֬ੑೖͬͯ͜ͳ
͍ɽҰํɼظޮ༻ (2)ʹ͓͍ͯকདྷͷ্ঢɼ
Լམ֬มͰ͋Γֆ͓ఆ͠ͳ͍ͱ
ΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͍ɽ͔͠͠ɼ͜͜ٻΛظ
Ͱఆ͢ΔΛޡΔϦεΫ͕͋Δɽ

4 ࣮ݧ

͓ʹࠁ࣌ظՈॳࢿճͷઃఆʹ͓͍ͯɼࠓ
Ͱࠁ֤͍࣌ͯ i.i.d.ͳΛఆ͢Δͱ͠ɼui
ରਖ਼نɼdi۠ؒ [0, 1]ͷ֯ࡾʹ
ै͏֬มͰ͋Δͱ͢Δ.

µi =

{
ui ∼ logN(µ,σ2) p ∈ (0, 1)

di ∼ Triangular(0, c, 1) 1− p

͜ͷͱ͖ਅͷΛ µi = −0.95ɼσ2 = 1
4
2
ɼ

c = 0.5ͱ͠ɼࢿՈͷఆ͢ΔΛมԽ͞
ͤΔ͜ͱͰɼPFPPͱ DPͷ Δ͚͓ʹؒظ10
࣮֬ੑՁͷࠩʹ͍ͭͯγϛϡϨʔγϣϯ
Λ௨ͨ͠ൺֱΛ͏ߦ.

্ਤɼਅͷΛ༻͍ͨͱ͖ͷ DPͷ࣮֬
ੑՁͱDPͰΛͨͬޡݟͱ͖ͷ࣮֬ੑ
ՁͷࠩΛਅͷΛ༻͍ͨͱ͖ͷDPͷ࣮֬ੑ
ՁͱPFPPͷ࣮֬ੑՁͷࠩͷൺͰ͋Δ.͜
ͷൺΛ༻͍ͯɼPFPPʹର͢ΔDPͷϞσϧϦ
εΫͷେ͖͞Λ͍ͯ͑͘ߟ.

ݙจߟࢀ

[1] B. Angoshtari, T. Zariphopoulou and

X.Y. Zhou, Predictable Forward Per-

formance Processes: The Binominal

Case, arXiv:1611.04494v4, March, 20,

2019. 2.

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

332



Option Price under Exchangeable Binomial Model

赤堀 次郎 1, 千葉 優 2, 琉 佳勲 1, 仙葉 雄基 3

1立命館大学理工学部数理科学科, 2立命館大学大学院理工学研究科, 3滋賀県立甲南高等学校
e-mail : 5u9iiiiiii@gmail.com

1 はじめに
この研究の目的はパラメータがランダム化さ

れた二項分布での期待値でオプション価格が与
えられるような二項モデルを特徴づけること
である．ポリヤの壺がランダム化された二項分
布を与えることはよく知られている．また，こ
の事実は，パラメータを確率変数とみなすベイ
ズ統計の一つの基礎となっている．離散モデル
において，パラメータのランダム化を与えるス
キームは，一般にポリヤ型の強化スキームと呼
ばれている．しかし，オプション価格の二項モ
デル (Cox-Ross-Rubinsteinモデルと呼ばれ
る）においては，上向きの変化 uと下向きの変
化 dだけでリスク中立確率が決まってしまうた
め，ポリヤの壺のように確率をコントロールす
ることはできない．
そこで次に述べるように上向き変化ur,wと下

向き変化 dr,wを設定し，これらを「うまく」選
ぶことで強化スキームを実現することを目指す.

2 設定と主定理
以下では上向き変化 {ur,w}∞r,w=1と下向き変

化 {dr,w}∞r,w=1の下での 2項モデルを考察する.

×ur+1,w Sr+2,w

↗
×ur,w Sr+1,w

↗ ↘
×dr+1,w Sr+1,w+1

Sr,w ∥ (∗)
×ur,w+1 Sr+1,w+1

↘ ↗
×dr,w Sr,w+1

↘
dr,w+1 Sr,w+2

ただし, (∗)において再結合性を仮定する. さら
に, 以下で定められるリスク中立確率

qr,w :=
1− dr,w

ur,w − dr,w
(1)

は次の式

qr,w(1− qr+1,w) = (1− qr,w)qr,w+1,

qr,w ∈ (0, 1) (2)

を満たすと仮定する. この仮定は本モデルにお
けるリスク中立確率がポリヤの壺の確率の一般
化となっていることを意味する.

ここで上で述べた再結合性について一つ注意
をしておく.

補題 1 再結合性 (∗)は，αr,w := ur,w · qr,w が
(2)と同じ関係式

αr,w(1− αr+1,w) = (1− αr,w)αr,w+1,

αr,w ∈ (0, 1) (3)

をみたすことと同値である．
今までに仮定した交換可能性の条件 (2), も

しくは (3)は次のような条件と同値であること
を得た. 以下の主張は [1]の中で既に指摘され
ていたものの, 完全な証明はなされていなかっ
た. 本研究ではその証明を完成させたので, 主
定理として報告する.

定理 2 条件 (2)，または (3)が成り立つための
必要十分条件はある確率測度 µq, µα ∈ (0, 1)が
存在して，

qr,w =

∫ 1

0
xr+1(1− x)wµq(dx)

∫ 1

0
xr(1− x)wµq(dx)

(4)

かつ

αr,w =

∫ 1

0
xr+1(1− x)wµα(dx)

∫ 1

0
xr(1− x)wµα(dx)

(5)

が成り立つ. つまり，(2), (3) のすべての解は
それぞれ (4), (5)で与えられる.

このとき, リスク資産の価格過程 (St)t≥0 は
次で与えられることが分かる.
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定理 3 リスク資産の価格過程 (St)t≥0は,

Sr,w = S ·

∫ 1

0
xr+1(1− x)wµα(dx)

∫ 1

0
xr(1− x)wµq(dx)

(6)

としたとき，St = SRt,Wt , (t ≥ 0)によって与
えられる．ここで, t ≥ 0に対しRtは時刻 tま
でに上向きの変化が起きた回数でWtは下向き
の変化が起きた回数である．
なお, この確率過程はリスク中立遷移確率 qr,w
の下で, Cox-Ross-Rubinsteinモデルの一般化
となっていることに注意する.

3 主定理の証明の概略
以下, (2)と (4)の同値性の証明について概略

を述べる. 十分性については直接計算により容
易に確認できるので, 以下必要性の証明の概略
を述べる. まず 2重数列 qが (2)の解であると
する. いま数列 {Qr}∞r=0をQ0 = 1かつ, r ≥ 1

に対して，

Qr := qr−1,0 . . . q0,0 ∈ (0, 1) (7)

と定義する．このとき，{Qr}∞r=0が完全単調性
をもつこと，つまり，任意の n, kについて，

(−1)k(∆kQ)n ≥ 0 (8)

となることを示す．ただし，∆は差分作用素で
ある．このことは，数学的帰納法により証明す
ることができる.

すると, Hausdorffのモーメント問題を援用す
れば, 閉区間 [0, 1]上の確率測度 µが存在して,

Qr =

∫ 1

0
xrµ(dx), r ≥ 0

を満たすようにできる．そうすれば簡単な計算
によって

qr,w =

∫ 1

0
xr+1(1− x)wµ(dx)

∫ 1

0
xr(1− x)wµ(dx)

となることを示すことができる．以上の手続き
によって, 主定理を証明することができる．

4 オプション価格のランダム化
一般に（我々のモデルを含む）2項モデルで

は，オプション価格はリスク中立確率の下での
期待値で与えられる．オプションのペイオフが
f(Rt)と表される場合, Cox-Ross-Rubinsteinモ
デルではオプション価格は

π0(H) =
n∑

k=0

f(k)P (Xn = k)

=
n∑

k=0

f(k)nCkq
k(1− q)n−k

とかける. ただし, qは

q =
1− d

u− d
, 0 < d < 1 < u

で与えられるリスク中立確率である．
この話を我々のモデルに拡張しよう. すなわ

ちオプション価格のランダム化は次のようにし
て与えられる: 上記と同様にオプションのペイ
オフが f(Rt)と表される場合, オプションの価
格 π(H)は

π(H) =
n∑

k=0

f(k)P (Rn = k)

=
n∑

k=0

f(k)

∫ 1

0
nCkx

k(1− x)n−kµq(dx)

で与えられる.

参考文献
[1] 琉佳勲: 「ポリアの壺から生成される二
項モデルについて」, 応用数理学会研究
部会, 2019年 3月 4日, 筑波大学.
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ೋճੵܕΧʔωϧؔΛ༻͍ͨภඍํఔࣜͷղ๏ʹ͍ͭͯ II

Ոా խࢤ

Έͣ΄ୈҰϑΟφϯγϟϧςΫϊϩδʔࣜגձࣾ
e-mail : mieda.acad@gmail.com

1 ͡Ίʹ

ภඍํఔࣜ (PDE)ͷղ๏ͱͯ͠Χʔ
ωϧؔɺಛʹಈجܘఈؔ (RBF)ͷઢ݁ܕ
߹Λ༻͍Δํ๏͕Α͘ΒΕ͍ͯΔɻࡢ [1]

ɺຊख๏ʹͯ PDEΛղ͘߹ͷऑͰ͋Δ
ඍͷۙࣅਫ਼ʹ͍ͭͯೋ֊ඍΛ RBF

Ͱۙ͢ࣅΔํ๏ΛఏҊͨ͠ɻຊߨԋͰɺ͜Ε
ΛཧϑΝΠφϯεͷԠ༻Λݟਾ͑ͯϕϯν
ϚʔΫඌܕͷ੍֬ޚʹద༻͠ɺՁؔ
͓Αͼ࠷దઓུ͕҆ఆతʹಘΒΕͨʹ͍ͭ
ͯใ͢ࠂΔɻ

2 ੍֬ޚ

ϑΟϧλʔ͖ۭ֬ؒ (Ω,F , {Ft}t≥0 ,P)
ʹͯ {Wt}t≥0 Λ n ϒϥϯӡಈͱͯ͠ɺݩ࣍
ҎԼͷ੍ޚ͖֬աఔΛ͑ߟΔɻ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

dXt

Xt
=

n∑

i=1

πi
t
dSi

t

Si
t

+

(
1−

n∑

i=1

πi
t

)
dS0

t

S0
t

,

{πt}0≤t≤T ∈ Aπ̄,

X0 = x0 = s00 + s⊤0 1,

͜͜ͰɺSҎԼͷμΠφϛΫεͰهड़͞ΕΔ
֬աఔͰ͋Δɻ

⎧
⎪⎨

⎪⎩

dS0
t

S0
t

= r(t)dt,

S0
0 = s00 > 0,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dSi
t

Si
t

= bi(t)dt

+
∑n

j=1 σ
ij(t)dW j

t ,

Si
0 = si0 > 0,

i = 1, 2, · · · , n,

ͨͩ͠ɺ1 = (1, · · · , 1)⊤ ∈ Rnɺr, : [0, T ] →
R, b : [0, T ] → Rn, σ : [0, T ] → Rn×n 
֬ఆతؔɺT < ∞ ʹͯ bi(t) − r(t) > 0,

i ∈ {1, 2, · · · , n}, t ∈ [0, T ] ΛԾఆ͢Δɻ
աఔޚ੍ π = (π1, · · · ,πn)⊤Ͱ͋ΓɺAΛ

ҎԼΛຬͨ֬͢աఔ {ut}0≤t≤T ͷ࡞ΔΫϥε
ͱ͢Δɻ

1) 0 ≤ uit ≤ 1, i = 1, 2, · · · , n.
2) u⊤t 1 = 1

ύϑΥʔϚϯεධՁج४ J ֬ఆతϕϯν
ϚʔΫؔ fͱ੍ޚରͱͷԼํೋฏࠩޡۉ

ʹΑΓఆٛ͢Δɿ

Jπ
t (x)

= E
[
α(f(T )−XT )

2
+

+ (1− α)
1

T

∫ T

t
(f(s)−Xs)

2
+ds

∣∣∣∣Xt = x

]
.

ͨͩ͠ɺα > 0࠷ऴ࣌ͰͷτϥοΩϯάΤ
ϥʔͱ੍ޚதͷྦྷੵΤϥʔʹର͢ΔΣΠτɾ
ύϥϝʔλʔɺ(x)+ = x1{x>0}, x ∈ RͰ͋Δɻ
ՁؔΛ

Vt(x) = inf
π∈A

Jπ
t (x),

ʹΑΓఆٛ͢Εɺ͜ ΕҎԼͷHamilton-Jacobi-

Bellman(HJB)ํఔࣜΛຬͨ͢ [2]ɻ

∂tVt(x) + min
π∈A

{L π
t Vt(x)} = 0, (1)

VT (x) = α(f(T )− x)2+

ͨͩ͠ɺL π
t ֬աఔ X ͷແݶখੜ࡞༻

ૉͰ φ : R → Rʹରͯ͠

L π
t φ(x)

=
(
r(t) + (b(t)− r(t)1)⊤ π

)
x∂xφ(x)

+
1

2
x2π⊤σ(t)σ(t)⊤π∂xxφ(x)

+
1− α

T
(f(t)− x)2+ ,

Ͱ͋Δɻ͜ͷ HJBํఔࣜΛղ͘͜ͱͰՁؔ
͓ΑͼͦΕΛ࣮͢ݱΔ࠷దઓུ͕ಘΒΕΔɻ

3 ΧʔωϧؔʹΑΔPDEղ๏

ͷه্ HJBํఔࣜ (1) πʹର͢Δೋܭ࣍
ըͱΈͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ͕Ϋϥε Aʹ՝
ͤΒΕͨ݅ʹΑΓ πΛղੳతʹॻ͖Լ͢͜ͱ
ʢV ΛؚΉܗͰ͋ͬͯʣࠔͰ͋Δɻͦ͜
ͰɺΧʔωϧؔΛ༻͍ͨ PDEղ๏ʹΑΓ͜
ΕΛٻΊΔɻࢴ໘ͷ্ؔɺඇৗʹେࡶͳઆ
໌ʹͳΔ͕ tk = kh, k = 0, · · · , n, h := T/n,

ξkj ∈ R, x̄j ∈ R ͱͯ͠ɺภඍํఔࣜͷղ V

Λ

Vtk(x) ≃
N∑

j=1

ξkjΦ(x, x̄j)
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ʹΑΓۙ͢ࣅΔํ๏Ͱ͋Δɻํࢉܭ๏ͷৄࡉ
রɻ͜͜ͰɺΦࢀ[3] : R × R → R͕Χʔωϧ
ؔͱݺΕΔͷͰ͋Δ͕͜͜Ͱࡢͷ
݁ՌΑΓ

Φ(x, x̄j) =

(
−2ε2 + (x− x̄j)2

)√
1 + (x−x̄j)2

ε

6

+
ε(x− x̄j) sinh

−1
(
x−x̄j

ε

)

2

ͱ͢Δɻ͜ΕԼهͷΑ͏ʹ 2֊ඍΛmulti-

quadratic (MQ) RBFʹΑΓ͍ۙͯ͠ࣅΔ͜ͱ
ʹ૬͢Δɿ

∂2Vtk

∂x2
(x) ≃

N∑

j=1

ξkj

√
1 +

(x− x̄j)2

ε2
,

4 ݁ࢉܭՌ

τϥοΩϯάରΛઢؔܗ

f(t) = 0.01t

ͱ͠ɺα = 0.5ͱઃఆͨ͠߹ʹ͍ͭͯͷ
ՌΛࣔ͢ɻओཁύϥϝʔλʔҎԼͷ௨݁ࢉܭ
ΓͰ͋Δɻ

n 2 T 10.0

r 0.01 n 1200

b1 0.01 N 26

b2 0.05 xmin 11.0

σ11 0.01 xmax 61.0

σ22 0.03 ε 8

σ12 = σ21 0.0095

·ͣɺՁؔͷೋ֊ඍͷ݁ࢉܭՌΛࣔ͢ɻ
௨ৗͷΧʔωϧؔΛ༻͍ͨ߹ɺ݁ࢉܭՌ͕
ৼಈ͢Δݟ͕ड͚ΒΕΔ͕ೋճੵܗΧʔ
ωϧؔΛ༻͍ͨ߹ʹ҆ఆతʹղ͕ಘΒΕ
͍ͯΔ͜ͱ͕ͯݟऔΕΔɻ

ਤ 1. ೋ֊ඍ݁ࢉܭՌʢΧʔωϧؔʣ

ਤ 2. ೋ֊ඍ݁ࢉܭՌʢೋճੵܕΧʔωϧؔʣ

.దઓུҎԼͷ௨ΓͰ͋Δ࠷ɺಘΒΕͨʹ࣍

ҬͷຆͲͰ੨৭Ͱࣔ͞Εͨྖࢉܭ S2ͷબ͕
ʹࡍΔ͕࣮͑ݟʹతࢧ xͷখ͍͞ྖҬʹୡ
͞ͳ͍ͨΊS1༻͞ΕΔʹҙ͓ͯ͘͠ɻ
ʢৄࡉൃද࣌ʹผάϥϑΛࣔ͢ɻʣ

ਤ 3. Ռ݁ࢉܭదઓུ࠷

5 ໔߲ࣄ

ຊߘʹࣔ͞Ε͍ͯΔҙݟɺචऀݸਓʹଐ͠ɺ
චऀͷॴଐ͢Δ৫ͷެࣜݟղΛࣔ͢ͷͰ
ͳ͍ɻ·ͨɺ͋Γ͏͖ޡΓͯ͢චऀݸਓ
ʹଐ͢Δɻ

ݙจߟࢀ
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όϦΞɾΦϓγϣϯͷGreeksͷ४ղੳతํࢉܭ๏
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टେֶ౦ژ େֶӃཧֶڀݚՊ ཧՊֶઐ߈
e-mail : k-ishitani@tmu.ac.jp

1 ͡Ίʹ

Β͔Ͱͳ͍WienerΛؚΉΑ͏ͳࠁ࣌ࢭఀ

൚ؔʹର͢Δඍ࿈ [1],[2]ΛԠ༻͢Δ͜
ͱͰɼϤʔϩούܕϧοΫόοΫܕʹՃ͑ͯɼ
ΞδΞܕؚΉҰൠతͳϖΠΦϑؔʹෳࡶ
ͳτϦΨʔ݅ (τϦΨʔ͕ؒ࣌ʹԠͯ͡มԽ
͢Δ)͕ਵ͢ΔόϦΞɾΦϓγϣϯͷGreeks

Λ͢ࢉܭΔ͜ͱ͕ՄͱͳΔɽ

2 ઃఆ

۠ؒ [r1, r2]্Ͱఆٛ͞Ε࣮ͨ࿈ଓؔ
ͷશମΛ Cr1,r2 ≡ C([r1, r2])Ͱද͢ɽ·ͨ 2ͭ
ͷ࿈ଓؔ u, v ∈ Cr1,r2 ͕݅ u(t) < v(t)

(t ∈ [r1, r2]) Λຬͨ͢ͱ͖ɼu, v ͷؒʹ੍ݶ
͞Εͨܦ࿏ x = {x(t)}t∈[r1,r2] ∈ Cr1,r2 ͷશମ
Λ Cr1,r2⟨u, v⟩Ͱද͢ɽ
͜͜ͰɼϒϥοΫɾγϣʔϧζϞσϧΛԾఆ

͠ɼຬظT > 0·Ͱͷ࢈ࢿݪՁ֨S = {St}0≤t≤T

࣍ͷ֬ඍํఔࣜʹै͏ͷͱ͢Δɽ

dSt

St
= µdt+ σdw(t).

ୠ͠S0,σ > 0, µ ∈ Rఆɼw = {w(t)}t∈[0,T ]

ۭ֬ؒ (C0,T ,B(C0,T ), P )Ͱఆٛ͞Εͨ1࣍
ඪ४ݩ Brownӡಈͱ͢Δɽ
ɼϊοΫΞτόϦΞɾΦϓγϣϯͷτʹ࣍

ϦΨʔ݅ɼຬظT ·Ͱͷ࢈ࢿݪՁ֨ʹର͢
Δ্ԼͷτϦΨʔۂઢ eG

±
= {eG±(t)}t∈[0,T ] Ͱ

༩͑ΒΕɼϖΠΦϑؔ൚ؔ f : C0,T → R
Ͱ༩͑ΒΕΔͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼϊοΫΞτ
όϦΞɾΦϓγϣϯͷՁ֨࣍ͷظ

Φ := EP [f(S)1C0,T ⟨eG− ,eG+ ⟩(S)]. (1)

ͱͯ͠ఆࣜԽͰ͖Δɽ͜͜ͰɼϊοΫΞτ
߲ 1C0,T ⟨eG− ,eG+ ⟩(S) Λ༻͍ͯදͨ͠ݱɽ
Ҏ্ͰϊοΫΞτόϦΞɾΦϓγϣϯͷՁ

֨ΛఆࣜԽ͕ͨ͠ɼҎԼͰ (1)ࣜΛBrownӡ
ಈͷࢹͰఆࣜԽ͢͠ɽ·ͣɼҎԼͷؔࣜ

1C0,T ⟨eG− ,eG+ ⟩(S) = 1C0,T ⟨g−,g+⟩(w) (2)

Λຬͨ͢ۂઢ g± = {g±(t)}t∈[0,T ]ΛٻΊΔͱɼ

g±(t) =
G±(t)− logS0 −

(
µ− σ2

2

)
t

σ
, (3)

ͱͳΔ͕ɼ(2)ࣜΑΓɼg± Brownӡಈw ʹ
ͱͬͯͷ্ԼͷτϦΨʔۂઢͱݟ၏ͤΔɽߋʹɼ
ͷϖΠΦϑؔه্ Brownӡಈͷ൚ؔ

F (w) = f({e(µ−σ2/2)t+σw(t)}0≤t≤T ), (4)

ͱͯ͠දͤΔͨΊɼϊοΫΞτόϦΞɾΦϓ
γϣϯͷՁ֨ (1)ࣜɼҎԼͷΑ͏ʹWiener

൚ؔੵͱͯ͠ఆࣜԽ͢͜͠ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Φ =

∫

C0,T ⟨g−,g+⟩
F (w)P (dw). (5)

Ҏ্ͷ (5)ࣜΛ౿·͑ɼఆཧ 1ͰɼϊοΫ
ΞτόϦΞɾΦϓγϣϯͷGreeksΛ౷Ұత
Δ্ͰඞཁͱͳΔWiener൚ؔʹର͢ࢉܭʹ
͢Δඍ࿈ʹ͍ͭͯհ͢Δɽͦͷࡍʹɼ
(5)ࣜɼͦͷඃੵؔ F ʹՃ͑ͯɼBrown

ӡಈwͷ্Լͷۂઢ g± σɼS0ͷύϥϝʔ
λʹґଘ͢Δ͜ͱΛྀ͢ߟΔɽ

3 ݁Ռ

֤r1, r2 ∈ [0, T ]ʹର͠P r1,r2
a (dw)w(r1) =

aΛຬͨ͢Cr1,r2্ͷ1ݩ࣍Wienerଌͱ͢Δɽ
ΛRͷ։ू߹ͱ͠ɼ2ۂઢ g±[λ] : [0, T ] → R
ͱ൚ؔ F[λ] : C0,T → R  λ ∈ Λʹґଘ͠ɼ
ͦΕͧΕ࣍ͷԾఆΛຬͨ͢ͷͱ͢Δɽ

[g1] ֤ λ ∈ Λʹର͠ɼҎԼཱ͕ɿ

g±[λ] ∈ W 1,2+([0, T ]) :=
⋃

p>2

W 1,p([0, T ]),

g−[λ](t) < g+[λ](t), (t ∈ [0, T ]).

[g2] ֤ t ∈ [0, T ]ʹର͠ɼg±[·](t) := {g±[λ](t)}λ∈Λ
C1(Λ)ͷݩͰɼ֤ λ ∈ Λʹର͠ ∂

∂λg
±
[λ] :=

{ ∂
∂λg

±
[λ](t)}t∈[0,T ] W 1,2+([0, T ])ͷݩɽ

[F1] ֤w ∈ C0,Tʹର͠ɼF[·](w) := {F[λ](w)}λ∈Λ
 C1(Λ)ͷݩɽ
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[F2] ֤λ ∈ Λʹର͠ɼF[λ](·)ٴͼ ∂
∂λF[λ](·)

C0,T Ͱఆٛ͞Εͨ༗ք࿈ଓؔɽ

Ҏ্ͷલఏ݅ͷԼͰɼ্Լ ઢۂ2 g±[λ] ͷؒ
ͷܦ࿏ʹ੍͞ݶΕͨWiener൚ؔੵʹର͠ɼ
ཱ͕͢Δͷඍ࿈࣍ [1], [2]ɽ

ఆཧ 1 a ∈
⋂

λ∈Λ(g
−
[λ](0), g

+
[λ](0)) ͱ͢Δɽ

Φa(λ) :=

∫

C0,T ⟨g−[λ],g
+
[λ]⟩

F[λ](w)P
0,T
a (dw)

 λ ∈ Λʹؔͯ͠ඍՄͰ͋Γɼ

∂

∂λ
Φa(λ) = Ia(λ) +B+

a (λ)−B−
a (λ), (6)

͕֤ λ ∈ ΛͰཱ͢Δɽୠ͠ɼ

Ia(λ) =

∫

C0,T ⟨g−[λ],g
+
[λ]⟩

∂

∂λ
F[λ](w)P

0,T
a (dw),

B±
a (λ) =

∫ T

0

∂

∂λ
g±[λ](r)ν

±
a (r)

× Er,±
a [F[λ](w|[0,r], w|[r,T ])]dr,

Ͱ͋ΓɼB±
a (λ)ͷӈลͷEr,±

a ඪຊ࿏

w = (w|[0,r], w|[r,T ]) ∈ C0,r × Cr,T

ʹର͢Δੵ֬ଌ

P 0,r

a,g±[λ](r);g
−
[λ],g

+
[λ]

(·)⊗ P r,T

g±[λ](r);g
−
[λ],g

+
[λ]

(·) (7)

ͷԼͰͷ F[λ](w) = F[λ](w|[0,r], w|[r,T ]) ͷظ
Λද͢ͷͱ͢Δɽ·ͨɼ֤ r ∈ (0, T )ʹର
͠ ν±a (r)ҎԼͰఆٛ͢Δɽ

ν±a (r) :=
1

2
p(r, a, g±[λ](r)) (8)

× c̄0,r|a−g±[λ](0)|,0;±
(g±[λ]) d̄

r,T
± (g±[λ])

× P 0,r

a,g±[λ](r);g
±
[λ],±

(C0,r
∓ ⟨g∓[λ]⟩)

× P r,T

g±[λ](r);g
±
[λ],±

(Cr,T
∓ ⟨g∓[λ]⟩).

ͳ͓ɼ(7)ࣜୈ 1߲ P 0,r

a,g±[λ](r);g
−
[λ],g

+
[λ]

(·)ɼ

྆ݻఆ݅ɿw(0) = a, w(r) = g±[λ](r)

Λຬͨ͠ɼ[0, r]্Ͱ ઢۂ2 g±[λ] ͷؒΛಈ͘Α
͏͚݅ΒΕͨ 3 ݩ࣍ Bessel bridge w =

{w(t)}t∈[0,r]͕ఆΊΔ C0,r্ͷ֬ଌͰ͋Δ

[3]ɽҰํɼ(7)ࣜͷୈ2߲P r,T

g±[λ](r);g
−
[λ],g

+
[λ]

(·)ɼ

ยଆݻఆ݅ɿw(r) = g±[λ](r)

Λຬͨ͠ɼ[r, T ]্Ͱ ઢۂ2 g±[λ]ͷؒΛಈ͘Α͏
͚݅ͨBrownian meander w = {w(t)}t∈[r,T ]

͕ఆΊΔ Cr,T ্ͷ֬ଌͰ͋Δ [3]ɽ

P 0,r

a,g−[λ](r);g
−
[λ],g

+
[λ]

(·)⊗ P r,T

g−[λ](r);g
−
[λ],g

+
[λ]

(·)

ͷԼͰͷඪຊ࿏ w = (w|[0,r], w|[r,T ])ͱ ઢۂ2
g±[λ]ͷ֓೦ਤਤ 1ͷ௨ΓͰ͋Δɽ͜ͷਤ͔Βɼ

ඪຊ࿏ w ۠ؒ [0, T ]্Ͱ ઢۂ2 g±[λ] ͷؒΛ

ಈ͖ɼࠁ࣌ r ͰҰ͚ͩԼํۂઢ g−[λ] ʹ౸ୡ

͢Δ༷͕ࢠ͔Δɽ·ͨ (8)ࣜͷ ν±a (r)ɼλ

ͷॠؒతมԽʹ͍ (7)ࣜʹै͏ඪຊ࿏ w =

(w|[0,r], w|[r,T ]) Φʔμʔͷແ࣍Δʮ1͢ݱ࣮͕
খ֬ʯͱղऍͰ͖Δɽݶ

ਤ 1. P 0,r

a,g−
[λ]

(r);g−
[λ]

,g+
[λ]

(·) ⊗ P r,T

g−
[λ]

(r);g−
[λ]

,g+
[λ]

(·) ͷԼͰͷ

ඪຊ࿏ w = (w|[0,r], w|[r,T ])ͱ ઢۂ2 g±[λ] ͷ֓೦ਤ

ँࣙ ຊڀݚɼެӹஂࡒ๏ਓ શֶߦۜࠃज़
ͷॿΛड͚ͨɽஂࡒڵৼڀݚ

ݙจߟࢀ
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数学は社会の至るところに存在します。数学

と製鉄業という一見意外な組み合わせのなか

にも、数学を必要とする場面が多数あります。 

数学は社会の至るところに存在します。数学

と製鉄業という一見意外な組み合わせのなか

にも、数学を必要とする場面が多数あります。 

例えば、図１に示す高炉を事例に考えます。

図 1-1の高炉は、高さが約３５ｍ、内径が約１

５ｍの巨大な反応容器で、焼結鉱とコークスを

化学反応させて、溶銑と呼ばれる約１５００℃

の溶けた鉄をとりだす工程です。高炉では、内

部の状態を知りたいが直接計測が困難なため、

炉底の煉瓦に埋設された熱電対の温度挙動が、

非定常熱伝導方程式の解に可能な限り合致す

るように、煉瓦内面の伝熱状態を推定していま

す。ここでは、計測された結果から、その原因

を特定する「逆問題」という数学手法を使いま

す。熱電対で計測された図 1-2の煉瓦温度の時

系列データから、溶銑から煉瓦内壁面に流入す

る熱流束を計算すると、図 1-3に示すように温

度計測値を見ているだけでは識別困難な熱流

束の変動量の差異が現れます。図 1-2の温度計

測値は、通常、煉瓦を保護している凝固相が溶

解し煉瓦温度が上昇したため、高炉への空気供

給を止め溶銑の製㐀を約1日間休止する「休風」

という操作を何度も繰り返すことで、凝固相が

安定的に再生成するようになった過程を示す

貴重なデータです。グラフの破線が休風を実施

したタイミングを示します。休風という系に与

える外的刺激と熱流束の変動量の大きさの組

み合わせが、系の安定性を示す重要な指標にな

ることが判っています[1]。 

 高炉の伝熱逆問題で当初、変分法を主体とす

る工学的手法[2]を使用していました。工学的手

法では、変分法を採用しており、初期条件は既

知であることが前提になっています。しかし、

高炉煉瓦内部の全体の温度分布は計測されて

いないため、適当に初期温度分布を設定し、設

定した温度分布の不確かさに起因する計算誤 

差が熱拡散の効果で無視できる時間を経験的 

 

に判定し、それ以降の計算結果を採用していま

した。一方、数学的手法では、放物型偏微分方

程式の初期条件と片側のノイマン型境界条件

が未知で、もう一方の境界条件としてノイマン

型およびディリクレ型境界条件の双方が、計測

で与えられることを前提に、数学解析を行いま

す。これにより、２種類の計測情報と２種類の

未知変数の因果関係の数理的構㐀が明確にな

っているのが判ります [3]。 

上述したことは、高炉の伝熱逆問題という具

体的な課題に対し、数学を使い、抽象的枠組み

のなかで問題をとらえることで、問題の根源を

明らかにできることを示しています。これによ

り、高炉の伝熱逆問題という個別化された課題

が、「温度と熱流束の時間変化を同時計測する

ことで材料内部の温度情報を推定する技術」と

して、工学的手法の技術概念を再構築すること

ができました。この技術概念は、赤外線サーモ

グラフィーを使った装置材料の非破壊診断技

術に適用できます。赤外線サーモグラフィーと

は、赤外線素子を用いて物体の表面温度分布を

計測し画像化する装置で、産業界、医療現場等、

さまざまな分野で使われており、近年、注目を

集めている技術です。 

図２は、数学者と企業研究者との課題解決型

の連携で実績をあげてきたひとつのスタイル

を示しています[4]。個々の数学者の才能を最大

限発揮できるように、ひとつの課題に対し、複

数のタスクフォースチームを並行して走らせ、

各々の課題の性格に応じて、数学者のメンバー

を柔軟に編成します。この連携の場は、課題解

決だけでなく人材育成の役割を担っており、す

べての中心にフィードバックが機能するコミ

ュニケーションの場があります。現象の解釈方

法、数学的なものの考え方、数学モデルの妥当

性検証および精度検証等、さまざまな視点から

のフィードバックを経て、数学モデルが完成し

ます。数学モデルは、数学と製㐀現場のインタ

ーフェースの役割を担います。ここで、企業の

課題解決のための数学モデルとは、製㐀現場で
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起こっている現象の本質を、数学的に解釈する

一連の「ものの考え方」の手続きであるといえ

ます。既存の数学手法を単に持ってくるのでは

なく、数学者と企業研究者による議論を通じた

共同の成果物であり、企業の課題解決に繋がる

だけでなく、数学的にも新しい発見が生まれま

す。数学モデルの開発を通じ、数学者と企業研

究者の相互理解が深まり、信頼関係ができあが

るなか、数学者、企業人の双方の新たな才能が

開花し、数学と社会のハブとなる人材が育って

いくことを目指しています。 

また、数学モデルは、現象理解の道標になり、

関係者間での課題認識と情報共有を促し、課題

解解決の多様なアイデアを引き出す役割を果

たします。実際の現象を扱っている製㐀現場の

人たちとモデルを共有し、共同で進化させてい

くことが、限られた時間のなかで最善の解を見

出す方法だと考えています。そのためには、現

象の本質を捉えているだけでなく、判り易さが

モデルに求められ、数学活用の手腕が問われる

ところです。具体的な課題を普遍的なものに置

き換え考えるという数学的思考の利点を現実

世界で最大限発揮できるよう、 (1)数学により

抽象化した枠組みのなかで現実世界の問題を

とらえ問題の根源を明らかにすること、(2)数

学により構築した枠組みをもとに既存の技術

概念の再構築を図ること、(3)技術の出口をつ

くり技術の製㐀現場や社会への浸透を図りイ

ノベーションに繋げること、これらが数学をコ

アにした課題解決型の連携の目指すものであ

るといえます。 

2018年４月に、日本製鉄株式会社の出資によ

り、東京大学大学院数科学研究科に社会連携講

座「データサイエンスにおける数学イノベーシ

ョン」を開設しました。データサイエンスに焦

点をあて、数学との関わりを明確にしながら、 

データ解析に関する数学理論の体系構築行う

ことを目標としています。同社会連携講座では、

①既存の数学理論を背景に、産業ニーズに適合

する新規手法を開発し、迅㏿な問題解決に導く

共同研究と、②３年先以降の問題解決を想定し、

世の中に無い理論を創出するための数学の問

題設定を行い、一見応用とは無縁に思える純粋

数学専攻の学生と若手教員が、実世界の問題に

興味をもち、数学の専攻分野を超えた議論を行

うととともに、諸科学・産業との連携を担える

若手数学者の人材育成を目的とした 教育研究

に取り組んでいます。 

数学は普遍的であるがゆえに、個別の現象や

データに依存せずとも理論が成立し、中立を保

つことができます。この中立性こそ、数学がイ

ノベーションの源泉として、諸科学、工学、産

業界に対し、Give & Givenの課題解決型の新た

な連携スタイルを構築できる大きな強みにな

るはずです。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図1. 高炉への伝熱逆問題手法の適用事例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図２ 数学者と企業研究者の連携スタイル 
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1 ֓ཁ-ͷఆࣜԽͱओ݁Ռ

V ΛΒ͔ͳෳૉࣹӨଟ༷ମͱ͢ΔɻV

ࣗવʹίϯύΫτෳૉଟ༷ମͰ͋Δ͕ɺٯʹ
ෳૉࣹӨۭؒPN ʹด෦ଟ༷ମͱͯ͠ຒΊࠐ
Ή͜ͱͷͰ͖Δෳૉଟ༷ମɺΒ͔ͳෳૉࣹ
Өଟ༷ମͰ͋ΔʢChowͷఆཧʣɻΓɺ
ChowͷఆཧʹΑΓɺV ͷ༗ཧࣗ૾ࣸݾશମ
Bir (V શମAut૾ࣸݾͼਖ਼ଇࣗٴ( (V ) V

ΛίϯύΫτෳૉଟ༷ମͱͨݟͱ͖ͷ༗ཧܕ
ࣸ૾શମٴͼਖ਼ଇࣸ૾ͱҰக͠ɺࣸ૾ͷ߹
Λͳ͢ɻ܈ͯؔ͠ʹ
ਖ਼ଇࣸ૾ f ʹͦͷάϥϑ Γf ΛରԠͤ͞Δ

͜ͱͰɺAut (V ) V × V ͷด෦ଟ༷ମશ
ମͷͳ͢εΩʔϜ Hilb (V × V )ͷ෦ू߹ͱ
ΈͳͤɺV ͷࣗݾಉ܈ܕAut (V )શମʹࣗવ
ͳہॴωʔλʔͳߏ܈͕ೖΔɻͦͷݩ࣍
ɺV ͷେҬతਖ਼ଇϕΫτϧશମH0(V, TV )

ͷݩ࣍ͱҰக͢ΔɻH0(V, TV ) = {0}Ͱ͋Δͱ
͖ɺAut (V )ࢄతͰ͋Δͱ͍͏ɻAut (V )

͕ࢄతͰͳ͚ΕɺAut (V )༗ݶੜ܈ʹ
ͳΓ͑ͳ͍ɻ

 1 Aut (V )ࢄతͳΒɺ༗ݶੜ͔ʁ
ɹΑΓҰൠʹɺ܈Aut (V )/Aut0 (V )༗ݶ
ੜ͔ʁ

ࣗવ͔ͭجຊతͳͰ͋Δ͕ɺҙ֎ʹ൱
ఆత݁Ռ͕͑ΒΕͨͷ͜͜ͷ͜ͱͰ͋Δ
([1])ɻຊߨԋͷओఆཧ࣍Ͱ͋ΓɺDinhࢯͱ
ͷڞಉڀݚ ɿͮ͘جʹ[2]

ఆཧ 2 ҙͷ n ≥ 2ʹର͠ɺAut (V )͕
ࢄత͔ͭඇ༗ݶੜͰ͋ΔΒ͔ͳnݩ࣍ෳ
ૉࣹӨଟ༷ମ V ͕͋Δɻ

Lesieutreࢯͷ݁Ռ [1]ɺn = 6ͷ߹ͷ݁ՌͰ
͋Γɺ 1ͷ࠷ॳͷྫͰ͋ΔɻLesieutre

ͱશ͘ҟͳΔɻߏզʑͷߏͷࢯ

2 ଘͷ݁Ռط

V Λnݩ࣍ͷΒ͔ͳࣹӨଟ༷ମͱ͢Δɻ
Ω1
V Λ V ͷਖ਼ଇ༨ଋʢV ͷਖ਼ଇଋ TV ͷ
ରଋʣͱ͢ΔɻKV = ∧nΩ1

V ͱఆΊ V ͷඪ४ଋ
ͱ͍͏ɻ·ͨɺmKV = K⊗m

V ʢmਖ਼ʣͱ

ॻ͖ɺmॏඪ४ଋͱ͍͏ɻmॏඪ४ଋز
Կֶʹ͓͍ͯͬͱେͳઢଋͰ͋ΔɻV

ͷࣗݾಉܕҾ͖͠ʹΑΓɺେҬஅͷͳ͢
ෳૉϕΫτϧۭؒH0(V,Ω1

V ), H
0(V,mKV )ʹ

ࣗવʹʢมʣ࡞༻͢ΔɻΑΓ͘ڧɺV ͷࣗݾ
༗ཧ૾ࣸܕɺH0(V,Ω1

V ), H
0(V,mKV )ʹ

ม࡞༻͢Δɻ࣍ʢDeligneͷఆཧʣඇৗʹ
༗༻ͳఆཧͰ͋Δʢ[2])ɿ͔ͭྗڧ

ఆཧ 3 Β͔ͳෳૉࣹӨଟ༷ମ V ʹର͠ɺ

|Im(ρm : Bir (V ) → GL(H0(V,mKV )))| < ∞

ಛʹɺઢܥܗ |mKV |(m͋Δਖ਼ʣ͕ V ͷ
૾ͷ༗ཧࣸ૾ʹͳΔͳΒɺBir (V )༗
Ͱ͋Δɻ܈ݶ

Өଟ༷ମίϯύΫτࣹݩ࣍Β͔ͳҰ
ϦʔϚϯ໘ʹଞͳΒͳ͍ɻ

ܥ 4 ίϯύΫτϦʔϚϯ໘ V ʹର͠ɺ 1

ߠఆతͰ͋Δɻಛʹɺఆཧ 2ݩ࣍ʹؔͯ͠
optimalͰ͋Δɻ

ূ໌ छ g = 0 ͷͱ͖ V = P1 Ͱ͋Γ
Aut (V ) = Aut0(V ) = PGL(2,C)Ͱ͋Δɻg =

1ͷͱ͖ɺV = C/Λ (Λ֊ 2ͷࢠ֨ࢄʣ
Ͱ͋ΓɺCͦͷෆมඃ෴Ͱ͋Δɻैͬͯɺ҆
ఆԽ܈Aut (C,Λ)ͷΛʹΑΔ܈ͱҰக͢Δɻ
۩ମతʹɺ܈C/Λ = V ʹΑΔ༗ݶ८ճ܈
ʹΑΔ֦େʹͳΓɺAut0(V ) = V ͔ͩΒɺ
Γਖ਼͍͠ɻg ≥ 2ͷ߹ɺఆཧ 3ʹΑΓɺ
Aut (V )༗܈ݶͰ͋Γɺࣗ໌ʹਖ਼͍͠ɻʢূ
໌ऴʣ
V ΛෳૉࣹӨۂ໘ʢΒ͔ͳ ෳૉࣹӨݩ࣍2

ଟ༷ମʣͱ͢ΔɻV ɺඪ४ଋ͕ࣗ໌Ͱʢෳૉ
ଟ༷ମͱͯ͠ʣ୯࿈݁Ͱ͋Δͱ͖ɺK3ۂ໘ͱ
͍͏ɻ·ͨɺK3ۂ໘ͷҐ̎ͷࣗ༝ΛΤϯ
Ϧέεۂ໘ͱ͍͏ɻP2ͱ༗ཧͰ͋Δͱ͖ɺV
Λ༗ཧۂ໘ͱ͍͏ɻ͕࣍ͳΓͨͭɻ

ఆཧ 5 V ΛෳૉࣹӨۂ໘ͱ͢Δɻ࣍ͷ߹Λ
আ͍ͯɺ 1ߠఆతͰ͋ΔɻV ༗ཧۂ໘ɺ
͋Δ͍ɺK3ۂ໘ͱ༗ཧͳۃখͰͳ͍ۂ໘ɺ
͋Δ͍ΤϯϦέεۂ໘ͱ༗ཧͳۃখͰͳ͍
͕ަݾখͰͳ͍ͱɺࣗۃ໘ɻ͜͜Ͱɺۂ
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−1Ͱ͋ΔP1ʢୈҰछྫ֎ۂઢʣΛ༗͢Δ͜ͱ
Λ͍͏ɻ

ʢূ໌ͷ͋Β͢͡ʣۂ໘ͷྨఆཧɺϗοδࢦ
ఆཧͱఆཧ 3Λ༻͍ͯɺܥ 4ͱಉ༷ͷํ͑ߟ
Ͱূ໌͢ΔɻK3ۂ໘ɺΤϯϦέεۂ໘ɺΞʔ
ϕϧۂ໘ͷ߹ʹ͞ΒʹτϨϦܕఆཧΛ༻͍
ͯɺQ্ఆٛ͞Εͨ܈ͷࢉज़෦܈ͷ༗ݶ
ੜੑ (Borel-Harish-Chandraͷఆཧ)ʹؼண
ͤ͞Δɻ

ܥ 6 Aut (V )͕ࢄత͔ͭඇ༗ݶੜͰ͋Δ
ࣹӨۂ໘ V ͕͋Εɺҙͷ n ≥ 2ʹର
͠ɺAut (W )͕ࢄత͔ͭඇ༗ݶੜͰ͋Δ
Β͔ͳ nݩ࣍ෳૉࣹӨଟ༷ମW ͕͋Δɻ

ূ໌ n ≥ 3ͱ͢ΔɻX Λ KX ͕ࣹӨຒΊࠐ
ΈΛ༩͑ΔΒ͔ͳ n− Өଟ༷ମࣹݩ࣍2
ͱ͢Δɻྫ͑ɺΒ͔ͳۂ໘ ⊂ Pn−1Ͱ࣍
ͷ͍ߴͷΛͱΔɻ͜ͷͱ͖W = X ×V 
શཁΛΈͨ͢ɻԿނͳΒɺఆཧ 5ͷ V ͷه
ड़͔ΒɺࣹӨW → X Aut (W )-ෆมͱΘ͔
ΔɻैͬͯɺࣹX → Aut (V )͕Ͱ͖Δ͕ɺޙ
ऀࢄత͔ͩΒɺ͜Εࣗ໌ͳࣹͰ͋Δɻނ
ʹɺAut (W ) = Aut (X)× Aut (V )Ͱ͋Δ͕ɺ
ఆཧ 3ΑΓɺAut (X)༗͔ͩ܈ݶΒͰ͋Δɻ
ʢূ໌ऴʣ
ैͬͯɺओఆཧۂ໘ͷ߹ʹؼண͞Εͨɻ

3 ͷΞΠσΞߏ໘ͷ߹ͷۂ

زԿֶతʹࣗવʹදΕΔ܈ͷதͰɺ࠷
୯७ͳ (Մࢉʣඇ༗ݶੜ܈Ͱ͋ΔͱࢥΘΕΔ
ணͤ͞Δɻͦͷূ໌ࣗ໌Ͱ͋Ζ͏ɻؼʹ࣍

ิ 7 p ∈ P1ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ
{g ∈ Aut (P1) | g(P ) = P, g∗|TP1,P = id} =

(C,+)

Ͱ͋Γɺͦ ͷՃ๏෦܈ ⟨2n |n ∈ Z⟩ ⊂ (C,+)

ඇ༗ݶੜ܈Ͱ͋Δɻ

S Λ K3ۂ໘ͰɺP ⊂ C = P1 ⊂ S Ͱ͋Δ
ͷͱ͢ΔɻҎԼAut (S,W1)W1 ⊂ Sͷ҆
ఆԽ෦܈ɺAut (S,W1,W2) = Aut (S,W1)∩
Aut (S,W2)ͳͲͱ͢Δɻ࣍ΛԾఆ͢Δ:

Ծఆ 8 Aut (S, P ) = Aut, (S,C, P ).

͜ͷͱ͖ɺS Λ P Ͱരൃͤͨ͞ۂ໘Λ S1,

ઢۂ֎ྫ EP (⊂ S1) ্ͷ 3  Q1, Q2, Q3 Ͱ
S1 Λരൃͤͨ͞ۂ໘Λ S2 ͱ͢Δɻߏ͔Β,

Aut (S2) = {g ∈ Aut (S, P ) | g∗|TS,P = α(g)id}
(α(g) ∈ C×)ͱΘ͔Δɻఆཧ3ΑΓɺG := {g ∈

Aut (S, P ) | g∗|TX,P = id}ɺAut (S2)ͷࢦ
༗ݶ෦܈Ͱ͋Γɺf ,→ f |Cɺ܈४ಉ૾ࣸܕ
ϕ : G → (C,+)ΛఆΊΔɻ

Ծఆ 9 ⟨2n|n ∈ Z⟩ ⊂ ϕ(G).

͜ͷͱ͖Gඇ༗ݶੜͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢ɻ
G͕༗ݶੜͰ͋Ε ϕ(G) ⊂ (C,+)༗ݶ
ੜͰ͋Δɻϕ(G) ⊂ (C,+)͔ͩΒɺϕ(G)
Ξʔϕϧ܈Ͱ͋Δɻނʹɺͦͷ෦܈͢
ͯ༗ݶੜͰ͋Δɻ͜ΕɺԾఆ 9ΑΓɺϕ(G)

͕ඇ༗ੑݶ෦܈ ⟨2n|n ∈ Z⟩ΛؚΉ͜ͱʹ
͢ΔɻGඇ༗ݶੜ͔ͩΒɺGΛ༗ࢦݶ෦
܈ʹͭAut (S2)ඇ༗ݶੜͱͳΔɻ
A = C2/ΛΛ τʔϥεͰࣹӨతͰ͋ݩ࣍2

Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺۂ໘A/⟨−1A⟩ 16
ಛҟΛ͕ͭ࣋ɺͦͷۃখಛҟղফKm(A)

ΫϯϚʔۂ໘ͱݺΕΔK3ۂ໘ʹͳΔɻ࣍
([2])ʹΑΓɺओఆཧͷূ໌͕͢Δɻ

ఆཧ 10 EΛ y2 = x(x− 1)(x− 2)Ͱఆٛ͞Ε
ΔପԁۂઢɺF Λ E ͱಉछͰͳ͍ପԁۂઢͱ
͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺS = Km(E ×F )Ծఆ 8, 9

ΛͱʹΈͨ͢ P ∈ C = P1 ⊂ SΛͭɻ

ఆཧ 10ͷূ໌ [2]ɺߋͳΔਐలɺ[4], [5]Λ
র͍ͯͩ͘͠͞ɻࢀ
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1 ং

ํఔࣜಈํఔࣜͳͲͷؒ࣌Ҭʹ͓͚Δ
Λѻ͏ղ๏ͱͯ͠ɼۙ space-time

๏ͱݺΕΔํ๏͕Μʹ͞ڀݚΕ͍ͯΔ [1]ɽ
space-time ๏Ͱํؒ࣌Λۭؒ࠲ඪʹର͢
ΔՃͷ࣠ͷΑ͏ʹΈͳ͢͜ͱͰۭؒํͱ࣌
Ҭͱͯ͠ͷྖۭؒ࣌Λಉ༷ʹѻ͍ํؒ
ΊɼΑΓॊೈͳྖҬׂ͕Մͱͨ͏ߦԽΛࢄ
ͳΔ͜ͱ͔Β adaptive refinement ͕༗ޮͰ͋
Δͱ͑ߟΒΕ͍ͯΔɽຊจͰɼൃؒ࣌లʹ
͍ม͢ܗΔྖҬʹ͓͍ͯಈํఔࣜΛࢧํ
ఔࣜͱ͢Δ෦ Dirichlet Λରͱ͠ɼର
Ԡ͢ΔڥքੵํఔࣜΛ space-time ๏Λ༻͍
ͯతʹղ͘ํ๏ʹ͍ͭͯड़Δɽ

2 ಈํఔࣜ

ຊઅͰɼຊจͰѻ͏ʹ͍ͭͯड़ɼ
ͦͷੵදݱʹΑΔఆࣜԽΛ͏ߦɽ
ࠁ࣌ t ʹґଘ͢Δ ͷ୯࿈݁ྖ্ۭؒݩ࣍1

ҬΛ Ω(t) ⊂ R ɼͦͷڥքΛ Γ(t)ͱ͠ɼQ =

Ω(t) × (0, T ),Σ = Γ(t) × (0, T ) ͱ͢Δɽຊ
จͰ؆୯ͷͨΊɼΩ(t) = (0, L + αt), L >

0, 0 < α < 1ͱ͠ɼ{x = 0} × (0, T ), {x =

L+ αt}× (0, T ) ΛͦΕͧΕ ΣL,ΣR ͱද͢͜
ͱͱ͢ΔɽQ ʹ͓͚Δಈํఔࣜ

∂2u

∂t2
(x, t)− ∂2u

∂x2
(x, t) = 0, (1)

Dirichlet ݅ظք͓݅Αͼॳڥ

u(x, t) = ū(x, t), (x, t) ∈ Γ(t)× (0, T ) (2)

u(x, 0) =
∂u

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ Ω(0) (3)

Λຬͨؔ͢ u(x, t) ΛٻΊΔΛ͑ߟΔɽ
͜͜ʹ ū ༩͑ΒΕͨؔͱ͢Δɽ͜ͷ
ʹରԠ͢Δڥքੵํఔࣜ
∫

Σ
G(x− y, t− τ)q(y, τ)dSy,τ

=
1

2
u(x, t) +

∫

Σ

(
∂G

∂y
(x− y, t− τ)ny(y, τ)

−∂G

∂τ
(x− y, t− τ)nτ (y, τ)

)
u(y, τ)dSy,τ (4)

Ͱ༩͑ΒΕΔɽͨͩ͠ɼG ಈํఔࣜݩ࣍1
ͷؒ࣌Ҭͷجຊղɼq(y, τ) = ny(y, τ)

∂u
∂y (y, τ)−

nτ (y, τ)
∂u
∂τ (y, τ)Ͱ͋Γɼny(y, τ), nτ (y, τ)ͦ

ΕͧΕੵ (y, τ) ∈ Σ Ͱͷ Q ʹର͢Δ֎
͖୯Ґ๏ઢϕΫτϧͷ x ͱ t Ͱ͋Δɽ
Ұൠʹಈํఔࣜʹର͢Δؒ࣌Ҭੵํఔࣜ

(4) ҆ఆੑ͕อূ͞Εͳ͍͜ͱ͕ΒΕ͍ͯ
Δ [2] ɽͦ͜Ͱࣜ (4) Λม͠ܗɼ҆ఆͳੵํ
ఔࣜΛಋग़͢Δɽࣜ (4) ͷ֤ϙςϯγϟϧΛ
t Ͱඍ͢Δͱɼ

Ṡf =

∫

Σ

∂G

∂t
(x− y, t− τ)f(y, τ)dSy,τ (5)

Df =
1

2
f(x, t) +

(∫

ΣL

+

√
1 + α2

1− α

∫

ΣR

)

×f(y, τ)

(
∂G

∂y
(x− y, t− τ)ny(y, τ)

−∂G

∂τ
(x− y, t− τ)nτ (y, τ)

)
dSy,τ (6)

Ͱఆٛ͞ΕΔੵ࡞༻ૉ Ṡ,D Λ༻͍ͯ

Ṡq = D ∂u

∂m
(7)

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖ɼࣜ (7) ҆ఆͰ͋Δ͜ͱ͕
ΒΕ͍ͯΔ [2]ɽͨͩ͠ ∂f

∂m ؔ f ͷ Σ

্ͰͷઢඍͰ͋Δɽ

3 space-time ๏ʹΑΔࢄԽ

ຊઅͰɼspace-time๏Λ༻͍ͨࣜ (7)ͷ
Λ࣠ؒ࣌ʹඪ࠲ͷۭؒݩ࣍Խͷํ๏Λࣔ͢ɽ1ࢄ
Ճͨ͠ ͷྖҬۭؒݩ࣍2 Q ͷڥք Σ Λద
ͳϝογϡʹΑΓۙ͢ࣅΔɽ࣍ʹ͜ͷϝογϡ
্Ͱఆٛ͞ΕΔ۠Ұఆجఈ φi Ͱؔ q, ∂u

∂m

Λల։͠, Galerkin ๏Λ༻͍Δ͜ͱͰɼ
N∑

j=1

qj
∫

Σ
φiṠφjdSxt =

N∑

j=1

vj
∫

Σ
φiDφjdSxt (8)

ΛಘΔɽ͜͜Ͱࣜ (8) ʹΕΔੵΛղੳతݱʹ
Δ͜ͱͰɼࣜ͢ࢉܭ (8) ͷํఔࣜ n× n

ྻߦ Ṡij , Dij Λ༻͍ͯ

N∑

j=1

Ṡijq
j =

N∑

j=1

Dijv
j (9)
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ਤ 1. ׂ N ʹର͢Δ૬ରࠩޡ ε(q)

ͱઢํܗఔࣜͷܗͰॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖ɼ͜ΕΛղ
͘͜ͱͰະؔ q ΛతʹٻΊΔ͜ͱ͕
Ͱ͖Δɽ

4 ࢉܭ

͜ͷઅͰલઅͷ݁ՌΛݩʹࢉܭΛ͍ߦɼ
ͦͷ݁ՌΛࣔ͢ɽ
L = 1,α = 0.2 ͱ͠ɼ Dirichlet ք݅ڥ

ū(0, t) =

{
1− cos(t− 1) (t > 1)

0 (t ≤ 1)

ū(1 + 0.2t, t) = 1− cos(1.2t) (t > 0)

(10)

Λ༩͑Δɽ͜ͷͱ͖ͷղੳղ

u∗(x, t) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1− cos(t+ x− 1)

(t+ x− 1 ≥ 0)

0 (t+ x− 1 < 0)

(11)

Ͱ͋Δɽ͜ΕΛ t ∈ (0, 10) ͷൣғͰࣜ (9) Λ
༻͍ͯղ͖ɼతʹಘΒΕͨ qi ʹରͯ͠૬
ରࠩޡͷࢦඪͱͯ͠

ε(q) =

√∑N
i=1 (q

i − q∗(xi, ti))
2

√∑N
i=1 q

∗(xi, ti)
2

(12)

Λ༻͍ͯධՁͨ͠ɽͨͩ͠ q∗(x, t) = nx
∂u∗

∂x −
nt

∂u∗

∂t Ͱ͋Δɽ·ͨɼΣL ͱ ΣR ͷׂΛͦ
ΕͧΕ NL, NR ͱද͢ɽ
͡Ίʹͯ͢ͷڥքΛҰ༷ͳࠁؒ࣌ΈͰ

ׂͨ͠߹ͷ݁ՌΛࣔ͢ɽNL = NR = N ′ ͱ
͠ɼ N ′ = 2k, k = 0, · · · , 9 ͷ 10௨Γͷׂ
ʹରͯ͠૬ରࠩޡΛ݁ͨ͠ࢉܭՌΛਤ 1 ʹࣔ
͢ɽྖҬͷมܗΛ͏ʹରͯ͠ɼׂ
ͷ૿Ճʹͬͯ૬ରݮ͕ࠩޡগ͍ͯ͠Δ͜ͱ͕
֬ೝͰ͖Δɽ
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ਤ 2. ෆۉҰͳϝογϡʢࠨʣͱҰ༷ͳϝογϡʢӈʣ

ද 1. ෆۉҰͳϝογϡͱҰ༷ͳϝογϡΛ༻͍ͨ߹ͷ
૬ରࠩޡ

mesh type ε(q)

non-uniform 1.3895× 10−3

uniform 6.5374× 10−3

Έ͕ҰఆͰͳ͍ࠁؒ࣌քΛׂ͢Δڥɼʹ࣍
߹ͷ݁ՌΛࣔ͢ɽ|∂ū∂t | ͷେ͖͍෦͕͍͔ࡉ
ׂʹͳΔΑ͏ͳෆۉҰͳϝογϡͱɼׂ͕
ಉ͡Ͱ֤ڥքͰࠁΈ෯͕Ұ༷ͳϝογϡʹର
ͯ͠ࢉܭΛͨͬߦɽ2ͭͷϝογϡΛਤ 2ʹ
ࣔ͢ɽ͜ͷͱ͖ͷׂ NL = 60, NR = 79

Ͱ͋Δɽ͜ͷ 2ͭͷϝογϡʹΑΔ૬ରࠩޡΛ
༗ޮࣈ 5ܻͰද 1 ʹࣔ͢ɽෆۉҰͳϝογϡ
Λ༻͍ͯ҆ఆʹࢉܭΛ͜͏ߦͱ͕Ͱ͖ɼҰ
༷ͳϝογϡΛ༻ͨ͠߹ΑΓਫ਼͕ྑ͘
ͳ͍ͬͯΔ͜ͱ͕֬ೝͰ͖Δɽ

5 ݁

ຊจͰ Ҭʹ͓͚Δಈํఔࣜͷྖݩ࣍1
෦ Dirichlet ʹରͯ͠ space-time քڥ
ཁૉ๏ʹΑΔࢉܭΛͨͬߦɽͦͷ݁Ռɼྖ
ҬͷมܗΛ͏ʹରͯ҆͠ఆʹղΛಘΔ
͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ
ʹͷ՝ͱͯ͠ɼ҆ఆੑͷղੳฒྻԽޙࠓ
ΑΔؒ࣌ࢉܭͷॖɼैདྷతͳํ๏ͱͷ࣌ࢉܭ
ؒͷൺֱ͕͛ڍΒΕΔɽ·ͨɼଟݩ࣍ͷಈํ
ఔࣜΛࢧํఔࣜͱ͢Δͷ space-time

ͷ՝Ͱ͋Δɽޙࠓքཁૉ๏ͷద༻ڥ

ݙจߟࢀ
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Formulation variationnelle espace-temps

pour le calcul par potentiel retardé de
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2次元波動方程式の種々の時間域積分方程式による解法とその解の性質に
ついて
福原 美桜 1, 三澤 亮太 2, 新納 和樹 1, 西村 直志 1

1京大情報，2京大工
e-mail : nchml@i.kyoto-u.ac.jp

1 序
境界積分法による波動方程式の時間域解法に

は安定性に関する懸念があり，変分法の系統や，
Lubich の CQM を用いた解法には安定性の保
証のあるものもあるが，工学的に最も一般的な
時空の選点法を用いた解法の安定性は未だにあ
まりよく分かっていない (文献 [1]の文献 list参
照)．著者らは最近時間域の境界積分法の安定
性を周波数域の積分作用素と Sakurai-Sukiura

法を用いて判定する方法を提案した [1]．本報
では同じ方法を用いて，積分方程式の数値解の
挙動に関する情報が得られること，及び精度の
良い積分方程式を選択するための指針が得られ
ることを示す．

2 問題設定
D2 ⊂ R2を有界領域とし，その境界 Γ = ∂D2

は滑らかとする．また D1 = R2 \ D̄2 とし，n

をD1方向を向いた Γの単位法線ベクトルとす
る．次のDirichlet 問題を考える:

∆u− ∂2u

∂t2
= 0 in D1 × (t > 0)

u = −uinc on Γ× (t > 0)

u|t=0 =
∂u

∂t
|t=0 = 0 in D1

及び放射条件を満たす uを求める．ここに uinc

は与えられた関数であり，物理的には入射波を
表す．
この問題を解くための典型的な境界積分方程

式として次の 2つが考えられる．

u̇inc(x, t)− Ṡq(x, t) = 0 (1)

∂uinc

∂n
(x, t) + u̇inc(x, t)

− (DT )−q(x, t)− Ṡq(x, t) = 0 (2)

ここに，Sは基本解G(x, t) = 1/(2π
√

t2 − |x|2+)
を核関数とする 1重層ポテンシャルであり，̇は
時間微分，(DT )− は 1重層の法線微分の内側

極限，q(1重層密度)は未知関数である．式 (2)

は Burton-Miller の積分方程式と呼ばれる．
これらの積分方程式を選点法を用いて時間域

の境界積分法で解く場合，

f(t) =

∫ t

0
K(t− s)v(s) ds (3)

の形の方程式に帰着される．ここに，K は (1)，
(2)などの層ポテンシャルを空間方向にN 点の
選点法で離散化したときに現れる N × N 行
列値関数，f は uincによって定まるN -ベクト
ル値関数である．また，v は未知関数 qを空間
方向に離散化して得られるベクトル値関数で
ある．式 (3) を数値的に解くために，未知関数
v(s) を時間方向の補間函数 φ∆t(s) を用いて
v(s) ≈

∑

m

φ∆t(s − m∆t)vm (vm ∈ RN )と離

散化し，式 (3)を時刻 t = l∆t (l = 1, 2, · · · )に
対して書き下せば，vl に関する代数方程式が
得られる．ここに，φ∆t(t) は φ∆t(k∆t) = δk0
を満たす基底函数，δij は Kronecker のデルタ
である．これを，vl について逐次解けば式 (3)

の数値解が得られる．対応する斉次方程式が
vm = e−iΩm∆tv の形の非自明解を持つ条件か
ら，この算法の安定性は次の固有値問題と関連
づけられることがわかる: 次式を満たす非ゼロ
の解 v ∈ CN が存在するような Ω ∈ C を求
めよ:

0 =
∞∑

m=−∞

1

∆t
K̂(Ωm)φ̂∆t(Ωm) v (4)

ここに，Ωm = Ω− 2mπ
∆t であり，ˆ は時間に関

する Fourier変換を表す．考える算法は (4)のす
べての固有値 Ω(特性根と呼ぶ)が ImΩ ≤ 0を
満たすとき安定であり，ある特性根が ImΩ > 0

を満たすとき不安定である．式 (4)は周波数域
の非線形固有値問題であり，これを数値的に解
くためには一般には Sakurai-Sugiura Method

(SSM) に代表される周回積分に基づいた方法
が有効である．特に境界 Γが (単位)円の場合
には，角度方向の変数に対して Fourier級数を
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用いることによって，(4)の非線形固有値問題
は簡単になる．例えば (1)の場合，Ω は次式の
ゼロ点となる．

∑

m

iΩmH(1)
n (Ωm)Jn(Ωm)φ̂∆t(Ωm) (5)

ここに，n (|n| = 0, 1, 2, · · · )は Fourier級数の
次数，J，HはBessel関数，Hankel関数である．
上記が (4)の通常の使い方であるが，本報で

は (4)が精度の良い積分方程式を選ぶために有
用であることを示す．

3 数値実験
領域D1が単位円の外部であるとき，(1)，(2)

を入射波

uinc =

{
0 (t− x1 − t0 ≤ 0)
(t−x1−t0)2

t−x1−t0+4∆t (t− x1 − t0 > 0),

の下で解く．ここに，t0 = 1+2∆tである．時間
域の計算では空間方向に区分一定，時間方向に
区分線形の基底関数を用い，(1)，(2)の積分方
程式を時空共に選点法で離散化して解く．境界
の分割は 100 要素とし，時間増分は ∆t = 2π

100，
時間ステップ数は 1000とした．
図 1は考える問題の qの正解と，時間域の積

分方程式を解いて求めた結果を 10時間ステッ
プごとに境界の接点番号 (角度変数と次式で対
応; θ = −2π/100× (接点番号+1/2))の関数と
してプロットしたものである．
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図 1. Exact and numerical solutions of q vs point num-
ber.

図 1(b)，1(c)は，それぞれ (1)，(2)の解であ
り，図 1(a)に示した正解に比べると，それぞ

れジグザグ状のノイズが乗っている，時間依存
の定数だけずれている等の問題があることがわ
かる．
以上の問題が生ずる原因を理解するため，ま

ず，(5)より，(1)では全ての nに対してΩ = 0

が特性根であることに注目する．このことは，
メッシュ境界と波頭位置の不一致によって初期
に避けがたく発生する高波数の誤差がいつまで
も残ることを意味する．同様に，(2)ではn = 0

に対して Ω = 0が特性根であることがわかり，
誤差の一様成分が消滅しない傾向にあることが
理解される．
上記の問題を解消するために，修正された

Burton-Miller方程式

∂uinc

∂n
(x, t) + u̇inc(x, t) + αuinc(x, t)

= (DT )−q(x, t) + Ṡq(x, t) + αSq(x, t) (6)

を考える．ここに αは実定数である．これは
複素数の結合定数を持つ周波数域の Burton-

Miller 型積分方程式の時間域版と考えられる．
式 (6)ではΩ = 0は特性根ではないことが容易
に示される．また，紙面の都合上省略するが，
(6)の特性根を数値計算すると，確かに正の虚
部を持つものはないことが確認される．式 (6)

を解いた数値結果を図 1(d)に示す．この結果
は図 1(a)と比較すると非常に良好であること
がわかる．
なお，いくつかの標準的な積分方程式の数値

解の精度が悪化する現象は transmission 問題
においても現れ，やはり (4)に基づいた考察に
よって説明ができる．詳細は当日発表する．

謝辞 本研究は科学研究費 18H03251の助成を
受けている．
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1 ֓ཁ

Ϩʔμஅ໘ੵͷ֯ಛੑҟͳΔྭৼํ๏ʹ
ର͢ΔΞϨʔΞϯςφͷ์ࣹಛੑͳͲͷଟํ
͜͏ߦΛࢉܭཚ/์ࣹքͷࢄೖࣹքʹର͢Δ
ͱ͕͋Δɽి࣓քղੳʹ͓͍ͯ࠷Α͘༻
͍ΒΕΔղੳํ๏Ͱ͋ΔϞʔϝϯτ๏ քཁڥ)
ૉ๏)[1]Λ༻͍ͨ߹ɼ্هͷͷղੳʹ
ҎԼͷ 2௨Γ͕͑ߟΒΕΔɽ1ͭϒϩοΫ
෮๏Λ༻͍Δํ๏Ͱ͋Δ [2]ɽ֤ํͷೖࣹք
ຖʹղੳΛ͏ߦ௨ৗͷ෮๏ʹରͯ͠ऩଋੑ͕
վળ͢ΔՄੑ͕͋Δ͕ɼ1෮ลΓͷࢉܭί
ετ͕ํഒ͚ͩ૿େ͢Δ͕͋Δɽ͏
1ͭ CBFM (Characteristic Basis Function

Method)ͱݺΕΔํ๏Ͱ͋Δ [3]ɽCBFM
ྖҬׂܕͷϞʔϝϯτ๏ͷҰछͰɼׂ͞Ε
ͨඍখྖҬͷిྲྀ͔Βجఈؔ CBFΛੜ͢
ΔɽCBFʹΑΓࢄԽ͢Δ͜ͱͰɼϞʔϝϯ
τ๏ͰҰൠతʹ༻͍ΒΕΔRWG (Rao-Wilton-

Glisson)ؔ [4]ʹൺͯগͳ͍ະͰɼଟ
ಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͔͠͠ɼʹ࣌ͷղΛಉํ
ཚମ͕େ͖͘ͳΔͱඞཁͱͳΔࢄ CBFͷ͕
૿େ͠ɼະͷޮݮՌ͕ͳ͘ͳΔ͕͋
ΔɽຊߘͰɼ্هͷΛղܾ͢Δํ๏ͱ͠
ͯɼCBFMͱϒϩοΫ෮๏Λซ༻͢Δํ๏
ʹ͍ͭͯड़Δɽ

2 ϒϩοΫ෮๏Λ༻͍ͨCBFM

Ϟʔϝϯτ๏ʹ͓͍ͯɼੵํఔࣜΨϥʔ
Ωϯ๏Λ༻͍ͯҎԼͷΑ͏ʹද͞ΕΔ [1]ɽ

ZI = V (1)

͜͜ͰɼZ(∈ CN×N )N ࢼͷRWGؔΛݸ
ɼVྻߦల։ؔͱͨ͠ੵํఔࣜͷ/ߦ (∈
CN×S)ೖࣹքɼͦͯ͠ I ٻղ͞ΕΔిྲྀ
Λද͢ɽࣜ (1)ͷղੳʹϒϩοΫ෮๏͕༻
͍ΒΕΔɽ
ಉ͡Λʹ࣍ CBFMʹΑͬͯղ͘߹Λ

ք໘ΛಉαΠζͷྖҬͰڥཚମͷࢄΔɽ͑ߟ
M ɼྖҬࡍׂͨ͠ʹݸ iͷجఈؔͱͳΔ

CBFJ̃ (n)
i ҎԼͷ͔ࣜΒ͞ࢉܭΕΔ [5]ɽ

J̃ (n)
i = Z−1

ii

⎡

⎣Vi −
M∑

j ̸=i

Zij J̃
(n−1)
j

⎤

⎦ (2)

͜͜ͰɼZij(∈ CNi×Nj )ྖҬ i(ཁૉNi)ͱ
j(ཁૉNj)ͷ݁߹Λද͢ྻߦɼn෮
ճΛද͢ɽ·ͨɼVi(∈ CNi×NP)CBFੜ
ͷͨΊͷೖࣹքͰ͋Δɽ͜ͷೖࣹքNPݸͷ
ͷฏ໘ͷू߹Ͱ͋Γɼ௨ৗNPํ ≤ Sͱ
ͳΔɽຊߘͰɼಛҟղΛ༻͍ͯCBFJ̃ (n)

i

ΛަԽ͢Δ [3]ɽҎ߱ɼަԽޙͷCBFΛ Ji
ͱఆٛ͢Δɽ
CBF͔Βྻߦ ZCBF(= {< Ji, Zi,jJj >

}0≤i,j≤m−1)Λ͢ࢉܭΔ [3]ɽ͜͜Ͱɼ< A,B >

AͷෳૉڞAHͱBͷੵΛද͢ɽ͞ Βʹ
ྖҬ iͷೖࣹք V CBF(= {< Ji, Vi >}0≤i≤m−1)

Λ༻͍ͯ͞ࢉܭΕΔํྻߦఔࣜ

ZCBFICBF = V CBF (3)

͔Β ICBFΛٻղ͢Δ͜ͱͰɼࢄཚମ্ͷిྲྀ
I(= {ICBF

i Ji}0≤i≤m−1)͕ٻΊΒΕΔɽઌड़ͷ
௨ΓɼCBFͷ RWGؔʹରͯ͠ेগ
ͳ͍ͨΊɼࣜ (3)ͷٻղʹ๏Λ༻͍Δ͜ͱ
͕Ͱ͖Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼV ͕ෳͷೖࣹքͰ༩
͑ΒΕͯɼҰͷٻղͰଟํʹରԠͨ͠ి
ྲྀΛٻΊΔ͜ͱ͕ՄͱͳΔɽ
ैདྷ๏ʹ͓͍ͯɼେنͳղੳ΄ͲɼCBFੜ
ʹཁ͢Δฏ໘ͷೖࣹNP͕૿Ճ͢ΔͨΊɼ
ZCBFͷؒ࣌ࢉܭͱػࢉܭͷϝϞϦ༻ྔ͕
ͱͳΔɽ͜Ε {ZCBF

ij }i ̸=jZijΛϥϯΫ
ͰۙࣅͰ͖Δɼ͢ͳΘͪίϯύΫτͳΛྑ
͘දݱͰ͖ΔҰํɼϑϧϥϯΫͱͳΔಛҟతͳ
ZiiΛۙࣅతʹද͢͜ͱ͕ࠔͰ͋Δ͜ͱ
ͰɼNPΛ͋ΔҰఆߘҼ͢Δɽͦ͜Ͱຊىʹ
ʹݶఆ͠ɼࣜ (3)ͷํྻߦఔࣜΛॖখ͠ɼ͞
ΒʹϒϩοΫ෮๏Λ༻͍Δํ๏ΛఏҊ͢Δɽ
ࣜ (3)ͷٻղͰίϯύΫτͳʹର͢Δి
ྲྀͷಛੑΛٻΊΔͨΊʹར༻͢ΔɽຊղੳʹΑ
ΓಘΒΕͨిྲྀΛॳظͱͯ͠ɼ͞ΒʹRWG
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ͷݩ࣍ʹ͓͍ͯϒϩοΫ෮๏Ͱࣜ (1)Λٻղ
͢ΔɽCBFMʹΑΔղίϯύΫτͳΛ
ྑ͘දͨ͠ݱͰ͋ΔͨΊɼ͞ΒʹϒϩοΫ
෮๏ͰಛҟతͳΛऔΓࠐΉ͜ͱͰɼଥͳ
ղ͕ಘΒΕΔɽຊํ๏Λ༻͍ΔͱɼZCBFͷα
ΠζΛ͞ݮΕΔͨΊɼϝϞϦ༻ྔ͕ѹͰ
͖Δɽ͞ΒʹɼϒϩοΫ෮ͷΈΛ༻͍ͨ߹
ʹൺͯ෮ճ͕͞ݮΕΔͨΊɼؒ࣌ࢉܭɼ
ϝϞϦ༻ྔͷΛಉ࣌ʹղܾ͢Δ͜ͱ͕Մ
ͱͳΔɽ

3 ࢉܭʹΑΔূݕ

ఏҊํ๏ͷଥੑΛ͢ূݕΔͨΊɼਤ 3ʹࣔ
͢Ұลͷେ͖͕͞ 5λɼް͞ 1λͷશಋମฏ൘
Λղੳ͢Δ (λ)ɽRWGؔΛఆٛ͢Δ
ະɼ͢ͳΘͪลͷ 10977Ͱ͋Δɽ͞Β
ʹCBFΛఆٛ͢ΔྖҬαΠζΛҰล 1λɼੵ
ํఔࣜશಋମͷղੳʹҰൠతʹ༻͍ΒΕΔ
CFIE (Combined Field Integral Equation)[1]

ͱͨ͠ɽ·ͨɼࣜ (1)ͷ෮ʹɼࣜ (2)ͱಉ
༷ͷϒϩοΫ෮๏Λ༻͍Δɽ
φ = ◦ඪ໘ʹ͓͚Δൣғ−90࠲◦0 ≤ θ ≤ 90◦

ʹ͓͚Δ 1◦ִؒɼθ̂ภͷϨʔμஅ໘ੵΛࢉܭ
͢Δ͜ͱͰͦͷਫ਼Λ͢ূݕΔɽCBFੜ࣌
ͷೖࣹ࠲ࢉܭඪ໘ͱൣғ্هͷಉ͡Ͱ
͋Δ͕ɼִؒ 22.5◦, 30◦, 45◦ͷ 3छɼ͢ͳΘ
ͪNP = 16, 12, 8ͱͨ͠ɽ
3छͷִؒΛઃఆͨ͠߹ͷ CBFͷͦ

ΕͧΕ 576ɼ864ɼ1152ͱͳΓɼִ֯ؒʹԠ
ͯࣜ͡ (3)Ͱ͞ࢉܭΕΔํྻߦఔࣜͷ͕ѹॖ
͞ΕΔɽྻߦ ZCBFͷαΠζ CBFͷ
ೋʹൺྫ͢ΔͨΊɼִؒ 22.5◦ʹରͯ͠ 45◦

ͷྻߦ 1/4ഒͷେ͖͞ͱͳΔɽ
ɼϒϩοΫ෮๏ͷऩଋੑΛධՁ͢Δɽਤʹ࣍

3ִ֤ؒͷCBFΛ༻͍ͨ߹ͷࠩϊϧϜͷ
ऩଋੑΛද͍ͯ͠Δɽൺֱରͱͯ͠ɼCBFΛ
༻͍ͳ͍ɼ͢ͳΘͪϒϩοΫ෮๏ͷΈΛ༻͍
ͨղੳ݁Ռ (Conventional)Λ͍ࣔͯ͠ΔɽCBF
ͷִ͕͍֯ؒڱ΄Ͳॳظͷਫ਼্͕͢Δ
ͨΊɼ෮ճ͕গͳ͘ͳΔݟ͕ΒΕΔɽ
ִؒ 45◦ͷ߹Ͱैདྷ๏ʹൺͯ෮ճΛ
ݮͰ͖͍ͯΔ͕ɼִؒΛ 30◦ʹ͢Εͦͷճ
͕ҎԼ·Ͱ͞ݮΕͨɽ͜ΕΒͷղੳ݁
ՌΑΓɼఏҊख๏ϝϞϦݮྔ༺ͷޮՌɼ
͓Αͼྻߦѹॖͱ෮ճݮʹΑΔߴ
ԽͷޮՌΛཱ྆ՄͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔ͬͨɽ

ਤ 1. ಋମฏ൘

ਤ 2. ऩଋੑ

4 ݁

ղੳن͕େ͖͍߹ͷCBFMͱͯ͠ɼCBF
ݮͱϒϩοΫ෮๏Λซ༻͢Δํ๏ʹ͍ͭ
ͯఏҊ͠ɼͦͷ༗ޮੑΛ֬ೝͨ͠ɽ
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ඇѹॖੑNavier–Stokesํఔࣜʹର͢Δཻࢠ๏ʹ͓͚Δ҆ఆԽ߲ͷߟ
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ӃڀݚֶӃɼ2भେֶେֶӃڀݚߴେֶژ1
e-mail : imoto.yusuke.4e@kyoto-u.ac.jp

1 ֓ཁ

SPH๏MPS๏ʹද͞ΕΔภඍํఔࣜ
ʹର͢ΔϝογϡϑϦʔղ๏ͷҰͭͰ͋Δ
ΔɽඇѹॖੑNavier–Stokesํఔ͑ߟ๏Λࢠཻ
ࣜʹର͢Δཻࢠ๏Ͱɼཻີࢠʹؔ͢Δ҆ఆ
Խ߲ΛѹྗPoissonํఔࣜͷੜ߲ʹՃ͢Δ
͜ͱͰ҆ࢉܭఆੑਫ਼͕վળ͞ΕΔ҆ఆԽཻ
๏͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔࢠ [1, 2]ɽ͔͠͠ͳ͕Βɼͦ
ͷ҆ఆԽཻࢠ๏ͷύϥϝʔλͰ͋Δ҆ఆԽ
ͷ࠷ద༗ޮͳൣғʹ͍ͭͯࢉܭʹΑ
Δߦ͔͠ߟΘΕ͍ͯͳ͍ɽ
ͦ͜ͰɼຊߨԋͰۭؒࢄԽ͕҆ఆԽཻࢠ

๏ʹରԠ͢ΔඇѹॖੑNavier–Stokesํఔࣜͷ
ԽεΩʔϜʹ͓͍ͯɼඇѹॖੑ݅ͱࢄؒ࣌
ɽ͏ߦධՁΛࠩޡॴີҰఆͷ݅ʹର͢Δہ
͞Βʹɼͦͷࠩޡͷ্ݶΛ࠷খԽ͢Δͱ͍͏ҙ
ຯͰ࠷దͳ҆ఆԽΛಋ͘ɽ

2 ҆ఆԽཻࢠ๏

ΩΛͳΊΒ͔ͳڥք ΓΛͭ࣋ Rd (d = 2, 3)

্ͷ༗քྖҬͱ͢Δ. Ω͓ΑͼT > 0ʹରͯ͠ɼ
Q := Ω × (0, T )ͱ͢Δɽࢧํఔࣜͱͯ͠Ҏ
ԼͷඇѹॖੑNavier-StokesํఔࣜΛ͑ߟΔɿ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

Du

Dt
= −1

ρ
∇p+ ν∆u+ f, (x, t) ∈ Q,

∇ · u = 0, (x, t) ∈ Q,

u = u0, x ∈ Ω, t = 0,

u = u, x ∈ Γ, t ∈ (0, T ).

(1)

͜͜ʹɼu : Q → Rd, p : Q → R, ρ > 0, ν > 0,

f : Q → Rd, u0 : Ω → Rd, uΓ : Γ×(0, T ) → Rd

ͦΕͧΕɼྲྀɼѹྗɼີɼಈ೪ੑɼ
୯Ґମੵ͋ͨΓͷ֎ྗɼॳྲྀظɼڥքྲྀͰ
͋Δɽ
ࢄԽʹඞཁͳه߸Λಋೖ͢Δɽτ ࠁؒ࣌

Έͱ͠ɼtkΛ kεςοϓͷࠁ࣌ tk := kτ (k =

0, 1, . . . ,K := ⌊T/τ⌋)ͱ͢Δɽ͜͜ʹɼ⌊a⌋
aΛ͑ͳ͍࠷େͷͰ͋ΔɽTτ Λ Tτ :=

{tk | k = 0, 1, . . . ,K}ͱ͢Δɽॳࠁ࣌ظͷྖҬ
ΩʹN ʣ͕͍ͯ͠Δͱ͢Δɽࢠͷʢཻݸ
xki Λࠁ࣌ tkͷ i൪ͷཻࢠͱ͢Δɽ∇k

hɼ∇k
h·ɼ

∆k
hΛͦΕͧΕɼࠁ࣌ tk ͷཻࢠ xki ཻͮ͘جʹ

ࣅૉɼۙ༺࡞ࢄൃࣅૉɼۙ༺࡞ޯࣅ๏ͷۙࢠ
Laplace࡞༻ૉͱ͢Δɽ
҆ఆԽཻࢠ๏Λಋೖ͢Δɽཻີࢠ ϱki Λ

ϱki :=
N∑

j=1

mjwh(|xki − xkj |) (2)

ͱఆΊΔɽ͜͜ʹɼmj ཻ֤ࢠʹ͓͚Δ࣭ྔ
ͰɼҰൠతʹmj = ρ|Ω|/N (j = 1, 2, . . . , N)

ͱ༩͑Δɽwhαϙʔτ͕ܘ hͰ͋Δඇෛ
ͷؔʢॏΈؔʣͰ͋Δɽ҆ఆԽཻࢠ๏Ͱ
ཻࢠ xk+1

i ʹ͓͚Δۙࣅղ (uk+1
i , pk+1

i ) (i =

1, 2, . . . , N)Λ࣍ͷखॱͰٻΊΔɿ

ũ∗, k+1
i − uki

τ
= ν∆k

hu
k
i + f(xki , t

k),

∆k
hp

k+1
i =

ρ

τ
∇k

h · ũ
∗, k+1
i + α

ρ− ϱki
τ2

, (3)

uk+1
i − ũ∗, k+1

i

τ
= −1

ρ
∇k

hp
k+1
i .

͜͜Ͱɼॳظ݅ͱڥք݅লུ͍ͯ͠Δɽ
Poissonํఔࣜ (3)ͷӈลୈೋ߲҆ఆԽཻࢠ
๏Ͱಋೖ͞ΕΔ҆ఆԽ߲Ͱɼα 0 ≤ α ≤ 1Λ
ຬͨ҆͢ఆԽͰ͋Δɽ

3 ධՁͱ҆ఆࠩޡԽεΩʔϜͷࢄؒ࣌
Խͷ࠷దԽͷݕ౼

ຊઅͰɼۭؒࢄԽ͕҆ఆԽཻࢠ๏ʹରԠ
͢Δɼ࣍ͷඇѹॖੑ Navier–Stokesํఔࣜ (1)

ͷӄతͳࣹӨ๏ʹΑΔؒ࣌ࢄԽεΩʔϜΛ
Δɽ͑ߟ

u∗, k+1
τ − ukτ

τ
= ν∆ukτ + fk,

∆pk+1
τ =

ρ

τ
∇ · u∗, k+1

τ + α
ρ− ϱkτ (x)

τ2
,

uk+1
τ − u∗, k+1

τ

τ
= −1

ρ
∇pk+1

τ .

͜͜ʹɼfk(x) = f(x, tk)Ͱ͋Δɽ·ͨɼϱkτ 
ۭؒࢄԽཻ͕ີࢠ (2)ʹରԠ͢Δࠁ࣌ tkʹ

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

349



͓͚ΔہॴີؔͰ͋Γɼ

ϱk+1
τ (x) = ρ

∫

Ω
wh(|Xk+1

τ (x)−Xk+1
τ (y)|)dy,

Xk+1
τ (x) = x+ τuk+1

τ (x)

Ͱఆٛ͞ΕΔɽ
͜͜Ͱɼඇѹॖੑͷ͓݅ΑͼہॴີҰఆ

ͷ݅ʹର͢ΔࠩޡΛ

Ek+1
div (x) := ∇ · uk+1

τ (x),

Ek+1
dens(x) :=

ϱk+1
τ (x)− ρ

ρ

ͱఆΊΔɽ͞ΒʹɼϊϧϜΛ

∥φ∥L2(Ω) :=

{∫

Ω
φ(x)2dx

}1/2

∥φ∥L2(Ω;ℓ2(Tτ ))
:=

{
K∑

k=0

τ∥φk∥L2(Ω)

}1/2

,

∥φ∥L2(Ω;ℓ∞(Tτ ))
:= max

k=0,1,...,K
∥φk∥L2(Ω)

ͱఆΊΔɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷఆཧΛಘΔɽ

ఆཧ 1 ukτ Ωͷڥք֎ଆʹ֦ுՄͰɼͦͷ
֦ு͕ؔेͳΊΒ͔Ͱ͋Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ
͖ɼukτ ʹͷΈґଘ͢Δਖ਼ఆ c͕ଘͯ͠ࡏɼҎ
Լཱ͕͢Δɽ

∥Ediv∥
2
L2(Ω;ℓ2(Tτ ))

+ ∥Edens∥
2
L2(Ω;ℓ∞(Tτ ))

≤ cM(α; τ)(h2 + τ) (4)

͜͜ʹɼ

M(α; τ) :=
α2 − α+ 1

1− α
+

α2 − α+ 1

α
τ

Ͱ͋Δɽ

ఆཧ 1ΑΓɼαoptΛ

αopt := arg min
α∈(0,1)

M(α; τ)

ͱ͢Εɼαopt (4)ͷධՁΛαʹ͍ͭͯ࠷খ
Խ͢Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼαopt (4)ͷධՁΛ࠷খ
Խ͢Δͱ͍͏ҙຯͰ࠷దͳ҆ఆԽͱͳΔɽ
αopt 0 < τ < 1ͰҰҙͰ͋ΓɼҎԼͷΑ͏ʹ

۩ମతʹදࣔͰ͖Δɽ

αopt =
1

2
+

1

2

√
1 + γ

− 1

2

√

2− γ − 2(τ + 1)

(τ − 1)
√
1 + γ

.

γ =
22/3τ1/3

(τ − 1)2/3

ਤ-1 τ ∈ [0, 1]ʹ͓͚ΔαoptͷάϥϑͰ͋Δɽ
αopt 1ΑΓेখ͍͞ਖ਼ͷʹ͍ͯ͠Δ
͜ͱ͕Θ͔Δɽ͞Βʹɼࠁؒ࣌Έ τ ͱ αopt 
ਖ਼ൺྫͷؔͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜ΕΒɼ
҆ఆԽཻࢠ๏ʹ͓͚Δ࣮ݧʹΑΔݧܦଇͱ
Ұக͍ͯ͠Δ [1, 2]ɽ

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.1

0.2

0.3

0.4

αopt

τ

ਤ 1. Έࠁؒ࣌ τ ʹର͢Δ αopt ͷάϥϑɽ

ँࣙ ຊڀݚJSPSՊݚඅ17H02061, 17K175

85, ڌڀݚಉڞಉར༻ɾڞ൫جใنେࡍֶ
ʢ՝൪߸ɿjh180060-NAHʣͷॿࢧԉΛ
ड͚ͨɽ͜͜ʹँͯ͠هҙΛද͢Δɽ
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ૉཻࢠཧֶʹ͓͚ΔFeynmanੵͷࢉܭ

౬ઙ ࢠٱ 1, ੴ ਖ਼ 1, ࡔ ത 2, தཬ ਓ 3, Elise de Doncker4

,େֶڮʢKEKʣɼ2ҰߏػڀݚثΤωϧΪʔՃߴ1 3ձେֶ, 4Western Michigan University

e-mail : fukuko.yuasa@kek.jp

1 ͡Ίʹ

2006ʹFeynmanਤͷ࢛͍͓ͯʹࢉܭ
ഒਫ਼Ͱྑ͍ਫ਼Ͱ݁Ռ͕ಘΒΕͳ͍ࢉܭʹ
Ͱ͍͋ɼ࣌ͷڞಉ͕ऀڀݚ։ൃ͢Δଟഒਫ਼
ϥΠϒϥϦΛ༻͢Δ͜ͱͰΛղܾͰ͖
ͨ͜ͱ͕࢝·Γͩͬͨ [1]ɽࠃ֎ʹෳͷଟഒ
ϥΠϒϥϦ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱΛΓ [2]ɼϥΠ
ϒϥϦΛ։ൃ͢ΔऀڀݚͱͦΕΛඞཁͱ͢ΔԠ
༻ͷू͕ऀڀݚ·ΓݟΛަ͢Δ͕͋
ΕΑ͍ͱ͍͏ಈ͔ػΒଟഒਫ਼ࢉܭϑΥʔ
ϥϜ [3]Λ։࢝͠ɼ2009 2݄ 24ʹୈҰճ
ϑΥʔϥϜɼ2013ޙɽͦͷͨ͠࠵ձΛ։ڀݚ

ʹ։͞࠵Εͨ SC13ͰͷBoFΛؚΈܭ 5ճͷ
ɼ2015ΑΓԠ༻ཧֶձձ͠࠵ձΛ։ڀݚ
һओ࠵ηογϣϯͱൃలతʹղফͱͳͬͨɽ
ͱͳͬͨػܖԋͰɼߨ Feynmanੵͷ

ࢉܭ๏Λ͋ΒͨΊͯհ͢Δͱͱʹɼଟഒ
ਫ਼ࢉܭͷڀݚ͔Βड͚ͨԸܙʹ͍ͭͯ
ड़Δɽ

2 Feynmanੵͷࢉܭ๏

ૉཻࢠͷి࣓૬࡞ޓ༻ɾऑ͍૬࡞ޓ༻ɾ͍ڧ૬
ड़͢Δʮඪ४ཧʯ͕ఏএهʹΛ౷Ұత༺࡞ޓ
͞Ε͔ͯΒ 50Ҏ্͕ܦաͨ͠ɽ͜ͷؒɼʮඪ
४ཧʯੈքதͷߴΤωϧΪʔՃثͰ͞·
͟·ͳ֯Ͱ͞ূݕΕ͖ͯͨɽ2012ʹ LHC

ՃثͰHiggsཻ͞ݟൃ͕ࢠΕ͔ͯΒɼҰ
ଓ͚ΒΕ͍ͯΔɽ͕ূݕͳࡉৄ
ૉཻࢠΛهड़͢ΔཧɼͷཧͰ͋Δɽ

ͷཧͰҰൠతʹ༻͞Ε͍ͯΔํ๏ʹઁಈ
๏͕͋Δɽઁಈ๏ͱͱఱମྗֶͰߟҊ͞
Εͨख๏Ͱ͋Δ͕ɼͷཧʹ͓͍ͯɼ݁߹
ΑͼిऑཧͰֶ͓ྗ࣓ిࢠ͕খ͍͞ྔ
ઁಈ๏ྑ͍ۙࣅ๏Ͱ͋Γɼ࣍ߴࣹิਖ਼ͷܭ
༗ޮͰ͋Δɽʹࢉ
ͷཧʹ͓͚Δઁಈ๏ʹΑΔࢉܭॲํ͕

ཱ͍֬ͯ͠Δ͕ɼ࣍ߴͷઁಈ߲ΛؚΉ߹ʹ
ϧʔϓΛ༗͢ΔFeynmanਤ͕ݱΕFeynmanੵ
ͷऔΓѻ͍͕ඞཁͱͳΔɽ1ॏϧʔϓͷFeyn-

manੵղੳతʹऔΓѻ͑Δ͕ϧʔϓͷ͕
૿ͯ͘͠Δͱࠔੑ͕͘ߴͳΔɽྫ͑ɼਤ 1

ͷ 4ॏϧʔϓͷ FeynmanਤͷࢉܭͰੵͷ
͕ݩ࣍ 10ͱͳΓɼࢉܭͰͳ͍ͱऔΓѻ͍
ۃΊͯࠔʹͳΔɽͦ͜ͰզʑɼFeynman

ੵΛશͯΛతʹऔΓѻ͏ํ๏ʮࢉܭ
๏ʯΛ։ൃ͠ɼิ࣍ߴਖ਼ޮՌΛਫ਼Α͘ٻΊΒ
ΕΔΑ͏͍ͯ͠ࡧΔɽ

ਤ 1. 4ॏϧʔϓͷ Feynmanਤ

3 ࢉܭ๏

FeynmanੵɼFeynmanύϥϝʔλ {xr}
දࣔͰ࣍ͷΑ͏ʹ༩͑ΒΕΔɽ

I = (−1)N
Γ(N − nL/2)

(4π)nL/2
×

∫ 1

0

N∏

r=1

dxr
δ(1−

∑
xr)

Un/2(V − iρ)N−nL/2
,

V = M2 − W

U
, M2 =

∑
m2

rxr

N ϧʔϓͷઢͷɼLϧʔϓͷͰ͋
Δɽnۭ࣌ͷݩ࣍Ͱɼࢵ֎ɾ֎ൃࢄͷͳ͍
ͱ͖ n = 4ͱͯ͠Α͍ɽFeynmanύϥϝʔ
λͷଟ߲ࣜͰ༩͑ΒΕΔ U ͱW  Feynman

ਤͷτϙϩδʔɼ֎ઢͷӡಈྔઢͷཻࢠͷ
࣭ྔʹΑΓܾΊΒΕΔɽઢͷ࣭ྔM2 ʹɼ
֎ઢͷӡಈྔW ͱؚͯ͠·ΕΔɽʹ
๏ࢉܭͳ͍߹Λྫʹ͕ࢄൃ֎ɾ֎ࢵ

ʹ͍ͭͯ؆୯ʹड़ΔɽFeynmanੵͰɼੵ
ྖҬͰඃੵؔͷͷ V ͕ 0ͱͳΔ
߹͕͋Γൃݱ͕ࢄΕΔɽ͜ͷൃࢄɼͷ
V ʹૠೖ͞Εͨແݶখύϥϝʔλ iρͰճආ͢
Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͕ɼͦͷ··ͰੵΛ࣮͢ߦ
Δ͜ͱࠔͰ͋Δɽͦ͜ͰɼρΛ༗ݶԽ͠ز
ԿڃతʹมԽͤ͞ɼ֤ ρຖʹੵΛߦͳ
͍ɼੵ ݁Ռͷྻ {I(ρ)}Λಘͨޙɼlimρ→0 I
ͷݶۃΛ֎ૠʹΑΓٻΊɼIΛಘΔɽ͢ͳΘͪɼ
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զʑͷ͍ͯ͠ࢦΔࢉܭ๏ɼଟݩ࣍
ੵͱ֎ૠ๏ͷΈ߹ΘͤͰ͋Δɽ
ඃੵݩ࣍๏Ͱɼੵͷࢉܭࡏݱ

ؔͷৼΔ͍ʹΑΓɼi) dqag[s] routine in

Quadpack[4]ɼii) ParInt[5]ɼ iii) ೋॏࢦؔ
ܕੵެࣜʢDEެࣜʣ[6]ɼ͓Αͼ iv)

QMC using rank-1 lattice rule[7] ͷ 4ͭͷ
ੵ๏Λ͍͚͍ͯΔɽ
֎ૠ๏ʹɼWynnͷ ε ๏ࢉ [8]ͱઢܗՃ

๏ [9]ͷ 2ͭΛ༻͍ͯ͠Δɽ͍ͣΕʹ͓͍ͯ
ɼੵʹΑͬͯಘΒΕΔྻͷ֤ཁૉ͕
ྑ͍ਫ਼Ͱͳ͍ͱ࠷ऴతͳ݁ՌಘΒΕͳ͍ɽ

4 ՝ͷରԠ

N͕େ͖͍ଟॏϧʔϓͷFeynmanੵͰɼ
ੵʹ͔͔Δ͕ؒ࣌ࢉܭେԽ͠ࢉܭ
๏࣮༻ੑΛࣦ ʮ͍ݩ࣍ͷढ͍ʯʹ ͔͔ͬͯ͠·
͏ [10]ɽ͜ ΕΛճආ͢ΔͨΊʹɼฒྻԽʹΑΓߴ
ԽΛ࣮͍ͯ͠ݱΔɽ·ͨɼଟഒਫ਼ੵܭ
-Δઐ༻γεςϜɼGRAPE9͢ࢉܭʹߴΛࢉ

MPX ͷ։ൃΛਐΊ͍ͯΔɽ͜ͷγεςϜɼ
ՄσόΠεߏ࠶ (FPGA)ʹΑΔઐ༻ΞΫ
ηϥϨʔλͱσΟϨΫςΟϒܕͷίϯύΠϥ
Goose͔ΒͳΓɼ࢛ഒɼഒɼീഒͷਫ਼Ͱͷ
ੵࢉܭͷߴࢉܭΛ࣮͢ݱΔ [11]ɽۙʹɼ
OpenCLΧʔωϧੜ͢ΔΑ͏ʹGooseΛ֦
ு͠ɼOpenCLରԠͷσόΠεʢGPUͳͲʣ
Feynmanੵʹར༻Ͱ͖ΔΑ͏ʹͳͬͨɽ͜
ΕΛ͞Βʹ֦ுͯ͠ɼPEZY-SC2νοϓΛ࠾
༻ͨ͠ฒྻίϯϐϡʔλγεςϜਭ࿇ 2 Ͱ
Feynmanੵͷ͕ࢉܭՄʹͳ͍ͬͯΔ [12]ɽ
ॏཁͳ՝Ͱ͋ΔɽզʑɼূݕՌͷ݁ࢉܭ

ଟഒਫ਼ࢉܭͰͷ݁ՌͷνΣοΫɼෳͷੵ
๏ʹΑΔ݁ՌͷൺֱɼήʔδෆมੑʹΑΔ
ͷνΣοΫͳͲΛ͍ͯͬߦΔɽ·ͨɼϤʔϩο
ύͷڀݚάϧʔϓ͕։ൃ͢Δ pySecDec[13]ͳ
Ͳͱ݁ՌͷൺֱΛߦͳ͍ͬͯΔɽ

5 ͓ΘΓʹ

2008 9݄ʹ౦େദΩϟϯύεͰ։͞࠵Εͨ
Ԡ༻ཧֶձͰߨԋ͔ͯ͠Β 10Ҏ্͕ܦա
ͨ͠ɽ͜ͷؒʹɼར༻Մͳػࢉܭͷྗඈ
༂తʹਐలͨ͠ɽաڈʹࠔ͕ࢉܭͰ͋ͬͨ
ଟॏϧʔϓͷ Feynmanਤશʹతͳํ
๏ͰऔΓѻ͑ΔΑ͏ʹͳ͖ͬͯͨɽ͔͠͠ͳ͕
Βɼిࢠʢ࣭ྔ 0.511× 10−3GeVʣͱHiggs

ʢ࣭ྔࢠཻ 125.1GevʣͷΑ͏ʹ࣭ྔࠩͷେ
͖͍ૉཻ͕ࢠಉݱʹ࣌ΕΔ Feynmanਤʹ͍ͭ

ͯɼे༨༟Λͬͨਫ਼Ͱ݁ՌΛಘΔͨΊʹ
ɼ͞ΒͳΔͱख๏ͷ͕ࡧඞཁͰ͋Δ͜
ͱʹมΘΓͳ͍ɽޙࠓ։ൃΛܧଓ͠ɼੑ
Λ্͍͖͍ͨͯͤ͞ɽ

ँࣙ ຊڀݚͷҰ෦ɼՊݚඅʢ17K05428ʣ͓
Αͼੈ࣍ྖҬڀݚ։ൃʢੑߴ൚༻ߴػࢉܭ
ར༻ۀࣄඅิॿۚʣ՝ ʮ໊ϔςϩδχΞεɾ
ϝχʔίΞػࢉܭʹΑΔେنࢉܭՊֶʯͷิ
ॿΛड͚͍ͯΔɽ
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ʹΔੵ۠ؒͷઃఆํ๏͚͓ʹࣜެܕؔࢦରؔʹର͢Δೋॏྻߦ
͍ͭͯ

ཱԬ จཧ 1, ીզ෦  1, ٶ ༐ొ 2, ு ྑ 1

େֶݹ1໊ େֶӃڀݚֶՊ Ԡ༻ཧֶઐ߈ɼ2େࡕେֶ αΠόʔϝσΟΞηϯλʔ
e-mail : f-tatsuoka@na.nuap.nagoya-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

Aྻߦ ∈ Cn×nʹରͯ͠ɼํఔࣜ

exp(X) = I + X + 1
2!X

2 + · · · = A (1)

ͷղX Λྻߦ AͷରͱݺͿɽํఔࣜ (1)
ෳͷղΛ͕ͭ࣋ɼͦͷதͰɼશͯͷݻ༗
͕ू߹ {z ∈ C : | Im z| < π}ʹଐ͢ΔղΛAͷ
ओରͱݺͼɼlog(A)ͱද͢ɽͳ͓ɼAͷશͯ
ͷݻ༗͕ C \ (−∞, 0]ʹଐ͢Δͱ͖ɼlog(A)
Ұҙʹଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕ΒΕ͓ͯΓɼຊൃද
ͰA͜ͷ݅Λຬͨ͢ͱ͢Δɽ
ػɾֶྗࢠใՊֶɾྔࢠରؔྔྻߦ

ցֶशͳͲͷʹݱΕΔࢉܭ՝Ͱ͋Γɼͦ
ͷࢉܭख๏͞ڀݚΕ͖ͯͨɽࢉܭख๏ʹ
Inverse scaling and squaring ๏ [1]ͳͲ͕͋Δ
͕ɼຊڀݚͰɼlog(A)ͷੵදࣔ

log(A) =
∫ 1

−1
F (t) dt , (2)

F (t) := (A − I)[(1 + t)A + (1 − t)I]−1

ɼੵʹΑ͖ͬͯͮجʹ log(A)Λ͢ࢉܭ
Δख๏Λ͑ߟΔɽ͜ͷख๏ͷॴɼ֤ੵ
Ͱͷඃੵؔͷ͕ࢉܭಠཱʹ͑ߦΔͨΊฒྻ
Խʹ͍͍ͯΔͱɼlog(A)Λ͢ࢉܭΔ͜
ͱͳؔ͘ྻߦ–ϕΫτϧੵ log(A)b (b ∈ Cn)
ΛࢉܭͰ͖ΔͰ͋ΔɽҰํͰɼੵ (2)ͷඃ
ੵؔྻߦٯʢ͋Δ͍ઢํܗఔࣜʣͷܭ
ੵʹґଘ͢ྔࢉΛؚΉͨΊɼॴཁԋࢉ
Δɽੵ๏ฒྻ͖ࢉܭͷΞϧΰϦζϜ
Ͱ͋Δ͕ɼݯࢿࢉܭͷઅͷͨΊʹɼੵެ
ࣜΛదʹબͼগͳ͍ੵͰ͢ࢉܭΔ͜ͱ
ॏཁͰ͋Ζ͏ɽ
ੵެࣜͷબࢶͷ 1ͭʹGauss–Legendre

(GL)͛ڍ͕ੵٻΒΕΔɽA͕୯Ґྻߦ I ʹۙ
͍ͱ͖ɼඃੵ͕ؔఆؔʹ͍ۙͨΊɼ
͞ΕΔɽͦͷҰํͰɼA͕ѱظͳऩଋ͕ߴ
݅Ͱ͋Δͱ͖ɼੵ۠ؒͷͰඃੵؔ
͕ܹٸʹมԽ͢ΔͨΊɼGLੵٻͷऩଋੑͷ
ѱԽ͕ݒ೦͞ΕΔɽ

ͦ͜ͰຊڀݚͰɼಛҟੑΛ༗͢Δੵ
ʹ༗ޮͳೋॏࢦؔܕ (DE)ެࣜ [2]ʹண
͢ΔɽDEެࣜ༩͑ΒΕͨੵʹରͯ͠ม
มΛ͍ߦɼޮΑ͘ੵΛ͏ߦख๏Ͱ͋
Δɽ͜͜Ͱɼมޙͷੵ͕۠ؒ (−∞, ∞)
ͱͳΓɼมޙͷඃੵ͕ؔೋॏࢦతʹݮ
ਰ͢ΔΑ͏ͳมΛ༻͍Δ͜ͱʹͳ͓ͬͯΓɼ
ྫ͑ t(x) = tanh(sinh(x))͕͛ڍΒΕΔɽม
ͱͳΔ͕ɼඃੵؔؒ۠ݶͷੵ۠ؒແޙ
ͷݮਰ͕ඇৗʹ͍ͨΊɼదͳ༗ؒ۠ݶͷ
தͰੵΛ͑ߦेͳਫ਼͕ಘΒΕΔɽ
Ͱࢉܭͷࡍ࣮ DE ެࣜΛ༻͍Δͱ͖ͷ՝
ʹɼ༗ؒ۠ݶͷઃఆํ๏͕͛ڍΒΕΔɽੵ۠
͢Ռ͕ਫ਼ͱͳΓɼ݁ࢉܭΔͱ͗͢ڱ͕ؒ
͗Δͱੵͷऩଋ͕͘ͳΔͨΊͰ͋Δɽ
͜Ε·Ͱʹɼඃੵ͕ؔεΧϥʔؔͰ͋Δ
ͱ͖ͷੵ۠ؒͷઃఆํ๏͕ఏҊ͞Ε͕ͨ [2]ɼ
ͷੵʹ͜ͷख๏Λద༻͠Α͏ͱ͢Δͱෳྻߦ
Ͱ͋Γ࣮༻తͰͳ͘ɼੵࡶ (2)ʹରԠͰ͖Δ
ੵ۠ؒͷઃఆํ๏͕ඞཁͰ͋Δɽ
ͦ͜ͰɼຊڀݚͰଧࠩޡʹ͍ͭͯͷղੳ
Λ͍ߦɼղੳͷ݁ՌΛجʹੵ۠ؒΛܾΊΔํ
๏ΛఏҊ͢Δɽ·ͨɼ࣮ݧͰఏҊख๏ͷଥ
ੑΛ͔֬ΊΔɽ

2 ղੳͱੵ۠ؒͷܾΊํࠩޡ

ੵ (2)ʹର͢ΔDEมͷద༻ʹΑΓɼ

log(A) =
∫ ∞

−∞
FDE(x) dx ,

FDE(x) := t′(x)F (t(x)),
t(x) := tanh(sinh(x))

͕ಘΒΕΔɽຊઅͰɼଧࠩޡͷڐ༰ྔ ε > 0
ʹରͯ͠

∥∥∥∥log(A) −
∫ r

l
FDE(x) dx

∥∥∥∥
2

≤ ε (3)

Λຬͨ͢Α͏ʹੵ۠ؒ [l, r]ΛܾΊΔख๏Λ
ఏҊ͢Δɽ
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ੵ۠ؒͷܾΊํͷํҎԼͷͱ͓ΓͰ͋
Δɽ·ͣɼϊϧϜͷ֯ࡾෆ͔ࣜΒ

∥∥∥∥log(A) −
∫ r

l
FDE(x) dx

∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥∥

∫ l

−∞
FDE(x) dx

∥∥∥∥∥
2

+
∥∥∥∥
∫ ∞

r
FDE(x) dx

∥∥∥∥
2

(4)

͕ಘΒΕΔɽͦ͜Ͱɼࣜ ลͷΘΓʹɼࠨ(3)
ෆࣜ (4)ӈลͷͦΕͧΕͷ߲ͷ্քΛੵݟ
Δɽ࣍ʹɼ༩͑ΒΕͨ εʹରͯͦ͠ΕͧΕͷ߲
ͷ্ք͕ ε/2Λ͑ͳ͍Α͏ʹ l, rΛܾఆ͢Δɽ
·ͣɼෆࣜ (4)ͷ্քΛҎԼͷ໋ʹࣔ͢ɽ

໋ 1. ੵ۠ؒ [l, r]ʹରͯ͠ɼ

a = tanh(sinh(l))
2 , b = tanh(sinh(r))

2
ͱ͢Δɽ͜͜Ͱɼ

a ≤ 1
2∥A − I∥ , b ≥ 1

∥A−1∥∥A − I∥

͕ຬͨ͞ΕΕ
∥∥∥∥log(A) −

∫ r

l
FDE(x) dx

∥∥∥∥
2

≤ ∥A − I∥2(1 + a)
+ ∥A−1∥2∥A − I∥2(1 − b)

͕Γཱͭɽ

ɼ໋ʹ࣍ ۠ؒͷܾఆํ๏Λੵͮ͘جʹ1
ҎԼͷ໋ʹࣔ͢ɽ

໋ 2. ༰ྔڐͷࠩޡ ε

0 < ε < min
{

4∥A−1∥2∥A − I∥2
|1 − ∥A−1∥2| , 2

}

Λຬͨ͢ͱ͢Δɽ͜͜Ͱɼl(ε), r(ε)Λ

l(ϵ) = sinh−1
(
tanh−1(a(ε))

)
,

r(ϵ) = sinh−1
(
tanh−1(b(ε))

)

ͱ͢Δɽͨͩ͠ɼ

a(ε) = ε

2∥A − I∥2
− 1,

b(ε) = 1 − ε

2∥A−1∥2∥A − I∥2

Ͱ͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼ
∥∥∥∥∥log(A) −

∫ r(ϵ)

l(ϵ)
FDE(x) dx

∥∥∥∥∥
2

≤ ε

͕Γཱͭɽ

3 ࣮ݧ

ຊઅͰɼࠩޡͷڐ༰ྔ εΛม͑ͳ͕ΒDEެ
ࣜΛ༻͍ͯ log(A)Λ݁ͨ͠ࢉܭՌΛࣔ͠ɼ໋ 
2ͷଥੑΛ͔֬ΊΔɽ͜͜Ͱɼςετྻߦ
ͱͯ͠αΠζ 10ͷFrankߦ ʢྻඇରশྻߦʣΛ
༻͍ͨɽ·ͨɼඃੵؔͷࢉܭͰੜ͡ΔؙΊ
͍ͯ༺ΛࢉΛආ͚ΔͨΊʹଟഒԋڹͷӨࠩޡ
࣮ݧΛߦͳͬͨɽଟഒԋࢉʹ Juliaͷ
BigFloatܕΛ༻͍ͨɽ࣮݁ݧՌΛਤ 1ʹࣔ͢ɽ

ਤ 1. log(A)ʹର͢Δ DEެࣜͷࠩޡཤྺɽ

ਤ 1ΑΓɼεʹԠͯ۠ؒ͡ͷઃఆ͕Ͱ͖͍ͯ
Δ͜ͱ͕͔֬ΊΒΕͨɽ

4 ·ͱΊɾޙࠓͷ՝

ຊڀݚͰɼlog(A)ͷࢉܭͷͨΊʹDEެࣜ
ʹண͠ɼଧͪΓࠩޡͷղੳʹੵͮ͘ج۠
ؒͷઃఆํ๏ΛఏҊͨ͠ɽ࣮ݧͰɼੵ
۠ؒͷઃఆ͕ଥͰ͋ͬͨ͜ͱΛ֬ೝͨ͠ɽࠓ
༺ͷ՝DEެࣜͷऩଋੑղੳͱ࣮Λޙ
͍ͨੑධՁͰ͋Δɽ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 18J22501ɼٴͼ
18H05392ͷॿΛड͚ͨɽ

ݙจߟࢀ

[1] A. H. Al-Mohy and N. J. Higham, Im-
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[2] H. Takahasi and M. Mori, Double ex-
ponential formulas for numerical inte-
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(1974), 721–741.
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Ϣʔβʔଆ͔Βͨݟଟഒਫ਼ڥࢉܭͷࡏݱ

ل୩ஐ 1

1੩ԬཧՊେֶ
e-mail : kouya.tomonori@sist.ac.jp

1 ॳΊʹ

ҰൠʹɼCPUGPUɼϋʔυΣΞ͕
αϙʔτ͢Δුಈখ IEEE754ਫ਼
 (Ծ෦ 2ਐ 11Ϗοτɼbinary16)ɼ୯ਫ਼ (Ծ
෦ 2ਐ 24Ϗοτ, binary32)ͦͯ͠ഒਫ਼ (Ծ
෦ 2ਐ 53Ϗοτɼbinary64)͕ҰൠతͰ͋Δɻ
͜ΕΒΑΓ͍Ծ෦Λුͭ࣋ಈখΛ༻͍
ΔࢉܭΛଟഒ (ਫ਼)ࢉܭͱݺͿɻܻམ
ͪͷܹ͍͠ѱ݅ߴਫ਼ͳۙࣅղ͕ඞཁ
ͱͳΔέʔεͰݹདྷ༷ʑͳ৬ਓܳͱڞʹҭ·
Ε͖͕ͯͨɼࡏݱͰ GNU MP(GMP)[1]ͷࣗ
વԋࢉΧʔωϧΛͱͨ͠ଟܻํࣜͱɼ
binary32 binary64ΛΈ߹Θ࣮ͤͯ͞ΕΔ
ແࠩޡมٕ๏Λͱ͢ΔɼQD[2]ʹද͞
ΕΔϚϧνίϯϙʔωϯτํࣜͷଟഒਫ਼ු
ಈখԋࢉϥΠϒϥϦʹू͞Ε͍ͯΔɻલ
ऀҙԾ෦ͷුಈখԋ͍ͯʹࢉ
͓ΓɼऀޙͦΕ΄Ͳ͘ͳ͍ݻఆܻԾ෦Ͱ
ॆͳέʔεʹ͍͍ͯΔɻ
ιϑτΣΞϥΠϒࢉܭͰଟഒࡏݱ

ϥϦΛ༻͍࣮ͯ͞ߦΕΔ͜ͱ͕ଟ͘ɼԋྔࢉ
σʔλྔଟ͘ͳΔ͜ͱ͔Βߴੑ͕ৗʹཁٻ
͞ΕΔɻຊߨԋͰ GMPͷߴੑɼGMPʹ
MPFR[3]ͱͦͷੜϥΠϒϥϦɼQDͨ͠٭ཱ
ͷػʹ͍ͭͯɼϢʔβଆͷཱ͔Β͑ݟΔಛ
Λ؆୯ʹհͨ͠ޙɼߴੑΛ͢ٻΔͨΊ
ʹ༗ޮͰ͋ΔͱࢥΘΕΔࠞ߹ਫ਼෮վྑ๏ɼ
StrassenͱWinogradͷྻߦࢉΞϧΰϦζϜɼ
ͦͯ͠ॳࠩޡظΛϑΥϩʔͰ͖Δແࠩޡมٕ
๏ͷԠ༻ʹ͍ͭͯհ͢Δɻ

2 ଟܻํࣜ vs. Ϛϧνίϯϙʔωϯτ
ํࣜ

ଟഒਫ਼Λ࣮͢ݱΔͨΊʹɼطଘͷσʔ
λܕΛෳΈ߹ΘͤͯԾ෦Λ͘͢Δ
ඞཁ͕͋ΔɻͦͷͨΊͷख๏ͱͯ͠ɼࣗવԋ
Λ࣮ࢉଟഒਫ਼ුಈখԋͯ͠༺Λࢉ
͢ΔํࣜΛଟܻํࣜͱݺͼɼطଘͷ binary32
 binary64Λɼූ߸෦ɼࢦ෦ɼԾ෦શͯ̍
ͭͷίϯϙʔωϯτͱؙͯ͠͝ͱར༻ͯ͠ଟഒ
ਫ਼Λ࣮͢ݱΔํࣜΛϚϧνίϯϙʔωϯτ

ํࣜͱݺͿɻલऀԋࢉͰ࣮͢Δ͜ͱ͕
ଟ͍͕ɼطଘͷුಈখܕͷԾ෦͚ͩΛ
༻࣮ͯ͠ՄͳͷͰɼϕʔεͱͳΔطଘͷ
σʔλ͚ͩܕͰͲͪΒͷํࣜͳͷ͔Λஅ͢
Δ͜ͱͰ͖ͳ͍ɻ·ͨɼϚϧνίϯϙʔωϯ
τํࣜͰݻఆܻʹΑΔ࣮͔͠Ͱ͖ͳ͍Θ͚
Ͱͳ͘ɼCAMPARY[4]ͷΑ͏ʹ CPU, GPU
ͲͪΒͷڥͰՄมਫ਼Λ࣮ݱͰ͖ΔΑ͏ͳ
ϥΠϒϥϦొ͍ͯ͠Δɻ
͜͜Ͱɼଟܻํࣜͷදతͳ࣮ྫͱ͠
ͯGMPͱͦͷੜϥΠϒϥϦͷɼϚϧνίϯ
ϙʔωϯτํࣜͷදྫͱͯ͠QDͷߏ͓Α
ͼػΛͦΕͧΕ؆୯ʹհ͢Δɻ

GNU MP͞ͷൿີ GNU MP(GMP)[1]ε
Σʔσϯॅࡏͷ Trobjörn Granlund͕ͬ
͖ͯͨ GNU Project ιϑτΣΞͷҰͭͰ͋
ΔɻCͱΞηϯϒϥ͔ΒΔιϑτΣΞϥΠ
ϒϥϦͰɼඪ४ςϯϓϨʔτͱΈ߹Θͤͯ
༻Ͱ͖Δ C++ΫϥεϥΠϒϥϦಉࠝ͞Εͯ
͍Δɻ1991ҎདྷɼܻʹԠͨ͡ߴΞϧΰ
ϦζϜͱ༷ʑͳ CPUΞʔΩςΫνϟʹରԠ͠
ϥΠϒϥϦɼଈͪɼࢉͳଟഒࣗવԋߴͨ
MPN(Multiple Precision Natural number)Χʔω
ϧΛͱ͠ɼҙ (MPZ),ҙ༗ཧ
(MPQ)ɼͦͯ͠ҙਫ਼ුಈখ (MPF)ԋ
ɼVersionࡏݱɻ2019͖ͨͯ͠ڙΛఏػͷࢉ
৽Ͱ͋ΔɻGranlundΛத৺ʹੈքத࠷6.1.2͕
ͷ։ൃऀ֤͔ͯͬͨͯͬدछ CPUΞʔΩςΫ
νϟͷ SIMD໋ྩΛ͍ͪૣ͘औΓೖΕͨMPN
ΧʔωϧଞͷਵΛ͞ڐͳ͍΄Ͳ࠷దԽ͞Ε
͍ͯΔɻୠ͠ɼුಈখԋࢉͷػ͕গ
ͳ͘ɼฏํࠜҎ֎ͷC99࣮ؔ͞Ε͓ͯΒ
ͣɼGMPͷϚχϡΞϧͰුಈখԋࢉ༻
ͱͯ͠MPFRͷར༻͕ਪ͞Ε͍ͯΔɻ

MPFR, MPCͦͯ͠ ARB MPFR[3] GMP
ͷMPNΧʔωϧΛͱͯ͠։ൃ͞Εͨଟഒ
ුಈখԋࢉϥΠϒϥϦͰɼϑϥϯεͷ IN-
RIAʹࡏ੶͍ͯ͠ΔVincent LefèvreɼPaul Zim-
mermannΒ͕த৺ͱͳͬͯ։ൃ͍ͯ͠ΔɻCݴ
MPFܕड़͞Εɼҙਫ਼ුಈখهͰޠ
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ɻIEEE754-1985ුಈখͭ࣋ମΛߏͨࣅʹ
ԋ֨نࢉʹఆΊΒΕͨ 4ͭͷؙΊํࣜΛα
ϙʔτ͓ͯ͠Γɼԋ͝ࢉͱʹؙΊํࣜΛࢦఆ͠
େɼॳؔɾಛघؔݶΔɻඇɾແ͢ߦ࣮ͯ
࣮͞Ε͓ͯΓɼC99Ͱهड़͞Εͨඪ४త
ͳ binary64ͷ CϓϩάϥϜͰ͋Εɼͳ
͘MPFRͰҙਫ਼Ͱ࣮ߦͰ͖Δɻ2019ݱ
ɼVersionࡏ ++৽όʔδϣϯͰ͋ΔɻC࠷4.0.2͕
͔Βར༻͢ΔΫϥεϥΠϒϥϦͱͯ͠MPFR
C++[6]͕͋Δɻ

MPFRΛͱͯ͠ߏங͞Ε͍ͯΔͷͱ͠
ͯɼҙਫ਼۠ؒԋࢉϥΠϒϥϦMPFI[7]ɼ
ҙਫ਼ෳૉԋࢉϥΠϒϥϦMPC[8]ɼܘԋ
ϥΠϒϥϦࢉܭΛαϙʔτ͢Δҙਫ਼ࢉ
ARB[5]͕͋Δɻ

QDͷߴੑ QD[2] Yozo HidaɼXiaoye S.
LiɼDavid H. BaileyΒ͕։ൃͨ͠ C++ϥΠϒ
ϥϦͰɼbinary64ΛೋͭΈ߹Θͤͯ༻͢Δ
DD(Double-Double)ͱ 4ͭΈ߹Θͤͯ༻͢
Δ QD(Quad-Double)Λαϙʔτ͢Δɻجຊԋ
શͯࢉ inlineԽ͞Ε͓ͯΓɼC++ωΠςΟϒ
ϥΠϒϥϦͱͯ͠ߴͳ෦ྨͰ͋Ζ͏ɻฏํ
ࠜɼؔ֯ࡾɼؔ֯ࡾٯɼࢦؔɼରؔ
ͱ͍ͬͨॳ࣮ؔ͞Ε͍ͯΔɻಉ͡Ծ
෦ʹઃఆͨ͠ MPFRͱൺֱ͢Δͱɼ࢛ଇ
ԋࢉͰDDਫ਼૬ʹߴͰɼQDਫ਼Ͱ
আ๏͕एׯͰ͋ΔҎ֎ߴͰ͋Δ͜ͱ
͕͔ΔɻMPLAPACK[9]ͷ RgemmؔΛ༻
MPFRࢉͰൺֱ͢ΔͱɼDDԋࢉྻߦ͍ͯ
106bitsͷ 18ഒɼQDԋࢉMPFR 212bitsͷ
 2ഒͷੑ͕͋Δ͜ͱ͕͔Δɻ

3 ଟഒਫ਼ࢉܭͷ՝

MPFR/GMP QDɼ࢛ଇԋࢉϨϕϧͷߴ
Խ಄ଧͪঢ়ଶͰ͋Γɼ͜ΕҎ্ͷܶతͳੑ
্ࠐݟΊͳ͍ɻ࣮༻ੑΛ͑ߟΔͱɼଟഒ
ਫ਼ࢉܭͷߴԽৗʹٻΊΒΕ͍ͯΔ
͜ͱ͔Βɼ࢛ଇԋࢉΑΓେ͖ͳ୯ҐͷΞϧΰϦ
ζϜͰߴԽΛ͢ࢦඞཁ͕͋Δɻ͜͜Ͱͦ
ͷྫࣄΛࣔ͢ɻ

ࠞ߹ਫ਼෮վྑ๏ ࠞ߹ਫ਼෮վྑ๏
Newton๏Λ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜʹద༻ͨ͠ͷͰɼ
ෳਫ਼Ͱ࣮͢ߦΔ͜ͱͰߴԽΛਤΔͱ͍͏
ͷͰɼྔࢉܭͷଟ͍෦Λਫ਼Ͱߴʹٻ
Ίɼࠩۙࣅղͷಋग़͚ͩΛߴਫ਼Ͱ࣮͢ߦ

Δͱ͍͏ͷͰ͋Δɻਫ਼Ͱॆղ͚Δఔ
ͷ݅ͷͰ͋Δඞཁ͕͋Γɼѱ݅
ʹద༻͖͢ଟഒਫ਼ࢉܭʹద༻͢Δʹ
ໃ६ΛΒΉͷͰ͋Δ͕ɼྫ͑ѱ݅ͳৗ
ඍํఔࣜͷॳظʹରͯ͠ӄత Runge-
Kutta๏Λద༻͢Δࡍʹɼͦͷ෦෮๏ͱ
ͯ͠ͷ͑ߟ͕༺׆ΒΕΔɻ

Strassen ͷྻߦࢉΞϧΰϦζϜ ΫΠοΫ
ιʔτFFTʹද͞ΕΔׂ౷࣏๏ԋྔࢉ
ΛݮΒ͢ख๏ͷ૯শͰɼྻߦࢉͰ Strassen
ͷΞϧΰϦζϜͱ͍͏༗໊ͳͷ͕͋Δɻ͜
ΕΛ༻͢Δ͜ͱͰɼαΠζͷେ͖͍ྻߦࢉ
ͰMBLASͷ RgemmؔΑΓߴʹ࣮ߦͰ
͖Δ͜ͱ͕໌͍ͯ͠Δɻࢉܭਫ਼ʹ͕͋
Δͱ͞Ε͍ͯΔ StrassenͷΞϧΰϦζϜͰ͋Δ
͕ɼҙਫ਼ࢉܭΛ༻͢Δ͜ͱͰਫ਼ԼΛ
ϑΥϩʔ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ɼߴੑซͤͯ୲อ
Ͱ͖Δɻ

ॳࠩޡظΛϑΥϩʔ͢Δແࠩޡมٕ๏ͷ׆༻
QDͰར༻͞Ε͍ͯΔແࠩޡมٕ๏Λ BLAS
୯ҐͰద༻͢Δ͜ͱͰɼਫ਼Լͷ٘ਜ਼͋
ΔͷͷɼߴੑΛ୲อ͢Δٕ๏͕ఏҊ͞Εͯ
͍Δɻ͜͜ͰBoldΒ͕ఏҊ͢Δ FMAerrorٴ
ͼFMAerrorApproxԋࢉΛར༻ͨ͠ɼBLAS1ͷ
SCALԋࢉͱAXPYԋࢉΛ֦ு͢Δख๏ͷ༗ޮ
ੑͱߴੑΛࣔ͢ɻ

ँࣙ ຊߨԋʹ͝টԼͬͨ͞ɼΦʔΨφΠ
βʔͷதཬਓઌੜʢձେʣɼ౬ઙࢠٱઌ
ੜʢߴΤωݚʣʹ͠ँײ·͢ɻ
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1 Abstract

We review some aspects of the a priori and a
posteriori error analysis of compact eigenvalue
problems originating from partial di↵erential
equations. We focus on critical aspects where
the numerical experiments shed more light on
the theoretical results. Examples of such situ-
ations include the presence of spurious modes
in mixed formulations and in parameter depen-
dent eigenvalue problems, as well as the correct
approximation of multiple eigenvalues and/or
clusters of eigenvalues. We are interested in
guaranteed error estimates and we are going to
present an error estimator with e�ciency index
tending asymptotically to one.

2 Introduction

The approximation of eigenvalue problems
arising from partial di↵erential equations is a
fascinating field of research; for many years it
has been a common belief that any scheme pro-
viding a good approximation to the solution of
a (source) partial di↵erential equation could be
used successfully for the approximation of the
corresponding eigenvalue problem. Although
this behavior is essentially true for the stan-
dard Galerkin approximation of elliptic prob-
lems, this is not always the case and, in par-
ticular, it is definitely wrong when mixed finite
elements are used. This observation has been
pointed out in [4] (see also [2] for a survey on
eigenproblem approximation).

In this note we review some a priori and a
posteriori error estimates for the finite element
approximation of eigenvalue problems arising
from partial di↵erential equations and describe
several situations where the numerical results
may not be immediate to interpret.

3 A priori error estimates

For simplicity, we are going to deal with
symmetric eigenvalue problems. The theory for
variationally posed elliptic eigenvalue problems
in the case of the standard Galerkin approxima-

tion is well understood. It deals with problems
of the form: given a Hilbert space V , find eigen-
values � 2 R and non-vanishing eigenfunctions
u 2 V such that

a(u, v) = �b(u, b) 8v 2 V,

where a(·, ·) is a symmetric, continuous and el-
liptic bilinear form, and b(·, ·) is a symmetric
and continuous bilinear form defined on a larger
Hilbert space H with the assumption that V is
compactly embedded in H.

It is well known that, for the situations just
described, standard a priori estimates valid for
the source problem automatically carry over to
the eigenvalue problem. The situation is dif-
ferent when mixed approximations are consid-
ered. In particular, let us recall the abstract
setting that corresponds, for instance, to the
mixed approximation of the Poisson eigenvalue
problem: given two Hilbert spaces ⌃ and U ,
and continuous bilinear forms a : ⌃ ⇥ ⌃ ! R
and b : ⌃⇥U ! R, find eigenvalues � 2 R and
eigenfunctions u 2 U such that for some � it
holds

⇢
a(�, ⌧ ) + b(⌧ , u) = 0 8⌧ 2 ⌃

b(�, v) = �(f, v) 8v 2 U,

where (·, ·) is the inner product of a pivot space,
typically L

2(⌦).
In this case the classical inf-sup conditions

that guarantee the stability of the approxima-
tion of the source problem are neither su�-
cient nor necessary for the good behavior of
the approximating eigenmodes obtained after
conforming discretization. A counterexample
is presented in [4] and a complete theoretical
setting is presented in [3].

4 A posteriori error estimates

The solution of partial di↵erential equations
can be a↵ected by various singularities due,
for instance, to non-smooth domains or to the
presence of rough coe�cients. In such cases it
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may be useful to implement a posteriori error
estimators that can lead to adaptive schemes.

In this framework it is well known that eigen-
value problems present di↵erent features with
respect to source problems. One of the main
di↵erences is given by the fact that in the case
of source problems there is only one solution
and the role of the error estimator is to detect
how such solution is approximated on the given
mesh. On the other hand, in the case of eigen-
value problems, there are in general infinitely
many eigensoutions which are approximated by
a (growing) finite number of eigenpairs; hence
the user has to decide which eigenmodes to
track and to design the error estimator accord-
ingly. Subtle issues arise when multiple eigen-
values (or clusters of eigenvalues) are present.
Some examples of bad approximation when a
wrong strategy is adopted are given in [9, 10, 6].

Adaptive finite element schemes for eigen-
value approximation have a more recent his-
tory than for the corresponding source prob-
lem. Adaptive schemes for mixed eigenvalue
problems are even more recent. The first con-
vergence proof for a standard adaptive scheme
based on a residual error estimator has been
introduced in [7] for the mixed Laplacian and
extended to the Maxwell eigenvalue problem
in [5]. A convergence proof for the Stokes prob-
lem has been obtained in [8].

Non-residual error estimators for eigenvalue
problems have been studied more recently. In
particular, in [1] we introduced an error estima-
tor which is asymptotically exact. This means
that the constants involved in the equivalence
between the error estimator and the actual er-
ror quantity are going to one as the mesh is
refined.
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The hypercircle method [1], originally de-

veloped by Prager–Synge around 1947 for elas-

tic analysis, has been successfully applied to

the rigorous (explicit) error estimation with

the L2 norm and the energy norm for finite el-

ement solutions to boundary value problems;

see, e.g., the a posteriori error estimation in

[2] and the a priori error estimate in [3]. How-

ever, there is very limited discussion on the

explicit estimation of pointwise value of solu-

tions.

In 1950s, T. Kato considered a kind of bound-

ary value problem associated with a self-adjoint

operator H of Hilbert spaces defined in the

form H = T ∗T , where T ∗ denotes the self-

adjoint operator of T [4]. Later, H. Fujita ap-

plied the theory of Kato to develop a hypercircle-

like method for error estimation and further

applied this method to provide pointwise er-

ror estimation for the boundary value prob-

lems [5]. As pointed out in [5], such a method

is not essentially different from those provided

by authors of the hypercircle method and oth-

ers. However, the version of [1] is difficult

to produce pointwise error estimation for ap-

proximate solutions.

The papers of Kato and Fujita are pub-

lished in the dawning era of the finite element

method (FEM). It seems that the idea therein

has never been applied to the error estimation

for the finite element method.

In this research, we studied the two impor-

tant papers [4,5], and investigated the possi-

bility to apply Kato-Fujita’s method to de-

velop pointwise error estimation for FEM so-

lutions to boundary value problems. In the

presentation, as an example, Poisson’s bound-

ary value equation will be considered along

with explicit lower and upper bounds for the

solution value at any specified point inside the

domain.
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H1
0 ࣹӨࠩޡʹର͢Δ2࣍ͷࠩޡධՁͷྑ࠷ఆͷแؚํ๏ʹ͍ͭͯ

Լ  1ɼ෦ ળོ 1ɼࢁຊ ਓ 2ɼதඌ ॆ 3
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1 ֓ཁ

ຊߨԋͰଟ߲ۭࣜؒͷ H1
0 ࣹӨͷ ࣍2

ͷࠩޡධՁʹର͢Δྑ࠷ఆͷแؚํ๏Λड़
Δɽ͜ͷఆ Lagrange ཁૉ๏ʹରݶͷ༗ܕ
͢ΔࠩޡධՁʹద༻Ͱ͖Δ߹͕͋Δɽຊ݁
ՌΛར༻͢ΔࣄͰɼ2֊ପԁڥܕքʹର
͢Δղͷਫ਼อূ͖ै͕ࢉܭདྷΑΓߴ
ਫ਼ʹূݕͰ͖Δͱظ͞ΕΔɽ

2 ಋೖ

Λ := (a, b), (a < b ∈ R) Λ༗ք։۠ؒͱ͢
ΔɽH1

0 (Λ) :=
{
u ∈ H1(Λ) ; u(a) = u(b) = 0

}

ੵ (u, v)H1
0 (Λ)

:= (u′, v′)L2(Λ) Λඋ͑Δෳ
ૉ Hilbert ۭؒͱ͠ɼͦͷϊϧϜ ∥u∥H1

0
:=

√
(u, u)H1

0 (Λ)
Ͱఆٛ͞ΕΔɽ͜ ͜Ͱɼ( · , · )L2(Λ)

ෳૉ L2 ੵɼu′  u ͷ 1֊ಋؔΛද͢ɽ
ҙͷࣗવN ≥ 2ʹର͠ɼPN ΛߴʑN ͷ࣍
ଟ߲ࣜͷू߹ͱ͢ΔɽH1

0 ࣹӨ P 1
N : H1

0 (Λ) →
H1

0 (Λ) ∩ PN ҎԼͷมํఔࣜɿ

(
u− P 1

Nu, vN
)
H1

0 (Λ)
= 0, ∀vN ∈ H1

0 (Λ)∩PN

ΛΈͨ͢ͷͱఆٛ͢Δɽਖ਼ C1:3(N) Λ

C1:3(N) :=
1

|Λ|2
sup

0 ̸=u∈H1
0 (Λ)∩H3(Λ)

∥∥u− P 1
Nu
∥∥
H1

0 (Λ)

|u|H3(Λ)

(1)

ͱఆٛ͢Δɽ͜͜Ͱɼ|Λ| := b − a, H3 ηϛ
ϊϧϜ |u|H3(Λ) := ∥u′′′∥L2(Λ) ͱఆٛ͢Δɽ
C1:3(N) ͦͷఆٛΑΓɼҎԼͷࠩޡධՁɿ
∥∥u− P 1

Nu
∥∥
H1

0 (Λ)
≤ C1:3(N) |Λ|2 |u|H3(Λ) ,

∀u ∈ H1
0 (Λ) ∩H3(Λ)

ͷྑ࠷ఆͱͳ͍ͬͯΔɽ
ຊߨԋͰ۩ମతʹ N ͕༩͑ΒΕͨͱ͖ʹɼ

ਫ਼อূ͖ࢉܭΛ༻͍ͯ C1:3(N) Λแ
ؚ͢Δখ͞ͳ۠ؒΛ͢ࢉܭΔख๏ΛఏҊ͢Δɽ
ఆ C1:3(N)  Lagrange ͷܕ ཁݶ༗ݩ࣍1
ૉ๏ɼ2ܗ࢛֯ݩ࣍ϝογϡͷ༗ݶཁૉ๏
ͷࠩޡධՁʹద༻Ͱ͖Δɽ

3 ओఆཧ

ఆཧ 1 ҙͷ N ≥ 2, M ≥ max{N +

5, 10}, L ≥ M + 5 ʹର͠ɼ͋Δ 9ॏର֯ඇෛ
࣮ରশྻߦ A ∈ R(M−N+4)×(M−N+4), Ã ∈
R(L−M+4)×(L−M+4) ͕ଘ͠ࡏɼҎԼͷෆࣜɿ

1

4

√
∥A∥2 ≤ C1:3(N) ≤ 1

4

√
∥A∥2 +

∥∥∥Ã
∥∥∥
∞

(2)

ΛΈͨ͢ɽ͜͜Ͱɼ∥ · ∥2, ∥ · ∥∞ ͦΕͧΕߦ
ྻͷ 2ϊϧϜɼແݶେϊϧϜΛද͢ɽ

ྻߦ A, Ã ۩ମతʹॻ͖Լ͕͢ࣄग़དྷΔ͕ɼ
ทͷ੍ݶʹΑΓׂѪ͢Δɽ

ূ໌ͷུ֓ H1
0 (Λ)ͷશަଟ߲ࣜ {φn}∞n=2

ͷଘࡏɼφn ͷΈ߲ͨؒ͢ࡾԽࣜطʹ [1,

2]Ͱใ͍ͯ͠ࠂΔɽΑͬͯɼҙͷ u ∈ H1
0 (Λ)

ʹର͠ɼ

u =
∞∑

n=2

an
φn

∥φn∥H1
0 (Λ)

,

an : =

(
u,

φn

∥φn∥H1
0 (Λ)

)

H1
0 (Λ)

, ∀n ≥ 2

(3)

ΛΈͨ͢ෳૉྻ a ∈ ℓ2 ͕ଘ͢ࡏΔɽ͞Βʹɼ
P 1
Nu =

∑N
n=2 an

φn
∥φn∥H1

0(Λ)
ͱͳΓɼP 1

N ଧͪ

Γ࡞༻ૉͱҰக͢ΔɽҰํɼLegendre ଟ߲
ࣜ {Pn}∞n=0  L2(Λ) ͷશަଟ߲ࣜͱͳͬ
͓ͯΓɼ

u′′′ =
∞∑

n=0

bn
Pn

∥Pn∥L2(Λ)

,

bn : =

(
u′′′,

Pn

∥Pn∥L2(Λ)

)

L2(Λ)

, ∀n ≥ 0

ΛΈͨ͢ෳૉྻ b ∈ ℓ2 ͕ଘ͢ࡏΔɽan ͱ bn
ͷؔΛௐΔͱɼ

an=

(
|Λ|
2

)2(
−αn−3bn−3 + βn−1bn−1 − γn+1bn+1

)

(4)
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ΛΈͨ͢ਖ਼ྻ αn, βn, γn ͕ଘ͢ࡏΔ͕ࣄΘ
͔ͬͨɽ͜ΕΒ۩ମతʹॻ͖Լ͕͢ࣄͰ͖Δ
͕ɼ͜͜ͰׂѪ͢ΔɽΑͬͯɼ

M∑

n=N+1

|an|2

=

(
|Λ|
2

)4 M∑

n=N+1

|−αn−3bn−3 + βn−1bn−1 − γn+1bn+1|2

=

(
|Λ|
2

)4

b⃗HAb⃗,

ΛΈͨ͢ඇෛ࣮ରশྻߦ A ͕ଘ͢ࡏΔɽ͜
͜Ͱɼb⃗ := (bN−2, . . . , bM+1)T ∈ CM−N+4 ͱ
͓͍ͨɽParseval ͷ͔ࣜΒ

∥∥u− P 1
Nu
∥∥2
H1

0 (Λ)
=

∞∑

n=N+1

|an|2

=
M∑

n=N+1

|an|2 +
L∑

n=M+1

|an|2 +
∞∑

n=L+1

|an|2

ͱɼ3ͭͷ෦ʹղ͓͖ͯ͠ɼͦΕͧΕ

M∑

n=N+1

|an|2 =
(
|Λ|
2

)4

b⃗HAb⃗

≤
(
|Λ|
2

)4

∥A∥2
∣∣∣⃗b
∣∣∣
2

L∑

n=M+1

|an|2 =
(
|Λ|
2

)4
⃗̃bHÃ⃗̃b

≤
(
|Λ|
2

)4 ∥∥∥Ã
∥∥∥
∞

∣∣∣⃗̃b
∣∣∣
2

∞∑

n=L+1

|an|2 ≤ O
(
L−4

)
|Λ|4

∞∑

n=L−2

|bn|2

ͱ্ͯ͠ଆͷධՁΛ͑Δɽ͜ ͜Ͱɼ
∥∥∥Ã
∥∥∥
2
≤
∥∥∥Ã
∥∥∥
∞

 Gershgorin ͷఆཧʹͮ͘جɽҰํɼA ͷ࠷
େݻ༗ʹରԠ͢Δݻ༗ϕΫτϧΛͱ͢Δ
ଟ߲ࣜΛ۩ମతʹ࡞Δ͜ͱͰԼଆͷධՁΛ͑Δɽ
!
(2) ͷ྆ਫ਼อূ͖ࢉܭʹΑͬͯ

۩ମతʹࢉܭͰ͖Δɽಛʹɼ࣮ରশྻߦͷ࠷େ
ඞཁͱ͕ࢉܭ༗ʹର͢Δਫ਼อূ͖ݻ
ͳΓɼͦͷํࢉܭ๏ྫ͑ [3] Λࢀর͢Δͱ
Α͍ɽ
ຊख๏ [4] Ͱ͍ͯ͠ߟΔΑ͏ͳ H1

0 ࠩޡ
Λ H2 ηϛϊϧϜͰධՁ͢Δ߹ʹ͓͍ͯɼ
ಉ༷ͷखॱͰྑ࠷ఆΛแؚͰ͖Δɽ

4 ପԁڥܕքͷԠ༻

ओఆཧͷఆପԁڥܕքɿ

{
−△u = f(u) in Ω

u = 0 on ∂Ω

(5a)

(5b)

ͷղ u ͷଘ͓ࡏΑͼہॴҰҙੑΛ͢ূݕΔࡍ
ʹར༻͢Δ͕ࣄͰ͖Δɽํূݕ๏ͷৄࡉ [5,

§5.2] [6, §6.10]ʹৡΔ͕ɼ͍ͣΕͷจݙʹ
ΕΔݱ ∥v0∥H1

0 (Ω) ͷධՁͰఆཧ 1 Λ͕ࣄ͏

Ͱ͖Δɽ͜͜Ͱ v0 := (I − P 1
N )(−△)−1f(uN )

ͱఆٛ͞ΕΔɼ(5) ͷۙࣅղ uN ΛೈԽͨ͠ޡ
ࠩʹରԠ͢Δɽ·ͨɼ∥v0∥H1

0 (Ω) ͕খ͍͞΄Ͳɼ
uN ͱ (5) ͷີݫղ u ͱͷࠩޡখ͘͞ͳΔɽ
ԋͰैདྷख๏Ͱ͋Δߨ ∥v0∥H1

0 (Ω) ͷ ධ࣍1
ՁɼNobitonian ʹΑΔޙࣄධՁͱఆཧ 1 ʹΑ
Δ ධՁͷ݁ՌΛհ͢Δɽ࣍2

ँࣙ ຊڀݚՊݚඅ (՝൪߸:JP15H03637,
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Tࡉ๔ʹ͓͚ΔLUBACΛհͨ͠NF-ДBੑ׆Խߏػͷཧతղੳ

ാத ঘ 1, େีٴ 2, ಙӬจູ 2, ླ و 3

1େࡕେֶڀݚֶૅجՊ γεςϜઐ߈ ཧՊֶྖҬɼ2େཱࢢࡕେֶେֶӃҩֶڀݚ

Պࢠපଶֶ,3େࡕେֶཧɾσʔλՊֶڭҭڀݚηϯλʔ
e-mail : n-hatanaka@sigmath.es.osaka-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ੜମͰඦʹٴͿػΛ੍͢ޚΔλϯύ
Ϋ࣭Ͱ͋ΔNF-ДBܹґଘతʹੑ׆Խ͞Ε
Δɽಛʹ TCRʢTࡉ๔ड༰ମʣΛհͨ͠ NF-

Д Bੑ׆Խʹ͓͍ͯɼLUBAC(linear ubiq-

uitin chain assembly complex)ͱ͍͏߬ૉʹΑ
ΔCBMෳ߹ମͷঢ়ϢϏΩνϯԽ͕ॏཁͰ
͋Δ͜ͱ͕ࢦఠ͞Ε͍ͯΔ (ਤ 1)ɽϢϏΩνϯ
Խ͞ΕͨCBMෳ߹ମʹ༩͞ΕͨϢϏΩνϯ
Խ͞ΕΔࢎΛͱ͠ɼIKKෳ߹ମ͕Ϧϯ
͜ͱͰ NF-Д Bͷੑ׆Խʹͭͳ͕Δɽ͜ͷͱ
͖CBMෳ߹ମΛܗ͢ΔCARMA1ɼBCL10ɼ
MALT1ͷϢϏΩνϯԽʹλΠϛϯάͷͣΕ
͕ੜ͡Δ͜ͱ͕࣮ݧͰ֬ೝ͞Ε͍ͯΔ͕ɼͦͷ
ੜֶతҙຯ໌Β͔ʹͳ͍ͬͯͳ͍ɽ
ຊڀݚͰҎԼͷ 2Λ໌Β͔ʹ͢Δ͜ͱΛ

తͱ͢Δɽ

1) CBMෳ߹ମΛհͨ͠ IKKੑ׆Խͷҙٛ
2) CARMA1, BCL10ɼMALT1ͷϢϏΩν
ϯԽʹ͕ࠩؒ࣌ੜ͡Δཧ༝

2 ݁Ռ

͡ΊʹզʑCBMෳ߹ମͷϢϏΩνϯ
Λհͨ͠ IKKͷੑ׆ԽͱɼLUBACʹΑͬͯ
ϢϏΩνϯԽ͞Εͨ IKKಉ࢜ʹΑΔੑ׆Խ
ͱͷҧ͍Λ໌Β͔ʹ͢ΔͨΊʹཧϞσϧΛߏ
ங͠ɼγϛϡϨʔγϣϯΛͨͬߦɽͨͩ͠ɼ͜
͜Ͱ CARMA1, BCL10ɼMALT1ͷϢϏΩ
νϯԽͷλΠϛϯάͷͣΕྀ͍ͯ͠ߟͳ͍ɽ
·ͨɼ֤ݱԽֶԠʹͮ͘جͱԾఆ
͢Δɽ
CBMͷޮՌΛղੳ͢ΔͨΊʹɼ࣍ͷ 2ͭͷ

ঢ়گΛ͑ߟΔɽ(a) LUBAC IKKΛϢϏ
ΩνϯԽ͠ɼϢϏΩνϯԽ͞Εͨ IKKಉ͕࢜
Δ͜ͱʹΑͬͯ͢༺࡞ IKK͕ੑ׆Խ͢Δɼ(b)

LUBAC͕CBMෳ߹ମͷΈΛϢϏΩνϯԽ͠ɼ
ͦͷϢϏΩνϯΛʹ IKK͕ੑ׆Խ͢Δɽ
͜ΕΒΛγϛϡϨʔγϣϯͰൺֱͨ݁͠Ռɼ
IKKͷੑ׆Խͷૣ͞ͱ࣋ଓੑʹҧ͍͕͋Δ͜ͱ

ਤ 1. TCRܹೖྗ͔Β NF-Д Bੑ׆Խ·Ͱͷུ֓ਤɽ
ThomeΒͷจ [1]ͷਤΛجʹ LUBACϢϏΩνϯԽ
ͷԠΛॻ͖Ճ͍͑ͯΔɽ

͕͔ͬͨɽCBMΛհ͞ͳ͍߹ʹɼIKK

ͷੑ׆Խʹ IKKಉ͕࢜৮͢Δඞཁ͕͋Δ
ͨΊɼਝͳੑ׆Խ͜ىΓʹ͘͘ɼάϥϑͷ
ঢ়ฏୱʹͳΔɽҰํܗ CBMΛհͨ͠ IKK

ͷੑ׆ԽͰɼϢϏΩνϯ͕ͱͳΓͦ͜
ʹͨͲΓண͚ IKKಉ࢜Ͱੑ׆ԽͰ͖ΔͨΊɼ
ܗΔɽͦͷͨΊɼϐʔΫͷ͜ىʹԽ͕ਝੑ׆
ঢ়Ӷ͘ͳΓ͍ؒظͰੑ׆ঢ়ଶͱෆੑ׆ঢ়ଶ
ΛΓସ͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
,ɼCARMA1ʹ࣍ BCL10ɼMALT1ͷϢϏΩ
νϯԽͷλΠϛϯάͷͣΕ͕ੜ͡ΔݪҼΛղੳ
͢ΔͨΊɼ্Ͱߏஙͨ͠ϞσϧʹϢϏΩνϯԽ
ͷԠΛՃ͑ɼৄࡉͳϞσϧ֦ு͢Δɽͨͩ
͠ɼϢϏΩνϯԽͷԠʹ͍ͭͯৄࡉͳ͕ߏػ
ෆ໌ͳ͋ΔͨΊɼ؆୯ʹϢϏΩνϯԽҰ
ͷԠͰ͋ΔͱԾఆͨ͠ɽ࣍
CARMA1, BCL10ɼMALT1ʹͦΕͧΕϢ
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ϏΩνϯԽ͞Ε͍ͯΔঢ়ଶͱ͞Ε͍ͯͳ͍ঢ়ଶ
͕͋ΔͨΊɼ͑ߟΔ͖ঢ়ଶ 8௨Γ͋Δ (ਤ
2)ɽ͡ΊʹզʑϢϏΩνϯԽͷঢ়ଶʹؔΘ
Βͣ CARMA1, BCL10ɼMALT1ͷͦΕͧΕ
ͷϢϏΩνϯԽҰఆͰ͋Δͱͨ͑ߟɽ
͔͠͠ɼͦͷ݅ͰϢϏΩνϯԽͷλΠϛ

ϯάͷͣΕΛ͢ݱ࠶Δ͜ͱͰ͖ͳ͔ͬͨɽͦ
ͷͨΊɼϢϏΩνϯԽͷঢ়ଶʹΑͬͯ࣍ͷϢϏ
ΩνϯԽɼ͋Δ͍ϢϏΩνϯԽ͕͜ىΔ
Ԡ͕ҟͳΔͱ༧͞ΕΔɽ࣮ࡍɼԠ
Λม͢ߋΔ͜ͱͰϢϏΩνϯԽͷλΠϛϯάͷ
ͣΕΛ͢ݱ࠶Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨ (ਤ 3)ɽͦͷ࣌ͷ
ύϥϝʔλΛ͢؍ΔͱɼԠͷେখʹ
ଇੑ͕͋Δ͜ͱ͕͔ͬͨɽ͢ن ͳΘͪɼϢϏΩ
νϯԽϢϏΩνϯԽͷԠ͕ɼCARMA1,

BCL10ɼMALT1ͷঢ়ଶʹΑͬͯผ͞Ε͍ͯ
ΔՄੑ͕ࣔࠦ͞Εͨɽ͜ΕΒͷৄࡉͳύϥ
ϝʔλʹ͍ͭͯߨԋͷதͰใ͢ࠂΔɽ

ਤ 2. CBMෳ߹ମϢϏΩνϯԽͷϞσϧਤ. ઢฏۉ
ΑΓͷେ͖͔ͬͨԠܦ࿏Λද͓ͯ͠Γɼ੨ઢฏۉΑ
Γͷখ͔ͬͨ͞Ԡܦ࿏Λද͍ͯ͠Δɽ

ँࣙ ຊڀݚJSPSՊݚඅ JP17H06329, JP16H06576,

ڌʢA.ઌۀࣄܗڌڀݚ ܗܕʣͷॿ
Λड͚ͨͷͰ͋Δɽ

ਤ 3. ҨతΞϧΰϦζϜΛ༻͍ͨϑΟοςΟϯάͷ݁Ռɽ
ϑΟοςΟϯάʹ༻͍ͨύϥϝʔλཚతʹ༩͑ɼ3000
ੈ·Ͱ͠ࢉܭɼͦͷதͰείΞͷྑ͔ͬͨύϥϝʔλ
Λબ͍ͯ͠Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] M Thome, CARMA1, BCL-10 and

MALT1 in lymphocyte development

and activation, Nat Rev Immunol. 2004

May;4(5):348-59.
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ガン免疫の環境依存型モデル EDMにおける局所消滅性に関する評価 

 

                    道工 勇（埼玉大学教育学部数学教室） 

 

ガン免疫応答を記述する環境依存型確率モデル EDMにおいて, ガン細胞が免疫細胞から
成るエフェクター群により局所的に駆逐される様子に対応する局所消滅性を呈することが

分かっている。今回は定性的性質の解析ではなく, その様子の定量的な記述を可能にする, 
ほとんど確実に局所的に消滅する現象のパラメータ依存表記を紹介する. これにより, 
EDMのシミュレーションの祭に, 具体的な指針を与えやすくなると期待される. 数理的に
は, スケーリング極限で得られる超過程に対するヒストリカル過程の良行経歴パスや連続
率に関する評価の導出がキーポイントとなる.  
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ϥϯμϜೋͷߏذͱத৺ݶۃఆཧɾେภࠩݪཧ

ຊࢁ ݈

େֶཧֶ෦ٿླྀ
e-mail : yamamot@sci.u-ryukyu.ac.jp

1 ೋͱ࣍

ߏ͞ΕΔܗ͔ΕͱͦΕʹΑͬͯࢬ
༷ʑͳ໘ͰΈΒΕΔύλʔϯͰ͋Δ [1]ɻਫ
ཧֶͷͰɼྲྀݯΛ༿ɼՏޱΛࠜͱ͢Δࠜ
͖ͰՏΛϞσϧԽͯ͠ܗঢ়ͷੳ͕͓
͜ͳΘΕ͖ͯͨɻ࣍ʹࣔ͢ϧʔϧͰɼ࣍ͱΑ
ΕΔࣗવΛೋͷ༿͔Βࠜʹؼ͔ͯͬ
ೲతʹׂΓͯΔʢਤ রʣɿࢀ1

1) ༿ͭͶʹ࣍ 1.

2) ࣍ rͷͲ͏͠ͷ߹ྲྀઌ࣍ r+1.

3) ࣍ r1͓Αͼ r2(r1 ̸= r2)ͷͷ߹ྲྀ
ઌ࣍max{r1, r2}.

࣍ rͷ͔ΒͳΔύεΛ࣍ rͷࢬͱΑͿɻ
ೋͷۭ֬ؒͱͯ͠࠷୯७ͳͷ͕ɼ༿

ͷ͕nͷೋʹҰ༷ͳ֬ଌΛ༩͑ͨ֬
ۭؒʢϥϯμϜೋϞσϧʣͰ͋Δɻ༿ͷ
͕ nͷೋ τ ʹରͯ͠ɼ࣍ r ͷࢬͷຊ
Λ Sr,n(τ)ͱද͢͜ͱʹ͢ΔɻSr,nϥϯμ
ϜೋϞσϧʹ͓͚Δ֬มͰ͋Δɻຊݚ
Ͱɼ֬มڀ Sr+1,n (r = 1, 2, . . .)ͷݶۃ
n → ∞ʹ͓͚Δ;Δ·͍Λ໌Β͔ʹ͢Δɻ

1 1

1 1 1

1

2

2 2

3

3
ࢬͷ࣍3

ࢬͷ࣍2
ࢬͷ࣍2

ਤ 1. ೋͷ͚࣍ͮ
ͷྫɻഁઢͷ࢛֯ͰғΜ
ͩ෦͕࣍ 2, 3 ͷࢬ
Ͱ͋Δɻ࣍ 1, 2, 3ͷ
ͷͦΕͧΕࢬ 6, 2,
1ຊͱͳΔɻ

2 ϥϯμϜೋͷݶۃఆཧ

S1,n = nͰ͋ΔͷͰɼࣗ໌Ͱͳ͍࠷࣍ͷ
֬ม S2,nͰ͋Δɻݶۃ n → ∞ʹ͓͚Δ
S2,nͷ֬తͳੑ࣭ͱͯ͠ɼ࣍ͷେภࠩݪཧ
͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɿ

ఆཧ 1 (S2,nʹର͢Δେภࠩݪཧ [2]) y ∈ (1/4,

1/2)ʹରͯ͠ɼ

lim
n→∞

1

n
logP

(
S2,n

n
> y

)
= −I(y).

y ∈ (0, 1/4)ʹରͯ͠ɼ

lim
n→∞

1

n
logP

(
S2,n

n
< y

)
= −I(y).

ͨͩ͠ɼؔ I(y)

I(y) = (4y − 1) tanh−1(4y − 1)

− log(cosh(tanh−1(4y − 1))).

͜ͷେภࠩݪཧͷܥͱͯ͠ɼத৺ݶۃఆཧ

√
n

(
S2,n

n
− 1

4

)
D−→ N

(
0,

1

16

)

͕ಘΒΕΔɻͨͩ͠ɼ D−→ ऩଋΛද͠ɼ
N(µ,σ2)ฏۉ µ, ࢄ σ2ͷਖ਼نͰ͋Δɻ
ఆཧ 1ͷূ໌ͰɼϥϯμϜೋͷ߹ͤ

తͳੑ࣭Λͯ͠ۦ

lim
n→∞

1

n
logE [exp(ξS2,n)]

=
ξ

4
+ log

(
cosh

ξ

4

)
=: ϕ(ξ) (1)

͕ಋग़͞Ε͍ͯΔɻͨͩ͠ɼE [·] ϥϯμϜ
ೋϞσϧ্ͷฏۉΛද͢ɻE [exp(ξS2,n)]

 S2,n ͷϞʔϝϯτؔͰ͋Γɼͦͷର
logE [exp(ξS2,n)]ΩϡϜϥϯτؔͱΑ
ΕΔɻn → ∞ʹ͓͚ΔΩϡϜϥϯτؔͷੑ
࣭ (1)͔Βɼେภࠩݪཧʹؔ͢ΔҰൠੑͷ͋Δ
ఆཧ [3]Λܦ༝ͯ͠େภࠩݪཧʢఆཧ 1ʣ͕ಋ͔
ΕΔɻͳ͓ɼఆཧ 1ͷ I(y)ϕ(ξ)ͷLegendre

มͰ͋Δɻ

3 ओ݁Ռ

Ҏ্ͷ݁ՌΛҰൠͷ࣍ͷࢬ Sr+1,nʢr =

1, 2, . . .ʣʹ֦ு͢Δɻ

ิॿఆཧ 2 Sr+1,nʢr = 1, 2, . . .ʣͷΩϡϜϥ
ϯτؔʹ͍ͭͯɼ

lim
n→∞

1

n
logE [exp(ξSr+1,n)] = ϕr(ξ).

ͨͩ͠ɼϕr(ξ)ࣜ (1)Ͱ༩͑ΒΕͨ ϕΛ rճ
߹ͨؔ͠Ͱ͋Δʢϕr(ξ) = ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸

r

(x)ʣɻ
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͢ͳΘͪɼ࣍ r + 1͕ࣸ૾ ϕͷ߹ͷճ r

ʹରԠ͢Δɻ
ࣜ (1)͔Βఆཧ 1͕ಋ͔Εͨͷͱಉ͡աఔΛ

ͨͲΓɼ࣍ͷେภࠩݪཧ͕ಘΒΕΔɻ

ఆཧ 3 (Sr+1,nʹର͢Δେภࠩݪཧ) r֤࣍ =

1, 2, . . .ʹରͯ͠ɼ͕࣍Γཱͭɻ
y ∈ (1/4r, 1/2r)ʹରͯ͠

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sr+1,n

n
> y

)
= −Ir(y),

y ∈ (0, 1/4r)ʹରͯ͠

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sr+1,n

n
< y

)
= −Ir(y).

ͨͩ͠ɼIr(y)ϕr(ξ)ͷLegendreมͰ͋Δɻ

ఆཧ 3ͷܥͱͯ͠ɼத৺ݶۃఆཧ

√
n

(
Sr+1,n

n
− 1

4r

)
D−→ N

(
0,

4r − 1

3 · 16r

)
.

͕Γཱͭɻ͜ͷத৺ݶۃఆཧɼେภࠩݪཧ
Λܦ༝ͤͣʹٕతʹূ໌͞Ε͍ͯΔ͕ [4]ɼΑ
ΓҰൠతͳେภࠩݪཧͱͷ͕ؔੑ༩͑ΒΕͨ
͜ͱͰཧతͳݟ௨͕͠ྑ͘ͳ͍ͬͯΔɻ

4 ิॿఆཧ 2ͷূ໌ͷུ֓

େภࠩݪཧʢఆཧ3ʣͷݤͱͳΔิॿఆཧ2ͷ
ূ໌ͷํΛ؆ܿʹड़Δɻग़ൃͱͳΔͷ͕ɼ

E [exp(ξSr+1,n)]

=
n!(n− 1)!(n− 2)!

(2n− 2)!

⌊n/2⌋∑

m=1

2n−2mE [exp(ξSr,m)]

(n− 2m)!m!(m− 1)!

(2)

Ͱ͋Δɻࠨลͷ Sr+1,nʢ࣍ r + 1ʣͱӈลͷ
Sr,mʢ࣍ rʣʹؔ͢ΔྔΛ͍͚ؔͯͮΔɻ

1 1

1 1 1

1

2

2 2

3

3

S1,6(τ) = 6
S2,6(τ) = 2
S3,6(τ) = 1

(a) (b)

1 1

2

S1,2(τ ′) = 2
S2,2(τ ′) = 1

ਤ 2. ೋͷמࢬΓɻ(a) ͯ͢ͷ༿Λআ͠ڈʢמΓऔ
Γʣɼ(b) ลΛॖͯ͠શೋʹ͢ܗΔɻמࢬΓʹ
Αͬͯࢬͷຊͷ܁ΓԼ͕Γ͕͜ىΔɻ

͜ͷࣜɼೋͷ Γ”ʢਤמࢬ“ 2ʣͱ͍͏ૢ
ΑΓূ໌Ͱ͖Δʹ࡞ [5]ɻ
r = 1ͷ߹ʹɼͷมΛm = βn (0 <

β < 1/2)ͱ͓͖ɼΛੵͰஔ͖͑ɼStirling
ͷۙࣅΛ༻͍Δͱɼ

E [exp(ξS2,n)] ∼
2√
πn

∫ 1/2

0

exp(ng(β; ξ))√
1− 2β

dβ,

ͨͩ͠

g(β; ξ) = ξβ − (1− 2β) log(1− 2β)− 2β log β

− β log 4− log 2.

ੵΛҌ๏ͰධՁ͢Δ͜ͱͰɼࣜ (1)͕ಋ͔
ΕΔɻʢ͜ͷख๏Wang and Waymire [2]ͱ
ҟͳΔɻʣิॿఆཧ 2ɼࣜ (2)Λ༻͍ͯ࣍
 rʹؔ͢Δؼೲ๏ʹΑΓূ໌͞ΕΔɻ

ँࣙ ຊڀݚɼՊݚඅج൫ڀݚ (C) (19K03656,

18K06406) ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] ϑΟϦοϓɾϘʔϧʢ౧Ҫඒࢠ ༁ʣ,

,͔Εࢬ ૣॻ, 2016.

[2] S. X. Wang and E. C. Waymire,

A Large Deviation Rate and Cen-

tral Limit Theorem for Horton Ratios,

SIAM J. Discrete Math., Vol. 4 (1991),

575–589.

[3] J. T. Cox and D. Griffeath, Large

Deviations for Poisson Systems of In-

dependent Random Walks, Zeitschrift

für Wahrscheinlichkeitstheorie und ver-

wandte Gebiete, Vol. 66 (1984), 543–

558.

[4] K. Yamamoto, Central Limit Theorem

for the Horton-Strahler Bifurcation Ra-

tio of General Branch Order, J. Appl.

Prob., Vol. 54 (2017), 1111–1124.

[5] K. Yamamoto and Y. Yamazaki, Topo-

logical Self-Similarity on the Random

Binary-Tree Model, J. Stat. Phys., Vol.

139 (2010), 62–71.
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͍ͯͭʹΔϕΩଇؔ͢ʹܗͷࣈ

ଠా क༸ 1, ຊࢁ◦ ݈ 2

େֶཧֶ෦ٿՊɼ2ླྀڀݚֶେֶେֶӃཧٿ1ླྀ
e-mail : yamamot@sci.u-ryukyu.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ࣗવޠݴجຊతͳจ๏ͱແͷྫ֎͔Βͳ
ΔෳࡶͳγεςϜͰ͋Δ͕ɼ౷ܭతͳ๏ଇن
ଇੑ͕ݱΕΔ͜ͱ͕͋Δ [1]ɻͨͱ͑ɼจষ
தͷ֤୯ޠͷग़ݱස͕ॱҐʹൺྫ͢Δͱ͍
͏ Zipfͷ๏ଇɼίʔύεதͷҟͳΔ୯ޠ
͕ίʔύεͷαΠζʹରͯ͠ϕΩଇͰ૿Ճ͢
Δͱ͍͏Heapsͷ๏ଇΑ͘ΒΕ͍ͯΔɻͦ
ͷ΄͔ʹɼΤϯτϩϐʔͷεέʔϦϯάΏ
Β͗ʹ͓͍ͯɼจষͷछྨޠݴʹΑΒͳ͍
ීวੑ͕֬ೝ͞Ε͍ͯΔɻ
ຊڀݚͰɼࣈͷܗͷੳΛ͓͜ͳ͏ɻ

ຊਓʹͱͬͯೃછΈਂ͍ରͰ͋Δɻۙࣈ
Ͱɼࣈͷଟ༷ͳܗඇݍࣈͷਓʑ͔Β
ʢҰछͷΞʔτͱͯ͠ʣ͞Ε͍ͯΔɻ
ඪͱͯ͠ɼը͕ࢦຊతͳجΛࣔ͢͞ࡶͷෳࣈ
͋ΔɻҰํɼࣈͷܗͷෳ͞ࡶࣈΛߏ͢
Δઢͷ͞ͷʢҎԼɼ୯ʹ “ઢ”ͱΑͿʣʹ
ΑͬͯදͤΔɻຊڀݚͰɼըͱઢΛ࣮ଌ
͠ɼϕΩଇ͕Γཱͭ͜ͱΛࣔ͢ɻ͞ Βʹɼ͜
ͷϕΩଇͱϑϥΫλϧͷؔΛ͢ߟΔɻͳ
͓ɼຊڀݚͷৄࡉจ [2]Ͱड़ΒΕ͍ͯΔɻ

2 σʔλղੳ

ࣈ༺ͷੳͱͯ͠ɼৗࣈͷࡍ࣮ ࣈ2136
ͱ JISୈ 1͓Αͼୈ 2ਫ४ࣈʢҎԼɼ“JIS
ͷըͷऔಘ͓ΑͼઢͷࣈͱΑͿʣ6355”ࣈ
ଌఆΛ͓͜ͳͬͨɻ֤ࣈͷըΦϯϥΠϯ
ͷσʔλϕʔεʰJoyo Kanji [ɦ3]͓Αͼʰࣈ
ࣙయΦϯϥΠϯ [ɦ4]Λࢀরͨ͠ɻҰํɼઢ
MSΰγοΫϑΥϯτΛ༻͍ͯଌఆͨ͠ɻ۩ମ
తʹɼ֤ࣈΛग़ྗͨ͠ϘοΫεΛ 100×100

ͷϝογϡʹׂ͠ɼॎԣʹ࿈ଓͨ͠ࠇϐΫη
ϧͷ͞Λྻ͢ڍΔʢ20× 20ϝογϡͷ߹
ͷྫ͕ਤ 1ʣɻ͜ΕΒͷࠇϐΫηϧͷ͞ͷ࠷
සΛͦͷࣈͷઢ෯ͱͯ͠ਪఆ͢ΔɻࠇϐΫ
ηϧͷ૯ʢࣈͷ “໘ੵ”ʣΛ͜ͷઢ෯Ͱׂͬ
ͨΛઢͱ͢Δɻͳ͓ɼҎԼͰϘοΫεͷ
1ลͷ͕͞ 1ͱͳΔΑ͏ʹ֨نԽ͞Εͨઢ
Λ༻͍Δɻ
ਤ2ৗ༻ࣈ (a)͓ΑͼJISࣈ (b)ͷը

(18)

(3, 2)

(4, 1, 3)

(2, 3) (2, 4, 3) (2, 2)

ਤ 1. 20× 20ͷϝογϡͰग़ྗͨ͠ “ଠ”ͱ࿈ଓͨ͠ࠇ
ϐΫηϧͷσʔλͷྫɻͨͱ͑ “(4, 1, 3)”ߦʹ
͞ 4, 1, 3 ͷ࿈ଓͨ͠ࠇϐΫηϧ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱΛҙຯ
͢Δɻ

(a)

10−1

100

101

100 101

⥺
㛗

l

⏬ᩘ s

ᖖ⏝₎Ꮠ
ᖹᆒ
l ∝ s0.46

(b)

10−1

100

101

100 101

⥺
㛗

l

⏬ᩘ s

JIS₎Ꮠ
ᖹᆒ
l ∝ s0.49

ਤ 2. (a) ৗ༻ࣈ Αͼ͓ࣈ2136 (b)JISࣈ ͷࣈ6355
ը sͱઢ l ͷࢄਤɻനൈ͖ͷ࢛֯ը͝ͱͷฏ
ઢɻۉ

ͱઢͷࢄਤʢ྆ରදࣔʣͰ͋Δɻ֤ը
ʹ͓͚ΔઢͷฏۉΛനൈ͖ͷ࢛֯Ͱࣔ͢ɻ
ઢʹΒ͖͕ͭ͋Δ͕ɼը͝ࣈʑͷݸ
ͱͷฏۉઢ྆ରʹ͓͍ͯ΄΅ઢత
ʹ૿Ճ͢Δɻ͢ͳΘͪɼը sͱฏۉઢ lʹ
͓͓ΉͶϕΩଇ

l ∝ sβ (1)

͕ΓཱͭɻϕΩࢦ βͷৗ༻ࣈͰ β =

0.46, JISࣈͰβ = 0.49Ͱ͋Δʢਤதͷ࣮ઢʣɻ

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

370



3 ϑϥΫλϧͱͷؔ

ըͱઢͷϕΩଇʹ͍ͭͯɼϑϥΫλϧ
ͷࢹ͔Β͢ߟΔɻ
ਤ 3ʹࣔ͢Α͏ʹɼஈ֊తʹϑϥΫλϧਤܗ

Λඳ͍͍ͯ͘ɻ·ͣɼ1ลͷ͞ Lͷਖ਼ܗ֯ࡾ
Λୈ 0ஈ֊ͱ͢Δɻઢ l0 = 3LͰ͋Γɼ֤
ઢΛ 1ըͰॻ͘͜ͱʹ͢Δͱը s0 = 3ͱ
ͳΔɻୈ 1ஈ֊Ͱɼਖ਼ܗ֯ࡾͷ֤ลͷதΛ
݁ΜͰͰ͖ΔԼ͖ͷਖ਼ܗ֯ࡾʢ1ล L/2ʣΛ
Ճ͢Δɻઢ l1 = 3L+ (3/2)L = (9/2)Lɼ
ը s1 = 6ͱͳΔɻಉ༷ʹɼ֤ஈ֊Ͱ্
֯ࡾ͖ͷลͷதΛ݁ΜͰͰ͖ΔԼܗ֯ࡾ͖
ΛՃ͍ͯ͘͠ͱɼୈܗ nஈ֊ʹ͓͍ͯ

ln = ln−1 +

(
3

2

)n

L, sn = sn−1 + 3n

ͱ͍͏Խ͕ࣜΓཱͭɻॳظ݅ l0 = 3L,

s0 = 3Λຬͨ͢ղͱͯ͠ɼ

ln = 3

(
3

2

)n

L, sn =
3

2
(3n + 1)

͕ಘΒΕΔɻnΛফ͢ڈΔͱɼ

ln = 3L

(
2

3
sn − 1

)1−ln 2/ ln 3

ͱͳΓɼॆʹେ͖ͳ nʹ͓͍ͯɼ

l ∝ s1−ln 2/ ln 3 (2)

ͱ͍͏ࢦ 1−ln 2/ ln 3ͷϕΩଇ͕ಋ͔ΕΔɻ
ਤ 3ͰɼnΛେ͖͘͢ΔݶۃͰ Sierpinski

Ψεέοτ͕ඳ͔ΕΔɻͦͷHausdorffݩ࣍
D = ln 3/ ln 2Ͱ͋Δɻࣜ (1)ͱ (2)Λൺֱ͢Δ
ͱɼࢦ βͱݩ࣍Dͷؔࣜ

β = 1− 1

D
, D =

1

1− β

͕ಘΒΕΔɻ͜͜ͰઢΛ 1ըͰॻ͘ͱଋ
͕ͨ͠ɼըͷఆٛΛมߋʢ֤ஈ֊ͰՃ͞Ε
Δܗ֯ࡾΛ 1ըͰॻ͘ͳͲʣͯ͠βͱDͷؔ
SierpinskiมΘΒͳ͍ɻ·ͨɼಉ༷ͷؔ

L

n = 0 n = 1 n = 2

· · ·

ਤ 3. ըͱઢͷϕΩଇʹର͢ΔϑϥΫλϧϞσϧɻ
Լܗ֯ࡾ͖Λ֊తʹՃ͢Δ͜ͱͰϑϥΫλϧਤܗ
ʢSierpinskiΨεέοτʣ͕ඳ͔ΕΔɻ

ΨεέοτҎ֎ͷϑϥΫλϧΛඳ͘աఔͰ
Γཱͭɻ
ৗ༻ࣈͷ β = 0.46͓Αͼ JISࣈͷ β =

0.49ΑΓɼݩ࣍ͦΕͧΕD = 1.85, D = 1.96

ͱͳΔɻݩ࣍ D͕ 2ʹ͍ۙ͜ͱ͔Βɼࣈͷ
ը͕େ͖͘ͳΔʹͭΕͯ΄΅ฏ͞ࡶͷෳܗ
໘ॆరతʹ૿Ճ͢Δͱ͍͑Δɻ

ँࣙ ຊڀݚɼՊݚඅج൫ڀݚ (C) (19K03656,

18K06406) ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ

ݙจߟࢀ
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͍ͯͭʹຊੑ࣭جΥʔΫͷ3ͭͷࢠ3ঢ়ଶࣗ༝ྔݩ࣍1

ཱུ Ոۍ 1, ాࠇ ହٱ 1

1ѪඤେֶେֶӃ ཧڀݚֶՊ
e-mail : liu@ns.cs.ehime-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

లʹͭΕͦΕͧൃؒ࣌ΥʔΫຊདྷɼࢠྔ
Εͷํ֬తϥϯμϜʹ 1 ୯ҐҠಈ͢Δ
ϞσϧͰ͋Δ [1][2]ɽຊڀݚͰɼͦΕͧΕͷ
Λ༷ʹҠಈ͢Δྗ͕มԽͰ͖ΔΑ͏ʹํ
ม͑Δ͜ͱͰɼʮҠಈʯͱ͍͏֓೦Λఆٛ
ͨ͠ɽ
·ͨɼྔࢠΥʔΫΛ 2ঢ়ଶͰٞ͢Δέʔ

ε͕ѹతʹଟ͔͕ͬͨɼຊڀݚͰ 3ঢ়ଶͷ
ΥʔΫΛλʔήοτʹͯٞ͢͠Δɽࢠྔ

2 ࣗ༝ྔࢠΥʔΫ

ࣗ༝ྔࢠΥʔΫͷμΠφϛοΫεɼҰൠ
తͳྔࢠΥʔΫͱ΄΅ಉ͡Ͱ,ࠁ࣌ n+ 1 ͷ
ॴ x Ͱͷঢ়ଶɼࠁ࣌ n ͷॴ x−ML ͱ
x−MR (ML,MR ∈ Z\{0})Ͱͷঢ়ଶͷॏͶ߹
ΘͤʹΑܾͬͯ·Δɽ͜͜ͰɼML ͱMR ͦ
ΕͧΕ͖ࠨͱӈ͖ʹҠಈ͢Δঢ়ଶʹରԠ͢
ΔʮҠಈʯͰ͋Δɽਤ 1 ࣗ༝ྔࢠΥʔ
ΫͰͷঢ়ଶͷॏͶ߹ΘͤΛදΘ͍ͯ͠Δɽͨͩ
͠ɼP ͱ Q ͦΕͧΕɼML ͱ MR ʹಇ͖͔
͚Δಈ࡞࡞༻ૉͰ͋ΓɼU = P + Q Ϣχλ
ϦྻߦͰ͋Δɽ

n
ࠁ࣌

n+ 1

Ψn(x−MR) Ψn(x−ML)

Ψn+1(x)

Q P

ਤ 1: ࣗ༝ྔࢠΥʔΫͷॏͶ߹Θͤ

ࣗ༝ྔࢠΥʔΫͷμΠφϛοΫεҎԼͷ
ԽࣜͰදͤΔɽ

Ψn+1(x) = QΨn(x−MR)+PΨn(x−ML) (1)

3 3ঢ়ଶࣗ༝ྔࢠΥʔΫ

ঢ়ଶϕΫτϧͷཁૉΛ૿͢͜ͱͰɼଟঢ়
ଶͷྔࢠΥʔΫͷྔࢠϏοτͷঢ়ଶΛදͤΔɽ
͜ͷ߹ɼঢ়ଶʹԠͯ͡Ҡಈ࡞༻ૉͱͳΔϢ

χλϦྻߦͷݩ࣍૿͑Δɽ͜ͷઅͰɼ3

ঢ়ଶࣗ༝ྔࢠΥʔΫʹ͍ͭͯड़Δɽ
͜͜ͰɼμΠφϛοΫεΛఆٛ͢ΔͨΊɼ3

ྻߦϢχλϦݩ࣍ U ∈ U(3) ΛҎԼͷΑ͏ʹ
ղ͢Δɽ

U1 =

⎡

⎢⎣
u11 u12 u13
0 0 0

0 0 0

⎤

⎥⎦ , U2 =

⎡

⎢⎣
0 0 0

u21 u22 u23
0 0 0

⎤

⎥⎦ ,

U3 =

⎡

⎢⎣
0 0 0

0 0 0

u31 u32 u33

⎤

⎥⎦

ͨͩ͠ɼuij ෳૉͰ͋Δɽͦͯ͠ɼ͕ؒ࣌
ൃల͢Δ͝ͱɼx ʹํ࣠ M1ɼM2ɼM3 ୯Ґ
Ҡಈ͢ΔʢM1,M2,M3 ∈ ZʣॏΈ͕ U1, U2, U3

ʹͳΔΑ͏ͳͯ͢ͷྔࢠΥʔΫΛ 3ঢ়ଶࣗ
༝ྔࢠΥʔΫͱݺͿɽͨͩ͠ɼҙͷ j, k ∈
{1, 2, 3} ʹରͯ͠ɼMj ̸= Mk ͕ຬͨ͞ΕΔɽ
ಛʹɼ͋Δ Mj = 0 ͕ଘ͠ࡏɼͦΕҎ֎ͷ̎
ͭͷʮҠಈʯʹؔͯ͠ɼMk = −Ml ͕ຬ
ͨ͞ΕΔ߹ɼ͜ͷ 3 ঢ়ଶྔࢠΥʔΫΛ 3

ঢ়ଶରশྔࢠΥʔΫͱݺͼɼͦΕҎ֎ͷ 3

ঢ়ଶྔࢠΥʔΫͷ͜ͱΛ 3 ঢ়ଶඇରশྔࢠ
ΥʔΫͱݺͿɽ͜͜Ͱɼj, k, l ∈ {1, 2, 3} 
j ̸= k, k ̸= l, j ̸= l Λຬͨ͢ɽͦ͏͢Δͱɼ3

ঢ়ଶࣗ༝ྔࢠΥʔΫͷμΠφϛοΫεਤ 2

ͷΑ͏ʹͳΔɽ

x x+M3x+M2x+M1

U1

U3

U2

ਤ 2: 3ঢ়ଶࣗ༝ྔࢠΥʔΫͷμΠφϛοΫ
ε

4 3ঢ়ଶࣗ༝ྔࢠΥʔΫͷجຊੑ࣭

͔͜͜Β 3 ঢ়ଶࣗ༝ྔࢠΥʔΫͷ 3 ͭ
ͷجຊੑ࣭Λհ͢Δɽͨͩ͠ɼҎԼͷ 3ͭͷ
খઅͷதʹ͛ڍΔ࣮ݧͰɼॳࢠྔظϏοτΛ
ϕ = T[1/

√
3,−1/

√
3, 1/

√
3] ఆ͢Δɽݻʹ
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4.1 ฏߦҠಈͷੑ࣭

Ui(i = 1, 2, 3) ͷঢ়ଶʹରԠͨ͠ Mi Λ
ಉ࣌ʹ k ∈ Z Λͯ͠ɼ֬มΘΒ
ͣɼΛมԽͨ͠લޙͷ֬ਤ͓͍ޓ
x ্࣠ͰͷฏߦҠಈͰಘΒΕΔɽ
n = 100 ͷ࣌ͷάϩʔόʔΥʔΫͷ֬

͕ਤ 3a ͷΑ͏ʹͳΔɽ͜ΕΛج४ʹ͠ɼ
M1,M2,M3 ʹಉ࣌ʹ 2 Λ͢ͱ (ฏߦҠಈ)ɼ
Ҡಈޙͷ֬ਤ 3b ͷΑ͏ʹͳΔɽਤͰ
ද͞Εͨ݁Ռ༧௨Γɼ֬ͷ͕ܗมΘ
Βͣɼਤ 3b ਤ 3a Λ x ্࣠ͰฏߦҠಈ͢Δ
͜ͱͰಘΒΕΔɽ

(a) Mi = −2, 1, 4 (b) Mi = −3, 0, 3

ਤ 3: ฏߦҠಈͷੑ࣭

͜ͷ࣌ɼݩͷࣗ༝ྔࢠΥʔΫͷ֤ॴͷଘ
֬ࡏ Ψn(x) ͱ k ͷࣗ༝ޙҠಈͨ͠ߦฏݸ
֬ࡏΥʔΫͷ֤ॴͷଘࢠྔ Ψ′

n(x) ͷؔ
ҎԼͷࣜͰදͤΔɽ

Ψ′
n(x) = Ψn(x+ nk) (2)

4.2 ֦େɾॖখ

ਤ 4 ֦େɾॖখͷੑ࣭Λ͍ࣔͯ͠Δɽ
ਤ 4bͷ࣮ݧͰɼਤ 4aͷ࣮ݧͷM1,M2,M3

Λಉ࣌ʹ̎ഒʹ͍ͯ͠ΔɽਤͰ͔ΔΑ͏ʹɼ
̎ͭͷάϥϑશ͘ಉ͡ܗΛ͍ͯ͠Δɽͦ͜Ͱ
άϥϑͷԣ࣠ͷʹ͢Δͱɼਤ 4b ͷ
ͷ෯ 4a ͷͷ෯ͷ̎ഒͩͱ͍͏͜ͱ͕
Θ͔Δɽ͢ͳΘͪɼMi Λಉ࣌ʹ k ഒʹͯ͠ɼ
֬ͷ͕ܗมΘΒͣɼx্࣠Ͱ k ʹൺྫ͠
ΕΔɽ͞ͷ͕֬εέʔϧมݩͯ

(a) Mi = −2, 0, 2 (b) Mi = −4, 0, 4

ਤ 4: ֦େɾॖখͷੑ࣭

͜ͷ࣌ɼݩͷࣗ༝ྔࢠΥʔΫͷ֤ॴͷଘ
֬ࡏ Ψn(x)ͱ kഒʹͨ͠ޙͷࣗ༝ྔࢠΥʔ
Ϋͷ֤ॴͷଘ֬ࡏ Ψ′′

n(x) ͷؔҎԼͷ
ࣜͰදͤΔɽ

Ψ′′
n(x) = Ψn(kx) (3)

4.3 άϩʔόʔΥʔΫͷରশੑ

3ঢ়ଶྔࢠΥʔΫͷॳࢠྔظϏοτ ϕ ∈ Φ3

ҎԼͷू߹ʹΑܾͬͯ·Δɽ

Φ3 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩
ϕ =

⎡

⎢⎣
ϕ1

ϕ2

ϕ3

⎤

⎥⎦ ∈ Cm : ∥ϕ∥2 = 1

⎫
⎪⎬

⎪⎭

3 ঢ়ଶࣗ༝ྔࢠΥʔΫʹରͯ͠ɼϕ1 = ϕ3 ͕
ຬͨ͞ΕΔ߹ɼM1 ͱ M3 ΛೖΕସ͑Δͱɼ
ೖΕସ͑ͷલͱޙͷྔࢠΥʔΫಉ֬͡
Λࣔ͢ɽ͜ͷ߹ɼೖΕସ͑ͷલޙͰɼྔࢠ
ΥʔΧʔ͕ͦΕͧΕͷͰͷଌʢଘ֬ࡏʣ
͕ಉ͡Ͱ͋Δ͕ɼঢ়ଶϕΫτϧ͕ҟͳΔ͜ͱ͕
͔͍ͬͯΔɽͨͩ͠ɼ͜ͷੑ࣭άϩʔόʔ
ΥʔΫͷ߹ͷΈཱ͠ɼ͢ͳΘͪɼҠಈ࡞
༻ૉͰ͋ΔϢχλϦྻߦάϩʔόʔྻߦͰ͋
Δඞཁ͕͋Δɽ·ͨɼ͜ͷੑ࣭ϢχλϦྻߦ
ͷ͚ํʹΑཱͬͯ͠ͳ͍߹͋Δɽ
3ঢ়ଶࣗ༝άϩʔόʔΥʔΫͷ࣮ݧͷ
ྫΛਤ 5 ʹࣔ͢ɼਤ͔ΒΘ͔ΔΑ͏ʹɼM1 ͱ
M3 ΛೖΕସ͑ͯɼ͔֬ಉ͡Ͱ͋Δ͜
ͱ͕Θ͔Δɽ

(a) Mi = 2, 1, 4 (b) Mi = 4, 1, 2

ਤ 5: άϩʔόʔΥʔΫͷରশੑ

ݙจߟࢀ

[1] ,༤لࠓ ,ΥʔΫͷཧࢠྔ ຊ
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[2] ,༤لࠓ ,ΥʔΫࢠྔ ग़൛ࣜג
ձࣾ, 2014.
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Lagrange力学におけるエネルギー保存数値解法の一般的記述について
石川 歩惟 1, 谷口 隆晴 1,2

1神戸大学大学院システム情報学研究科，2JST さきがけ
e-mail : a-ishikawa@stu.kobe-u.ac.jp

1 概要
エネルギー保存数値解法は, 運動方程式のも

つエネルギー保存則を離散化後にも保つような
数値計算スキームである. 解析力学に限ると,

その導出法の多くはHamilton力学上の方法と
なっている. 例えば離散勾配法 [1]は, Hamilton

方程式中の勾配を離散勾配と呼ばれるもので置
き換えることでスキームを構成する.

それに対し谷口は, スキーム設計指針は異な
るものの,離散勾配法の考え方をEuler–Lagrange

偏微分方程式に応用したスキームを提案した
[2]. しかし, 偏微分方程式を空間方向に半離
散化したものも含め, 常微分方程式に対するス
キームの一般形は未だ示されていない. 特に,

ラグランジアンは変数の時間微分を引数に取る
ため, 何らかの方法での離散化が必要となる.

[2]では, これを数値解の前進差分と後退差分で
置き換えたものを用い, 各差分を 1つの変数と
見なすことで, 離散勾配法を Lagrange力学上
でも扱えるようにした. 従って, 空間上の複数
の点を用いて近似された, 一般の離散ラグラン
ジアンに対するスキームは考慮されていない.

そこで, 本発表では, Euler–Lagrange常微分方
程式に対するエネルギー保存数値解法の一般的
記述を与える.

2 Noetherの定理とエネルギー保存則
簡単のため, 配位空間をRnとし, 一般化座標

を [0, T ]上のC2級関数として q = q(t)で表す.

ラグランジアン Lは Rn × Rn 上の C2 級関数
とする.

谷口の方法では, Noetherの定理に着目して
エネルギー保存スキームを設計する. Noether

の定理によると, Lが時間方向の対称性をもつ
ならば, エネルギー保存則の存在が以下のよう
に示される. qは, Euler–Lagrange方程式

∂L
∂q

−
d

dt

∂L
∂q̇

= 0 (1)

に従うものとする. 作用積分
∫ T

0
L(q(t), q̇(t))dt (2)

に対する t′ = t+ δt, q′(t′) = q(t)なる変換より

0 =
1

δt

[∫ T

0
L(q(t), q̇(t))dt

−
∫ T+δt

δt
L(q(t′ − δt), q̇(t′ − δt))dt′

]

=
1

δt

[∫ T

0

(
L(q, q̇)|t=s − L(q, q̇)|t=s−δt

)
ds

−
∫ T+δt

T
L(q, q̇)|t=s−δt ds

+

∫ δt

0
L(q, q̇)|t=s−δt ds

]

を得るが, δt → 0とし, Lに対する連鎖律, 部
分積分を順に用いることで, さらに

→
∫ T

0

(
∂L
∂q

q̇ +
∂L
∂q̇

q̈

)
ds− [L(q(t), q̇(t))]T0

=

∫ T

0

(
∂L
∂q

−
d

dt

∂L
∂q̇

)
q̇ ds

+

[
∂L
∂q̇

q̇ − L(q, q̇)
]T

0

と変形できる. ここで, 積分項は (1)により消
えるため, エネルギー保存則を得る:

∂L
∂q̇

q̇ − L(q, q̇) = const. (3)

3 スキームの一般的記述
前節の証明では, 最後に Euler–Lagrange方
程式を用いることで, エネルギー保存則を証明
した. 谷口の方法では,離散版の作用積分を時間
方向に差分化することで, 離散版のエネルギー
保存則と離散版の Euler–Lagrange方程式を同
時に導く.

証明の離散化のためには, 作用積分, 特に被
積分関数であるLの離散近似が必要である. 本
稿では, 時間刻み幅を∆tとし, q̂kを q(k∆t)の
近似値とする. また, q̂k の前進差分を δ+q̂k と
表す. [2]では, t = k∆tにおけるラグランジア
ンを, qを q̂k, q̇を q̂k の前進差分と後退差分で
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置き換えて近似している. 本発表では, スキー
ムの一般的な記述に向けて, 2つの時刻におけ
る近似値を用いて

Ld(q̂
k, q̂k+1) ≈

∫ (k+1)∆t

k∆t
L(q, q̇)dt (4)

となるような関数LdをLの離散近似として用
いていると仮定する. また, 前節の証明では連
鎖律と部分積分も用いたが, これらも適切に離
散版で再現する必要がある. 連鎖律は, 離散勾
配法で用いられる離散勾配を用いて再現される.

離散勾配は微分 q̇を含む関数に対しては厳密に
は定義されていないため, [2]では差分近似した
ものを 1つの変数と見なして離散勾配を導入し
ていた. 一方で Ldは引数に差分を陽に取らず,

1つの変数の異なる 2時刻での近似値を用いる
が, これもやはり離散勾配の定義では想定され
ていない. 本稿では, 2つの引数を独立した変
数と見なすことで, Ldに対する離散勾配を導入
する.

定義 1 (4) により定めた Ld に対し, Di(i =

1, 2)を以下を満たすものとして定義する:

Ld(q
′
0, q

′
1)− Ld(q0, q1)

=

(
D1Ld((q0, q1), (q′0, q

′
1))

D2Ld((q0, q1), (q′0, q
′
1))

)
·
(
q′0 − q0
q′1 − q1

)
.

部分積分は, 部分和分
N−1∑

k=0

ak+1 · δ+bk∆t

= [ak bk]N0 −
N−1∑

k=0

δ+ak · bk∆t

で置き換える. また, 以下では簡単のため,

DiLk
d := DiLd((q̂

k−1, q̂k), (q̂k, q̂k+1))

と表す. 前節の証明と対応するよう計算すると,

0 =
1

∆t

[
N−2∑

k=−1

Ld(q̂
k+1, q̂k+2)

−
N−1∑

k=0

Ld(q̂
k, q̂k+1)

]

=
N−1∑

k=0

Ld(q̂k+1, q̂k+2)− Ld(q̂k, q̂k+1)

∆t

−
[

1

∆t
Ld(q̂

k, q̂k+1)

]N

0

=
N−1∑

k=0

D1Lk+1
d · δ+q̂k +D2Lk+1

d · δ+qk+1

−
[

1

∆t
Ld(q̂

k, q̂k+1)

]N

0

=
N−1∑

k=0

(
D1Lk+1

d +D2Lk
d

)
· δ+qk

+

[
D2Lk

d · δ+qk −
1

∆t
Ld(q̂

k, q̂k+1)

]N

0

となる. 前節の計算と比較することにより, [2]

を一般化した次の定理を得る.

定理 2 スキーム

D1Lk+1
d +D2Lk

d = 0 (5)

は, 以下の保存則をもつ:

D2Lk
d · δ+qk −

1

∆t
Ld(q̂

k, q̂k+1) = const. (6)

謝辞 本研究はJSTさきがけ（JPMJPR16EC）
の助成を受けたものである.
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Hamilton系に対する SAV法
剱持 智哉 1

1 名古屋大学大学院工学研究科
2@K�BH, F2KKQ+?B!M�XMm�TXM�;Qv�@mX�+XDT

1. SAV法とは

a+�H�` �mtBHB�`v p�`B�#H2 法 Ua�o法V は- (R)
において提案された- 勾配流方程式に対する数
値解法であるX この節では- 半線形放物型方程式

Y
]

[

ˆtu = �u ≠ f(u), BM � ◊ (0, T ),
ˆnu = 0, QM ˆ� ◊ (0, T ),
u|t=0 = u0, BM �

URV

を例に- a�o法の導出方法を簡単に紹介するX た
だし- � µ RN は領域- ˆnは境界における法線微
分- u0 œ C0(�) は与えられた関数であり- 非線
形項 f(u)はある関数 F を用いて f(u) = F Õ(u)
の形で書けるものとするX このとき- URV は汎
関数

E[v] =
⁄

�

31
2 |Òv|2 + F (v)

4
dx UkV

に対する勾配流となっているX
エネルギーのポテンシャル部分を

E1[v] =
⁄

�
F (v)dx

とおき- E1 は下に有界であると仮定するX この
とき- 実数 a > ≠ infv E1[v]を Rつ固定し- 補助
変数 Ub+�H�` �mtBHB�`v p�`B�#H2V

r(t) =


E1[u(t)] + a

を導入すると- URV は以下のように書き換えら
れる,

Y
___]

___[

ˆtu = �u ≠ r(t)
E1[u(t)] + a

F Õ(u),

rÕ(t) = 1
2


E1[u(t)] + a
(F Õ(u), ˆtu).

UjV

ただし- (·, ·)は �における L2 内積であるX
a�o 法は- 式 UjV に基づいて方程式 URV の時

間変数を離散化する手法であるX a�o法にはさ
まざまなバリエーションがあるが- 最も簡単な R

次のスキームは以下のように書かれる,
Y
___________]

___________[

un+1 ≠ un

�t

= �un+1 ≠ rn+1


E1[un] + a
F Õ(un),

rn+1 ≠ rn

�t

= 1
2


E1[un] + a

3
F Õ(un), un+1 ≠ un

�t

4
.

U9V
ただし- �t > 0 は時間刻み幅- un ¥ u(·, n�t)-
rn ¥ r(n�t) であるX 一見複雑になったように
見えるが- un+1 と rn+1 に着目すると- すべての
項が線形となっているX さらに- 次の意味での安
定性も成り立つX

補題 RX スキーム U9Vの解 un- rn に対し-

En :=
⁄

�

1
2 |Òun|2dx + (rn)2

とおくX このとき- En+1 Æ En であるX

証明は- U9Vの第 R式に un+1 をかけて積分し
たものと- 第 k 式に 2rn+1 をかけたものを足し
合わせればよいX 式 UjVにおいて r2 = E1[u]+a

であったことを思い出すと- En はエネルギー汎
関数 UkV に対応する量となっているX したがっ
て- 補題 Rは- エネルギー散逸性に対応しているX
スキーム U9V に対しては誤差評価などの解析
が行われており- 誤差が O(�t)となることが知
られている (k)X さらに- ".6 公式を用いるこ
とで容易に高精度化が可能 (R) であり- 誤差は
O(�t2)となることが知られている (k)X

a�o 法は「ポテンシャル項が下に有界であ
る」という仮定を本質的に用いているX そのた
め- 6mDBi� 型方程式のような爆発しうる問題や-
>�KBHiQM系などの問題には- そのままでは適用
できないX そこで本研究では- a�o 法の適用範
囲を拡張することを試みるX
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2. Hamilton系への拡張

本稿では- >�KBHiQM系
;

ż = JÒH(z) t > 0,
z(0) = z0

U8V

に対して a�o法を適用することを考えるX ここ
で- z は R2n 値の未知関数- H œ C1(R2n;R)は
>�KBHiQMB�M- J œ R2n◊2nは歪対称行列であるX
>�KBHiQMB�M H は以下のように分解できると仮
定する,

H(’) = 1
2 |’|2 ≠ HU(’) + HL(’).

ただし- HU- HL はともに下に有界な C1 級関数
であるX

注意 RX カットオフ関数を考えることにより- R
上の任意の C1 級関数は- 上に有界な関数と下に
有界な関数との和に分解することができるX し
たがって- 上記の「仮定」は- 単に記号を定めて
いるに過ぎないX ただし- 分解は一意ではないX

また- 分解の R項目は- 偏微分方程式における
.B`B+?H2iエネルギーを想定しているX

このとき- 補助変数を kつ用意する,

rU(t) =


HU(z(t)) + aU,

rL(t) =


HL(z(t)) + aL.

ただし- aU > ≠ infv HU(v)- aL > ≠ infv HL(v)
であるX これらを用いると- 方程式 U8Vは次のよ
うに書き換えられる,

Y
______________]

______________[

ż = J

A
z ≠ rU

HU(z) + aU
ÒHU(z)

+ rL
HL(z) + aL

ÒHL(z)
B

,

ṙU = 1
2


HU(z) + aU
ÒHU(z) · ż,

ṙL = 1
2


HL(z) + aL
ÒHL(z) · ż.

この方程式を元に- 以下のようなスキームを考
える,

Y
_________]

_________[

zn+1 ≠ zn

�t
= J

A
zn+1/2 ≠ rn+1/2

U
HU(zn) + aU

ÒHU(zn) + rn+1/2
L

HL(zn) + aL
ÒHL(zn)

B
,

rn+1
U ≠ rn

U
�t

= 1
2


HU(zn) + aU
ÒHU(zn) · zn+1 ≠ zn

�t
,

rn+1
L ≠ rn

L
�t

= 1
2


HL(zn) + aL
ÒHL(zn) · zn+1 ≠ zn

�t
.

UeV

ただし- zn+1/2 = (zn+1 + zn)/2 であるX
rn+1/2

U なども同様であるX このスキームは- あ
る意味でのエネルギー保存性を持つX

補題 kX スキーム UeV の解 zn- rn
U- rn

L に対し-
Hn = |zn|2/2 ≠ (rn

U)2 + (rn
L)2 とおくX このと

き- Hn+1 = Hn であるX

証明は容易であるX 実際- UeV の第 R 式に
zn+1/2 を- 第 k 式に ≠2rn+1/2

U を- 第 j 式に
2rn+1/2

L をかけて足し合わせれば良いX 勾配流
の場合と同様に- Hn は >�KBHiQMB�M に対応す
る量となっていることにも注意しておくX
講演では- スキームの導出の後に- 数値例をい

くつか報告するX 数値例によると- スキーム UeV
の誤差は O(�t)であると予想されるが- 誤差評
価や可解性などの理論的な解析は未解決であるX

参考文献
(R) CX a?2M- CX sm- �M/ CX u�M;X h?2 b+�H�`

�mtBHB�`v p�`B�#H2 Ua�oV �TT`Q�+? 7Q` ;`�@
/B2Mi ~QrbX CX *QKTmiX S?vbX- pQHX j8j-
TTX 9ydĜ9Re- kyR3X

(k) CX a?2M �M/ CX smX *QMp2`;2M+2 �M/ 2`@
`Q` �M�HvbBb 7Q` i?2 b+�H�` �mtBHB�`v p�`B@
�#H2 Ua�oV b+?2K2b iQ ;`�/B2Mi ~QrbX
aA�J CX LmK2`X �M�HX- pQHX 8e- MQX 8-
TTX k3N8ĜkNRk- kyR3X
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動的境界条件を伴うCahn–Hilliard系に対する構造保存スキームの解析
について
奥村 真善美 1, 深尾 武史 2, 降籏 大介 1, 吉川 周二 3

1大阪大学，2京都教育大学，3大分大学
e-mail : okumura@cas.cmc.osaka-u.ac.jp

1 導入
本研究では, 空間領域 Ω を一次元, つまり,

Ω := (0, L)とする. 以下の動的境界条件下での
Cahn–Hilliard方程式系 [1]を考える.

∂tu = ∂2
xp in Ω× (0, T ], (1)

p = −γ∂2
xu+ F ′(u) in Ω× (0, T ], (2)

∂tu(0, t) = ∂xu(x, t)|x=0 , in (0, T ], (3)

∂tu(L, t) = − ∂xu(x, t)|x=L in (0, T ], (4)

∂xp(x, t)|x=0 = ∂xp(x, t)|x=L = 0 in (0, T ].

(5)

ただし, γ > 0であり, F ′はポテンシャルFの導
関数で, F は下に有界かつ十分滑らかと仮定す
る. F の例としては, F (s) := (q/4)s4−(r/2)s2

がある. ここで, q, rは正定数. この方程式を
特徴づける量として, 体積M , 局所エネルギー
G, 全エネルギー J を以下のように定める.

M(u) :=

∫ L

0
udx,

G(u, ∂xu) :=
γ

2
|∂xu|2 + F (u),

J(u) :=

∫ L

0
G(u, ∂xu)dx.

このとき, (1)–(5)の解 uに対して, 以下の性質
(保存性, 散逸性)が成り立つ.

d

dt
M(u(t)) = 0, (6)

d

dt
J(u(t))=−γ|∂tu(0, t)|2−γ|∂tu(L, t)|2

−
∫ L

0
|∂xp(t)|2 dx ≤ 0.

(7)

上記の性質を離散的に再現するスキームを離散
変分導関数法 (DVDM)[2]により構成する.

2 DVDMによるスキームの構成
空間分割幅を∆x :=L/K, 時間分割幅を∆t

とする. k=0, . . . ,K, n=0,1, . . .に対し,問題の
厳密解u(k∆x, n∆t)に対応する数値解をU (n)

k と
する. また, U (n) :=(U (n)

−1, U
(n)
0 , . . . , U (n)

K , U (n)
K+1)

⊤

とする. ここで, U (n)
−1, U

(n)
K+1は境界の外向き法

線方向微分を中心差分で近似するのに必要な仮

想的な量で, 境界条件を通じて求まる. そして,

δ+k , δ
−
k , δ

⟨1⟩
k , δ⟨2⟩k をそれぞれ, 空間方向の前進,

後退, 一階中心, 二階中心差分作用素とする [2].

本研究では, Jの離散版に相当する Jdを以下の
ように定める. n = 0, 1, . . .に対して,

Jd(U
(n)) :=

1

2

{
K−1∑

k=0

G+
d,k(U

(n))∆x

+
K∑

k=1

G−
d,k(U

(n))∆x

}
. (8)

ただし, GdはGを離散化したもので, 今回は以
下のように採用する.

G+
d,k(U

(n)) :=
γ

2

∣∣∣δ+k U
(n)
k

∣∣∣
2
+ F

(
U (n)
k

)
,

G−
d,k(U

(n)) :=
γ

2

∣∣∣δ−k U
(n)
k

∣∣∣
2
+ F

(
U (n)
k

)
.

(8)のように Jdを採用し, 適切な部分和分公式
を用いることで, 境界の外向き法線方向微分の
近似として中心差分を用いた以下の構造保存ス
キームを構成し, スキームの改良を行った.

2.1 構造保存スキーム
n = 0, 1, . . .に対して,

U (n+1)
k −U (n)

k

∆t
=δ⟨2⟩k P (n)

k , (k=0, . . . ,K), (9)

P (n)
k =−γδ⟨2⟩k

(
U (n+1)
k +U (n)

k

2

)
+

dF

d(U (n+1)
k , U (n)

k )

(k = 0, . . . ,K), (10)

U (n+1)
0 −U (n)

0

∆t
= δ⟨1⟩k

(
U (n+1)
k +U (n)

k

2

)∣∣∣∣∣
k=0

, (11)

U (n+1)
K −U (n)

K

∆t
=−δ⟨1⟩k

(
U (n+1)
k +U (n)

k

2

)∣∣∣∣∣
k=K

, (12)

δ⟨1⟩k P (n)
k = 0 (k = 0,K). (13)

ただし, dF/d(·, ·)はF の差分商で, 以下のよう
に定義される.

dF

d(ξ, η)
=

⎧
⎨

⎩

F (ξ)− F (η)

ξ − η
, (ξ ̸= η),

F ′(ξ), (ξ = η).
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2.2 離散版の保存性と散逸性
提案スキームの解に対し, (6)と (7)の離散版

に相当する以下の性質が成り立つ.

定理 1 スキーム (9)–(13)の解 U (n) は以下の
性質を満たす. n = 0, 1, . . .に対し,

δ+n Md(U
(n)) = 0,

δ+n Jd(U
(n))=−γ

∣∣∣δ+n U
(n)
0

∣∣∣
2
−γ
∣∣∣δ+n U

(n)
K

∣∣∣
2

−
K∑

k=0

′′

∣∣∣δ+kP
(n)
k

∣∣∣
2
+
∣∣∣δ−kP

(n)
k

∣∣∣
2

2
∆x≤0.

ただし, δ+n は時間方向の前進差分作用素. また,

Md(U) :=
∑K

k=0
′′Uk∆xであり,

∑K
k=0

′′ は台
形則に基づく和分作用素で, 以下で定義される.

任意の {fk}Kk=0 ∈ RK+1に対し,

K∑

k=0

′′fk :=
1

2
f0 +

K−1∑

k=1

fk +
1

2
fK .

3 主結果
本研究では, 提案スキームの可解性と誤差評

価を保証する定理として, [1, 3]で用いられて
いるエネルギー法に基づいて以下が成り立つこ
とを証明した.

定理 2 (可解性) U(0)= {U (0)
k }K+1

k=−1∈ RK+3 と
する. ここで,

B0 :=

{
2

γ

(
Jd(U

(0))+L

∣∣∣∣min

{
inf
ξ∈R

F (ξ), 0

}∣∣∣∣

)} 1
2

,

B̃0 :=
1

L

∣∣∣Md(U
(0))
∣∣∣+ L

1
2B0

とおく. もし∆tが

max

{
3

2
max

|ξ|≤2B̃0

∣∣F ′′(ξ)
∣∣, 1

2
max

|ξ|≤2B̃0

∣∣F ′′(ξ)
∣∣

+
5L

1
2B0

6
max

|ξ|≤2B̃0

∣∣F ′′′(ξ)
∣∣
}√

∆t

2γ
<1

を満たすならば, スキーム (9)–(13) に一意解
{U (n)

k }K+1
k=−1 ∈ RK+3 (n = 1, 2, . . .)が存在する.

定理 3 (誤差評価) u, pを初期値u(x,0)=u0(x)

を伴う問題 (1)–(5)の解とし, u ∈ C5([0, L] ×
[0, T ]), p∈C5([0, L]× [0, T ])とする. そして,

max
0≤n≤N

{∥∥∥DU (n)
∥∥∥ ,
∥∥∥Du(n)

∥∥∥
}
≤ C1,

max
0≤n≤N

{∥∥∥U (n)
∥∥∥
L∞
d

,
∥∥∥u(n)

∥∥∥
L∞
d

}
≤ C2

とする. ただし, 任意の f = {fk}Kk=0 ∈ RK+1

に対し,

∥Df∥ :=

√√√√
K−1∑

k=0

∣∣δ+k fk
∣∣2∆x,

∥f∥L∞
d

:= max
0≤k≤K

|fk|

であり, C1, C2は nに無関係な定数. ここで,

C3 :=

C1L
1
2 max
|ξ|≤C2

∣∣F ′′′(ξ)
∣∣+ max

|ξ|≤C2

∣∣F ′′(ξ)
∣∣

2

とおき, B ∈ (0, γ/C2
3 )を任意に固定する. も

し, 時間分割幅∆tが∆t < Bを満たす, つまり,

∆t < B <
γ

C2
3

ならば, k, nに無関係な定数Cが存在し, 以下
の不等式が成り立つ. 任意の t ∈ [0, T ]に対し,

∥(Π∆x,∆tU)(·, t)− u(·, t)∥L∞(0,L)

≤ C
(
(∆x)2 + (∆t)2

)
.

ただし, Π∆x,∆tU は提案スキームの解 U (n)
k を

空間変数, 時間変数についてそれぞれ線形補間
した関数である. つまり, この定理は, 提案ス
キームの数値解が∆xと∆tに対して二次の精
度をもつことを意味している.

なお, 主結果の定理の証明と数値実験結果につ
いては講演にて述べる.
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ਖ਼ଇԽ͖࠶ੜ֩ۙࣅΛ༻͍ͨલਐޙୀ֬ඍํఔࣜͷղੳ

ాத ढ़հ 1, த ு 1

1౦ۀژେֶใཧֶӃཧɾࢉܭՊֶܥ
e-mail : tanka.s.bm@m.titech.ac.jp

1 ઃఆ

dݩ࣍ϒϥϯӡಈ Bt Ͱੜ͞ΕΔϑΟϧ
λʔ͖ۭ֬ؒ (Ω,F , {F t}0≤t≤T ,P)Λ͑ߟ
Δɻ͜͜Ͱɺ࣍ͷࣜΛલਐޙୀ֬ඍํఔࣜ
(FBSDEs)ͱݺͿɻ
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

Xt = x0 +
∫ t
0 b(s,Xs, Ys)ds

+
∫ t
0 σ(s,Xs, Ys)dBs

Yt = g(XT ) +
∫ T
t f(s,Xs, Ys, Zs)ds

−
∫ T
t ZsdBs

(1)

͜ͷFBSDEs (Xt, Yt, Zt) ∈ (Rd,R,Rd×d)ͷ
3ͭͷղΛͪ࣋ɺ͜ͷղΛٻΊΔࡍʹ͖݅
ͰڀݚΔඞཁ͕͋Δɻຊ͢ࣅͷؔΛۙظ
ɺͦͷؔۙࣅख๏ΛΨεΧʔωϧͱݺ
ΕΔ์ࣹجఈؔʹΑΔਖ਼ଇԽ͖࠶ੜ֩ۙࣅ
Λ༻͍͖ͯ݅ظΛۙࣅۙͯ͠ࣅղΛٻ
ΊΔΞϧΰϦζϜΛઃ͢ܭΔɻ
·ͣɺ͜ͷ FBSDEsʹ͓͍ͯҎԼΛԾఆ͢

Δɻ

Ծఆ 1 • b,σ, g, f ༗քɻ
• b,σ, g, f શͯͷมʹରͯ͠େҬతϦ
ϓγοπ࿈ଓ͔ͭઢ૿ܗେɻ

• σσTҰ༷ପԁੑΛຬͨ͢ɻ ͭ·Γɺ
ҎԼΛຬͨ͢ਖ਼ͷఆ a, b͕ଘ͢ࡏΔɻ
aI ≤ σ(t, x)σ(t, x)T ≤ bI

(I d× dͷ୯Ґྻߦ)

• g C2+α(Rd)্Ͱ༗քɻ

͜ͷԾఆΛຬͨ͢͜ͱͰ [1]ΑΓ Yt, ZtXt͔
Βఆ·Δ࿈ଓؔͱͯ͑͠ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

Yt = u(t,Xt), Zt = v(t,Xt) (2)

ੜ֩࠶ख๏Ͱ͋Δਖ਼ଇԽ͖ࣅɺؔۙʹ࣍
ҎԼͷ༷ʹఆٛ͢ΔɻΨεΧʔωϧɹࣅۙ
Kα(x, y) = exp

(
− |x−y|2

α2

)
ͱબ Γ = {x1 ∈

Ω, · · · , xN ∈ Ω}ʹରͯ͠ɺؔ f Λۙ͢ࣅΔ
Α͏ͳؔ s࣍ͷΛղ͘͜ͱͰಘΒΕΔɻ

argmin
s∈NKα (Ω)

⎧
⎨

⎩

N∑

j=1

[f(xj)− s(xj)]
2 + λ||s||NKα (Ω)

⎫
⎬

⎭

͜͜Ͱɺλਖ਼ଇԽ߲ɺNKα(Ω)ΨεΧʔ
ωϧʹΑͬͯੜ͞ΕΔ࠶ੜ֩ώϧϕϧτۭؒ
ͱ͢Δɻ͜ͷͷղ࣍ͷΑ͏ʹٻΊΔ͜ͱ
͕Ͱ͖Δɻf |Γ = {f(x1), f(x2), · · · , f(xN )}ͱ
ͯ͠ɺ

s∗ = Iλ(f) =
N∑

j=1

{
(A+ λI)−1(f |Γ)

}
j
Kα(·, xj)

ͱͳΔɻ·ͨɺ࣍ͷԾఆఆΊΔɻ

Ծఆ 2 ༗քͳؔ f ʹରͯ͠ Iλ(f)(x)ؔ
ͷύϥϝʔλʹґΒͳ͍ϦϓγοπఆͰࣅۙ
Ϧϓγοπ࿈ଓɻ

2 ΞϧΰϦζϜͷઃܭ

FBSDEs(1)ͷؒ࣌ࢄԽ (2)Λ༻͍ͯ࣍
ͷ༷ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X0 = x0, un(x) = g(x)

Xn,i,x
i+1 = x+ b (ti, x, ui(x))h

+σ (ti, x, ui(x))Bi,i+1

vi(x) =
1
hE

[
ui+1(X

n,i,x
i+1 )Bi,i+1

]

ui(x) = E
[
ui+1(X

n,i,x
i+1 )

+f(ti, x, ui+1(X
n,i,x
i+1 ), vi(x))h

]

͜͜Ͱɺh = T/n,Bi,i+1 = Bti+1 −Bti ͱఆٛ
͠ɺu(ti, x) = ui(x), v(ti, x) = vi(x)ͱ͢Δɻ
·ͨɺXn,i,x

i+1 ࠁ࣌ tiʹ͓͍ͯ xͷ࣌ͷࠁ࣌
tI+1ͷͰ͋Δɻ
ΛऔΔൣғΛܾΊΔͨΊʹɺrʹ࣍ > 1Ͱ
Λ͚ͭͨϒϥϯӡಈݶ੍ B̃i,i+1Λ༻͍ͯ࣍Λ
ఆٛ͢Δɻ

• X̃n,i,x
i+1 = x+ b(ti, x, ui(x))h

+ σ(ti, x, ui(x))B̃i,i+1

• X̃n,i,x
i+1 ͷൣғɿRi

{
Ri+1 = c0(1 + rm)(1 +Ri) (c0 > 0)

R0 > 0

ͦͯ͠ɺ্ͷ͖݅ظΛਖ਼ଇԽ͖࠶
ੜ֩ۙࣅͰۙͯ͠ࣅɺຊڀݚͰͷ FBSDEsͷ
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ղΛٻΊΔΞϧΰϦζϜ࣍ͷ༷ʹͳΔɻ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X0 = x0, ũn(x) = g(x)

X̃n,i,x
i+1 = x+ b (ti, x, ũi(x))h

+σ (ti, x, ũi(x))Bi,i+1

v̄i(x) =
1
hE

[
ũi+1(X̃

n,i,x
i+1 )Bi,i+1

]

ṽi(x) = Iλ(v̄i)(x)

ūi(x) = E
[
ũi+1(X̃

n,i,x
i+1 )

+f(ti, x, ũi+1(X̃
n,i,x
i+1 ), ṽi(x))h

]

ũi(x) = Iλ(ūi)(x)

͜ͷΞϧΰϦζϜΛऴεςοϓ n͔Β࢝Ί
ͯɺũ0(x0), ṽ0(x0)ΛٻΊΔɻ

3 ධՁࠩޡ

ຊڀݚͰɺ࣍ͷࠩޡΛධՁ͢Δɻ

∆ui = sup
x∈Ωi

|ũi − ui|,∆vi = sup
x∈Ωi

|ṽi − vi|

·ͣɺ[2]Λ༻͍ͯਖ਼ଇԽ͖࠶ੜ֩ۙࣅͷ
ͷ༷ʹͳΔɻ࣍ධՁࠩޡ

ิ 1 ؔ f ͕Ϧϓγοπ࿈ଓ͔ͭ༗քͷͱ
͖ʹରͯ͠ҎԼͷෆࣜΛຬͨ͢ఆ C ͕ଘ
ΔɻɺΩi͢ࡏ = [−Ri, Ri]dͱબ Γ = {x1 ∈
Ωi, · · · , xN ∈ Ωi}ʹରͯ͠ɺ

sup
x∈Ωi

|f(x)− Iλ(f)(x)|≤ C

{
2 + exp

(
(α∗)2

8

)}
α∗

͜͜Ͱɺ

α∗ = h
2k−d

2k+d+2

Γ,Ωi
R

d+2
2k+d+2
i , hΓ,Ωi := sup

x∈Ωi

max
xj∈Γ

|x− xj |

ͱ͢Δɻ

͜Ε·ͰͷԾఆͱิΛ༻͍ͯҎԼͷओఆཧ
Λࣔ͢ɻ

ఆཧ 2 ࠩޡ ∆ui,∆vi ͱेখ͍͞ h ʹର͠
ͯɺҎԼͷෆࣜΛຬͨ͢ఆC͕ଘ͢ࡏΔɻ

∆ui +
√
h∆vi ≤ C

(
R0rne−βr+

{
2 + exp

(
(α∗)2

8

)}
α∗

)

͜͜Ͱɺα∗ิ 1ͷΛ༻͍Δɻ

4 ࣮ݧ

ͷ࣍ FBSDEsΛ͑ߟΔɻ
⎧
⎪⎨

⎪⎩

Xt = x0 +
∫ t
0 σYsdBs

Yt = g(XT ) +
∫ T
t −rYs +

1
2e

−3r(T−s)σ2 sin3(Xs)ds

−
∫ T
t ZsdBs

͜ͷFBSDEsղੳղ Y0Λͭ࣋ͷͰͦͷͱ
ղࣅۙ ũ(x0)ΛධՁ͢Δɻ
FBSDEsͷมΛ࣍ͷ༷ʹઃఆ͢Δɻ

σ r T x0
1 0.5 1 π

2

ͷ༷࣍ͷύϥϝʔλΛࣅԽͱؔۙࢄؒ࣌
ʹઃఆ͢Δɻ

n Ω λ

50 [−2, 2] 10−8

݁Ռԣ࣠ΛબN = 10, 20, 50, 100ɺॎ
࣠Λ |Y0, ũ0(x0)|ͷ log10ͷࠩޡͰද͢ɻ

5 ·ͱΊͱޙࠓͷ՝

݁Ռ͔Βਖ਼ଇԽ͖࠶ੜ֩ۙࣅΛ༻͍ͯ
લਐޙୀ֬ඍํఔࣜͷۙࣅղΛٻΊΔ͜ͱ
͕Ͱ͖ɺࠩޡධՁࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ͨɻ՝ͱ
ͯ͠ɺղͷଘࡏؔۙࣅͰͷԾఆ͕·ͩڧ
͍ͷͰ͞Βʹ؇͢Δඞཁ͕͋Δɻ·ͨɺଟ࣍
ίετͷࢉܭ͍·ͳΔͱબ͕૿͑ͯ͠ʹݩ
͕ൃੜ͢ΔͷͰɺબΛ্ख͘બͿ͔ؔ
ۙࣅͷࢉܭྻߦͷߴԽΛ͑ߟΔඞཁ͕͋Δɻ

ݙจߟࢀ
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ϝογϡϨε๏ʹ͓͚Δڥք݅ͷऔΓѻ͍͕ղੳਫ਼ʹٴ΅͢Өڹ

౻ా ٱٓ 1, ҏ౦  2, ੜ Ұ 3, தଜ ষߒ 4, ా ৾ 1

1໋ཱؗେֶɼ2ຊେֶ, 3౦ژՊେֶ, 4֩༥߹Պֶڀݚॴ
e-mail : yfujita@fc.ritsumei.ac.jp

1 എܠ

֩༥߹ͳͲͰ༻͍ΒΕΔେిྗߴप
ஔྭ͞ىΕΔి࣓ͷجຊϞʔυΛͱʹઃ
Ϟʔυෆ҆ఆੑΤωϧ࣍ߴΕ͓ͯΓɼ͞ܭ
Ϊʔଛࣦͷେ͖ͳݪҼͱͳΔɽ࣍ߴϞʔυΛਪ
ఆ͢ΔͨΊͷϞʔυղੳʹ͓͍ͯɼ༗ݶཁૉ๏
ଟ͘ͷ࣮Λ্͍͛ͯΔɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ
Ͱ͖ͣɼࢹΛແڹԼͰද໘ۙͷӨڥपߴ
ஔͷத৺ͱนۙͷཧεέʔϧͷҧ͍͔Β
ϝογϡ࡞͕ࠔʹͳΔɽͦ͜Ͱɼཁૉใ
Λඞཁͱ͠ͳ͍ϝογϡϨε๏Λ༻͍Δ͜ͱʹ
ΑΓɼࣄલ४උͷେ෯ͳ؆ૉԽΛਤΔ͜ͱ͕Ͱ
͖Δɽ
දతͳϝογϡϨε๏Ͱ͋Δ Element-Free

Galarkin (EFG)๏ [1]Moving Least Squares

(MLS)ۙࣅΛ༻͍ͯࢄԽΛ͍ͯͬߦΔɽMLS

ঢ়ؔʹσϧλؔಛੑ͕ͳ͍ͨΊɼܗͷࣅۙ
ք݅ڥຊج Lagrange ະఆ๏Λ༻͍ͯ
తʹѻΘΕΔɽLagrangeࣅۙ ະఆ๏ͷ
༻ʹ͍ɼಘΒΕΔࣜྻߦͷ͕࣍૿Ճ͢Δͩ
͚Ͱͳ͘ɼҰ෦ର͕֯θϩʹͳΔͨΊʹ
͕݅ѱԽ͢Δɽ্هͷղܾࡦͱͯ͠ม
ݮ๏ [2]͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔɽมݮ๏ɼ߆
ଋ݅ྻߦͷϕΫτϧۭؒΛ͑ߟɼͦͷަิ
ۭࣹؒӨ͢Δ͜ͱʹΑΓফ͢ڈΔํ๏Ͱ͋Δɽ
ຊڀݚͰҙܗঢ়ద༻ͤ͞Δલஈ֊ͱ͠

ͯɼϝογϡϨε๏Λ༻͍ͨԁಋͷϞʔ
υղੳΛ͏ߦɽ͜ͷͱ͖ɼಘΒΕΔࣜྻߦʹର
ͯ͠มݮ๏Λద༻͠ɼ݅ͷվળΛਤΔɽ
Ճ͑ͯɼڥք݅ͷѻ͍ํ͕ղੳਫ਼ʹٴ΅͢
ӨڹΛௐࠪ͢Δɽ

2 ख๏ࢉܭ

ຊจͰ؆୯ͷͨΊʹ̎ݩ࣍ͷHelmholtz

ํఔࣜɿ
∇2E + k2E = 0 (1)

Λѻ͏ɽͨͩ͠ɼk = k0
√
µrεrͰ͋Δɽཧఆ

ۭؒʹґΒͣҰ༷Ͱ͋Γɼఆৗঢ়ଶ J = 0

Λ͑ߟΔͱɼԁಋʹ͓͚ΔTMϞʔυͷ

Ez 
{

−∇2
tEz = (χ/a)2Ez in Ω,

Ez = 0 on ΓD,
(2)

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼ∇2
t = ∂2/∂x2+∂2/∂y2ɼχ

ϞʔυʹରԠ͢Δݻ༗ɼaಋͷܘ
Ͱ͋Δɽ͜ ͜ͰɼMLSۙࣅʹΑΔԾఆɿEz(x) =
∑N

i=1
φi(x)Ez(xi)ɼl(s) =

∑M
p=1

Lp(s)lpͷ
ͱࢄԽΛ͏ߦͱɼ࠷ऴతʹ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜɿ

{

Ax+ C l = λBx,

CTx = 0 .
(3)

ঢ়ؔͰ͋ܗண͞ΕΔɽͨͩ͠ɼφ(x)ؼʹ
ΓɼL(x)ઢܗಠཱͳؔͰ͋Δɽ·ͨɼl
LagrangeະఆͰ͋Γɼλ = (χ/a)2Ͱ͋Δɽ
ຊڀݚͰίϩέʔγϣϯ๏Λ༻͍ͯڥք݅
Λಋೖ͢ΔɽނʹɼLp(x) = δ(x− xp)ͱ͢Δ
ͱྻߦͦΕͧΕ

A :=
N
∑

i=1

N
∑

j=1

∫

Ω

∇φi∇φT
j dΩ eie

T
j , (4)

B :=
N
∑

i=1

N
∑

j=1

∫

Ω

φiφ
T
j dΩ eie

T
j , (5)

C := {φ1,φ2, · · · ,φM} , (6)

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼN ྖҬͷઅɼM 
,ք্ͷઅͰ͋Γɼ{e1ڥ e2, · · · , eN}N

ఈͰ͋Δɽ(3)جަنϕΫτϧۭؒͷਖ਼ݩ࣍

Λॻ͖Լ͢ͱ
[

A C

CTO

][

x

l

]

=λ

[

BO

OO

][

x

l

]

, (7)

ͱͳΔ͜ͱ͔Βɼӈลʹ͋ΔྻߦϥϯΫ
མ͍ͪͯ͠ΔɽނʹɼཅʹྻߦٯΛٻΊΔ͜ͱ
͕ग़དྷͳ͍ͨΊɼຊڀݚͰQZ๏Λ༻͍ͯܭ
ɽ͏ߦΛࢉ
ຊڀݚͰɼ෦ྻߦC ʹରͯ͠ަิۭؒ
Λͯ͑ߟফ͢ڈΔɽมݮ๏Ͱɼ͡Ίʹ
෦ۭؒC ͷQRղΛ͑ߟΔɽີݫʹQR
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C = Q R = Q1 Q2

R∗

O

N

M N M M N −M M

M

N −M

ਤ 1. QR decomposition of a non-square matrix.

ղΛ͏ߦͱO(N3)ͷྔࢉܭΛ༗͢ΔͨΊɼਤ 1

ʹࣔ͢Α͏ʹ

C = QR = Q1R
∗ (8)

ͱ͢ΔɽैͬͯɼQT
1 Q1 = IɼQ1Q

T
1 ̸= I ͱͳ

Δɽ͢ΔͱɼަิۭؒͷࣹӨྻߦ

C⊥ := I −QQT = U (9)

ͱͳΔͨΊɼ(3)࠷ऴతʹ

A∗x = λB∗x. (10)

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼͦΕͧΕͷྻߦ

A∗ := UAU +QQT, (11)

B∗ := UBU , (12)

Ͱ͋ΔɽQRղʹΑΓྻߦͷૈੑࣦΘ
ΕΔ͕ɼ࣍ͷݮͱ݅ͷվળΛਤΔ͜ͱ
͕Ͱ͖Δɽ

3 ղੳ݁Ռٴͼߟ

ϝογϡϨε๏ʹ͓͚ΔҰൠԽݻ༗ͷ
݅Λվળ͢ΔͨΊʹɼมݮ๏Λ༻͍ͯ
LagrangeະఆͷফڈΛͨͬߦɽڥք݅
ͷऔΓѻ͍͕ղੳਫ਼ʹٴ΅͢ӨڹΛௐࠪ͢Δ
ͨΊʹɼTM01 Ϟʔυͷݻ༗ χΛͨ͠ࢉܭɽ
ͳ͓ɼTM01Ϟʔυͷݻ༗ͷղੳղୈ̍छ
Besselؔͷ̍ͭͷθϩͰ͋Δɽ
ຊڀݚΛ௨ͯ͠ɼੵʹ͏όοΫάϥ

ϯυηϧͷͭ̕Ͱ͋Γɼ֤ηϧ͓͚Δੵ
Λ 100ͱͨ͠ɽ·ͨɼܗঢ়ؔͷ࡞
Ͱ͋ΓɼॏΈؔؔ࣍ఈؔ̍جͨ͠༺ʹ


w(r) :=

{

1

2
exp(−8r2) 0 < r ≤ R

0 r > R
(13)

Ͱ͋Δɽͨͩ͠ɼrઅؒڑɼRαϙʔ
τܘͰ͋Δɽ͞Βʹɼڥք݅શಋମͷ
Έͱ͠ɼجຊڥք݅ ΓDͷΈΛ՝͍ͯ͠Δɽ
Lagrangeະఆ๏Λ༻͍ΔඞཁੑɼMLS

ʹঢ়ؔʹσϧλؔಛੑ͕ͳ͍͜ͱܗͷࣅۙ

ঢ়ؔʹσϧλؔܗҼ͍ͯ͠Δɽͦ͜Ͱɼى
ಛੑΛ͍ͯͬ࣋Δ Improved Interpolating MLS

(IIMLS) ɽ͏ߦࢉܭ͍ͨ༺Λࣅۙ[3]
ࠩޡք݅ͷѻ͍ํͱ૬ରڥ erͷؔΛද 1

ʹࣔ͢ɽͨͩ͠ɼer = |χ̄−χ|/|χ|Ͱ͋Γɼχ̄
ղɼχղੳղͰ͋ΔɽಉදΑΓɼMLSۙ
ݟঢ়ؔʹσϧλؔಛੑ͕͋Δͷͱܗͷࣅ
ͳͯ͠ྻߦʹೖΕࠐΉํ๏ղੳਫ਼͕ѱ
Խ͍ͯ͠Δɽ·ͨɼLagrangeະఆ๏ͱม
ݮ๏ͷํΛ༻͍ͨ݁Ռಉ͡ղੳਫ਼Ͱ
͋ΔɽLagrangeະఆ๏Ͱѱ݅Λ
ղ͘͜ͱΛ͑ߟΔͱɼมݮ๏ΛԠ༻ͨ͠ఏ
Ҋख๏༗ޮతͰ͋ΔɽҰํɼIIMLSۙࣅΛ༻
͍ͨ߹ʹڥք݅ͷѻ͍ํʹΑΔҧ͍͕ݟ
ΒΕͳ͔ͬͨɽނʹɼܗঢ়ؔʹσϧλؔಛ
ੑΛ͍ͯͬ࣋Δ߹ʹɼྻߦʹೖΕࠐΉ
ํ๏͕͕࣍࠷খʹͳΔͨΊɼ࠷దͰ͋Δͱݴ
͑Δɽ

ද 1. ࠩޡք݅ͷѻ͍ํʹΑΔ૬ରڥ er ͷൺֱɽ

ͷྻߦ
ೖΕࠐΈ

Lagrange

ະఆ๏
มݮ๏

MLS 2.39× 10−2 6.45× 10−36.45× 10−3

IIMLS 1.89× 10−2 1.89× 10−21.89× 10−2
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ཚͷCollocationࢄఆৗి࣓ݩ࣍2 EFGM-BEMͷద༻

ᜊ౻ า 1, ࢁߴ জ༏ 1, ਆ୩ ३ 1

ՊڀݚֶେֶେֶӃཧܗࢁ1
e-mail : saitoh@yz.yamagata-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ి࣓ൖγϛϡϨʔγϣϯख๏ʹɼ༗ݶ
ࠩྖؒ࣌ҬʢFDTDʣ๏͕͘ΘΕ͓ͯΓɼ
ଟ͘ͷૉΒ͍͠ڀݚՌ͕ੜ·Ε͍ͯΔɽ͠
͔͠ͳ͕ΒɼFDTD๏Ͱɼલॲཧͱͯ͠ղੳ
ྖҬશମΛ༧Ίަϝογϡʹׂ͢Δඞཁ͕
͋ΓɼྖҬͷܗঢ়͕ෳࡶʹͳΔ΄Ͳɼϝογϡ
෯Λ͔͘͠ࡉͳ͚ΕࢄԽ͕ࠩޡେ͖͘ͳͬ
ͯ͠·͏ɽ
ଞͷి࣓γϛϡϨʔγϣϯख๏ͱͯ͠ɼ༗

-ཁૉݶքཁૉʢFD-BEʣซ༻๏༗ڥ-ࠩݶ

ͱܕքཁૉʢFE-BEʣซ༻๏ͷΑ͏ʹɼྖҬڥ
Խ๏ʹΑͬͯి࣓ࢄΛΈ߹Θͤͨܕքڥ
ൖΛղ͘ํ๏ΒΕ͍ͯΔ [1]ɽ͔͠
͠ͳ͕ΒɼFD-BEซ༻๏FE-BEซ༻๏ͷͲ
ͪΒͷղ๏લॲཧͱͯ͠ରྖҬɼڥքٴͼ
ք໘༧Ίཁૉͷू߹ʹׂ͠ͳ͚ΕͳΒͳ
͍ɽࣗಈཁૉׂ๏ଟఏҊ͞Ε͍ͯΔ͕ɼ
ղੳܗঢ়ͷෳ͞ࡶڥք݅ͷ࿈ଓੑͷʹ
Αͬͯखۀ࡞ʹΑΔॲཧ͕૿େͯ͠͠·͏ɽ
ཁૉׂॲཧΛճආ͢ΔͨΊɼۙɼଟ͘ͷ

ϝογϡϨε๏ఏҊ͞Εͨ [2, 3]ɽͦΕނɼఆ
ৗঢ়ଶͷి࣓ൖͷղ๏ͱͯ͠ɼϝογϡ
Ϩε๏ΛΈࠐΜͩྖҬܕͱڥքܕซ༻ࢄԽ
๏͕։ൃ͞Εɼ্ܽهΛղܾͰ͖ΔՄੑ
͕͋Δɽ
ຊڀݚͷతఆৗঢ়ଶͷి࣓ൖͷ

ղ๏ͱͯ͠ɼCollocation EFGM-BEMซ༻๏
ΛఏҊ͠ɼ࣮ݧʹΑͬͯఏҊ๏ͷੑΛௐ
Δ͜ͱͰ͋Δɽ

2 ϝογϡϨε๏ʹΑΔ ࢄ࣓ిݩ࣍2
ཚͷղ๏

ຊڀݚͰ, TE͕๏ઢํ͔Βʹೖࣹ͠
ͯ͘ΔͱԾఆͨ͠ ཚɿࢄఆৗి࣓ݩ࣍2

−
(
∆+ k2

)
Ez = iωµσEz in ΩI, (1)

−
(
∆+ k20

)
Ez = 0 in ΩE, (2)

Λରͱ͢Δɽୠ͠ɼEz ిքͷ zͰ͋
Γɼk0ٴͼ kͦΕͧΕࣗ༝ۭؒͱࢄཚʹ͓
͚ΔͰ͋Δɽ·ͨɼω, µٴͼ σपɼ

ಁ࣓ٴͼಋిͦΕͧΕΛද͠ɼiڏ୯
ҐΛࣔ͢ɽ͞ΒʹɼΩIٴͼΩEͦΕͧΕ୯Ұ
ดۂઢ ∂ΩͰғ·ΕͨྖҬٴͼ ΩI ΛғΉແݶ
ྖҬΛද͢ɽ
ք݅ͱͯ͠ɼҎԼͷํఔࣜɿڥ

[[Ez]] = 0,

[[
1

µ

∂Ez

∂n

]]
= 0 on ∂Ω, (3)

ΛԾఆ͢Δɽୠ͠ɼnڥք ∂ΩʹԊͬͨ๏ઢ
ϕΫτϧΛࣔ͠ɼ[[ ]] ∂ΩͰͷඃԋࢠࢉͷࠩ
Λද͢ԋࢠࢉΛҙຯ͢Δɽ
(1)-(3) ΛࢄԽ͠Α͏ɽຊڀݚͰɼࢄ
Խ๏ͱͯ͠ ΩI ͼٴ ΩE ʹରͯͦ͠ΕͧΕ X-

EFGM[3]ٴͼڥքཁૉ๏Λ࠾༻͢Δɽ͜ͷ
తͷͨΊɼ(1)ͱՁͳऑࣜܗͱ (2)ͱՁͳ
քੵํఔࣜΛಋ͔ͳ͚ΕͳΒͳ͍ɽڥ
∂ΩͰ Direchletڥք͕݅ΓཱͭͱԾఆ
͢Δͱɼ(1)ҎԼͷऑࣜܗɿ

∀w s.t. w
∣∣
∂Ω

= 0 : J [w,Ez] = 0, (4)

ͱՁʹͳΔɽୠ͠ɼJ [w, u]

J [w, u] ≡
∫∫

ΩI

∇w ·∇u d2x

−(k2 − iβ)

∫∫

ΩI

w u d2x.

Ͱఆٛ͞ΕΔ൚ؔΛද͠ɼβ  β = ωµσͰ
ఆٛ͢Δɽ͞Βʹɼ∀w s.t. w

∣∣
∂Ω

= 0ҙͷ

ਤ 1. Ez ͷ૬ରࠩޡ εͷશઅ N ґଘੑɽ
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ਤ 2. (a) : β = 0, (b) : β = 102 ͱ (c) : β = 104 ͷ߹ʹ͓͚Δిք Ez ͷۭؒʢN = 5041ʣɽͳ͓ɼ࣮ઢڥ
ք ∂ΩΛද͢ɽ

ؔw (x)͕ ∂Ω্Ͱw = 0Λຬ͍ͨͯ͠Δ͜
ͱΛࣔ͢ɽ
ҰํɼSommerfeldͷ์ࣹ݅ΛԾఆ͢Δ͜

ͱʹΑͬͯɼ(2)ͱՁͳڥքੵํఔࣜɼ

c(y)Ez(y) +

∮

∂Ω

∂w∗ (x,y)

∂n
Ez(x)ds

−
∮

∂Ω
w∗ (x,y)

∂Ez(x)

∂n
ds = EI

z(y), (5)

Ͱද͞ΕΔɽୠ͠ɼc(y)

c(y) =

⎧
⎨

⎩
1 : y ∈ ΩE

∆θ(y)

2π
: y ∈ ∂Ω

Λຬͨ͢ܗঢ়ؔͰ͋Γɼ∆θ(y) y Ͱڥ
ք͕ͳ֯͢Ͱ͋Δɽ·ͨɼؔ w∗(x,y)
−(∆+ k2)ͷجຊղΛද͠ɼEI

z(y) y্ͷ
ೖࣹͷిքͰ͋Δɽ
ऑࣜܗ (4)ɼڥքੵํఔࣜ քڥͼٴ(5)

݅ (3)ΛࢄԽ͢Δ͜ͱʹΑͬͯɼඇରশෳૉ
ఔࣜΛಘΔ͜ํ࣍ͭ࿈ཱҰʹྻߦΛྻߦ
ͱ͕Ͱ͖Δɽ্ํهఔࣜΛղ͘͜ͱʹΑͬͯɼ
ΩI ∪ ∂Ω্ͷిքEz ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
Ҏ্ΑΓɼ2ݩ࣍ఆৗి࣓ࢄཚ࿈ཱ

Ұํ࣍ఔࣜΛղ͘ʹؼண͞Εͨɽ

3 ࣮ݧ

ຊઅͰɼఏҊ๏ͷੑΛతʹௐΔɽ
݅ͱͯ͠ɼྖҬݧ࣮ ΩIݪΛத৺ͱ͢Δ
ܘ 1ͷԁͰ͋ΓɼೖࣹEI

z (x, y)ͱͯ͠ɼ

EI
z (x, y) = H(2)

0

(
k
√

(x− 1)2 + y2
)
,

Λ༩͑Δɽୠ͠ɼE0 ೖࣹͷڧΛද͠ɼ
H(2)

0 (x) ͷୈ࣍0 2छHankelؔͱ͢Δɽ͞
ΒʹɼຊڀݚͰɼ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜͷιϧόʔ
ͱͯ͠ɼෳૉྻߦʹରԠͨ͠GMRES๏Λ࠾༻
͠ɼύϥϝλΛҎԼͷΑ͏ʹݻఆ͢Δɿk/k0 =
6, E0 = 1ɽ
·ͣɼղͷਫ਼ΛௐΑ͏ɽਤ 1ʹɼ૬ର
ࠩޡ εͷશઅN ґଘੑΛࣔ͢ɽୠ͠ɼβͱ
ͯ͠ɼβ = ఆ͢ΔɽಉਤΑΓ໌Β͔ͳΑݻʹ0
͏ʹɼ૬ରࠩޡN−0.54ʹൺྫ͍ͯ͠Δɽͦ
Εނɼઅͷ૿Ճʹͬͯɼղͷਫ਼্͕
͢Δɽ
ΛௐڹӨ͢΅ٴʹɼβ͕ిքͷۭؒʹ࣍
Α͏ɽβ = 0, β = 102 ͼٴ β = 104 ʹର͢Δ
EzͷۭؒΛͦΕͧΕਤ 2(a)ɼਤ 2(b)ٴͼ
ਤ 2(c)ʹࣔ͢ɽ͜ΕΒͷਤ͔ΒΘ͔ΔΑ͏ʹɼ
෦ྖҬ ΩI ͚ͩͰͳ͘֎෦ྖҬ ΩE Ͱɼे
ʹΒ͔ͳిքEz ͷ͕ಘΒΕ͍ͯΔɽ
Ҏ্ͷ݁ՌΑΓɼ2࣓ిݩ࣍ࢄཚͷ
ղ๏ͷҰͭͱͯ͠ɼఏҊ๏༗ӹͳํ๏ͱͳ
ΓಘΔͱӠ͑Δɽ
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Data driven derivation of partial differential equations in visual analysis system
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ABSTRACT

It  is  important  to  consider  how  to  derive  unknown  partial 
differential  equations  from  observed  data,  which  deductive 
reasoning  is  mainly  used  to  derive.  In  the  past  10  years,  cost 
reductions  of  sensor,  data  storage  and  computational  resource 
have made data driven derivation methods possible. Therefore, the 
development of several innovative methods of characterizing the 
high-dimensional  data  generated  from the  experiment  has  been 
easily. In this paper, a new method of data driven derivation of 
partial differential equations from observed data is proposed and 
verified by some case study analysis using one-dimensional data 
which is artificially made by numerical solution. In this method, 
partial differential equations is derived by using LassoRegression 
and  multiple  linear  regression  analysis  to  extract  partial 
differential term from several prospective terms. Additionally, two 
types of dataset are used in each partial differential equation to 
verify the difference in noise resistance when they are acquired by 
different  means.  As  a  result  of  the  experiment,  derivation  of 
partial differential equation was successful on all case studies, and 
noise  resistance  has  been  particularly  higher  when  Reaction-
diffusion equation was used. Moreover, we apply a visualization 
system for  3D datasets  in  this  method  which  can  interactively 
present the datasets and calculate the regression result in real time. 
According to the example of advection-diffusion equation, it has 
been verified that the proposed visualization method is efficiently 
applicable to three-dimensional time-series data.

Keywords:  partial differential equations, regression, visual 
analysis system.

1. INTRODUCTION

In  the  last  ten  years,  with  the  cost  reduction  of  sensors,  data 
storage,  and  computational  resources,  it  facilitates  the 
development of a variety of innovative methods to characterize 
high-dimensional data generated from experiments. At this time, it 
is important to find out how to discover the underlying physical 
laws and governing equations from time series data showing the 
spatiotemporal  activity  of  an  interesting  phenomenon.  The 
traditional  theoretical  methods  for  this  are  deductive,  rooted in 
conservation methods,  physical  principles,  or  phenomenological 
behavior.

Therefore, in this research, we propose an inductive method to 
derive partial differential equations based on only time series data 
collected at spatial positions. Besides, we also studied on  a visual 
analysis  system  that  contributes  to  the  derivation  of  partial 
differential  equations  from  big  data.  Although  many  research 
results  and  systems  exist  for  numerical  solution  of  partial 
differential equations, there is almost no methodology or system 
to  derive  the  partial  differential  equation  that  governs  the 
phenomenon using data generated from unknown phenomena or 
in visual analysis system. In the conventional derivation method, 
the  time  partial  derivative  term  has  been  derived  using  the 

conservation law that the sum of the flow rates on each surface of 
the rectangular parallelepiped in the continuous equation is equal 
to the temporal change of the scalar quantity considered. In this 
paper,  we  conduct  experiments  on  analysis  using  statistical 
methods  that  contribute  to  the  derivation  of  partial  differential 
equations from big data. A verification experiment is designed to 
clarify how much analysis using a statistical method supports the 
selection of partial differential terms. Specifically,  we conduct the 
experiment  to  verify  whether  partial  differential  terms  can  be 
calculated using the data obtained by superimposing noise on an 
analytical solution or numerical solution of a partial differential 
equation  (hereinafter  referred  to  as  pseudo  measurement  data), 
and can reproduce the original partial differential equation. In our 
work, we investigate the effectiveness by reproducing the original 
partial  differential  equation  by  regression  analysis  using  three 
one-dimensional  partial  differential  equations  as  example  and 
pseudo  measurement  data  of  one  three-dimensional  partial 
differential  equation  to  verify  the  effectiveness  of  the  visual 
analysis  system.  Also,  in  this  research,  partial  differential 
equations  can  be  represented  by  nonlinear  partial  differential 
equations of the form below.

Here,  subscripts represent either partial derivatives in time or 
space;  also,  �  represents  the  solution;  �  is  a  nonlinear 
operator parameterized by � ; �  is a subset of the D-dimensional 
space  � .  Here  is  an  example  of  one-dimensional  Burgers 
equation,

                                   
In  this  research,  we  first  consider  linear  partial  differential 

equations with parameter �  as a constant and partial differential 
terms to be added next. The hypotheses are set as follows.

H1  By  applying  regression  analysis,  important  partial 
differential terms can be narrowed down, and partial differential 
equations can be derived effectively.

  H1.1 By reducing the variables by multiple linear regression, 
the partial differential terms can be narrowed effectively and the 
derivation of partial differential equations is effectively enabled.

 H1.2  By  setting  the  coefficients  of  partial  differential 
candidates to 0 by �  regularization, partial differential terms can 
be  narrowed  effectively,  and  derivation  of  partial  differential 
equations is effectively enabled.

H2  By  using  the  visual  analysis  system,  the  correlation  of 
between partial differential candidates in region of interest(ROI) 
both in time and 3D-space can be easily identified.

For  regression  analysis,  two  methods  are  used:  reduction  of 
variables by multiple linear regression and extraction of variable 
terms by regularization regression. In multiple linear regression, 
an  equation  expressing  the  relationship  between  the  objective 

(1)�
�

ht = Nλ
x h

x , λ ∈ Ω, t = [0,T ]

h (x , t ) Nλ
x

λ Ω
RD

(2)�  
�

ht = Nλ
x h = λ1h hx − λ2hx

λ = (λ1, λ2)

λ

L1
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variable and the explanatory variable of the model is estimated by 
a statistical method, where the objective variable is the variable 
that you want to explain and the explanatory variable is the one to 
explain this. In this research, the objective variable is set as a time 
partial  derivative term, and the explanatory variable is  set  as  a 
plurality  of  terms  including  partial  derivative  terms  that  are 
expected  to  be  variables  that  can  explain  the  time  partial 
derivative term. By conducting multiple regression analysis and 
reducing the explanatory variables one by one while looking at the 
t  value,  the  policy  is  to  represent  the  explanatory  variables  as 
appropriate dependent variables. Also, regularization regression is 
a  machine learning method used to  learn model  parameters,  in 
particular to prevent over-learning and to improve generalization 
ability.  The most common methods in machine learning are L1 
regularization  and  L2  regularization.  In  this  research,  L1 
regularization  is  applied  to  pseudo  measurement  data.  L1 
regularization is often used when it is desired to cut unnecessary 
parameters, and it is a method that can set some parameters to 0.

For visual analysis system, a ROI is customized with length and 
its position in the 3D-space and sampling points is selected from 
this  region to apply abovementioned regression method.  At the 
same time, calculation result of t value and regression coefficient 
can  be  directly  showed  along  with  the  raw  datasets  rendering 
image and derivation of partial differential equations is effectively 
enabled.

2. RELATED WORK

Maziar Raissi et al. used machine learning techniques to derive 
partial  differential  equations  from  observed  data  [2].  In  their 
method, they have realized a data efficient learning algorithm that 
can solve the problem of data shortage scenario that appears on a 
daily  basis  when  measuring  data  from  complex  physical 
phenomena.  They  applied  the  problem  to  the  identification  of 
general  parametric  nonlinear  partial  differential  equations  from 
noisy data.  The effectiveness  of  this  method was demonstrated 
using  benchmark  problems  of  various  attributes  such  as  KdV 
equation,  Kuramoto-Sivansky  equation,  nonlinear  Schrödinger 
equation,  Navier-Stokes  equation  and  Fractional  equation.  The 
proposed framework is applied to one-dimensional model of these 
equations to verify its effectiveness. However, in this method, the 
partial  differential  terms  that  constitute  the  partial  differential 
equation  are  determined  in  advance,  so  it  is  considered  to  be 
insufficient as a method of deriving partial differential equations 
from  unknown  physical  phenomena.  The  PDE  of  Burgers 
equation is as following,

In  Maziar  Raissi’s  method,  assuming  that  it  is  known  in 
advance that the partial differential terms that explain �  are 
�  and  � ,  then  find  �  and  � ,  which  are  the 
coefficients  of  these  partial  differential  terms.  However,  in 
practice, when encountering a data set governed by an unknown 
equation,  it  is  possible  to  have  an  idea  of  what  the  partial 
differential terms that make up the equation are, but the partial 
differential  terms  are  actually  not  clear.  So  in  this  research,  a 
hypothesis was set that it  was essential to select an appropriate 
partial  derivative  term  from  many  partial  differential  term 
candidates  that  could  be  components  of  partial  differential 
equations.

3. REGRESSION ANALYSIS

Regression analysis is a mathematical statistical method used to 
express data relationships in the form of following equation,

Here,  �  is  an  objective  variable,  �  is  a  vector  composed  of 
explanatory variables, �  is a vector composed of the coefficients 
of  each  explanatory  variable,  and �  is  a  constant  term.  In  this 
research,  the  objective  variable  is  �  time  series  data,  the 
explanatory  variable  is  partial  differential  term  candidate  time 
series  data.  Firstly,  the  derivation  of  partial  differential  term 
candidates by variable reduction using multiple linear regression 
is explained.

3.1. Multiple Linear Regression
In multiple linear regression, �  in equation (4) is derived by the 
method of least squares, that is, a method of determining �  so as 
to minimize �  in equation (5). It has been used in a wide range of 
fields[3].

The  following  procedure  was  used  to  reduce  variables  by 
multiple linear regression.

1. Input  the  time  series  data  of  the  partial  differential  term 
candidate that can be a component of �  to the objective 
variable  and  �  to  the  explanatory  variable,  and  apply 
linear multiple regression.
2. Observe the t value in the result of regression analysis and 
eliminate one of the explanatory variables that has the smallest 
number.
3. Input  the time series  data of  other  partial  derivative terms 
except for the term as an explanatory variable and apply the 
regression analysis again.
4. Repeat steps 2 and 3 until the number of partial derivative 
term candidates becomes appropriate.
Here, the p value is the probability that the objective variable 

can  be  explained  with  other  explanatory  variables  without 
problems when the coefficient of the explanatory variable is set to 
0, and in the case of performing variable reduction by multiple 
linear regression, it is necessary to look at this value. However, 
although  it  is  general  to  reduce,  in  this  research  the  value 
overflows and it is often not possible to know the correct value, so 
in this research the t value is used, which decreases as the p value 
increases.

3.2. Regularized Regression
Next,  the  derivation  of  partial  differential  terms  by  �
regularization will  be described. �  regularization is often used 
when it is desired to remove unnecessary parameters, and is the 
most  general  method  in  machine  learning.  This  method 
determines �  so as to minimize �  in equation (6).

Here, �  is the penalty term, and �  is the sum of the absolute 
values  of  the  coefficients  of  each  explanatory  variable.  The 

(3)�  
dC
dt

= − λ1C
dC
dt

+ λ2
d2C
dt2

dC /dt
CdC /dt d2C /dt2 λ1 λ2

(4)�  y = X β + ε

y X
β

ε
dC /dt

β
β

e
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β e
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λ β
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following  procedure  was  used  to  reduce  variables  by   �
regularization.

1. �  regularization was applied for each value of the penalty 
term while changing the penalty term from 0.1 to 0.9, and the 
coefficients of each partial differential term were derived.
2. When the coefficient value is 0.05 or more regardless of the 
penalty term, the partial differential term is assumed to be an 
actual partial differential term.
Here,  for  the  realization  of  �  regularization,  the  goal  was 

achieved by setting the right  side of  equation (6)  to  0 and the 
variables to the coefficients of each partial differential candidate.

4. VERIFICATION EXPERIMENT

4.1. Method of verification
By applying regression analysis to pseudo measurement data, it is 
possible  to  derive  a  partial  differential  term  that  constitutes  a 
partial  differential  equation  that  governs  the  data.  In  order  to 
verify  this  hypothesis,  partial  differential  terms  that  constitute 
partial differential equations are assumed to some extent, and time 
partial differential terms are expressed as linear partial differential 
equations  composed  of  as  many  partial  differential  terms  as 
possible. It was considered that the correct partial derivative term 
can  be  derived  from  the  partial  derivative  term  candidate  by 
multiple linear regression. The objective variable is � ,  and 
the explanatory variable is partial derivative terms expected to be 
able  to  explain  the  objective  variable  � .  The  objective 
variable is represented by an appropriate explanatory variable by 
repeating multiple linear regression multiple times and reducing 
the explanatory variables one by one. Also, we considered that it 
is possible to derive the correct partial derivative term by setting 
the coefficients of some partial derivative candidates to 0 using L1 
regularization.  In  this  research,  the  coefficient  for  each  partial 
differential  term is  calculated using L1 regularization.  We then 
calculated  whether  the  partial  derivative  term  for  the  nonzero 
coefficient contained the original partial derivative term. We both 
used data measured in a range of 500 time steps at one point and 
data measured in the range of 100 time steps at 5 points each in 
the  verification  experiment  for  multiple  linear  regression  and 
regularized regression.

Furthermore,  a visual analysis system is used for package the 
function  of  regression  including  Linear,  Lasso,  Ridge  and 
ElasticNet.  Through regression abovementioned,  t  value can be 
used to identify whether a partial differential should be left for the 
equation in which complexity for Lasso, Ridge, ElasticNet and L1 
ratio  for  ElasticNet  can  be  set  artificially.  Also,  the  region  of 
interest can be customized by its position and length which will 
also interactively showed in the rendering image with the time-
series data. Here, we set the ROI at the center in (3.5,3.5,3.5) with 
length of 5.  Besides,  Points slider is  controlling the number of 
sampling  points  in  the  ROI.  More  points  can  be  adapted  to 
calculated with higher precision by sacrificing calculation time. In 
the user interface, different data file is read along Time slider to 
show space data rendered in different time. At the same time, the 
objective variable �  is  also calculated at  the backend.  We 
take the average value of t-value through 60 time steps in this 
paper. From these setting above t value can be shown intuitively 
to derive the correct partial derivative term. 

4.2. Applied Partial Differential Equation
The partial differential equations used in the experiment are the 
one-dimensional  reaction-diffusion  equation,  the  Burgers 
equation, the KdV equation, and the three-dimensional advection 
diffusion  equation.  In  order  to  discover  the  partial  differential 
equation from time series measurements in the space domain, four 

types of data are generated for each partial differential equation, 
and these are used as pseudo measurement data.
�In  addition,  time  series  data  of  partial  differential  terms  are 
basically  derived  by  differential  method  using  pseudo 
measurement data as follows: Here, regarding third order partial 
differential terms and fourth order partial differential terms, the 
partial  derivative  term  was  derived  using  cubic  spline 
interpolation because the error in the derivation by the difference 
method is considered to be too large.

4.2.1. Reaction-diffusion equation
The reaction-diffusion equation has two processes: local chemical 
reaction in  which the  concentration of  one or  more  substances 
distributed in the space changes with each other, and diffusion in 
which  the  substance  spreads  throughout  the  space.  This  partial 
differential equation is applied in a wide range of fields, such as 
control  of  traffic  signal  networks  in  simple  models  [4],  image 
quantization [5] and so on. In one-dimensional space, it is written 
as following,

In this research, we set the value as,

In this case, equation (9) is called the Nanun equation, which is 
a  simplified  Hodgkin-Huxley  model  differential  equation  that 
models activation and inactivation in action potential firing (spike) 
of neurons. It is a model that expresses the action potentials of 
electrically excitable cells such as neurons. In this research, the 
initial  state is set to a random number in the range of -0.01 to 
0.01, and the pseudo measurement data is generated by deriving 
the numerical solution of this partial differential equation. Here, 
the boundary condition is a periodic boundary condition.

L1

L1

L1

dC /dt

dC /dt

dC /dt

(7)

�  
dC (x , t )

dt
= C (x , t + 1) − C (x , t )

h

�d3C(x, t)
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2h3

�
d2C (x , t )
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h2

�
dC (x , t )

dx
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2h

�d4C(x, t)
dx4 = C(x + 2h , t) − 4C(x + h , t) + C(x, t) − 4C(x − h , t) − C(x − 2h , t)
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dC
dt

= D
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dx2 + R (c)

(9)�  
dC
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= − 0.2 dC
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�

1. Reaction-diffusion equation measured 500 time steps at 5 
points

4.2.2. Burgers equation
The Burgers equation is  a partial  differential  equation found in 
various  fields  of  applied  mathematics,  such  as  fluid  dynamics, 
nonlinear acoustics, gas dynamics, traffic flow, etc. This is a basic 
partial  differential  equation,  and  the  external  force  term  and 
pressure  gradient  It  can  be  derived  from  the  Navier-Stokes 
equation of the velocity field by dropping the term, and is used in 
the  analysis  of  the  sonic  boom  [6]  etc.,  forming  the  vascular 
network,  and  ultrasonic  magnetohydrodynamic  turbulence  in 
space. It is also known as one of the equations governing [7] [8]. 
In one-dimensional  space,  the Burgers  equation is  described as 
following,

In  this  research,  pseudo  measurement  data  is  generated  by 
setting the constant to 0.01 and the initial state to a sin curve for 
one cycle,  and deriving the numerical solution. The time series 
data as shown in Fig. 2 is obtained.

�

2. Burgers equation measured 500 time steps at 5 points

4.2.3. KdV equation
The KdV equation or the Kortwegue-Dofries equation is one of 
the  non-linear  partial  differential  equations  that  describes  the 
wave motion in a shallow constant water channel,  and is  often 
applied to the analysis of traffic flow. It is known that this partial 
differential equation can be expressed as a soliton [9] [10], which 
has solitary waves that are undamped waves as a solution, and is 
described by equation (11) in one-dimensional space.

In this research, in order to obtain the characteristic aspect of 
the above KdV equation, based on the proposal of Zabusky and 
Kruskal [11], the parameter is set to  �  and the initial 

state is set to a cos curve of one period, we obtained time series 
data as shown in Fig.3.

�

3. KdV equation measured 500 time steps at 5 points

4.2.4. Advection diffusion equation
The advection-diffusion equation is a second-order linear partial 
differential  equation  representing  a  more  general  flow  that 
combines the advection equation and the diffusion equation, and 
it is efficient for simulation of water pollution and for surgery. It 
is used in a wide range of fields, such as modeling of the method 
of  supplying  oxygen  to  blood  [12]  [13]  In  three-dimensional 
space,  the  equation  of  advection  diffusion  is  described  as 
following,

In this research, the initial conditions and scheme are used from 
Appadu’s  paper[16]  to  calculate  the  analytical  solution  of  3D 
advection-diffusion equation. Here,  we set the constant � , 
� , �  and �  then acquired the time-series data in 
the space domain. Since it’s hard to directly display time-series 
data in space domain, we developed a visualize analysis system 
based  on  Kyoto  Visualization  System(KVS)[17]  in  order  to 
present the calculation result and display simulation data by using 
volume rendering.

4. The numerical solution of the advection-diffusion equation 
visualized in KVS(When Time = 0, it shows the initial condition 
of advection-diffusion in this research)

5. RESULT

In  the  reaction-diffusion  equation,  the  partial  differential  terms 
that make up equation (9) are � ,  � ,  � ,  and � ,  so the 

(10)�  
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partial derivative term candidates are set as � , � , � , 
� , � , � , � , � , the result is as following in Table 1,

Table 1 Results of applying regression analysis to one-dimensional 
reaction-diffusion equation

In the Burgers equation, the partial differential terms that make up 
equation (10)  are � ,  � ,  so the partial  derivative 
term  candidates  are  set  as  � ,  � ,  � , 
� , � , � , � , the result is as following in Table 2,

Table 2 Results of applying regression analysis to one-dimensional 
Burgers equation

In the KdV equation, the partial differential terms that make up 
equation  (11)  are  � ,  � ,  so  the  partial  derivative 
term  candidates  are  set  as  � ,  � ,  � , 
� ,  � ,  � ,  � ,  � ,  � ,  the  result  is  as 
following in Table 3,

Table 3 Results of applying regression analysis to one-dimensional 
KdV equation

According to the experimental results, the application method 
of regression analysis that resulted in the highest noise resistance 
was to apply multiple linear regression to data measured in the 
range of  100 time steps  each at  five points  in  the  data  set.  In 
addition,  the  one  with  the  best  accuracy  of  the  derivation  by 
regression  analysis  is  the  data  using  the  reaction-diffusion 
equation, and then the data using the KdV equation, and then the 
data using the Burgers equation.

It was suggested that multiple linear regression analysis is more 
accurate than regularization regression by regularization to derive 
the value of the coefficient directly. It is considered that the nature 
of  the  regression  is  not  effective  in  deriving  partial  derivative 

terms with coefficients close to 0. For example, when applying 
regression analysis  to  the data  set  of  the KdV equation in  this 
study, The parameter was set to � . This is a very small 
value, and even if the regularization regression works ideally and 
derives  the  coefficient  of  � ,  it  does  not  include  other 
partial  differential  terms  that  are  not  actually  included.  It  was 
difficult to identify because the value of the power of the partial 
differential term that is not actually included in the regularization 
regression is output as 0. This is because the value of the power of 
the partial differential term which is not actually included in the 
regularization regression is output as 0. On the other hand, when 
using  multiple  linear  regression  instead,  the  partial  differential 
term candidate is reduced one by one using the t value, which is 
an  index  of  the  probability  that  the  partial  differential  term 
candidate is included, so that even partial differential terms with 
coefficient values close to 0 could be derived without problem.
�In  the  advection-diffusion  equation,  the  partial  differential 
terms  that  make  up  equation  (12)  are  � ,  � , 
� ,  � ,  �  and  � ,  so  the  partial 
derivative  term  candidates  are  set  as  � ,  �  ,� ,
� ,  �  ,� ,  � ,  �  ,
� , the result is as following in Table 4,

Table 4 Results of applying regression analysis to 3-dimensional 
advection-diffusion equation in visualize analysis system 

6. CONCLUSION

The  subject  of  this  research  is  that  how  to  derivate  partial 
differential equations from big data and how can a visual analysis 
system  help  in  this  process.  In  this  paper,  we  first  propose 
regression analysis can be used to derivate  explanatory variable 
which is partial derivative terms expected to be able to explain 
the objective variable �  from many terms as  possible.  By 
conducting  verification  experiment  with  three  one-dimensional 
PDE,  it  is  considered  that  multiple  linear  regression  is  more 
suitable than regularized regression. In this research, in order to 
reduce  partial  differential  candidates,  since  this  research  deals 
with  known  partial  differential  equations,  the  actual  partial 
differential terms We reduced them one by one until we reached a 
number,  but  when  deriving  an  unknown  partial  differential 
equation, we did not know the number of partial differential terms 
that actually made it.

Then we expanded the regression process to our visual analysis 
system to simplify this process with a practical user interface to 
customize ROI in the whole space domain with the variable time. 
This  process  is  greatly  simplified  and  easily  understood  by 
showing the time-series data and t value directly in the rendering 
space. Though it can not successful derivate advection-diffusion 
equation  from numerical  solution,  it  is  considered  an  effective 
method using visual analysis system to derive PDE.

The  future  perspective  of  this  research  is  to  derive  partial 
differential equations by other visual approach and integrate these 

dC /dx2 dC /dx C
C2 C3 C4 C5 C6

Method Space-time observation 
points \ noise ratio 0% 1% 3% 5% 7% 10%

Regularized
regression

500*1 ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

100*5 ✓ ✓ ✓ ✓ ✗ ✗

Multiple 
linear 
regression

500*1 ✓ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

100*5 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✗

CdC /dx d2C /dx2
d2C /dx2 dC /dx CdC /dx

C2dC /dx C C2 C3

Method Space-time observation 
points \ noise ratio 0% 1% 3% 5% 7% 10%

Regularized
regression

500*1 ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

100*5 ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

Multiple 
linear 
regression

500*1 ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

100*5 ✓ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

CdC /dx dC /dx3
d4C /dx4 d3C /dx3 d2C /dx2

dC /dx CdC /dx C2dC /dx C C2 C3

Method Space-time observation 
points \ noise ratio 0% 1% 3% 5% 7% 10%

Regularized
regression

500*1 ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

100*5 ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

Multiple 
linear 
regression

500*1 ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

100*5 ✓ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

δ = 0.022

∂3C /∂x3

Vx∂C /∂x Vy∂C /∂y
Vz∂C /∂z ∂2C /∂x2 ∂2C /∂y2 ∂2C /∂z2

∂C /∂x ∂C /∂y ∂C /∂z
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∂2C /∂y∂z

Method Space-time observation points / noise 
ratio 0%

Linear Regression 5*5*5 ✗

Lasso Regression 5*5*5 ✗

Ridge Regression 5*5*5 ✗

Elastic-Net Regression 5*5*5 ✗

dC /dt
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method  in  the  visualize  analysis  system.   Specifically,  the 
following hypotheses are willing to be  verified.

• If  Convergent  Cross  Mapping  (CCM)  is  applied,  partial 
differential terms that affect time partial differentiation can be 
selected,  and  it  is  possible  to  effectively  derive  partial 
differential equations[18].
• In the causal  graph visualization,  applying the latent  factor 
search technique can support the discovery of partial differential 
terms so that it should be effectively added[19].
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1 Introduction

In this article, we discuss a model for reser-

voir computing, especially one derived from

an echo state network [1]. The following for-

mulation of an echo state network is often con-

sidered [2]:

r(tk) = φ
(
Jr(tk−1) + vs(tk)

)
, (1)

Here, r(t) ∈ RN is an N -dimensional vec-

tor at time t, J is an N × N matrix, v ∈
RN is a constant vector, and s(t) ∈ R is a

given function depending only on time. φ(x)

can be an arbitrary function, but practically,

φ(x) = tanh(x) is often used. For a vector

u =
(
u1, u2, . . . , uN

)T ∈ RN and a function

f(x) defined on RN , we use the notation:

f(u) =
(
f(u1), f(u2), . . . , f(uN )

)T ∈ RN .

However, formulation (1) is inadequate as a

discrete approximation of a continuous model.

In this article, we revisit the model for an echo

state network starting from an ideal continu-

ous one that certainly has the echo state prop-

erty, i.e., for the same s(t), we observe that

r(k) − r̆(k) → 0 as k → ∞. Then, we derive

a discrete approximation to the model that

replaces (1).

2 Terms and notation

2.1 Terms from graph limit theory

We first introduce the concept of a graphon [3].

It is defined as a function W (x, y) : [0, 1]2 →
R that satisfies W (x, y) = W (y, x). Roughly

speaking, it can be regarded as a generaliza-

tion of an adjacency matrix of a weighted non-

directed graph. It can also be regarded as the

continuum limit of a dense graph sequence.

For a graphon W (x, y), we define the cut

norm by

∥W∥1 ≡ sup
S,T⊂[0,1]

∣∣∣
∫

S×T
W (x, y) dxdy

∣∣∣.

Given two graphons W and W ′, we define

d1(W,W ′) ≡ ∥W −W ′∥1.
Recently, some researchers have extended

graphons to include sparse and directed graphs.

To obtain a sparse graph sequence that con-

verges to an object depicted by a graphon in

some sense, we follow the steps below [4]. For

graphon W , define H(n,W ) to be a random

weighted graph on n vertices. Let {xi}ni=1 be

i.i.d. chosen uniformly in [0, 1], and then as-

sign the weight of edge ij to be W (xi, xj) for

all distinct vertices i and j.

Now, let G(H(n,W ), ϱ) be a random graph

with edge weights ±1, where ϱ ∈ (0, 1) is

a constant, and ij is made an edge with a

probability of min{ϱ|βij |, 1}. The edge weight
is set at +1 if βij > 0 and at −1 if βij <

0. Now, take a positive sequence {ϱn}n such

that ϱn → 0 and nϱn → ∞. Then, we have

limn→∞ d1
(
ϱ−1
n G(n,W, ϱn),W

)
= 0 with prob-

ability 1 [4]. For directed graphs, we introduce

a digraphon [5], which is defined as a set of

functions {W00,W01,W10,W11} that satisfy:

(i) W00(x, y) = W00(y, x).

(ii) W11(x, y) = W11(y, x).

(iii) W01(x, y) = W10(y, x).

(iv)
∑1

i=0W0i(x, y) +W1i(x, y) = 1.

Our idea here is to reconsider models of an

echo state network as a discrete approxima-

tion of the following problem:

∂

∂t
r(x, t)

= φ
( 1∑

i=0

∫
W1i(x, y)r(y, t) + v(x)s(t)

)
,

(2)

Then, we propose a bit modified version of the

discretized version of an echo state network.

Let the time unit τn → 0 as n → ∞, and

{t(n)k } = kτn. We also denote the value of r(t)

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

392



at t = kτn as r(n)k . Then, we consider:

r(n)k = r(n)k−1 + τnφ
(
J (n)r(n)k−1 + v(n)s(t(n)k )

)
.

(3)

Here, r(n)k ∈ Rn, and v(n) = (ξ1, . . . , ξn)T ∈
Rn with ξi = v(i/n) (i = 1, 2, . . . , n). More-

over, J (n) = [w(n)
ij ] is a matrix whose compo-

nents are w(n)
ij = ϱ−1

n G(n,W10 + W11, ϱn). A

solution to (3) is called a DS-solution.

2.2 Terms from the semigroup liter-

ature

Let X be a Banach space with norm ∥ · ∥.
The operator A on X is regarded as a subset

of X × X. The domain D(A) and the range

R(A) of an operator A are defined as

D(A) ≡ {x ∈ X
∣∣[x, y] ∈ A},

R(A) ≡ {y ∈ X
∣∣[x, y] ∈ A}.

An operator A is said to be dissipative if it

satisfies ∥(x − λy) − (u − λv)∥ ≥ ∥x − y∥ for

λ > 0 and [x, y], [u, v] ∈ A. For an operator A

and ω ∈ R, if A− ωI is ω-dissipative, we say

A is ω-dissipative. Let BUC(G) be a space

of functions that are uniformly bounded and

continuous on a set G.

3 Main results

Theorem 1 Let a set {Wij}i,j=0,1 be a di-

graphon, and assume s ∈ BUC(R+) and v ∈
BUC([0, 1]). Then, if the operator

φ
( 1∑

i=0

∫
W1i(x, y)r(y, t) + vs(t)

)

is ω(t)-dissipative for t > 0, problem (2) has

an integral solution of type ω < 0. Especially,

for different initial data r0 and r̆0, the corre-

sponding solutions r(t) and r̆(t) satisfy

∥r(t)− r̆(t)∥ ≤ ∥r0 − r̆0∥ exp
(∫ t

0
ω(τ) dτ

)
.

(4)

Remark 1 Inequality (4) corresponds to the

echo state property or common-signal-induced

synchronization [2].

Theorem 2 The DS-solution to (3) converges

to that of (2) as n → ∞.

4 Strategy for the proof

The proof of Theorem 1 essentially follows

from a theorem proved for nonlinear

semigroups [6] (see also [7], Theorem 6.20).

The proof of the convergence of the DS-solution

follows the arguments by Oharu and Taka-

hashi [6], who discussed the convergence theo-

rem based on the nonlinear analog of Trotter–

Kato’s theorem. We also considered the dis-

cussion by Crandall and Pazy [8].
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1 はじめに
圧電体方程式は，弾性・圧電・誘電テンソルを

係数にもつ４つの方程式の連立系となり，弾性
場と電場との相互作用をもたらす圧電効果ゆえ，
圧電材料の開発等に応用は広い．圧電体が横等
方性を有するとき，Bleustein-Gulyaev波 (BG
波)とよばれる表面波が存在するが ([1, 2])，そ
の伝播速度は圧電テンソルの 1成分のみに依存
する．したがって表面波の挙動の観測から圧電
体の物質定数を決定する逆問題の立場からは，
BG波が有する圧電パラメターの関する情報は
少ないといえる．そこで圧電・弾性・誘電テン
ソルが横等方から任意の非等方な状態に摂動し
た場合に，表面波速度がBG波速度からどのよ
うに変化するかを一次摂動公式にて表現する．
摂動公式の導出には圧電体方程式に拡張した
Stroh formalismを用いる．

2 圧電体の基礎方程式
直交座標系 x = (x1, x2, x3)において, 力学

的ひずみ σ =
(
σij
)
i,j=1,2,3

と電気変位 D =
(D1,D2,D3) は，構成方程式

σij =
3∑

k,l=1

cijkl
∂uk

∂xl
+

3∑

l=1

eijl
∂φ

∂xl
(i, j = 1, 2, 3),

Dj =
3∑

k,l=1

eklj
∂uk

∂xl
−

3∑

l=1

εjl
∂φ

∂xl
(j = 1, 2, 3).

により力学的変位 u = (u1, u2, u3) と電気ポ
テンシャル φに関係づけられる．ここで C =(
cijkl

)
i,j,k,l=1,2,3

は弾性テンソル (cijkl = cjikl =
cklij), e =

(
eijl

)
i,j,l=1,2,3

は圧電テンソル (eijl =
ejil), ε =

(
εjl

)
i,l=1,2,3

は誘電テンソル (εjl =
εlj). したがって，弾性場と電場の橋渡し役が
圧電テンソルである ([3, 4])．Cと εにはエネ
ルギー正定値性を仮定する．
力学的運動方程式と電気的平衡方程式は，ρ

を圧電体の一様密度としたとき，それぞれ
3∑

j=1

∂σij

∂xj
= ρ

∂2ui

∂t2
(i = 1, 2, 3),

3∑

j=1

∂Dj

∂xj
= 0.

(1)

圧電体は横等方な対称性をもつとする．回転
対称軸を x3軸にとれば，C,e, εの各成分は以
下の係数行列 Phexによって表現される．
Phex =

(
Phex

)T =
⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c11 c12 c13 0 0 0 0 0 e23

c12 c11 c13 0 0 0 0 0 e23

c13 c13 c33 0 0 0 0 0 e33

0 0 0 c44 0 0 e41 e42 0
0 0 0 0 c44 0 e42 −e41 0
0 0 0 0 0 c66 0 0 0
0 0 0 e41 e42 0 ε22 0 0
0 0 0 e42 −e41 0 0 ε22 0

e23 e23 e33 0 0 0 0 0 ε33

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Phexの左上ブロックは４階テンソルCをVoigt
記号により 6× 6行列で表し，右上ブロックは
３階テンソル eを最初の２添字 ij に Voigt記
号を適用して 6× 3行列で表し，右下ブロック
は２階テンソル εをそのまま 3× 3行列で表す．
ただし c66 = (c11 − c12)/2．

3 Bleustein-Gulyaev波（BG波）
本稿では，半空間圧電体 x2 ≤ 0 の境界面

x2 = 0をx1方向に伝播し，深さ方向x2 → −∞
に指数減衰する表面波を考える．これらの表面
波は (1)の一般解
(

u

φ

)
=

4∑

α=1

cα aα e−
√
−1 k(x1+pαx2−v t) (2)

によって記述される．ここで，kは波数, vは亜音
速域における位相速度, ベクトル aα ∈ C4 (1 ≤
α ≤ 4)と特性根pα ∈ C (Im pα > 0, 1 ≤ α ≤ 4)
は (2) を (1) に代入することで得られ，係数
cα ∈ C (1 ≤ α ≤ 4) と v は x2 = 0 での境
界条件から決定される．
圧電体が前節の横等方対称性をもつとき，

BleusteinとGulyaevは，x2 = 0での境界条件
(B) (σi2)i↓1,2,3 = 0, φ = 0 (mechanically-free,
electrically-closed condition) の下で表面波解
(2)を構成した．半空間圧電体の境界面が横等
方の回転対称軸を含み，境界での表面波の伝播
方向は回転対称軸に垂直という状況設定である．
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補題 1 ([1, 2]) 上記の横等方な圧電体におい
て e42 ≠ 0とし，半空間圧電体 x2 ≤ 0の境界
x2 = 0で条件 (B)を仮定する．このとき，x1

方向に伝播し，深さ方向 x2 → −∞に指数減衰
する表面波解 (2)が存在し，その位相速度 vhex

B

は次式で与えられる．

V hex
B = ρ

(
vhex
B

)2 =
c44

(
c44 + 2

e42
2

ε22

)

c44 +
e42

2

ε22

(3)

vhex
B は Phexの成分の中，数個の情報しか有

しない．とくに圧電テンソルは 1成分のみの依
存である．そこで次章では C, e, εの各テンソ
ルが横等方から任意の非等方な状態に摂動した
場合に，表面波速度がBG波速度からどのよう
に変化するかを考察する．

4 Bleustein-Gulyaev波からの摂動
C, e, εの各テンソルの摂動部分を

Pptb =
(
Pptb

)T =
⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 a13 a14 a15 a16 f11 f12 f13

a22 a23 a24 a25 a26 f21 f22 f23

a33 a34 a35 a36 f31 f32 f33

a44 a45 a46 f41 f42 f43

a55 a56 f51 f52 f53

a66 f61 f62 f63

δ11 δ12 δ13

δ22 δ23

δ33

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

とおく．
定理 2 ([5]) vhex

B ≠ vRを仮定する．ここで vR

はPhexの左上6×6ブロック（Cの部分）から決
まるRayleigh波速度．係数行列が Phex + Pptb

で与えられる半空間圧電体 x2 ≤ 0において，
境界 x2 = 0で条件 (B)を仮定する．このとき，
x1 方向に伝播し，深さ方向 x2 → −∞に指数
減衰する表面波解 (2)の位相速度 vB は，以下
の vhex

B からの一次摂動を有する．

VB = ρ (vB)2 = V hex
B + P1 f42 + P2 f51

+D1 δ11 + D2 δ22 + E1 a44 + E2 a55

ここで V hex
B は (3)で与えられ，摂動公式の係

数 Pi,Di, Ei (i = 1, 2)は

P1 =
−2 c44 e42

5

(c44 ε22 + e42
2)2 (c44 ε22 + 2 e42

2)
,

P2 =
2 c44 e42

c44 ε22 + 2 e42
2
,

D1 =
−c44

2 e42
2

(c44 ε22 + e42
2) (c44 ε22 + 2 e42

2)
,

D2 =
−c44

2 e42
4

(c44 ε22 + e42
2)2 (c44 ε22 + 2 e42

2)
,

E1 =
e42

4

(c44 ε22 + e42
2)2

, E2 = 1.

横等方圧電体を摂動させても，BG波に物質
定数，とくに圧電テンソルの情報を十分にもた
せることは，なかなか難しいことが示唆される．

Barnettと Lotheは，非等方弾性体方程式に
対する Stroh formalismを圧電体方程式に拡張
した ([6, 7])．その中で，C, e, εの各成分と v

を用いて定義される 4 × 4実対称行列 BF は，
v = vBにおいて rankが２に落ちる．亜音速域
でのBFの４つの固有値の単調性を示し，Pptb

のBFへの寄与をみることで，定理２を導いた．

謝辞 本研究の一部はJSPS科研費 JP26400157,
JP19K03559の助成を受けた．
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1 ಋೖ

R2 ฏ໘ʹ͓͚ΔΒ͔ͳ Jordanดۂઢ
{Γ(t)}0≤t<T ͷʹର͢Δൃؒ࣌లํఔࣜ

Ẋ = VN+WT , V = V0+(α−1)κ+δκss (1)

Λѻ͏ɽ͜͜Ͱɼ“ ˙ ”  t ʹΑΔඍΛද͠ɼ
Γ(t)  X(u, t) : [0, 1]× [0, T ) → R2 Ͱද͞ݱ
ΕɼΓ(t) = {X(u, t); u ∈ [0, 1]}ɼN ୯Ґ๏
ϕΫτϧɼW ઢɼT ୯ҐϕΫτ
ϧɼV0 ఆɼα > 1 εέʔϦϯά͞Εͨ
Lewisɼκ ۂɼδ > 0 ύϥϝʔλɼs 
ύϥϝʔλͰ͋Δɽํఔࣜހ (1)ɼ͋Δ࣌
ۭεέʔϧͷԼͰKuramoto-Sivashinskyํఔ
ࣜʢ[1, 2]ʣɿft+f2

x/2+(α−1)fxx+4fxxxx = 0

ͱಉͱͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔʢ[3, 4]ʣɽݩ
དྷɼKuramoto-Sivashinsky ํఔࣜɼΨεͷ
೩ম໘ͷΛഎܠʹಋग़͞ΕͨͷͰ͋Δ
͕ɼઌڀݚߦ [4, 5]ʹ͓͍ͯɼ(1)চ໘ۙ
ʹઃஔ͞Εͨࢴͷ͢͢೩মલઢͷʹ༗ޮ
Ͱ͋Δ͜ͱ͕࣮ݧղੳɾ࣮ݧͷ྆໘͔Βݕ
ূ͞Εͨʢਤ ԋͰɼ(1)ʹରߨরʣɽຊࢀ1
,ɼ[6͠ߟཧͷཱ͔Βذॴہͯ͠ 7]Ͱ
ಘΒΕΔਐߦͷΞφϩδʔͱͯ͠ɼճసͱ
͍͏ಛతͳղͷذʹ͍ͭͯใ͢ࠂΔɽ

! ! !

ਤ 1. ʢ্ʣ࣮ݧը૾ɽʢԼʣV0 = 1.8, α = 3.0, δ = 4.0ͱ
ͨ͠ͱ͖ͷ (1) ͷ݁ࢉܭՌɽࠁؒ࣌Έ ∆t = 2−13

ͱ͠ɼάϦου N = 512 → 1024 ɼඳըؒ࣌
t = 0, 4, 8, . . . , 40ɼॳظܘ 20.0 ʹରͯ͠ 10% ͷ
ϊΠζΛ༩͑ͨͷΛ࠾༻͍ͯ͠Δʢৄࡉ [4] Λࢀরʣɽ

2 ઁಈͷൃؒ࣌లํఔࣜ

ํఔࣜ (1)ԁपղC(u, t) = R(t)y(u) (y =

(cos (2πu), sin (2πu))Λͭɽͨͩ͠ɼR(t)
ৗඍํఔࣜ Ṙ = V0 + (α− 1)/R Λຬͨ͢ղ

ͱͯ͠༩͑ΒΕΔɽ͜ͷԁपղ͔ΒͷઁಈΛɼ
X(u, t) = C(u, t) + ε(u, t)y(u) ͷܗͰ͑ߟΔɽ
͜͜Ͱɼε(u, t) ∈ R  u ∈ [0, 1] ʹؔ͢Δपظ
ؔͱ͍ͯ͠Δɽ͜ΕΛ (1)ʹೖ͠ɼε ͱͦ
ͷಋؔʹؔ͢Δ ͢ࢉܭΛੑܕͰͷඇઢ·࣍2
ΔͱɼҎԼͷΑ͏ͳઁಈ ε(u, t) ʹؔ͢Δؒ࣌
ൃలํఔ͕ࣜಋ͔ΕΔɿ

ε̇ = Lε+ F(ε, εu, εuu, εuuu, εuuuu) +O3.

ͨͩ͠ɼW = 3δ(κ2)s/2 ͱ͓ͯ͠Γɼ

L = − δ

16π4R4

∂4

∂u4
− δ +R2(α− 1)

4π2R4

∂2

∂u2
− α− 1

R2
,

F =
α− 1

R3
ε2 − V0

8π2R2
ε2u +

εεuu
π2R3

(
α− 1

2
+

δ

R2

)

+
3δ

16π4R5
ε2uu +

δ

4π4R5
εεuuuu +

3δ

16π4R5
εuεuuu,

O3 = O(|(ε, εu, εuu, εuuu, εuuuu)|3).
(2)

R(t) طؔͰ͋ΔͨΊɼ(2) ඇࣗྭܥͱ
ͳΔɽඪ४తͳذཧΛద༻͢ΔͨΊʹɼҎ
ޙ R(t) Λذύϥϝʔλ R > 0 ͱݟͳ͢ɽ

3 ઢܕԽෆ҆ఆੑ

(2) ͷ 2 ߟΛܥͰͷྗֶ·ੑܕͷඇઢ࣍
͢Δ͜ͱͱ͠ɼ͜ΕΛఆΊΔ૬ۭؒΛH4

per ={
ε ∈ H4

loc; ε(u) = ε(u+ 1)
}
ͱઃఆ͢ΔɽΑͬ

ͯɼFourierల։ʹΑΔղͷදࣔɿ

ε(u, t) =
∑

m∈Z
εm(t)e2

√
−1mπu

ʹΑΓɼҎԼͷແܥֶྗݩ࣍ݶΛಘΔɿ

ε̇m = λmεm +
∑

m1+m2=m
m1,m2∈Z

Cm1,m2εm1εm2 . (3)

͜͜Ͱɼεm(t) ∈ C Ͱ͋Γɼ

λm =
m2 − 1

R4

(
R2(α− 1)− δm2

)
,

Cm1,m2 =
V0m1m2

2R2
− 4m2

2

R3

(
α− 1

2
+

δ

R2

)

+
α− 1

R3
+

δm2(3m2
1 + 3m1m2 + 4m2

2)

R5
.
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(3) ΛఆΊΔ૬ۭؒ F =
{
{εm}m∈Z; ε−m =

ε̄m, ∥{εm}m∈Z∥2F < ∞
}
Ͱ͋Γɼ∥{εm}m∈Z∥2F =∑

m∈Z(1+m2)4|εm|2ΛϊϧϜͱ͍ͯ͠Δ. ε−m =

ε̄m ͕ ε ∈ R ʹΑΓै͏͜ͱ, ͦͯࣗ͠໌ղʹ
͓͚ΔઢܕԽ࡞༻ૉ͕ղੳ܈ͷੜૉͱͳΔ
͜ͱʹҙ͞Ε͍ͨɽ
ͯ͞ɼࣗ ໌ղ ε(u, t) ≡ 0ʹ͓͚ΔઢܕԽෆ҆

ఆੑΛௐΔɽࣗ໌ղͷઢܕԽݻ༗ λm ʹ
ΑΓ༩͑ΒΕɼҙͷ R > 0ʹରͯ͠ λ±1 = 0

͕Γཱͭɽ͞Βʹ R = R∗ := 2
√
δ/(α− 1)

ʹ͓͍ͯ λ±1 = λ±2 = 0 ͕Γཱͪɼλm < 0

(m ̸= ±1,±2) ͕͔Δɽذ R = R∗ ۙ
ʹ͓͍ͯத৺ଟ༷ମॖΛ͜͏ߦͱͰɼҎԼͷ
ॖํఔࣜܥΛಘΔɿ

Theorem 1. ༩͑ΒΕͨ α > 1 ͱ δ > 0 ʹର
ͯ͠ذ R = R∗ ͕ଘ͠ࡏɼͦͷۙʹ͓
͍ͯ (3) ͷہॴத৺ଟ༷ମ Mc

loc ͕ଘ͢ࡏΔɽ
͞ΒʹɼMc

loc ্ͷ (3) ͷྲྀΕɼҎԼͷৗඍ
ํఔ͕ࣜܥఆΊΔྲྀΕͱہॴҐ૬ಉɿ
{
ε̇1 = a1ε̄1ε2 + a2ε1|ε2|2 +O4,

ε̇2 = λ2ε2 + b1ε21 + (b2|ε1|2 + b3|ε2|2)ε2 +O4.
(4)

͜͜Ͱɼci,j = Ci,j + Cj,iɼa1 = c2,−1ɼa2 =

−c1,2c3,−2/λ3ɼb1 = C1,1ɼb2 = −c2,0c1,−1/λ0−
c1,2c3,−1/λ3ɼb3 = −c2,0c2,−2/λ0−C2,2c4,−2/λ4ɼ
O4 = O(|ε1, ε̄1, ε2, ε̄2|4)ɽ

4 ճసͷذ

ඪදࣔ࠲ۃ εj = rj(t)e
√
−1θj(t) (j = 1, 2) Λ

ಋೖ͠ɼҐ૬ࠩΛ φ = 2θ1 − θ2 ͱ͓͘ɽҎԼɼ
(4) ͷ ɿܥֶྗܕͷඇઢ࣍3

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ṙ1 = r1r2(a1 cosφ+ a2r2),

ṙ2 = λ2r2 + b1r21 cosφ+ r2(b2r21 + b3r22),

φ̇ = −
(
2a1r2 +

b1r21
r2

)
sinφ.

Λ͢ߟΔ͜ͱͱ͢ΔɽຊߘͰɼsinφ ̸= 0ͷ
ԼͰͷඇࣗ໌ఆৗղΛճసͱݺͿɽ࣮ࡍʹճ
సɼ(r1, r2,φ) ۭؒʹ͓͍ͯ

r1 =

√
−2a1

b1
r2, r2 =

√
λ2b1

2a1b2 − b1(2a2 + b3)
,

cosφ = −a2
a1

r2

Ͱ༩͑ΒΕΔɽΑͬͯɼճస͕ λ2 = 0 Ͱࣗ
໌ղ͔Β͢ذΔͨΊͷඞཁ݅ a1b1 < 0

Ͱ͋Δ͜ͱ͕͔Δɽ·ͨɼ֤ͷҐ૬ʹؔ
͢ΔඍํఔࣜɼͦΕͧΕ

θ̇1 = −a1r2 sinφ, θ̇2 =
b1r21
r2

sinφ

Ͱ༩͑ΒΕΔɽ(4) ʹΑΔճసɼҐ૬ࠩ φ

͕ఆͷ··Ͱ͋ΔҰํͰɼθ1(t) ͱ θ2(t) ͕
গ͢Δղͱݮେ·ͨ૿ܕઢ͍ͯͭʹؒ࣌ʹڞ
ͯ͠ಛ͚ΒΕΔɽճసͷओཁ߲

ε(u, t) ∼ r1e
√
−1(θ1(t)+2πu) + r2e

√
−1(θ2(t)+4πu) + c.c.

= 2 (r1 cos (θ1(t) + 2πu) + r2 cos (θ2(t) + 4πu))

ͱॻ͔ΕΔɽ͜͜Ͱɼ“c.c.”ෳૉڞΛද͢ɽ
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PositͷOpenCLҠ২ʹΑΔγϛϡϨʔγϣϯͷੑධՁ

ଜ্ ༤थ 1, Տ Ү 1, தཬ ਓ 1

1ձେֶ
e-mail : d8181105@u-aizu.ac.jp

1 ͡Ίʹ

Պֶٕज़ࢉܭͷͰɼཧݱΛϞσϧ
Խͨ͠ඍํఔࣜΛղ͘͜ͱʹΑΓɼੈ࣮ݱք
ΛγϛϡϨʔγϣϯ͠ɼݸʑͷݱͷཧղΛਂ
ΊΔɽ͔͠͠ɼଟ͘ͷϞσϧඇઢܗͰ͋Γղ
ੳతʹղ͘͜ͱ͕࣮ݱతʹࠔͰ͋Δɽͦ
ͷͨΊɼίϯϐϡʔλΛ༻͍ͯతʹղ͘͜
ͱ͕΄ͱΜͲͰ͋Δ͕ɼ࣮શମʹର͠ίϯ
ϐϡʔλ্Ͱਖ਼֬ʹද͞ݱΕΔ࣮ͷݸۃ
Ίͯগͳ͍ɽ͜Εؒ࣌γϛϡϨʔγϣϯΛ
ੵ͞ΕΔͱ͍͏ɼί͕ࠩޡʹՌ݁ࢉܭͱ͏ߦ
ϯϐϡʔλΛ༻͢Δ্Ͱආ͚ΒΕͳ͍ࠜຊత
ͳͰ͋Δɽͦ͜ͰɼͰ͖͏ΔݶΓࠩޡͷӨ
Λগͳ͘͢ΔͨΊʹଟഒਫ਼ͷුಈখڹ
Λ༻͍ͨΓɼࠩޡΛؚΈͭͭ݁ࢉܭՌΛอ
ূ͢ΔͨΊʹ۠ؒԋࢉΛ༻͍ͨΓ͠ͳ͕ΒɼΑ
Γ༗ޮͳղ͕ٻΊΒΕ͍ͯΔɽ
ίϯϐϡʔλ্Ͱͷ࣮ͷۙࣅͰ͋Δුಈখ

ɼIEEE ΘΕ͓ͯ͘࠷͕ࣜܗ754
Γɼࢦ෦ͱԾ෦͕ݻఆͰ͋Δͱ͍͏ಛΛ
෦ͷܻࢦɽ͜ΕʹΑΓʹΑͬͯɼͭ࣋
Λ༗ޮʹ͜͏ͱ͕Ͱ͖ͣ݁Ռͱͯ͠Ծ෦
͕٘ਜ਼ʹͳͬͯ͠·͏ɽͦ ͷͨΊɼࢦ෦ͱԾ
෦ΛՄมʹ͢Δࣜܗͷුಈখ͕ఏҊ͞Ε
͖ͯͨ [1]ɽࠓճɼ͕ͪͨࢲ༻͍ΔPositͦͷ
ҰͭͰ͋ΔɽPositɼ2017ʹGustafsonΒ
ʹΑͬͯൃද͞ΕͨුಈখࣜܗͷҰछͰ͋
Γɼ൴Β͕ఏҊͨ͠ universal number (unum)

ͷվྑ൛ͱͳ͍ͬͯΔ [2]ɽಛͱͯ͠ɼैདྷ
ͷࢦ෦ʹ͋ͨΔ෦͕ 2ͭʹ͔Ε͓ͯΓɼ
؍తʹେ͖͘ࠁΉࢦ෦ͱখ͘͞ࠁΉࢦ
෦͕ଘ͢ࡏΔɽ

2 ख๏

ʹΊ࢝ CPUʹ͓͚Δ IEEE ͷුಈࣜܗ754
খࢉܭͱPositʹΑΔՃࢉɾࢉͷੑൺֱ
Λͨͬߦɽ࣍ʹɼPositΛOpenCLͱҠ২͠ɼ
Ճࢉɾࢉͷ 1ԋͨ͋ࢉΓͷؒ࣌ΛCPUͱൺֱ
ͨ͠ɽ͞ΒʹɼઙਫํఔࣜΛղ͘MOST๏ [3]

ͷࢉܭΛCPUʹ͍ͯߦɼࣜܗͷҧ͍ʹΑΔܭ
Λൺֱͨ͠ɽPositͷιϑτΣࠩޡՌͷ݁ࢉ

ΞγϛϡϨʔλͱͯ͠ SoftPosit[4]Λ༻ͨ͠ɽ
ɼCPUͱͯ͠ʹࢉܭͨ· Intel(R) Xeon(R)

Gold 5122 CPU @ 3.60GHzΛɼGPUͱͯ͠
Tesla V100-PCIE-32GBΛ༻ͨ͠ɽ

3 ݁Ռ

ද 1ʹɼCPUͰͷ IEEE 754୯ਫ਼ුಈখ
ͱ 32 bit PositͷՃࢉɾࢉͷ 1ԋͨ͋ࢉ
Γͷؒ࣌ࢉܭΛࣔ͢ɽ༻ͨ͠ CPUͷΫϩο
Ϋप 3.6 GHzͰ͋ΔͨΊɼ1ΫϩοΫ͋
ͨΓ 0.28 nsͰ͋ΔɽRDTSC໋ྩΛ༻͍ͯ 1

ԋͨ͋ࢉΓͷΫϩοΫΛଌఆ͠ɼ͔ͦ͜Βࢉܭ
ग़ͨ͠ɽPositɼͦͷϑΥʔϚοτࢉΛؒ࣌
͔Βࢦ෦ͷܻʹΑ͕ͬͯؒ࣌ࢉܭมΘΔ͜
ͱ͕༧͞ΕΔͨΊɼҾΛಛఆͷൣғ͔Βͷ
ཚͱͨ͠ɽ[a, b) = {x | a ≤ x < b }ͱͯ͠ɼ
I0 = [1.0, 2.0), I1 = [FLT MIN, 10−30), I2 =

[1030,FLT MAX), I3 = [10−15, 10−14), I4 = [1014, 1015)

ͷத͔ΒҾΛબΜͩɽ

ද 1: floatͱ Posit32ͷੑൺֱ
(a) Ճࢉ

x+ y x y ns/ؒ࣌ࢉܭ

float 1.06

I0 8.97

Posit I1 26.1

I2 27.7
(b) ࢉ

x ∗ y x y ns/ؒ࣌ࢉܭ

float 1.06

I0 7.92

I3 16.1

Posit I4 17.1

I1 I2 29.2

I3 I4 16.9

ද 2ʹɼGPUͰͷ 32 bit PositͷՃࢉɾࢉ
ͷ 1ԋͨ͋ࢉΓͷؒ࣌ࢉܭΛࣔ͢ɽCPUͷ
߹ͱಉ༷ɼԋࢉͷҾΛಛఆͷൣғ͔Βͷཚ
ͱͨ͠ɽ·ͨɼGPUͷಛੑ্ෳͷεϨου
Λಉ࣌ʹॲཧ͢ΔͨΊɼΧʔωϧͷ࣮ؒ࣌ߦΛ
ϩʔΧϧϫʔΫαΠζͰ͋Δ 27Ͱׂͬͨͷ
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Λ 1ԋͨ͋ࢉΓͷؒ࣌ࢉܭͱ͢Δɽશମͷԋࢉ
ྔʢάϩʔόϧϫʔΫαΠζʣɼ222ͱͨ͠ɽ
CPUͱൺGPUͰͷ 1ԋͨ͋ࢉΓͷؒ࣌ࢉܭ
ɼՃࢉͰ 50–70ഒɼࢉͰ 40–80ഒ͘ͳͬ
͍ͯΔɽPositɼࢦ෦ͷܻ͕ݻఆ͞Εͯ
͓Βͣɼ্ࢉܭɼࢦ෦ͱԾ෦Λ͢Δͨ
Ίʹ݅ذΛඞཁͱ͢Δɽͦ ͷͨΊɼGPUΛ
Δ߹ɼεϨουμΠόʔδΣϯ͢ࢉܭ͍ͯ༺
εʹΑΓશମͱ͔͔͕ͯͯͬؒ࣌͠͠ࢉܭ·ͬ
ͨͱ͑ߟΒΕΔɽ

ද 2: CPUͱGPUͰͷ Posit32ͷੑൺֱ
(a) Ճࢉ

x+ y x y ns/ؒ࣌ࢉܭ

CPU
I0

8.97

GPU 647.75

CPU
I1

26.1

GPU 1376.0

CPU
I2

27.7

GPU 1336.0
(b) ࢉ

x ∗ y x y ns/ؒ࣌ࢉܭ

CPU
I0

7.92

GPU 647.75

CPU
I3

16.1

GPU 920.0

CPU
I4

17.1

GPU 879.75

CPU
I1 I2

29.2

GPU 1280.0

CPU
I3 I4

16.9

GPU 887.75

ਤ 1ʹɼMOST๏ͷࢉܭʹ͓͚Δ֤ϝο
γϡͷͷ͞ߴͷ૬ରࠩޡͷฏۉʹ͍ͭͯɼε
ςοϓ͝ͱͷਪҠΛࣔ͢ɽج४ͱͳΔ֤ϝογϡ
iʹର͢Δͷ͞ߴ biഒʑਫ਼ͰࢉܭΛ͍ߦ
อଘ͓͖ͯ͠ɼൺֱରͰ͋Δ floatɼ16 bit

Positɼ32 bit Positͷ 3छྨͷ݁ࢉܭՌ tiʹͭ
͍ͯ૬ରࠩޡ ci = |ti−bi|/biΛٻΊɼͦͷฏۉ
c̄ = 1/n ∗

∑n
i ci Λ֤εςοϓ͝ͱʹϓϩοτ

ͨ͠ɽྖࢉܭҬ n = 500Ͱ͋Γɼ͓͓Αͦத
৺ʹҰͭΛઃఆͨ͠ɽ·ͨɼڥք݅ಛʹ
ઃఆΛ͍ͯͬߦͳ͍ɽͱͯ͠ɼ32 bit Posit

͕ floatΑΓ 1ܻਫ਼͕Α͍͜ͱ͕͔Δɽ

ਤ 1: εςοϓ͝ͱͷ֤ϝογϡͷ૬ରࠩޡͷ
ฏۉ

4 ·ͱΊ

floatͱPosit32ͷԋࢉਫ਼ɼ10ਐ 1ܻͷ
͕ࠩ͋Δ͕ɼCPUͰ࣮͢ߦΔ߹গͳ͘ݟ
ੵͬͯ 8–9ഒͷؒ࣌ࢉܭͷ͕ࠩ͋ΔͨΊ͋
·Γ༗ޮͰͳ͍ɽ·ͨɼGPUͰPositΛࢉܭ
ͨ͠߹ɼͦͷϑΥʔϚοτʹΑΔੑ্࣭CPU

ͱൺֱͯ͠40–80ഒఔͷԼ͕ݟΒΕͨɽ
͔͠͠ͳ͕Βɼࠓճ͋͘·Ͱ OpenCLҠ
২ʹ͏Ճࢉɾࢉͱ͍ͬͨجຊతͳԋࢉͷΈ
ͷੑൺֱͰ͋ΔɽͦͷͨΊɼ࣮ࡍʹMOST

๏Λ༻͍ͯγϛϡϨʔγϣϯΛ࣮͠ߦɼΑ
Γ࣮༻తͳੑධՁΛ͜͏ߦͱ͕ޙࠓͷ՝Ͱ
͋Δɽ
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1 ͡Ίʹ

ࢉ࠷جຊతͳ࢛ଇԋࢉͷҰͭͰ͋Δɽ
·ͨ 64bitΛ͑ͨਫ਼ͷΛଟഒͱ͍͍ɼ
ଟഒࢉιϑτΣΞͰղܾ͢Δ
Ͱ͋Δɽ͜ͷԋࢉެ։҉ݤ߸γεςϜ
ࣜॲཧγεςϜʹԠ༻͞ΕΔɽࢉʹ͓͍
ͯΩϟϦʔͷൃੜ՝ͷҰͭͰ͋Γɼ͜Εʹ
ରԠ͢ΔͨΊΦϖϥϯυͷ 1 ϫʔυͷ bit 
ΛݮΒ͢දݱʢreduced-radixදݱʣख๏ [1]Λ
༻͍ͨɽ·ͨۙͰ Intel͔ΒCannon Lake

ϓϩηοα͕ग़ՙ͞Εͨ͜ͱʹΑΓ AVX-512

Integer Fused Multiply-AddʢIFMAʣ໋ྩ͕
ར༻Մʹͳͬͨɽ͞ΒʹߴͳࢉΞϧΰϦ
ζϜͷҰͭʹKaratsuba๏͕͋Δ [2]ɽຊڀݚ
Ͱ reduced-radixදݱɼAVX-512IFMA໋ྩɼ
Karatsuba๏Λ༻͍ͨଟഒࢉͷ࣮ɼ
ੑධՁΛ͏ߦɽ

2 ؔ࿈ڀݚ

reduced-radix දݱͱ AVX-512 ໋ྩΛ༻͍
ͨଟഒࢉͷߴԽΛͨͬߦઌڀݚߦ
Λ͛ڍΔɽจݙ [3]Ͱ AVX-512 Foundation

ʢFʣΛ༻͠ Intel Software Development Em-

ulatorʢSDEʣͰ໋ྩΛධՁͨ݁͠ՌɼGNU

Multiple Precision Arithmetic LibraryʢGMPʣ
[4]ʹର͠ 4096bitͲ͏͠ͷࢉͰ 1.45ഒੑ
্ͨ͠ɽจݙ [5]Ͱ AVX-512 IFMAΛ
༻໋͍࣮ͯ͠ྩͷΈͷੑධՁΛ݁ͨͬߦ
Ռɼ4096bitͲ͏͠ͷࢉͰAVX-512IFMAʹ
ΑΓɼGMPʹର͠ 8ഒͷੑ্͕ಘΒΕ
͍ͯΔɽ·ͨจݙ [6]ͰAVX-512FΛ༻͠
ͯXeon Phiϓϩηοαʹ͓͚Δ࣮ؒ࣌ߦͷධ
ՁΛ݁ͨͬߦՌɼ4096bitͲ͏͠ͷࢉͰGMP

ʹର͠ 2.3ഒͷੑ্͕ಘΒΕ͍ͯΔɽ

3 reduced-radixදݱ

ຊڀݚͰɼଟഒΛූ߸ͳ͠ 64bit
ܕྻͰද͢ݱΔɽ64bitͲ͏͠ͷՃࢉ࠷
େͰ 65bitʹͳΓɼΩϟϦʔ͕ൃੜ͢ΔՄੑ
͕͋ΔͨΊ༨ͳॲཧ͕Ճ͞ΕΔɽͦ͜Ͱɼ
ࢉલʹ 1ϫʔυ͋ͨΓͷ bitΛ 52bitʹݮ

Algorithm 1 BasecaseMultiply [7]

Input: A =
∑m−1

i=0 aiβi, B =
∑n−1

j=0 bjβ
j

Output: C = AB :=
∑m+n−1

k=0 ckβk

1: C ← A · b0
2: for j ← 1 to n− 1 do

3: C ← C + βj(A · bj)
4: end for

5: return C.

Algorithm 2 KaratsubaMultiply

Input: A =
∑n−1

i=0 aiβi, B =
∑n−1

j=0 bjβ
j

Output: C = AB :=
∑2n−1

k=0 ckβk

1: if n ≤ n0 then

2: return BasecaseMultiply(A,B)

3: end if

4: k ← ⌈n/2⌉
5: (A0, B0) := (A,B) mod βk

6: (A1, B1) := ⌊(A,B) / βk⌋
7: (A2, B2) := (A0 −A1, B0 −B1)

8: C0 ← KaratsubaMultiply(A0, B0)

9: C1 ← KaratsubaMultiply(A1, B1)

10: C2 ← KaratsubaMultiply(A2, B2)

11: return C := C0 + (C0 + C1 − C2)βk +

C1β2k.

Βͨ͠දݱʢreduced-radixදݱʣʹม͢Δɽ
52bitͰ͋Δཧ༝ɼAVX-512IFMAුಈখ
ԋࢉͷԾ෦Λར༻ͨ͠ͷੵԋࢉ
Λͨ͏ߦΊɼΦϖϥϯυ64bitͷ͏ͪ52bitͷ
Έ͕༻͞ΕΔͨΊͰ͋Δɽ͜ΕʹΑΓ 52bit

Ͳ͏͠ͷՃࢉͱͳΓɼ53bitҎ߱ΛΩϟϦʔ
ੵͷۭؒͱͯ͠ར༻͢Δɽੵͨ͠ΩϟϦʔ
ࢉͷޙͰ·ͱΊͯॲཧ͢Δɽ

4 Karatsuba๏

ຊڀݚͰKaratsuba๏ʢAlgorithm 2ʣʹ
ΑΔ࣮ΛͨͬߦɽAlgorithm 1Karatsuba

๏Ͱ༻͍ΒΕΔචࢉ๏ [7]Ͱ͋Δɽϫʔυn

ͷࢉͷྔࢉܭʹ͍ͭͯɼචࢉ๏ͱKaratsuba

๏ͦΕͧΕ O(n2)ͱ O(nlog2 3) ≈ O(n1.585)

Ͱ͋ΔɽຊڀݚͰ Algorithm 2 ͷ 7ɼ11ߦ
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ਤ 2. GMPͱຊڀݚͷ࣮ͷ࣮ؒ࣌ߦ

ʹAVX-512Fɼ2ߦͷචࢉ๏ʹAVX-

512IFMA໋ྩΛ༻͍Δɽ

5 ੑධՁ

ਤ 1චࢉ๏ͱ Karatsuba๏ʹ AVX-512F

ͱ AVX-512IFMAΛద༻ͨ͠ 4छྨͷଟഒ
ࢉͷ࣮ؒ࣌ߦΛ͍ࣔͯ͠ΔɽΦϖϥϯ
υ͕ 512bitͷ߹͍ͣΕ΄΅ಉͷ࣮ߦ
Ͱ͋Δ͕ɼ6144bit·ͰAVX-512IFMAؒ࣌

ʹΑΔචࢉ๏͕ɼͦΕҎ߱ͷαΠζͰAVX-

512IFMAʹΑΔKaratsuba๏͕࠷͍݁Ռ
͕ಘΒΕͨͨΊɼAVX-512IFMA໋ྩAVX-

512F໋ྩΑΓߴʹࢉΛॲཧ͢Δ͜ͱ͕
ࣔ͞Εͨɽ·ͨਤ 2ຊڀݚͷ࣮ͱGMPͱ
ͷ࣮ؒ࣌ߦͷൺֱΛ͍ࣔͯ͠Δɽਤ 1ͷ݁Ռ͔
Βɼ7168bitΛڥʹචࢉ๏͔ΒKaratsuba๏
ͱΓସ͑Δ࣮Λͨͬߦɽάϥϑ͔Βͯ͢
ͷαΠζͰGMPΑΓߴʹࢉΛॲཧ͢Δ
͜ͱ͕ࣔ͞ΕͨɽຊڀݚGMPʹର͠࠷େͰ
 2.97ഒͷੑ্͕ಘΒΕ͍ͯΔɽ

6 ·ͱΊ

ຊڀݚͰଟഒࢉͷߴԽΛత
ͱ͠ɼͦͷͨΊʹ reduced-radixදݱͱ AVX-

512IFMA໋ྩΛ߹Θͤɼ͞Βʹචࢉ๏ΑΓ
ߴͳKaratsuba๏ʹΑΔࢉΛͨͬߦɽͦ
ͷ݁ՌɼैདྷͷAVX-512FΑΓߴͰɼ͞Β
ʹ GMPʹର͠࠷େͰ 2.97ഒͷੑ্ͱ
͍͏݁Ռ͕ಘΒΕͨͨΊଟഒࢉͷߴ
ԽΛୡͨ͠ɽ͔͠͠ Karatsuba๏ΑΓߴ
ͳΞϧΰϦζϜͱͯ͠ Toom-Cook๏ [8]͕
ΒΕ͍ͯΔͨΊɼ͜ͷΞϧΰϦζϜʹAVX-

512IFMA໋ྩΛ༻͍ͯධՁ͢Δ͜ͱ͕ޙࠓͷ
՝ͱͯ͛͠ڍΒΕΔɽ
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尾崎スキームによる高精度かつ再現性のあるBLAS実装
椋木 大地 1, 荻田 武史 2, 尾崎 克久 3, 今村 俊幸 1

1理化学研究所，2東京女子大学，3芝浦工業大学
e-mail : daichi.mukunoki@riken.jp

1 はじめに
高精度行列積計算手法である尾崎スキーム [1]

に基づく，内積ベースのBasic Linear Algebra

Subprograms（BLAS）ルーチンのCPU・GPU

（CUDA）実装と，疎行列反復解法への応用を
報告する．本実装では倍精度BLASと同一のイ
ンタフェースにおいて，精度が可変な高精度計
算と，実行環境に依存しないビットレベルの計
算結果の一貫性（再現性）を実現する．本稿で
は CUDAにおける実装と性能を示す．

2 尾崎スキーム
尾崎スキームは内積・行列積の無誤差変換と高

精度総和計算で実現される．Fを浮動小数点数
の集合，fl(· · · )を最近接偶数丸めによる浮動小
数点演算，uを浮動小数点数の丸め単位（IEEE

754 binary64の場合 2−53）とする．ベクトル
x, y ∈ Fn の内積 xT yを次のように計算する：
(1) Algorithm 1 で x, y を x = x(1) + x(2) +

· · ·+ x(sx), y = y(1) + y(2) + · · ·+ y(sy)と分割，
(2) xT y = (x(1) + x(2) + · · · + x(sx))T (y(1) +

y(2) + · · ·+ y(sy))と計算．ここでAlgorithm 1

は (x(p))T y(q) = fl((x(p))T y(q))となるように分
割しているため，分割ベクトル同士の積は通常
の浮動小数点演算（BLAS）で計算可能，(3)総
和計算を高精度かつ再現可能な方法（本研究で
はNearSum[2]を使用）で計算する．なお，計
算に使用する分割ベクトル数を変えることで再
現性を確保したまま精度を可変できる．

3 実装・最適化
実装は (1)ベクトル・行列の分割，(2)分割

ベクトル・行列の計算，(3)NearSumによる総
和の 3パートからなる．(1)，(3)はコーディン
グが必要であるが (2)の計算には通常のBLAS

（例えばMKLや cuBLAS等）が利用可能であ
る．この計算はそれぞれ独立に実行できるため，
GEMMでは batched BLASを用いることでコ
ア数が多く行列サイズが小さい場合に高速化で
きる．またメモリ律速となる level-1/2ルーチ
ンでは複数本の分割ベクトルをまとめて行列積

Algorithm 1 x and xsplit[j] are vectors, and the
others are scalar values. Lines 9 and 10 are computa-
tions of xi and xsplit[j]i for 0 ≤ i ≤ n− 1)

1: function ((xsplit[sx])← Split(x, n))
2: ρ := ceil((log2(u−1) + log2(n+ 1))/2)
3: µ := max0≤i≤n−1(|xi|)
4: j := 0
5: while (µ ̸= 0) do
6: j := j + 1
7: τ := ceil(log2(µ))
8: σ := 2(ρ+τ)

9: xsplit[j] := fl((x+ σ)− σ)
10: x := fl(x− xsplit[j])
11: µ := max0≤i≤n−1(|xi|)
12: end while
13: sx := j
14: end function

表 1. GEMM (1000 × 1000)におけるMPRF 2048-bit
（結果は倍精度に丸めている）と比較した最大相対誤差．行
列は (rand－ 0.5)×exp(φ×randn)で初期化．”double”
は cublasDgemmの結果．
exp of min/ -7/+1 -10/+7 -17/+13
max input (φ=1) (φ=4) (φ=7)

double 6.14E-10 2.95E-11 2.22E-10
d = 2 1.98E-06 4.61E-03 4.11E+01
d = 3 5.07E-13 1.17E-09 4.42E-05
d = 4 0 8.25E-16 7.79E-11
d = 6 0 0 0

で計算することでデータ再利用性が向上し高速
化できる．なお行列計算時には分割行列がメモ
リ使用量を圧迫するが，行列を内積方向に細長
く分割しブロッキングすることでメモリ使用量
を削減できる．

4 精度・性能評価
表 1に GEMMにおけるMPFR（2048-bit）
と比較した最大相対誤差を示す．尾崎スキーム
の精度は入力ベクトル・行列の絶対値レンジ，
次元数，計算に使用する分割行列数（以下 dと
する）に依存する．図 1に NVIDIA Titan V，
CUDA 10.0におけるDOT・GEMMの cuBLAS

の倍精度ルーチンに対する相対実行時間を示す．
基準となる cuBLASルーチンは問題サイズが最
大の時，理論ピーク性能の 90%以上が得られて
いる．倍精度演算に対する理論上の相対実行時
間は，DOT・GEMV等のメモリ律速な演算で
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図 1. Titan Vにおける cuBLAS倍精度ルーチンに対す
る相対実行時間．マーカーなしの横線は理論性能．

はメモリ参照量に基づいて 4d倍である．また
GEMM等の演算律速な演算では分割行列の計
算コストが支配的となるため行列積計算回数に
基づいて d2倍となる．なお本稿では示してい
ないが，精度への影響が少ない分割行列同士の
計算を省略すると若干の精度低下と引き換えに
相対実行時間を d(d+ 1)/2倍にできる．

5 疎行列反復解法への応用
疎行列反復解法のConjugate Gradient（CG）

法は丸め誤差の影響により収束性の悪化や収束
履歴が変化するケースがある．我々はMAGMA

2.5.0[3]の前処理なしCG法ルーチンにおいて，
CSR 形式の疎行列ベクトル積（SpMV）およ
びDOT・NRM2を，尾崎スキームによる実装
に置き換えて収束履歴の変化を観察した．図
2は 2種類の GPU（Titan V，GeForce GTX

1080Ti）における行列“bone010”（SuiteSparse

Matrix Collection [4]から取得）の残差履歴で
ある（右辺ベクトル bおよび初期近似ベクトル
x0 は b = x0 = (1, ..., 1)T）．MAGMA では
GPU間で履歴が異なるが，尾崎スキームによ
る実装では一致し（図では 1080Tiによる結果
は省いている），収束までの反復回数も減少し
た．なお d=4の時に行列は実際には 3分割で
済んでおりベクトルのみ 4分割されている．図
3はTitan Vにおける 100反復分の実行時間内
訳である．メモリ律速な演算では通常の倍精度
演算に対する相対実行時間は理論上 4d倍であ
るが，SpMVでは行列分割（SplitMat）は反復
開始前に一度だけで済み，また計算に疎行列–

密行列積（SpMM）を利用できるので d倍で済
む．この例は比較的理想的な結果であるが，行
列の特性等で SpMVの実行効率が低下すると
DOTのコストが支配的となり相対実行時間が
さらに増加する場合がある．
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Ձ
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1 ͡Ίʹ

ࢉܭγϛϡϨʔγϣϯͷͨΊͷܭ
,ԽߴγεςϜ͕ػࢉ ฒྻԽ, େنԽ͞Ε
Δͱͱʹ, ഒਫ਼ΑΓࢦ෦ɾԾ෦Λ֦
ுͨ͠ଟഒਫ਼ුಈখԋࢉ (ଟഒԋࢉ)

ͷඞཁੑ͕ߴ·͍ͬͯΔ. ଟഒԋࢉͷιϑ
τΤΞ࣮ഒਫ਼ԋࢉΑΓੑ͕େ෯ʹ
Լ͢ΔͨΊ, զʑ͜Ε·ͰιϑτΤΞฒྻ
Խ (OpenCLʹΑΔଟഒԋࢉख๏)ٴͼϋʔ
υΤΞԽ Մͳूੵճ࿏ߏ࠶) (FPGA)ʹ
ΑΔଟഒԋࢉσʔλฒྻܕΞΫηϥϨʔλ
GRAPE9-MPX) ʹΑΔߴԽΛ࣮ͨ͠ݱ [1].

GRAPE9-MPXଟഒԋࢉΛ࣮͢ߦΔଟ
ͷ Processing Element(PE)Λ͢ࡌΔ. ֤
PEՃࢉ,ٯ,ࢉฏํࠜԋࢉͷճ࿏Λͪ࣋,

໋ྩίʔυʹैͬͯҙԋࢉΛ͜͏ߦͱ͕Ͱ͖
Δ. ͜ͷํࣜʹ, PEͷ੍ʹΑΓՃࢉͱ
͕ࢉಉߦ࣮࣌Ͱ͖ͳ͍߹, ԋثࢉͷՔಇ
͕Լ͢Δͱ͍͏͕͋Δ. ҰํͰ, ຊߨԋ
Ͱൃද͢ΔύΠϓϥΠϯܕΞΫηϥϨʔλ,

ΞϓϦέʔγϣϯʹಛԽͯ͠ԋثࢉΛΈ߹Θ
ͤΔͨΊ, ͦͷՔಇΛ࠷େʹ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δ. σʔλฒྻܕΞΫηϥϨʔλͱύΠϓϥΠ
ϯܕΞΫηϥϨʔλͷൺֱΛਤ 1ʹࣔ͢.

ਤ ,Ͱܕͷσʔλฒྻࠨ1 ΞʔΩςΫνϟ
ͷ੍ʹΑΓՃࢉͱߦ࣮͕ࢉͰ͖ͳ͍߹,

ՃثࢉͷΈ͕Քಇ͠, ࢉϢχοτΞΠυϧ
ʹͳΔ. ͜ͷํࣜͰ, ੵࢉܭͷΑ͏ͳ߹
Λআ͖ԋثࢉͷՔಇ࠷େͰ 50%ʹͱͲ·
Δ. Ұํਤ 1ӈͷύΠϓϥΠϯܕͰ ͷݸ2
Ճثࢉͱ ܭ߹ͷثࢉͷݸ2 ͕ثࢉͷԋݸ4
ಉ࣌ʹՔಇ͢Δ. σʔλฒྻܕΞΫηϥϨʔλ
ͷPEͰશͯͷԋثࢉಉ͡ύΠϓϥΠϯஈ
Ͱ͋Δ͜ͱ͕·͍ͨ͠Ί, ݶԽʹ੍ߴ
͕͋Δ. ύΠϓϥΠϯܕΞΫηϥϨʔλͰ,

σʔλฒྻܕͷPEͱ͘ΒͯύΠϓϥΠϯஈ
ΛҙʹௐՄͰ͋Γ, ಈ࡞पΛΑΓ
Խͷ༨͕େߴʹ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͨΊߴ
͖͍. ਤ 1ͷԋࢉͷ߹, σʔλฒྻܕ ݸ4
ͷՃثࢉͱ .Δ͕͋ثࢉͷݸ4 ಉ͡ϋʔυ

ΤΞϦιʔε͕ར༻Մͳ߹, ύΠϓϥΠϯ
ύΠϓϥΠϯΛෳͯ͠ࢉͰԋܕ Մ࣮ݸ2
Ͱ͋Γ, ΑΓੑߴͱͳΔ.

ຊڀݚ, IEEE 754-2008Ͱنఆ͞Ε͍ͯΔ
ഒਫ਼binary128ϑΥʔϚοτ࢛ (Ծ෦nman =

113Ϗοτ, ෦ࢦ nexp = 15Ϗοτ) ͷԋثࢉ
Λ VHDLͰ࣮͠, ύΠϓϥΠϯܕΞΫηϥ
Ϩʔλͱ࣮ͯͨ͠͠߹ͷੑධՁʹ͍ͭͯ
ใ͢ࠂΔ.

2 ഒਫ਼࢛ binary128ԋثࢉͷ֓ཁ

զʑFPGAͰύΠϓϥΠϯܕΞΫηϥϨʔ
λΛ࣮͢ΔͨΊʹ, ҙͷ nmanͱ nexpͷ
Έ߹ΘͤͰුಈখԋࢉճ࿏Λੜ͢Δ
ͨΊͷϥΠϒϥϦ VeRBΛ࣮ͨ͠ [2]. ಛʹ
binary128ϑΥʔϚοτʹಛԽͯ͠ҎԼͷ࠷ద
ԽΛߦͳͬͨɿ

• force-1ؙΊΛ࠾༻͢Δ
• truncated mutliplier[3] ʹΑΓԾ෦ͷ
ࢉΛ࠷దԽ͠ճ࿏نΛ͑Δ

զʑͷ࠾༻ͨ͠ख๏Ͱ, Ծ෦ͷͱඃ
ͷԼҐ 40Ϗοτಉ࢜ͷԋࢉΛলུ͢Δ͜ͱ
Ͱ, FPGAʹ͞ࡌΕ͍ͯΔϋʔυΤΞࢉ
.Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨ͢ݮΛݸ༺ͷརث FPGA

Ͱͷಈ࡞λʔήοτपΛ 200MHzͱఆ͠
ͯճ࿏Λ࠷దԽ͠, ුಈখՃثࢉͷύΠϓ
ϥΠϯஈ 5ஈ, ුಈখثࢉͷύΠϓ
ϥΠϯஈ 6ஈͱͨ͠.

3 ύΠϓϥΠϯܕΞΫηϥϨʔλͷੑ
ධՁ

VeRBʹΑΓੜ͞ΕͨԋثࢉͷੑΛධՁ
͢ΔͨΊʹ, Intel FPGA SDK for OpenCLΛ
ར༻ͯ͠ FPGAͰΞϓϦέʔγϣϯΛ࣮͠
ͨ. ར༻ͨ͠ FPGA, ஜେֶࢉܭՊֶڀݚ
ηϯλʔͷCygnusγεςϜʹ͞ࡌΕͨNal-

latech 520N Ϙʔυ (Intel Stratix10 GX2800

H-Tile)Ͱ͋Δ. ҎԼͷ 2छͷΞϓϦέʔγϣ
ϯͰੑධՁΛ͓͜ͳͬͨ.
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+ x

(a - b) x c2 + d 

+ x

+ x

+ x

+

(a - b) x c2 + d 

ｘ

ｘ

+

データ並列型 
1) 同一のPEが多
数並んだ構造 

2) 一演算ずつ順次
計算する 

3) プログラムの入
れ替え 

4) 稼働しない演算
器があり得る

パイプライン型 
1) カーネル毎に特
化して設計 

2) 複数データを順
次計算 

3) 複数パイプライ
ンも可能 

4) 全ての演算器が
稼働する

レ
ジ
ス
タ

ਤ 1. σʔλฒྻܕͱύΠϓϥΠϯܕΞΫηϥϨʔλͷൺֱ

3.1 ॏྗࢉܭͷ߹

ࢠཻ N ͷॏྗଟମʹ͓͚Δ૬࡞ޓ༻
(Ճ f⃗ , ϙςϯγϟϧΤωϧΪʔ φ)ͷࢉܭ
, ࢠཻ iͷҐஔϕΫτϧ x⃗iͱ࣭ྔmiͷ૯
ͱͯ͠ࢉܭ

f⃗(x⃗i) = −
N∑

j

mj(x⃗i − x⃗j)

(r2 + ϵ2)3/2
,

φ(x⃗i) = −
N∑

j

mj

(r2 + ϵ2)1/2
,

Ͱද͞ΕΔ. ͜ͷࢉܭΛ N ͍ͯͭʹࢠͷཻݸ
,ΔϓϩάϥϜೋॏϧʔϓͱͳΓ͢ࢉܭ ࠷
ଆϧʔϓͷԋࢉ 20ԋࢉ (Ճࢉ 10, ࢉ 9,

ฏํࠜٯ 1ճ)Ͱ͋Δ. ͜ͷ࠷ଆϧʔϓΛ
શʹύΠϓϥΠϯԽ͢Δ OpenCLΧʔωϧ
ͱ࣮ͯͨ͠͠. N = 8, 192ͱͯͯ͠͠Χʔω
ϧͷ࣮ؒ࣌ߦΛܭଌͨ͠. ύΠϓϥΠϯͷݸ
Npipe = 1ͷؒ࣌ߦ࣮࣌ 0.3013ඵ, Npipe = 8

ͷؒ࣌ߦ࣮࣌ 0.0409ඵͱͳͬͨ. ͜ͷ߹
ͷཧ߹݁Ռ, FPGAͷϩδοΫΛ 58%,

ϋʔυΤΞࢉΛ 32%ফඅ͠, ಈ࡞प
206MHzͱͳͬͨ. ͜Ε͔ΒཧੑΛੵݟ
Δͱ 8× 20× 206.0× 106 = 32.96 GFLOPSͰ
͋Γ, ࣮ޮੑཧੑͷ 99.6%ͱͳͬͨ.

3.2 ߹ͷੵྻߦ

ຊڀݚͰ, ਖ਼ํྻߦ (A,B)ಉ࢜ͷੵྻߦ
(C = C+AB)Λ͢ࢉܭΔͨΊͷOpenCLΧʔ
ωϧΛ࣮ͨ͠. ͠ݱॏϧʔϓͰ࣮ࡾΛੵྻߦ
ͨ߹,ྻߦA,BͷಡΈग़͋ͨ͠Γͷԋ͕ྔࢉ
O(1)ͱͳΔͨΊదͰͳ͍. զʑ 4× 4Ͱ

ϒϩοΫԽ͞ΕͨੵྻߦΧʔωϧΛ࣮͠ੑ
ධՁΛ͓͜ͳͬͨ. ͜ͷ߹,Χʔωϧͷ࠷ଆ
ϧʔϓ 4×4ͷੵྻߦͱͳΓ, 64ճͷੵ͔ࢉ
ΒͳΔύΠϓϥΠϯͱͳΔ. N ×N ͷਖ਼ํྻߦ
ͷੵྻߦͷΧʔωϧͷ࣮͔ؒ࣌ߦΒԋੑࢉΛ
.Ίͨٻ N = 64, 128, 256, 512ͷੑࡍͦΕ
ͧΕ 1.66, 2.97, 5.37, 6.40 GFLOPSͱͳͬͨ.

͜ͷΧʔωϧͷཧ߹݁Ռ, FPGA ͷϩ
δοΫΛ 42%,ϋʔυΤΞࢉΛ 18%ফඅ͠,

ಈ࡞प 215MHzͱͳͬͨ. ͜Ε͔Βཧ
ੑΛੵݟΔͱ 2×64×215.0×106 = 27.52

GFLOPSͱͳΔ. ݁Ռ, ࣮ޮੑͱͷဃ͕
େ͖͘, ͞ΒͳΔ࠷దԽ͕ඞཁͰ͋Δ͜ͱ͕Θ
͔ͬͨ.

ँࣙ ຊڀݚͷҰ෦, ஜେֶࢉܭՊֶڀݚ
ηϯλʔͷֶڞࡍಉར༻ϓϩδΣΫτ (Cygnus)

Λར༻ͯ͠ಘΒΕͨͷͰ͢.
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非線形遅延微分方程式の周期解の精度保証
大石 進一 1

1早稲田大学
e-mail : oishi@waseda.jp

1 概要
ダフィング型遅延微分方程式の厳密な周期解

の存在証明を精度保証付き数値計算を用いて行
い，様々なパラメータ値における解の振る舞い
を調べている．

2 はじめに
筆者は時間遅延ダフィング方程式の厳密な周

期解を精度保証付き数値計算を用いて求めるこ
とを議論してきた [1]．これは文献 [2]の中で提
案した精度保証付き数値計算が遅延項の特性を
考慮した変更によって遅延微分方程式の周期解
の存在証明にも適用できることを示したもので
ある．周期解の存在証明は，具体的には，まず
ガレルキン近似を用いて周期解の近似解を作る．
次に，適当な関数空間 (Banach空間やHilbert

空間)を設定して，その近似解からスタートす
る無限次元のNewton法を考える．そして設定
した関数空間中でNewton法が収束する十分条
件が満たされることを精度保証付き数値計算を
用いて証明するというものである．扱ってきた
時間遅延ダフィング方程式は，

d2x(t)

dt2
+ k

dx(t)

dt
+ Ω2

0x(t) + γx(t)3

+α(x(t)− x(t− τ)) = β cosωt (1)

である．ただし，τ > 0 は遅延時間である．前
に考えたのは文献 [4] で考えられている k =

0.1,Ω2
0 = 2, γ = 0.25,α = 0.25の場合であっ

たが，これを色々に変化させてどのような変化
が生じるかを考えるのが本稿の目的である．ま
ずは，α = −0.25の場合を扱う．また，次の
パラメータ値を考える：k = 0.1,Ω2

0 = 2, γ =

0.25,α = −0.25. 独立変数の変換 s = ωtを行
い，改めて sを tと書くと式 (1)は

d2x(t)

dt2
+

k

ω

dx(t)

dt
+

1

ω2
[(2 + α)x(t)

+γx(t)3 − αx(t− τω)− β cos t] = 0(2)

となる．本稿では，精度保証付き数値計算をも
とにした計算機援用証明によって解の変化につ
いて議論する．

2.1 基本周期解のなす一次元多様体のフ
ラクタル構造

式 (2)は角周波数 ωに対して，少なくとも一
つの同期する奇対称周期解を持っている．すべ
ての ω について連結する奇対称周期解の一次
元多様体を基本周期解の族と呼ぶ．図 1 は厳
密な基本周期解の族を精度保証付き数値計算で
包み込んだ結果を示したものである．ただし，
ω = 0.5381のピーク付近に 2箇所，精度保証
ができていない部分があるが，これはサドル-

ノード分岐である．この図に特徴的なのはピー
クの発生にフラクタル的な構造が見られる事で
ある．基本周期解の一次元多様体を精度保証付

図 1. 厳密な基本周期解の一次元多様体の精度保証–β を
変化させたときフラクタル構造の出現

き数値計算で包み込むのは β = 5以上の β で
行うには時間がかかる．β = 5で 1日では終了
しない．そこで図 1には精度保証していない数
値計算だけの結果も示した．すなわち，黒い線
で書かれている部分は精度保証されている．赤
い線の部分は精度保証されていない．ガレルキ
ン近似は 34次のものが使われている．ニュー
トン法は収束している．近似多様体の計算時間
は 20分程度である．図 1を見ると基本周期解
の一次元多様体はピークの現れる位置にフラク
タル構造が見られる．
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3 もう一つの場合
上田が発見したカオスアトラクタの存在する

場合 [6]について，それに遅延項を加えた方程
式を考える．
d2x(t)

dt2
+k

dx(t)

dt
+γx3(t)−αx(t−τ) = β cosωt,

(3)

まず，基本周期解の応答曲線を調べてみた．
図 2はその結果である．図 2において，丸印は

図 2. γ = 1 の場合の基本周期解の一次元多様体の精度
保証と近似 (数値計算)

精度保証されている点である．また，赤い線は
単に近似計算したものである．図 2からわかる
ように，基本周期解の一次元多様体は，この場
合にも，ピークを持ち，前の場合と形状は全く
異なるが，フラクタル的にピークの数が増大し
ていく様子が見える．また，その構造も，βを
増やしていくとωの小さな範囲に同じような構
造が現れるフラクタル性が見られる．

4 非対称周期解や分数調波解の存在
以上では，２つの場合の遅延Duffing方程式

を考えてきたが，パラメータを増やせば両方の
場合は統合的に

d2x(t)

dt2
+

k

ω

dx(t)

dt
+

1

ω2
[µx(t)

+γx(t)3 − αx(t− τω)− β cos t] = 0(4)

と表すことができる．µが増やされたパラメー
タである．これは，バネの線形項に対応する．
川上 [7]は学位論文において，(遅延のない)Duff-

ing方程式のガレルキン近似解を興味深い場合
について示している．以下では，それをベース
に連続変形によって，遅延のある場合の解を求
める．式 (4)において k = 0.1,α = 0.25, γ =

図 3. µ を変化させた時の基本周期解の一次元多様体の
数値計算 (k = 0.1,α = 0.25, γ = 1, τ = 0.5,β = 2.6)

1,β = 2.6, µ = 1, τ = 0.5,ω = 1の場合を考え
る．このとき，非対称周期解の発生が見られる．
非対称周期解の発生においてはµと γの値が特
定の範囲に入ることが条件になるようである．

図 4. 厳密な非対称周期解の精度保証
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ପԁํܕఔࣜͷऑղʹର͢Δਖ਼ੑূ໌๏

ాத Ұ 1

1ૣҴాେֶɹཧՊֶڀݚॴ
e-mail : tanaka@ims.sci.waseda.ac.jp

1 ֓ཁ

ຊڀݚҎԼͷઢܗପԁڥܕքͷऑ
ղΛରͱ͢Δɿ

{
−∆u(x) = f(u(x)), x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω
(1)

͜͜Ͱ Ω ⊂ RN (N = 1, 2, 3, · · · )༗քྖҬ
ʢಛʹڥքͷΒ͔͞Ծఆ͠ͳ͍ʣɺf : R →
Rޙʹࣔ͢ԾఆΛຬͨ͢ඇઢؔܗͱ͢Δɻ

2 දهͱԾఆ

ຊߨԋͰҎԼͷදهΛ༻͍Δ:

H1(Ω): ྖҬ Ω্ͷ̍֊ͷ L2 ιϘϨϑ
ۭؒ
V = H1

0 (Ω) := {u ∈ H1(Ω) : u =

0 on ∂Ω} ૉͷҙ༺࡞քτϨʔεڥ)
ຯͰଊ͑Δ)

V ∗ = (V ͷڞۭؒ)

ຒΊࠐΈ࡞༻ૉ V ↪→ Lp+1 (Ω)ͷϊϧϜ (͠
͘ϊϧϜͷ্ք)ΛCp+1ͱද͢هΔɻଈͪɺ
Cp+1ҎԼͷෆࣜΛຬͨ͢ਖ਼ͷఆͰ͋Δɻ

∥u∥Lp+1(Ω) ≤ Cp+1 ∥u∥V for all u ∈ V (2)

ͨͩ͠ p ∈ [1, p∗) Ͱ͋Δɻ͜͜Ͱ N = 1, 2

ͷͱ͖ p∗ = ∞Ͱ͋ΓɺN ≥ 3ͷͱ͖ p∗ =

(N + 2)/(N − 2)Ͱ͋Δɻ
ʹ࣍ f ʹ՝͞ΕΔԾఆΛड़Δɻf  C1ڃ

ͷؔͰɺ͋Δ a, b ≥ 0ͱ p ∈ [1, p∗)ʹରͯ͠
ҎԼͷෆࣜΛຬ͢Δͷͱ͢Δɿ

|f(t)| ≤ a|t|p + b for all t ∈ R (3)

ૉ༺࡞ʹ࣍ F Λ

F :

{
u(·) *→ f(u(·)),
V → V ∗.

Ͱఆٛ͠ɺߋʹF : V → V ∗ΛF(u) := −∆u−
F (u)Ͱఆٛ͢ΔɻΑΓਖ਼֬ʹɺF ҎԼͷ
Α͏ʹಛ͚ͮΒΕΔɻ

⟨F(u), v⟩ = (∇u,∇v)L2 − ⟨F (u), v⟩
for all u, v ∈ V (4)

͜͜Ͱ ⟨F (u), v⟩ =
∫
Ω f(u(x))v(x)dxͰ͋Δɻ

ʹߋ F ͱ F ͷ ϕ ∈ V ʹ͓͚Δ FréchetඍΛ
ͦΕͧΕ F ′

ϕ, F ′
ϕද͢هΔɻ

ૉํఔࣜͷղ༺࡞ͷԾఆͷͱҎԼͷه্
(ଈͪ (1)ͷऑղ)Λ͑ߟΔɻ

F(u) = 0 (5)

ಛʹຊڀݚͰҙͷख๏Λ༻͍ͯ (5)ͷղu ∈
V ͕ B(û, ρ) := {v ∈ V : ∥v − û∥V ≤ ρ} ͷத
ʹଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔ͜ͱΛԾఆ͠ɺ
ͦͷਖ਼ੑΛ͢ূݕΔҰൠతͳख๏Λ͑ߟΔɻ
͜͜Ͱ û ∈ V  uͷίϯϐϡʔλ্Ͱද͞ݱ
ΕͨۙࣅղͰ ρ > 0ݶ্ࠩޡͱݺͿɻ

3 ਖ਼ੑͷূݕఆཧ

2અͰड़ͨΑ͏ʹਅղ u ∈ V ͱۙࣅղ û ∈
V ͷؒʹෆࣜ

∥u− û∥V ≤ ρ (6)

ཱ͕͍ͯ͠Δ͜ͱΛԾఆ͠ɺ͜ͷใ͔Β u

ͷਖ਼ੑΛ͢ূݕΔɻҎԼ

Ω− = {x ∈ Ω : u(x) ≤ 0}
û+ := max {û, 0}
û− := max {−û, 0}

ͱද͠هɺλ1(Ω) > 0Ωʹ͓͚Δಉ࣍Dirich-

letڥք݅Λ՝ͨ͠−∆ͷ࠷খݻ༗ͱ͢Δɻ

ఆཧ 1 ͋Δ λ < λ1(Ω−)ɺඇෛ a1, a2, · · ·
, anɺྼྟքࢦ p1, p2, · · · , pn ∈ (1, p∗)ʹର
ͯ͠ɺඇઢ߲ܗ f ͕ҎԼͷෆࣜΛຬͨ͢ͱ
͢Δɻ

−f(−t) ≤ λt+
n∑

i=1

ait
pi for all t ≥ 0 (7)

ͨͩ͠ Ω− ͕ۭू߹ͷͱ͖ λ1(Ω−) = ∞ͱ
ղऍ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺෆࣜ

n∑

i=1

aiC
2
pi+1 (∥û−∥Lpi+1 + Cpi+1ρ)

pi−1

< 1− λ

λ1(Ω−)
, (8)

͕ΓཱͯB(û, ρ)ʹଘ͕ࣔ͞ࡏΕͨղu ∈
V ඇෛͰ͋Δɻ
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ෆࣜ (8)ͷࠨลͷׅހɺû͕ඇෛؔ
ʹ͍ۙ΄Ͳɺ·ͨਫ਼อূ݁Ռ (6)͕ਫ਼ີͰ͋
Δ΄Ͳ 0ʹۙͮ͘ɻಛʹ û͕ඇෛؔͰ͋Δͱ
͖ɺेখ͍͞ ρʹରͯ͠ෆࣜ (8)ඞͣ
ཱ͢Δɻͨͩ͠Ҏ্શͯɺઢ߲ܗͷ λʹ
͍ͭͯҎԼͷෆ͕ࣜΓཱͭ͜ͱΛલఏͱ͠
͍ͯΔ͜ͱʹҙ͢Δɻ

λ < λ1(Ω−) (9)

ྖҬͷࣗ໌ͳแؚؔΩ ⊃ Ω−ΑΓ λ1(Ω) ≤
λ1(Ω−) Ͱ͋Δ͔Β λ < λ1(Ω) ͕ຬͨ͞ΕΔͱ
͖ɺෆࣜ (9)ཱ͢Δɻ͠ ͔͠ɺͦ ͏Ͱͳ͍
߹ෆࣜ (6)ͷใͷΈ͔ΒͰҰൠʹΩ−
ͷಛఆ͕Ͱ͖ͳ͍ͨΊ (9)ͷνΣοΫ͕ࠔͰ͋
Δɻͳ͓ɺL∞ϊϧϜͰͷධՁࣜ∥u− û∥L∞ ≤ r

(r > 0) ͕ಘΒΕ͍ͯΔ߹ Ω−Λแؚ͢Δ
ྖҬ D(⊃ Ω−)ͷಛఆ͕༰қͰ͋Δ͜ͱ͔Βɺ
λ1(D)ͷԼքΛධՁ͢Δ͜ͱͰ (9)ͷνΣοΫ͕
ՄͰ͋Δɻ࣮ࡍɺD ⊃ Ω\{x ∈ Ω : û−r > 0}
Λຬͨ͢Α͏ʹྖҬDΛઃఆ͢Εྑ͍ɻ͜ͷ
߹Dͷ۩ମతͳ͕ܗ͔ΔͷͰɺྫ͑ [2]

ͷख๏Λ༻͍ͯ λ1(D)ͷԼքΛਫ਼ີʹಘΔ
͜ͱ͕Ͱ͖Δɻෆࣜ λ1(D) ≤ λ1(Ω−)ΑΓɺ
͜Ε λ1(Ω−)ͷԼքͱͯ͠࠾༻Ͱ͖Δɻ
ҰํɺV ͷϊϧϜͰͷධՁࣜ (6)ͷใͷΈ

͔ΒͰͦͷΑ͏ͳ DΛ۩ମతʹಛఆ͢Δ͜
ͱͰ͖ͳ͍ɻຊߘͰ (6)ͷใͷΈ͔Β u

ͷਖ਼ੑΛ͢ূݕΔͨΊʹɺҎԼͷิΛ४උ
͢Δɻ

ิ 2 ([1]) Ω ⊂ RN (N = 1, 2, 3, · · · )Λ༗
քྖҬɺλkΛΩʹ͓͚Δ−∆ͷୈ kݻ༗ͱ
͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ

λk ≥ 4π2N

N + 2

(
k

BN |Ω|

) 2
N

(10)

͕Γཱͭɻ͜͜Ͱ BN N ͷମٿ୯Ґݩ࣍
ੵɺ|Ω| ΩͷମੵΛද͢ɻ

͜ΕΑΓɺୈҰݻ༗λ1ʹ͍ͭͯྫ͑N =

2, 3ͷͱ͖ҎԼͷධՁ͕ಘΒΕΔɻ

ܥ 3 ิ 2ͱಉ͡Ծఆͷͱ

λ1 ≥ 2π|Ω|−1, N = 2

λ1 ≥
3× 6

2
3

5
π

4
3 |Ω|−

2
3 , N = 3

͕Γཱͭɻ

ิ 2ΑΓ |Ω−|ͷ্ք͕ಘΒΕΕ λ1(Ω−)

ͷԼքΛධՁͰ͖Δɻ͜͜Ͱิ 2Ω−ͷ۩
ମతͳܗͷใཁͣͤٻɺͦͷମੵ |Ω−|ͷ
্քͷΈΛඞཁͱ͢Δ͜ͱʹҙ͢ΔɻҎԼͷ
ఆཧධՁ (6)ΑΓ |Ω−|ͷ্քධՁΛ༩͑Δɻ

ఆཧ 4 ղࣅۙ û͕Ω্Ͱ࿈ଓɺ·ͨ۠త
ʹ࿈ଓͰ͋ΔͱԾఆ͢Δɻ࣮mʹରͯ͠

Ω̂m := {x ∈ Ω : û(x) ≤ m}

ͱఆٛ͢Δɻҙʹ༩͑ͨ p ∈ [1, p∗)ʹରͯ͠

∥û+∥Lp+1(Ω̂m) ≥ Cp+1ρ (11)

ཱ͕͢Δͱ͖ɺҎԼͷධՁ͕Γཱͭɻ

|Ω−| ≤ |Ω̂m| (12)

ෆࣜ (12)ΑΓm͕খ͍͞΄Ͳ |Ω−|ͷਫ਼ີ
ͳධՁɺ͓ ΑͼͦΕͱಉ࣌ʹิ 2ΑΓλ1(Ω−)

ͷେ͖͍Լք͕ಘΒΕΔ͜ͱʹͳΔɻैͬͯɺ
(11)Λຬͨ͠ɺ͔ͭͰ͖Δ͚ͩখ͍͞m > 0

Λ͚ͭݟΔ͜ͱ͕ϙΠϯτͱͳΔɻ࣮༻্
దʹఆΊͨখ͍͞m > 0ʹରͯ͠ɺෆࣜ
(11)ΛνΣοΫ͢Δɻߋʹͦͷm͔ΒಘΒΕͨ
λ1(Ω−)ͷԼքධՁ͕ (8)Λ͔֬ΊΔͷʹे
Ͱ͋Εత͕ୡ͞ΕΔɻ
ෆࣜ (11)ͷࠨลmʹؔͯ͠୯ௐඇݮগ
Ͱ͋Δͷʹର͠ɺӈล ρখ͍͞΄Ͳ 0ʹۙͮ
͘ɻଈͪਫ਼อূ݁Ռ (6)͕ेʹਫ਼ີͰ͋Ε
ɺ͋Δখ͘͞ݻఆͨ͠mʹରͯ͠ (11)͕
ཱ͢Δ͜ͱ͕ظ͞ΕΔɻ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 19K14601ͷॿ
Λड͚ͨͷͰ͋Δɻ
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ઢܗํఔࣜͷղͱࣅۙࢄղͱͷࠩޡධՁͷվળ

ਫޱɹ৴ 1, தඌɹॆ 1, ؔࠜɹߊଠ 2, େੴɹਐҰ 1

1ૣҴాେֶɼ2౦༸େֶ
e-mail : makoto.math@aoni.waseda.jp

1 ֓ཁ

Ω ⊂ RN (N ∈ N) Λ༗քͳ Lipschitz ྖҬ
ͱ͠, J = [t0, t1] (0 ≤ t0 < t1 < ∞)ͱ͢Δ.

Hilbert space Y ʹରͯ͠,ۭؔؒL2(J ;Y )ͱ
H1(J ;Y )ΛJ×Ω্Ͱఆٛ͞Εͨؔͷू߹Ͱ

ͦͷϊϧϜ ∥u∥L2(J ;Y ) :=
(∫

J ∥u(s)∥
2
Y ds

) 1
2

ͱ ∥u∥H1(J ;Y ) :=
(∫

J ∥∂su(s)∥
2
Y ds

) 1
2 ͱ͢Δ.

H1
0 (Ω)Ωͷڥք ∂ΩͷτϨʔεͷҙຯͰ 0

Λຬͨ͢H1(Ω)ؔͷू߹ͱ͢Δ. H1
0 (Ω)ͷ

ϊϧϜ ∥u∥H1(Ω) :=
√

a(u, u)ͱ͢Δ. ͨͩ͠
a(·, ·)H1

0 (Ω)ੵͱ͢Δ. H−1(Ω)ΛH1
0 (Ω)

ͷରۭؒͱ͠, ⟨·, ·⟩ H−1(Ω)ͱ H1
0 (Ω)ͷ

ରੵͱ͢Δ. Vhύϥϝʔλʔ h > 0ʹґଘ
͢Δ H1

0 (Ω)ͷ༗ݩ࣍ݶ෦ۭؒͱ͢Δ. ؔ
ۭؒ Z := H1(J ;H−1(Ω)) ∩ L2(J ;H1

0 (Ω))ͱ
͓͖, VJ,h := H1(J ;Vh)ͱ͢Δ. ຊߨԋͰҎ
ԼͷධՁࣜ:

∥w − wh∥L2(J ;L2(Ω)) ≤ Dh∥w − wh∥L2(J ;H1
0 (Ω))

(1)

Λ͑ߟΔ. ͨͩ͠ w ∈ Z ʹରͯ͠, wh ∈ VJ,h

Λ
{
⟨ d
dt(w − wh)(t), vh⟩+ a((w − wh)(t), vh) = 0

wh(t0) = ŵ0.

(2)

ͱఆٛ͢Δ. ͨͩ͠ҙͷ vh ∈ Vhͱ a.e. t >

t0 ҙͰ͋Γ, ŵ0 ∈ Vh  w(t0) ∈ L2(Ω)

ͷۙࣅͰ͋Δ. A : D(A) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω)

Λ (Au, v)L2(Ω) := a(u, v)L2(Ω) ∀v ∈ H1
0 (Ω)

ʹΑͬͯఆٛ͢Δ. ͨͩ͠ AͷఆٛҬ u ∈
D(A) := {u ∈ H1

0 (Ω) | Au ∈ L2(Ω)} Ͱ͋
Δ. Ritz࡞༻ૉ Rh : H1

0 (Ω) → Vh Λ a(w −
Rhw, vh) = 0 ∀vh ∈ VhʹΑͬͯఆٛ͢Δ. 
ҙͷ u ∈ D(A)ʹରͯ͠,

∥u−Rhu∥H1
0 (Ω) ≤ Ch∥Au∥L2(Ω) (3)

ͱͳΔ Ch → 0 (h → 0)Λຬͨ͢ఆ Chͷଘ
.ΛԾఆ͢Δࡏ ͜ͷͱ͖, u ∈ H1

0 (Ω)ʹରͯ͠,

∥u−Rhu∥L2(Ω) ≤ Ch∥u−Rhu∥H1
0 (Ω) (4)

͕Γཱͭ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ෆࣜ (4)
Aubin-Nitscheͷෆࣜ (τϦοΫ)ͱݺΕͯ
͍Δ. ͷه্ 2ͭͷෆࣜ (3)ͱ (4)ओʹପ
ԁܕภඍํఔࣜͷղੳʹΑ͘༻͍ΒΕΔෆ
ࣜͰ͋Δ. Chͷऩଋੑ͚ͩͰͳ͘, Chͷີݫ
ͳͷධՁ๏ࢉܭ๏͕ڀݚਐΈ (see e.g.,

[1, 2]), ͦΕΒઢܗପԁܕภඍํఔࣜͷ
ղͷਫ਼อূ͖ࢉܭ๏ʹ͘Ԡ༻͞Εͯ
͍Δ. ͞Βʹପԁ͚ͩܕͰͳ͘์ํܕఔࣜʹ
ର͢ΔධՁ๏ొ͢ΔΑ͏ʹͳͬͨ. தඌΒ
 w ∈ Z ͱ wh ∈ VJ,h ͱͷࣄલࠩޡධՁΛҎ
ԼͷΑ͏ʹಋ͍ͨ:

ఆཧ 1 ([3]). ΩΛ༗քͳತྖҬͱ͠, t0 = 0ͱ
͢Δ. w ∈ Z  w(t0) = 0Λຬͨ͢ͷͱ͠,

(2)Ͱఆٛ͞Εͨ wh ∈ VJ,h ŵ0 = 0ͱ͢Δ.

ͦͷͱ͖,

∥w − wh∥L2(J ;L2(Ω)) ≤ 4Ch∥w − wh∥L2(J ;H1
0 (Ω))

͕Γཱͭ. ͨͩ͠ Ch (3)Ͱఆٛͨ͠ఆ
Ͱ͋Δ.

্ड़ͨ͠Α͏ʹChͷ͕ࢉܭՄͳͨΊ,ఆ
ཧ 1ͷධՁධՁࣜ (1)ʹ͓͚ΔఆྔతͳධՁ
ࣜΛ༩͍͑ͯΔ. Αͬͯ, ఆཧ 1ͷධՁ࣮ࡍ
ʹઢ์ܗํܕఔࣜͷղͷਫ਼อূ͖
๏ʹԠ༻͞Ε͍ͯΔࢉܭ (see e.g., [4, 5]). զʑ
ྖҬΩΛ༗ք LipschitzྖҬ, w(t0) ∈ L2(Ω)

ͱ wh(t0) ∈ Vh Λҙͱͨ͠߹ͷఆཧ 1ͷ
ධՁͷ֦ுͱΑΓਫ਼ີͳධՁ๏Λ͑ߟΔ. ͦͷ
߹ʹ͓͚ΔఆྔతͳධՁ๏ΛఏҊ͢ΔͨΊʹ
[6]ʹॻ͔Εͯ͋ΔධՁ๏͔ΒணΛಘͨ. a.e.

t ≥ t0 ʹରͯ͠, z(t) ∈ D(A)͔ͭ zh(t) ∈ Vh

ΛͦΕͧΕ

a(z(t), v) = ((w − wh)(t), v)L2(Ω)

a(zh(t), vh) = ((w − wh)(t), vh)L2(Ω)

ͱఆٛ͢Δ. ͨͩ͠ v ∈ H1
0 (Ω), vh ∈ Vh

ҙͰ͋Δ. [6]ͷධՁ๏w(t)−wh(t)ͷL2(Ω)

ϊϧϜʹ͓͚ΔࠩޡΛAubin-Nitscheͷෆࣜ
(τϦοΫ)Λ༻͍ͯධՁ͢ΔͷͰ͋ͬͨ. [6]

ͷධՁ๏Λͱʹఆཧ 1ͷධՁͷ֦ுͰ͋ΔҎ
Լͷ݁ՌΛಘͨ.
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ఆཧ 2. ΩΛ༗քͳ LipschitzྖҬͱ͠, ҙͷ
w ∈ Z ͱ wh ∈ VJ,hʹରͯ͠,

∥w − wh∥L2(J ;L2(Ω))

≤
√
a(zh(t0), zh(t0)) + C2

h∥w − wh∥2L2(J ;H1
0 (Ω))

͕Γཱͭ. ͨͩ͠ Ch (3)Ͱఆٛͨ͠ఆ
Ͱ͋Γ, zh(t0) := RhA−1(w − wh)(t0)ͱ͢Δ.

L2ࣹӨ Ph : L2(Ω) → VhΛ

(w − Phw, vh)L2(Ω) = 0 ∀vh ∈ Vh

ͱఆٛ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ఆཧ 2͔ΒҎԼͷ͜ͱ
͑ݴΔ:

ܥ 3. ΩΛ༗քͳ LipschitzྖҬͱ͢Δ. ҙ
ͷ w ∈ Z ͱ (2)ʹ͓͍ͯ ŵ0 = Phw0 ͱͨ͠
wh ∈ VJ,hʹରͯ͠,

∥w − wh∥L2(J ;L2(Ω)) ≤ Ch∥w − wh∥L2(J ;H1
0 (Ω))

͕Γཱͭ. ͨͩ͠ Ch (3)Ͱఆٛͨ͠ఆ
Ͱ͋Δ.

ܥ 3ఆཧ 1ͷධՁͷվળΛ༩͍͑ͯΔ.

ຊߘͰ, ఆཧ 1ͷҰൠԽͱΑΓਫ਼ີͳఆྔత
ͳධՁΛߏங͠, ఆཧ 2 Λಘͨ. ͦͷධՁ
(2)ͷॳࣅۙظ ŵ0ͷऔΓํʹґଘܾͯ͠·Δ.

ŵ0 = Phw0 ͱͱΔͱॳؔظ w0 ʹґଘͤͣ
L2(J ;L2(Ω))ධՁ͕ L2(J ;H1

0 (Ω))ධՁͷΈʹ
Αͬͯ༩͑ΒΕΔ͜ͱ͕Θ͔Δ. ࣮ࡉৄ
.ԋͰࣔ͢ߨͱͱʹຊݧ ɹ
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heatequation, SIAM Journal on Nu-

merical Analysis (2013) 1525–1541.

[6] K. Chrysafinos, L. S. Hou, Error es-

timates for semidiscrete finite element

approximations of linear and semilin-

ear parabolic equation under minimal

regularity assumptions, SIAM Journal

on Numerical Analysis (2002) 282-306.
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େҬղʹର͢Δਫ਼อূ͖ؒ࣌Allen-Cahnํఔࣜͷਖ਼ݩ࣍3ۭؒ
ࢉܭ๏

দౢ ༎ଡ 1, ాத Ұ 2, େੴ ਐҰ 2

1ૣҴాେֶେֶӃɼ2ૣҴాେֶ
e-mail : matsu shima-1111@akane.waseda.jp

1 ͡Ίʹ

ຊڀݚ, Ҭྖݩ࣍̏ Ω = (a, b)3 (a, b ∈ R)
ʹ͓͚ΔAllen-Cahnํఔࣜɿ
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

∂tu(x, t)−∆u(x, t)− f(u(x, t)) = 0,

(x, t) ∈ Q, (1a)

u(x, 0)− u0(x) = 0, x ∈ Ω, (1b)

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, τ), (1c)

Λରͱ͢Δ. ͨͩ͠, τ ∈ (0,∞), Q = Ω ×
(0, τ), f(s) = ε−2(s−s3) (s ∈ R), u0 ∈ L2

+(Ω)

ʢL2
+(Ω) L2(Ω)ͷਖ਼ਲ਼ʣͰ͋Δ. ҎԼͷදه

Λ༻͍Δ.

• H1(Ω): Ω্ͷ L2-Sobolevۭؒ,

• H1
0 (Ω) := {φ ∈ H1(Ω) : tr(φ) = 0 on ∂Ω},

• H−1(Ω): H1(Ω)ͷڞۭؒ,

• H−1
0 (Ω): H1

0 (Ω)ͷڞۭؒ,

• W := {u ∈ L2(0, τ ;H1(Ω)) : ut ∈ L2(0, τ ;

H−1(Ω))},
• W0 := {u ∈ L2(0, τ ;H1

0 (Ω)) : ut ∈ L2(0, τ ;

H−1
0 (Ω))}.

ຊߨԋͰಛʹ,  (1)ͷऑղ u ∈ W0 Λ
తʹแؚ͢Δํ๏ʹ͍ͭͯ͑ߟΔ.

Allen-Cahnํఔࣜ,Թڥʹ͓͚Δ̎ݩ
߹ۚͷ૬աఔΛ୯७Խͨ͠Ϟσϧͱͯ͠,

AllenͱCahnʹΑͬͯಋग़͞Εͨ [1].  (1)

ʹ͓͚Δ uೋݩ߹ۚͷ͏ͪҰछྨͷۚଐͷೱ
Λද͢. ε interaction lengthͱݺΕ, 
෦ભҠͷްΈΛ࣮࣭తʹද͢. ಉํఔࣜೋ
,ͷ૬աఔͷଞʹۚ߹ݩ ଟ͘ͷ̎૬
ঢ়ଶͷؒ࣌มԽΛهड़͢ΔཧϞσϧͱͯ͠
ΒΕ͍ͯΔ. ۙ, ฏۂۉྲྀํఔ͕ࣜ Allen-

Cahnํఔࣜͷಛҟݶۃʢε → +0ʣͱͯ͠ಋग़
͞ΕΔ͜ͱ͕໌Β͔ʹ͞Εͨ [3][4]. ͜ͷΑ͏
ʹ Allen-Cahnํఔࣜ, ֶతͳڀݚଟ͘
ͳ͞Ε͍ͯΔॏཁͳํఔࣜͰ͋Δ.

Ұൠʹ̏ྖݩ࣍Ҭʹ͓͚Δ, ൃలํఔࣜͷղ
ʹର͢Δਫ਼อূ͖ࢉܭͷ࣮ʹ̍࣍
ࢉܭͷʹൺϝϞϦͷଟେͳݩ࣍̎ݩ
ίετΛඞཁͱ͢Δ. ຊߘͰ༏ղྼղ๏Λ༻

͍Δ͜ͱͰۙࣅղࢉܭͷഒఔʹϝϞϦ༻
ྔΛ͓͑͞, ʹߴ (1)ͷਖ਼ؒ࣌େҬղ
ͷతͳแؚ͕ಘΒΕΔ͜ͱΛใ͢ࠂΔ. ·
ͨಉ࣌ʹ, Ұൠͷൃలํఔࣜʹର͢Δຊख๏ͷ
ద༻Մੑʹ͍ͭͯ͢ߟΔ.

2 ༏ղྼղ๏Λ༻͍ͨਫ਼อূ͖
๏ࢉܭ

༏ղྼղ๏Λ༻͍ͯ, (1)ͷղʹର͢Δ
తͳแؚΛಘΔͨΊʹ࣍ͷఆཧΛ༻͍Δ [2].

ఆཧ 1  (1)ͷྼղ u ∈ W ͱ༏ղ u ∈ W

͕ u ≤ uΛຬͨ͠, ͔ͭ, f ͕ Carathéodory

functionͰ͋ͬͯ,

|f(s)| ≤ k(x, t),

for a.e. (x, t) ∈ Q, ∀s ∈ [u(x, t), u(x, t)],

(2)

Λຬͨ͢ k ∈ L2
+(Q)͕ଘ͢ࡏΔͱ͖,  (1)

ղ u ∈ W0Λͪ, u ∈ [u, u]͕Γཱͭ.

 (1)ʹର͢Δ༏ղީิΛ࣍ͷΑ͏ʹߏ
͢Δ.

ेେ͖ͳn ∈ NΛͱΔ. ࣜ (1a)ͷӈลʹઁಈ
δ > 0ΛՃ͑, 0 = t0 < t1 < · · · < tnʹରͯ͠,

ͦͷઁಈ͕༩͑ΒΕͨͷ֤ࠁ࣌ tiʹର͢Δ
ղࣅۙ u∗(·, ti) ∈ C2

0 (Ω)ͱ (1)ͷఆৗ
ʹର͢Δۙࣅղ u∗(·, tn+1) ∈ C2

0 (Ω) (tn+1 :=

τ) Λ͢ࢉܭΔ. u(·, ti) ͱ u(·, ti+1) (i =

0, 1, · · · , n)Λઢؒ͢ิܗΔ͜ͱͰ,  (1)ʹ
ର͢Δ༏ղީิ u ∈ C(0, τ ;C2

0 (Ω))ΛಘΔ. 
 (1)ʹର͢Δྼղީิ, ࣜ (1a)ͷӈลʹઁ
ಈ−δΛՃ͑, ಉ͡ૢ࡞Λ͢Δ͜ͱʹΑΓಘΔ.

͜͜Ͱ,

C =

(C(0, τ ;C2
0 (Ω))) ∩ (

n⋂

i=0

C∞(ti, ti+1C
2
0 (Ω))

ͱ͠, ૉ༺࡞ F Λ

F : C → R;u )→ ∂tu−∆u− ε−2(u− u3)
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ͱఆٛ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ͷ໋࣍ 2, 3ʹΑΓ,

͜ͷ༏ղީิ u∗ͱྼղީิ u∗͕ͦΕͧΕ, 
 (1)ʹର͢Δ༏ղ, ྼղͷఆٛΛຬͨ͢͜ͱ
͔֬ΊΔ.

໋ 2 ༏ղީิ u∗ ∈ C͕

1

2
(F (u∗(x, ti)) + F (u∗(x, ti+1)))

− (ti+1 − ti)
2M(x) ≥ 0, for all x ∈ Ω,

Λຬͨ͢ͱ͖, u∗(x, t) ∈ W0 Ͱ͋Γ, u∗(x, t)

 (1)ͷ༏ղͰ͋Δ. ͨͩ͠,

M(x) = max
t∈(ti,ti+1)

∂2
t F (u∗(x, t))

ͱ͢Δ.

໋ 3 ྼղީิ u∗ ∈ C͕

u∗(x, t) ≥ 0 ͔ͭ

F (u∗(x, t)) ≤ 0, for all (x, t) ∈ Ω× {ti, ti+1},

Λຬͨ͢ͱ͖, u∗(x, t) ∈ W0 Ͱ͋Γ, u∗(x, t)

 (1)ͷྼղͰ͋Δ.

3 ࣮ํݧ๏

֤ؒ࣌ ti ʹ͓͚Δ༏ղީิ u∗(·, ti), ྼղީ
ิ u∗(·, ti), ಛʹ,  (1)ͷࣜ (1a)ʹઁಈΛ
༩͑ͨࣜʹର͠, H1

0 (Ω)ͷੵͰަԽ͞Εͨ
Legendreଟ߲ࣜ [5]Λ༻͍ͨGalerkin spectral

๏ͱޙୀ Euler๏Λ༻͍ͯۙ͢ࢉܭࣅΔ. ͦͷ
,ޙ u∗, u∗͕ͦΕͧΕ, ༏ղ, ྼղͷఆٛΛຬͨ
͢͜ͱΛࣔͨ͢Ίʹ, ྖҬΛখ͍͞ྖҬʹׂ
͠, ͦͷશͯʹ໋͍ͭͯ 2, 3ͷ͕݅Γཱ
ͭ͜ͱΛ۠ؒԋࢉʹΑͬͯࣔ͢.

໋ 2, 3ͷ݅Λࣔ͢ϓϩάϥϜͷ͏ͪ, ϝ
ϞϦ༻ྔ͕େ͖͍෦, ༏ղީิ u∗, ྼղ
ީิ u∗Λߏ͢ΔͨΊͷۙࣅղ๏ϓϩάϥϜ
Λ۠ؒԋࢉ༻ʹม͑ͨ෦Ͱ͋Δ. ͕ͨͬͯ͠,

ຊख๏ʹΑΔ (1)ͷղʹର͢Δਫ਼อূ
͖ࢉܭϓϩάϥϜ, ղ๏ϓϩάϥϜࣅۙ
ͷ 2ഒ͔Β 4ഒఔͷϝϞϦফඅྔͰ࣮ߦՄ
Ͱ͋Δͱ͑ߟΒΕΔ.

ँࣙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

CREST, JST, JPMJCR14D4ɼJSPSՊݚඅ
19K14601ɼ͓Αͼެӹஂࡒ๏ਓΈͣ΄ֶज़ৼ
.ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δஂࡒڵ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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γϑτ͖LRมΛ༩͑ΔdLVs෮ͷऩଋੑʹ͍ͭͯ

২ా Ѵ 1, ࡚ؠ խ࢙ 2, தଜ Ղਖ਼ 1

ཱେֶژେֶɼ2ژ1
e-mail : ueda.asahi.38m@st.kyoto-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ࢄϩτΧɾϘϧςϥ (discrete Lotka-Volterra)

Λଊ͑ͨͱͱੜͷั৯-ඃ৯ؔܥ
༺ͱͯ͠༗໊Ͱ͋Δ͕ɼdLV෮Λརܥֶྗࢄ
͢Δͱ࣮ରশ 3ॏର֯ྻߦΛର֯ԽͰ͖Δ͜ͱ
͕ใ͞ࠂΕ͍ͯΔ [1]ɽ࣮ରশ 3 ॏର֯ྻߦͷ
૬ࣅมܗΛ༩͑Δࣸ૾্ 2ॏର֯ྻߦͷಛҟ
มԽͤ͞ͳ͍ͨΊɼdLV ෮Ͱ্ 2 ॏର
ΊΒΕΔɽϋεϗϧμมٻͷಛҟྻߦ֯
ಛҟΛอͪͳ͕Β্ྻߦͱํ͢ࢪΛ 2

ॏର֯ԽͰ͖ΔͨΊɼdLV ෮ʹͮ͘ج dLV

ΞϧΰϦζϜ൚༻ੑͷಛҟ͍ߴࢉܭΞϧΰ
ϦζϜͰ͋ΔɽdLV ΞϧΰϦζϜͷऩଋΛՃ
ͤ͞ΔͨΊɼdLV ෮ʹରͯ͠ݪγϑτ
͕ಋೖ͞ΕͨmdLVs (modied dLV with shift)

෮ [2] ͱ dLVs (dLV with shift) ෮ [3] ͕
ఏҊ͞Ε͍ͯΔɽmdLVs ෮ʹର༷ͯ͠ʑ
ͳ͕ڀݚਐΈɼdLV ΞϧΰϦζϜΑΓ࣮༻
తͳmdLVs ΞϧΰϦζϜ͕ఆࣜԽ͞Ε͍ͯΔ
[2]ɽҰํɼdLVs ෮mdLVs ෮ͱൺͯ
ఏҊ͞Εͨͷ͕ൺֱతۙ࠷Ͱ͋ΔͨΊɼdLVs

෮ʹର͢ΔڀݚՌօແͰ͋Δɽ
ຊߘͰɼdLVs ෮ͷݻ༗͓Αͼಛҟ

ͷऩଋੑʹ͍ͭͯ໌Β͔ʹ͢Δɽ

2 LRมΛ༩͑Δ dLV෮

࣮ରশ3ॏର֯ྻߦͷߦΛmͱ͢ΔͱdLV

෮ͷԽࣜ

v(n+1)
k (1 + δ(n)v(n+1)

k−1 ) = v(n)k (1 + δ(n)v(n)k+1),

(k = 1, 2, . . . , 2m− 1),

v(n)0 = 0, v(n)2m = 0

Ͱ༩͑ΒΕΔɽ͜͜Ͱ n෮ճͰ͋Γɼk

ྻߦͷ൪߸ͱରԠ͢Δɽ·ͨɼδ(n) 
ࢄԽύϥϝʔλͰ͋Γɼҙͷਖ਼ͷͰ͋
Δɽओର֯શͯ 1/δ(n)(1+δ(n)v(n)2k−2)(1+

δ(n)v(n)2k−1)͕ฒͼɼ෭ର֯ͯ͢ 1Ͱ͋Δ
Լ 2ॏର֯ྻߦΛ L(n) ͱ͠ɼओର֯શ
ͯ 1Ͱ͋Γɼ෭ର֯ͯ͢ʹ δ(n)v(n)2k−1v

(n)
2k

͕ฒͿ্ 2ॏର֯ྻߦΛ R(n)ͱ͢Δɽ͜ͷͱ

͖ɼdLVs෮ʹ͓͚Δ n → n+ 1Λࣜܗྻߦ
Ͱද͢ݱΔͱ

L(n+1)R(n+1) = R(n)L(n) −
(

1

δ(n)
− 1

δ(n+1)

)

ͱͳΔɽ͞ΒʹɼT (n) := L(n)R(n) − 1/δ(n)ͱ
͓͘ͱ

T (n+1) = R(n)L(n) − 1

δ(n)

= R(n)T (n)(R(n))−1

ͱॻ͖͑ΒΕΔɽ(G(n))−1T (n)
s G(n) = T (n)

ͱͳΔର֯ྻߦ G(n)ͱਖ਼ఆ࣮ରশ 3ॏର֯
ྻߦ T (n)

s ͕ଘ͢ࡏΔͷͰɼdLVࣸ૾ LRม
ͮ͘جʹ T (n)

s ͷ૬ࣅมܗΛ༩͑Δ͜ͱ͕
͔Δɽ

3 γϑτ͖LRมΛ༩͑Δ dLVs
෮

dLVs෮
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v(n+1)
2k−1 (1 + δ(n+1)v(n+1)

2k−2 )

=
1

δ(n)
(1 + δ(n)v(n)2k−1)(1 + δ(n)v(n)2k ),

(k = 1, 2, . . . ,m)

v(n+1)
2k (1 + δ(n+1)v(n+1)

2k−1 ) = δ(n)v(n)2k v(n)2k+1,

(k = 1, 2, . . . ,m− 1)

v(n)0 := 0, v(n)2m := 0

ͰఆΊΒΕΔࣸ૾ {v(n)1 , v(n)2 , . . . , v(n)2m−1} →
{v(n+1)

1 , v(n+1)
2 , . . . , v(n+1)

2m−1}ͷ܁Γฦ͠Ͱ͋Δɽ
w(0)
k := v(0)k (1+ δ(0)v(0)k−1)͕ʹݱΕΔm࣍
ͷ্ 2ॏର֯ྻߦ

B(0) :=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
w(0)
1

√
w(0)
2√

w(0)
3

. . .

. . .
√
w(0)
2m−2

0
√
w(0)
2m−1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ʹରͯ͠ dLVs෮ͷॳظΛ v(0)k = b2k/(1 +

δ(0)v(0)k−1)ͷΑ͏ʹఆΊΔͱɼB(0) ͷ্͖ఴ
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ࣈ 0Λ nʹஔ্͖ͨ͑ 2ॏର֯ྻߦ B(n)ʹ
ରͯ͠

(B(n))⊤B(n) = (B(0))⊤B(0) +
n∑

N=1

1

δ(N)

͕Γཱͭɽ͜Ε n ճͷ dLVs ෮ͰಘΒ
ΕΔ (B(n))⊤B(n)ͷݻ༗ λk((B(n))⊤B(n))ʹ
ؔͯ͠ λk((B(n))⊤B(n)) = λk((B(0))⊤B(0)) +∑n

N=1 1/δ
(N)͕Γཱͭ͜ͱΛҙຯ͢Δɽͨ ͩ

͠ɼλ1(·) ≥ λ2(·) ≥ · · · ≥ λm(·)Ͱ͋Δɽδ(n)

 B(n)ͷͱແؔʹఆΊΒΕΔҙͷύ
ϥϝʔλʔͰ͋Δ͜ͱʹҙ͍ͨ͠ɽ

4 dLVs෮ͷۙղੳ

n → ∞ʹ͓͚Δ dLVs෮ͷۙڍಈΛௐ
Δࡍʹ༗ޮͳิॿม

u(n)2k−1 :=
1

δ(n)
(1 + δ(n)v(n)2k−2)(1 + δ(n)v(n)2k−1),

u(n)2k := δ(n)v(n)2k−1v
(n)
2k ,

v̄(n)k :=
u(n)k

1− δ(n)v̄(n)k−1

Λಋೖ͢Δɽw(0)
k > 0͕Γཱͭͱ͖ɼγϑ

τύϥϝʔλ δ(n)ʹ੍ΛՃ͑ΔͱɼdLVsม
ͱิॿมͷਖ਼ෛʹ͍ͭͯҎԼͷ໋͕ಘΒ
ΕΔɽ

໋ 1 w(0)
k > 0ͷͱ͖ δ(n) < 0͔ͭ

∑∞
n=0(

−1/δ(n)
)
< λm((B(0))⊤B(n))ͳΒ

u(n)k , v̄(n)k , w(n)
k > 0, k = 1, 2, . . . , 2m− 1,

v(n)2k−1 > 0, k = 1, 2, . . . ,m,

v(n)2k < 0, k = 1, 2, . . . ,m− 1.

໋ 1Λ౿·͑Δͱw(n)
k ͱw(0)

k Λؔ࿈͚Δ
ҎԼͷิ͕ಘΒΕΔɽ

ิ 2 w(0)
k > 0ͷͱ͖ δ(n) < 0͔ͭ

∑∞
n=0(

−1/δ(n)
)
< λm

(
(B(0))⊤B(0)

)
ͳΒ

w(n)
k =

(
n−1∏

N=0

1

γ(N)
k

1− δ(N)v̄(N)
k+1

1− δ(N)v̄(N)
k−1

)
w(0)
k .

ͨͩ͠ɼk͕حͷͱ͖ γ(n)k ≥ 1ɼk͕ۮͷ

ͱ͖ 0 < γ(n)k ≤ 1Ͱ͋Δɽ

dLVs෮ʹ͢ࡏΔ୯ௐ૿Ճੑͱ୯ௐݮগੑ
͕ิ 2͔ΒಡΈऔΕɼ͜ͷੑ࣭ͱ w(n)

k ͷ༗
քੑΛΈ߹ΘͤΔͱҎԼͷ໋͕ಋ͔ΕΔɽ

໋ 3 w(0)
k > 0ͷͱ͖ δ(n) < 0͔ͭ

∑∞
n=0(

−1/δ(n)
)
< λm

(
(B(0))⊤B(0)

)
ͳΒ

lim
n→∞

w(n)
2k−1 = ck,

lim
n→∞

w(n)
2k = 0.

ͨͩ͠ɼck  c1 > c2 > · · · > cm > 0ΛΈͨ
͢ఆͰ͋Δɽ

໋ 1ͱ λk((B(n))⊤B(n)) = λk((B(0))⊤B) +∑n
N=1 1/δ

(N)ΛซͤΔͱ dLVs෮ͷۙڍಈ
ʹؔ͢Δओఆཧ͕ಋ͔ΕΔɽ

ఆཧ 4 w(0)
k > 0ͷͱ͖ δ(n) < 0͔ͭ

∑∞
n=0

(−1/δ(n)) < λm
(
(B(0))⊤B(0)

)
ͳΒ

lim
n→∞

w(n)
2k−1 = λk

(
(B(0))⊤B(0)

)
+

∞∑

n=0

1

δ(n)

= σ2
k(B

(0)) +
∞∑

n=0

1

δ(n)
,

lim
n→∞

w(n)
2k = 0.

ͨͩ͠ɼσk(B(0))B(0)ͷಛҟͰ͋Δɽ

5 ·ͱΊͱޙࠓͷ՝

ຊߘͰɼdLVs෮ʹ͓͚Δ࣮ରশ3ॏର֯
༗ͷۙऩଋੑΛ໌Β͔ʹͨ͠ɽݻͷྻߦ
͜ͷՌ͔Β dLVs෮ʹ࣮͍ͨͮجରশ 3ॏ
ର֯ྻߦͷݻ༗ࢉܭΞϧΰϦζϜɼ͞Βʹ
্ 2ॏର֯ྻߦͷಛҟࢉܭΞϧΰϦζϜͷఆ
ࣜԽ͕ظͰ͖Δɽޙࠓͷ՝ɼύϥϝʔλ
δ(n)ʹ੍ΛՃ͑ͳ͍߹ͷۙऩଋੑࢉܭ
ਫ਼ͱࢉܭͷ྆໘Ͱ࠷దͱͳΔγϑτύϥ
ϝʔλઓུɼdLVs෮ͷऩଋ࣍ͳͲɼΞϧ
ΰϦζϜͷఆࣜԽʹ͔ܽͤͳ͍جຊੑ࣭Λௐ
Δ͜ͱͰ͋Δɽ

ݙจߟࢀ
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ࢄ૬ରతํాށఔ͕ࣜ༩͑Δγϑτ͖LRมʹ͍ͭͯ

ᝳԼ ঘ 1, ࡚ؠ խ࢙ 1, ຊࢁ ༗࡞ 2

1 ཱେֶɼ2ژ ௨৴େֶؾి
e-mail : n minoshita@mei.kpu.ac.jp

1 ͡Ίʹ

࣮ରশ 3ॏର֯ྻߦͷݻ༗ࢉܭʹ༻͍ΒΕ
Δ qdΞϧΰϦζϜͷԽࣜɼํాށࢄఔ
ࣜͱҰக͢Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [1]ɽాށࢄ
ํఔࣜͷ֦ு൛ͷ 1͕ͭࢄ૬ରతํాށఔ
ࣜͰ͋Δ͕ɼࢄ૬ରతํాށఔࣜͱݻ༗
͞ࠂΞϧΰϦζϜͷ݁ͼ͖ʹ͍ͭͯใࢉܭ
Ε͍ͯͳ͍ɽຊߘͰɼࢄ૬ରతํాށఔ
ࣜͷΈͳྻߦදࣔΛΛ͍ݟग़͢͜ͱͰɼࢄ
૬ରతํాށఔ͕ࣜϔοηϯϕϧάྻߦʹର
͢Δݪγϑτ͖LRมΛ༩͑Δ͜ͱΛ໌
Β͔ʹ͢Δɽࢄ૬ରతํాށఔࣜɼϩʔ
ϥϯަଟ߲ࣜʹର͢ΔΫϦετϑΣϧม
ͱδΣϩχϚεมͷඇࣗྭ൛ͷཱ྆݅Λߟ
͑Δ͜ͱͰಋ͔ΕΔɽඇࣗྭԽͷࡍʹՃ͞Ε
ͨύϥϝʔλ͕ݪγϑτͷׂΛՌͨ͢ɽ

2 ࢄ૬ରతํాށఔࣜͱγϑτ͖
LRม

C্ͷϩʔϥϯଟ߲ࣜશମ͔ΒͳΔઢۭؒܕ
ΛC[zɼz−1]ͱ͠ɼઢܗ൚ؔL : C[zɼz−1] →
C Λ͑ߟΔɽ2 ͭͷϞχοΫͳ n ଟ߲ࣜྻ࣍
{φn(z)}n=0,1,...,{ψn(z)}n=0,1,... ʹରͯ͠

L[φn(z)ψm(z−1)] = hnδmnɼ hn ̸= 0ɼ

͕Γཱͭͱ͖,φn(z),ψn(z)Lʹؔ͢Δϩʔ
ϥϯަଟ߲ࣜͱݺΕΔɽϩʔϥϯަ
ଟ߲ࣜ φn(z)ʹؔ͢ΔΫϦετοϑΣϧมͱ
δΣϩχϚεมͦΕͧΕ

zφ(k+1)
n = φ(k)n+1(z) + u(k)n φ(k)n (z)ɼ (1)

φ(k+1)
n (z) = φ(k)n (z) + v(k)n φ(k)n−1(z)ɽ (2)

ͳͷͰ,ύϥϝʔλ λ(k) Λಋೖ͢Δͱඇࣗྭͳ
ΫϦετϑΣϧม

(z − λ(k))φ(k+1)
n (z) = φ(k)n+1(z) + a(k)n φ(k)n (z)ɼɹ

a(k)n := −
φ(k)n+1(λ

(k))

φ(k)n (λ(k))
(3)

ͱඇࣗྭͳδΣϩχϚεม

(1 + b(k)n )φ(k)n (z) = φ(k+1)
n (z) + b(k)n zφ(k+1)

n−1 (z)ɼ

b(k)n := − v(k)n

a(k)n−1

ɼ (4)

͕ಘΒΕɼ(3),(4)ͷཱ͔྆݅Βࢄ૬ରత
ఔࣜํాށ [2]

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a(k+1)
n + λ(k+1)(1 + b(k+1)

n )

= a(k)n
1 + b(k)n+1

1 + b(k)n

+ λ(1 + b(k)n+1),

a(k+1)
n−1 b(k+1)

n = a(k)n b(k)n
1 + b(k)n+1

1 + b(k)n

(5)

͕ಋ͔ΕΔɽҎ߱ɼ؆ུԽͷͨΊɼ্͖ఴࣈ
(k)Λলུ͠ɼ্͖ఴࣈ (k + 1)Λ ∗ͱॻ͘ɽ
ࢄ૬ରతํాށఔࣜ (5)దͳྻߦΛಋ
ೖ͢Δͱ
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(A∗ + λ∗I) +B∗(A∗ + λ∗I)J

= (I + JB)(A+ λI),

B∗A∗(I + JB) = (I + JB)AB,

(6)

A :=

⎛

⎜⎝
a0

a1
. . .

⎞

⎟⎠ɼ J :=

⎛

⎜⎝
0 1

0 1
. . .

⎞

⎟⎠ ,

B :=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

b1 0

b2 0
. . .

. . .

⎞

⎟⎟⎟⎠

ͷΑ͏ʹॻ͖͑ΒΕΔɽྻߦʹؔ͢Δ߃ࣜ

(I −B∗A∗)−1(I + λB∗)(A∗ + J) + λ∗I

= (A+ J)(I −BA)−1(I + λB) + λI (7)

ͷ෦ΛϊΠϚϯల։͢Δͱྻߦٯ͍͓ͯʹ
(6)͕ಘΒΕΔ͜ͱʹҙ͢Δɽ͞Βʹɼ(7)Λ
ཧ͢Δͱ

RL− (λ∗ − λ)I = L∗R∗ɼ (8)
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L :=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1

−a0b1 1

−a1b2
. . .
. . .

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

−1

×

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1

λb1 1

λb2
. . .
. . .

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
ɼ

R :=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

a0 1

a1 1

a2
. . .
. . .

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

ͱͳΔͷͰɼࢄ૬ରతํాށఔࣜ (5)ཅ
తγϑτ͖LRมΛ༩͑Δ͜ͱ͕͔Δɽ

1

...
... ... ...

1

0
1

...
1
...

ਤ 1. ϔοηϯϕϧάྻߦ L(0)R(0) ͷߏ

ਤ 1 ͷΑ͏ͳؒͷϔοηϯϕϧάྻߦ
ͳΒࢄ૬ରతํాށఔࣜ (5) ͷॳظ
a(0)s ,b(0)s 

⎧
⎪⎨

⎪⎩

a(0)s = css − a(0)s−1b
(0)
s ɼ

b(0)0 = 0, b(0)s =
cs0

cs−10a
(0)
s−1

(9)

ͷΑ͏ʹఆΊΒΕΔɽิ ॿมwn := an+λ(1+

bn)Λಋೖ͢Δͱࢄ૬ରతํాށఔࣜ (5)
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

w∗
n = wn

1 + bn+1

1 + bn
ɼ

b∗n = bn
wn − λ(1 + bn)

w∗
n−1 − λ∗(1 + b∗n−1)

1 + bn+1

1 + bn
,

(10)

ͱॻ͖͑ΒΕ,ࢄ૬ରతํాށఔࣜ (5)

ʹ͢ࡏΔ୯ௐੑ͕ݟग़͞ΕΔɽɹࢄ૬ର
తํాށఔࣜ (5) ͕γϑτ͖ LR มΛ
༩͑Δ͜ͱΛΈ߹ΘͤΔͱɼk → ∞ ͷͱ

͖ bn → 0,wn → µn + λ −
∞∑

(λ∗ − λ),an →

µn −
∞∑

(λ∗ − λ)͕ࣔ͞ΕΔɽͨͩ͠ɼµn 
µ1 > µ2 > . . . ΛΈͨ͢ϔοηϯϕϧάྻߦ
L(0)R(0) ͷݻ༗Ͱ͋Δɽ

3 ࣮ݧ

ਤ 1 ͷߏΛͭ 6 ߦͷϔοηϯϕϧά࣍
ྻΛςετྻߦͱ͢Δɽࢄ૬ରతํాށఔ
ࣜ (5)Λ༻͍ͯςετྻߦͷݻ༗ΛٻΊɼͦ
Εʹؚ·ΕΔ૬ରࠩޡͱࢄ૬ରతํాށఔ
ࣜ (5)ͷ෮ճʹ͍ͭͯٞ͢Δɽͨͩ͠ɼ
Mathematicaͷ eigenvaluesؔͰ͞ࢉܭΕͨ
ΛਅͱΈͳͨ͠ɽύϥϝʔλͷબͼํʹͭ
͍ͯ
1)λ(k+1) − λ(k) = 0 λ(0) = 0

2)λ(k+1)−λ(k) = (0ɽ1)k×λ(1)ɼ k = 1, 2, . . . ,

λ(0) = 0ɼ λ(1) = 0ɽ9× µn

ͷΑ͏ͳ 2छྨΛ͑ߟΔɽਤ 2෮ճ kʹ

ਤ 2. ਅ µ5 ʹର͢Δࢉܭ a5+
∑

(λ∗ − λ)ͷ૬ରޡ

ࠩ |(a5 +
∑

(λ∗ − λ)− µ5)/µ5|ͷൺֱ (ॎ࣠:૬ରࠩޡɼ

ԣ࣠:ࢉܭճ, ʷ :λ∗−λ = 0,˙:λ∗−λ = (0ɽ1)k×λ(1))

͓͚Δ a(k)5 +
k−1∑

ℓ=0

(λℓ+1 − λℓ)ʹؚ·ΕΔ૬ର

Λදͨ͠άϥϑͰ͋Δɽύϥϝʔλͷબͼࠩޡ
ํʹΑΒͣɼࢄ૬ରతํాށఔࣜ (7)Λ༻
͍Δͱਫ਼Α͘ݻ༗ΛٻΊΒΕΔ͜ͱ͕͔
Δɽࢉܭʹ͍ͭͯύϥϝʔλͷબͼํʹ
େ͖͘ࠨӈ͞ΕΔ͜ͱ͕֬ೝͰ͖Δɽͦͷଞͷ
ྫʹ͍ͭͯߨԋதʹࣔ͢ɽ

ݙจߟࢀ
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ҪϊޱॱҰ, Մੵܥͷཧ, ேॻ
ళ,2018ɽ

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

417



Ұൠੵʹ͓͚ΔަԽͷͨΊͷMGS-HP๏ͷࠩޡղੳ

ຊࢁ ༗࡞ 1, ࠓ ڿ 2

௨৴େֶɼ2ஜେֶؾ1ి

e-mail : yusaku.yamamoto@uec.ac.jp

1 ͡Ίʹ

Z(0) ∈ Rm×nʢm ≥ nʣΛྻϑϧϥϯΫͷߦ

ྻɼA ∈ Rm×mΛରশਖ਼ఆྻߦͱ͠ɼA-ੵ

ʹ͓͚Δ thin QRղ Z(0) = QR, Q⊤AQ =

In Λ͑ߟΔɽࢉܭʹमਖ਼άϥϜɾγϡϛοτ

ʢMGSʣ๏Λ͏߹ɼैདྷAͱϕΫτϧͱ

ͷੵ͕ 2nճඞཁͱ͞Ε͖͕ͯͨɼۙ࠷ɼࠓʹ

ΑΓɼྻߦϕΫτϧੵΛnճʹݮͰ͖ɼ͔ͭɼ

͜ΕΒΛ·ͱΊͯ 1ճͷੵྻߦྻߦͱͯ͠ࢉܭ

Ͱ͖ΔMGS-HPʢMGS High Performanceʣ๏

͕ఏҊ͞Εͨ [1]ɽຊߨԋͰMGS-HP๏ʹର

͢ΔࠩޡղੳΛ͍ߦɼුಈখԋࢉͰͷࠩ

͓Αͼަੑͷࠩޡʹ্͍ͭͯքΛಋग़͢Δɽ

2 MGS-HP๏

MGS-HP๏ͷΞϧΰϦζϜΛҎԼʹࣔ͢ɽ

[Algorithm 1: MGS-HP (col)]

X(0) = [x(0)
1 ,x(0)

2 , . . . ,x(0)
n ] = AZ(0)

do j = 1, n

do i = 1, j − 1

rij = p⊤
i z

(i−1)
j

z(i)
j = z(i−1)

j − rijqi
end do

x(j−1)
j = x(0)

j −
∑j−1

i=1 rijpi

rjj =
√

(z(j−1)
j )⊤x(j−1)

j

qj = z(j−1)
j /rjj

pj = x(j−1)
j /rjj

end do

ຊख๏Ͱɼ࠷ॳʹX(0) ≡ AZ(0)Λͯ͠ࢉܭ

૾ۭؒR(AZ(0))ͷجఈΛ͖͓ͯͬ࡞ɼZ(0)͔

ΒR(Z(0))ͷA-ਖ਼نަجఈ q1, q2, . . . , qnΛ

ɼಉ͡ԽࣜʹΑΓɼAZ(0)͔Βʹ࣌Δͱಉ࡞

R(AZ(0))ͷجఈ p1,p2, . . . ,pn Λͯͬ࡞Ώ͘ɽ

͢Δͱɼ͕ࠩޡͳ͚Ε pi = AqiͱͳΔͷͰɼ

ҙͷϕΫτϧͱ qiͱͷA-ੵɼpiͱͷ

ੵͱͯ͠ࢉܭͰ͖Δɽ·ͨɼA-ਖ਼نԽͷࢉܭɼ

qiɼpiͷԽࣜʹݱΕΔϕΫτϧΛࢉܭͯͬ

Ͱ͖Δɽ͕ͨͬͯ͠MGS-HP๏ͰɼAͱϕ

Ϋτϧͱͷੵ͕ nճͰࡁΈɼ͔͜͠ΕΒΛߦ

X(0)ੵྻߦྻ = AZ(0)ͱͯ͠·ͱΊͯࢉܭͰ

͖Δɽੵྻߦྻߦଟ͘ͷػࢉܭͰޮ͍ߴͰ

ͷࢉܭੑߴͰ͖ΔͨΊɼMGS-HP๏ߦ࣮

,͔Β༗རͰ͋Δɽͨͩ͠ɼp1,p2؍ . . . ,pnΛ

৽ͨʹඞཁʹͳΔɽ͕ࢉܭΊΔԽࣜͷٻ

MGS-HP๏ɼैདྷͷA-ੵ൛MGS๏ɼ

Δ͏Ұͭͷख͢ݮʹϕΫτϧੵΛnճྻߦ

๏Ͱ͋ΔMGS-HA๏ʹൺɼ֨ஈʹߴͰ͋

Δͱ͍͏݁Ռ͕ใ͞ࠂΕ͍ͯΔ [1]ɽ

3 MGS-HP๏ͷࠩޡղੳ

3.1 ๏ͱԾఆ߸ه

ҎԼͰɼ

Z(0) = [z(0)
1 , z(0)

2 , . . . , z(0)
n ] ∈ Rm×n, (1)

Q = [q1, q2, . . . , qn] ∈ Rm×n, (2)

P = [p1,p2, . . . ,pn] ∈ Rm×n, (3)

R = (rij) ∈ Rn×n (4)

ͱ͓͘ɽ·ͨɼZ(0)ɼQɼP ͷୈ i1ྻʙୈ i2ྻ

͔ΒͳΔྻߦΛͦΕͧΕZ(0)
ii:i2
ɼQii:i2ɼPii:i2ͱ

ɼRͷୈ͠ه i1ߦʙୈ i2ߦɼୈ j1ྻʙୈ j2ྻ

͔ΒͳΔখྻߦΛRii:i2,j1:j2 ͱද͢هΔɽRͷ

ୈ i1ߦʙୈ i2ߦɼୈ i1ྻʙୈ i2ྻ͔ΒͳΔओ

খྻߦ؆୯ʹRii:i2 ͱද͢هΔɽ

·ͨɼΞϧΰϦζϜதͷྻߦɼϕΫτϧɼε

Χϥʔʹ͍ͭͯɼුಈখԋࢉͰྔͨ͠ࢉܭ

Λ্͖ͷϋοτʹΑͬͯද͢ɽྻߦɼϕΫτϧ

ͷϊϧϜɼಛʹදࣔ͠ͳ͍ݶΓ 2ϊϧϜͰ

͋ΔɽA-ੵɼA-ϊϧϜͦΕͧΕ< ·, · >Aɼ

∥ · ∥AͰද͢ɽ·ͨɼྻߦAɼϕΫτϧ bͷ֤

ཁૉͷઈରΛཁૉͱ͢ΔྻߦɼϕΫτϧΛͦ

ΕͧΕ |A|ɼ|b|ͱද͢ɽ·ͨɼؙΊࠩޡͷ୯Ґ
Λ uͰද͠ɼγk ≡ ku/(1− ku)ͱ͢Δɽ

3.2 ͷ্քࠩ

άϥϜɾγϡϛοτ๏ʹ͓͚Δ z(i)
j ͓Αͼ qj

ͷߋ৽ࣜ࣍ͷΑ͏ʹॻ͚Δɽ

z(i)
j = z(i−1)

j − αijqi (1 ≤ i ≤ j − 1),(5)

qj = z(j−1)
j /rjj . (6)
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͜ΕΒͷࣜɼඪ४ੵͰҰൠੵͰಉ͡

Ͱ͋ΓɼCGS๏ͰMGS๏Ͱಉ͡Ͱ͋Γɼ

MGS-HP๏Ͱैདྷ๏Ͱಉ͡Ͱ͋Δɽҧ͏

ͷ rij ͷࢉܭ๏ͷΈͰ͋Δɽ

จݙ [2, Theorem 3.1]Ͱɼࣜ (5)ɼ(6)ͷΈ

ࢠͰͷQRҼࢉɼුಈখԋ͖ͮجʹ Q̂ɼR̂

ͷࠩ∆E(1)ʹ͍ͭͯ࣍ͷࣜΛಋग़͍ͯ͠Δɽ

Z(0) +∆E(1) = Q̂R̂,

∥∆E(1)∥ ≤ O(n
3
2 )u

[
∥Z(0)∥+ ∥Q̂∥ ∥R̂∥

]
.

MGS-HP๏Ͱࣜ (5)ɼ(6)ಉ͡Ͱ͋Δ͔Βɼ

ͷධՁ͕ࣜΓཱͭɽܗಉ͍ͯͭ͡ʹࠩ

3.3 ަੑࠩޡͷૈ͍ධՁͱͦͷ

RozloznikΒʹΑΕɼA-ੵͷMGS๏ʹ

͓͚ΔେҬతͳަੑࠩޡ< q̂i, q̂j >Aʢi < jʣ

ɼہॴతͳަੑࠩޡ< q̂i, ẑ
(i)
j >Aʢ͢ͳΘ

ͪ ẑ(i−1)
j Λ q̂iʹରͯ͠A-ަԽͨ͠ޙͷ

ަԽࠩޡʣ͕ྻߦ R̂−1ʹΑΓɾूੵ͞Εͯ

ੜ͡Δͷͱཧղ͞ΕΔ [2]ɽہॴతͳަੑ

ࠩޡ κ2(R̂)ʹґଘ͠ͳ͍͜ͱ͔ΒɼେҬతͳ

ަੑࠩޡO(κ2(R̂))Ͱ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔɽ

ҰํɼMGS-HP๏ͰɼަԽʹ͓͚Δ

ੵ < q̂i, ẑ
(i−1)
j >A ΛɼԽࣜʹΑΓͨ͠ࢉܭ

p̂iΛ༻͍ͯ p̂⊤
i ẑ

(i−1)
j ͱ͢ࢉܭΔɽ͕ͨͬͯ͠ɼ

p̂i ͱ Aq̂i ͱͷ͕ࠩہॴతͳަੑࠩޡʹө

͢Δɽͱ͜Ζ͕ɼԽࣜΛྻߦද͢ݱΔͱɼp̂i =

fl((AZ(0))R̂−1)eiɼAq̂i = Afl(Z(0)R̂−1)eiʢͨ

ͩ͠ eiୈ i୯ҐϕΫτϧʣͰ͋Γɼ͜ΕΒͷ

ࠩO(∥A∥ ∥Z(0)∥ ∥R̂−1∥u)ఔ·Ͱେ͖͘ͳ
Γ͏Δɽ͜ΕΑΓɼہॴతͳަੑࣗࠩޡମ͕

κ2(R̂)ʹൺྫ͢Δ͜ͱʹͳΓɼେҬతͳަੑ

O((κ2(R̂))2)ͱͳΔͱ༧͞ΕΔɽࠩޡ

ͱ͜Ζ͕࣮ݧʹΑΔͱɼMGS-HP๏ͷେ

Ҭతͳަੑࠩޡ O(κ2(R̂))Ͱ͋ΓɼMGS-

HA๏ͱ΄΅͍͠ [1]ɽ͜Εɼ্هͷΑ͏ͳ

ղੳͰઆ໌Ͱ͖ͳ͍ɽࠩޡ͍ૈ

3.4 ަੑࠩޡͷৄࡉͳධՁ

ͦ͜ͰɼަੑࠩޡͷΑΓৄࡉͳධՁΛ͏ߦɽ

ධՁͷͨΊͷͱͯ͠RozloznikΒͷͷ

Λ༻͍Δ͕ɼہॴతͳަੑࠩޡͷධՁͱɼہ

ॴతͳަੑ͔ࠩޡΒେҬతͳަੑࠩޡΛධ

Ձ͢Δ෦ΛɼΑΓҙਂ͘͏ߦΑ͏ʹ͢Δɽ

ͦͷ݁Ռɼہॴతͳަੑࠩޡ < q̂i, ẑ
(i)
j >A

 κ2(R̂) Ͱͳ͘ɼͦͷट࠲খྻߦͷ݅

κ2(R̂1:i)ʹൺྫ͠ɼہॴతͳަੑࠩޡͱେҬ

తͳަੑࠩޡ< q̂i, q̂j >Aʢi < jʣͱΛ݁ͼ

͚ΔྻߦɼR̂Ͱͳͦ͘ͷओখྻߦ R̂i+1:n

Ͱ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔɽ͜ΕΑΓɼେҬతަ

ੑΛද͢ྻߦ Q̂⊤AQ̂ − In ͷ֯ࡾ্ٛڱ

∆E(3)ʹ͍ͭͯɼ࠷ऴతʹ࣍ͷධՁ͕ಘΒΕΔɽ

∥∆E(3)∥F ≤ O(mn
√
mn)u · ∥A∥ ∥Q̂∥×

max
1≤i≤n

{
κ2(R̂1:i)κ2(R̂i+1:n)

√

1 +
∥R̂1:n,i+1:n∥2F
∥R̂i+1:n∥2F

}

×max
i≤j

∥ẑ(i−1)
j ∥

∥ẑ(i−1)
j ∥A

. (7)

Ұํɼਖ਼ੑنʹ͍ͭͯ࣍ͷධՁ͕ಘΒΕΔɽ

| ∥q̂i∥2A − 1|
≤ O(m

√
m)u · κ2(R̂1:i)∥q̂i∥ ∥A∥ ∥Q̂1:i∥F .

ࣜ (7)ΛMGS๏ͷେҬతަੑͷධՁ [2]ͱ

ൺΔͱɼnʹؔ͢ΔΦʔμʔ͕
√
n͚ͩ૿͑

͓ͯΓɼ͔ͭ κ2(R̂)͕max1≤i≤n {·}ʹஔ͖
Θ͍ͬͯΔɽMGS-HP๏ͷަੑޡ͍ૈ͕ࠩޡ

ࠩධՁ͔Β༧͞ΕΔΑΓখ͍͞ͷɼ͜ͷ

ྔ͕ଟ͘ͷ߹ɼκ2(R̂)ఔʹͳ͍ͬͯΔ͔Β

Ͱͳ͍͔ͱ͑ߟΒΕΔɽҰํɼਖ਼ੑنͷࠩޡ

ɼMGS๏Ͱκ2(R̂)ʹґଘ͠ͳ͍͕ɼMGS-

HP๏Ͱκ2(R̂)ʹൺྫ͢Δ݁Ռʹͳ͍ͬͯΔɽ

͜ΕΒͷ݁Ռʹ͍ͭͯɼ࣮ݧʹΑΓৄ͍͠

ͷ՝Ͱ͋Δɽޙࠓͱɼ͜͏ߦΛূݕ
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ະͷྻߦͱͦͷෳૉڞసஔΛಉ࣌ʹؚΉSylvesterํఔࣜʹ͍ͭͯ

ࠤ ༞थ 1, ીզ෦  1, Ⴒ࣋ ஐ࠸ 1, ு ྑ 1

େֶݹ1໊ େֶӃڀݚֶՊ Ԡ༻ཧֶઐ߈
e-mail : y-satake@na.nuap.nagoya-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ຊڀݚͰɼ∗-congruence Sylvesterํఔࣜ

AX +X∗B = C (1)

Δɽ͜͜ͰɼA͑ߟ͍ͯͭʹ ∈ Cm×nɼB ∈
Cn×mɼC ∈ Cm×mطͰ͋ΓɼX ∈ Cn×m

ະͰ͋Δɽ·ͨɼX∗ྻߦXͷෳૉڞ
సஔΛද͢ɽ∗-congruence Sylvesterํఔࣜɼ
T-congruence Sylvesterํఔࣜ

AX +XTB = C (2)

ͷ֦ுͰ͋Γɼ (1)ɼ(2)ৼಈղੳͳͲʹݱΕ
Δ palindromicݻ༗ʹԠ༻͞ΕΔ [1]ɽ
ۙɼT-congruence Sylvesterํఔࣜ (2)͕

ҰൠԽ SylvesterํఔࣜͱಉͰ͋Δ͜ͱ͕ࣔ
͞Εͨ [2, 3]ɽҰൠԽ Sylvesterํఔࣜະߦ
ྻͷసஔΛؚ·ͳ͍ํྻߦఔࣜͰ͋Γɼ͜Εʹ
ΑΓɼT-congruence Sylvesterํఔࣜ (2)ʹର
ͯ͠ɼҰൠԽ Sylvesterํఔࣜʹؔ͢Δڀݚͷ
ԉ༻͕ՄͱͳΔɽ
͔͠͠ɼ∗-congruence Sylvesterํఔࣜ (1)ʹ

ରͯ͠ɼະྻߦͷෳૉڞ͕ೖΔͨΊɼಉ
༷ͷཧΛద༻͢Δ͜ͱࠔͰ͋Δɽͦ
͜ͰຊڀݚͰɼ∗-congruence Sylvesterํఔ
ࣜʹରͯ͠ະྻߦͷෳૉڞసஔؚ·ͳ
͍ͯͭʹஙߏணͤ͞Δཧͷؼʹఔࣜํྻߦ͍
ͷՌͱͯ͠ɼ∗-congruenceڀݚΔɽຊ͢ߟ
Sylvesterํఔ͕ࣜҰൠԽ Sylvesterํఔࣜͱಉ
Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͢ɽ

2 T-congruence SylvesterํఔࣜͱҰ
ൠԽ Sylvesterํఔࣜͷؔʹ͍ͭͯ

ຊઅͰɼT-congruence Sylvesterํఔࣜ (2)

ͱҰൠԽ Sylvesterํఔࣜͷؔʹ͍ͭͯड़
Δɽ
m ≥ nͷͱ͖ʹɼҎԼͷओு͕Γཱͭɽ

ఆཧ 1. ʢ[3, Theorem 6]ʣA ∈ Rm×nɼB ∈
Rn×mɼC ∈ Rm×mɼX ∈ Rn×mɼm ≥ nͱ
͢ΔɽBT = SAΛຬͨ͢ྻߦ S ∈ Rm×m ͕
ଘ͠ࡏɼSͷݻ༗λ1, . . . ,λmʹؔͯ͠λiλj ̸=

1 (1 ≤ i, j ≤ m)͕Γཱͭͱ͖ɼT-congruence
Sylvesterํఔࣜ (2)ҰൠԽ Sylvesterํఔࣜ

AX −BTXST = C − (SC)T

ͱಉͰ͋Δɽ

m ≤ nͷͱ͖ʹɼ࣍ͷఆཧ͕Γཱͭɽ

ఆཧ 2. ʢ[3, Theorem 8]ʣA ∈ Rm×nɼB ∈
Rn×mɼC ∈ Rm×mɼX ∈ Rn×mɼm ≤ nͱ
͢ΔɽIm = AD Λຬͨ͢ྻߦ D ∈ Rn×m ͕
ଘ͠ࡏɼS := BTDͷݻ༗ λ1, . . . ,λm ʹؔ
ͯ͠ λiλj ̸= 1(1 ≤ i, j ≤ m) ͕Γཱͭͱ
͖ɼT-congruence Sylvesterํఔࣜ (2)Ұൠ
Խ Sylvesterํఔࣜ

AX̂ −BTX̂ST = C

ͱಉͰ͋Δɽͨ ͩ͠ɼX̂ɼX = X̂−DX̂TB

Λຬͨ͢ɽ

͜ΕΒͷఆཧɼڞ௨ͯ͠ҎԼͷΞϓϩʔν
ʹΑΓࣔ͞ΕΔɽ

1) T-congruence Sylvesterํఔࣜʹ vec࡞
༻ૉΛ࡞༻ͤͯ͞࿈ཱ ܗఔࣜʹมํ࣍1
͢Δɽ

2) ࿈ཱ ͱ͜͢ࢪૉΛ༺࡞ܗఔࣜʹઢํ࣍1
Ͱɼଞͷదͳ࿈ཱ ܗఔࣜʹࣜมํ࣍1
͢Δɽ

3) ࣜมޙܗͷ࿈ཱ ٯʹఔࣜํ࣍1 vec࡞༻
ૉΛํྻߦͯ͠ࢪఔࣜʹ͢Δɽ

vec࡞༻ૉͱɼྻߦΛϕΫτϧʹม͢Δઢ
ૉͰɼX༺࡞ܗ = [x1, . . . ,xm] ∈ Cn×m ʹର
ͯ͠

vec(X) :=

⎡

⎢⎣
x1
...

xm

⎤

⎥⎦ ∈ Cmn (3)

ͱఆٛ͞ΕΔɽ·ͨɼٯ vec࡞༻ૉ vec࡞༻
ૉͷ࡞ٯ༻ૉͰɼvec−1(vec(X)) = X Ͱ͋Δɽ
T-congruence Sylvesterํఔࣜ (2)ʹ vec࡞༻
ૉ (3)Λ͢ࢪͱɼ࿈ཱ ఔࣜํ࣍1

{Im ⊗A+ Pmm(Im ⊗BT)}x = c (4)
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͕ಘΒΕΔɽ͜ ͜ͰɼImm࣍୯Ґྻߦɼx :=

vec(X)ɼc := vec(C)Ͱ͋ΓɼPmmࣜ࣍Ͱఆ
ٛ͞ΕΔஔྻߦͰ͋Δɽ

Pmn :=
m∑

j=1

n∑

k=1

(ekn ⊗ ejm)(ejm ⊗ ekn)
T. (5)

ͨͩ͠ɼein  i൪ͷ͕ 1ɼͦͷ΄͔ͷ
શͯͷ͕ 0ͷ nݩ࣍ϕΫτϧͰ͋Δɽஔ
ྻߦ (5)ҙͷྻߦ Y ∈ Cn×m ʹରͯ͠
vec(Y T) = Pmnvec(Y ) Λຬͨͨ͢Ίɼ2) ʹ͓
͍ͯ࿈ཱ ఔࣜํ࣍1 (4)ͷྻߦதͷஔߦ
ྻΛফ͢ڈΔΑ͏ͳઢ࡞ܗ༻ૉΛ͜͢ࢪͱͰɼ
3) Ͱٯ vec࡞༻ૉΛ༻͍ͨͱ͖ʹະྻߦͷ
సஔΛؚ·ͳ͍ํྻߦఔࣜΛಘΒΕΔ͜ͱ͕Θ
͔Δɽ

3 ∗-congruence SylvesterํఔࣜͱҰ
ൠԽ Sylvesterํఔࣜͷؔʹ͍ͭͯ

ຊઅͰɼ∗-congruence Sylvesterํఔࣜ (1)

ʹରͯ͠ɼະྻߦͷෳૉڞసஔؚ·ͳ
ɽ͏ߦஙΛߏணͤ͞Δཧͷؼʹఔࣜํྻߦ͍
∗-congruence Sylvesterํఔࣜʹ vec࡞༻ૉΛ
༻͍Δͱɼ(Im ⊗ A)x+ Pmm(Im ⊗ BT)x̄ = c

ͱͳΓɼxͷΈʹؔ͢Δ࿈ཱ ఔࣜʹͳΒํ࣍1
ͳ͍ɽͦͷͨΊɼલઅͷΞϓϩʔνΛͦͷ··
ద༻͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͍ɽ͔͠͠ɼྻߦͷ࣮෦
ͱڏ෦Λ͚ͯ͑ߟΔ͜ͱͰɼ࣮ͷ࿈ཱ ࣍1
ํఔࣜ
[
G(AR, BR) −G(AI,−BI)

G(AI, BI) G(AR,−BR)

][
xR

xI

]
=

[
cR
cI

]
(6)

͕ಘΒΕΔɽͨͩ͠ɼG(A,B) := Im ⊗ A +

Pmm(Im ⊗ BT)Ͱ͋Γɼ(·)Rɼ(·)IͦΕͧΕ
Ͱڀݚ෦Ͱ͋ΔɽຊڏɾϕΫτϧͷ࣮෦ͱྻߦ
ɼ (6)ͷྻߦʹؚ·ΕΔஔྻߦΛফڈ
͢ΔΑ͏ͳઢ࡞ܗ༻ૉͷߏஙΛͨͬߦɽ݁Ռͱ
ͯ͠ɼఆཧ 1ɼ2ͷ֦ுͱ͍͑ΔҎԼͷ 2ͭͷ
ఆཧΛಘͨɽ
ͷఆཧఆཧ࣍ 1ͷ֦ுͰ͋Δɽ

ఆཧ 3. A ∈ Cm×nɼB ∈ Cn×mɼC ∈ Cm×mɼ
X ∈ Cn×mɼm ≥ nͱ͢ΔɽBT = SĀΛຬ
ྻߦͨ͢ S ∈ Cm×m ͕ଘ͠ࡏɼS ͷݻ༗
λ1, . . . ,λm ʹؔͯ͠ λiλ̄j ̸= 1(1 ≤ i, j ≤ m)

͕Γཱͭͱ͖ɼ∗-congruence Sylvesterํఔ
ࣜ (1)ҰൠԽ Sylvesterํఔࣜ

AX −B∗XST = C − (SC̄)T

ͱಉͰ͋Δɽ

ҎԼఆཧ 2ͷ֦ுͰ͋Δɽ

ఆཧ 4. A ∈ Cm×nɼB ∈ Cn×mɼC ∈ Cm×mɼ
X ∈ Cn×mɼm ≤ nͱ͢ΔɽIm = ADΛຬͨ
Dྻߦ͢ ∈ Cn×m͕ଘ͠ࡏɼS := BTD̄ͷݻ༗
 λ1, . . . ,λmʹؔͯ͠ λiλ̄j ̸= 1(1 ≤ i, j ≤ m)

͕Γཱͭͱ͖ɼ∗-congruence Sylvesterํఔ
ࣜ (1)ҰൠԽ Sylvesterํఔࣜ

AX̂ −B∗X̂ST = C

ͱಉͰ͋Δɽͨ ͩ͠ɼX̂ɼX = X̂−DX̂∗B

Λຬͨ͢ɽ

4 ·ͱΊͱޙࠓͷ՝

ຊڀݚͰɼ∗-congruence Sylvesterํఔࣜ
͕ҰൠԽ SylvesterํఔࣜͱಉͰ͋Δ͜ͱΛ
ࣔͨ͠ɽޙࠓͷ՝ɼຊڀݚͰࣔͨ͠ཧΛ
༻͍ͨޮతͳղ๏ͷઃܭͰ͋Δɽ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 18H05392ͷॿ
Λड͚ͨɽ
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′S (t) = −βS(t)I (t),
′I (t) = β S(t)+σαR(t)( ) I (t)− γ I (t),
′R (t) = γ I (t)− βσ R(t)I (t),
′B (t) = βσ (1−α )R(t)I (t)
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0 
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Figure 4. Classification of disease transmission dynamics in (R1, R2) parameter plane. The straight line with
negative slope is lR0=1 (the threshold condition R0 = 1) and the rounded curve is lEE, where I = 0. Regions
i), ii) and iii) denote the endemic, epidemic and disease extinction parameter regions, respectively. In region
iv) the disease is endemic even if R0 < 1. The parameter values are θ = 0.7, S10 = 0.5, S20 = 0.491 and
I(0) = 0.009.
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Figure 5. Numerical illustrations of epidemic curve using the parameter sets located in the region i) (panel
(A)), ii) (panel (B)), iii) (panel (C)) and iv) (panel (D)), respectively. The parameter values are β = 2.0, θ =
0.7, γ = 1.0/1.5, σ1 = 0.4 for panel (A), 0.6333 for panel (B), 0.2667 for panel (C), 0.4 for panel (D),
σ2 = 0.3333 for panel (A), 0.1333 for panel (B), 0.25 for panel (C) and (D). The values of R1 and R2 are 1.2
and 1.0 for panel (A), 1.9 and 0.4 for panel (B), 0.8 and 0.75 for panel (A), 1.2 and 0.75 for panel (D). Initial
conditions are I(0) = 0.009, S1(0) = 0.5 and S2(0) = 0.491.
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偏微分方程式のリミット・トーラス解に対する位相縮約法
河村 洋史
国立研究開発法人海洋研究開発機構 数理科学・先端技術研究開発センター
e-mail : ykawamura@jamstec.go.jp

概要
本研究 [1]では，非圧縮性流体方程式におけ

る進行振動対流解の位相縮約法を定式化する．
本手法は偏微分代数方程式におけるリミット・
トーラス解の位相縮約法である．各点・各時刻
に加えられた弱い摂動に対する進行振動対流の
時空間的な位相応答を定量化する位相感受関数
を導出し，弱く相互作用する一対の進行振動対
流の間の時空間的な位相同期現象を解析する．

1 研究の背景
自然界にはさまざまな振動現象および同期現

象が存在する [2, 3, 4, 5, 6]．近年，大気大循環
の模型実験である回転水槽実験において，進行
振動対流の同期現象が観察されている [7]．ここ
で，回転水槽は回転方向に連続並進対称性を持
つため，回転水槽における進行振動対流は「空
間に関する連続並進対称性の自発的な破れ」と
「時間に関する連続並進対称性の自発的な破れ」
という２つの「位相」を持つリミット・トーラス
解によって記述される．このような進行振動対
流の同期現象の数理的な理解を目指している．
以前，その第一歩として，シリンダー形状の

Hele-Shawセルにおける振動対流を考えた [8]．
その系は水平方向に連続並進対称性を持つた
め，その系における振動対流も「空間の位相」
と「時間の位相」を持つリミット・トーラス解
によって記述される．その振動対流のダイナミ
クスを位相変数のみで記述する位相縮約法を
定式化し，相互作用する２つの振動対流の間の
空間的・時間的な位相同期現象を解析した．こ
こで，参考文献 [8]で定式化した，偏微分方程
式の進行振動解に対する位相縮約法は，参考文
献 [9, 10, 11, 12]等で定式化した，偏微分方程
式の振動解に対する位相縮約法の一般化である．
本研究 [1]では，回転水槽実験により近い問

題として，非圧縮性流体方程式における進行振
動対流解を考える．次節で述べるように，非圧
縮性流体方程式は偏微分代数方程式である．つ
まり，偏微分代数方程式の進行振動解に対する
位相縮約法を定式化する．

2 非圧縮性流体方程式の進行振動対流解
水平方向に周期境界条件を課して，次のよう

な２次元非圧縮性流体方程式を考える：

0 = ∇ · v, (1)
∂

∂t
v(x, y, t) = −v ·∇v − ∂p

∂x
+ Pr∇2v, (2)

∂

∂t
w(x, y, t) = −v ·∇w − ∂p

∂y
+ Pr Ra θ

+ Pr∇2w, (3)
∂

∂t
θ(x, y, t) = −v ·∇θ + w + ∇2θ. (4)

ここで，圧力 p，水平方向の流速 v，鉛直方
向の流速 w，温度の対流成分 θ を各成分とす
る変数 X = (p, v, w, θ)T を導入すると，式
(1)(2)(3)(4)は，形式的に次のように記述する
ことができる [1]：

M̂
∂

∂t
X(x, y, t) = F [X] + D̂∇2X. (5)

ここで，行列 M̂ = diag(0, 1, 1, 1)と行列 D̂ =
diag(0, Pr, Pr, 1)を定義した．これらの行列は
対角成分にゼロを持つので，特異行列である．
特に，行列 M̂ が特異行列であるため，非圧縮
性流体方程式 (5)は偏微分代数方程式である．
適切な Prandtl数 Pr と Rayleigh数 Ra に

おいて，この系は安定な進行振動対流状態とな
り，その進行振動対流を表すリミット・トーラ
ス解は一般に次のように書くことができる：

X(x, y, t) = X0
(
x − Φ(t), y, Θ(t)

)
. (6)

ここで，対流の位置を表現する空間の位相 Φ
と対流の振動を表現する時間の位相 Θ の時間
発展は次のように与えられる：

Φ̇(t) = c, Θ̇(t) = ω. (7)

そして，進行速度 cと振動数 ω は定数である．
次節では，弱く相互作用する２つの進行振動対
流の間の空間的・時間的な位相同期現象を位相
縮約法により解析する．
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3 弱く相互作用する２つの進行振動対流
弱く相互作用する２つの進行振動対流を考え

る．各系の変数 Xσ(x, y, t) の時間発展は次の
ような方程式で記述できる：

M̂
∂

∂t
Xσ(x, y, t) = F [Xσ] + D̂∇2Xσ

+ ϵG[Xσ, Xτ ]. (8)

ここで，(σ, τ) = (1, 2), (2, 1) である．相互作
用強度 ϵがゼロの場合には，各系の進行振動対
流はリミット・トーラス解 (6)で記述されると
する．
ここにおいて，相互作用強度 ϵが有限である

が十分小さい場合に，式 (8)から次のような位
相方程式を導出することができる [1]：

Φ̇σ(t) = c + ϵΓs (Φσ − Φτ ,Θσ − Θτ ) , (9)

Θ̇σ(t) = ω + ϵΓt (Φσ − Φτ , Θσ − Θτ ) . (10)

ここで，２つの位相結合関数 Γs,tは空間位相差
と時間位相差のみに依存していることに注意す
る．よって，空間位相差 ∆Φ(t) = Φ1(t)−Φ2(t)
と時間位相差 ∆Θ(t) = Θ1(t) − Θ2(t) の時間
発展方程式は次のように与えられる：

d

dt
∆Φ(t) = ϵΓ(a)

s (∆Φ, ∆Θ) , (11)

d

dt
∆Θ(t) = ϵΓ(a)

t (∆Φ, ∆Θ) . (12)

ここで，２つの位相結合関数の反対称成分 Γ(a)
s,t

を次のように定義した：

Γ(a)
s (∆Φ,∆Θ) = + Γs (+∆Φ, +∆Θ)

− Γs (−∆Φ,−∆Θ) , (13)

Γ(a)
t (∆Φ,∆Θ) = + Γt (+∆Φ, +∆Θ)

− Γt (−∆Φ,−∆Θ) . (14)

以上のように，連立偏微分代数方程式 (8)を連
立常微分方程式 (11)(12)に縮約できる．そし
て，弱く相互作用する２つの進行振動対流の間
の空間的・時間的な位相同期現象を式 (11)(12)
から予測できる．実際，理論値は直接数値計算
結果と定量的に一致する．
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Yagi[2]Λࢀরʣɽ͞ ΒʹɼγϛϡϨʔγϣϯ
ʹΑͬͯಘΒΕͨύλʔϯղͷҰ෦Λհ͢Δɽ

2 σΠδʔϫʔϧυϞσϧݩ࣍2

Ҭྖܗํݩ࣍2 Ω = (0, ℓx) × (−ℓy, ℓy)্
ͰҎԼͷԠ֦ํࢄఔࣜΛ͑ߟΔɽ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
= d∆u+ [(1− u− v)Φ(u, v, w)− f ]u

in Ω× (0,∞),

∂v

∂t
= d∆v + [(1− u− v)Ψ(u, v, w)− f ] v

in Ω× (0,∞),

∂w

∂t
= D∆w + [1− g(u, v)]R− σw4

in Ω× (0,∞),
(1)

ະม u = u(x, y, t)ɼv = v(x, y, t)ɼ
ॴ (x, y) ∈ Ωɼࠁ࣌ tͰͷനͱࠇͷσΠδʔͷ

ඃ෴ΛͦΕͧΕද͠ɼw = w(x, y, t)ॴ
(x, y) ∈ Ωɼࠁ࣌ tͰͷද໘ԹΛද͍ͯ͠
ΔɽdσΠδʔͷ֦ࢄɼD֦ࢄΛද
͢ɽΦ(u, v, w),Ψ(u, v, w)ͦΕͧΕനͱࠇͷ
σΠδʔͷͰ͋ΓɼσΠδʔͷʹ࠷
దͳԹ wͰ࠷େ 1ΛͱΔΑ͏ͳ์ܕͷ
ਖ਼ͷΧοτΦϑؔ

Φ(u, v, w) =
[
1− δ (w − Tw)

2
]

+
,

Ψ(u, v, w) =
[
1− δ (w − Tb)

2
]

+

Ͱ༩͑ΒΕΔɽ͜͜ͰɼTw, TbനͱࠇͷσΠ
δʔͷہॴԹͰ͋Γɼ

Tw = w + q [g(u, v)− aw] ,

Tb = w + q [g(u, v)− ab]

ͱ͢Δɽg(u, v)ද໘ͷฏۉΞϧϕυΛද
͠ɼu, vͷؔͱ֤ͯ͠Ͱ࣍ͷΑ͏ʹ༩͑Β
ΕΔɽ

g(u, v) = awu+ abv + ag(1− u− v).

͜͜Ͱɼaw, ab, agͦΕͧΕന͍σΠδʔɼࠇ
͍σΠδʔɼདͷΞϧϕυͰ͋Γɼ1 > aw >

ag > ab > 0ͱ͢ΔɽγσΠδʔͷࢮރɼq, δ
దͳਖ਼ఆͰ͋ΔɽԹwʹ͍ͭͯͷํఔ
ࣜ Stefan-Boltzmannͷ๏ଇͱΤωϧΪʔฏ
ͷํఔ͔ࣜΒಋ͖ग़͞ΕɼRଠཅ͔Βྲྀೖߧ
͢ΔΤωϧΪʔྔɼσ Stefan-Boltzmannఆ
Λද͢ɽ·ͨɼڥք݅ xํʹपڥظք
݅ɼyํʹNeumannڥք݅Λ՝͢ɽ

3 ఆఆৗղͷෆ҆ఆԽ݅

u, v, wʹରͯ͠ҎԼͷ࿈ཱํఔࣜΛ͑ߟΔɽ

[(1− u− v)Φ(u, v, w)− f ]u = 0, (2)

[(1− u− v)Ψ(u, v, w)− f ] v = 0, (3)

[1− g(u, v)]R− σw4 = 0. (4)

֤ύϥϝʔλͷ [1]ͱಉ༷ʹɼ

ab = 0.25, ag = 0.5, aw = 0.75, δ = 0.003265,

f = 0.3, w = 295.5, q = 20,σ = 5.67× 10−8

(5)
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Ͱ༩͑ɼR੍ޚύϥϝʔλͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ
࿈ཱํఔࣜ (2)-(4)Λղ͘ͱɼR ≥ 44/33qσ(w−
q/2)3ͷ߹ʹਖ਼ͷఆఆৗղU∗ = (u∗, v∗, w∗)

͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕͔Δɽ͞ΒʹɼϞσϦϯά
্ͷԾఆ u∗ ≥ 0, v∗ ≥ 0, u∗ + v∗ ≤ 1Λຬͨ͢
Α͏ͳਖ਼ͷఆఆৗղ U∗ͨͩҰͭʹߜΒΕ
Δ͜ͱ͕֬ೝͰ͖Δɽ
͞Βʹɼ͜ͷΑ͏ͳਖ਼ͷఆఆৗղ U∗ʹର

ͯ͠ɼҎԼͷ̎ͭͷ͕݅ຬͨ͞Ε͍ͯΕɼ
ͦͷղෆ҆ఆͱͳΔ͜ͱ͕ࢉܭʹΑͬͯ֬ೝ
Ͱ͖Δɽ

• Թͷ֦ࢄDʹରͯ͠ɼσΠδʔͷ
ࢄ֦ d͕ेখ͍͞

• σΠδʔͷछؒڝ૪͕छڝ૪ΑΓڧ
͍

Ԡ֦ܥࢄʹ͓͍ͯɼ֦ࢄͷҧ͍͕ۭؒ
తʹҰ༷ͳঢ়ଶͷෆ҆ఆԽΛੜΈɼۭؒతͳ
ύλʔϯ͕ࣗൃతʹܗ͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ
͍ͯΔɽ͜Εɼ֦ࢄ༠ಋෆ҆ఆੑʢdiffusion

driven instabilityʣͱݺΕ͍ͯΔɽ͜ͷ݁Ռ
ɼ2ݩ࣍σΠδʔϞσϧʹ͓͍֦ͯࢄ༠ಋ
ෆ҆ఆੑͷΑ͏ͳͷ͕ݱΕΔ͜ͱΛࣔͯ͠
͍Δɽ

4 Έ͚ύλʔϯ

ਤ 1-3 ɼํྖܗҬ Ω = [0, 2π] × [0,π]

্ͷϞσϧํఔࣜ (1) ʹର͢Δ݁ࢉܭՌ
Λ͍ࣔͯ͠Δɽ֤ύϥϝʔλ (5) ͱಉ༷ʹ
༩͑Δɽͨͩ͠ɼD = 1, d = 10−5 ͱ͠ɼR

੍ޚύϥϝʔλͱͯ͠ѻ͏ɽ·ͨɼॳؔظ
u0(x, y), v0(x, y), w0(x, y)ʹ͍ͭͯɼఆؔ
 u0(x, y), v0(x, y), w0(x, y)ʹඍখͳཚΛ
༩͑ͨͷͱ͢Δɽ
ਤ 1-3ɼͦΕͧΕ R = 820.715, 864.731,

1160.922ʹର͢ΔനͱࠇͷσΠδʔͷΛ
͍ࣔͯ͠Δɽ͜͜Ͱɼࠁ࣌ t = 10, 000Ͱ͋Γɼ
ਤͷσʔλ͍ͣΕ΄ͱΜͲఆৗঢ়ଶͱͳͬ
͍ͯΔɽ
ਤ 1-3ͷύϥϝʔλ Rʹରͯ͠ɼ͍ͣΕ

ന͍σΠδʔͱ͍ࠇσΠδʔ͕ಉ্͡Ͱ
ଘ͢Δ͜ͱͷͳ͍ʮΈ͚ύλʔϯʯΛڞ
͢Δɽਤܗ 1ʢR = 820.715ʣͰɼ͍ࠇσ
Πδʔ͕ྖҬ্ʹ֦͕ΓɼͦͷதͰന͍σΠ
δʔ͕ൗ͘͠࿈મঢ়ʹੜҭྖҬΛ֦͛
͍ͯΔʢࠇ༏ͷ࿈મύλʔϯʣɽਤ 2ʢR =

864.731ʣͰɼന͍σΠδʔͱ͍ࠇσΠδʔ
΄΅ߧۉঢ়ଶͱͳ͍ͬͯΔʢ࿏ύλʔϯʣɽ

ਤ 3ʢR = 1160.922ʣͰɼྖҬͷ΄ͱΜͲΛ
ന͍σΠδʔ͕෴͍ɼ͍ࠇσΠδʔখ͞ͳൗ
༷Λͭ͘Δʢന༏ͷൗύλʔϯʣɽ

ਤ 1. R = 820.715.

ਤ 2. R = 864.731.

ਤ 3. R = 1160.922.
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େҬత͔ͭඇରশہॴతʹ૬࡞ޓ༻ͨ҆͠ఆૉஂूࢠͷํࢄఔࣜʹ
ߟͮ͘ج

େɹี 1, ߂ɹ࡚ٛࢁ 1

1ૣҴాେֶɹઌਐཧֶ෦ɹཧֶՊ
e-mail : 42261timemachine@ruri.waseda.jp

1 ֓ཁ

ҎԼͷ࢛ͭͷಛΛܥֶྗͭ࣋Ϟσϧͷμ
ΠφϛοΫεΛ͢ߟΔɻ

1) ҆ఆੑ
2) ඇରশہॴతͳ૬࡞ޓ༻
3) େҬత૬࡞ޓ༻
4) ϊΠζ

ஂूࢠૉͭ࣋Ε·Ͱʹɺ͜ΕΒͷੑ࣭Λ͜ࡍ࣮
ͷྗֶܥϞσϧͱͯ͠ҎԼͷඍࠩํఔ͕ࣜఏ
Ҋ͞Ε͍ͯΔ [1].

φ̇j = −(φj − α)(φj − β)(φj − γ)

+D{θ(φj+1 − φj) + θ(φj−1 − φj)}
−(φ̄− V ) + ξj (1)

͜͜Ͱ, φj > 0(j = 1 ∼ N)ঢ়ଶม, α,β, γ

ఆͰɺα < β < γ Λຬͨ͢. D,V ਖ਼ఆ
, θ(x) = x(x > 0), 0(x ≤ 0), φ̄ = 1

NΣN
j=1φj ,

ξj దͳཚͰ༩͑ΒΕΔϊΠζ߲Ͱ͋Δ.

ํఔࣜ (1)ͷӈลୈ 1߲҆ఆੑΛද͓ͯ͠
Γ, ୈ 2,3߲͕ͦΕͧΕඇରশہॴత૬࡞ޓ༻,

େҬత૬࡞ޓ༻Λද͢෦Ͱ͋Δ. ͳ͓ɺ͜
ͷϞσϧɺ೪ணςʔϓͷണ࣮ݧ [2]ͰΈΒ
ΕΔύλʔϯܗΛ͢ݱ࠶Δͷͱͯ͠ఏҊ͞
Εͨɻ
Ұํ, ه্ 1)-4)ͷੑ࣭Λͭૉஂूࢠͷμ

ΠφϛΫεΛ͢ݱ࠶Δ࣍ͷ֬ηϧΦʔτϚτ
ϯ (CA)ϞσϧൃݟతʹಘΒΕ͍ͯΔ [3] : ઌ
ͣ, ঢ়ଶม Un

j (j = 1, . . . , N), ͷ҆ఆܥ
ੑΛө͢ΔͨΊʹೋ 0, 1ΛͱΔͷͱ͢Δ
(Un

j ∈ {0, 1}). ,ʹ࣍ ඇରশہॴత૬࡞ޓ༻
ΛΤϨϝϯλϦʔηϧΦʔτϚτϯ (ECA)ͷ
rule 254ͱͯ͠༩͑, rule ͷޙͨ͠༺࡞254͕
ঢ়ଶΛ Un′

j ͱ͢Δ. ͜͜Ͱ, n′  rule 254͕
.Ͱ͋Δࠁ࣌ͷޙͨ͠༺࡞ ͞Βʹ, େҬత૬ޓ
,ͼϊΠζͷޮՌͱͯ͠ٴ༺࡞ ঢ়ଶ Un′

j ύϥ
ϝʔλΛ r ͱͨ͠ҎԼͷ֬ϧʔϧʹैͬͯ,

ঢ়ଶ Un+1
j ભҠ͢Δ ; (i) ͠ Ūn′

< rͳΒ

ঢ়ଶ 0͔Β 1֬ (r − Ūn′
)/(1 − Ūn′

)

ͰભҠ͢Δ. (ii) ͠ Ūn′ ≥ r ͳΒ, 1 ͔

Β 0֬ 1 − (r/Ūn′
)ͰભҠ͢Δ. ͨͩ͠,

Ūn′
= 1

NΣN
j=1U

n′
j Ͱ͋Δ. ͜ͷ֬CAϞσϧ

(model AͱݺͿ)ʹΑΔCAύλʔϯྗֶܥ
Ϟσϧಉ༷, ೪ணςʔϓണ࣮ݧʹ͓͍ͯಘΒ
ΕΔۭ࣌ύλʔϯΛ͢ݱ࠶Δ.

͜Ε·Ͱʹզʑ, ํఔࣜ (1)ͷӈลୈ 1,2

߲Λ,τϩϐΧϧࢄԽ [4]Λ௨ͯ͠ࢄԽ͠
[5], ୈ ͼϊΠζ߲Λ֬ؔΛ༻͍ͯٴ3߲
,తʹѻ͏͜ͱʹΑͬͯࢄ max-plusʹΑͬ
ड़͞ΕΔҎԼͷ֬CAϞσϧΛಋग़ͨ͠هͯ
[6].

Un+1
j = f254(U

n
j+1, U

n
j , U

n
j−1)− θnj (Ū

n − c)

(2)

ํఔࣜ (2)ͷӈลୈ 1߲ f254(Un
j+1, U

n
j , U

n
j−1)

ܥͷඇରশہॴత૬࡞ޓ༻ʹରԠ͠, ҎԼͷ
ࢄԽํఔࣜΛද͍ͯ͠Δ.

Un+1
j = max{Xn

j , T +max(Γ+ 2Xn
j , A+B

+Γ)}−max{0, T +max(2Xn
j , B + Γ)} (3)

ͨͩ͠,

Xn
j =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max(Un
j+1,M + Un

j , U
n
j−1),

(Un
j+1 > Un

j , Un
j−1 > Un

j )

max(Un
j+1,M

′ + Un
j ),

(Un
j+1 > Un

j , Un
j−1 ≤ Un

j )

max(Un
j−1,M

′ + Un
j ),

(Un
j−1 > Un

j , Un
j+1 ≤ Un

j )

Un
j , (Un

j+1 ≤ Un
j , Un

j−1 ≤ Un
j )

(4)

A,B,Γ,M,M ′ఆͰ͋Γ, A < B < Γٴͼ
M,M ′ < Γ−AΛຬͨ͢. ͜͜Ͱ, ํࢄఔ
ࣜ (3), A,ΓΛ 0, 1ͱͦΕͧΕରԠͤ͞Δ͜
ͱͰ, ECA rule 254Λࣔ͢. ·ͨ, ํఔࣜ (2)

ͷӈลୈ 2߲ θnj (Ū
n − c)େҬత૬ٴ༺࡞ޓ

ͼϊΠζΛྀ߲ͨ͠ߟΛ͍ࣔͯ͠Δ. ͳ͓, c

ύϥϝʔλͰ͋Γ, Ūn =
1

N
ΣN
j=1U

n
j , θ

n
j Ҏ

Լͷ֬ؔͰ͋Δ.

θnj (x) =

{
Un
j , with the probability x

0, with the probability 1− x
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ͨͩ͠, ͠ x < 0 ·ͨ 1 < x, ͳΒ
θnj (x) ≡ 0 ͱ͢Δ. ֬ CA Ϟσϧ (2) ʹ͓
͍ͯ, model A ͱಉ༷, θnj (Ū

n − c) ʹର͠
ͯ, f254(Un

j+1, U
n
j , U

n
j−1) ࠁ࣌ͨ͠༺࡞ʹܥ͕

n′Λಋೖ͢Δ͜ͱͰ, ണ࣮ݧͷۭ࣌ύλʔϯ
Λ͢ݱ࠶Δ [7]. ͢ͳΘͪ, (2)ͷӈลୈ 2߲Λ
θn

′
j (Ūn′′ − c)ͱఆٛ͠ͳ͓͢. ͜͜Ͱ, n′′ n

·ͨ n′Ͱ͋Γ, ͦΕͧΕ model B, CͱݺͿ.

͜ͷ࣌, model B, C·ͨ, ૉஂूࢠͷۭ࣌ύ
λʔϯΛ CAύλʔϯͱͯ͢͠ݱ࠶Δ.

ຊൃදͰ,্ड़ͷઌڀݚߦͷΑ͏ʹɺඇରশ
Λผʑ༺࡞ޓͱ֬తͳେҬ૬༺࡞ޓॴత૬ہ
ʹѻ͏ͷͰͳ͘, tropical ࠩԽٴͼ֬ؔ
Λ༻͍ͯྗֶϞσϧ (1)ΛҰׅͰࢄԽ͠,

ಋग़͞Εͨ֬ํࢄఔࣜͷੑ࣭Λٞ͢
Δ. ಛʹ, ֬ํࢄఔ͕ࣜ֬ηϧΦʔτ
Ϛτϯͱͯ͠, ҆ఆૉஂूࢠͷۭ࣌ύλʔϯ
Λݱ࠶Ͱ͖Δ͜ͱΛड़Δ. ͜ͷ࣌, ͜Ε·Ͱ
ͷڀݚͰಘΒΕ͍ͯΔ model A, B, C, ͱҟͳ
Γ, ඇରশہॴత૬࡞ޓ༻͕ঢ়ଶʹ࡞༻͢Δ࣌
ࠁ n′Λಋೖ͢Δ͜ͱͳ͘, దͳCAύλʔϯ
͕ಘΒΕΔ͜ͱΛࣔ͢. ·ͨ, ֬ํࢄఔ
ࣜͱಉͳ֬ CAϞσϧΛ͠ߟ, ͦͷμΠ
φϛΫε͕͜Ε·ͰͷCA modelͷதͰ model

BͷμΠφϛΫεʹֶతʹಉ͡Ͱ͋Δ͜ͱΛ
ࣔ͢.

۩ମతͳൃදͷྲྀΕͱͯ͠, ·ͣ, ྗֶϞσ
ϧ (1)ΛࢄԽ͢Δ͜ͱͰ, ҎԼͷ֬
.ఔ͕ࣜಘΒΕΔ͜ͱΛࣔ͢ํࢄ

Un+1
j =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max(Γ+ 2Xn
j , A+B + Γ)ɹ

−max(2Xn
j + Γ−A,B + Γ)

w. p. Ūn − c

max(Γ+ 2Xn
j , A+B + Γ)

−max(2Xn
j , B + Γ)

w. p. 1− (Ūn − c)

(5)

͜͜Ͱ, Xn
j  (4)Ͱ༩͓͑ͯΓ, ֤ύϥϝʔλ

 (3)ͱಉ݅͡Ͱ͋Δ. ਤ 1, ֬ࢄ
ํఔࣜ (5)͔Βܗ͞ΕΔCAύλʔϯͰ͋Δ.

ͨͩ͠, Λࠇ Γ, നΛ Aͱ͍ͯ͠Δ. ຊൃදͰ
, ͜ͷ֬ํࢄఔࣜ (5)ͷ CAύλʔϯ
(ਤ 1)͕, ͜Ε·ͰಘΒΕ͍ͯΔ CA modelͷ
CAύλʔϯͱ౷ܭతʹಉͰ͋ΔࣄΛϑϥΫ
λϧཧͷ؍͔Βड़Δ.

·ͨ, (5), ҎԼͷ֬CAϞσϧͱಉͰ
͋Δ͜ͱΛࣔ ɿ͢͠, Un

j = Un
j+1 = Un

j−1 = A

ਤ 1. ֬ํࢄఔࣜ (5) ͷ CA ύλʔϯ. c =
−0.10, N = 512,512 time step

ͳΒ, Un+1
j ≡ A. ͦΕҎ֎ͷ࣌,

Un+1
j =

{
A w.p. Ūn − c

Γ w.p. 1− (Ūn − c)
(6)

͜ͷ֬ CAϞσϧ (6)ͱ, ͜Ε·ͰಘΒΕͯ
͍Δ CA model A, B, CͱͷؔੑΛٞ͠,

ಛʹ, ֬CAϞσϧ (6)ͱ model Bֶ͕త
ʹಉ͡μΠφϛΫεΛͭ͜ͱΛࣔ͢.
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ΧΦεईͷ֦ுͱͦͷޮՌʹ͍ͭͯ

Ҫ্ɹܒ 1, ਅඌ๎ߦ 2,3, Ԟलढ़ 2, കɹ݈ 3

,େֶେֶӃژཧՊେֶɼ2ژ౦ޱࢁཱࢢཅখాࢁ1 3౦ࣳใγεςϜࣜגձࣾ
e-mail : kinoue@rs.socu.ac.jp

1 ֓ཁ

ΧΦεݱΛཧղ͢Δ্ͰɼͦͷΧΦεΛ͍
͔ʹఆྔԽ͢Δ͔͕ॏཁͳཁૉͷҰͭͰ͋Δɽ
ΧΦεͷఆྔԽʹؔͯ͠ɼ͜Ε·Ͱʹɼ͍͘
͔ͭͷࢦඪ͕ఏҊ͞Ε͖ͯͨɽࡏݱɼओྲྀͱͳ
ΔࢦඪɼϦΞϓϊϑࢦɼKSΤϯτϩϐʔɼ
ϑϥΫλϧݩ࣍ͳͲͰ͋Δɽ͜ΕΒͷࢦඪͷத
ͰɼಛʹɼϦΞϓϊϑࢦɼΧΦεͷఆٛʹ
༻͍ΒΕ͓ͯΓɼॳظʹؔ͢Δ ؔࢦ)
త)ӶහੑΛࢦඪԽͨ͠ͷͰ͋Δɽ
Ұํɼใཧͷ؍͔ΒΧΦεΛଌΔࢦඪ

ͱͯ͠ΤϯτϩϐʔܕΧΦεईʢҎԼɼΧΦ
εईͱུʣ͕ಋೖ͞Εͨ [1]ɽΧΦεईɼ
ಘΒΕͳ͍͔͠ྻܥ࣌Δใ͕ؔ͢ʹܥֶྗ
߹ͰࢉܭՄͰ͋Δɽ͍··ͰʹΧΦε
ईʹΑΔྗֶܥͷΧΦεͷಛ͚ͷࢼΈ͕
ͰɼΧΦεईΛ֦ு͢Δ͜ͱۙ࠷ΘΕɼߦ
ʹΑͬͯɼ1ݩ࣍ΧΦεࣸ૾ʹରͯ͠ɼ͋ Δయ
ࢦతͳ݅ͷԼͰɼΧΦεई͕ϦΞϓϊϑܕ
ͱҰக͢Δ͜ͱ͕ղੳతʹࣔ͞Ε͍ͯΔ [3]ɽ
ຊߘͰɼจݙ ͓ʹݩ࣍ɼଟ͍ͯͮجʹ[4]

͍ͯΧΦεईΛ֦ு͠ɼ͋Δయܕతͳ݅ͷ
ԼͰɼ֦ு͞ΕͨΧΦεई (֦ுܕΧΦεई
)ͷ͕ݶۃશϦΞϓϊϑࢦͷ૯ͱҰக͢
Δ͜ͱΛհ͢Δɽ·ͨɼຊൃදͰɼ֦ுܕ
ΧΦεईͷࢉܭʹ͓͍ͯɼࢉܭਫ਼Λҡ࣋͠
͍ͭʹগͤ͞ΔΞϧΰϦζϜݮΛྔࢉܭ··ͨ
ͯհ͢Δɽ

2 ΧΦεई

ຊઅͰɼࣸ૾ f : I → I (≡ [a, b]d ⊂
Rd, a, b ∈ R, d ∈ N) Ͱఆٛ͞ΕΔࠩํఔ
ܥࣜ (͢ͳΘͪɼxn+1 = f (xn) , n = 0, 1, . . .)

ͷΧΦεईͷఆٛΛड़Δɽ
ॳظ x0ͱ I ͷ༗ݶׂ {Ai}:

I =
N⋃

k=1

Ak, Ai ∩Aj = ∅ (i ̸= j)

ʹରͯ͠ɼࠩํఔࣜʹΑܾͬͯఆ͞ΕΔࠁ࣌
nͷ֬

(
p(n)i,A(M)

)
ͱࠁ࣌ nͱ n+1ͷಉ

֬࣌
(
p(n,n+1)
i,j,A (M)

)
Λ

p(n)i,A(M) =
1

M

n+M−1∑

k=n

1Ai(xk),

p(n,n+1)
i,j,A (M) =

1

M

n+M−1∑

k=n

1Ai(xk)1Aj (xk+1)

Ͱ༩͑Δɽ͜͜Ͱɼ1AఆٛؔͰ͋Δɽ
͜ͷͱ͖ɼيಓ {xn}ͷΧΦεईDҎԼ
Ͱఆٛ͞ΕΔ [1]ɽ

D(M,n)(A, f)

=
N∑

i=1

N∑

j=1

p(n)i,j,A(M) log
p(n)i,A(M)

p(n,n+1)
i,j,A (M)

(1)

ͳ͓ɼΧΦεईD͕ࠁ࣌nʹґଘ͠ͳ͍߹
D(M)(A, f)ͱུ͠هɼ͞Βʹɼيಓ {xn}͕
ࠩํఔࣜܥΑΓੜ͞Εͳ͍߹D(M)(A)

ͱུ͢هΔɽ

3 ΧΦεईͷ֦ு

ຊઅͰɼΧΦεईͷ֦ுΛ͑ߟΔ [4]ɽ

I =
d∏

k=1

[ak, bk] ⊂ Rd, x = (x1, . . . , xd)
t

f(x) = (f1(x), . . . , fd(x))
t ,

ͱ͠ɼI ͷ༗ݶׂ {Ai}Λ

I =
Ld−1⋃

i=0

Ai, Ai = A(i1···id)L =
d∏

k=1

A(k)
ik

,

ik = 0, 1, . . . , L− 1

ͱ͢Δ (ͨͩ͠ɼA(k)
ik
ͷఆٛʹ͍ͭͯɼจݙ

[4]Λࢀর)ɽ͞ΒʹɼׂཁૉAiʹରͯ͠ɼ

ׂཁૉAjΛ (Si,j)
dݸͷখׂ

{
B(i,j)

l

}

0≤l≤(Si,j)d−1

ʹׂ͢Δ͜ͱΛ͑ߟΔɽ
͢ͳΘͪɼ

Aj = A(j1···jd)L =

(Si,j)
d−1⋃

l=0

B(i,j)
l ,

B(i,j)
l = B(i,j)

(l1···ld)Si,j
=

d∏

k=1

B(i,j,k)
lk
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ͱ͢Δ (ͨͩ͠ɼB(i,j,k)
lk

ͷఆٛʹ͍ͭͯɼจ

ݙ [4]Λࢀর)ɽ͍·ɼB(i,j)
l ʹରͯ͠ɼؔ gi,j

ΛҎԼͰఆٛ͢Δɽ

gi,j
(
B(i,j)

l

)
≡

{
1 (B(i,j)

l ∩ f(Ai) ̸= ∅)
0 (B(i,j)

l ∩ f(Ai) = ∅)

ׂཁૉAi, Aj (i ̸= j)ʹରͯ͠ɼؔR(Si,j)

Λؔ gi,j ʹΑͬͯ

R(Si,j) ≡

(Si,j)d−1∑
l=0

gi,j
(
B(i,j)

l

)

(Si,j)
d

(2)

Ͱ༩͑Δɽ
͜ͷͱ͖ɼ֦ ுܕΧΦεईD(M,n)

S (A, f)
ҎԼͰఆٛ͞ΕΔ [4]ɽ

ఆٛ 1

D(M,n)
S (A, f)

=
Ld−1∑

i=0

p(n)i,A(M)×
⎛

⎝
Ld−1∑

j=0

p(n)A (j|i)(M) log
R(Si,j)

p(n)A (j|i)(M)

⎞

⎠

ͨͩ͠ɼS = (Si,j)0≤i,j≤Ld−1Ͱ͋Δɽ

ͦΕͰɼ֦ுܕΧΦεईͱϦΞϓϊϑࢦ
ͱͷؔ͑ߟ͍ͯͭʹΔɽ͍·ɼҙͷ x =

(x1, x2, . . . , xd)t, y = (y1, y2, . . . , yd)t ∈ Ai ʹ
ରͯ͠ɼ

Ĵ(x,y) =

(
fi(x)− fi(y)

xj − yj

)

1≤i,j≤d

Λ͑ߟΔɽ
͜ͷͱ͖ɼrk(x,y) (k = 1, 2, . . . , d)Λ√
Ĵ t(x,y)Ĵ(x,y)ͷݻ༗ͱ͠ɼҎԼͷԾఆΛ

͓͘ [4]ɽ

Ծఆ 2 ेେ͖ͳࣗવ L,M ʹରͯ͠ɼҎ
Լͷ݅Λຬ͢Δɽ

(1) ҙͷׂཁૉAi (i = 0, 1, . . . , Ld−1)

ʹ͓͍ͯɼ xҰ༷ʹ͍ͯ͠Δɽ
(2) ҙͷׂཁૉAi (i = 0, 1, . . . , Ld−1)

ʹ͓͍ͯɼrk(x,y) = r(i)k (Ұఆ) Ͱ͋Γɼ
গͳ͘ͱҰͭͷ jʹରͯ͠ɼrj(x,y) ≥
1ɽ

͜ͷͱ͖ɼҎԼͷఆཧཱ͕͢Δ [4]ɽ

ఆཧ 3 ҙͷׂཁૉ Ai (i = 0, 1, . . . , Ld −
1)ʹରͯ͠ɼԾఆ 2Λຬ͢Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ
͖ɼҎԼͷཱ͕ࣜ͢Δɽ

lim
S→∞

lim
L→∞

lim
M→∞

D(M,m)
S (A, f) =

d∑

k=1

λkɹ

ͨͩ͠ɼ

S → ∞ ⇔ Si,j → ∞ (i, j = 0, 1, . . . , Ld − 1)

Ͱ͋Γɼ{λ1, . . . ,λd}ࣸ૾ f ͷϦΞϓϊϑε
ϖΫτϥϜͰ͋Δɽ

4 ͓ΘΓʹ

ຊߘͰɼจݙ ͷΧݩ࣍ɼଟ͍ͯͮجʹ[4]
Φεࣸ૾ʹରͯ͠ɼࣸ૾ٴͼׂΛແݶ
ͱ͢Δ͜ͱʹΑͬͯɼయܕతͳ͋Δ݅ͷԼͰɼ
֦ுܕΧΦεई͕શϦΞϓϊϑࢦͷ૯ͱ
Ұக͢Δ͜ͱΛհͨ͠ɽͳ͓ɼຊൃදͰɼ
ࣸ૾ٴͼׂ͕༗ݸݶͰ͋Δͱ͍͏݅
Λྀͨ͠ߟԼͰ֦ுܕΧΦεईΛ͢ࢉܭΔͨ
Ίํ๏ٴͼయܕతͳ ΧΦεࣸ૾ʹର͢Δݩ࣍2
Δɽ͍ͯ͑ߟՌΛհ͍ͨ͠ͱ݁ࢉܭ
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e-mail : umeno.ken.8z@kyoto-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ଟର̍ࣸ૾ʹΑͬͯ༩͑ΒΕΔΧΦεྗֶܥ
ʹΑͬͯม͞ΕΔใΤϯτϩϐʔͷมͱ
ͦͷมʹ͏ใͷྲྀΕʹ͍ͭͯ͢ߟΔɻ

2 ΧΦεྗֶܥͷ֬ٯ

ΤϧΰʔυੑΛܥֶྗ૾ࣸͭ࣋ (M,µ, F )Λ
,Δɻ͜͜Ͱ͑ߟ MՄඍଟ༷ମɺµM্
ͷෆมଌɺF M͔ΒMͷϔϧμʔ࿈ଓ
ͳࣸ૾ͱ͢Δɻ͜ͷ࣌ɺෆมଌ µ͕ϧϕʔά
ଌʹରͯ͠ઈର࿈ଓɺͭ ·Γµ(dx) = ρ(x)dx

Ͱॻ͚ΔͱԾఆ͠ɺҎԼઈର࿈ଓͳ֬ଌ
Λ͑ߟΔɻ͜ͷ࣌ɺॳظ (X ∈ M) ͷ֬ଌ
 p(X)dX ͱࣸ૾ F ʹΑͬͯม͞Εͨޙͷ
 Y = F (X)ͷ֬ଌ q(Y )dY ͷؒʹɺҎ
Լͷ֬อଘଇཱ͕͢Δɻ

q(Y ) =
∑

X∈F−1(Y )

p(X)∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣
(1)

͜Ε͕ϖϩϯʹϑϩʔϕχεํఔࣜͰ͋Γɺ
ຊߟͷશͯͷૅجͱͳΔɻ͜ΕʹɺϕΠζ
ཧతͳղऍΛॳΊͯ༩͑ͨͷ͕ [1]ͷ݁ՌͰ
͋ΓɺΧΦεྗֶܥʹରͯ͠ɺ༩͑ͨ֬ٯ
p(X|Y )͕ɺ

p(X|Y ) =
p(X)

q(Y )
∣∣∣dF (X)

dX

∣∣∣
(2)

ͱ༩͑ΒΕΔ͜ͱΛࣔͨ͠ɻ͜͜Ͱɺp(X|Y )

ɺσʔλ Y Λಘͨ࣌, ͦͷݪҼ (ॳظ)͕
XͰ͋Δ֬ͰϕΠζཧͷ֬ٯͱ͢Δɻຊ
Ͱଟରߘ 1ͷࣸ૾ F Λ͑ߟΔͷͰɺ͋Δ Y

ʹରͯ͠ɺෳͷϓϨΠϝʔδX ͕͋ΔͷͰ
͕ఆٛͰ͖Δɻ֬ٯ

3 ͷΤϯτϩϐʔ֬ٯ

ͷΤϯτϩϐʔؔ֬ٯ S(Y )ɺҎԼͰ
༩͑ΒΕΔɻ

S(Y ) = −
∑

X∈F−1(Y )

p(X|Y ) ln p(X|Y ) (3)

͜ͷ S(Y ) Y ʹΑ͕ͬͯҟͳΔͷͰ, σʔ
λ Y ͷ֬ q(Y )ʹΑΔฏۉͷΤϯτϩϐʔ h

ʹΑΓ֬ٯͷใྔ H(X|Y )ΛٻΊΔͷ
ࣗવͰ͋Ζ͏ɻͦΕɺ

h ≡ H(X|Y ) =

∫

M
S(Y )q(Y )dY (4)

ͱͳΔɻୠ͠ɺ ࣜ (2), (3)͔Β S(Y )

−
∑

X∈F−1(Y )

p(X)

q(Y )
∣∣∣dF (X)

dX

∣∣∣
ln

⎛

⎝ p(X)

q(Y )
∣∣∣dF (X)

dX

∣∣∣

⎞

⎠

Ͱ༩͑Β͑Δɻ͜ͷใྔ hΛҎԼͷ༷ʹ̏ͭ
ͷA,B,C ʹղ͢Δɻ

h = H(X|Y ) = A+B + C, (5)

ୠ͠

A =

∫

M

∑

X∈F−1(Y )

p(X)∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣
ln

∣∣∣∣
dF (X)

dX

∣∣∣∣dY

B = −
∫

M

∑

X∈F−1(Y )

p(X)∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣
ln p(X)dY

C =

∫

M

∑

X∈F−1(Y )

p(X)∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣
ln q(Y )dY

ͱͳΔɻ

4 ΧΦεྗֶܥʹΑΔੵͷมࣜެ

X ͔Β Y = F (X)ͷมมʹͬͯ֬
ଌ͕ p(X)dX͔Β q(Y )dY มԽ͢Δ͕ɺ
ཱ͢Δɻ͕ͷؔ࣍

∑

X∈F−1(Y )

Q(X)p(X)dX = Q(Y )q(Y )dY

Αͬͯɺ྆ลΛM্Ͱੵ͢ΔͱɺY = F (X)

ͷมʹͬͯɺҎԼͷఆཧཱ͕͢Δɻ

Theorem 1
∫

M

∑

X∈F−1(Y )

p(X)∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣
Q(X)dY =

∫

M
Q(Y )q(Y )dY
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͜ͷTheorem 1Λ͏ͱલઅͷA,B,Cͷͦ
ΕͧΕ͕ɺ

A =

∫

M
ln

∣∣∣∣
dF (Y )

dY

∣∣∣∣q(Y )dY ≡ Λq[Y ]

B = −
∫

M
ln[p(Y )] · q(Y )dY

C =

∫

M
ln[q(Y )] · q(Y )dY

ͱॻ͚ΔɻΑͬͯΧΦεྗֶܥͷ֬ٯͷใ
Τϯτϩϐʔhʹؔͯ͠ɺҎԼͷใอଘଇ [1]

ཱ͕͢Δɻ

Theorem 2

h = H(X|Y ) = Λq[Y ] +D(q∥p)

͜͜Ͱ, D(q∥p)ҎԼͷࣜͰఆٛ͞ΕΔKL
ใྔͰ͋ΓɺΛq[Y ]σʔλ Y ͷϦΞϓϊϑࢦ
Ͱ͋Δɻ

D(q∥p) =
∫

M
ln

[
q(Y )

p(Y )

]
· q(Y )dY

5 ૬ޓใྔͱใͷؒ࣌ͷ

H(X), H(Y )Λ X ͱ Y ͷใྔ (Τϯτϩ
ϐʔ)ͱ͠, RΛXͱ Y ͱͷؒͷ૬ޓใྔͱ
͢ΔɻใྔͷҰൠతͳੑ࣭͔Βࣜ [1]

Theorem 3

R = H(X)−H(X|Y ) = H(X)−Λq[Y ]−D(q∥p)

ཱ͕͢ΔɻTheorem 3͔Β2ର1ࣸ૾ͷҰൠ

Խϒʔϧม (ՄղΧΦε)F (X) = α(X− 1

X
)

(0 < α ≤ 1)Ͱ૬ޓใྔ RΛ࠷େʹ͢Δͷ
ɺ[2]ͷղੳͰϦΞϓϊϑࢦ͕ 0Ͱ͋ΔΦ
Ϧδφϧͷϒʔϧมα = 1Ͱ͋Δ͜ͱ͕͔
Δɻܾఆͷ߹ɺH(Y |X) = 0ͱͳΓɺX →
Y = F (X)ͷใൖʹ͓͚ΔҎԼͷใอ
ଘଇ [1]ཱ͕͢Δɻ

Theorem 4

H(X) = H(Y ) + Λq[Y ] +D(q∥p)

͜͜Ͱߋʹɺྗֶܥ Y = F (X)ʹΑͬͯม
ྻܥΕಘΒΕΔ͞ X0, X1, . . . , Xn ʹରͯ͠
ใΤϯτϩϐʔΛ͑ߟΔͱɺnຊͷࣜ

H(X0) +H(X1|X0) = H(X1) +H(X0|X1),

. . . ,

H(Xn−1)+H(Xn|Xn−1) = H(Xn)+H(Xn−1|Xn)

ཱ͕͢Δ. ୠ͠, H(Xi|Xi−1)ɺF (Xi−1)

ʹϊΠζ Ni−1 ΛՃ͑ͯ Xi ʹ͢Δ࣌ͷϊΠζ
Ni−1ͷใΤϯτϩϐʔH(Ni)ͱ͢Δɻ͢Δ
ͱɺ͜ͷ nຊͷࣜΛશͯ͢ͱɺTheorem

4͔ΒҎԼͷެࣜ (ఆཧ)͕ಘΒΕΔɻ

Theorem 5

H(X0)+
n−1∑

i=0

H(Ni) = H(Xn)+
n−1∑

i=0

Λ[Xi]+
n−1∑

i=0

D(pXi+1∥pXi)

͜͜Ͱɺn → ∞ͷݶۃͰ֬ଌෆมଌ
ʹۙͮ͘ͷͰ ɺ(ͷࠞ߹ੑΛԾఆܥֶྗ)

lim
i→∞

D(pXi+1∥pXi) = 0 (6)

Ͱ͋Δɻ͜ ͷTheorem 5(ใྔͱΧΦεੑͱ
ͷҰൠؔࣜ)શʹܾఆతɺͭ ·ΓH(Ni) =

0ͰΧΦεͰ͋Δ߹ʹɺ༗ݶͷؒ࣌nͰXn

ͷใΤϯτϩϐʔH(Xn)͕ 0ͱͳΔɻϒϥο
ΫϗʔϧใύϥυοΫεݭཧͷϗϩάϥ
ϑΟοΫݪཧʹΑΓղܾ͞ΕΔ͜ͱ͕ࣔ͞Εͯ
͍Δ͕ɺݭཧͷΈΛ༻͍ͳ͘ͱɺใ
͕ফ͑ͨ͜ͱΧΦεੑͷੵؒ࣌ʹΑͬͯফ
͑Δ͜ͱͰཧղͰ͖Δɻͭ·ΓɺϒϥοΫϗʔ
ϧͷॳظใͷΤϯτϩϐʔ H(X0)͕શͯɺ
ΧΦεੑ Λ(> 0)ͷੵؒ࣌ʹΑͬͯٵऩ͞Ε
ͨͱ͑ߟΔͱɺ௰᧒͕߹͏ͷͰ͋ΔɻࠓɺϦΞ
ϓϊϑࢦ λͱϊΠζͷΤϯτϩϐʔ H(Ni)

ͷؒ࣌ฏۉ hN ͱ͢ΔͱɺTheorem 5 ͱࣜ
(6)͔ΒҎԼͷఆཧཱ͕͢Δɻ

Theorem 6

lim
n→∞

[H(Xn)−H(X0)]/n = hN − λ a.e.

͜ͷఆཧͷূ໌ɺTheorem 5ͷࣜΛ nͰ
ׂΓɺn → ∞ͷݶۃΛऔΔ͜ͱʹΑͬͯಘΒΕ
ΔɻhNʔλͷਖ਼ෛ͕ใͷؒ࣌ͷΛܾΊΔɻ

ݙจߟࢀ

[1] ക݈, ϕΠζཧʹΑͬͯଊ͑ΔΧΦ
εੑͱใྔͱͷؒͷҰൠతͳؔࣜʹ
͍ͭͯ ,ຊԠ༻ཧֶձձ (2018)

[2] K. Umeno and K. Okubo, ”Exact Lya-

punov exponents of the generalized
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Exp. Phys. Vol. 2016, 021A01 (2016),

1–10.
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৺ഥִؒʢRRIʣσʔλ͔ΒͷྗֶܥͷΞτϥΫλߏ࠶ͷࢼΈ

ਅඌ ߦ๎ 1,2, Ԟ लढ़ 1, ക ݈ 2

1౦ࣳใγεςϜࣜגձࣾɼ2ژେֶେֶӃใֶڀݚՊ
e-mail : t mao@tjsys.co.jp, mao.tomoyuki.48m@st.kyoto-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ۙɼ༷ʑͳΣΞϥϒϧੜମηϯαྨ͕։
ൃ͞Εɼ݈߁ཧͳͲ༷ʑʹར༻͞Ε͍ͯΔɽ
ஶऀΒɼੜମσʔλͷੳʹͮ͘جੜཧঢ়ଶ
ͷਪఆʹؔ͢ΔڀݚΛ͍ͯͬߦΔɽ͜Ε·Ͱஶ
ऀΒɼ৺ഥִؒσʔλ͔ΒΧΦεईΛࢉܭ
͠ɼӡసதͷؾ෭ަײਆ׆ܦಈͱͷؔ࿈Λ
ࣔࠦ͢ΔใࠂΛ͖ͨͯͬߦ [1][2]ɽ
ਓମࣗਆܥܦʹΑΔ੍ޚʹΑͬͯ߃ৗੑ

͕ҡ࣋͞Ε͍ͯΔɽ৺ଁࣗਆܦͷࢧΛड
͕ܦਆײͷҰͭͰ͋ΓɼަثΕΔଁ͞ޚ੍͚ͯ
৺ഥΛଅਐ͢Δ࡞༻Λɼ෭ަײਆ͕ܦ৺ഥΛ
੍͢Δ࡞༻ΛͦΕͧΕ৺ଁʹٴ΅͢͜ͱʹΑ
Γɼ৺ଁͷҰഥ͝ͱͷִؒؒ࣌ʢ৺ഥִؒɼR-

R interval : RRIʣҰఆͰͳ͘มಈɾΏΒ
͕͗ੜ͡Δɽ͜ͷݱΛ৺ഥมಈͱ͍͍ɼࣗ
ਆܦͷ׆ಈঢ়ଶΛఆྔԽ͢Δख๏ͱͯ͠৺ഥม
ಈղੳ͕ΒΕ͍ͯΔɽ
͍ͬΆ͏ۙ࠷ͷڀݚͰɼͯΜ͔Μൃ࣌࡞ͷయ

ͷຒΊܥඪ࠲Εؒ࣌తͳσʔλ͔Βܕ
͠ɼαʔΫϧߏ࠶ΈΛ༻͍ͯΞτϥΫλΛࠐ
Ϛοϓܕͷ ͱͯ͠ཧղ͢ΔऔΓܥֶྗݩ࣍1
Έʹ͍ͭͯใ͕͋ࠂΔ [3][4]ɽͯΜ͔Μൃ࣌࡞
ͷσʔλͷಛͰ͋ΔɼपεϖΫτϧ
͕ 1/fܕͰҰ෦पʹಛతͳϐʔΫ͕ݟΒ
ΕΔɼ͓ΑͼϦλʔϯϚοϓ্Ͱପԁঢ়ͷي
ಓΛඳ͕͘৺ഥִؒʢRRIʣσʔλͱྨ͢ࣅ
Δʢਤ 1ɼਤ 2ʣ͜ ͱ͔Βɼಉख๏ΛRRIσʔλ
ʹద༻͢Δ͜ͱʹΑΓɼ৺ഥมಈͷ৽ͨͳཧղ
Ͱɼঢ়ଶ͕໌ڀݚΔՄੑ͕͋Δɽຊ͕ܨʹ
֬ʹҟͳΔ࠲ҐͱཱҐͷ৺ഥִؒʢRRIʣσʔ
λ͔Βؒ࣌Ε࠲ඪܥͷຒΊࠐΈΛ༻͍ͯΞ
τϥΫλͷߏ࠶ΛࢼΈɼಛΛൺֱ͢Δɽ

2 ํ๏

ͯΜ͔Μൃ࣌࡞ͷσʔλ͔Β ֶྗݩ࣍1
͢Δखॱͷུ֓Λਤߏ࠶ͷΞτϥΫλΛܥ 3

ʹࣔ͢ɽ·ͣσʔλͷ 1֊ࠩΛͱΓɼؒ࣌
Ε 1ͷԆ࠲ඪܥʹຒΊࠐΉɽ͞Βʹɼ࠲ۃඪ
ʹม֯ͨ͠ͷྻܥΛநग़͠ɼԆ࠲ඪ
ɽ͏ߦΈΛࠐͷຒΊܥ

10-2 10-1

10-1

101

103

105

周波数 [Hz]

パ
ワ
ー

[m
se
c2
]

ਤ 1. ৺ഥִؒʢRRIʣσʔλͷεϖΫτϧͷయྫܕʢ྆
ରϓϩοτʣ

650 700 750 800 850 900 950 1000
650

700

750

800

850

900

950

1000

xn

x
n
+1

ਤ 2. ৺ഥִؒʢRRIʣσʔλͷϦλʔϯϚοϓͷయྫܕ

ຊߘͰɼ্هͱಉ༷ͷखॱͰσʔλͷ 1֊
ࠩΛͱΒͳ͍߹ͷखॱΛ৺ഥִؒʢRRIʣ
σʔλʹద༻͢Δ͜ͱʹΑΓɼΞτϥΫλͷ࠶
ʹඪ࠲ۃΈͨ݁ՌΛհ͢Δɽͳ͓ɼࢼΛߏ
ม͢ΔࡍͷݪͷҐஔσʔλͷฏۉʹΑ
ΓఆΊͨɽ

3 ݁Ռ

2໊ͷඃऀݧʹ͍ͭͯɼ࠲Ґʢ෭ަײਆ͕ܦ
༏Ґͳঢ়ଶʣ͓ΑͼཱҐʢަײਆ͕ܦ༏Ґͳঢ়
ଶʣʹ͓͍ͯଌఆͨ͠৺ഥִؒσʔλΛ༻͍ͯ
ΞτϥΫλͷߏ࠶ΛྫͨͬߦΛਤ 4͓Αͼਤ
5 ʹࣔ͢ɽ
྆ඃऀݧͱɼ࠲ҐɾཱҐ͍ͣΕͷঢ়ଶʹ͓
͍ͯɼਤʹࣔ͢Α͏ͳಛతͳ֯ͷ࣌
ΑͼϦλʔϯϚοϓ͕ಘΒΕͨɽ͓ྻܥ
֯ͷྻܥ࣌ʹؒܽతͳৼΔ͍͕ݟ
ΒΕͨɽ·ͨɼ࠲ҐͱཱҐͱΛൺֱ͢ΔͱɼҰ
ఆۙʹཹ͢Δ૬ʹཱ͓͍ͯҐͷํ͕ΑΓ
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データ 𝑥𝑛

1階差分 𝑦𝑛 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1：

遅延座標埋め込み
（時間遅れ1 ） 𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1

遅延座標埋め込み
（時間遅れ1 ） 𝜃𝑛, 𝜃𝑛+1

角度成分の抽出
𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1 𝑟𝑛, 𝜃𝑛→

角度成分𝜃𝑛の時系列
極座標変換

ਤ 3. ͯΜ͔Μൃ࣌࡞ͷσʔλ͔ΒͷΞτϥΫλ࠶
खॱߏ
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ਤ 4. ඃऀݧ 1ͷ࠲ҐͰͷ৺ഥִؒʢRRIʣσʔλ͔Βந
ग़ͨ֯͠ͷྻܥ࣌ʢ্ஈࠨʣͱԆ࠲ඪܥͷຒ
ΊࠐΈʢ্ஈӈʣɼ͓ΑͼཱҐͰͷ৺ഥִؒʢRRIʣσʔ
λ͔Βநग़ͨ֯͠ͷྻܥ࣌ʢԼஈࠨʣͱԆ࠲ඪ
ΈʢԼஈӈʣࠐͷຒΊܥ

͍Ґͷ߹ͷํ͕ΑΓ࠲ғʹཹ͠ɼൣ͍ڱ
ൣғʹΒͭ͘ํ͕྆ͷඃڞʹऀݧ௨ͯ͠
ΒΕͨɽݟ
͞ΒʹɼͦΕͧΕͷ֯ྻܥ࣌ͷΧΦε

ईΛ͢ࢉܭΔͱද 1 ͱͳΓɼ͍ͣΕ࠲Ґͷ
߹͕େ͖͍݁ՌͱͳͬͨɽΧΦεईͷࢉܭ
ʹ͓͚Δׂ 20ͱͨ͠ɽ

ද 1. ֯ྻܥ࣌ͷΧΦεई

Ґ࠲ ཱҐ

ඃऀݧ 1 1.507 1.385

ඃऀݧ 2 1.626 1.382

4 ·ͱΊ

ͯΜ͔Μൃ࣌࡞ͷσʔλ͔ΒͷྗֶܥΞ
τϥΫλߏ࠶ͱಉ༷ͷํ๏Λ৺ഥؒ ʢִRRIʣ
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ਤ 5. ඃऀݧ 2ͷ࠲ҐͰͷ৺ഥִؒʢRRIʣσʔλ͔Βந
ग़ͨ֯͠ͷྻܥ࣌ʢ্ஈࠨʣͱԆ࠲ඪܥͷຒ
ΊࠐΈʢ্ஈӈʣɼ͓ΑͼཱҐͰͷ৺ഥִؒʢRRIʣσʔ
λ͔Βநग़ͨ֯͠ͷྻܥ࣌ʢԼஈࠨʣͱԆ࠲ඪ
ΈʢԼஈӈʣࠐͷຒΊܥ

σʔλʹ༻͍ͨͱ͜Ζɼಛతͳ֯ͷ࣌
ΑͼϦλʔϯϚοϓ͕ಘΒΕͨɽҟͳΔ͓ྻܥ
ඃऀݧঢ়ଶʹ͓͍ͯಛ͕େ͖͘มΘΒͳ
͍͜ͱ͔Βɼ৺ഥมಈΛੜͤ͡͞Δීวతͳμ
ΠφϛΫεΛө͍ͯ͠ΔՄੑ͕͋Δɽ·ͨɼ
ΧΦεੑͱ͍͏ࢠҐͱཱҐͰͷมಈͷ༷࠲
Ͱͷҧ͍ʹண͢ΕɼݸਓࠩͷӨ͕ڹগͳ͍
ੜཧঢ়ଶͷผํ๏ͷԠ༻͕ظͰ͖Δɽ
৺ഥมಈʢRRIʣσʔλ͔ΒಘΒΕΔ֯
ͷৼΔ͍ʹ͍ͭͯɼΑΓଟ͘ͷඃऀݧʹͭ
͍ͯৗੜ׆ͷ༷ʑͳঢ়ଶʹΘͨͬͯಛΛௐ
ࠪ͢Δͱͱʹɼ࣮ࡍͷ৺ഥมಈͷൃੜػংͱ
ͷؔ࿈Λௐࠪ͠ϞσϧԽ͢Δ͜ͱ͕ޙࠓͷ՝
Ͱ͋Δɽ
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Sturm-Liouvilleܕඍํఔ͔ࣜΒͰ͖ΔަؔܥΛ
ΧΦεͷ؍͔ΒݟΔ

ਿຊɹ 1, കɹ݈ 2

߈ઐֶՊཧڀݚେֶେֶӃใֶژ1,2
e-mail : sugimoto.satoshi.86w@st.kyoto-u.ac.jp1

e-mail : umeno.ken.8z@kyoto-u.ac.jp2

1 ֓ཁ

ͷࠓ ΕͨຊԠ༻ཧֶձͰ͞ࢪ࣮ʹ3݄
චऀ Legendreଟ߲ࣜͳͲͷ۩ମతͳަؔ
ܥͷྻܥʹؔͯࠞ͠߹ੑ͕Γཱ͔ͭͲ͏͔
ൃදͨ͠.͞Βʹ,૬ؔͱॳظӶහੑΛҌ๏
ͱ͍͏ۙࣅख๏Λ༻͍ͯ͠ࢉܭ,ࢉܭͷ݁Ռ
ͱҰக͢Δ͜ͱΛࣔͨ͠.Ұํ,͜͏ͨ͠ަؔ
ܥ Sturm-Liouvilleܕඍํఔࣜͷղͱ͠
ͯొ͢ΔͷͰ͋Δ.ࠓճ Sturm-Liouville

ͷ૬ؔܥඍํఔ͔ࣜΒͰ͖ΔҰൠަؔܕ
ॳظӶහੑʹ͍ͭͯड़Δ.૬ؔɾॳظ
Ӷහੑࣜͱͯ͠ཧͰ͖Δ͕,ఆཧͱ͑ݴ
Δঢ়ଶͰͳ͘ɺ͞ΒͳΔඋ͕ඞཁͰ͋Δɻ

2 ڀݚߦɾઌ࣮ࣄ

(Sturm-Liouvilleܕඍํఔࣜ [3])

۠ؒ [a, b]Ͱ༩͑ΒΕͨඍํఔࣜ (a, b∞,−∞
ͰΑ͘,ͦͷ࣌ [0,∞)ͷΑ͏ʹࣗવʹ֦ு
͢Δ)

d

dx

(
(x− a)(b− x)w(x)

dy(x)

dx

)
+λw(x)y(x) = 0

Λ Sturm-Liouville .ඍํఔࣜͱ͍͏ܕ ͨͩ
͠,a, b = ±∞ͷͱ͖ͦΕͧΕ x− a b− x

Λ 1ͱΈͳ͢.ද 1දతͳަଟ߲ࣜͷྫΛ
ͩͨ͠.Δ͛ڍ p(x) ≡ (x − a)(b − x)w(x)ͱ
͢Δ.

ަଟ߲ࣜ ۠ؒ p(x) w(x)

Legendre [−1, 1] 1− x2 1

Hermite (−∞,∞) e−x2
e−x2

Chebyshev [−1, 1]
√
1− x2 1√

1−x2

Laugerre [0,∞) e−xxα+1 e−xxα

ද 1. දతͳަؔܥͱͦͷੑ࣭

લճͷൃදͰ Legendreଟ߲ࣜͳͲ۩ମత
ͳަؔܥͷ૬ؔॳظӶහੑ͔ٞ͠͠
͍ͯͳ͔͕ͬͨ,͜ΕΛ Sturm-Liouvilleܕඍ
ํఔࣜͷͳ͢ަؔܥʹରͯ͠ͷ֦ுΛࢼΈ

Δ.

[7]ʹΑΔͱ,HilbertۭؒHk ≡ L2(pk)ͱఆٛ
ૉ༺࡞,͠

Dk : Hk→Hk+1 D∗
k : Hk+1→Hk

ʹ͍ͭͯ,Dk = d
dx , D

∗
k = 1

pk
d
dxp

k+1ͱ͢Δͱ,Sturm-

Liouvilleܕඍํఔࣜͷͳ͢ަؔܥ{fn}n>=0

ʹ͍ͭͯ,

fk = D∗
0D

∗
1 . . . D

∗
k−2D

∗
k−11 = (−1)n

(
d

dx

)n

pn

ͱͳΔ.͜Ε Rodriguesͷެࣜͱͯ͠ΒΕ
Δ.ଞʹ༷ʑͳੑ࣭͕ΒΕ͍ͯΔ͕ɺ͜͜
ͰׂѪ͢Δɻ

3 Ռڀݚ

͜ΕΛͱʹ,ྻܥͷ૬ؔ

ϵn =

∣∣∣∣∣∣
1

n

n ʵ 1∑

i=0

(∆F (x))(∆F (x′))

∣∣∣∣∣∣

Λ͑ߟΔɻࠓճ n → ૬͕ؔଘʹ࣌ͨ͠ʹ∞
,ண͢Δɻͨͩ͠ʹݶۃΔͱ͖ͷ͢ࡏ

• Fi(x) = cifi(x)(ci (n!)−
3
2 ͳͲ,ڃ͕

ऩଋ͢ΔΑ͏ʹͱΔ.)

• ∆Fi(x) =
1
n

n ʵ 1∑

j=0

(Fi(x)− Fj(x))

ͱ͢Δ.ҎԼ͜ΕΛม͍ͯ͘͠ܗ.

ϵn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n ʵ 1∑

k=0

(
Fi(x)Fi(x

′)
)

n
−

n−1∑

i=0

Fi(x)

n

n−1∑

i=0

Fi(x
′)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ͱ͋Δ͕,

Fn(x) =
cnn!

2πi

∮

C

(−p(ζ))ndζ

(ζ − x)n+1
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ΑΓ,(C దͳੵܦ࿏ͱ͢Δ.)

n−1∑

k=0

Fk(x) =
n−1∑

k=0

ckk!

2πi

∮

C

(
p(ζ)
x−ζ

)k

ζ − x
dζ

ҎԼ؆୯ͷͨΊ cn = n!−1ͱ͢Δͱ,

n−1∑

k=0

Fk(x) −→
∮

C

dζ

ζ − x+ p(ζ)
(n −→ ∞)

ͱͳΔ. limn→∞
1
n

∑n ʵ 1
k=0 (F (x)F (x′))ಉ༷

,ͱ͍ͯ͘͠ࢉܭʹ

− 1

4π2

∮

C

∮

C

dζ1dζ2
(ζ1 − x)(ζ2 − x) + a(ζ1)a(ζ2)

ͱͳΔ.

,͖ͮجʹ([4]),ʹ͗ͭ ؔͷྻܥ {Fn}n≥0

ͷॳظґଘੑΛ, δn = |Fn(x) − Fn(x′)|ͷ n

ʹ͓͚ΔΦʔμʔͱఆٛ͠ɺ͜ΕΛௐΔ. ͜
ΕҰൠʹΑ͘༻͍ΒΕΔॳظӶහੑͷఆٛ

λ = lim
n→∞

ln |fn(x)− fn(x′)|
n

Λ֦ுͨ͠ͷͱ͍͑Δ.RodrigueͷެࣜΛ
ೖ͢Δͱ,(ҎԼ cn > 0ͱ͢Δ.)

δn = cn

∣∣∣∣
dnpn

dxn
(x)− dnpn

dxn
(x′)

∣∣∣∣

Ͱ͋Δ.͜Ε૬ؔͷࢉܭͱಉ༷ʹෳૉੵΛ
༻͍Δͱ,|x− x′|͕ेখ͍࣌͞,

δn =

∣∣∣∣
cnn!

2πi

∮

C
pn(ζ)

(
1

(ζ − x)n+1
− 1

(ζ − x′)n+1

)
dζ

∣∣∣∣

ͱͳΔ.

4 ͷ՝ޙࠓ

Έͨ.Ұൠతࢼճղੳతͳ૬ؔͷಋग़Λࠓ
ʹͲ͏ॻ͚Δ͔͕ࣔͨ͠,ઌڀݚߦ [7]ʹ͋Δ
ԋࢠࢉΛ༻͍ͯΑΓ؆ܿʹॻ͘ํ๏·ͩΑ͘
Θ͔͍ͬͯͳ͍.·ͨ,ࠓճಋग़ֶͨࣜ͠త
ड़Ͱ͖ΔΑهʹີݫͰͳ͘,ఆཧͱͯ͠ີݫʹ
͏ʹ͢Δ͜ͱޙࠓͷ՝Ͱ͋Δ.

5 ࠞ߹ੑͷ݁Ռʹ͍ͭͯ (मਖ਼݁Ռ)

[8]Ͱ࣍ͷఆཧͷূ໌Λͨ͠هɻ
ʮLegendreଟ߲ࣜΛਖ਼نԽͨ͠ྻܥ P ′

n(z) ={√
2n+1

2 Pn(z)
}

n=1,2...
ࠞ߹ੑΛͭ࣋ɻʯ

͔͠͠ɺͦͷূ໌Ͱ༻͍ͨม͕ଌΛอଘͤ
ͣɺޡΓͰ͋Δ͜ͱ͕ղͬͨͷͰɺຊ༧ߘʹͯ
मਖ਼͢Δɻ࣌ݱͰࠞ߹ੑΛͨͤΔΑ͏ͳܥ
ྻͷมChebyshevଟ߲ࣜͱୈ 2छCheby-

shevଟ߲ࣜҎ֎Έ͔͍ͭͬͯͳ͍͕ɺ͓ͦΒ͘
ͳ͍ͱࢥΘΕΔɻͦ͏ͨ͠ม͕ͳ͍͜ͱΛࣔ
͢ͷޙࠓͷ՝ͱ͍͑ΔɻͷͪʹҌ๏ʹΑ
Δۙࣅ࣮ݧΛ༻͍͔ͯͬͨ݁Ռද 2

ͷ௨ΓͰ͋Δɻ

ަؔܥͷྻܥ ૬ؔ ॳظӶහੑ λ

Legendre O( 1n) ͳ͠
Hermite ࢄൃ ͋Γ (λ = 2)

Chebyshev O( 1n) ͳ͠
ୈ 2छ Chebyshev O( 1n) ͳ͠
Laugerre ࢄൃ ͋Γ

(
λ = 2

3

)

ද 2. ֤ަؔܥͷ૬ؔͱॳظӶහੑ
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ΞϞϧϑΝεૉนͷਫૉೖࣹͷࢠಈྗֶγϛϡϨʔγϣϯ

ᖒా  1, தଜ ষߒ 1,2, ᜊ౻ ل 3, ᖒా ࢘ܓ 4, ੜ ඔ 1

,ॴڀݚେֶɼ2֩༥߹Պֶݹ1໊ ,େֶܗࢁ3 4৴भେֶ
e-mail : naka-lab@nifs.ac.jp

1 ͡Ίʹ

֩༥߹Ͱൃੜͨ͠ߴΤωϧΪʔͷཻ͕ࢠ
นࡐྉͱিಥ͢Δ͜ͱͰน͔Βཻ์͕ࢠग़͞
ΕΔ͜ͱ͕͋ΓɺͦΕʹΑΔ৺ϓϥζϚͷྫྷ
٫೩ྉͷرऍԽͳͲ͕͞ࢹΕ͍ͯΔɻͦ
ͷͨΊɺݱͷղ໌ͷͨΊʹ֩༥߹ϓϥζϚ
ஔͷμΠόʔλ൘ͱͯ͠༻͍ΒΕ͍ͯΔૉࡐ
͔Βੜ͡Δਫૉࢠݪɾࢠͷճసɾৼಈ४Ґͷ
ΛௐΔඞཁ͕͋Δɻ࣮ݧͰಘΔ͜ͱ͕
ಈྗֶ๏Λ༻͍ͨఆྔతͳࢠͰ͋ΔͨΊࠔ
σʔλ͕·Ε͍ͯΔɻຊڀݚͰΞϞϧϑΝ
εૉนΛλʔήοτͱͯ͠ߴΤωϧΪʔͷॏ
ਫૉΛೖࣹ͢ΔࢠಈྗֶࢉܭΛ͍ߦɺน͔
Βൃੜ͢Δਫૉࢠݪɾࢠͷճసɾৼಈ४ҐΛ
ಘͨɻ

2 ࢠಈྗֶ๏

ࢠಈྗֶ๏ (molecular dynamics)ͱଟ
ͷཻࢠʹ͍ͭͯମੵҰఆɺΤωϧΪʔҰఆͷ
݅ԼͰχϡʔτϯͷӡಈํఔࣜΛੵ͠ɺ
ྗֶྔͷؒ࣌ฏۉΛͱ͓ͯ͠ϚΫϩͳੑ࣭Λௐ
Δख๏Ͱ͋Δɻ࣭ྔmͷཻࢠ iʹಇ͘ྗΛ
F⃗i = (Fxi, Fyi, Fzi)ͱ͢Δͱχϡʔτϯͷӡಈ
ํఔࣜ

mi
d2r⃗i
dt2

= F⃗i, i = 1, 2, ..., N (1)

ͱ͋ΒΘ͞ΕΔɻ͜͜ͰNશཻࢠͱ͢Δɻ
ӡಈํఔࣜ࠲ඪ r⃗iͱ v⃗iʹ͍ͭͯҰ֊ͷ
࿈ཱඍํఔࣜʹղͰ͖Δɻ

⎧
⎪⎨

⎪⎩

dr⃗i
dt

= v⃗i,

dv⃗i
dt

=
F⃗i

mi

(2)

χϡʔτϯͷޙୀิؒެࣜͰද͞ΕΔิؒଟ߲
ࣜΛඇੵؔͱͯ͠ೖ͠ੵΛ࣮͢ߦΔͱ
ABެࣜͱݺΕΔଟஈ֊๏ͷࠩࣜΛಘΔ͜
Ε͕։͍ͨੵެࣜͷղ๏Ͱ͋Δɻดͨ͡ੵ
Ͱؒ࣌ fn+1 ≡ fn, fn−1, fn−rͷະྔ༻͍
ͯಉ༷ʹੵ͠ަࠩԋࢉΛ࣮͢ߦΔͱAM

ެࣜͱݺΕΔެࣜΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻॳظ

ʹABެࣜͷ ͷ߲Λ༻͍ͯͦΕΛमਖ਼࣍͠0
ͨ Γฦ܁ղͱ͢Δɻ͜ΕΛࣅͷۙ࣍ͷ߲Λ࣍1
ఆ͞ΕͨఆྔҎԼͱͳΔ͔༧Ίࢦ͕ࠩޡͯ͠
ܾΊΒΕͨճ͚ͩ܁Γฦ͢ɻ͜ΕΛABެࣜ
ͱ AM ެࣜΛΈ߹Θͤͯऩଋͨ͠ղΛ
ಘΔ༧ଌࢠ-मਖ਼ࢠ๏ [1]ʹΑΓཻ֤ࢠͷҐஔͱ
ӡಈྔΛߋ৽ͯ͠ൃؒ࣌లΛಘΔɻ

3 ਫૉࢠͷঢ়ଶղੳ

ଟࢠݪࢠͷγϡϨσΟϯΨʔํఔࣜ [2]
ҎԼͷܗʹද͞ΕΔɻ

[
−
∑

α

h̄2

2Mα
∇2

α + U(R⃗α)
]
ψ(R⃗α) = Eψ(R⃗α)

(3)

؆୯ͷͨΊ ν͋ݸΔ֩ͷҐஔϕΫτϧ
R⃗1, R⃗2, . . . , R⃗νΛಈؔͰ R⃗αͰදͤ͞
ͯ͋ΔɻMα α൪ͷ֩ͷ࣭ྔɻ
͜Ε͕ೋࢠݪࢠͷ߹அϙςϯγϟϧU(R)

ڑ͕ؒ֩ R͚ͩͷؔͳͷͰॏ৺ӡಈΛ
͢Εத৺ྗͷͳ͔ͷཻࢠͷӡಈͱಉ͡ܗ
ͷʹؼண͢ΔɻͦͷͨΊղಈؔܘͱ֯
෦ͷؔͷੵͷܗΛͱΓ֯෦ٿ໘ௐؔ
Y (Θ,Φ)ͱͳΔɻ࣠ࢠͷํΛ࠲ۃඪΘ,Φ

Ͱදͯ͠ɺٻΊΔղͷܗ

ψ(R⃗) = R−1ψv(R)YJM (Θ,Φ) (4)

Ͱ͋Δɻਫૉࢠͷ߹ʹ ψv ͷຬͨ͢ํఔࣜ
ҎԼͷܗͱͳΔɻ

− h̄2

2m

d2ψv

dR2
+U(R)ψv+

h̄2

2m

J(J + 1)

R2
ψv = Ev,jψv

(5)

͜͜ͰU(R)ʹҎԼʹࣔ͢REBOϙςϯγϟ
ϧ [3]Λ༻͍Δɻ͜ͷܗͷγϡϨσΟϯΨʔํ
ఔࣜΛψϝϩϑ๏ [4]ʹΑΓղΛಋग़͢Δɻͨ
ͩ͠ɺ∆Rಈํܘͷϝογϡͷ֮ײͰ͋Δɻ
͜ΕʹΑΓճస४Ґ J ,ৼಈ४Ґ vʹґଘͨ͠
ϙςϯγϟϧۂઢ͕ٻΊΒΕΔɻ

4 γϛϡϨʔγϣϯख๏

ຊڀݚͰࢠಈྗֶίʔυΛ༻͍ͯਤ 1ʹ
੨͍Ͱࣔ͞Εͨૉ͕ࢠݪ ɺന͍ݸ3872
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40 Å

30 Å

ਤ 1. γϛϡϨʔγϣϯϞσϧɽ

Ͱࣔ͞Εͨॏਫૉ͕ࢠݪ ͞ΕͨߏͰݸ2080
ૉΞϞϧϑΝεߏʹ 100 eV ͷΤωϧΪʔ
Λͭ࣋ॏਫૉࢠݪ ɻ͏ߦΛࢉܭΛೖࣹ͢Δݸ1
ૉࢠݪͷ࣭ྔ 12 uɺॏਫૉࢠݪͷ࣭ྔ
1.008 uͱ͠γϛϡϨʔγϣϯϘοΫεԣ෯
40 ÅԞߦ 40 Åͷपڥظք݅ͱͨ͠ɻͨͩ
͠ɺपڥظք݅Ͱ͢ࢉܭΔͱ࣮ݱͰ͜ىΓ
͑ͳ͍ͷճΓࠐΈʹΑͬͯೖཻࣹࢠͷΤωϧ
Ϊʔ͕ඪతࡐΛաʹୡͯ͠͠·͏ɻͦͷͨ
Ίɺߏ෦ΛࢠಈྗֶࢉܭͰɺߏͷ֎ଆ
ΛಋํఔࣜͰͷྖࢉܭҬͱׂ͢Δ͜ͱͰ
ରͨ͠ࡦɻཻ֤ؒࢠʹಇ͘ϙςϯγϟϧΤωϧ
Ϊʔͱͯ͠REBOϙςϯγϟϧΛ༻͍ͨɻඪ
తࡐͷ͞ߴ 30 ÅͰԹ 300 KͰ͋Γɺλ
ΠϜεςοϓΛ 0.01018 fsͱͯ͠ 5, 000, 000

εςοϓΛΤωϧΪʔҰఆɺମੵҰఆͷ݅Լ
(NV E)ͰཚΛม͑ͯ 1500ύλʔϯͷࢉܭ
Λͨͬߦɻ

5 γϛϡϨʔγϣϯ݁Ռͷߟ

γϛϡϨʔγϣϯͷؒ࣌ࢉܭதʹඪతࡐͷද
໘͔ΒҰఆڑΕͨࢠݪ·ͨࢠΛඪతࡐ
͔Βඈͼग़ͨ͠ͱΈͳͯͦ͠ΕΒʹ͍ͭͯղੳ
Λ͏ߦɻਤ 2 ʹࣔ͢Α͏ʹਫૉࢠͷঢ়ଶ
ΤωϧΪʔͱৼಈ४Ґͱճస४Ґʹґଘ͢Δɻ
ࢠಈྗֶ๏ݹయྗֶΛํࢉܭͨ͠ʹج๏Ͱ
͋ΔͨΊྔࢠʹ͓͚Δৼಈ४Ґճస४Ґ
༩͑ΒΕ͍ͯͳ͍ɻͦͷͨΊɺऔΓग़ͨ͠ਫૉ
ࢠͷ֯ӡಈྔͱฒਐΤωϧΪʔΛ༻͍ͯྔࢠ
ʹ͓͚Δճస४ҐΛ͢ࢉܭΔɻճస४Ґͱ
ઢͱরۂશΤωϧΪʔΛϙςϯγϟϧͭ࣋ͷࢠ

ਤ 2. ϙςϯγϟϧۂઢɽ

Β͠߹ΘͤΔ͜ͱͰৼಈ४ҐΛಋग़͢Δɻͦͷ
݁ՌΛܰਫૉଧͪࠐΈͷ߹ [5]ͱࠓճͷॏਫ
ૉଧͪࠐΈͱͰൺֱݕ౼͢Δɻ

6 ͓ΘΓʹ

ຊڀݚͰॏਫૉଧͪࠐΈͷ߹ͷ์ग़ࢠͷ
ճస४Ґɾৼಈ४ҐΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɻޙࠓ
ඪతࡐೖࣹࢠݪͷ݅Λม͑ͨࡍʹ์ग़
ͷͱճస४Ґɾৼಈ४Ґ͕Ͳ͏มԽ͢Δ͔ࢠ
ʹண͠ɺࢉܭճΛ૿͢͜ͱͰΑΓ౷ܭత
ͳσʔλΛಘΔ͜ͱͱ͢Δɻ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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࣠ରশߴԹಋບःณిྲྀີղੳɿՁճ࿏๏ͷద༻

ޱࢁ ࡁܟ 1, ࢁߴ জ༏ 2, ਆ୩ ३ 2, େ୩ ໌ 1,3

1૯߹ڀݚେֶӃେֶɼ2ܗࢁେֶɼ3֩༥߹Պֶڀݚॴ
e-mail : yamaguchi.takazumi@nifs.ac.jp

1 ͡Ίʹ

͞༺ԹಋମʢHTSʣ༷ʑͳͰԠߴ
Ε͍ͯΔɽHTSஔͷ։ൃʹःณిྲྀີ
ղੳ͕ඞཁෆՄܽͰ͋ΔɽՁճ࿏ϞσϧΛ༻
͍Δͱɼःณిྲྀີͷൃؒ࣌లΛٻΊΔ
ճ࿏ํఔࣜͷॳظʹؼண͢Δ [1]ɽ
ۙɼϔϦΧϧ࣓ܕด͡ࠐΊ֩༥߹ͷϖ

Ϩοτೖࣹ๏ͱͯ͠ɼಋϦχΞՃʢSLAʣ
γεςϜ͕ఏҊ͞Εͨ [2]ɽSLAγεςϜͰɼ
HTSບʹ࡞༻͢Δి࣓ྗΛ༻͍ͯ೩ྉϖϨοτ
Λ֩༥߹ϓϥζϚೖࣹ͢Δɽେࡶͳࢉࢼʹ
ΑΕɼSLAγεςϜ೩ྉϖϨοτΛ 5–10

km/s·ͰՃͰ͖Δɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ࣮༻ن
ͷ SLAγεςϜ·ͩ։ൃ͞Ε͍ͯͳ͍ͨ
ΊɼՃੑͷৄࡉෆ໌Ͱ͋Δɽ
ຊڀݚͷతɼSLAγεςϜͷՃੑ

ΛௐΔͨΊʹɼՁճ࿏ϞσϧɾίʔυΛ։
ൃ͢Δ͜ͱͰ͋Δɽ͞ΒʹɼಉίʔυͰಘͨ݁
ՌΛ༻͍ͯՃੑͷ্ΛਤΔɽ

2 Ձճ࿏Ϟσϧ

ਤ 1ʹࣔ͢Α͏ʹɼSLAγεςϜి࣓ੴ
ͱϦϯάܕHTSບ͕औΓ͚ΒΕͨϖϨοτɾ
ίϯςφͰߏ͞ΕΔɽ͜͜ͰɼHTSບͷ
ͼRoutɼbٴɼްΈΛͦΕͧΕRinܘ֎ͼٴܘ

ͱ͢Δɽ·ͨɼి࣓ੴܘRcɼ͞Hcͷԁ
ܕͰ͋Γɼి࣓ੴதʹίΠϧిྲྀɿ

Icoil(Z, t) =

{
αt (0 ≤ Z ≤ Zlimit)

0 (otherwise)
(1)

͕ྲྀΕ͍ͯΔɽୠ͠ɼαిྲྀ૿ՃͰ͋Γɼ
Z  HTSບͷ z࠲ඪͰ͋Δɽ·ͨɼ0 ≤ Z ≤
Zlimit Ճ۠ؒΛද͢ɽSLAγεςϜͰɼ
HTSບதͷःณిྲྀີͱి࣓ੴ͕ੜΈग़͢
ҹՃ࣓ଋີͷؒʹಇ͘ൃྗʹΑͬͯɼϖϨο
τɾίϯςφ z࣠ਖ਼ํʹՃ͞ΕΔɽHTS

ບͷܗঢ়ͱҹՃ࣓ଋີͷۭ͕ؒ࣠ରশͰ
͋ΕɼःณిྲྀີͷۭؒΛ nຊͷిྲྀ
ϧʔϓͷू߹ͱͯۙ͠ࣅͰ͖Δʢਤ রʣɽࢀ2
ܘ riͷిྲྀϧʔϓ ΛiްΈ bɼ෯∆riͷۣ
ྲྀిʹஅ໘Λͪɼͦͷஅ໘ʹҰ༷ܗ Ii ͕

ਤ 1. SLAγεςϜͷ֓೦ਤɽ

ਤ 2. Ձճ࿏Ϟσϧͷஅ໘ਤɽ

ྲྀΕΔɽ
ԾఆͷԼͰɼFaradayଇ͔ΒҎԼͷճه্
࿏ํఔࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

L
dI

dt
= −

[
M

dIcoil
dt

+
dM

dZ
vIcoil + V

]
(2)

ୠ͠ɼLٴͼM(Z)ΠϯμΫλϯεٴྻߦ
ͼ૬ޓΠϯμΫλϯεɾϕΫτϧͰ͋Δɽ·
ͨɼIःณిྲྀϕΫτϧͰ͋ΓɼV ༠ಋى
ిྗϕΫτϧͰ͋Δɽ͞Βʹɼv (≡ dZ/dt)
HTSບͷΛද͢ɽΛiதͷ༠ಋྗిى ViΛ
ܾఆ͢ΔͨΊʹɼຊڀݚͰ͖ଇ [3]ɼVi =

VCi (|Ii|/ICi)
N sgn(Ii)ɼΛ࠾༻͢Δɽୠ͠ɼྟ

քిѹ VCiٴͼྟքిྲྀ ICiͦΕͧΕ VCi ≡
2π(ri +∆ri/2)ECٴͼ ICi ≡ jCb∆riͰܾఆͰ
͖Δɽ͜͜ͰɼECͱ jCͦΕͧΕྟքిքͱ
ྟքిྲྀີͰ͋ΓɼN ਖ਼ͷͰ͋ΔɽҰ
ํɼHTSບͷӡಈNewtonͷӡಈํఔࣜɿ

m
d2Z

dt2
= −2π

n∑

i=1

riBr(ri, Z, t)Ii(t) (3)

ʹΑͬͯࢧ͞ΕΔɽୠ͠ɼmHTSບͱϖ
Ϩοτɾίϯςφͷ૯࣭ྔͰ͋ΓɼBr(r, z, t)
ҹՃ࣓ଋີͷ rͰ͋Δɽ
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ਤ 3. HTSບͷܘ Rin ͕ऴ vf ɽڹӨ͢΅ٴʹ

ਤ 4. ःณిྲྀີͷۭؒʢHc = 400 mmʣɽ

(2)ͱ (3)ͷ࿈ํఔࣜͷॳظΛղ͘͜
ͱʹΑͬͯɼःณిྲྀີͷൃؒ࣌లͱϖϨο
τɾίϯςφͷӡಈΛಉ࣌ʹܾఆͰ͖Δɽຊݚ
݅ͱͯ͠ظͰɼॳڀ I = 0, v = 0, Z = Z0

at t = 0Λ՝͢ɽୠ͠ɼZ0HTSບͷॳظҐ
ஔͰ͋Δɽ·ͨɼॳظͷղ๏ͱͯ͠
–Έ෯ࣗಈௐઅΞϧΰϦζϜ͖Rungeࠁؒ࣌

Kutta๏ [4]Λ༻͍Δɽ

3 SLAγεςϜͷγϛϡϨʔγϣϯ

ຊઅͰɼՁճ࿏ϞσϧɾίʔυΛ༻͍Δ
͜ͱʹΑͬͯɼSLAγεςϜͷՃੑͷ্
ΛਤΔɽຊڀݚΛ௨ͯ͠ɼزԿֶతٴͼཧత
ύϥϝλΛҎԼͷʹݻఆ͢ΔɿRc = 50 mm,

α = 20 kA/ms, Zlimit = 300 mm, Rout = 40

mm, b = 1 mm, Z0 = 1 mmɼEC = 1 mV/m,

jC = 1 MA/cm2, ∆ri = 0.1 mm.

·ͣɼϦϯάܕ HTSບͷܘ Rin͕Ճੑ
ʹٴ΅͢ӨڹΛௐΔɽਤ 3ʹ HTSບͷ
Rin͕ऴܘ vfʹٴ΅͢ӨڹΛࣔ͢ɽಉਤ
͔Β໌Β͔ͳΑ͏ʹɼܘRin͕ 30 mmҎԼ
Ͱ͋ΕɼܘRinऴ vfʹӨڹΛ΄ͱ
ΜͲٴ΅͞ͳ͍ɽͭ·ΓɼՃੑΛଛͳ͏͜
ͱͳ͘૯࣭ྔmΛܰ͘Ͱ͖ΔɽಛʹɼܘRin

͕ 30 mmͷ߹ɼHTSບͷ࣭ྔݩͷ 40%·
ͰݮͰ͖ΔɽैͬͯɼϦϯάܕ HTSບΛ༻

͍ΕɼՃੑͷظ্͕Ͱ͖Δɽ
ͷܕͱϦϯάܕɼԁ൘ʹ࣍ HTSບதʹ͓͚
ΔःณిྲྀີͷۭؒΛௐɼ͜ΕΛਤ 4

ʹࣔ͢ɽԁ൘ܕͷ߹ɼःณిྲྀີԑ
ۙʹࡏہԽ͢ΔɽҰํɼϦϯάܕͷ߹ɼः
ณిྲྀີ֎ଆ͚ͩͰͳ͘ଆͷԑۙ
ʹࡏہԽ͢ΔɽଆͷԑۙʹྲྀΕΔःณి
ྲྀີͷӨڹʹΑͬͯɼՃੑ͕อͨΕΔͷ
Ͱ͋Δɽ

4 ͓ΘΓʹ

ຊڀݚͰɼՁճ࿏ϞσϧΛ༻͍ͯ SLA

γεςϜͷՃੑΛௐͨɽຊڀݚͰಘΒΕ
ͨ݁Λ؆ܿʹཁ͢ΔͱҎԼͷΑ͏ʹͳΔɽ
ϦϯάܕͷHTSບΛ༻͍ΕɼՃੑΛอͬ
ͨ··ɼHTSບͷ࣭ྔΛ͢ݮΔ͜ͱ͕Ͱ͖
Δɽނʹɼ͞ΒͳΔՃੑͷظ্͕Ͱ͖
Δɽ͋Δ͍ɼΑΓଟ͘ͷ೩ྉϖϨοτΛ֩༥
߹ϓϥζϚೖࣹͰ͖ΔͩΖ͏ɽ
SLAγεςϜͰɼి࣓ྗͱHTSບͷؒʹ
ಇ͘ి࣓ྗΛ༻͍ͯϖϨοτɾίϯςφΛՃ
͢ΔɽͦΕނɼՃੑͱి࣓ੴதͷిྲྀ
͕ີʹ͍ؔͯ͠Δɽैͬͯɼޙࠓͷڀݚ՝
ɼτϙϩδʔ࠷దԽʹ͖ͮجɼి࣓ੴதͷ
ిྲྀΛ࠷దԽ͢Δ͜ͱͰ͋Δɽ
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ಋϦχΞՃγεςϜͷγϛϡϨʔγϣϯɿ
ϖϨοτೖࣹͷߴԽ

ɹজ༏ࢁߴ 1ɼޱࢁɹࡁܟ 2ɼᜊ౻ɹา 1ɼਆ୩ɹ३ 1

ՊڀݚֶେֶେֶӃཧܗࢁ1
2૯߹ڀݚେֶӃେֶ
e-mail : takayama@yz.yamagata-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ϔϦΧϧ֩ܕ༥߹ͷϓϥζϚத৺ʹ೩ྉͱ
ͳΔݻମਫૉϖϨοτΛࣹग़͢ΔͨΊɼۙɼ
ԹಋʢHTSʣϦχΞՃγεςϜʹΑΔߴ
ϖϨοτೖࣹ๏͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔ [1]ɽ͔͠͠
ͳ͕Βɼ࣮݁ݧՌ͕ಘΒΕ͍ͯͳ͍ͨΊɼ࣌ݱ
ͰɼϖϨοτೖࣹ͕Θ͔Βͳ͍ɽ͜ͷ
ͨΊɼஶऀγϛϡϨʔγϣϯΛ༻͍ͨ
ϖϨοτೖࣹ๏ͷՃੑΛௐͨɽ
ͷձͰɼHTSࡢ ബບःณిྲྀີ
ͷൃؒ࣌లΛղੳ͢ΔFEMίʔυΛ։ൃ͠ɼ
HTSϦχΞՃγεςϜʹΑΔϖϨοτೖࣹ
๏ͷՃੑΛௐͨ [2]ɽͦͷ݁Ռɼ୯ҰίΠ
ϧͷ߹ɼ࠷ऴ 118 m/s͕ಘΒΕͨɽ
͞Βʹɼःณిྲྀີബບͷԑۙʹ͢
Δ͜ͱ͕Θ͔ͬͨɽ
ຊڀݚͷతɼैདྷͷՃ༻ίΠϧͷ֎ଆ
ʹίΠϧΛஔ͢Δ͜ͱʹΑͬͯɼHTSϦ
χΞՃγεςϜʹΑΔϖϨοτͷೖࣹΛ
Խ͢Δ͜ͱͰ͋Δɽߴ

2 ํఔࣜͱӡಈํఔࣜࢧ

ຊڀݚͰɼத৺ରশ࣠Λ z࣠ͱͨ͠ԁப࠲
ඪ ⟨O : er, eθ, ez⟩Λ࠾༻͢ΔɽՃ༻ HTSബ
ບͷܗঢ়ʹɼ୯͔ͭܘRɼްΈ bͷσΟ
εΫܕΛ༻͍Δɽ͜ͷͱ͖ɼHTSͷःณి
ྲྀີ j  j = (2/b)(∇S × ez) Ͱॻ͖ද͢͜
ͱ͕Ͱ͖Δɽୠ͠ɼS(r, t)εΧϥؔͰ͋Γɼ
ಉؔͷൃؒ࣌లҎԼͷඍੵํఔࣜʹࢧ
͞ΕΔɽ

µ0
∂

∂t

∫ R

0
Q(r, r′)S(r′, t)r′dr′ +

2

b
S

+
∂

∂t
⟨B · ez⟩+

1

r

∂

∂r
(rE · eθ) = 0, (1)

ୠ͠ɼ⟨ ⟩ްΈํͷฏۉԽԋࢠࢉͰ͋ΓɼB
ίΠϧͷҹՃ࣓ଋີͰ͋Δɽ·ͨɼEి
քͰ͋Γɼిք E ʹɼಋಛੑΛදͨ͢
ΊɼJ-E ํఔࣜɿEߏ = E(|j|)(j/|j|)Λ༩

ਤ 1. HTSϦχΞՃγεςϜͷ֓೦ਤɽ

͑Δɽୠ͠ɼؔE(j)ʹ͖ଇɿE(j) =

EC(j/jC)N Λ࠾༻͢ΔɽEC ͼٴ jC ͦΕͧ
ΕྟքిքɼྟքిྲྀີͰ͋Δɽ
ҰํɼՃ༻ HTSͷӡಈ Newtonͷӡಈ
ํఔࣜ

d2z

dt2
=

4π

m

∫ R

0

∂S

∂r
⟨B · er⟩rdr, (2)

Ͱܾఆ͞ΕΔɽୠ͠ɼmίϯςφͷ࣭ྔͰ
͋Δɽ
ํఔࣜࢧ (1)ͱӡಈํఔࣜ (2)ͷॳظ݅

ʹɼS(r, 0) = v = 0 at t = ͼٴ0 z = z0 at

t = 0 ΛԾఆ͢Δɽͳ͓ɼz0ٴͼ vͦΕͧΕ
ബບͷॳظҐஔٴͼίϯςφͷͰ͋Δɽ·
ͨɼڥք݅ʹ S(R, t) = 0Λ༩͑Δɽ(1)ͱ
(2)Λ࿈ཱͨ͠ॳظɾڥքΛղ͚ɼः
ณిྲྀີٴͼHTSബບͷӡಈͷൃؒ࣌లΛ
ܾఆͰ͖ΔɽຊڀݚͰɼۭ ؒͷࢄԽʹFEM

Λ࠾༻͠ɼrํͷ۠ؒ [0, R]Λ nׂͨ͠ɽ
݁Ռͱͯ͠ɼಉ࿈ཱৗඍํఔࣜΛղ͘
ʹͳΓɼಉํఔࣜʹɼࠁΈ෯ࣗಈௐઅ
͖Runge-Kutta๏Λ࠾༻ͨ͠ɽ

3 HTSϦχΞՃγεςϜʹΑΔϖϨο
τೖࣹ๏ͷγϛϡϨʔγϣϯ

ख๏Λ༻͍ͯɼHTSബບʹྲྀΕΔःه্
ณిྲྀີͷൃؒ࣌లͱബບͷӡಈΛಉ࣌ʹղ
ੳ͢ΔFEMίʔυΛ։ൃͨ͠ɽਤ 1ʹHTSϦ
χΞՃγεςϜʹΑΔϖϨοτೖࣹ๏ͷ࣠ର
শϞσϧΛࣔ͢ɽଆͷίΠϧʹɼܘ Rc
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ਤ 2. ϖϨοτ v ͷؒ࣌มԽɽ

ɼଆͷίΠϧ͠༺࠾HcͷίΠϧΛ͞ߴͼٴ
ిྲྀ Iin ͱͯ͠ɼIin(t, z) = αt(z ≥ 0)Λ༩͑
Δɽୠ͠ɼαίΠϧͷిྲྀมԽͰ͋Γɼຊ
Ͱɼαڀݚ = 20 kA/msʹݻఆ͢Δɽ·ͨɼ
֎ଆͷίΠϧిྲྀΛ Iout(t, z) = βIin(t, z)Ͱܾ
ఆ͢Δɽ͢ͳΘͪɼβ = 0.0ͷ߹ɼଆͷί
Πϧ͚ͩͷஔͱͳΔɽ
ຊڀݚΛ௨ͯ͠ɼཧతɾزԿֶతύϥϝλ

ΛҎԼͷʹݻఆ͢ΔɿRc = 5 cm, Hc = 10

cm, m = 10 g, z0 = 1 mm, N = 20, jC = 1

MA/cm2, EC = 1 mV/m, R = 4 cm, b = 1

mm, n = 101.

HTSϦχΞՃγεςϜʹΑΔϖϨοτ
ΛతʹௐΑ͏ɽ·ͣɼਤ 2ʹϖϨοτ
 vͷؒ࣌มԽΛࣔ͢ɽಉਤΑΓ໌Β͔ͳΑ
͏ʹɼͲͷ βʹରͯ͠ɼϖϨοτ vٸ
ܹʹՃ͠ɼt ! 6 msͰϖϨοτ v͕
΄΅ҰఆͱͳΔɽՃੑΛௐΔईͱ͠
ͯɼऴ vfΛಋೖ͢Δɽ͜Ε z = 20 cm

Λബບ͕௨աͨ͠ޙͷͰ͋Δɽऴ
vf  β = 0.0, β = 0.5, β = 1.0ͷ߹ɼͦΕͧ
Ε vf = 118 m/s, vf = 218 m/s, vf = 235 m/s

ΛಘΔɽ
ɼਤʹ࣍ 3ʹऴͷ βͷґଘੑΛ
ࣔ͢ɽಉਤΑΓɼβ > 0.25ͷ߹ɼβͷ૿Ճͱ

ਤ 3. ऴ vf ͱ β ͷґଘੑɽ

ਤ 4. ऴ vf ͱίΠϧ Hout ͷґଘੑɽ

ͱʹऴ͕୯ௐ૿Ճ͍ͯ͠Δ͕ɼऴ
ͷ૿Ճ͔ۇͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔ΔɽҎ্ͷ݁
Ռ͔Βɼ֎ଆʹՃ༻ίΠϧΛஔ͢Δ͜ͱ
ʹΑͬͯɼऴ 2ഒͷ૿Ճͱͳͬͨɽ
ٴʹɼ֎ଆͷίΠϧHout͕ऴʹޙ࠷

΅͢ӨڹΛௐΑ͏ʢਤ রʣɽಉਤΑΓɼίࢀ4
Πϧͷ͕͞Hout = 2.5 cmͷ߹ɼ࠷ऴ
͕͍݁ՌͱͳΔͷʹରͯ͠ɼHout = 10.0

cmͷ߹ɼ࠷ͷऴ͕ಘΒΕͨɽ͜ͷ
ҼΛ୳ΔͨΊɼ֎ଆίΠϧͷ࣓ଋີΛௐݪ
ͨ݁Ռ͕ɼਤ 5Ͱ͋ΔɽಉਤΑΓ໌Β͔ͳΑ͏
ʹɼϖϨοτͷՃʹॏཁͱͳΔBr͕࠷େ
͖͍ͷ͕ɼHout = 10.0 cmͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔
ΔɽैͬͯɼBr ͷ͕େ͖͍΄ͲɼϖϨοτ
Λ্ͤ͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] N. Yanagi and G. Motojima, private

communication, National Institute for

Fusion Science, (2017).
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ֶձ 2018  ձߨԋ༧ूߘɼ2018ɽ

ਤ 5. ίΠϧʹΑΔੜ࣓ͷ Br ͱίΠϧ Hout ͷ
ґଘੑɽ
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ଟ࣭ഔ࣭தͷཚྲྀʹର͢Δ kͱ εͷղيಓٴͼͦΕΒͷॳظঢ়ଶґଘੑ

ླ ַਓ 1

1੨ֶେཧ
e-mail : t-suzuki@phys.aoyama.ac.jp

1 ֓ཁ

ଟ࣭ഔ࣭தͷཚྲྀ͘ཧతɾ࣮ݧత
ʹऔΓѻΘΕ͖͓ͯͯΓɼͦΕΛهड़͢ΔϞσ
ϧͷதͰɼk − εϞσϧ͘༻͍ΒΕ͖ͯͨ
[1, 2, 3]ɽ͜͜Ͱ kͱ εͦΕͧΕཚྲྀΤωϧ
ΪʔͱͦͷߴྖҬͷࢄҳΛද͢ɽkͱ
εͷൃؒ࣌లΛ͑ߟΔʹ͋ͨͬͯɼଟ࣭ഔ࣭
தʹ͓͍ͯɼฏ͔ྲྀۉΒཚΤωϧΪʔͷ
Ҡૹ͕͜ىΓଓ͚Δ͜ͱʹҙ͞Ε͍ͨɽฏۉ
ྲྀ͕นʹিಥ͢Δ͜ͱͰཚΕ͕ੜ͞ΕΔ͔Β
Ͱ͋ΔɽͦΕΏ͑ɼҰఆͷฏྲྀۉΛ͏ఆৗঢ়
ଶͰ༗ݶͷ kͱ ε͕ଘ͠ࡏಘΔ [1]ɽ͜Ε௨ৗ
ͷཚྲྀʹ͓͍ͯ͜ىΓಘͳ͍ɽ͜ͷ࣮ࣄແ
Δ͜ͱΛࣔࠦ͠ɼk−εฏ͢ࡏͷఆৗঢ়ଶ͕ଘݶ
໘্ͰΞτϥΫλ͕࿈ଓతͳΛ͢Δ͜ͱ
Λࣔ͢ɽ͜ͷΑ͏ͳಛघͳΞτϥΫλ͕ଘ͢ࡏ
Δ߹ͷղيಓͷৼΔ͍Λ໌Β͔ʹ͢Δ͜ͱ
ɼඇઢܗಈྗֶͷ؍͔ΒॏཁͰ͋Δ [4]ɽ
ಛʹͦΕΒͷৼΔ͍ͷॳظґଘੑΛ͜͜Ͱ
͍ٞͨ͠ɽ

2 ଟ࣭ഔ࣭தͷ k − εϞσϧ

ଟ࣭ഔ࣭தʹ͓͚Δ kͱ εΛهड़͢Δɽ·
ͣ௨ৗͷཚྲྀͰͳ͞ΕΔΑ͏ʹɼ u⃗Λ
u⃗ = u⃗ + u⃗′ ͱղ͢Δɽ͜͜Ͱ্͖όʔ
पظΛऔΓআͨ͘Ίͷؒ࣌ฏۉΛҙຯ͢
Δɽu⃗ฏۉɼu⃗′͔ͦ͜ΒͷཚͱΈͳͤ
Δɽ͜ͷཚΛ༻͍ͯඍࢹతͳ kͱ ε

k =
u⃗′2

2
, ε = ν

∂u′i
∂xj

∂u′j
∂xi

, (1)

ͱॻ͚Δɽ͜͜Ͱ νྲྀମͷ೪ੑͰ͋ΔɽՃ
͑ͯɼଟ࣭ഔ࣭தʹ͓͍ͯཧྔΛऔΓѻ͏
ʹɼ͋Δج४ྖҬͰͷۭؒฏۉ ⟨⟩ͱΒ
ͳ͚ΕͳΒͳ͍ɽ͢ͳΘͪ ⟨k⟩ͱ ⟨ε⟩ͷؒ࣌
ൃలΛ͑ߟΔɽج४ྖҬۭܺͷεέʔϧΑΓ
ेେ͖͘ɼܥͷαΠζΑΓेখ͘͞औΔɽ
ଟ࣭ഔ࣭தͷ ⟨k⟩ͱ ⟨ε⟩ʹର͢Δࢹڊతͳ

ํఔࣜࢧ [1]ʹΑͬͯಋग़͞Εͨɽ൴Βͷ
Έ͘ΘΕ͓ͯΓ [2, 3]ɼ͜͜Ͱ࠾
༻͢Δɽํఔࣜܥɼ u⃗Λ༻͍ͯҎԼͷ

Α͏ʹॻ͚Δɿ

ρ

[
∂

∂t
(φ⟨k⟩) +∇ · (u⃗D⟨k⟩)

]

= ∇ ·
[
ρ

(
ν +

νT
σk

)
∇(φ⟨k⟩)

]
− ρφ⟨u⃗′u⃗′⟩ : ∇u⃗D

+ckρφ
⟨k⟩|u⃗D|√

K
− ρφ⟨ε⟩, (2)

ρ

[
∂

∂t
(φ⟨ε⟩) +∇ · (u⃗D⟨ε⟩)

]

= ∇ ·
[
ρ

(
ν +

νT
σε

)
∇(φ⟨ε⟩)

]

−Cε1(ρφ⟨u⃗′u⃗′⟩ : ∇u⃗D)
⟨ε⟩
⟨k⟩

+Cε2ρφ

(
ck

⟨ε⟩|u⃗D|√
K

− ⟨ε⟩2

⟨k⟩

)
, (3)

͜͜Ͱ ρྲྀମͷີɼφۭܺɼνT Ӕ೪
ੑɼKഔ࣭ͷಁਫɼu⃗D ≡ φ⟨u⃗⟩, ⟨u⃗′u⃗′⟩ :
∇u⃗D ≡ ⟨u′iu′j⟩∂(uD)i/∂xj Ͱ͋Γɼσk, σε, ck,

Cε1ٴͼCε2ϞσϧύϥϝʔλͰ͋Δɽi, j =
1, 2, 3Ͱ͋Γɼ܁Γฦ͞Εͨͷʹ͍ͭͯ
ΛऔΔɽޙ࠷ʹɼࢧํఔࣜܥΛด͡ΔͨΊʹ
Ӕ೪ੑ νT Λఆٛ͢Δɽ͜Ε [1]ʹैͬͯ

νT = Cµ
⟨k⟩2

⟨ε⟩ (4)

ͱ͢Δɽ͜͜Ͱ CµݧܦతͳఆͰ͋Δɽ

3 ψϧΫϥΠϯͱղيಓ

Ұ༷ͳ u⃗DͱํҰ༷ͳ u⃗′Λ͑ߟΔɽ͜ͷԾ
ఆͷԼͰɼࣜ ͼٴ(2) (3)தͷۭؒඍΛ͢
ͯফ͢ڈΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽͦΕΏ͑ φ⟨k⟩ͱ
φ⟨ε⟩ΛվΊͯ kٴͼ εͱॻ͚ɼࢧํఔࣜ

∂k

∂t
=

ckuD√
K

k − ε, (5)

∂ε

∂t
= Cε2

ε

k

(
ckuD√

K
k − ε

)
, (6)

Ͱ༩͑ΒΕΔ͜ͱʹͳΔɽ͔྆ࣜΒ

ε =
ckuD√

K
k (7)
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Ͱ༩͑ΒΕΔઢ͕ɼk − εฏ໘্Ͱ྆มʹ
ର͢Δڞ௨ͷψϧΫϥΠϯʹͳ͍ͬͯΔ͜ͱ͕
͔Δɽैͬͯɼղيಓͱ͜ͷઢɼਫฏʹ
ਨʹަΘΒͳ͍ [4]ɽଞͷܥͰݟΒΕ
ͨΑ͏ʹ [4]ɼ͜ͷઢઢঢ়ͷΞτϥΫλ͔
ϦϖϥʔʹͳΔɽͳ͓ɼઢ ε = 0 (͢ͳΘͪ
k࣠) εʹର͢ΔψϧΫϥΠϯͰ͋Δɽ
ࣜͣ·ΛಘΑ͏ɽݱಓͷղੳతදيղʹ࣍ (5)

ͱ (6)͔Β
∂ε

∂k
= Cε2

ε

k
(8)

ͱ͍͏ํఔࣜΛಘΔɽ͜͜Ͱ kͱ εͷॳظͱ
ͯ͠ɼҰఆͷ k0 ̸= 0ͱ ε0 ̸= 0ΛͦΕͧΕ՝͢ɽ
͜Εͱࣜ (8)͔Βɼղيಓͷදݱͱͯ͠༰қʹ

ε = ε0

(
k

k0

)Cε2

(9)

ΛಘΔɽ

4 ղͷӡಈํͷॳظґଘੑ

͜͜Ͱɼڞ௨ͷψϧΫϥΠϯ ε = ckuDk/
√
K

͕ઢ্ͷΞτϥΫλʹͳΔ͜ͱΛࣔ͢ɽͦͷͨ
Ίʹɼؒ࣌ʹͬͯ k ͱ ε ͕ͲͷΑ͏ʹӡಈ
͢Δͷ͔Λ͑ߟΔɽ·ͣ k − ε ฏ໘্Ͱ 0 <

ε < ckuDk/
√
KͷྖҬΛྖҬ Iͱఆٛ͠ɼε >

ckuDk/
√
K > 0ͷྖҬΛྖҬ IIͱఆٛ͢Δɽ

Ճ͑ͯɼղيಓ (9)ͱψϧΫϥΠϯ͕ަΘΔ
Λ (kf , εf )ͱఆٛ͢Δɽ͜ΕΒͷఆٛʹΑͬͯɼ
(k0, ε0)͕ྖҬ Iʹ͋ΔͳΒk0 < kfٴͼ ε0 <

εf ͱ͍͏͕ؔಘΒΕΔɽ͜ΕψϧΫϥΠ
ϯ্Ͱ ε ∝ k Ͱ͋Δͷʹରͯ͠ɼղيಓ্Ͱ
 ε ∝ kCε2 Ͱ͋Γ͔ͭ Cε2 > 1Ͱ͋Δ͔ΒͰ
͋Δɽಉ༷ʹͯ͑ߟɼ(k0, ε0)͕ྖҬ IIʹ͋Ε
 k0 > kf ͼٴ ε0 > εf ΛಘΔɽ࣍ʹɼྖҬ
I (II)ʹ͓͍ͯɼkٴͼ ε͕ؒ࣌ͱͱʹ૿
Ճʢݮগʣ͢Δ͜ͱʹҙ͢Δɽ͜Εࣜ (5)

ͼٴ (6)ͷӈล͕ਖ਼ʢෛʣͱͳΔ͜ͱʹΑΔɽ
Ώ͑ʹɼ(k0, ε0)͕ྖҬ I (II)ʹ͋Εɼղ
ʹͱͱؒ࣌ k− εฏ໘্Λӈ্ʢࠨԼʣʹಈ
͘͜ͱʹͳΓɼt → ∞ͷݶۃͰψϧΫϥΠϯ
্ͷ (kf , εf ௨ͷڞऩ͞ΕΔɽ͢ͳΘͪٵʹ(
ψϧΫϥΠϯϦϖϥʔͰͳ͘ઢঢ়ͷΞτϥ
ΫλͰ͋Δ͜ͱ͕͚݁ΒΕΔɽఆৗঢ়ଶ
(k, ε) = (kf , εf )Ͱ༩͑ΒΕΔɽͳ͓ɼղيಓ
(9)௨ৗͷཚྲྀʹରͯ͠ద༻ՄͰ͋Δ͕
[5]ɼͦ͜Ͱ kͱ ε t → ∞ͷݶۃͰফ͑Δ
͜ͱʹҙ͞Ε͍ͨɽ͜ͷ͜ͱɼ௨ৗͷཚྲྀ
͕ K → ∞ͷݶۃͰهड़Ͱ͖Δ͜ͱΛ͑ߟΔ

ͱ͔Γқ͍ɽ͜ͷ࣌ψϧΫϥΠϯ k࣠ͱͳ
ΓɼྖҬ I͕ফ໓ͯ͠͠·͏ɽͦΕΏ͑ɼ͢
ͯͷղ͕ݪʹٵऩ͞ΕΔɽ༗ݶͷK ΛؚΜ
߲͕ͩ͋Δ͜ͱͰɼํҰ༷ͳཚྲྀ͕ t → ∞
ͷݶۃͰੜ͖Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͷͰ͋Δɽ

5 ·ͱΊͱޙࠓͷ՝

ଟ࣭ഔ࣭தͷཚྲྀʹ͓͍ͯɼॳظঢ়ଶʹґ
ଘ͢Δղͷൃؒ࣌ల͕ಘΒΕͨɽಛʹڞ௨ͷψ
ϧΫϥΠϯ͕ॏཁͰ͋Γɺઢঢ়ͷΞτϥΫλ͕
ԼͰཚྲྀྲྀۉΕͨɽཧతʹɺҰ༷ͳฏݱ
͕ফ໓ͤͣΔ͜ͱ͕ॏཁͰ͋ΔɽՃ͑ͯɼڞ
௨ͷψϧΫϥΠϯΛܥͭ࣋Ͱɼൃදऀͷաڈ
ͷڀݚ [4]͔ΒॳظͷͣΕʹର͢Δ࠷ऴঢ়ଶ
ͷӶහੑ͕ظ͞ΕΔͷͰɼͦͷΛղੳతʹ
ࣔ͢ͷ͕ޙࠓͷ՝ͱͳΔɽ
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1 はじめに
定常の流体構造連成場問題 [1]に対して，弾

性場領域において剛性最大化を目的とする，あ
るいは流れ場領域において散逸エネルギー最小
化を目的とする二つ形状最適化問題を取り上げ
て，その解法を紹介する．問題を定式化し，随
伴変数法を利用して形状修正の感度となる形状
勾配密度関数を導出する．導出した感度に基づ
いて力法（あるいは H1 勾配法）[2][3]を適用
し，FreeFem++ [4] を利用して解析した数値
解析結果を紹介する．

2 弾性場領域における剛性最大化
2.1 問題の定式化
図 1に示すような定常の流体構造連成問題を

考え，弾性体の剛性最大化のための平均コンプ
ライアンス最小化を目的とする形状決定問題を
考える．粘性流れ場領域を Ωf，弾性場領域を
Ωs，流体構造連成を考慮する境界を Γsとする．
また，uf，p，wf，qをそれぞれ Ωf における
流速，圧力，随伴流速，随伴圧力，us，ws を
Ωs における変位，随伴変位とする．形状最適
化問題は次のように定式化できる．

Find Ωs
opt

that minimize ls(us) + ds(us, us) (1)

subject to af (uf , wf ) + bf (uf , uf , wf )

+cf (p, wf ) = 0 in Ωf (2)

cf (q, uf ) = 0 in Ωf (3)

as(us, ws)− ls(ws)

−ds(us, ws) = 0 in Ωs (4)∫

Ωs

dx ≤ M (5)

ただし，上記におけるそれぞれの項は次のよ
うに定義されている．

af (uf , wf ) =

∫

Ωf

2µεfij(u
f )εfij(w

f ) dx,

bf (uf , uf , wf ) =

∫

Ωf

ρfwf
i u

f
i,ju

f
j dx,

cf (p, wf ) = −
∫

Ωf

wf
i,ip dx,

as(us, ws) =

∫

Ωs

σs
ij(u

s)εsij(w
s) dx,

ls(ws) =

∫

Ωs

ws
i f

s
i dx, (6)

uf

us

Γ
0

f

Γs
Ω f

Ωs

Γ
0

s

Γ f

図 1. Fluid-Structure-Interaction problem

ds(us, ws) =

∫

Γs

ws
i σ

s
ij(u

s)ns
j dΓ

= −
∫

Γs

ws
i σ

f
ij(p, u

f )nf
j dΓ (7)

また，粘性流れ場における応力 σf
ij(p, u

f )およ
び弾性場における応力 σs

ij(u
s)は次のように定

義されている．
σf
ij(p, u

f ) = −pδij + µ(uf
i,j + uf

j,i),

εfij(u
f ) =

1

2
(uf

i,j + uf
j,i),

σs
ij(u

s) = Cijklε
s
kl, εsij(u) =

1
2 (u

s
i,j + us

j,i)

ただし，µは流体の粘性係数，ρf は流体密度，
Cijklは剛性テンソル，f s

i は弾性場における体
積力を表している．

2.2 随伴方程式と形状勾配関数
Lagrange乗数法を用いて，領域変動に対す
る Lagrange関数L(ufi , p, w

f
i , q, u

s
i , w

s
i ,Λ)の停

留条件より，この問題に対する随伴方程式は次
のように導出される．

af (uf ′, wf ) + bf (uf ′, uf , wf ) + bf (uf , uf ′, wf )

+cf (q, uf ′) = 0 ∀uf ′ in Ωf (8)

cf (p′, wf ) = 0 ∀p′ in Ωf (9)

as(us′, ws)− ds(us′, ws)

= ls(us′) + ds(us′, us) + ds(us, us′) ∀us′ in Ωs

(10)

またこの問題における形状勾配密度関数Gは
次のようになる．

G = us
if

s
i − σs

ij(u
s)εsij(w

s) + ws
i f

s
i + Λ (11)

ただし，Λは領域の大きさ制約のための La-

grange乗数である．
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3 粘性流れ場領域における散逸エネルギー
最小化
領域Ωf における散逸エネルギーを最小化す

る問題は次のように定式化される．
Find Ωf

opt

that minimize af (uf , uf ) (12)

subject to af (uf , wf ) + bf (uf , uf , wf )

+cf (p, wf ) = 0 in Ωf (13)

cf (q, uf ) = 0 in Ωf (14)

as(us, ws)− ls(ws)

−ds(us, ws) = 0 in Ωs(15)∫

Ωs

dx ≤ M (16)

上記と同様な手順を用いて，この問題に対す
る随伴方程式次のように導出される．

af (uf ′, wf ) + bf (uf ′, uf , wf ) + bf (uf , uf ′, wf )

+cf (q, uf ′) = 2af (uf , uf ′) ∀uf ′ in Ωf (17)

cf (p′, wf ) = 0 ∀p′ in Ωf (18)

as(us′, ws)− ds(us′, ws) = 0 ∀us′ in Ωs(19)

またこの問題における形状勾配密度関数Gは
次のようになる．

G = 2µεfij(u
f )εfij(u

f )− 2µεfij(u
f )εfij(w

f )

−ρfwf
i u

f
i,ju

f
j + Λ (20)

4 解析例
導出した形状勾配密度関数と力法を用いて解

析した数値例を紹介する．
弾性体の剛性最大化の解析例として，図 2に

示す管内流れ中に存在する障害物モデルで数値
解析を実施した． Re=10の流れ場に対して，

Γ
f

0

Γ
s
0

Γs

Γdesign Γ
f

Ω
s

Ω
f

Γ sobj

(Red circles)

図 2. Numerical analysis problem 1

弾性体の左側境界 Γs
obj で定義されたコンプラ

イアンス最小化を目的とし，面積一定制約の下
で，弾性体の内部境界を設計境界として解析を
行った．図 3に初期形状および最適形状におけ
る変形状態を示す．また形状更新に対して目的
汎関数が約 9%低減して収束した．

u =87.5[mm]
s

u =86.3[mm]
s

(a) Initial shape (b) Optimum shape
図 3. Deformed shapes for problem 1

流れ場の散逸エネルギー最小化の解析例とし
て，図 4に示す一様流中に置かれた孤立弾性体
モデルを設定した．Re=0.1, 40 の場合におい
て散逸エネルギー最小化を目的して，面積一定
制約の下で，設計境界を Γf

c として解析を行い，
最適形状を図 5に示す．目的汎関数はともに約
5%低減して収束した．
以上の結果から提案する手法の基本的な妥当
性が確認できた．

Γi
f Γi

f

Γo
f

Γs
f Γs

f

Ωf

Ωs

Γc
f

10d 20d

10
d

31d

Ωs

Γ0
sΓc

s

Γs
s

(a) Numerical model (b) Zooming
図 4. Numerical analysis problem 2

(a) Re=0.1 (b) Re=40
図 5. Optimum shapes for problem 2
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1 Abstract

The simulation of crack propagation in het-
erogeneous solids has been studied. We applied
two kinds of the di↵erent material characteris-
tic which is assumed as linear elastic material.
The loading mechanism consist of 2 modes, as
follow; the mode I/open mode and the mode
III/tearing mode. The used numerical study
was AFEM with a phase field approach.

2 Introduction

Investigation of micromechanical behavior
in cracking area is very interesting to discuss.
Various approaches have often been used, one
of them was numerical method [1]. Since could
detect the position and path of cracks, com-
bination of Adaptive Finite Element Method
(AFEM) and phase field approach was more
suitable to investigation micromechanical crack
behavior [2]. In addition to these method is
more simple to apply in complex domain. The
objective of study is showing micromechanical
behavior of the crack through combination of
AFEM and phase field.

3 Numerical Setup

Here, we have modified a bit of Takaishi-
Kimura model which their parameters were set
as non-dimensional [2].
8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

�d̃iv
�
(1� z)2�̃[ũ]

�
= 0 in ⌦̃

↵̃
@z
@t =

�
✏̃(�̃r̃2

z)� �̃
✏̃ z

+�̃[ũ] : ẽ[ũ](1� z)
�
+

in ⌦̃

ũ = g(�̃, t) on �D

�̃[ũ]n = q(�̃, t) on �N

@z
@n = 0 on � \ �1

N

z = 0 on �1
N

z|t=0 = z0(�̃) in ⌦̃.
(1)

where �̃ = [x1, x2], �̃, ũ, �̃[ũ], ẽ[ũ], g(�̃, t),
q(�̃, t) represent position vector, fracture tough-
nes, displacement, stress tensor, strain tensor,
given displacement and surface force, respec-

tively. ↵̃ = 400[Pa] and ✏̃ = 5 ⇥ 10�7[m] rep-
resent phase field parameters. In addition, z is
damage variable which cracking area is repre-
sented by z = 1 and no-cracked z = 0.

Heterogeneous solid consist of two kinds ma-
terial which have physical properties as shown
Tabel 1, both of them are assumed as linear
elastic material. Pattern material composite
is particle [3]. Here, heterogeneous solid has
initial crack z0(�̃) where it growth up from
soft material (B). The other assumption is ne-
glected an interface material A and B.

Table 1: Physical properties of solid [4]

Physical Material Material
properties A B

Young’s Mod. (GPa) 3.5 2.7
Poisson’s Ratio (-) 0.35 0.1
Fracture Toug. (Pa ·m) 3⇥ 102 2⇥ 102

The computational gometry is square plate ⌦̃ =
(0, 1[mm])⇥ (0, 1[mm]). The study applied two
types of loading mechanism, the mode I/open
and III/tearing, as shown in Figure 1.

Mode III Mode I

Figure 1: Computational domain profile

To solve equation (1), the authors used AFEM
with semi-implicit scheme. Before it, we would
show the weak form of equation (1). Let define
test function (w, v), V ũ :=

�
w 2 H

1(⌦̃)| w =

0 on �D
�
and V

z :=
�
v 2 H

1(⌦̃)| v = 0 on �1
N

�
:

aũ
�
ũ
k
, w

�
= l

k
ũ

�
w
� �

8w 2 V
ũ
�

(2)

az
�
z
k
, v
�

= l
k
z

�
v
� �

8v 2 V
z
�

(3)
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where;

(⇤)

8
>><

>>:

aũ
�
ũ
k
, w

�
=

R
⌦(1� z

k�1)2
�
�
�
d̃iv(ũk)

�
�
d̃iv(w)

�
+ 2µẽ[ũk] : ẽ[w]

�
d�

l
k
ũ

�
w
�
= 0

(⇤⇤)

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

az
�
z
k
, v
�
=

R
⌦

�
1 + �t

↵̃

� �̃
✏̃ +

�
�(r̃(ũk�1))2

+2µ(ẽ[ũk�1])2
���

z
k
v d�

+
R
⌦

✏̃�t
↵

�
�̃r̃z

k
�
· r̃v d�

l
k
z

�
v
�
=

R
⌦

�t
↵̃

�
�(d̃iv(ũk�1))2

+2µ(ẽ[ũk�1])2
�
vd�+

R
⌦ z

k�1
vd�

Due to AFEM, we set hmin = 1 ⇥ 10�3 and
nbvx = 50000. Time simulation t = �t =
4000 with �t = 1⇥ 10�3 and k = (0, 1, 2, · · · ).
Remarks, remeshing process at each step time
based on the changing of z. The the weak form
is solved by FreeFEM++ [5] with P2-element.

4 Result and Summary

We supposed that the initial crack was straight

propagation which satisfied z0 = e

�
� (y�1)

10�3

�2�
1.+

e
((x�0.25)/10�3)

��1
. Under two mechanical load-

ing, the simulation of micromechanical behaviour
in cracking area shown di↵erences. In mode
III, heterogeneous material have more branch-
ing propagation (see Figure 2). However, it is
only one in mode I, it shown Figure 3.

t = 1 t = 3.4 t = 4

Figure 2: Snapshot of crack propagation (up-
per) and mesh (lower) by mode III

In heterogeneous material, the crack and dam-
age area will be easily found in interface areas
along the crack crossing area. By using AFEM,
the areas could be detected or recognized. This
is due to increasing of mesh numbers drastically
in the areas, it shown in lower part of Figure 2 -
3. Numerically, The method also clarified that
loading by mode III contributed greatly to the
level of material damage. This was indicated
by the increase in number of mesh in the mode

(see Figure 4).

t = 1 t = 3 t = 4

Figure 3: Snapshot of crack propagation (up-
per) and mesh (lower) by mode I

Figure 4: Number of vertices profile
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ਫૉ੬ԽޮՌΛྀ͖ͨ͠ߟ྾ਐలϞσϧͷղੳ

ੴߴ ࢙ 1

1ଂେֶɹֶ෦
e-mail : taketaka@musashino-u.ac.jp

1 ͷมԽͱ͖྾ਐల࣭ࡐ

ԽֶԠʹىҼ͢ΔࡐྉͷྼԽɼࡐྉͷܦ
มԽʹΑΔύϑΥʔϚϯεʹେ͖͘Ө͢ڹΔɽ
ۙͳͱ͜ΖͰɼమͷࢎԽʹΑΔࡺɼమ߭
ੴͷؐݩԠͰੜͨ͠మ͕ࡐɼۚଐද໘ͷෆ
҆ఆͳ͕ࢠݪਫࢎૉͱ͍ͬͨڥதͷࢠݪɾ
ࢠͱࢎԽԠΛ҆͜͠ىఆͳঢ়ଶʹΖ͏ͱ
͢ΔԠͰ͋Δɽࡺද໘ʹଯੵ͢ΔͨΊɼද
໘ੵΛ૿͢͜ͱͰՃతʹਐల͢Δͱ͑ߟΒΕ
ΔɽҰํɼਫૉஷଂ༰ثͰͱͳΔਫૉͷ
ʹͷখ͞͞ࢠݪྉͷ੬ԽɼਫૉࡐΑΔʹࢄ֦
ΑΓࡐྉ෦ͰԽֶԠ͕ਐΉɽਫૉʹΑΔ
੬ԽͷޮՌʹ͍ͭͯɼࡐྉͷ͖྾ઌۙ
ྖҬʹ੩ਫѹʹΑͬͯਫૉ͕͢ूڽΔݱ͕ੜ
͡ɼͦͷͨΊʹ͖྾ਐలʹӨ͍ͯ͠ڹΔͱͷઆ
͋Δ͕ [1, 2]ɼਫૉ͕ࢠݪඇৗʹখ͘͞ɼ
͔ʹൈ͚ͯ͠·͏ͨΊɼͦͷີͷܭଌ
ࢼΈΒΕ͍ͯΔͷͷະͩ֬ূಘΒΕ͍ͯ
ͳ͍ɽ
ଜͱචऀ Bourdin-Francfort-Marigo ͷ

ΤωϧΪʔࣅۙ [3]ʹରͯ͠ɼΤωϧΪʔޯ
ྲྀͷൃؒ࣌లํఔࣜΛಋग़͢Δ͜ͱͰɼػࢉܭ
γϛϡϨʔγϣϯʹదͨ͠࿈ଓମʹΑΔ͖྾ਐ
లϞσϧΛఏҊ͠ɼ3͖ݩ࣍྾ਐలݱ࠶Ͱ͖
Δ͜ͱΛࣔͨ͠ [4, 5]ɽ
͜ͷϑΣʔζϑΟʔϧυΛ༻͍͖ͨ྾ਐలϞ

σϧΛ͞Βʹ֦ு͠ɼਫૉʹΑΔࡐྉͷ੬Խͷ
ޮՌΛऔΓೖΕɼਫૉࢠݪมԽͷ͖྾ਐల
ͷӨڹΛௐͨɽ͜ͷϞσϧͰɼਫૉࢠݪ
ͷͱࡐྉͷมҐɼϑΣʔζϑΟʔϧυ͕ࡐ
ྉͷ੬Խਫૉࢠݪͷ֦ࢄͱ͍͏ࡐྉύϥϝʔ
λΛհͯ݁͠ͼ͍͓ͭͯΓɼ؍ଌͷ͍͖͠྾
ਐల࣌ͷ͖྾ઌۙͰͷਫૉࢠݪΛௐ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

2 ਫૉ੬ԽͷޮՌΛؚΜ͖ͩ྾ਐలϞσ
ϧ

͜͜Ͱɼi) ਫૉࢠݪ֦ࢄతʹࡐྉʹਁಁ
͢Δ͕ɼਫૉࢠݪͷີɼii) ྉͷଛࡐ
ই (ϑΣʔζϑΟʔϧυ)ʹΑ֦ͬͯࢄ͕
มΘΔ͜ͱʹΑͬͯӨڹΛड͚ɼ·ͨɼiii) ਫ

ਤ 1. ਫૉ੬ԽͷޮՌΛؚΜ͖ͩ྾ਐలϞσϧɽਫૉݪ
ೱؒతʹ͖྾ਐలϞσϧͱ݁߹͍ͯ͠Δɽࢠ

ૉࢠݪͷີࡐྉͷہॴతͳ੬ੑΛߴΊ
Δ (ᯰੑΛऑΊΔ=͖྾ʹ͏ΤωϧΪʔղ์
Λ͘͢Δ)͜ͱͰϑΣʔζϑΟʔϧυͷؒ࣌
ൃలʹӨڹΛٴ΅͢ͱԾఆ͠Α͏ɽ͔͠͠ɼͲ
ͪΒؒతͳޮՌͰ͋ΔͨΊɼ͜͜Ͱɼ౷
ҰతͳΤωϧΪʔදࣜ࡞Βͣɼਫૉࢠݪͷ֦
ͱഁյਟࢄॴతͳਫૉͷ֦ہఔ͕ࣜɼํࢄ
ੑ (ΤωϧΪʔղ์)Λ௨ͯ͠ϑΣʔζϑΟʔ
ϧυͷൃؒ࣌లํఔࣜͱؔ͏͋͠ͱͯ͠Ϟσ
ϧΛͨͬ࡞ (ਤ 1)ɽ
Δɽ͖͑ߟ͍ͯͭʹੑମܗͷํઢݩ࣍3
྾ΛؚΉੑମ͔ΒͳΔ༗քྖҬΩ ⊂ R3 ʹ͓
͍ͯɼͦ ͷมҐΛ u ∈ R3ɼ͖ ྾໘Λද͢ϑΣʔ
ζϑΟʔϧυΛ z ∈ [0, 1] ͱ͢Δɽචऀͱଜ
͕ಋग़ͨ͠ɼΤωϧΪʔޯྲྀʹ͖ͮ͘ج྾ਐ
లํఔࣜɼ࣍ͷΑ͏ʹॻ͚Δ [4, 5]ɽ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

αu
∂ui
∂t

= div
(
(1− z)2σ[u]

)
+ f(x, t) x ∈ Ω, t > 0

αz
∂z

∂t
=

(
ϵ div (γ(x) z)− γ(x)

ϵ
z + (1− z) w(u)

)

+

x ∈ Ω, t > 0

w(u) = σ[u] : e[u]

with B.C and I.C.
(1)

͜͜ͰɼͻͣΈςϯιϧ e[u] = (eij [u](x)) 

eij [u](x) =
1
2

(
∂ui
∂xj

(x) + ∂uj

∂xi
(x)

)
ɼԠྗςϯι

ϧσ[u] = (σij [u](x))σij [u](x) = cijkl(x)ekl[u](x)

Ͱ͋Δɽf(x) ମʹಇ͘֎ྗɼγ(x) > 0 
ॴͷؔͱͯ͠༩͑ΒΕΔഁյਟੑɼϵ > 0

ۙࣅͷͨΊͷਖ਼ଇԽύϥϝʔλͰ͋Δɽ
ਖ਼نԽ͞ΕͨਫૉࢠݪೱΛ C(x, t) ͱ͢Δ
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ਤ 2. ҬɽDirichletྖࢉܭ քڥ ΓD (x2 = −1, 1)ؒ࣌
ͱڞʹมҐΛ༩͑Δɽॳ͖ظ྾ x1 < 0, x2 = 0.

t = 0.08 0.16 0.2

ਤ 3. มܗͱ͖྾ਐలͷ༷ࢠɽ৭ਖ਼نԽ͞Εͨਫૉࢠݪ
ೱ C Λࣔ͢. (DC0 = 0.1, DC1 = 10, γ0 = 0.5, γ1 =
0.01).

ͱɼԾఆ i)ΑΓɼਫૉࢠݪೱɼ֦ DCࢄ

Λ࣍ͭ࣋ͷΑ͏ͳ֦ํࢄఔࣜʹै͏ͱ͑ߟΔɽ

∂C

∂t
= div (DC∇C) (2)

͜͜ͰɼϑΣʔζϑΟʔϧυzʹΑΔද໘Τωϧ
Ϊʔͷ্ঢΛ೦಄ʹஔ͖ɼԾఆ ii)ΑΓਫૉݪ
ࢄͷ֦ࢠ DC ੑ׆ԽΤωϧΪʔ Ea ∝
1 − z ʹؔ͢ΔΞϨχεଇʹै͏ͱ͢Δͱ
DC [z](x, t) = (DC0)

1−z(DC1)z ͱॻ͚Δ. ·
ͨɼԾఆ iii)ΑΓഁյਟੑਫૉࢠݪೱͷ্
ঢʹԼ͢Δͱ͑ߟɼ͖྾ਐలʹΑΔΤωϧ
Ϊʔ։์ γ ਖ਼نԽ͞Εͨਫૉࢠݪೱ C

ͷҰࣜ࣍ͰදͤΔͱԾఆ͠Α͏ ( γ[C](x, t) =

γ0(1− C) + γ1C )ɽ
͜ΕΒͷԾఆΛ༻͍Δͱɼ࣍ͷϞσϧํఔࣜ

͕ಋ͔ΕΔ [6].

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

αu
∂ui
∂t

= div
(
(1− z)2σ[u]

)
+ f(x, t) x ∈ Ω, t > 0

αz
∂z

∂t
=

(
ϵ div (γ(x) z)− γ(x)

ϵ
z + (1− z) w(u)

)

+

x ∈ Ω, t > 0
∂C

∂t
= div (DC∇C) x ∈ Ω

w(u) = σ[u] : e[u]

with B.C and I.C.
(3)

ਤ 2, 3FreeFEMΛ༻͍ͯ͜ͷϞσϧͰ̎

ՌͰ݁ͨͬߦΛࢉܭ྾Ϟʔυͷ͖ޱ։ݩ࣍
͋Δɽ

3 ·ͱΊͱల

ਫૉࢠݪͷ֦ࢄʹΑΔ੬ԽΛ͏͖྾ਐలϞ
σϧΛఏҊͨ͠ɽ͜ͷϞσϧͰγϛϡϨʔ
γϣϯʹΑͬͯਫૉࢠݪΛௐΔ͜ͱͰɼ
ͷେ͖͞ͷΈͰࢄͷ֦ࢠݪྉ෦ͷਫૉࡐ
ͳ͘ɼ͖྾෦ͱଛই͍ͯ͠ͳ͍ࡐྉ෦ͷ֦
ͷόϥϯεʹΑΓɼ͖྾ઌ෦ʹਫૉࢄ
ɼ͖྾ਐలͷ͠ݱೱͷूதͨ͠ྖҬ͕ग़ࢠݪ
ΕΔ߹͕ੜ͡Δ͜ͱ͕Θ͔ͬͨɽ͞औΓʹޙ
ݕ͜ͷԾఆ͕ਖ਼͍͠ϝΧχζϜͰ͋Δ͔ޙࠓ
ূ͢Δͱͱʹɼ3ݩ࣍Ͱͷ͖྾ਐల͕ݱ࠶Ͱ
͖Δ͔֬ೝ͍ͨ͠ɽ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ JP17K05378 ͷ
ॿΛड͚ͯߦΘΕͨɽ
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ྸߏԽSIRSײછϞσϧͷղੳ

େ܂ ݈ਓ 1, Ҵ༿ ण 1, ᅳ୩ ྑل 2

1౦ژେֶେֶӃཧՊֶڀݚՊɼ2ਆށେֶେֶӃγεςϜใֶڀݚՊ
e-mail : okuwa@ms.u-tokyo.ac.jp

1 ֓ཁ

ຊڀݚͰɼ໔ӸͷݮਰΛײྀͨ͠ߟછͷ
Խߏड़͢ΔྸهలΛൃؒ࣌ SIRSϞσϧͷ
ղੳΛ͏ߦɽҰൠʹײછϞσϧʹରͯ͠ɼج
ຊ࠶ੜ࢈R0ͳΔᮢ͕ఆ·Δɽͦ͜ͰຊϞ
σϧͰɼR0 > 1ͷ߹ʹΤϯσϛοΫఆৗঢ়
ଶ͕গͳ͘ͱ 1ͭଘͯ͠ࡏɼൺྫࠞ߹Ծઆͷ
Լɼલํͨ͠ذΤϯσϛοΫఆৗঢ়ଶ͕ہॴ
ۙ҆ఆͱͳΔ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ͞Βʹ R0 > 1

ͷͱ͖ɼϞσϧͷఆΊΔྗֶܥൺྫࠞ߹Ծઆ
ͷͱڧύʔγεςϯτͱͳΔ͜ͱ͕ࣔ͞Εͨɽ

2 SIRSϞσϧ

ຊڀݚͰɼྸߏԽ SIRSײછϞσϧ
ͷղੳΛ͏ߦɽS(t, a)ɼI(t, a)ɼR(t, a)ΛͦΕ
ͧΕࠁ࣌ tʹ͓͚Δײडੑݸମɼײછݸମɼճ
෮ݸମͷྸɼN(t, a) = S(t, a)+I(t, a)+

R(t, a)ΛϗετਓޱͷྸͰ͋Δͱͯ͠ɼ
Δ͑ߟͷΑ͏ͳํఔࣜΛ࣍ [1]:

St(t, a) + Sa(t, a)

= −µ(a)S(t, a)− λ(t, a)S(t, a) + δ(a)R(t, a),

It(t, a) + Ia(t, a)

= λ(t, a)S(t, a)− (µ(a) + γ(a))I(t, a),

Rt(t, a) +Ra(t, a)

= γ(a)I(t, a)− (µ(a) + δ(a))R(t, a),

λ(t, a) =

∫ ω

0
β(a,σ)I(t,σ)dσ,

S(t, 0) =

∫ ω

0
m(a)N(t, a)da,

I(t, 0) = R(t, 0) = 0.

(1)

͜͜Ͱɼω ∈ (0,∞)࠷େ౸ୡྸɼm(a)ͱ
µ(a)ͦΕͧΕྸผग़ੜͱࢮɼγ(a)ͱ
δ(a)ͦΕͧΕྸผճ෮ͱ໔Ӹͷফࣦɼ
β(a,σ)ྸ aͷײडੑݸମͱྸ σͷײછ
Ͱ͋Δɽύϥϝʔλછײମͷؒͷݸ β, γ, δ

ඇෛͷຊ࣭త༗քؔͰɼµ ∈ L1
loc,+(0,ω)

ͱ͢Δɽύϥϝʔλ δΛθϩͱ͢Εɼಛघͳ
߹ͱͯ͠ SIRײછϞσϧ͕ಘΒΕΔɽϗ

ετਓޱͷྸ࣍ͷ҆ఆਓޱϞσϧΛຬ
ͨ͢ɽ

∂N(t, a)

∂t
+

∂N(t, a)

∂a
= −µ(a)N(t, a),

N(t, 0) =

∫ ω

0
m(a)N(t, a)da.

͜͜Ͱ
∫ ω
0 m(a)e−

∫ a
0 µ(z)dzda = 1ΛԾఆ͢Δɽ

͜ͷ݅ϗετਓ͕҆ޱఆਓޱʹ͋ΓɼN(a) =

Be−
∫ a
0 µ(z)dz (B > 0) ͷܗͰද͞ΕΔ͜ͱΛ

ಋ͘ɽ

3 ࢈ੜ࠶ຊج

છऀײછ͔ͨ͠ΓͷײૉKɼ༺࡞ੈ࣍
ͷྸ φʹର͠ɼͦΕΒ͕ੜΜͩ છײ࣍2
ऀͷྸKφΛରԠͤ͞Δ࡞༻ૉͱͯ͠ղ
ऍ͞ΕΔɽϞσϧ (1)ʹ͓͍ͯɼL1(0,ω)্
ͷ༗քઢ࡞ܗ༻ૉͱͯ࣍͠ͷΑ͏ʹఆΊΒΕΔ:

(Kφ)(a)

:=

∫ ω

0

∫ ω

η
β(a,σ)N(σ)e−

∫ σ
η γ(z)dzdσφ(η)dη.

R0࢈ੜ࠶ຊجΛܘૉKͷεϖΫτϧ༺࡞

ͱͯ͠ఆΊΔͱɼ͜ΕײडੑਓޱͷΈ͔Βͳ
Δूஂʹ৵ೖͨ͠ײછऀ͕ 1ਓ͋ͨΓੜ͢࢈Δ
છऀͷ૯Λද͢ɽಛʹൺྫࠞ߹Ծઆײ࣍2

β(a,σ) = β1(a)β2(σ) (2)

ΛԾఆ͢ΕɼR0࣍ͷ۩ମతͳදࣔΛಘΔɽ

R0 =

∫ ω

0

∫ ω

η
β2(σ)N(σ)e−

∫ σ
η γ(z)dzdσβ1(η)dη.

4 ݁Ռ

·ͣɼ(1)ͷఆৗղͷଘࡏΛͣΔɽఆৗঢ়
ଶʹ͓͍ͯײછྗ λ∗ ͷຬͨ͢ํఔࣜΛಋ͖ɼ
KrasnoselskiiͷෆಈఆཧΛద༻͢Δ͜ͱʹ
ΑΓ࣍ͷఆཧΛಘΔɽ

ఆཧ 1 ΤϯσϛοΫఆৗঢ়ଶ R0 > 1ͳΒ
গͳ͘ͱҰͭଘ͠ࡏɼR0 ≤ 1ͳΒଘࡏ
͠ͳ͍ɽ
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ಛʹR0 = 1ͷۙͷہॴతͳৼΔ͍Λௐ
Δͱ͕࣍ಘΒΕΔɽ

ఆཧ 2 (2)ΛԾఆ͢ΔɽR0 = 1ʹ͓͍ͯɼΤ
ϯσϛοΫఆৗঢ়ଶײછऀͷ͍ͳ͍ఆৗঢ়ଶ
͔Βલํ͢ذΔɽ

ॴతۙ҆ఆੑΛͣΔɽہɼఆৗղͷʹ࣍
ఆৗղ͔ΒͷઁಈͷۙతͳৼΔ͍ΛௐΔ
ͱ͕࣍ಘΒΕΔɽ

ఆཧ 3 છऀͷ͍ͳ͍ఆৗঢ়ଶײ R0 > 1ͳ
Βෆ҆ఆͰɼR0 ≤ 1ͳΒہॴతۙ҆ఆɽ

͜ΕɼR0 > 1ͳΒײછऀͷ͍ͳ͍ঢ়ଶʹ
છ͕৵ೖՄͰ͋Δ͜ͱΛද͍ͯ͠Δɽ࣮ײ
ɼ͞Βʹ͘ڧR0 ≤ 1ͷͱ͖େҬతۙ҆ఆ
Ͱ͋Δ͜ͱࣔ͞ΕΔɽҰํͰఆཧ 2ʹΑΓ֬
ೝ͞Εͨɼײછऀͷ͍ͳ͍ఆৗঢ়ଶ͔Β͠ذ
ͨΤϯσϛοΫఆৗղͷہॴతۙ҆ఆੑΛௐ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖ɼ࣍ΛಘΔɽ

ఆཧ 4 (2)ΛԾఆ͢ΔɽR0 = છײ͍͓ͯʹ1
ऀͷ͍ͳ͍ఆৗঢ়ଶ͔Βͨ͠ذΤϯσϛοΫ
ఆৗঢ়ଶɼ|R0 − 1|͕ेখ͍͞ͱ͖ہॴత
ۙ҆ఆɽ

ͳ͓ɼҰൠతͳΤϯσϛοΫఆৗঢ়ଶͷ҆ఆੑ
ʹ͍ͭͯ·͔͍ͩͬͯͳ͍ɽ
ύʔγεςϯεʹؔ͢Δ݁ՌΛհ͢Δɽʹ࣍

ू߹X ͱX ্ͷؔ ρ : X → [0,∞)ΛͱΔɽ
Ұൠʹηϛϑϩʔ Φ : [0,∞)×X → X ͕ऑ ρ-

ύʔγεςϯτͰ͋Δͱɼϵ > 0͕ଘͯ͠ࡏɼ
ҙͷ x ∈ {x ∈ X | ρ(x) > 0}ʹର͠

lim sup
t→∞

ρ(Φ(t, x)) > ϵ

ͱͳΔ͜ͱͰ͋Γɼlim supΛ lim inf ͱͨ͠
ͷ͕ڧ ρ-ύʔγεςϯτͷఆٛʹͳΔ ([2])ɽͦ
͜ͰϞσϧ (1)ʹ͓͍ͯs(t, a) = S(t,a)

N(t,a) , i(t, a) =
I(t,a)
N(t,a) , r(t, a) =

R(t,a)
N(t,a) ͱͯ͠ਖ਼نԽ͠ɼਖ਼نԽ

͞ΕͨγεςϜͷঢ়ଶۭؒΛX = {(x1, x2, x3) ∈
L1
+(0,ω)

3 | x1 + x2 + x3 = 1}ɼײછऀΛද
ؔ͢ ρΛ

ρ(x1, x2, x3) =

∫ ∞

0
N(σ)x2(σ)dσ

ͱఆΊΔɽ

ఆཧ 5 (2)ΛԾఆ͢ΔɽR0 > 1ͳΒਖ਼نԽ
͞ΕͨํఔࣜͷఆΊΔηϛϑϩʔڧ ρ-ύʔγ
εςϯτɽ
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Spread of mosquito borne diseases and the effects of sexual trans-

mission on Zika Virus

Sasmal Sourav Kumar

Aoyama Gakuin University

e-mail : sourav.sasmal@gem.aoyama.ac.jp

概要
Mosquitoes are one of the deadliest animals

in the world. More countries are reporting

their first outbreak of mosquito borne disease,

especially dengue. Sustained mosquito con-

trol efforts are important to prevent outbreaks

from these diseases. However, unlike other

mosquito borne disease, Zika can be transmit-

ted through direct sexual contacts. There is

an ongoing debate, whether Zika to be clas-

sify as a sexually transmitted infection (STI).

As a public health perspective, it is very im-

portant to understand whether sexual trans-

mission of Zika is sustained or sporadic. The

extent of the sexual transmission of Zika is

unknown, and it is of both interest and im-

portance to better understand and quantify

the relative role of the sexual transmission

among the overall transmission of Zika. More-

over, mice experiment suggests that sexual

transmission may lead to higher risk of mi-

crocephaly, associated with Zika virus. Our

study objective is to quantify the relative role

of sexual vs vector transmission in the spread

of Zika virus, and identify the important fac-

tors, which fits real epidemic data.
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ҟͳΔڥք݅ԼͰͷۭ֦ؒࢄΛ͏ײછྸߏԽSIRϞσϧͷղੳ

Abdennasser Chekroun1, ᅳ୩ ྑل 2

1University of Tlemcenɼ2ਆށେֶେֶӃγεςϜใֶڀݚՊ
e-mail : tkuniya@port.kobe-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

Δ্Ͱɼۭ֦ؒ͢ߟછͷཧతΛײ
ஙߏͷཧϞσϧΛܥఔࣜํࢄΛ͏Ԡ֦ࢄ
͢Δ͜ͱ͕࣮ݱతͱ͑ߟΒΕΔɽײછͷॳظ
৵ೖ࣌ʹ͓͚ΔྲྀنߦΛද͢ࢦඪͱͯ͠Β
ΕΔجຊ࠶ੜ࢈R0 [1]ɼجຊతͳৗඍํ
ఔࣜܥͷϞσϧͰ͋ΕɼײછਓޱͷେҬతͳ
ۙڍಈܾఆ͢ΔҙຯͰશͳᮢͱͳΔɽ
͢ͳΘͪɼR0 < 1ͳΒײછͷࠜઈΛҙຯ
͢Δ disease-free ͳࣗ໌ఆৗղ͕େҬతʹۙ
҆ఆͱͳΔҰํͰɼR0 > 1ͳΒײછͷఆ
ணΛҙຯ͢ΔΤϯσϛοΫͳਖ਼ͷඇࣗ໌ఆৗղ
͕େҬతʹۙ҆ఆͱͳΔɽҰํͰɼෳࡶͳߏ
ΛͭϞσϧʹ͓͍ͯɼͦͷΑ͏ͳᮢత
ੑཱ࣭͕͢Δ͔Ͳ͏͔ࣗ໌Ͱͳ͘ɼྫ֎
తͳέʔεଟ͘ଘ͢ࡏΔͨΊɼݸผͷղੳ͕
ΛͰɼۭؒҰ༷ͳڀݚΊΒΕΔɽຊٻ
Խߏછྸײͭ SIRϞσϧʹର͠ɼϊΠϚϯڥ
ք݅ͱσΟϦΫϨڥք݅ͷ 2௨ΓΛ͑ߟɼ
ղͷۙڍಈͱR0ʹ͍ͭͯൺֱߟΛ͏ߦɽ

2 Ϟσϧ

Ω ⊂ Rn, n ∈ {1, 2, . . .}ΛɼͳΊΒ͔ͳڥք
∂ΩΛͭ༗քྖҬͱ͢ΔɽຊڀݚͰɼ࣍ͷ
Α͏ͳۭ֦ؒࢄΛ͏ײછྸߏԽ SIRϞσϧ
Λ͑ߟΔɿt > 0ɼa > 0͓Αͼ x ∈ Ωʹର͠ɼ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂S(t, x)

∂t
= d1∆S + b− [λ(t, x) + µ]S,

(
∂

∂t
+

∂

∂a

)
I(t, a, x) = d2∆I − [µ+ γ(a)] I,

I(t, 0, x) = λ(t, x)S,

∂R(t, x)

∂t
= d3∆R+

∫ ∞

0
γ(a)I(t, a, x)da− µR,

λ(t, x) =

∫ +∞

0
β(a)I(t, a, x)da.

(1)

͜͜Ͱ tؒ࣌ɼaײછྸʢײછޙͷܦա࣌
ؒʣɼxҐஔΛද͢ಠཱมͰ͋ΓɼS ະ
Λද͢ɽޱɼRճ෮ਓޱછਓײɼIޱછਓײ
bग़ੜɼµࢮɼγ(a)ճ෮ɼβ(a)

ײછୡɼd1, d2, d3֦ࢄΛද͠ɼ

ͷԾఆΛຬͨ͢ͷͱ͢Δɽ࣍

(A1) b, µ, d1, d2, d3 > 0.

(A2) γ(·) ∈ L∞
+ (R+).

(A3) β(·) ∈ L∞
+ (R+) ∩ L1

+(R+)Ͱ͋Γɼ͋
Δ 0 < a1 < a2 < +∞͕ଘͯ͠ࡏɼҙ
ͷ a ∈ (a1, a2)ʹର͠ɼβ(a) > 0.

Ϟσϧ (1)ʹର͠ɼຊڀݚͰ 2छྨͷڥք
݅ʹ͍ͭͯͦΕͧΕ͑ߟΔɽ͢ͳΘͪɼϊΠϚ
ϯڥք݅

∂S(·, x)
∂n

=
∂I(·, x)
∂n

=
∂R(·, x)

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω (2)

͓ΑͼσΟϦΫϨڥք݅

S(·, x) = I(·, x) = R(·, x) = 0, x ∈ ∂Ω (3)

ʹ͍ͭͯͦΕͧΕ͑ߟΔɽॳظ݅

S(0, x) = φ1(x), I(0, a, x) = φ2(a, x),

R(0, x) = φ3(x), a ≥ 0, x ∈ Ω

ͱ͢Δɽ
ؒ࣌ t ͰͷҐஔ x ʹ͓͚Δ৽ײنછਓޱΛ

u(t, x) := I(t, 0, x)ͱද͢ɽಛੑઢʹԊͬͨੵ
Λ͜͏ߦͱͰɼϞσϧ (1)Λ࣍ͷΑ͏ʹม
Ͱ͖Δɿt > 0͓Αͼ x ∈ Ωʹର͠ɼ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂S(t, x)

∂t
= d1∆S + b− u(t, x)− µS,

u(t, x) = Fφ2(t, x)S

+S

∫ t

0
β(a)ℓ(a)

∫

Ω
Γ2(a, x, y)u(t− a, y)dyda.

(4)

͜͜Ͱ ℓ(a) := e−
∫ a
0 [µ+γ(σ)]dσ ͓Αͼ

Fφ2(t, x) :=∫ +∞

t
β(a)

ℓ(a)

ℓ(a− t)

∫

Ω
Γ2(t, x, y)φ2(a− t, y)dyda

Ͱ͋ΓɼΓi (i = 1, 2) ɼ࣍ͷੑ࣭Λຬͨ͢
ʢdi∆ʹؔ͢Δʣ֦ ຊղجఔࣜͷํࢄ [2]Ͱ͋Δɽ

(G1) ҙͷ t > 0͓Αͼ x, y ∈ Ωʹର͠ɼ
Γi(t, x, y) > 0.

(G2) ҙͷ t > 0͓Αͼ x ∈ Ωʹର͠ɼ∫
Ω Γi(t, x, y)dy ≤ 1.

(G3) ҙͷ t > 0͓Αͼ x, y ∈ Ωʹର͠ɼ
Γi(t, x, y) = Γi(t, y, x).
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3 R0࢈ੜ࠶ຊج

Ϟσϧ (4)ͷ disease-freeͳࣗ໌ఆৗղ E0 :

(S, u) = (S0, 0)ɼํఔࣜ

0 = d1∆S0(x) + b− µS0(x), x ∈ Ω

͓Αͼ֤ڥք݅Λຬͨ͢ͷͰ͋Γɼجຊղ
Γ1Λ༻͍ͯ࣍ͷΑ͏ʹ༩͑ΒΕΔɽ

S0(x) = b

∫ +∞

0
e−µa

∫

Ω
Γ1(a, x, y)dyda, x ∈ Ω.

ಛʹϊΠϚϯڥք݅ (2)ͷ߹ɼ
∫
Ω Γ1dy =

1Ͱ͋Δ͜ͱ͔ΒɼS0(x) ≡ b/µͱͳΔɽجຊ
R0ͷఆٛ࢈ੜ࠶ [1]ʹै͍ɼੈ࣍࡞༻ૉ

Kϕ(x) :=

S0(x)

∫ +∞

0
β(a)ℓ(a)

∫

Ω
Γ2(a, x, y)ϕ(y)dyda

ͷεϖΫτϧܘ r(K)ͱͯ͠R0 ͕༩͑ΒΕ
Δɽͨͩ͠ ϕ ∈ C(Ω,R+)Ͱ͋Δɽ༗ք͔ͭί
ϯύΫτͳਖ਼ઢ࡞ܗ༻ૉʹର͢ΔΫϨΠϯɾ
ϧτϚϯͷఆཧ [3] ΑΓɼR0 = r(K)ਖ਼ͷݻ
༗ϕΫτϧʹରԠ͢ΔKͷݻ༗Ͱ͋Δ͜ͱ͕
͔ΔɽಛʹɼϊΠϚϯڥք݅ (2)ͷ߹ɼ

R0 =
b

µ

∫ +∞

0
β(a)ℓ(a)da (5)

ͷΑ͏ʹR0۩ମతʹ༩͑ΒΕΔɽ

ॳظ݅ʹؔ͢ΔదͳԾఆͷͱͰɼϞσ
ϧ (4)ʹ༗քͳਖ਼ͷؒ࣌େҬݹయղ͕ଘ͠ࡏɼ
ղͷۙڍಈR0ʹΑܾͬͯఆ͞ΕΔ͜ͱ͕
͔Δɽ͢ͳΘͪɼR0 < 1ͳΒ disease-free

ͳࣗ໌ఆৗղ E0 ͕େҬٵҾతͱͳΔҰํͰɼ
R0 > 1ͳΒΤϯσϛοΫͳਖ਼ͷඇࣗ໌ఆৗ
ղ E∗ : (S, u) = (S∗, u∗)͕ଘ͠ࡏɼ͕ܥҰ༷
ύʔγεςϯτͱͳΔ͜ͱ͕͔Δ [4, 5]ɽ͜
ΕɼR0͕ײછͷকདྷతͳࠜઈͱఆணΛࠨ
ӈ͢ΔᮢͰ͋Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɽ

4 ࣮ݧ

ํྖܗҬΩ = (0, ℓ1)× (0, ℓ2)ʹ͓͚ΔσΟ
ϦΫϨڥք݅ (3) ͷ߹Λ͑ߟΔɽదʹݻ
ఆͨ͠ύϥϝʔλͷͱͰɼℓ1 = p, ℓ2 = 1/p

ʢp > 0ʣͱ͠ɼpΛมԽͤͨ͞ͱ͖ͷR0ͷม
ԽͱɼͦΕʹ͏৽ײنછਓޱ u(t, x)ͷۙ
ಈΛௐΔɽڍ

p = 1ͱͨ͠ͱ͖ɼR0 ≈ 1.1450 > 1ͱͳ
Δɽ͜ͷͱ͖ɼu(t, x)͋Δਖ਼ͷʹऩଋ͢
Δʢਤ 1ʣɽ͜ΕɼײછͷఆணΛҙຯ͢Δɽ

(a) t = 0. (b) t = 1. (c) t = 10.

ਤ 1. u(t, x)ͷؒ࣌มԽʢp = 1, R0 ≈ 1.1450 > 1ʣ

Ұํɼp = 1.5ͱͨ͠ͱ͖ɼR0 ≈ 0.8694 < 1

ͱͳΔɽ͜ͷͱ͖ɼu(t, x) θϩʹऩଋ͢Δ
ʢਤ 2ʣɽ͜ΕɼײછͷࠜઈΛҙຯ͢Δɽ

(a) t = 0. (b) t = 1. (c) t = 10.

ਤ 2. u(t, x)ͷؒ࣌มԽʢp = 1.5, R0 ≈ 0.8694 < 1ʣ

ྖҬͷ໘ੵ |Ω| = ℓ1ℓ2 = 1͕ҰఆͰ͋Δ͜ͱ
ʹҙ͢ΔͱɼҎ্ͷ݁ՌɼσΟϦΫϨڥք
݅ (3) ͷ߹ɼR0͕ۭؒྖҬΩͷܗঢ়ʹґ
ଘͯ͠มԽ͢Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɽ͜ΕɼR0

͕ ΩʹΑΒͣʹҰఆ (5) Ͱ༩͑ΒΕΔϊΠ
Ϛϯڥք݅ (2) ͷ߹ͱରরతͰ͋Δɽ

ँࣙ ຊڀݚɼJSPSՊݚඅʢएखڀݚBɾ1

5K17585͓Αͼएखڀݚɾ19K14594ʣͷॿ
Λड͚ͨͷͰ͢ɽ
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1 Introduction

In the paper [1] we consider the determinant

of the periodic outbreak of a childhood dis-

ease, it Mycoplasma Pneumoniae, in Japan.

Mathematical modelling and analysis show that

minor variation of the immunity period among

individuals is essential to explain the periodic

outbreak of the incidence. In this note and the

presentation, we consider mathematical prop-

erties of a simplified mathematical model, yet

produces instability of an equilibrium and pe-

riodic oscillation due to the small variation

of the immunity period. We assume that the

infectious period is exponentially distributed

and that the infectious period is fixed among

individuals (i.e. the variance is 0), see [4].

Such a model has been mathematically stud-

ied in [2, 3, 5]. In this note we sketch sta-

bility analysis of equilibria and proof for the

existence of a periodic solution in a special

setting.

To introduce a mathematical model, let us

denote by S(t) the fraction of susceptible pop-

ulation at time t and by I(t) the fraction of

infective population at time t. We consider

S′(t) = −βS(t)I(t) + γI(t− τ), (1a)

I ′(t) = βS(t)I(t)− γI(t). (1b)

The model has parameters: transmission co-

efficient β > 0 and the recovery rate γ > 0.

Note that γI(t − τ) denotes the number of

individuals who recover at time t − τ . It is

assumed that those individuals lose immunity

at time t and return to the original susceptible

class.

The fraction of recovered population is

R(t) =

∫ τ

0
γI(t− a)da.

The initial condition is given such that each

variable is positive and the total population

remains to be 1 ([6]). For the well-posedness

of the problem, we refer the reader to [7, 8]

and references therein.

2 Scalar delay differential equation

Using S(t) = 1− I(t)−R(t), we obtain the

following scalar delay differential equation

I ′(t) = I(t)(β(1− I(t)−γ
∫ τ

0
I(t− s)ds)−γ).

(2)

Define the basic reproduction number asR0 :=
β
γ . Then one sees that if R0 ≤ 1 then the

trivial equilibrium is asymptotically stable. If

R0 > 1 then the trivial equilibrium is unsta-

ble and the equation (2) has a positive equi-

librium I :=
1− 1

R0
1+γτ .

To analyze the differential equation (2), we

normalize the equation (2) defining x(t) :=
γτ

1−1/R0
I(t) and subsequently introduce the nondi-

mensional time t → t
τ . Using t to denote the

nondimensional time, we finally obtain

x′(t) = rx(t)(1− αx(t)−
∫ 1

0
x(t− s)ds) (3)

where (r,α) := (γτ (R0 − 1) , 1
γτ ). For the equa-

tion (3) the initial condition is x(θ) = ψ(θ) ≥
0, θ ∈ [−1, 0], ψ(0) > 0, where ψ is a contin-

uous function.

3 Stability analysis

Let us assume r > 0, corresponding to R0 >

1. The equation has a positive equilibrium

x = 1
1+α . The characteristic equation for the

positive equilibrium is computed as

λ = −a− b

∫ 1

0
e−λsds, λ ∈ C. (4)

where a = rα
1+α , b =

r
1+α . One can analyze the

characteristic equation (4), following Chapter

XI of [7]. The equation has a root λ = 0 if and
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only if a+ b = 0, which is equivalent to r = 0.

The equation has a root λ = ±iω, ω ∈ R if

and only if

r =
ω(ω − sinω)

1− cosω
, α = −sinω

ω
. (5)

Using 5, stable and unstable parameter re-

gions are visualized, where the positive equi-

librium is stable or unstable, respectively, see

[4, 7].

4 Periodic solution

If the parameter (r,α) is in the unstable pa-

rameter region, numerically one can observe

that many positive solutions of the differen-

tial equation (3) tends to a periodic solution

around the positive equilibrium.

In the paper [6], we study the periodic solu-

tion of the equation (3), letting α ↓ 0 (corre-

sponding to γτ → ∞). The differential equa-

tion (3) becomes

x′(t) = rx(t)(1−
∫ 1

0
x(t− s)ds). (6)

One can see that the equilibrium x = 1 is

unstable if r > π2

2 . We construct a periodic

solution of (6), satisfying x(t) = x(t+ 2), t ∈
R, by the application of Kaplan and York [9].

The periodic solution is given by the elliptic

functions. Stability analysis of the periodic

solution is a future work.

5 Boosting of the immunity

Let us assume that the immunity of recov-

ered individuals is boosted by contacting with

infectives ([10, 11]). The change of the num-

ber of recovered individuals can be given as

(
∂

∂t
+

∂

∂a

)
r(t, a) = −βσr(t, a)I(t),

r(t, 0) = γI(t) + βσI(t)

∫ τ

0
r(t, a)da.

Here σ denotes susceptibility of the recovered

individuals. Existence and stability of equi-

libria of the mathematical model is studied in

the paper [12].

6 Discussion

We study an SIRS epidemic model that has

a simple looking, yet it shows destabilization

of the endemic equilibrium. The study is mo-

tivated by the periodic outbreak of it My-

coplasma Pneumoniae in Japan ([1]). Asymp-

totic stability of equilibria is studied in [4].

In [12] stability analysis is performed for the

model with boosting of immunity. However,

many qualitative properties are not rigorously

analyzed, such as global asymptotic stability

of the positive equilibrium and the existence

of periodic solutions. Population demogra-

phy, which is ignored in this note, add an-

other layer of complexity, and it may induce

double Hopf bifurcation. Cross-immune reac-

tion could introduce another nonlinearity. We

plan to investigate the transmission dynamics

that the SIRS model exhibits.
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ࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜʹΑΔλΠϦϯάͷ্͑͛

্Ԭ मฏ 1

ՊڀݚେֶେֶӃใֶژ1
e-mail : kamioka.shuhei.3w@kyoto-u.ac.jp

1 ΞεςΧμΠϠϞϯυͷλΠϦϯά

༩͑ΒΕͨྖҬΛܾΊΒΕͨਤܗʢλΠϧʣ
Ͱॏෳͳ͘෴͏͜ͱΛλΠϦϯάͱ͍͏ɽ͜͜
ͰΞεςΧμΠϠϞϯυ (Aztec diamond)

ΛυϛϊͰλΠϦϯά͢Δ͜ͱΛ͑ߟΔɽ࣍
 n ͷΞεςΧμΠϠϞϯυ ADn ਖ਼ํܗ
{(x, y) ∈ R2; |x| + |y| ≤ n + 1}ʹؚ·Ε͔
ͭʹΛͭ࣋୯Ґਖ਼ํܗͷ߹ซͰ͋
Δɽ·ͨυϛϊลͷ͕͞ 1×2·ͨ 2×1

ͷํܗͰ͋Δɽਤ 1ʹΞεςΧμΠϠϞϯυ
ͷλΠϦϯάͷྫΛࣔ͢ɽ

ਤ 1. ΞεςΧμΠϠϞϯυ AD4 ͷλΠϦϯάɽ

ΞεςΧμΠϠϞϯυͷλΠϦϯά߹ͤ
ʹ͓͍ͯΑ͘͞ڀݚΕ͍ͯΔɽಛʹີݫʹ
্͑͛ΒΕΔͱ͍͏໘ന͍ੑ࣭Λ͍ͯͬ࣋Δɽ

ఆཧ 1 (Elkies–Kuperberg–Larsen–Propp [1]).

ΞεςΧμΠϠϞϯυADnͷλΠϦϯάͷ૯
ͪΐ͏Ͳ 2

n(n+1)
2 ʹ͍͠ɽ

͜ͷఆཧʹରͯ͠͞·͟·ͳূ໌͕༩͑Β
Ε͓ͯΓɼΞεςΧμΠϠϞϯυΛ࠷ॳʹಋೖ
ͨ͠Elkies 4ͭͷҟͳΔূ໌Λ༩͍͑ͯΔ
[1]ɽ·ͨຊߘͷஶऀϩʔϥϯަଟ߲ࣜͷ
߹ͤతղऍʹ໌ূͮ͘جΛ༩͍͑ͯΔ [2]ɽ
ຊߘͰՄੵܥͷ߹ͤͷԠ༻ͱͯ͠ɼ
ࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜʹΑΔఆཧ 1ͷ৽͍͠ূ
໌Λ༩͑Δɽ͜ͷূ໌ɼΑΓҰൠͷॏΈʹର
ͯ͠ద༻Մͳຊߘͷओఆཧʢఆཧ 2ʣʹͮج
͍͍ͯΔɽ

2 λΠϦϯάͷؔ

ΞεςΧμΠϠϞϯυ ADn ʹରͯ͠ xy ࠲
ඪͷΘΓʹ

ξ =
x− (y + n+ 1/2)√

2
, (1a)

η =
x+ (y + n+ 1/2)√

2
(1b)

ʹΑΔ ξη࠲ඪΛಋೖ͢Δɽਤ 2ͷΑ͏ʹ ξη࠲
ඪΞεςΧμΠϠϞϯυΛࣼΊʹ؏͘ɽ
ΞεςΧμΠϠϞϯυͷλΠϦϯάʹؚ·Ε
Δυϛϊ ξη࠲ඪΛ༻͍ͯ࣍ͷ 4ͭʹྨͰ
͖Δɽ

ԣ Iܕ ԣυϛϊɽͭ࣋ӈͷॎลʹΛࠨ
ԣ IIܕ ෦ʹΛͭ࣋ԣυϛϊɽ
ॎ Iܕ ॎลͷ͕ӈॎลͷΑࠨ
Γ্ʹ͋Δॎυϛϊɽ

ॎ IIܕ ॎลͷ͕ӈॎลͷΑࠨ
ΓԼʹ͋Δॎυϛϊɽ

ਤ 1ͷλΠϦϯάʹର֤ͯ͠υϛϊΛ͜ͷΑ͏
ʹྨͨ͠ͷΛਤ 2ʹࣔ͢ɽ੨͍υϛϊ͕ԣ
·ͨॎ IܕͰɼ͍υϛϊ͕ಉ IIܕͰ͋Δɽ

ξ

η

O

1−1

2−2

3−3

4−4

ਤ 2. ξη ඪͱυϛϊͷྨɽ੨͍υϛϊ͕࠲ IܕͰ͍
υϛϊ͕ IIܕɽ

ΞεςΧμΠϠϞϯυͷλΠϦϯάT ʹର͠
ͯɼͦ ͷॏΈw(T )Λ࣍ͷΑ͏ʹఆΊΔɽKΛ
ҙͷମͱ͠ɼK্ͷྻY = (yi,j)ɼZ = (zi,j)
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ΛҙʹͱΔɽͨ ͩ͠ i, j ∈ ZͰ͋ΔɽλΠϦϯ
άʹؚ·ΕΔυϛϊ tʹରͯ͠ɼͦͷॏΈw(t)

Λ࣍ͰఆΊΔɽ

• ॎ Iܕɿࠨॎลʹ (i, j)Λͭ࣋ͱ͖
w(t) = yi,jɽ

• ԣ Iܕɿࠨॎลʹ (i, j)Λͭ࣋ͱ͖
w(t) = zi,jɽ

• ॎ·ͨԣ IIܕɿw(t) = 1ɽ

͜ͷͱ͖w(T ) :=
∏

t∈T w(t)ͱ͢Δɽྫ͑ਤ
2ͷλΠϦϯάͷॏΈɼॎ͓Αͼԣ Iܕυϛ
ϊͷॏΈΛूΊͨ

w(T ) = y−1,3y−1,4y−2,1y−2,3y−2,4y−3,4

× z−1,0z−1,1z−3,1z−4,3 (2)

Ͱ͋Δɽ
͜͏ͯ͠ఆΊͨλΠϦϯάͷॏΈΛ༻͍ͯ

ؔʢ·ͨؔʣ

gn(Y, Z) :=
∑

T

w(T )

ΛఆΊΔɽͨͩ͠ӈลͷʹ͓͍ͯT Ξες
ΧμΠϠϞϯυADnͷλΠϦϯάͯ͢ʹΘ
ͨͬͯಈ͘ɽ

3 ࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜ

ܥֶྗࢄ

b(t+1)
i,j + c(t+1)

i,j = b(t)i,j+1 + c(t)i,j , (3a)

b(t+1)
i,j c(t)i+1,j = b(t)i+1,j+1c

(t+1)
i,j , (3b)

t, i, j ∈ Z (3c)

Λ͑ߟΔɽ͜ͷܥՄٯͳಠཱมมʹΑΓ
N ιϦτϯղΛͭ࣋ࢄՄੵܥͰ͋Δࢄ
ೋํాށݩ࣍ఔࣜ [3]

q(s,t+1)
n + e(s+1,t)

n = q(s,t)n + e(s,t)n+1, (4a)

q(s,t+1)
n−1 e(s+1,t)

n = q(s,t)n e(s,t)n , (4b)

s, t, n ∈ Z (4c)

ʹҠΔɽͦͷͨΊຊߘͰܥ (3)Λࢄೋݩ࣍
ఔࣜͱΑͿɽํాށ
ͷओఆཧͰ͋Δɽߘຊ͕࣍

ఆཧ 2. b, cΛࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜ (3)ͷղ
ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖

yi,j = b(0)i,j , zi,j = c(0)i,j , i, j ∈ Z (5)

ʹΑΓఆ·Δྻ Y = (yi,j)ɼZ = (zi,j)ʹؔ
ͯ͠

gn(Y, Z)

=
n∏

i=1

n−i∏

j=0

b(i−1)
j−i+1,j+1

b(0)i−1,i+j

(b(i−1)
j−i,j+1 + c(i−1)

j−i,j ) (6)

͕Γཱͭɽ

͜ͷఆཧࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜͷҙͷղ
͔ΒɼੵදࣔΛͭ࣋ΞεςΧμΠϠϞϯυͷλ
ΠϦϯάͷؔ gn(Y, Z)Λͭ͘ΕΔ͜ͱΛ
͍ࣔͯ͠Δɽ
ఆཧ 1ఆཧ 2ͷܥͱͯ͠ಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
ࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜ (3) 0ιϦτϯղ

b(t)i,j = c(t)i,j = 1, t, i, j ∈ Z

Λͭ࣋ɽै ͬͯఆཧ 2ΑΓྻY = Z = 1ʹؔ
ͯ͠ gn(1,1) = 2

n(n+1)
2 ͕ΓཱͭɽҰํ͜ͷ

ͱ͖ҙͷλΠϦϯά T ʹରͯ͠w(T ) = 1Α
Γ gn(1,1) ADnͷλΠϦϯάͷ૯ʹ͠

͍ɽΏ͑ʹADnͷλΠϦϯάͷ૯ 2
n(n+1)

2

ʹ͍͠ɽ

ँࣙ
ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 19K03402ͷॿΛड
͚ͨͷͰ͢ɽ
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Krawtchoukଟ߲ࣜͰදͤΔoptimal design

൧ా ໌ 1

େֶେֶӃژ1 ใֶڀݚՊ
e-mail : iida.akihiro.56x@st.kyoto-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ҎԼͷଟ߲ࣜճؼϞσϧʹରͯ͠, ະύϥ
ϝʔλϕΫτϧ θΛਪଌ͢ΔͨΊͷ؍ଌΛnճ
.ͱ͢Δͨͬߦ iճͷ؍ଌ݁ՌΛ

yi = f(xi)
Tθ + ϵi, i = 1, 2, . . . , n

ͱ͢Δ. ·ͨ, f(x) = (1, x, . . . , xk−1)TͰ, θ =

(θ0, θ1, . . . , θk−1)T ະͷ࣮ύϥϝʔλ͔Β
ͳΔ k࣍ϕΫτϧͰ͋Δ. ͜͜Ͱ, ϵࠩޡΛ
ද֬͢มͰ͋Γ, ฏۉE(ϵ|x) = 0Λຬͨ
͢. ଌ؍ x ∈ [0, 1]Λຬͨ͢.

σʔλΛऔΔ؍ଌΛ͏·͘બͿ͜ͱʹΑΓɼ
͜ͷճؼੳΛਫ਼ྑ͘͜͏ߦͱΛ͑ߟΔɽ࠷
ਫ਼͕ྑ͘ͳΔ؍ଌ xi ͱ؍ଌճͷׂ߹
w(xi)ͷ optimal designͱݺΕΔɽຊߨ
ԋͰɼಛʹɼਫ਼ͷྑ͞ͷࢦඪͱͯ͠ɼະ
ύϥϝʔλϕΫτϧ θͷྑ࠷ઢܗෆภਪఆྔͷ
Λ༻͍ΔD-optimalࣜྻߦͷྻߦࢄڞ design

Λ͑ߟΔɽ
ଌճͷׂ߹w(xi)۠ؒ؍ଌxiͱ؍ [0, 1]

্ͷ֬ଌͱಉҰ͢ࢹΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ·ͨɼ
[0, 1]্ͷ֬ଌʹ͓͍ͯɼΧϊχΧϧϞʔ
ϝϯτΛఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ [1]. ଟ߲ࣜճ
ϞσϧͷD-optimalؼ designΛٻΊΔࡍʹɼ࠷
దԽΛΧϊχΧϧϞʔϝϯτΛ༻͍ͯॻ͖
͢͜ͱ͕༗ޮͱͳΔ߹͕͋Δ͜ͱ͕ΒΕ
͍ͯΔ [1, 2]ɽ
ຊߨԋͰ, ͰͷॏΈ͖ଟ·࣍Βm͔࣍0

߲ࣜճؼϞσϧʹର͢Δ D-optimal design Λ
ͯ͢ಉྀ͢ߟʹ࣌Δ߹Λ͑ߟΔ. ͜ͷͱ
͖, optimal design ʹରԠ͢ΔΧϊχΧϧϞʔ
ϝϯτ͕ղੳతʹٻΊΒΕ, ͞Βʹ, 2(m + 1)

,ͷύϥϝʔλΛಛผͳʹఆΊΔͱݸ optimal

design Λ Krawtchouk ଟ߲ࣜΛ༻͍ͯදͤΔ
͜ͱΛࣔ͢.

2 ΧϊχΧϧϞʔϝϯτͱ֬ଌ

ຊষͰ, ΧϊχΧϧϞʔϝϯτͷఆٛͱ
తؔΛ࠷খԽ͢ΔΧϊχΧϧϞʔϝϯτྻ
(p1, p2, ...)͕ಘΒΕͨޙ, ͦΕʹରԠ͢Δ֬
ଌΛٻΊΔํ๏Λհ͢Δ.

ΧϊχΧϧϞʔϝϯτ pk

pk =
ck − c−k
c+k − c−k

Ͱఆٛ͞ΕΔ. ͨͩ͠, ck k࣍ϞʔϝϯτͰ
͋Γ, c+k , c

−
k  k − ݻͰͷϞʔϝϯτΛ·࣍1

ఆͨ͠ͱ͖ͷ k࣍Ϟʔϝϯτͷ࠷େͱ࠷খ
Ͱ͋Δ [1, p.11].

ҎԼͰ, ΧϊχΧϧϞʔϝϯτྻͱͯ͠
(p1, p2, . . . , p2k−1, 1)Λ͑ߟΔ. ͜ΕʹରԠ͢
Δࢄతͳ֬ଌΛ µͱ͢Δͱ͖, µʹؔ͢
Δަଟ߲ࣜྻΛ {Pk}ͱ͢Δ.

͜͜Ͱ, ֬ଌ µͷ Stieltjesม

S(z, µ) =
l+1∑

k=1

wk

z − xk
=

P ∗
l (z)

z(z − 1)P ({0,1})
l−1 (z)

ͱͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ͜ͷ͜ͱ͔Β, ؍
ଌ x1, x2, . . . , xl+1  z(z − 1)P ({0,1})

l−1 (z) ͷ
ྵͱͳΓ, ߹ଌճͷׂ؍ wk

wk = lim
z→xk

(z − xk)P ∗
l (z)

z(z − 1)P ({0,1})
l−1 (z)

,

k = 1, 2, . . . , l + 1

ͰٻΊΒΕΔ [1, p.91]. ͨͩ͠, {P ∗
k }Χϊχ

ΧϧϞʔϝϯτྻ (1− p1, 1− p2, . . . , 0)ʹରԠ
͢Δ֬ࢄଌ µ∗ʹؔ͢Δަଟ߲ࣜྻͰ,

{P ({0,1})
k }ަଟ߲ࣜྻ {Pk}Λύϥϝʔλ

ʹ 0ͱ 1Λબͼ, 2ճ Christoffelมͯ͠ಘΒ
ΕΔަଟ߲ࣜྻͰ͋Δ.

3 D-optimal designͷྫ

ॏΈ͖ଟ߲ࣜճؼϞσϧʹର͢ΔD-optimal

design Λ͑ߟΔ. ॏΈ͖ଟ߲ࣜճؼϞσϧͰ
ෆੑࢄͷ߹Λѻ͏. ͭ·Γ, ଌ݁Ռ؍
ͷ͕ࢄ

σ2

x1+α(1− x)1+β

ͱ؍ଌ xʹґଘ͢Δঢ়گΛ͑ߟΔ. ͜͜Ͱ,

࣮ α,β > −1 Λຬͨ͠, σਖ਼ͷఆͰ͋Δ.

m+1 ଌ͢Δ؍ଌͰશͯಉ͡ճ͚ͩ؍ͷݸ
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ͱԾఆ͢Δͱ, దԽͷతؔΧϊχ࠷
ΧϧϞʔϝϯτΛ༻͍ͯ

m+1∏

j=1

pα+m−j+2
2j−1 (1− p2j−1)

β+m−j+2

m∏

j=1

pm−j+1
2j (1− p2j)

α+β+m−j+2 (1)

ͱॻ͖Լ͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ͜ͷͱ͖,

optimal dsign ͷ؍ଌ x1, x2, . . . , xm+1

z(z − 1)J (α,β)
m+1 (z)

ͷྵʹͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ͨͩ͠,

J (α,β)
m+1 (z) ύϥϝʔλ α,βΛͭm+1 ͷ࣍

Jacobi ͷަଟ߲ࣜͰ͋Δ [2].

4 ෳ߹తͳ optimal design

ଟछଟ༷ͳཁٻʹରԠͰ͖ΔΑ͏ʹෳͷ
Ϟσϧ࠷దੑج४Λಉྀͨ͠ߟʹ࣌ෳ߹తͳ
optimal design .ΒΕ͍ͯΔ͑ߟ͕ ຊߨԋͰ
, ෳͷϞσϧͷతؔͷੵΛ৽ͨͳత
ؔͱͨ͠߹ͷ optimal design Λෳ߹తͳ
optimal designͱ͢Δ.

k = 0, 1, . . . ,mʹ͍ͭͯࣜ (1)ͷ૯ੵΛͱΔ
ͱ, ෳ߹తͳ optimal design ΛఆΊΔ࠷దԽ
ͷతؔ,

m+1∏

j=1

p
∑m

k=j−1(αk+m−k+1)

2j−1 q
∑m

k=j−1(βk+m−k+1)

2j−1

m∏

j=1

p
∑m

k=j(m−k+1)

2j q
∑m

k=j(αk+βk+m−k+2)

2j

(2)

ͱද͞ΕΔ. ͨͩ͠, qk = 1− pkͰ͋Δ.

తؔ (2)ͷۃΛௐΔ͜ͱͰ࠷దղͰ
͋ΔΧϊχΧϧϞʔϝϯτ༰қʹٻΊΒΕ,

2m+2ݸͷύϥϝʔλαk,βk (k = 0, 1, . . . ,m)

Λ͋ΔʹఆΊΔͱ,

p2j−1 = p, j = 1, 2, . . . ,m,

p2j =
j

N
, j = 1, 2, . . . ,m− 1,

p2m = 1

ͱදͤΔ. 2ষͷख๏Λ༻͍Δͱ, ,ଌ؍

Km(Nx− 1; p,N − 2)

ͷྵͱ 0, 1 Ͱ͋Γ, ,ଌճͷׂ߹؍

wk = lim
z→xk

(z − xk)K∗
m(Nz; p,N)

z(z − 1)Km−1(Nz − 1; p,N − 2)

k = 1, 2, . . . ,m+ 1

ͰٻΊΒΕΔ͜ͱ͕Θ͔ͬͨ. Km(x; p,N)
ύϥϝʔλ p ∈ (0, 1), N ≥ m Λͭ m ͷ࣍
ϞχοΫͳ Krawtchouk ͷަଟ߲ࣜͰ͋Δ.

͞Βʹ, m = N ͷ߹ͷෳ߹తͳ optimal

design ͷ݁ՌΛҎԼʹ͢ࡌهΔ. ͜͜Ͱ
p = 1/5,m = 10ͱ͍ͯ͠Δ.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

確
率

w
i

観測点 xi

ਤ 1. p = 1/5,m = 10ͷͱ͖ͷෳ߹తͳ optimal design

optimal designύϥϝʔλ p = 1/5ͷೋ߲
ʹͳ͍ͬͯΔ͜ͱ͕Θ͔Δ. ͜ΕΧϊχ
ΧϧϞʔϝϯτ͔Β͔֬ΊΒΕΔ݁ՌͰ͋Δ.
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ࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜΛԠ༻ͨ͠ฏ໘ׂͷղੳ

ҏ౻ ᚸຑ 1, ্Ԭ मฏ 1

େֶژ1 େֶӃใֶڀݚՊ
e-mail : ito.mawo.65s@st.kyoto-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ຊڀݚɼ্Ԭ [1]ʹΑΓൃ͞ݟΕͨࢄೋ
ؔͱܕఔࣜͷղͱฏ໘ׂͷੵํాށݩ࣍
ͷҰൠతͳؔΛར༻ͯ͠ɼطଘͷؔΛ֦
ு͢Δ͜ͱΛతͱ͢ΔɽͦͷͨΊʹɼAskey

εΩʔϜʹؚ·ΕΔަଟ߲͔ࣜΒࢄೋݩ࣍
͢ΔɽߏఔࣜͷղΛํాށ

2 ฏ໘ׂͱੵܕؔ

ฏ໘ׂࣗવͷׂͷҰൠԽͱͯ͠MacMa-

hon [2]ʹΑΓಋೖ͞ΕɼҎ߱͞ڀݚʹൃ׆Ε
͍ͯΔ߹ͤతΦϒδΣΫτͰ͋ΔɽҎԼ
ͷೋͭͷ݅Λຬͨ͢ඇෛͷೋݩ࣍ྻ
π = (πi,j)i,j≥1Λฏ໘ׂͱ͍͏ɽ

1) ྻ π֤ߦɼ֤ྻʹؔͯ͠୯ௐඇ૿Ճ
Ͱ͋Δɽͭ·Γҙͷ i, j ∈ Nʹରͯ͠
πi,j ≥ πi+1,j ͔ͭ πi,j ≥ πi,j+1Λຬͨ͢ɽ

2) ྻ πͷཁૉ༗ݸݶΛআ͍ͯ 0Ͱ͋Δɽ

ฏ໘ׂ πͷͷ૯ |π|ɼτϨʔε tr(π)Λ
ͦΕͧΕ

|π| !
∑

i,j≥1

πi,j , tr(π) !
∑

i≥1

πi,i

ͱఆΊΔɽྫ͑ྻ

πex !

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4 4 2 2 0 · · ·
4 3 2 1 0 · · ·
4 1 0 0 0 · · ·
0 0 0 0 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ɼ|πex| = 27, tr(πex) = 7ͷฏ໘ׂͰ͋
Δɽࣗવ r, c, n ∈ Nʹର͠ฏ໘ׂͷू߹
PP(r, c, n)Λɼୈm+ Ҏ߱ͱୈߦ1 c+ 1ྻҎ
߱ͷཁૉ͕શͯ 0Ͱ͋Γɼશͯͷࣗવ i, jʹ
͍ͭͯ πi,j ≤ cΛຬͨ͢ฏ໘ׂͷू߹ͱఆ
ΊΔɽ
ฏ໘ׂͷಛɼੵܕؔΛ๛ʹͭ࣋

͜ͱͰ͋Δɽੵܕؔͱ͍͏ݴ༿ʹີݫͳఆ
ٛͳ͍͕ɼʮ() = (ੵ)ʯͷܗʹॻ͚Δؔ
ΛੵܕؔͱΑͿɽදతͳྫMacMahon

[2]ʹΑΓߏ͞ΕͨҎԼͷؔͰ͋Δɽ

∑

π∈PP(r,c,n)

q|π| =
r∏

i=1

c∏

j=1

n∏

k=1

1− qi+j+k−1

1− qi+j+k−2

3 ࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜͱฏ໘ׂͷੵ
ؔܕ

ࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜํాށఔࣜͷྨࢄ
ͷͻͱͭࣅ

a(s,t+1)
n + b(s+1,t)

n = a(s,t)n + b(s,t)n+1, (1a)

a(s,t+1)
n b(s+1,t)

n+1 = a(s,t)n+1b
(s,t)
n+1, (1b)

b(s,t)0 = 0, ∀s, t, n ∈ Z, n ≥ 0 (1c)

Ͱ͋Δɽৄ͘͠ాΒ [3]Λࢀরͷ͜ͱɽ্
Ԭ [1]ɼࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜΛ߹ͤత
ʹղऍ͠ τ ؔΛฏ໘ׂͷॏΈ͖ͱ݁ͼ
͚ͭΔ͜ͱʹΑΓɼࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜͷ
ҙͷඇྵղ͔Βฏ໘ׂͷੵܕؔΛߏ͢
ΔҰൠతͳख๏Λ։ൃͨ͠ɽ্Ԭͷڀݚ [1]Ͱ
ɼؔͷॏΈ͋Δ֨ࢠάϥϑͷॏΈΛ༻
ʹ్༺Ͱͷڀݚड़͞ΕΔ͕ɼҎԼͰຊه͍ͯ
߹ΘͤॏΈͷॻ͖ํΛม͍ͯ͠ߋΔɽ

ఆཧ 1 (্Ԭ [1]) a(s,t)n , b(s,t)n ɼࢄೋݩ࣍
ఔࣜํాށ (1)Λຬͨ͠ɼҙͷs, t, n ∈ Z, n ≥
0 Ͱ a(s,t)n ̸= 0 Ͱ͋Γɼ·ͨҙͷ s, t, n ∈
Z, n ≥ 1Ͱ b(s,t)n ̸= 0Λຬͨ͢ͱ͢Δɽ͜ͷͱ
͖Լཱ͕ࣜ͢Δɽ

∑

π∈PP(r,c,n)

Φ(π, r, c, n)Ω(π, r, c, n)Ψ(π, r, c, n)

=
r−1∏

i=0

c−1∏

j=0

n−1∏

k=0

a(i,j+1)
k

a(i,j)k

(2)

ୠ͠ɼࣜ (2)ʹ͓͚ΔؔΦ,Ω,Ψɼղa(s,t)n , b(s,t)n

Λ༻͍ͯ

Φ(π, r, c, n) !
r∏

i=1

c∏

j=1

πi,j∏

k=1

a(i−j−1,0)
n+j−k

a(i−j,0)
n+j−k−1

, (3a)

Ω(π, r, c, n) !
min{r,c}∏

i=1

πi,i∏

k=1

b(0,−i)
n+i−k

a(i−1,0)
n−k

, (3b)
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Ψ(π, r, c, n) !
min{r,c}∏

i=1

c∏

j=1

min{πi,i,πi,j}∏

k=1⎛

⎝ a(i−j,0)
n+j−k−1b

(0,j−i)
n+i−k

a(i−j−1,0)
n+j−k b(0,j−i−1)

n+i−k

⎞

⎠ (3c)

ͱఆٛ͢Δɽ

4 ަଟ߲͔ࣜΒಘΒΕΔࢄೋށݩ࣍
ాํࣜͷղͱɼฏ໘ׂͷੵܕؔ

ަଟ߲ࣜʹਵ͢ΔՄੵܥͰ͋Δށࢄ
ాํఔࣜͷղɼަଟ߲ࣜͷύϥϝʔλʹର
͢Δม࡞ૢܗͰ͋Δ ChristoffelมͱGeron-

imusมͷཱ྆݅ΛͱΔ͜ͱʹΑΓߏͰ͖
ΔɽSpiridonovͱZhedanov [4]Askey-Wilson

ଟ߲͔ࣜΒํాށࢄఔࣜͷղΛߏ͍ͯ͠Δɽ
ຊڀݚͰ Spiridonovͱ Zhedanov [4]ʹΑΔ
Askey-Wilsonଟ߲ࣜʹର͢Δ Christoffelม
ͷࣜΛ߹ͤΔ͜ͱʹΑΓɼࢄೋํాށݩ࣍
ఔࣜͷඇྵղΛߏ͢Δɽ

4.1 Askey-Wilsonଟ߲͔ࣜΒಘΒΕΔ
ඇྵղͱੵܕؔ

ࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜ (1)ͷඇྵղͱͯ͠ɼ
ύϥϝʔλ x, y, z, wΛؚΉҎԼͷղΛ͑ߟΔɽ

a(s,t)n =
(1− xwqs+n)(1− xzqs+n)

2xqs(1− xyzwqs+t+2n−1)

× (1− xyqs+t+n)(1− xyzwqs+t+n−1)

(1− xyzwqs+t+2n)
,

(4a)

b(s,t)n =
yqt(1− zwqn−1)(1− xwqs+n−1)

2(1− xyzwqs+t+2n−2)

× (1− xzqs+n−1)(1− qn)

(1− xyzwqs+t+2n−1)
(4b)

ࣜ (4)Ͱද͞ΕΔղʹର͠ɼఆཧ 1Λద༻ͯ͠
ཧ͢Δͱɼύϥϝʔλ a, bΛؚΉҎԼͷੵܕ
͕ؔಘΒΕΔɽ͜ͷؔɼMacMahon
[2]্Ԭ [1]ʹΑΓߏ͞ΕͨੵܕؔͷҰ
ൠԽͱͳ͍ͬͯΔɽ

∑

π∈PP(r,c,n)

q|π|atr(π)ϕr,c,n(π)ωr,c,n(π)

=
n∏

k=1

r∏

i=1

c∏

j=1

(1− aqi+j+k−1)
(1− aqi+j+k−2)

(1− abqi+j+k+n−2)
(1− abqi+j+k+n−1)

ͨͩ͠ɼ

ϕr,c,n(π) !
r∏

i=1

c∏

j=1

1− abq2n−2πi,j+i+j−1

1− abq2n+i+j−1
,

ωr,c,n(π) !
min{r,c}∏

i=1

πi,i∏

k=1

(1− qn+i−k)(1− bqn+i−k)
(1− aqn+i−k)(1− abqn+i−k)

4.2 Little q-Laguerreଟ߲͔ࣜΒಘΒ
ΕΔඇྵղͱੵܕؔ

ࢄೋํాށݩ࣍ఔࣜ (1)ͷඇྵղͱͯ͠Ҏ
ԼͷղΛ͑ߟΔɽ

a(s,t)n = −q2n+s+t+1, (5a)

b(s,t)n = qn+s+t(1− qn) (5b)

ࣜ (5)Ͱද͞ΕΔղʹର͠ɼఆཧ 1Λద༻͢Δ
ͱҎԼͷੵܕ͕ؔಘΒΕΔɽ

∑

π∈PP(r,c,n)

q|π|(−1)tr(π)
min{r,c}∏

i=1

πi,i∏

k=1

1− qn+i−k

qn+i−k
= qrcn
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ࢄGray-ScottϞσϧͷۭ࣌ύλʔϯͱฏߧղͷTuringෆ҆ఆੑ

দՈ հܟ 1

1ଂେֶֶ෦ཧֶՊ
e-mail : keimatsu@musashino-u.ac.jp

1 ֓ཁ

Gray-ScottϞσϧࣗݾ৮ഔԠͷཧϞ
σϧͰ͋Γ [1], ղͱ༷ͯ͠ʑͳۭ࣌ύλʔϯΛ
༩͑ΔԠ֦ܥࢄͱͯ͠ΒΕ͍ͯΔ [2]. ͜Ε
·ͰͷڀݚͰ, Gray-ScottϞσϧͷࢄԽՄ
ͳࢄԽͱͦͷࠩํఔࣜܥͷύϥϝʔλΛ
ม͑Δ͜ͱͰ༷ʑͳۭ࣌ύλʔϯΛ༩͑Δղ͕
ಘΒΕ͍ͯΔ [3]. ຊߨԋ ,ͷͰͮ͘جʹ[4]

͜Ε·ͰͷڀݚͰಘΒΕ͍ͯΔࢄԽʹରͯ͠
Turingෆ҆ఆੑΛٞ͠, ͦͷࠩํఔࣜܥͷ
ղ͕ࣔ͢Ұ෦ͷۭ࣌ύλʔϯ͕ Turingෆ҆ఆ
ੑʹΑͬͯΓସΘΔ͜ͱ͕͔ͬͨ.

2 ࢄGray-ScottϞσϧͱͦͷۭ࣌ύ
λʔϯ

ຊߨԋͰ, ҎԼʹ͛ڍΔࠩํఔࣜ:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

us+1
n =

mp (usn) + δ
{
2mp (usn)w

s+1
n + a

}

1 + δ
{(

ws+1
n

)2
+ a+ 1

}

ws+1
n =

mq (ws
n)

1 + δ {2mp (usn) + b}

+
δ
[
mp (usn)

{
mq (ws

n)
2 + 1

}
+ b

]

1 + δ {2mp (usn) + b}
(1)

ͷղ͕༩͑Δۭ࣌ύλʔϯʹ͍ͭͯٞ͢Δ.

ͨͩ͠, s ∈ Z≥0, n ∈ Z, a, b, δ > 0, p, q ∈
Z>0,

mp (u
s
n) =

usn+p + usn−p

2
,

mq (w
s
n) =

ws
n+q + ws

n−q

2

ͱ͢Δ. (1)Ԡ֦ܥࢄͷҰͭͰ͋Δ Gray-

ScottϞσϧ:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
− uv2 + a(1− u)

∂v

∂t
= D

∂2v

∂x2
+ uv2 − bv

(2)

ͷࢄԽͷҰͭͱͯ͠ఏҊ͞ΕͨͷͰ͋Δ.

ͨͩ͠, u := u(t, x), v := v(t, x), t ≥ 0, x ∈
R, D > 0ͱ͢Δ. ,ʹࡍ࣮ (1)ͷύϥϝʔλ

δ > 0 (2)ͷม tͷִࠩؒύϥϝʔλͰ
͋Γ, w = v + 1ͱͯ͠, ξ :=

√
2δ/pͰ (2)ͷ

ม xͷִࠩؒύϥϝʔλΛఆٛ͠, δ → 0

ͷݶۃΛऔΔͱ (1)͔ΒD = (q/p)2ͱͨ͠ (2)

͕ಘΒΕΔ.

దͳڥք݅ (ྫ͑पڥظք݅ͳͲ)

ʹ͓͚Δ (1)ͷղ༷ʑͳۭ࣌ύλʔϯΛ༩͑
Δ. ͜ͷۭ࣌ύλʔϯ, ॳظ͚݅ͩͰͳ͘
ํఔࣜʹؚ·ΕΔύϥϝʔλΛมԽͤ͞Δ͜ͱ
Ͱ༷ʑͳͷʹมԽ͢Δ. ,ʹࡍ࣮ p = 3, q =

1, δ = 0.1ͱ͠ɼॳظ݅ͱͯ͠

u0n =

⎧
⎨

⎩
1− 0.3 cos

(πn
50

)
|n| ≤ 25,

1 |n| > 25,

w0
n =

⎧
⎨

⎩
1 + 0.5 cos

(πn
50

)
|n| ≤ 25,

1 |n| > 25.

Λ༩͑ͨ߹ͷws
nΛϓϩοτͨ͠ͷ͕ҎԼ

ͷਤͰ͋Δ. ԣ͕ۭ࣠ؒม n ͷ࣠, ॎ͕࣠
มؒ࣌ sͷ࣠, ৭ͷפஆͰ wj

n ͷΛදͯ͠
͍Δ.

ਤ 1. a = 0.04, b = 0.05

ਤ 2. a = 0.04, b = 0.09

͜ΕΒͷۭ࣌ύλʔϯͷ΄͔ʹ͍͔ͭ͘ͷ
ύλʔϯ͕ಘΒΕΔ. ҎԼʹ͛ڍΔਤύϥ
ϝʔλ a, bͰಘΒΕΔύλʔϯΛྨͨ͠૬
ਤͰ͋Γ, ԣ͕࣠ a, ॎ͕࣠ bʹରԠ͢Δ. ಛʹ,
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ਤ 1ͷۭ࣌ύλʔϯʮ+ʯʹରԠ͢Δ a, bͷ
ͰಘΒΕ, ਤ 2ͷۭ࣌ύλʔϯʮ×ʯʹର
Ԡ͢Δ a, bͷͰಘΒΕΔ. ͜ΕΒҎ֎ͷۭ࣌
ύλʔϯʹ͍ͭͯ [3]Ͱղઆ͞Ε͍ͯΔ.

ਤ 3. ύϥϝʔλ a, bʹΑΔۭ࣌ύλʔϯͷྨ

3 ࢄGray-ScottϞσϧͷฏߧղ

(1)ͷۭؒҰ༷ͳղҎԼͷࠩํఔࣜ:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

us+1 =
us + δ

(
2usws+1 + a

)

1 + δ
{
(ws+1)2 + a+ 1

}

ws+1 =
ws + δ

[
us

{
(ws)2 + 1

}
+ b

]

1 + δ (2us + b)
(3)

Λຬͨ͢. (3)ͷฏߧղ,

(u0, w0) = (1, 1)

(u±, w±)

=

(
1

2

(
1∓

√
M

)
, 1 +

a

2b

(
1±

√
M

))

Ͱ͋Δ. ͨͩ͠, M = 1 − 4b2

a
ͱ͢Δ. ຊߨԋ

Ͱ (3)ͷฏߧղΛ (1)ͷฏߧղͱݺͿ. ͜Ε
Βͷฏߧղͷઢ҆ܗఆੑΛௐΔͱ (u0, w0)
ύϥϝʔλʹґΒͣઢ҆ܗఆͰ͋Γ, (u−, w−)

ύϥϝʔλʹґΒͣෆ҆ఆͰ͋Γ, (u+, w+)

ҎԼͷෆࣜ:

b− a2

2b2

(
1 +

√
M

)

+δ
[
(2b− a)

{
1 +

a

2b

(
1−

√
M

)}
− a

]
< 0

Λຬͨ͢ͱ͖ઢ҆ܗఆͰ͋Δͱ͔Δ.

4 ฏߧղͷTuringෆ҆ఆੑʹ͍ͭͯ

Turingෆ҆ఆੑͱ, ҆ఆͳฏߧղ͕ۭؒํ
.ͷมԽʹΑͬͯෆ҆ఆԽ͢Δ͜ͱͰ͋Δ ͦ

͜Ͱ, (1)Λ҆ఆͳฏߧղͰಛʹ (u+, w+)ͷ·
ΘΓͰઢܗԽ͢Δͱ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

U s+1
n =

1

1 + δ
{
(w+)

2 + a+ 1
}

× [(1 + 2δw+) (cos pθk)mp (U
s
n)

−2δbW s+1
n

]

W s+1 =
1

1 + δ(2u+b+ 1)

×
[
δ (w+)

2 (cos pθk)mp (U
s
n)

+ {1 + 2δ (u+b+ 1)} (cos qθk)mq (W
s
n)]

͕ಘΒΕΔ. ͜ͷઢܗภࠩํఔࣜܥʹରͯ͠

(U s
n,W

s
n)

= (c1 (λκ)
s exp (iκn), c2 (λκ)

s exp (iκn))

ͱ͍͏ܗͷղΛ͑ߟΔͱ λκ্هͷઢܗภࠩ
ํఔࣜܥͷӈลͷ͔ΒͳΔ ྻߦਖ਼ํ࣍2
ͷݻ༗ͱͳ͍ͬͯΔ. λκ ͷઈର͕ 1ΑΓ
େ͖͚Ε͜͜Ͱ͍ͯ͑ߟΔղͷઈରಠཱ
ม sͷ૿Ճͱͱʹࢦؔతʹ૿Ճ͢Δͨ
Ί, ҆ఆͩͬͨฏߧղ͕ෆ҆ఆԽ͍ͯ͠Δ͜ͱ
Λҙຯ͢Δ. ຊߨԋͰ, 2અͰ༩͑ͨܭ
ͷ݁ՌʹରԠ͢Δࢉ p = 3, q = 1, δ = 0.1ͷ
߹ʹ͍ͭͯ, ύϥϝʔλ a, bͷΛม͑ͯ λκ

ͷઈରͱ 1ͷେখؔΛ͢ߟΔ. ͦͷ݁Ռ,

Turingෆ҆ఆԽ͢ΔڥͱͳΔύϥϝʔλ a, b

ͷͷΈ߹ΘͤͰਤ 1ͷύλʔϯͱਤ 2ͷύ
λʔϯ͕ΓସΘΔ͜ͱΛઆ໌͢Δ.
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ブロック積型反復解法の近似解精度劣化の原因解析と高精度化
倉本　亮世 1,多田野　寛人 2

1筑波大学大学院システム情報工学研究科，2筑波大学計算科学研究センター
e-mail : kuramoto@hpcs.cs.tsukuba.ac.jp

1 はじめに
格子量子色力学や大規模固有値問題の分野

では複数右辺ベクトルを持つ線形方程式 AX =
B, A ∈ Cn×n, X, B ∈ Cn×L が現れる．これらの分
野ではこの線形方程式の求解が計算の主要部で
あり，これを効率よく解くことが重要な課題と
なっている．
この線形方程式の求解法には，ブロック積型

反復解法がある．同法は積型反復解法をブロッ
ククリロフ部分空間に基づいて拡張した手法で，
複数の右辺を一度に解くことができる．ブロッ
ク積型反復解法は右辺ベクトルを 1本ずつ解く
よりも，複数右辺をまとめて解くことで，右辺
ベクトル 1本あたりの求解時間が減ることがあ
る．しかしながら，右辺ベクトル数が増えると
近似解の精度劣化が発生することがある．
そこで本研究では，Block BiCGStab 法 [1]，

及びGPBiCG法 [2]をブロック版に拡張した手
法に注目し，精度向上のための改善法の提案を
行う．

2 ブロック積型反復解法
近似解 Xk+1 ∈ Cn×Lとそれに対する残差行列

Rk+1 = B − AXk+1 ∈ Cn×Lは，

Xk+1 = Xk + Pkαk + Zk,

Rk+1 = Rk − (APk)αk − ηkYk − ζk(ATk),

で計算される．ここで，Pk,Zk,Yk,Tk ∈ Cn×L,

αk ∈ CL×Lである．この時，ζk, ηk ∈ Cの決め方に
よって様々な解法に帰着できる．Block GPBiCG
法では ∥Rk+1∥Fが最小となる ζk, ηkを選択する．
Block BiCGStab法では ηk = 0とし，∥Rk+1∥Fが
最小となる ζk を選択する．ブロック積型反復
解法のアルゴリズムを Algorithm 1に示す．

k回目の反復の近似解と残差行列の更新量を
それぞれ，∆Xk,∆Rk ∈ Cn×L(Xk+1 = Xk + ∆Xk,
Rk+1 = Rk − ∆Rk)とする．この時，Rk+1 = B −
AXk+1の関係から，∆Xk と ∆Rk は ∆Rk = A∆Xk

を満たす．しかしながら，数値計算では計算順
序の違いなどにより ∆Rk ! A∆Xkとなる．その

Algorithm 1ブロック積型反復解法
X0 is an initial guess,
R̃0 is an arbitary matrix, such that R̃H

0 R0 ! O,
P0 = R0 = B − AX0,
W−1 = U−1 = Z−1 = T−1 = O,
for k = 0, 1, . . . until ∥Rk∥F/∥B∥F ≤ ε,
　 S k = APk,
　αk = (R̃H

0 S k)−1R̃H
0 Rk,

　 Tk = Rk − S kαk,
　 Yk = Tk−1 − Tk −Wk−1αk,
　 Mk = ATk,
　 Compute ζk, ηk,
　 Uk = ζkS k + ηk(Tk−1 − Rk + Uk−1βk−1),
　 Zk = ζkRk + ηkZk−1 − Ukαk,
　 Xk+1 = Xk + Pkαk + Zk,
　 Rk+1 = Tk − ηkYk − ζk Mk,
　βk = (R̃H

0 S k)−1(R̃H
0 Mk),

　 Wk = Mk − S kβk,
　 Pk+1 = Rk+1 − (Pk − Uk)βk,
end for

結果，真の残差行列 B− AXk+1と漸化式の残差
行列 Rk+1に乖離が起こる．
真の残差行列 B− AXk+1と漸化式の残差行列

Rk+1の間の誤差行列 Ek+1 ≡ B−AXk+1−Rk+1を
考える．誤差行列 Ek+1 は，近似解と残差行列
の更新量を用いて，次のように計算できる．

Ek+1 =

k∑

i=0

[(APk)αk + ηkYk + ζk(ATk)]

−A
k∑

i=0

(Pkαk + Zk).

この時，理論的には Ek+1 = Oである．しかし
ながら，∆Rk ! A∆Xk によって Ek+1 ! Oとな
る．これにより，∥Rk+1∥が十分小さくても，∥B−
AXk+1∥ ≈ ∥Ek+1∥となり，近似解の精度劣化の原
因となることがわかる．そこで，∆Rk ! A∆Xkに
よって発生する誤差を小さくすることを考える．

3 提案手法
近似解と残差行列の更新量によって発生する
誤差は2つの誤差行列E(Y)

k , E
(P)
k を用いて，∆Rk−

A∆Xk = E(Y)
k + E(P)

k と表せる．ここで，

E(Y)
k = ηkYk + ζk(ATk) − AZk,

E(P)
k = (APk)αk − A(Pkαk)
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である．本節では，この 2つの誤差行列を小さ
くするための方法について提案する．

3.1 改善案 1

まず，E(Y)
k について考える．ηkYk+ζk(ATk)は

理論的に AZkと等しく，漸化式で AZkを計算し
ていることに対応する．この時，ATkは陽的に
Aが乗じられているが，Ykは陰的に Aが乗じら
れているため，E(Y)

k に大きく影響している．そ
こで，新しく Ŷk ≡ A−1Yk を計算し，陽的に A
を乗じることで，E(Y)

k を小さくすることを考え
る．また，これにより Zk = ηkŶk + ζkTkで計算
される．ここで，Block BiCGStab法では ηk = 0
より，Yk = Oであるため，E(Y)

k については無視
して良い．
しかしながら，この手法を適用すると行列ベ

クトル積の回数が 1反復あたり 2回から 3回
に増えるため，計算量が増大してしまう．そこ
で，行列ベクトル積を 2回実行するのではなく，
[Tk, Ŷk] ∈ Cn×2Lと Aの行列積を 1回行う．この
計算を適切に実装することで，計算時間の増加
を抑えることができる．

3.2 改善案 2

次に，E(P)
k について考える．(APk)αkは APk

を計算した後にαkを掛けている．そのため，計
算順序の違いによって誤差が混入し，近似解と
残差行列の更新量の関係が失われてしまう可能
性がある．単純な改善法に Pkαkに Aを掛けて
A(Pkαk)を計算するというものがある．しかし
ながら，アルゴリズム中で APkも必要とされて
いることから，APkと A(Pkαk)の 2回の行列ベ
クトル積が必要となり計算量が増えてしまう．
そこで，漸化式中の APkを使う計算を回避する
ことで行列ベクトル積の回数を増やさずに誤差
行列への影響を小さくすることを考える．
まず，αk, βkの APkに関する部分を次のよう

に変更する．

R̃H
0 (APk) = (AHR̃0)HPk.

この時，AHR̃0は反復開始前に 1回計算するだ
けでよいため，計算量はほぼ変わらない．
次に，漸化式中のAPkについて考える．Block

BiCGStab 法では γk ≡ α−1
k βk を定義すること

で，漸化式中の APkの計算を回避することがで

きる．Block GPBiCG法については，γk, Ûk ≡
Uk−ζk(APk)を定義することで，漸化式中のAPk

の計算を回避することができる．

4 数値実験
数値実験により，改善案の性能評価を行う．
ここで，Block BiCGStab法には改善案2を，Block
GPBiCG法には両改善案を適用した．また，残
差の収束性の改善のために，残差行列の正規
直交化を適用した．実験結果を図 1,2に示す．
naiveは改善案の適用なし，modifyは改善案の
適用ありを表す．テスト行列には SuiteSparse
Matrix Collectionのmajorbasis(n = 160,000, nnz
= 1,750,416)を用いた．実験結果から，改善案
を適用することで，高精度な近似解が得られて
いることがわかる．
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図 1. 各手法における残差履歴 (L = 120)
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図 2. 右辺ベクトル数 Lに対する近似解精度の推移
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ಛҟରশܥͰͷGMRES๏ͱRRGMRES๏ͷূݕͱɼRRGM-

RES(m)๏ͷऩଋఆཧ

ਿݪ ޫଠ 1, ਫ ݠ 1,2

ॴڀݚใֶཱࠃ ॴଐ 1ɼ૯߹ڀݚେֶӃେֶ ॴଐ 2

e-mail : sugihara@nii.ac.jp

1 ֓ཁ

ಛҟରশܥʹ͓͍ͯɼӈล͕ྻߦͷ
Ҭʹଐ͞ͳ͍߹ɼؙࠩޡͷ͋ΔࢉܭͰɼ
MINRES๏ΑΓɼGMRES๏Range Restricted

GMRES (RRGMRES)๏ͳͲΛ༻͍Δํ͕ऩ
ଋੑ͕Α͍͜ͱ͕͋ΔɽຊൃදͰ྆ख๏Λ
࣮ݧʹΑΓൺֱ͠ɼख๏બͷࢦඪΛ༩͑Δɽ
͞ΒʹɼRRGMRES๏ʹ͓͍ͯϦελʔτܭ
͏ߦΛࢉ RRGMRES(m)๏Λಛҟରশܥʹద
༻ͨ͠߹ͷऩଋఆཧΛࣔ͢ɽ

2 RRGMRES๏ͷ࣮๏ͱղ͘ܥͱɼ
GMRES๏͕ղ͘ܥ

A ∈ Rn×n Λಛҟରশྻߦͱ͠ɼb ∈ Rn

ඞͣ͠ AͷҬʹೖΔͱݶΒͳ͍ͱ͢
ΔɽGMRES๏ͷॳظղ x0Λ 0ͱ͢ΔɽGM-

RES๏ɼRRGMRES๏ؙ͕ࠩޡͳ͍ࢉܭ
Ͱɼಛҟରশܥʹର͠ɼ࠷খೋղʹऩଋ͢
Δ [1],[2]ɽRRGMRES๏ͷ࣮๏ɼจݙ [3]

ʹ͋ΔAlgorithm 2.2ʹै͍ɼ࠷খೋɼ

yk = arg min
y

∥∥b∥2e1 − H̄k+1Qk+1Īky∥2 (1)

ͰٻΊͨ yk ∈ Rk Λ͍ɼWk ∈ Rn×k(Wk

ྻߦ Vk+1Qk+1 ͷ࠷ॳͷ k ྻͰߏ͞ΕΔ
(ྻߦ Λ͍ɼղ xk = Wkyk ΛٻΊΔɽͳ
͓ɼv1 = b

∥b∥2
ͱͨ͠ Arnoldi ղɼAVk =

Vk+1H̄kͰ͋Δɽ͜ ͜ͰɼVk+1 = [v1, .,vk+1] ∈
Rn×(k+1) ͷ֤ྻϕΫτϧਖ਼نަϕΫτϧ
Ͱ͋ΓɼKrylovۭؒKk+1(A, b)ΛுΔجఈʹ
ͳΔɽ͞ΒʹɼQR ղ H̄k = Qk+1R̄k Λߦ
͍ɼQk+1 ∈ R(k+1)×(k+1) ަྻߦɼR̄k ∈
R(k+1)×k࠷ॳͷ (k×k)෦্͕֯ࡾ෦ߦ
ྻRkͰɼޙ࠷ͷ͕ߦθϩϕΫτϧͰߏ͞Ε
ΔྻߦʹͳΔɽΑͬͯR(Wk) = Kk(A,Ab)ʹ
ͳΔɽGMRES๏

yk ∈ Rk s.t. ∥∥b∥2e1 − H̄kyk∥2 =
min
y

∥∥b∥2e1 − H̄ky∥2 (2)

ͰٻΊͨ ykΛ͍ɼղ xk = VkykΛٻΊΔɽ

3 GMRES๏ͱRRGMRES๏ͷऩଋ
ੑͷূݕ

ѱ݅ରশྻߦplat1919[4]ΛͯͬGMRES

๏ͱRRGMRES๏ͷऩଋੑͷূݕΛ͏ߦɽ

ද 1. Characteristics of the coefficient matrix of the
test problems

Matrix n nnz ɹ rank κ(A)

plat1919 1,919 32,399 1,916 5.4× 1016

nݩ࣍ɼnnzඇྵཁૉɼrankɼκ(A)

֤ʑMATLABͷؔ rankͱ svdʹ͍ͮج
ͷ֊ɼ݅ྻߦΕͨ͞ࢉܭͯ େಛҟ࠷)
ͱඇྵͷ࠷খಛҟͷൺ)Ͱ͋ΔɽӈลbҎԼ
ͷೋ௨ΓͰઃఆ͢Δɽu(0, 1) FORTRAN90

ͷ [0, 1) ͷҰ༷ٖࣅཚؔ random number

ʹΑΓ֤Λੜͨ͠ nݩ࣍ϕΫτϧͰ͋
Δɽ·ͨ bN(A), bN(A)2֤ʑAͷ࠷খݻ༗ɼ
༗ϕݻԽ͞Εͨن༗ʹର͢Δਖ਼ݻখ͍͞ʹ࣍
ΫτϧͰ͋Δɽϵ࣮ͷεΧϥมͰ͋Δɽ

A× (1, ...1)T

∥A× (1, ...1)T∥2
+ (bN(A) + bN(A))× ϵ (3)

A× (1, ...1)T

∥A× (1, ...1)T∥2
+

u

∥u∥2
× ϵ (4)

3.1 ऩଋ݁Ռͱྻߦͷ݅ɼಛҟ

ϕΫτϧΛࠩ r = b−Axͱ͢Δɽ∥Ar∥2
∥Ab∥2

ͷ

ͷൣғͱɼGMRES๏ͳΒ H̄kɼRRGMRES

๏ͳΒ H̄k+1Qk+1Īk( ղ xk ΛٻΊΔྻߦʣͷ
݅ͱɼ࠷খಛҟɼ2൪ʹখ͍͞ಛҟ
Λࣔ͢ɽGMRES๏ɼRRGMRES๏Fortran

90Ͱ࣮͠ɼb͕ࣜ (3)ͷ߹ഒਫ਼ɼࣜ (4)

 4ഒਫ਼ԋࢉͰͨͬߦɽH̄kɼH̄k+1Qk+1Īkͷ
݅ͱಛҟࢉܭ֤ʑMATLABͷ condɼ
svdͰͨͬߦɽϵ1ͱͨ͠ɽ(D)ഒਫ਼ɼ(Q)

 4ഒਫ਼ԋࢉΛࣔ͢ɽ
b͕ࣜ (3)ͷ߹ʹ͍ͭͯ͢ূݕΔɽ
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ද 2. Condition number of the coefficient matrix for
GMRES (Double) and RRGMRES (Double) when b
is given by (3)

k κ(H̄k) κ(H̄k+1Qk+1Īk)

819 2.15× 1012 5.30× 105

ද 3. 1st,2nd smallest singular values of the coefficient
matrix for GMRES (Double) and RRGMRES (Dou-
ble) when b is given by (3)

k σ(H̄k)

819 1.36× 10−12, 5.51× 10−6

k σ(H̄k+1Qk+1Īk)

819 5.51× 10−6, 1.21× 10−5

• H̄kͷ࠷খಛҟɼ2൪ʹখ͍͞ಛҟ
ʹൺɼ10−6ͷΦʔμͰ͋Δɽ

• H̄k+1Qk+1Īkͷ࠷খಛҟɼ2൪ʹখ
͍͞ಛҟʹൺɼ10−1ͷΦʔμͰ͋Δɽ

ࣜ (3)ͷ߹ɼද 2͕ࣔ͢Α͏ʹɼRRGMRES

ͷྻߦͷ݅GMRESͷྻߦʹൺ
ɼ10−6ҎԼͷΦʔμʹͳΔɽΑͬͯGMRES

Ͱ 10−6 < ∥Ar∥2
∥Ab∥2

< 10−5 ʹͳΓɼRRGM-

RES๏ 819෮Ͱ ∥Ar∥2
∥Ab∥2

< 10−8Λຬͨͨ͠ɽ

Ұํɼb͕ɼࣜ (4)ͷ߹ʹ͍ͭͯ͢ূݕΔɽ

• H̄kͷ࠷খಛҟɼ2൪ʹখ͍͞ಛҟ
ʹൺɼ10−2ͷΦʔμͰ͋Δɽ

• H̄k+1Qk+1Īk ͷ࠷খಛҟɼ2൪ʹ
খ͍͞ಛҟʹൺɼಉ͡ΦʔμͰ͋Δɽ

ࣜ (3)ͱൺֱ͠ɼGMRES๏ͷ H̄kͷ࠷খಛҟ
ͱ 2൪ʹখ͍͞ಛҟͷൺ͕ 104ͷΦʔμ
େ͖͘ͳΓɼ࠷খಛҟେ෯ʹখ͘͞ͳͬ
͍ͯͳ͍ɽࣜ (4)ͷ߹ɼࣜ (3)ʹൺɼҬʹ
ೖΒͳ͍খ͍͞ɽ·ͨHk+1(H̄k+1ʹର
͠ɼGivensมΛྻߦͨͬߦ) ͷ࠷খಛҟɼ
2൪ʹখ͍͞ಛҟɼ6.95× 10−10,2.32×
10−8ͱ࠷খಛҟɼ2൪ʹখ͍͞ಛҟʹ
ൺɼH̄kಉ༷ɼ10−2ͷΦʔμͰখ͘͞ͳͬͯ
͍ΔɽҎ্ͷ͔ٞΒɼࣜ (4)ͷ߹ɼऩଋ݅
͕ ∥Ar∥2

∥Ab∥2
< 10−8ͷ࣌ɼ4ഒਫ਼ԋࢉͷGMRES

๏ͱRRGMRES๏֤ʑ1,617ɼ1,633ճͷ
෮Ͱऩଋ͠ɼ෮Ͱੑ͕ಉఔͰ͋Δ

ද 4. 1st, 2nd smallest singular values of the coefficient
matrix for GMRES (D) when b is given by (3)

k σ(H̄k+1) (GMRES)

819 1.36× 10−12, 5.51× 10−6

ද 5. Condition number of the coefficient matrix for
GMRES (D) and RRGMRES (D) when b is given by
(4)

k κ(H̄k) κ(H̄k+1Qk+1Īk)

1,499 4.05× 109 1.26× 108

ද 6. 1st,2nd smallest singular values of the coefficient
matrix for GMRES (Double) and RRGMRES (Dou-
ble) when b is given by (4)

k σ(H̄k) σ(H̄k+1Qk+1Īk)

1,499 7.2× 10−10, 2.4× 10−8 2.3× 10−8, 6.1× 10−8

݁Ռɼྻߦͷಛҟɼ͔݅Βଥ
ͳ݁ՌͰ͋Δɽ

4 RRGMRES(m)ͷಛҟରশܥʹର͢
Δऩଋఆཧ

RRGMRES(m) Λಛҟରশܥʹద༻ͨ͠
߹ɼҎԼͷఆཧཱ͕͢Δɽৄࡉߨԋ࣌ʹใ
Δɽͳ͓ɼM(A2)͢ࠂ = (A2)T+A2

2 ͱ͠ɼN(A),R(A)

֤ʑAͷۭ֩ؒɼҬΛද͢ɽ

ఆཧ 1 N(A) = N(AT) ཱ͕͠ɼM(A2) ͕
R(A)ʹ͓͍ͯఆͳΒɼRRGMRES(m)
খೋղʹഁ͢Δ͜ͱͳ͘ऩଋ͢Δɽ࠷
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Ͱͷଟ߲ࣜΛ༻͍ͨDeflated·࣍ඪͷ2࠲ۭؒ CG๏ͷੑݕ౼

୩ɹपฏߴ

e-mail : shuhei.takaya@gmail.com

1 ֓ཁ

ۙΛूΊ͍ͯΔ deflated CG๏ͷੑ
 deflation subspaceͷબʹΑͬͯେ͖͘ࠨ
ӈ͞ΕΔ. ຊߨԋͰ, ੑมܗʹରͯ͠
ྖҬׂʹͮ͘ج subdomain deflation๏ [1]Λ
ద༻͢Δ.

ੑมܗͰ Aubry et al. [2] ͷ༷ʹ
֤ subdomainͷ߶ମӡಈΛ deflation subspace

ͱͯ͠༻͍Δ͕ࣄଟ͍. ͦͷҰํͰ Yadav et

al.[3]ιϦουཁૉͰϞσϧԽ͞Εͨ൘ͱྊͷ
ͦΕͧΕʹରͯ͠Kirchhoff-LoveͱBernoulli-

EulerͷԾઆʹࣜͮ͘جΛఏҊ͠,ऩଋੑΛվ
ળ͍ͯ͠Δ.

͔͠͠,ιϑτΣΞΛ։ൃ্͍ͯ͘͠Ͱ,ݸ
ผͷݱຖʹݕ౼͍ͯ͘͠ͷ͔ࠣͷ͕͞ࡶ
͏Α͏ʹࢥΘΕΔ.

ͦ͜Ͱ,ຊߨԋͰΦʔϓϯιʔεͷߏղ
ੳιϑτΣΞFrontISTR[4]Λ༻ͯ͠,ۭؒ
ඪͷ࠲ Ͱͷଟ߲ࣜΛ༻͍ͯಘΒΕΔ·࣍2 4छ
ͷ deflation subspaceΛ,߶ମӡಈʹΑΔͷ
ͱซͤͯൺֱݕ౼͢Δ.

2 Deflated CG๏ͷΞϧΰϦζϜ

ຊߨԋͰ n࣍ͷਖ਼ఆରশྻߦKΛ
ͱ͢Δ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜKu = f Λ, Vuikͷ
ྨͰ DEF1[1]ͱݺΕΔ deflated CG๏ͷό
ϦΞϯτʹΑͬͯղ͘.

Algorithm 1 DEF1

Q = Z
(
ZTKZ

)−1
ZT , P = I −KQ

ρ0 = 1.0, p0 = 0, α0 = 0.0

u0 : intial guess, r0 = f −Ku0

u1 = u0, r1 = Pr0
for i = 1 to N or converged. do

zi = M−1ri
ρi = (ri, zi), βi = ρi/ρi−1

pi = βipi−1 + zi, wi = PKpi

µi = (pi,wi), αi = ρi/µi

ui+1 = ui + αpi, ri+1 = ri − αwi

end for

uapprox = P Tui +Qf

͜͜ͰM લॲཧྻߦ,Z m(≪ n)ݸͷ
ઢܕಠཱͳnྻݩ࣍ϕΫτϧΛฒͨdeflation

subspace matrix, Q correction matrx, P 
deflation matrixͰ͋Δ.

3 Deflation subspaceͷߏங

ղੳରΛ subdomainʹׂ͠,֤અͷม
Ґ͕, ॴଐ͢Δ subdomainͷॏ৺ʹؔ͢Δ૬ର
,ʹଟ߲ࣜͱͳΔΑ͏࣍ඪͷೋ࠲ deflation sub-

spaceΛߏங͢Δ. ͢ͳΘͪ,ΞΠϯγϡλΠϯ
ͷॖه߸Λ༻͍ͯ

ui = ai + bijxj +
1

2
(1− δjk)cijkxjxk

+ (1− δij)dijx
2
j + dii

x3i
|xi|

(i, j, k = 1, 2, 3) .

(1)

͜͜Ͱ i, jٴͼ k جͷܥඪ࠲σΧϧτݩ࣍3
ఈͷ൪߸, ui ͱ xi ͦΕͧΕมҐͱ૬ର࠲ඪ
ͷ, δjkͱδij ΫϩωοΧʔͷσϧλͰ͋
Δ. ·ͨ cijk = cikj ͱͨ͠.

ࣜ (1)Ͱఆٛ͞ΕΔ deflation subspaceʹΑ
Δมܗ֤߲ͷʹ͍ͯͮجਤ 1ʹࣔ͢ 7छ
ྨʹྨͰ͖Δ. ͳ͓ਤ 1ͷ ϵijkΤσΟϯτ
ϯͷΠϓγϩϯͰ͋Δ.

(a) ɹ ai (b) bii (c) bij (σij = 0)

(d) cijk (ϵijk ̸= 0) (e) cijk (ϵijk = 0)

(f) dii (g) dij (σjk = 0)

ਤ 1: Deflation subspaceʹΑΔมܗ
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4 Deflated CG๏ͷ࣮

ΦʔϓϯιʔεͷߏղੳιϑτΣΞ
FrontISTR[4]ͷ vesion 5.0β Λϕʔεʹͯ͠
deflated CG๏Λ࣮ͨ͠.

5 Deflation subspaceͷੑൺֱ

ࣜ (1)ͷͷ͏ͪ aiͷΈ͕ඇθϩ (ఆ),

ai ͱ bij ͷΈ͕ඇθϩ (1 dij,(࣍ ͱ dii Ҏ֎͕
ඇθϩ ,(࣍2) ͯ͢ͷ͕ඇθϩ ͷ(࣍2)
ܭ 4௨Γͷଟ߲ࣜͱ, ߶ମӡಈʹΑΔ deflation

subspaceΛൺֱݕ౼͢Δ. Ҏ߱͜ΕΒΛDS1,

DS2, DS3, DS̐ฒͼʹ DS0ͱུ͢هΔ. લॲ
ཧM  ILU(0)Λ͏.

AWS[5]ͷࢉܭ t2.microΠϯελϯεΛ༻
͍ͯ 1ϓϩηεͰ͏ߦ.

ܘྫূݕ 1m,͞ߴ 3mͷίϯΫϦʔτ
ͷபΛᎇΓͳ͕Βԡ͢Λ͑ߟΔ.ϝογϡ
ͷ֓؍Λਤ 2aʹࣔ͢. ཁ࣍໘ମҰ࢛ͷݸ9600
ૉ͔Βߏ͞Ε,અ 10447Ͱ͋Δ.

(a) ϝογϡ (b) ղੳ݁Ռ
ਤ 2: ؍ͷ֓ྫূݕ

ੑ,ϠϯάΛ 2.2×10GPa, ϙΞιϯ
ൺΛ 0.2,࣭ྔີΛ 2.4 ton ·m−3ͱ͢Δ. քڥ
݅,பͷఈ໘Λશʹݻఆ͠,্໘Λபͷ࣠
पΓʹ 1◦ճసͤ͞,Լํʹ 1mmԡ͠Լ͛Δ.·
ͨॏྗՃ 9.8m · s−2ΛՃ͑Δ. Subdomain

 4ͱ͢Δ.

ղੳͰಘΒΕͨϛʔθεԠྗίϯλʔͱมܗ
Λਤ 2bʹࣔ͢. มܗഒ 100ഒͰ͋Δ.

ද,ʹޙ࠷ 1ʹDS0͔ΒDS4·ͰͷZ ͷϥ
ϯΫ, QͱM ͷઃఆʹཁͨؒ࣌͠, ͦͯ͠ de-

flated CG๏ͷٻղʹཁͨ͠෮ճͱؒ࣌Λ
ࣔ͢.

ද 1ΑΓ,ࠓճͷྫͰZͷϥϯΫ্͕͕
Δͱʹऩଋੑྑ͘ͳͬͨͷͷ, ؒ࣌ࢉܭ
ͷॖʹͭͳ͕Βͳ͔͕ͬͨࣄ͔Δ. ͜Ε
Λվળ͢Δʹ,Qʹؔ͢ΔॲཧΛߴԽ͢Δ
ͱಉ࣌ʹ, subdomainͷܗঢ়͖Λਪఆͯ͠
ࣜ (1)͔Βد༩ͷ͍߲Λআ֎͢ΔΞϧΰϦζ
Ϝͷ։ൃ͕ඞཁͱ͑ߟΒΕΔ.

ද 1: ֤ deflation subspaceͷؒ࣌ࢉܭͱ෮
ճ

rank(Z)

ઃఆ
ؒ࣌
[msec]

෮
ճ

ղٻ
ؒ࣌
[msec]

DS0 24 272 72 468

DS1 12 254 114 704

DS2 48 308 65 457

DS3 84 358 53 422

DS4 120 428 42 378

ँࣙ ຊߨԋͷ༰චऀ͕౦ژେֶڀݚ
ॴʹࡏॴ͍ͯͨ͠ 2017͔Β 2018ʹ͔͚ͯ
.ௐࠪʹΑΔͱ͜Ζ͕େ͖͍ݙจͨͬߦ චऀʹ
ௐࠪͷػձΛఏͯ͠ڙԼͬͨ͞ڀݚཱࠃ։ൃ๏
ਓւ༸ڀݚ։ൃߏػՃՁใੜ෦෦
ງफ࿕ઌੜͱ,౦ژେֶڀݚॴಛڀݚ
һळ༿തઌੜ ৺ΑΓ͓ྱਃʹ(࣌ॻ͖ݞ)
্͛͠Δ.
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༥߹ੵԋࢉΛར༻ͨ͠ಛҟղͷͨΊͷ྆ଆϠίϏ๏ͷ࣮ʹ͍ͭͯ

ߥ ᠳ 1, ాߴ խඒ 2, ଜ ࢘ۍ 3, தଜ Ղਖ਼ 1

େֶɼ3Ҫେֶࢠେֶɼ2ಸྑঁژ1

e-mail : araki@amp.i.kyoto-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ಛҟղͷͨΊͷϠίϏ๏, ͯ͢ͷಛ

ҟͱಛҟϕΫτϧΛ͍ߴਫ਼Ͱ͢ࢉܭΔ͜ͱ

͕Ͱ͖Δ. ϠίϏ๏ʹ,ยଆ͓Αͼ྆ଆϠίϏ

๏͕ఏҊ͞Ε͓ͯΓɼ͜ ͷ͏ͪยଆϠίϏ๏,

LAPACK ͞Ε͍ͯΔ࣮ʹطʹ [1]. ҰํͰ྆

໘ϠίϏ๏ͷ࣮ʹ, վળͰ͖Δ෦͕͍·

ͩଟ͘͞Ε͍ͯΔɽຊߨԋͰ༥߹ੵԋࢉ

Λར༻ͨ྆͠ଆϠίϏ๏ͷ࣮Λࣔ͠ɼยଆϠ

ίϏ๏ͱͷࢉܭਫ਼ͷҧ͍ʹ͍ͭͯड़Δɽ

2 ྆ଆϠίϏ๏ʹΑΔಛҟղ

2.1 ྆ଆϠίϏ๏ͷུ֓

,༗ղͷͨΊͷ྆ଆϠίϏ๏ʹΑͬͯݻ

࣮ରশྻߦͷݻ༗ͱݻ༗ϕΫτϧΛࢉܭͰ͖

Δɽ·ͨରͱͳΔྻߦΛΤϧϛʔτྻߦʹ֦

ு͢Δ͜ͱՄͰ͋Δ. ͞Βʹಛҟղͷ

߹ʹɼҙͷαΠζͷෳૉํྻߦʹର͠

Δ͜ͱՄͰ͢ܭΔΑ͏ʹઃ͢ߦΛ࣮ࢉܭͯ

͋Δ͕ɼຊߘͰɼ؆୯ͷͨΊɼ্࣮ྻߦ֯ࡾ

ͷ߹ʹ͍ͭͯͷΈ͡Δɽ

J (i), K(i), N (i), M (i)ճసྻߦͷੵͱ͢Δ.

R(i)্ྻߦ֯ࡾ, L(i)Լྻߦ֯ࡾͰ͋Δ. ྆

ଆϠίϏ๏ʹΑΔಛҟղͷࢉܭɼҎԼͷ

ࣜ (1), (2)ʹΑ͏ʹද͞ΕΔɽ

K(i)R(i)J (i) = L(i), (1)

N (i)L(i)M (i) = R(i+1), i = 0, 1, . . . (2)

෮Λ܁Γฦ͢ͱ, R(i)ͱ L(i), ର֯ྻߦʹ

ऩଋ͢Δ. ेʹऩଋͨ͠ஈ֊ʹ͓͍ͯ, ӈࠨ

ͷಛҟϕΫτϧ͔ΒͳΔަྻߦU, V , ͦΕ

ͧΕ࣍ͷΑ͏ʹ͢ࢉܭΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

U =
(
K(0)

)⊤ (
N (0)

)⊤ (
K(1)

)⊤ (
N (1)

)⊤

· · ·
(
K(m−1)

)⊤ (
N (m−1)

)⊤
, (3)

V =J (0)M (0)J (1)M (1) · · · J (m−1)M (m−1).

(4)

m, ऩଋஈ֊ʹ͓͚Δ෮ͷճͰ͋Δ. ࣜ

(3)ͱࣜ (4)ʹ͓͚Δճసྻߦͷࢉ, Ϊϒϯ

εճసʹΑ࣮ͬͯ͞ΕΔ.

R(i) ͔Β L(i) ͷมͰɼճసྻߦ P ͱ

QΛ༻͍ͯ, Rj,kΛ 0ʹม͢Δૢ࡞Λ܁Γฦ

͢ɽҎԼɼྻߦ P , Q, Rͷ͏ͪɼͦΕͧΕͷ

มԽ͢Δ෦ͷΈʹ͍ͭͯड़Δɽ

[
c1 s1
−s1 c1

][
Rj,j Rj,k

0 Rk,k

][
c2 −s2
s2 c2

]
=

[
R̂j,j 0

0 R̂k,k

]
. (5)

R(i)͔Β L(i)Λ͢ࢉܭΔͨΊʹ, ࣜ (5)ͷૢ࡞

Λ܁Γฦ͠ద༻͢ΔɽL(i)͔ΒR(i+1)ΛٻΊΔ

߹ಉ༷Ͱ͋Δɽ

2.2 ΦʔμʔϦϯάͱऩଋͷఆ݅

ྻߦ֯ࡾ্ R(i) ͷඇର֯Λ 0ʹม͢

Δࡍ, Լྻߦ֯ࡾL(i)ʹ 0Ͱͳ͍͕ݱΕΔ.

ߦ֯ࡾଆϠίϏ๏Ͱɼ্྆ͨͬߦճ࣮Λࠓ

ྻR(i)ͷඇର֯ΛҎԼͷॱংͰม͢Δɽ

•
∣∣∣R(0)

1,1

∣∣∣≥
∣∣∣R(0)

n,n

∣∣∣ͷ߹

R(i) ͔Β L(i) ΛಘΔͱ͖ɼߦ८ճ R1,2,

R1,3, . . . , R1,n, R2,3, R2,4, . . . , Rn−2,n−1,

Rn−2,n, Rn−1,n ͷॱͰม͢ΔɽL(i) ͔

Β R(i+1) ΛಘΔͱ͖ɼྻ८ճ R2,1,

R3,1, . . . , Rn,1, R3,2, R4,2, . . . , Rn−1,n−2,

Rn,n−2, Rn,n−1 ͷॱͰม͢Δɽ

•
∣∣∣R(0)

1,1

∣∣∣<
∣∣∣R(0)

n,n

∣∣∣ͷ߹

R(i) ͔Β L(i) ΛಘΔͱ͖ɼԼଆ͔Βͷ

ྻ८ճRn−1,n, Rn−2,n, . . . , R1,n, Rn−2,n−1,

Rn−3,n−1, . . . , R1,3, R1,2ͷॱͰมΛߦ

͏ɽL(i) ͔Β R(i+1) ΛಘΔͱ͖ɼԼଆ

͔Βͷߦ८ճ Rn,n−1, Rn,n−2, . . . , Rn,1,

Rn−1,n−2, Rn−1,n−3, . . . , R3,1, R2,1 ͷॱ

ͰมΛ͏ߦɽ

྆ଆϠίϏ๏ʹΑΓ্هͷࢉܭΛଓ͚Δͱ, ͢

ͯͷඇର֯ 0ʹऩଋ͢Δ. ্࣮,

ඇର͕֯શʹ 0ʹͳΔલʹҎԼͷࣜ (6)
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ͷఆ݅Λ༻͍ͯऩଋΛఆ͢Δɽ

|Rj,k| ≤ ε
√
|Rj,j |×

√
|Rk,k|. (6)

ͯ͢ͷඇର֯ʹରͯࣜ͠ (6)͕ຬͨ͞Ε

ͨͱ͖ɼࢉܭΛऴྃ͢Δ.

2.3 ΪϒϯεճసΛ༻͍࣮ͨ๏

Rj,j , Rj,k, Rk,k ͔Β c1, s1, c2, s2, R̂j,j , R̂k,k

ΛٻΊΔʹAlgorithm 1Λద༻͢Δɽ͜͜Ͱ

ඞཁͱͳΔΪϒϯεճసͷ࣮ɼ[2]Λద༻͢

Δɽͳ͓ɼAlgorithm 1தͷؔ SIGN(A,B)

 A ͷͷઈରʹ B ͷූ߸ΛՃͨ͠Λ

ฦ͢ɽAlgorithm 1தͷࢉܭͷ͏ͪɼೋॏԼઢ

Ͱࣔͨ͠ࢉܭʹ͍ͭͯ༥߹ੵԋࢉʹΑΓ࣮

͢Δɽ༥߹ੵԋࢉͰ֤ԋࢉͰΛؙΊͣ

ҰʹੵԋࢉΛͨ͏ߦΊɼԋ݁ࢉՌ͕ߴਫ਼

ͱͳΔɽ

ͳ͓ɼҰ࿈ͷΪϒϯεճసͷࢉܭͷࡍɼର֯

ͷ͕߱ॱʹͳΔΑ͏ c1,s1,c2,s2 ΛબͿɽ

͜ͷૢ࡞ΛՃ͑Δ͜ͱʹΑΓɼ྆ଆϠίϏ๏ʹ

ಛҟΛιʔςΟϯά͢Δػ [3]ΛՃ͢Δ

͜ͱ͕Ͱ͖Δɽޙ࠷ʹɼಘΒΕͨ c1, s1, c2, s2
Λׂઢ๏Ͱิਖ਼͢Δ Λࢉ༥߹ੵԋʹࡍ[4]

ద༻͢Δɽ
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Algorithm 1 ΪϒϯεճసΛ༻͍࣮ͨ๏
1: f1 ← Rj,j −Rk,k

2: f1 ← f1+SIGN

(√
f2
1 +R2

j,k, f1

)
The

Givens rotation is adopted in underlined

part

3: g1 ← SIGN (Rj,k, Rj,k/f1)

4: f1 ← |f1|
5: f2 ← Rj,j +Rk,k

6: f2 ← f2+SIGN

(√
f2
2 +R2

j,k, f2

)
The

Givens rotation is adopted in underlined

part

7: g2 ← SIGN (Rj,k,−Rj,k/f2)

8: f2 ← |f2|
9: if f1 ≥ f2 then

10: t1 ← g1/f1
11: ĉ1 ← −t1 × g2 + f2

12: ŝ1 ← t1 × f2 + g2

13: ĉ2 ← t1 × g2 + f2

14: ŝ2 ← t1 × f2 − g2

15: else

16: t2 ← g2/f2
17: ĉ1 ← −g1 × t2 + f1

18: ŝ1 ← f1 × t2 + g1

19: ĉ2 ← g1 × t2 + f1

20: ŝ2 ← −f1 × t2 + g1

21: end if

22: Compute c1 and s1 using the Givens ro-

tation for f ← ĉ1 and g ← ŝ1
23: Compute c2 and s2 using the Givens ro-

tation for f ← ĉ2 and g ← ŝ2
24: u← c1 + c2
25: R̂j,j ← Rj,j +

s2
u ×Rj,k

26: R̂k,k ← Rk,k − s1
u ×Rj,k
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深層ニューラルネットにおける加算と結合のスキップ接続の対応
長瀬 准平 1, 石渡 哲哉 2

1芝浦工業大学大学院，2芝浦工業大学
e-mail : mf18061@shibaura-it.ac.jp

1 概要
現代において，深層ニューラルネットを用い

た機械学習は，コンピュータサイエンスの必要
不可欠な技術となりつつある．一方で，提案さ
れている多くの手法は実験結果などの経験則
にのみ基づいており，体系的な理論は未だ確立
されていない．本研究では，近年のニューラル
ネットがもつ特徴の一つであるスキップ接続に
着目し，表現集合の観点からResNet[1]タイプ
のモデルとDenseNet[2]タイプのモデルを考察
する．それぞれのスキップ接続は加算と結合で
実現されており，パラメータ行列の分割と分解
に関する結果を得ることができる．

2 導入
機械学習の基本となる線形回帰モデルの派生

として単層パーセプトロンモデルを説明し，表
現力の概念を導入する．また，本稿の研究対象
として，パーセプトロンを拡張する構造である
スキップ接続について導入する．

2.1 単層パーセプトロンモデル
機械学習の問題の中で，一つの基本的なモデ

ルとして線形回帰モデルが挙げられる．線形回
帰モデルでは，入力xに対してある基底関数 φ

を適用し，その結果 φ(x)と重み係数wの線形
和wTφ(x)を用いて予測を行う．ここで重み係
数はパラメータであり，データからwを同定す
ることで学習が進められる．線形回帰モデルの
設計については，より性能の高い基底関数を考
えるだけでなく，基底関数を学習可能にするこ
とで性能を向上させることが考えられる．その
一つの例が単層パーセプトロンモデル（Single

Layer Perceptron;SLP）であり，次のように表
すことができる．

SLP(x;w,W, b) = wTσ(Wx+ b).

ここで，w ∈ Rm, W ∈ Rm×n, b ∈ Rm はパ
ラメータである．σは活性化関数と呼ばれ，要
素ごとに非線形変換 σ を行う関数である．本

稿では σとして任意の R上 R値関数を考える
が，近年では ReLU(x) = max(x, 0)などが使
われることが多い．単層パーセプトロンを繰り
返し合成することで多層パーセプトロンも定義
される．

2.2 表現集合
機械学習モデルが取り得る関数の集合を表現
集合と呼び，その近似性能を表現力などと呼ぶ．
本稿では，表現集合を次のように定義する．
定義 1 (表現集合) パラメータ θをもつ機械学
習モデル f(·; θ)について，パラメータが集合Θ

上で定義される場合に表現し得る関数の集合：
{f(·; θ) | θ ∈ Θ}

を機械学習モデル f のΘ上の表現集合と呼ぶ．
したがって，単層パーセプトロンモデルの表現
集合は次式で与えられる：
{
SLP : x "→ wTσ(Wx+ b)

∣∣ (w,W, b) ∈ Θ
}
.

2.3 スキップ接続
パーセプトロンは，関数の合成によって関数
が直列に接続されているモデルと捉えることが
できる．さらに一般のニューラルネットの場合，
接続の分岐や並列な接続を考えることができる．
そのための最も単純な構造がスキップ接続であ
り，ResNet[1]で特徴的な構造として提案され
て以来多くの提案モデルに組み込まれている．
スキップ接続は，合成によって直列に接続さ
れている複数の関数をバイパスするような接続
である．スキップ接続によりバイパスされるい
くつかの関数のまとまりを以下ではブロックと
呼ぶ．ResNet[1]では，ブロックの変換をBと
して，B(x) + x のように，入力を恒等的に足
し合わせたものを新たな出力とするモデルを提
案した．本稿では，ResNet[1]タイプの加算の
スキップ接続が線形変換 s をもつ場合に拡張
し：B(x)+s(x)，DenseNet[2]タイプの結合の
スキップ接続：(B(x), s(x))T との比較を行う．
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3 本論
本稿では，スキップ接続をパーセプトロンに

付け加えた場合の表現集合について議論する．
3.1節で単層の場合について議論し，加算と結
合の場合の基本形を導く．3.2でその基本形を
多層化し，スキップ接続付きのパーセプトロン
を多層化した場合に現れる性質について議論
する．

3.1 スキップ接続をもつ単層パーセプト
ロンモデルの表現集合

単層パーセプトロンモデルは活性化関数σと
Affine関数 wが繰り返し合成されているもの
である．したがって，w2 ◦ σ ◦w1と書くこと
ができるので，スキップ接続を導入する場合，
w1, σ, w2の各関数をバイパスするかしないか
によって 8種類のスキップ接続を得ることがで
きる．ここで，次の性質が知られている．
補題 2 単層パーセプトロンモデルに，活性化
層をバイパスしないスキップ接続を付け加えて
も表現集合は変化しない．
したがって，スキップ接続付き単層パーセプト
ロンの表現集合を議論する場合，活性化層をバ
イパスする下記の 4つのみを考えれば良いこと
がわかる．

w2 ◦ σ ◦w1 ⊕ s, (1)

w2 ◦ (σ ◦w1 ⊕ s) , (2)

(w2 ◦ σ ⊕ s) ◦w1, (3)

w2 ◦ (σ ⊕ s) ◦w1. (4)

上式の⊕それぞれについて，加算の場合と結合
の場合を考えることで，次の定理が導かれる．
定理 3 加算の線形スキップ接続をもつ単層パー
セプトロンモデルの中で最も表現集合の大きい
モデルは上式 (1)であり，

w2 ◦ σ ◦w1 + s (5)

である．結合の線形スキップ接続をもつ単層
パーセプトロンモデルの中で最も表現集合の大
きいモデルは上式 (2)であり，

w2 ◦
(
σ ◦w1

s

)
(6)

である．さらに，上式 (6)のスキップ接続の線
形変換 sを恒等変換に置き換えたモデル；

w2 ◦
(
σ ◦w1

id

)
(7)

と，(5), (6)は同じ表現集合をもつ．

3.2 スキップ接続をもつ多層パーセプト
ロンモデルの表現集合

定理 3で得られた加算と結合のスキップ接続
をもつモデルの基本形を多層化することで，多
層パーセプトロンがスキップ接続をもつ場合を
議論する．式 (5)のモデルの合成を変形すると，

(w2 ◦ σ ◦w1 + s) ◦
(
w′

2 ◦ σ ◦w′
1 + s′

)

→w2 ◦
(
σ ◦w1

id

)
◦w′

2 ◦
(
σ ◦w′

1

id

)

= w2 ◦
(
σ ◦w1 ◦w′

2

w′
2

)
◦
(
σ ◦w′

1

id

)

= w4 ◦
(
σ ◦w3

id

)
◦
(
σ ◦w′

1

id

)

のように変形することができる．ここで，w3

と w4 は Affine関数の合成で記述されており，
パラメータ行列は行列積の形で記述される．こ
の考察から次の定理が得られる．
定理 4 スキップ接続付き単層パーセプトロン
の基本形の多層形は，スキップ接続が結合の場
合のほうが大きな表現集合をもつ．
スキップ接続が加算と結合で異なる場合にはパ
ラメータ行列に制限が現れることがわかると共
に，表現集合の意味では，両者に大きな差異が
ないことがわかる．また，制限されたパラメー
タが行列積で記述されていることに注目すると，
行列積として適切な分解を考えることで，両者
のモデルが最良の推定を行った際の誤差を得る
ことができる．
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1 ͡Ίʹ

ରฏୱଟ༷ମɼe-ฏୱͳ෦ଟ༷ମͷ
ղͱm-ฏୱͳ෦ଟ༷ମͷղΛͦΕͧ
Ε͑ߟɼ͔ͭࢸΔॴͰ e-ฏୱͳ෦ଟ༷ମͱ
m-ฏୱͳ෦ଟ༷ମ͕ަ͢ΔΑ͏ʹ͢Δ͜
ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜Εର༿ԽͱݺΕΔɽ͢
ΔͱҰൠԽϐλΰϥεͷఆཧʹΑΓɼҙͷμ
ΠόʔδΣϯεΛ 2ͭͷ෦ଟ༷ମ্ͷଌઢ
ʹԊͬͨͷʹղͰ͖Δ [1]ɽ
͜ͷ͜ͱ͔Βɼରฏୱଟ༷ମ্Ͱ͍͔ͭ͘

ͷ͕༩͑ΒΕͨ߹ͷݮݩ࣍ʹର༿Խ
Λར༻͢Δ͜ͱ͕͑ߟΒΕΔɽຊڀݚͰଌ
ઢͷࣗݾରੑʹணͯ͜͠Εʹͮ͘جର༿
ԽΛ͠ߟɼҰൠͷμΠόʔδΣϯε͔Βͷ
෦ଟ༷ମؒͷμΠόʔδΣϯεͷநग़ΛࢼΈ
Δɽ۩ମతͳ֬ΛऔΓ্͛ɼநग़͞Εͨ
μΠόʔδΣϯεͷҙຯ͢Δͱ͜ΖΛ໌Β͔ʹ
͢Δɽ

2 ରଌઢݾࣗ

ΞϑΟϯ࠲ඪ θͷತؔ ψ(θ)͕༩͑ΒΕͨ
ͱ͢Δͱɼθͱରͳ࠲ඪ η ͓Αͼತؔ φ(η)

͕ɼϧδϟϯυϧม φ(η) = θiηi−ψ(θ), θi =
∂φ/∂ηi,ηi = ∂ψ/∂θi, ʹΑͬͯఆ·Δɽ∂φ/∂ηi
Λ ∂iφ(η)ͱॻ͘ͱɼμΠόʔδΣϯε

dικ = φ(ηι)− φ(ηκ)− (ηιi − ηκi )∂
iφ(ηκ) (1)

ͱද͞ΕΔɽ͜͜Ͱɼηκ Ͱද͞ΕΔ͔Βͷ
૬ର࠲ඪ xι = ηι − ηκ, zι = θι − θκΛಋೖ͢Δ
ͱɼμΠόʔδΣϯε͓Αͼ૬ର࠲ඪ ziι 

dι0 =
gij

2
xιix

ι
j + T ijk

xιix
ι
jx

ι
k

6
(2)

ziι =
(
gij + T ijkxιk/2

)
xιj (3)

ͱల։͞ΕΔ [2]ɽ͜͜Ͱ gij , T ijk ͦΕͧΕ
 η0ʹ͓͚ΔϦʔϚϯྔܭ gij = ∂iθj = ∂i∂jφ

ͱ 3֊ςϯιϧ T ijk = ∂i∂jθk = ∂i∂j∂kφ ɽ
༩͑ΒΕͨ 2 ʹରͯ͠ɼҰํͷ࠲ඪܥͰ

·͙ͬ͢ͳଌઢͱɼର࠲ඪܥͰ·͙ͬ͢ͳ
ରଌઢ͕͑ߟΒΕΔ͕ɼۭؒۙࣅͰɼ

2ͭͷଌઢҰக͢Δɽۭ͔ؒۙࣅΒΕ
ΔʹͭΕͯɼ(3)ͷୈ 2߲ͷޮՌͱͯ͠ɼಛผͳ
ΔΑ͏ʹͳΔɽ͕ۂΛআ͍ͯରଌઢํ
͜͜ͰμΠόʔδΣϯεͷରশ෦ gijxιix

ι
j/2

Λఆ cʹݻఆͨ͠ͱͯ͠μΠόʔδΣϯεͷ
ରশ෦ T ijkxιix

ι
jx

ι
k/6 ͷఀཹΛ୳͢ɽͦͷ

ͨΊϥάϥϯδϡ λ Λಋೖؔ͠

f(xι,λ) = T ijkxιix
ι
jx

ι
k/6

− λ(gijxιix
ι
j/2− c)

(4)

Λ͑ߟΔɽ͜Εͷ xι ʹؔ͢ΔඍΛ 0ͱ͓͍
ͯಘΒΕΔ T ijkxιjx

ι
k/2 = λgijxιj Λ (3) ʹೖ

͢Δͱɼ λ = T ijkxιix
ι
jx

ι
k/2g

ijxιix
ι
j ͱͯ͠

ziι = (1 + λ)gijxιj (5)

ΛಘΔɽ(5)࠲ඪ ziι ͕ۭؒۙࣅ gijxιj ͱಉ
ͰΓɼରଌઢ͕͜ͷํ͓ͯͬ࣋Λํ͡
͍͕ͯͬۂͳ͍͜ͱΛҙຯ͢Δɽ͜ͷΑ͏ʹ
ͲͪΒͷ࠲ඪܥͰ·͙ͬ͢ͳઢΛࣗݾରଌ
ઢͱݺͿ͜ͱʹ͢Δɽ

3 ର༿Խͮ͘جʹରଌઢݾࣗ

ରฏୱଟ༷ମ͕ɼࢸΔॴͰࣗݾରଌઢ
ʹަ͢Δ෦ଟ༷ମʹղ͞ΕΔͱ͠ɼ͜ͷ
෦ଟ༷ମͷͦΕͧΕΛϦʔϑͱݺͿ͜ͱʹ͢
Δɽ2 ι, κ ͕͋Δͱͯ͠ɼιࣗݾରଌ
ઢGιͱϦʔϑLιͷަɼκࣗݾରଌઢ
Gκ ͱϦʔϑ Lκ ͷަͱ͢ΔɽGι ͱ Lκ ͷަ
Λ λɼGκ ͱ Lι ͷަΛ λ′ ͱͯ͠μΠόʔ
δΣϯεͷղΛ͑ߟΔɽ
Lκ͕ e-ฏୱͳΒɼҰൠԽϐλΰϥεͷఆཧ
ΑΓ dικ = dιλ+dλκ ͱ͍͏ղ͕ΓཱͭɽҰ
ํɼLι͕m-ฏୱͳΒಉ༷ʹ dικ = dιλ′+dλ′κ

ͱ͍͏ղ͕ΓཱͭɽͲͪΒͷ߹

dικ = d(t)ικ + d(l)ικ (6)

ͱॻ͚ɼϦʔϑͷμΠόʔδΣϯε d(t)ικ ͓Α
ͼϦʔϑؒͷμΠόʔδΣϯε d(l)ικ ʹղ͞Ε
ΔɽऀޙϦʔϑͷಛఆͷʹΑΒͳ͍͜ͱ
͔Βɼͦ͜ʹϦʔϑ Lι, Lκ ͦΕͧΕΛಛ
͚ΔେҬతͳใ͕ө͞ΕΔͱ͑ߟΒΕΔɽ
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ਤ 1. N(µι,Σι)  N(µ0,Σ0) ΛؚΉ e-ฏୱͳϦʔϑʹ
ࣹӨ͞ΕΔɽೋॏઢ͕ࣗݾରଌઢɽ

4 ର༿Խͷྫ

4.1 ଟมྔਖ਼ن͔ΒͳΔଟ༷ମ

·ͣɼdݩ࣍ͷଟมྔਖ਼ن͔ΒͳΔଟ༷
ମΛऔΓ্͛ΔɽظϕΫτϧµɼڞྻߦࢄ
Σͷଟมྔਖ਼نN(µ,Σ)࠲ඪη = (µ,Σ+

µµ′), θ = (Σ−1µ,−Σ−1/2)Ͱද͞ΕΔɽ͜ͷ
߹ɼڞྻߦࢄͷఆഒ͕ࣗݾରଌઢΛ
ͳ͠ɼ͜Εʹަ͢ΔϦʔϑ e-ฏୱͰ͋Δɽ
͜͜Ͱ N(µι,Σι)ͱ N(µ0,Σ0)ͷμΠόʔδΣ
ϯε dι0 Λ͑ߟɼਤ 1ʹલऀͷࣹӨΛࣔ͢ɽ
ͷࣹӨʹΑͬͯɼdι0ͷ֤ҎԼͷه্

Α͏ʹද͞ΕΔɿ

d(t)ι0 = (µι − µ0)
′Σ−1

0 (µι − µ0)/2

+
[
log det(Σ−1

ι Σ0)− d log a
]
/2,

(7)

d(l)ι0 =
[
tr(ΣιΣ

−1
0 )− d+ d log a

]
/2. (8)

ͨͩ͠ a = d/tr(ΣιΣ
−1
0 )ɽd(l)ι0  tr(ΣιΣ

−1
0 )ͷ

Έʹґଘ͠ɼڞྻߦࢄͷେ͖͞ͷҧ͍Λද͢ɽ
Ұํɼd(t)ι0 ͷୈ 1߲ظϕΫτϧͷҧ͍Λɼ
ୈ 2߲ڞྻߦࢄͷʮ͖ʯͷҧ͍Λද͢ɽ

4.2 ଟ߲͔ΒͳΔଟ༷ମ

ʹ࣍ kΧςΰϦͷଟ߲͔ΒͳΔଟ༷ମΛ
औΓ্͛Δɽߦࢼճ 1ͱ͢Δɽ֬ [pi]ki=1

ʹ૬͢ΔΛ 0ɼ֬ [qi]ki=1ʹ૬͢ΔΛ
ιͱͯ͠ɼμΠόʔδΣϯε d0ι Λ͑ߟΔɽ
͜ͷ߹ɼ(ci · · · ck−1)ΛఆϕΫτϧͱͯ͠ɼ

ઢ (ηi · · · ηk−1) = t(ci · · · ck−1) ରଌݾ͕ࣗ
ઢΛͳ͠ɼ͜Εʹަ͢ΔϦʔϑ

∑k−1
i=1 ηi =

cʢcఆʣ͕m-ฏୱͱͳΔɽ͜ͷ߹ɼμ
ΠόʔδΣϯεͷղ d0ι = d0λ + dλι Ͱද
͞ΕΔɽਤ 2ʹ ιͷࣹӨΛࣔ͢ɽ

ਤ 2. શମ͔ΒͳΔm-ฏୱͳϦʔϑ߲ࡾ߲࢛
ʹࣹӨ͞ΕΔɽ

d0ιͷ֤ҎԼͰද͞ΕΔɿ

d(t)0ι =
k−1∑

i=1

pi log
pi
qi

− (1− pk) log
1− pk
1− qk

, (9)

d(l)0ι = pk log
pk
qk

+ (1− pk) log
1− pk
1− qk

. (10)

d(l)0ι  pk, qkͷΈʹґଘ͠ɼೋ߲B(1, pk)

ͱ B(1, qk)ͷμΠόʔδΣϯεͰ͋ΔɽҰํɼ
d(t)0ι  p′i = pi/(1 − pk), q′i = qi/(1 − qk)Λ༻

͍ͯ d(t)0ι = (1− pk)
∑k−1

i=1 p′i log(p
′
i/q

′
i) ͱॻ͚ɼ

(k − 1)ΧςΰϦͷଟ߲ؒͷμΠόʔδΣ
ϯεͷ (1− pk)ഒͰ͋Δɽ͜ͷΑ͏ʹ d0ιೋ
߲ͷҧ͍ʹΑΔ෦ͱ (k − 1)ΧςΰϦͷ
ଟ߲ͷҧ͍ʹΑΔ෦ʹղ͞ΕΔɽ͜Ε
Λ܁Γฦ͢ͱɼd0ι࠷ऴతʹ (k−1)ݸͷೋ߲
ؒμΠόʔδΣϯε·Ͱղ͞ΕΔɽ

5 ·ͱΊ

ʹରଌઢͱͦΕΒʹަ͢ΔϦʔϑݾࣗ
ΑΔର༿ԽΛ͠ߟɼయܕతͳ͔֬
ΒͳΔଟ༷ମΛ͛ڍɼϦʔϑؒɾϦʔϑͷμ
ΠόʔδΣϯεΛநग़ͨ͠ɽ͜ͷΑ͏ͳѻ͍ʹ
ΑΓɼ֬ͱͯ͠σʔλ͕༩͑ΒΕΔঢ়گ
ʹ͓͍͕ͯݮݩ࣍ՄͱͳΔͱ͑ߟΒΕΔɽ
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Filippovͷํ๏ͷಛ͚ʹ͍ͭͯ

ਢాɹஐ 1

ՊڀݚֶڥେֶେֶӃਓؒɾژ1
e-mail : suda.tomoharu.88s@st.kyoto-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

۠తʹ࿈ଓͳϕΫτϧԠ༻্͞·͟·
ͳঢ়گͰݱΕΔ [1]ɽྫ͑ɼס૩ຎࡲΛ͏
ӡಈͦͷҰྫͰ͋Δɽ͔͠͠ɼ͜͏ͨ͠
Λৗඍํఔࣜͱͯ͠ѻ͏ͱ͖ɼෆ࿈ଓ͕ଘ
ΔͨΊɼ࿈ଓͳϕΫτϧͱಉ༷ʹղΛఆ͢ࡏ
ٛ͢Δ͜ͱͰ͖ͳ͍ɽͦ͜Ͱղͷ֓೦ΛվΊ
ͯఆٛ͢Δඞཁ͕͋Δ͕ɼͦͷํ๏ͷҰͭ௨
ৗͷඍํఔࣜͱͯ͠ͷղΛͭͳ͗͋ΘͤΔ͜
ͱͰ͋Δɽ͜ͷࡍɼෆ࿈ଓू߹ͷ্ʹεϥΠ
σΟϯάϕΫτϧΛఆΊΔඞཁ͕͋Δ͕ɼͦ
ͷํ๏Ұ௨ΓͰͳ͍ [2]ɽͳ͔ͰɼԠ༻
্Α͘༻͍ΒΕΔͷತ݁߹ʹͮ͘جFilippov

ͷํ๏Ͱ͋Δ [3]ɽຊڀݚͰɼFilippovͷํ
๏͕ͲͷΑ͏ͳԾఆʹ͍͍ͯͮجΔͷ͔Λɼͦ
ͷಛ͚ͮΛ༩͑Δ͜ͱʹΑΓ໌Β͔ʹ͢Δɽ

2 ४උ

ఆٛ 1 (۠తʹ࿈ଓͳϕΫτϧ) n ≥ 2ʹ
ର͠ɼu : Rn−1 → RΛC1-ؔͱ͢ΔɽRn্
Ͱఆٛ͞Εͨɼ

Σ = {(x̃, xn) ∈ Rn | xn = u(x̃)}

Λෆ࿈ଓू߹ʹ۠ͭ࣋తʹ࿈ଓͳϕΫτ
ϧͱɼϕΫτϧͷ (X1, X2)Ͱ͋ͬͯɼ
X1 ͱ X2 ͕ͦΕͧΕ G1 := {x | u(x̃) > xn}
ͱ G2 := {x | u(x̃) < xn} ͷดแ্Ͱ࿈ଓ
ͳͷͰ͋Δɽ۠తʹ࿈ଓͳϕΫτϧΛ
(X1, X2,Σ)ͱॻ͘ɽ

Σͷ xʹ͓͚Δ๏ઢϕΫτϧ

n(x) :=
−1√

1 + |∇u(x)|2
(
∂u

∂x1
(x),

· · · , ∂u

∂xn−1
(x),−1)T

ͱఆٛ͢Δɽ·ͨɼX1N (x) := X1(x) · n(x)ɼ
X2N (x) := X2(x) · n(x)ͱఆٛ͢ΔɽRn্Ͱ
ఆٛ͞ΕͨɼΣΛෆ࿈ଓू߹ʹͭ۠తʹ
࿈ଓͳϕΫτϧશମͷू߹ΛC∗(Rn,Σ)ͱද
Δɽ·ͨɼP͢ه := {xn = 0}ͱ͢ΔɽҎԼͰ
ඍಉ૬ࣸ૾ C1ڃΛԾఆ͢Δɽ

Ұൠతʹɼඍಉ૬ࣸ૾۠తʹ࿈ଓͳ
ϕΫτϧΛอͭͱݶΒͳ͍ɽͦ͜Ͱɼෆ
࿈ଓू߹ ΣΛอͭඍಉ૬ࣸ૾શମͷू߹
Λ G(Σ)ͱॻ͘ɽಛʹɼΣͷύϥϝʔλͷऔΓ
͜͠ͷू߹ʹؚ·ΕΔࣸ૾ʹΑͬͯهड़
͞ΕΔɽ·ͨɼP = {xn = 0}Λ Σʹࣸ͢ඪ
४తͳࣸ૾͕ଘͯ͠ࡏɼ۩ମతʹ ΨΣ(x) =

(x1, · · · , xn−1, xn + u(x1, · · · , xn−1))Ͱ༩͑Β
ΕΔɽ
ෆ࿈ଓू߹ Σ্Ͱ෦తʹఆٛ͞Εͨϕ
Ϋτϧશମͷू߹Λ Ξ(Σ)ͱॻ͘ɽ

3 εϥΠσΟϯάϕΫτϧͷఆٛ

Ҏ্ͷ४උͷԼͰɼ͋Δ۠తʹ࿈ଓͳϕΫ
τϧʹର͢ΔεϥΠσΟϯάϕΫτϧ࣍
ͷΑ͏ʹఆٛͰ͖Δɽ

ఆٛ 2 (εϥΠσΟϯάϕΫτϧ) ϕΫτϧ
 X0 ∈ Ξ(Σ) ͕۠తʹ࿈ଓͳϕΫτϧ
(X1, X2,Σ)ʹؔ͢ΔΣ্ͷεϥΠσΟϯάϕΫ
τϧͰ͋ΔͱɼX0͕ εϥΠσΟϯάྖҬ

Rs(X1, X2,Σ) := {x ∈ Σ | X1N (x)X2N (x) ≤ 0

and X1N (x) ̸= X2N (x)}

্Ͱఆٛ͞Ε͍ͯΔ͜ͱͰ͋Δɽ

۠తʹ࿈ଓͳϕΫτϧ (X1, X2,Σ)ʹର͠
ͯɼεϥΠσΟϯάϕΫτϧͷఆΊํҰ௨
ΓͰͳ͘ɼબͷ༨͕͋Δɽͦ͜Ͱɼͦͷ
બͼํΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

ఆٛ 3 ࣸ૾ SΣ : C∗(Rn,Σ) → Ξ(Σ)͕ Σ্
ͷεϥΠσΟϯάϕΫτϧͷੜࣸ૾Ͱ͋
Δͱɼ֤ (X1, X2,Σ) ∈ C∗(Rn,Σ)ʹରͯ͠
SΣ(X1, X2,Σ) ͕ ۠తʹ࿈ଓͳϕΫτϧ
(X1, X2,Σ)ʹؔ͢Δ Σ্ͷεϥΠσΟϯάϕ
ΫτϧͱͳΔ͜ͱͰ͋Δɽ

ఆٛ 4 Filippovͷํ๏ͷੜࣸ૾ FΣ࣍Ͱ
༩͑ΒΕΔɿ

FΣ(X1, X2,Σ)(x) =
X2N (x)

X2N (x)−X1N (x)
X1(x)

+
X1N (x)

X1N (x)−X2N (x)
X2(x).
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ࣸ૾Φ ∈ G(Σ)Λ༻͍ͯΣͷύϥϝʔλΛม
ΑΓɼʹํΔͱɼΦͷద༻ͷ͑ߟΔ͜ͱΛ͢
SΣ (DΦ(X1, X2,Σ))ͱ DΦ (SΣ(X1, X2,Σ))ͱ
͍͏ೋͭͷϕΫτϧ͕ಘΒΕΔɽ͜ΕΒҰ
க͢ΔͱݶΒͳ͍ͨΊɼ࣍ͷ݅Λ͑ߟΔɽ

ఆٛ 5 εϥΠσΟϯάϕΫτϧͷੜࣸ૾
SΣ͕ ύϥϝʔλͷมʹ͍ͭͯ߹తͰ͋Δ
ͱɼʹ ҙͷΦ ∈ G(Σ)ʹ͍ͭͯɼDΦ◦SΣ =

SΣ ◦DΦͱͳΔ͜ͱͰ͋Δɽ

εϥΠσΟϯάϕΫτϧΛબͿ͜ͱɼX1

ͱX2ΛجʹΣ্ʹϕΫτϧΛิ͢Δ͜ͱ
ʹ૬͢Δɽͦͷ࠷؆୯ͳํ๏ɼX1ͱX2

ͷ֤ͰͷʹΑΓܾΊΔ͜ͱͰ͋Ζ͏ɽ

ఆٛ 6 Σ্ͷεϥΠσΟϯάϕΫτϧͷੜ
ࣸ૾SΣ͕x ∈ Σʹ͓͍֤ͯతͰ͋Δͱɼ
X1(x) = X ′

1(x)͔ͭX2(x) = X ′
2(x)ͳΒ

SΣ(X1, X2,Σ)(x) = SΣ(X
′
1, X

′
2,Σ)(x)

ͱͳΔ͜ͱͰ͋Δɽͨ ͩ͠ɼx ∈ Rs(X1, X2,Σ)∩
Rs(X ′

1, X
′
2,Σ)ͱͨ͠ɽ

ੜࣸ૾ SΣ ͕֤ x ∈ ΣͰ֤తͰ͋Δͱ
͖ɼ୯ʹ֤తͰ͋Δͱ͍͏ɽ

ఆཧ 7 εϥΠσΟϯάϕΫτϧͷੜࣸ૾
SΣ͕ύϥϝʔλͷมʹؔ͢Δ߹ੑΛͪɼ
֤తͰ͋Ε࣍ͷ݅Λຬͨࣸ͢૾

αΣ : D = {(u1,u2) ∈ Rn × Rn | u1nu2n ≤ 0

and u1n ̸= u2n} → Rn−1,

͕ଘ͢ࡏΔɽ

(i) ਖ਼ଇྻߦA͕ FA(P ) ⊂ P ΛΈͨͤɼ

A(αΣ(u1,u2), 0)
T = (αΣ(Au1, Au2), 0)

T

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼFA(x) := AxͰ͋Δɽ
(ii) ֤ x ∈ Rs(X1, X2,Σ)ʹ͍ͭͯɼ

SΣ(X1, X2,Σ)(x)

= ((ΨΣ)∗ ◦ αΣ)(X1, X2)(x)
(1)

Ͱ͋Δɽͨͩ͠ɼΨΣ P ΛΣʹࣸ͢ඪ
४తͳࣸ૾Ͱ͋Γɼ(ΨΣ)∗ ͦͷ push-

forwardͰ͋Δɽ

ɼࣸ૾ʹٯ αΣ : D → Rn−1 ͷ݅ه্͕
Λຬͨͤɼࣜ (1) Ͱఆٛ͞Εͨࣸ૾ SΣ :

C∗(Rn,Σ) → Ξ(Σ)εϥΠσΟϯάϕΫτϧ
ͷੜࣸ૾Ͱ͋Γɼύϥϝʔλͷมʹؔ͢
Δ߹ੑΛͪɼ֤తͰ͋Δɽ

4 Filippovͷํ๏ͷಛ͚ͮ

X1(x) = X2(x) = u ∈ TxΣ͕ x ∈ ΣͰΓ
ͨͯɼ͜Ε࿈ଓͳ߹Ͱ͋ΓɼxͰͷϕΫ
τϧuͱબͿ͖Ͱ͋Ζ͏ɽ͜ͷΑ͏ͳঢ়گ
εϥΠσΟϯάϕΫτϧͷఆٛҬʹؚ·
Ε͍ͯͳ͍͕ɼͦͷݶۃͰ͋Δɽͦ͜Ͱɼ
Δɽ͑ߟͷ݅Λ࣍

ఆٛ 8 εϥΠσΟϯάϕΫτϧͷੜࣸ૾
SΣ͕࣍ͷ݅Λຬͨ͢ͱ͖ɼ࿈ଓͳ߹ͱ߹
తͰ͋Δͱ͍ ɿ͏۠ తʹ࿈ଓͳϕΫτϧͷ
{(Xm

1 , Xm
2 ,Σ)}m∈N͕x ∈

⋂
mRs(Xm

1 , Xm
2 ,Σ)

ʹ͍ͭͯ i = 1, 2ʹର͠

lim
m→∞

Xm
i (x) = u ∈ TxΣ

ͳΒɼ

lim
m→∞

SΣ(X
m
1 , Xm

2 ,Σ)(x) = u

͕Γཱͭɽ

Filippovͷํ๏ͷಛ͚ͮͱͯ͠ɼ࣍ͷ݁Ռ͕
Γཱͭɽ

ఆཧ 9 εϥΠσΟϯάϕΫτϧͷੜࣸ૾
SΣ͕ύϥϝʔλͷมʹؔ͢Δ߹ੑͱ࿈ଓ
ͳ߹ͱͷ߹ੑΛͪ࣋ɼ֤తͰ͋Δͱ͖ɼ
ఆཧ 7ͷࣸ૾ αΣ(p, q, r, s)͕ D ্Ͱ C1 ͳΒ
ɼSΣ Filippovͷํ๏ͷੜࣸ૾Ͱ͋Δɽ

ँࣙ ຊڀݚಛผڀݚһྭඅ (17J03931)

ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ
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時間遅れフィードバック法を用いた決定論的拡散の制御
小林 幹 1, 安東 弘泰 2

1立正大学，2筑波大学
e-mail : miki@ris.ac.jp

1 概要
カオス制御とはカオスに起因する乱雑運動を

周期的な運動に制御することを目的とする. カ
オス制御を目的として使用される制御法の中で
最も有名な方法の一つが時間遅れフィードバッ
ク法である. 時間遅れフィードバック法は, カ
オスアトラクターに埋め込まれている不安定周
期軌道を安定化することでカオスを周期に制御
することができる [1]. 時間遅れフィードバック
法は, 他のカオス制御法と比較して実験的にも
セットアップが容易であることもあり, 工学分
野のみならず様々な分野で最も応用されている
ものの一つである. 最近,この時間遅れフィード
バック法がカオス制御のみならず, 確率システ
ムの拡散過程を制御できることが分かった [2].

ここでは, 時間遅れフィードバック法を用いて,

確率過程における拡散過程だけでなく, カオス
系における決定論的拡散をも制御可能であるこ
とを数値的に示す.

2 はじめに
本節ではまず確率システムにおける時間遅れ

フィードバック法の適用について紹介する. 確
率システムの例として最もシンプルなランダム
ウォークを考え, ランダムウォークに時間遅れ
フィーバック法を適用する.

xn+1 = xn +Dξn +K(xn−τ − xn), (1)

ただし, xn は時間 nにおけるランダムウォー
カーの位置を表し, ξnはノーマル分布N(0, 1)

に従うランダム変数, そしてDはノイズの振幅
を表す. K(xn−τ − xn)が制御項であり過去の
ランダムウォーカーの位置と現在の位置の差が
フィードバックされていることが重要な点であ
る. 制御入力が入っていないとき, つまりゲイ
ンK = 0のとき, このシステムは拡散係数 D

をもつ拡散を示すことが知られているが, Kの
値を適当にとり制御入力がシステムに加わると
拡散が抑えられることが示される (図 1). さら
に, τ を大きくすると拡散係数の値は一様に小
さくなることも知られている [2].
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図 1. (1)式の数値計算 (D = 0.5). 紫線は τ = 50を, そ
して緑線 τ = 0(つまり制御入力が入っていない系)をそ
れぞれ表す. 時間遅れフィードバックが入力されること
により拡散が抑えられていることが分かる.

3 決定論的拡散の制御
前節では, 確率的拡散過程の制御を行ったが,

本節ではカオス的乱雑さが起因して引き起こ
されるいわゆる決定論的拡散について考察する
[3, 4, 5]. 決定論的拡散を引き起こすシステム
に制御項を加えた系として以下を考える.

xn+1 = xn +Dwn +K(xn−τ − xn), (2)

ただし, xn は時間 nにおけるランダムウォー
カーの位置を, そして Dはノイズ強度を表す.

K(xn−τ −xn)が制御項であり,これは前節と同
様である. 重要なことはランダム変数に対応す
るのがwnであり, これはロジスティック写像に
より生成されることである. つまり, wn = w̃n−
⟨w̃⟩, w̃n+1 = 3.75w̃n(1 − w̃n), ただし, ⟨⟩ は長
時間平均 ⟨x⟩ =

∑T
n=1 xn/T , (T >> 1)を表す.

長時間平均された量を引いている (w̃n − ⟨w̃⟩)
のはwの長時間平均を 0にしてランダムウォー
カーがドリフトしないようにするためである.

このシステム (2)のノイズ (wn) はカオスによ
り発生しているので, 前節で扱ったガウシアン
ノイズをもつシステム (1)より複雑である. ロ
ジスティック写像のパラメタである aをここで
は 3.75にしているがこれはカオスの不変密度
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関数が特異的になる領域であり, 非常に複雑な
ランダムさであることが分かる.

結果として, 前節で扱った純粋な確率過程に
より発生する拡散と同様に, 図 2よりカオスに
より発生した決定論的拡散も時間遅れフィード
バック法により拡散が制御されていることが分
かる. また, 決定論的拡散係数も τ を大きくす
ることにより一様に小さくなることも数値的に
明らかになっている [6].
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図 2. (2)式の数値計算 (D = 0.5). 紫線は τ = 50を, そ
して緑線 τ = 0(つまり制御入力が入っていない系)をそ
れぞれ表す. 時間遅れフィードバックが入力されること
により拡散が抑えられていることが分かる.

4 まとめ
時間遅れフィードバック法を決定論的拡散に

適用した結果を報告した. 時間遅れフィード
バック法を用いることで, 決定論的拡散係数が
制御できる. より正確には時間遅れを増やす
と決定論的拡散係数がより小さくなることが示
される. 本論文では, ランダム項に対応する変
数をロジスティック写像に限定したが, ロジス
ティック写像のみならずシフト写像を修正した
系においても同様の結果が得られることはすで
に報告済みである [6]. カオス制御で用いられ
る時間遅れフィードバック法はカオスアトラク
ターに埋め込まれている不安定周期軌道を安定
化することでカオスを周期に制御しているが,

ここでは周期軌道を安定化することで拡散を制
御しているわけではないことに注意が必要であ
る. カオス制御では, 時間遅れ τ の値が非常に
重要でありアトラクターに埋め込まれている不
安定周期軌道の周期にかなり近い値に時間遅れ
τ を設定しないと制御がうまくいかないことが
知られている. 一方, 拡散制御では, 時間遅れ

τ を大きくとればとるほど拡散係数を小さくで
きるという意味で τ の設定は非常に簡単である
ことも特徴的である.
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Stochastic bifurcation in a turbulent swirling flow

佐藤 譲

e-mail : ysato@math.sci.hokudai.ac.jp

概要
We report the experimental evidence of the

existence of a random strange attractor in a

fully developed turbulent swirling flow. By

defining a global observable which tracks the

asymmetry in the flux of angular momentum

imparted to the flow, we first reconstruct the

associated turbulent attractor and then follow

its route to chaos. We show that the exper-

imentally observed attractor can be modeled

by stochastic Duffing equations, that match

the quantitative 　 properties of the experi-

mental flow, namely, the number of quasi-stationary

states and transition rates among them, the

effective dimensions, and the continuity of the

first Lyapunov exponents. Furthermore, a ran-

dommap extracted from the experimental time

series exhibits qualitatively same stochastic

bifurcation as the experimentally observed tran-

sitions. Our findings open the way to low-

dimensional dynamical system modeling of sys-

tems featuring a large number of degrees of

freedom and multiple quasi-stationary states.
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͋ΔγϯϓϨΫςΟοΫࣸ૾ͷAnosovੑʹ͍ͭͯ

େٱอɹ݈Ұ 1, ക ݈ 1

߈ઐֶՊཧڀݚେֶେֶӃใֶژ1
e-mail : okubo.kenichi.65z@st.kyoto-u.ac.jp

1 ΧΦεࣸ૾ͱAnosovੑ

ࠁ࣌,సରশੑͱؒ࣌ t → ∞ͷํͰͷ
μΠφϛΫεͷؔܗͱࠁ࣌Λ t = −tͱม
ͨ͠߹ͷ͕ؔܗಉ͡ʹͳΔੑ࣭ͷ͜ͱͰ͋
Δ. ͢ͳΘͪ, ͨ͠ӡಈʹରԠ͖͢רΛؒ࣌
Δ t → Ε͕ͦ,͠ࡏͷӡಈ͕ଘํ∞− t → ∞
.ͱಉҰͰ͋Δ͜ͱΛҙຯ͢Δํ

ϛΫϩͳμΠφϛΫεؒ࣌సରশੑΛ
,ड़͞ΕΔҰํͰهలଇͰൃؒ࣌ͭ ϚΫϩͳඳ
૾ؒ࣌సରশੑΛഁΓ, ΛੑͷҰํؒ࣌
ࣔ͢Α͏ͳৼΔ͍Λࣔ͢͜ͱ͕ݧܦతʹΒ
Ε͍ͯΔ. Ծઆ߹ࠞࢠBoltzmannʹل19ੈ
ΛԾఆ͢Δ͜ͱͰ, ͜ͷໃ६Λղܾ͠Α͏ͱࢼ
Έ͕ͨ, Zermelo LoschmidtΒʹΑΔΛ
ड͚ͨ. 1970ʹ Sinai, Ruelle, Bowen[1]

ΒʹΑͬͯ SRBͷ֓೦͕ఏএ͞Εͨ. ൴
Βͷ݁ՌʹΑΔͱ,ܥΛهड़͢Δࣸ૾͕Anosov

Մඍಉ૬ࣸ૾Ͱ͋Γ, ͕ܥֶྗ SRBଌΛ
,ͯ࣋ ॳີظؔ SRBଌʹରԠ͢Δ
SRBʹऩଋ͢Δͱ͍͏, ϚΫϩͳҙຯͰͷ
.Λࣔ͢͜ͱ͕ূ໌͞ΕΔੑͷҰํؒ࣌

Anosovࣸ૾ͷྫ, Sinai billiards[2]ͷΑ͏
ʹ, นͳͲͷଘࡏʹΑͬͯ, AnosovੑΛຬͨ͢
Α͏ʹͨ͠ͷ, ·ͨ, Arnoldͷೣࣸ૾ͷΑ
͏ʹ, Ґ૬্ۭؒͷ֤ͰͷϠίϏΞϯ͕ఆ
.ͳΔΑ͏ͳ୯७ͳͷ͕ΒΕ͍ͯΔʹྻߦ

ຊߨԋͰؒ࣌సରশੑΛͭγϯϓϨΫ
ςΟοΫࣸ૾Λ͑ߟ,ূ໌ͷ؆୯ԽͷͨΊมม
Anosovʹ࣌ॴෆ҆ఆͷہಘΒΕͨࣸ૾͕,͠

ੑΛͭ࣋͜ͱࣔ͢. ͜ͷྗֶܥʹোͳ
͘, Ґ૬ۭؒͷ֤ʹ͓͚ΔϠίϏΞϯఆ
.Ͱͳ͍ྻߦ ͜ΕʹΑͬͯ,ϛΫϩͳܥͰ
શͳؒ࣌సରশੑΛͭҰํͰ, ϚΫϩͰ
.Λͭ͜ͱΛࣔͨ͜͠ͱʹͳΔੑͷҰํؒ࣌

2 ܥΔྗֶ͑ߟ

ҎԼͷݹయϋϛϧτχΞϯΛ͑ߟΔ [3].

H(p1, p2, q1, q2)
def
=

p21
2

+
p22
2

+ V (q1, q2),

V (q1, q2)
def
= − ε

π
log |cos {π(q1 − q2)}| .

(1)

͜͜Ͱ, มͷఆٛҬ p1, p2 ∈ R, q1, q2 ∈
IδN

def
=
(
−1

2 + δN
π , 12 − δN

π

]
Ͱ͋Δ. ͳ͓ δN 

͋Δ༩͑ΒΕͨ N ʹରͯࣜ͠ (4)Λຬͨ͢Α
͏ʹఆٛ͞ΕΔ. ͜ͷϋϛϧτχΞϯʹର͠
ͯ, సରশͳؒ࣌ ͷγϯϓϨΫςΟοΫ࣍2
ΠϯςάϨʔλ (Ϧʔϓϑϩοά๏)Λ༻͍ͯ,

ࣜ (5)Ͱఆٛ͞ΕΔࣸ૾

Tε,∆τ : (R2 × I2δN )\Γ → (R2 × I2δN )\Γ. (2)

Λ͑ߟΔ. ͜͜Ͱ, ू߹ Γ ༗ݶճͷΠςϨʔ
γϣϯͰ,

tan
[
π
{
q1(n) +

∆τ
2 p1(n)− q2(n)− ∆τ

2 p2(n)
}]
͕

ظΔΑ͏ͳॳ͢ࢄൃ (p1, p2, q1, q2)ͷू߹Ͱ
͋Δ. ·ͨ, ∆τ εςοϓαΠζΛද͢.

͜ͷࣸ૾Tε,∆τʹอଘྔC = p1(0)+p2(0) =

p1(n)+p2(n)͕ଘ͢ࡏΔ. ͜ͷCΛ༻͍ͯҐஔ
มͷؒʹ, q1(n) + q2(n) = q1(0) + q2(0) +

nC = q0 + nC ͷ͕ؔ͋Δ. ͜ΕΒͷؔΛ
༻͍ͯ p2, q2 Λআ͢Δ͜ͱͰ, ࣜ (6)Ͱఆٛ
͞ΕΔࣸ૾ T̂ε,∆τ Λಋ͘. ͜ͷࣸ૾ T̂ε,∆τ ʹର
ͯ͠, ͞ΒʹมมΛͯ͠, ࣜ (7) Ͱఆٛ͞
ΕΔࣸ૾

T̃ε,∆τ : I2δN → I2δN (3)

Λߏ͢Δ. ैདྷ͑ߟΒΕ͖ͯͨγϯϓϨΫ
ςΟοΫࣸ૾ (standard map tangent map[4])

ͱ, ఏҊ͢Δࣸ૾ͷҧ͍Λද 1ʹ·ͱΊΔ.

3 Anosovੑ

ఆٛ 1 (Anosov diffeomorphism) [5, 6, 7]

M∗ΛίϯύΫτͳଟ༷ମͱ͠, ∥ · ∥ΛϊϧϜ,

f : M∗ → M∗ΛՄඍಉ૬ࣸ૾ͱ͢Δ. ֤
x ∈ M∗ʹରͯ͠, ۭؒ TxM∗Λ͑ߟΔ. ࣸ
૾ f ͕ҎԼͷ݅Λશͯຬͨ࣌͢, AnosovՄ
ඍಉ૬ࣸ૾ͱݺΕΔ.

1) TxM∗ = Eu
x ⊕Es

xΛຬͨ͢Α͏ͳ෦ۭ
ؒEu

x , E
s
x͕ଘ͢ࡏΔ,

2) (Dxf)Eu
x = Eu

f(x), (Dxf)Es
x = Es

f(x),

3)

ξ ∈ Eu
x =⇒ ∥(Dxfn)ξ∥ ≥ K

(
1
λ

)n ∥ξ∥,
ξ ∈ Es

x =⇒ ∥(Dxfn)ξ∥ ≤ Kλn∥ξ∥,
(8)
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|2
(
1− 2δN

π

)
− 2ε(∆τ)2

[
tan

(
π
2 − δN

)
− tan

(
−π

2 + δN
)]

|
(
1− 2δN

π

) = N ∈ N. (4)

⎛

⎜⎜⎜⎝

p1(n+ 1)

p2(n+ 1)

q1(n+ 1)

q2(n+ 1)

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

p1(n)− ε∆τ tan
[
π
{
q1(n) +

∆τ
2 p1(n)− q2(n)− ∆τ

2 p2(n)
}]

p2(n) + ε∆τ tan
[
π
{
q1(n) +

∆τ
2 p1(n)− q2(n)− ∆τ

2 p2(n)
}]

q1(n) + p1(n)∆τ − ε(∆τ)2

2 tan
[
π
{
q1(n) +

∆τ
2 p1(n)− q2(n)− ∆τ

2 p2(n)
}]

modIδN
q2(n) + p2(n)∆τ + ε(∆τ)2

2 tan
[
π
{
q1(n) +

∆τ
2 p1(n)− q2(n)− ∆τ

2 p2(n)
}]

modIδN

⎞

⎟⎟⎟⎠
,

(5)(
p1(n)− ε(∆τ) tan

[
π
{
2q1(n) +∆τp1(n)− q0 − C∆τ

(
n+ 1

2

)}]

q1(n) + p1(n)∆τ − ε(∆τ)2

2 tan
[
π
{
2q1(n) +∆τp1(n)− q0 − C∆τ

(
n+ 1

2

)}]
modIδN

)
.

(6)(
sn+1,

tn+1

)
=

(
g(tn)

h(sn, tn)

)
=

(
tn

2tn − sn + 2ε(∆τ)2 tan(πtn) mod IδN

)
. (7)

ද 1. Loschmidtͱ Zermeloͷ݅Λຬ͔ͨ͢ͷ༗ແʹؔ͢Δ͝ܥͱͷൺֱ
Tε,∆τ , T̂ε,∆τ standard map tangent map[4]

(ఏҊ͢Δࣸ૾)

Մੑٯ ◦ ◦ ◦
Loschmidt (ӡಈྔͷූ߸Λ

◦ (ຬͨ͢) × (ຬͨ͞ͳ͍) ×ೖΕସ͑ΔҙຯͰͷؒ࣌సରশੑ)

Zermelo(ଌอଘੑ) ◦ ◦ ◦

Λຬͨ͢Α͏ͳ, xͰܾ·Γ, ξͱ nͰ
ܾ·Βͳ͍Α͏ͳK > 0ͱ 0 < λ < 1͕
ଘ͢ࡏΔ.

ఆཧ 2 [3] ࣸ૾ T̃ε,∆τ ہॴෆ҆ఆ݅

ε < 0 or
2

π(∆τ)2
< ε, (9)

Λຬͨ࣌͢, AnosovՄඍಉ૬ࣸ૾ͱͳΔ.[3]

ܥ 3 [3] ܥֶྗ (I2δN , T̃ε,∆τ , µ)ہॴෆ҆ఆ
݅ ε < 0, 2

π(∆τ)2 < ε͕Γཱͭ࣌, KܥͰ͋
Γ, ࠞ߹ੑΛͭ. µ LebesgueଌΛද͢.

4 Anosovੑͱີؔͷऩଋ

ܥֶྗ (M∗, f, µ)ʹ͓͍ͯ,ࣸ૾f͕Anosov

Մඍಉ૬ࣸ૾ͷ࣌, ଌ 0 ͷྖҬΛআ͍ͯ
ఆٛ͞Εͨॳີظؔ, ؒ࣌ t → ∞ ͷ
Ͱݶۃ SRBଌ µ ʹରԠ͢Δ ρ∗ ʹࠞ߹
ੑͷҙຯͰऩଋ͢Δ [5]. ఆཧ 2 ΑΓྗֶܥ
(I2δN , T̃ε,∆τ , µ) ॴෆ҆ఆ݅ہ͍͓ͯʹ (9)Λ
ຬͨ࣌͢, ॳີظؔ ρ(t = 0)ؒ࣌ t → ∞
ͷݶۃͰҰ༷ʹࠞ߹ੑͷҙຯͰऩଋ͢Δ.

͜Ε, ʹ૾ࣸࢄయݹసରশੑΛͭؒ࣌
͓͍ͯ, ,ͷੑ࣭ͷΈʹΑͬͯܥֶྗ ͷҰؒ࣌
.ΕΔ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠Δݱ͕ੑํ
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1 Introduction 

The past two decades saw the extensive use 

of dynamical systems theory in fluid 

mechanics, especially in attempting to give 

theoretical explanation on the problem of 

transition to turbulence in wall-bounded 

shear flows. In this study, we investigate 

the bifurcation scenario in plane Couette 

flow with a slightly longer streamwise 

period than the minimal unit by Kawahara & 

Kida[1]. Here we show the presence of 

homoclinic bifurcation in this plane Couette 

flow, which is the earliest of such outcome 

for a system that is governed by the 

Navier-Stokes equation.  

 

2 Flow configuration and numerical 
computation 

We study plane Couette which is flow of 

Newtonian fluid between two parallel plates 

separated by a distance of 2h and moving at 

a constant speed U opposite each other. The 

Reynolds number is defined as Re = Uh/ν, where 
ν is the kinematic viscosity of the fluid. 
Spatial periodicity is imposed on the flow 

in the x- & z- directions. The streamwise 

period is Lx = 1.93πh and the spanwise period 

is Lz = 1.2πh. In this computational domain, 

the Nagata steady solution[2] exists 

together with a periodic solution[3]. We use 

a resolution of 16 x 33 x 16 number of grid 

points in the x-,y-, & z- directions, 

respectively. Dealiased Fourier expansions 

are employed on the x- & z-directions. Also, 

Chebyshev-polynomial expansion is used on 

the y-direction. We solve the incompressible 

Navier-Stokes equation using a spectral 

method similar to the one used by Kim, Moin, 

& Moser[4]. The periodic & steady solutions 

are obtained using Newton-GMRES iteration. 

We use edge tracking method[5] to search for 

a suitable initial condition to feed into the 

Newton-GMRES solver. The linear stability 

analysis is done by using Arnoldi iteration. 

 

3 Bifurcation diagram 

Fig. 1 displays the bifurcation diagram of 

the slightly longer plane Couette flow which 

shows the value of input energy I as a 

function of Re. The steady solution has a 

saddle-node bifurcation at Re ≈ 161.700. The 
lower branch of the steady solution is 

unstable and has only one real unstable 

eigenvalue. On the other hand, the upper 

branch is initially stable but encounters a 

Hopf bifurcation at Re ≈ 163.400.   

Figure1. Bifurcation Diagram 
Minimal  
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A periodic solution UPO1 (black cross) 

arises from this Hopf bifurcation, where it 

meets a homoclinic bifurcation HB1 at Re ≈ 

163.582. HB1 is exhibited by the approach of 

the UPO1 to the lower branch of the steady 

solution.UPO1 disappears for Re above HB1.   

Another homoclinic bifurcation HB2 occurs 

at Re ≈ 198.509 and a new periodic solution 

UPO2 (black dots) arises. HB2 is exhibited 

by the approach of the UPO2 to the lower 

branch of the steady solution. UPO2 starts 

as stable but encounters a period-doubling 

cascade that leads to a chaotic attractor. 

The chaotic attractor experiences a boundary 

crisis leading to transient turbulence at Re 

≈ 238.260. The boundary crisis is exhibited 

by the contact of another periodic solution 

UPO3 (inverted red open triangle) and the 

chaotic attractor (see how the inverted red 

open triangles overlaps with the black dots 

at Re ≈ 238.260 in Fig.1).  

UPO3 appears from a homoclinic bifurcation 

HB3 at Re ≈ 228.302, which is exhibited by 

the approach of the UPO3 to the lower branch 

of the steady solution.  

We observe an increase of the period of the 

UPOs that is due to the portion that extends 

as it approaches the lower-branch steady 

solution for Re very close to where the 

homoclinic bifurcation occurs. Looking into 

the flow structures on this extended part of 

the UPOs at Re very close to their respective 

homoclinic bifurcation shows remarkable 

similarity to the flow structures of the 

lower-branch steady solution at the same Re. 

Edge states [5] are shown in color red in Fig. 

1. At higher Re, we see that the edge state 

change from steady solution to UPO3 (see the 

change of the red color from the dashed line 

to the inverted open triangles in Fig. 1). 

Note that the boundary crisis at Re ≈ 238.260 

occurs at this periodic edge state UPO3. 

      

4 Final Remarks 
Similar bifurcation scenario of period- 

doubling cascade which leads to a chaotic 

attractor that encounters boundary crisis 

have been described as well in plane Coutte 

flow of different computational domain and 

resolution. The homoclinic bifurcation that 

is observed in this study is the first of such 

result to be reported in plane Couette flow, 

more importantly, in a system which is 

governed by the Navier-Stokes equation. The 

resolution used in this study, however, is 

small enough to be useful directly to fluid 

dynamicist to correlate with transition to 

turbulence. A reproduction of the results in 

a higher resolution and/or a search for a 

Silnikov-type homoclinic orbit to the fixed 

point steady solution is the logical next 

step. Nevertheless, the results presented 

here are meaningful for bifurcation study in 

Navier-Stokes systems. 
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平板物体の3次元落下運動シミュレーション 
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1  概要 
 映像制作において，紙や葉っぱのような平板

の落下はしばしば視覚効果として取り入れら

れている．平板は不規則な軌跡を描きながら落

下するため，意図した運動を撮影することは困

難である．そこで，コンピュータグラフィック

スにより平板の落下運動を再現する試みが行

われている．空気のような流体中の運動はナビ

エ・ストークス方程式によって記述されるが，

3 次元空間においては直接解くことは困難であ

る．上記問題の解決策として，パターンの組み

合わせ[1]や運動方程式を用いたモデル化[2]

が行われている．パターンの組み合わせによる

落下では，挙動が事前に準備したパターンに依

存する．故に，様々な動きのパターンを用意し

なければならないが，全てパターンを網羅する

ことは困難であることが予想される．一方，運

動方程式によるモデル化は，パラメータの選択

により容易に理想的な運動を再現することが

できる．加えて，平板間の相互作用も比較的簡

単に組み込むことが可能である．先行研究では

2 次元空間での再現にとどまっており，3 次元

空間へ拡張させるためには運動方程式を改良

させる必要がある． 

 本研究では3次元空間における平板落下運動

を運動方程式によりモデル化する．映像制作で

は運動の厳密性が重視されないことを踏まえ，

影響の少ない項の消去による簡略化を行い，映

像制作における平板落下の新たな枠組みを提

案する． 

 

2  手法 
 平板の重心を原点に相対座標系を考える．2

次元空間における運動は重力，不安定モーメン

ト，遠心力，揚力，空気抵抗の 5つにより記述

できる．揚力は重力や空気抵抗に比べて十分小

さいため，映像制作を目的とする本研究の計算

モデルには組み込まないこととする．平行移動

の空気抵抗は2つの軸の迎え角を反映させた独

自モデルとする．回転運動の空気抵抗は平板の

表面の各質点の抗力を求め，平板領域で積分す

ることで定義する．3 次元への拡張に当たり，

以下の改良を行った． 

z 遠心力 3 次元への拡張に当たり，平板の

奥行きも考慮する必要がある．そこで回転

軸を増やす．𝑥𝑥 軸方向の式を以下に示す． 

𝐹𝐹𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑚𝑚𝑦𝑦𝑣𝑣𝑦𝑦𝜔𝜔𝑧𝑧 − 𝑚𝑚𝑧𝑧𝑣𝑣𝑧𝑧𝜔𝜔𝑦𝑦 
ここで𝐹𝐹𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐は 𝑥𝑥 軸方向の遠心力，𝑚𝑚 は

付加質量を考慮した平板の質量，𝑣𝑣 は速度，

𝜔𝜔 は角速度を表す． 

z 歳差モーメント 3 次元の場合は常にゼロ

とは限らないため，新たに導入する．𝑥𝑥 軸
回りの式を以下に示す． 

𝑇𝑇𝑥𝑥
𝑔𝑔𝑦𝑦𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝐼𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑧𝑧�𝜔𝜔𝑦𝑦𝜔𝜔𝑧𝑧 

ここで 𝑇𝑇𝑥𝑥
𝑔𝑔𝑦𝑦𝑔𝑔𝑔𝑔

 は 𝑥𝑥 軸周りのトルク，𝐼𝐼 は
付加慣性モーメントを考慮した慣性モー

メントである． 

z 空気抵抗 3 次元への拡張に当たり，考慮

する軸を増やす． 

𝑥𝑥 軸方向の平行移動の空気抵抗の式を以

下に示す． 

𝐹𝐹𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔 = 𝜌𝜌𝑓𝑓𝐴𝐴𝐴𝐴 cos 2𝛼𝛼 𝐷𝐷 cos 2𝛽𝛽 |𝒗𝒗|𝑣𝑣𝑥𝑥 

ここで 𝐹𝐹𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔

 は 𝑥𝑥 軸方向の平行移動の

空気抵抗，𝜌𝜌𝑓𝑓 は流体の密度，𝐴𝐴 はパラメ

ータ，𝐴𝐴,𝐷𝐷 は平板の長さ，𝛼𝛼,𝛽𝛽 は迎え角，

𝒗𝒗 は速度である．𝑥𝑥軸の周りの回転運動の

空気抵抗の式を以下に示す． 

𝑇𝑇𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔 = 𝜌𝜌𝑓𝑓𝑀𝑀𝐴𝐴𝑀𝑀(𝐴𝐴,𝐻𝐻)𝐷𝐷3𝐶𝐶𝑑𝑑|𝜔𝜔𝑥𝑥|𝜔𝜔𝑥𝑥 

ここで 𝑇𝑇𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔

 は 𝑥𝑥 軸周りの回転運動の

空気抵抗，𝐻𝐻 は平板の厚さ，𝐶𝐶𝑑𝑑 はパラメ

ータである． 

以上により，3 次元空間における任意の平板落

下運動を再現することができる．また，平板の

落下運動を制御するパラメータは平板の大き

さ，速度，角速度，角度の 4つである． 

 
3  結果と考察 
 本研究において，解析領域は無限遠まで続く，

1 気圧の流体中とする．また，領域内は無風と

する．解析領域内に縦横 0.052 m で密度が上質

紙と同じ 820 ㎏/m³ の平板を配置し，初速度と

初角速度を 0 m/s で落下させる．このとき，平
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板落下を代表する運動:折り返し，曲線，直線，

ねじれ回転の 4つを再現する． 

まず，平板に平行な 2つの軸周りの角度，平

行移動の空気抵抗の係数，回転運動の空気抵抗

の係数をそれぞれ，0.5 rad, 0 rad, 1.4, 

0.00004 とした場合の結果を図 1-(a)に示す．

同図より折り返し運動が再現できたことがわ

かる．折り返し運動は，平板が 1 回転しない．

平板が回転するときは正面を向けながら回転

する.平行な軸周りの角度 2つとも 0 rad であ

ると自由落下してしまう．そのため，平板に平

行な軸周りの角度 2つと，平行移動の空気抵抗

の係数，回転運動の空気抵抗の係数をそれぞれ，

0.5 rad, 0 rad, 1.4, 0.00004のように設定

する必要がある． 

 続いて，平板に平行な 2 つの軸周りの角度，

平行移動の空気抵抗の係数，回転運動の空気抵

抗の係数をそれぞれ，1.5 rad, 0 rad, 1.4,  

0.00004 とした場合の結果を図 1-(b)に示す．

同図より曲線運動が実現できたことがわかる．

曲線運動は，平板の角速度が 0 rad/s の時に，

平板が鉛直方向に平行に近いときに起こる運

動である．平行であると自由落下してしまうた

め，平行にしてはならない．平板の角度が鉛直

方向に平行に近くするため，平板に平行な 2つ

の軸周りの角度，平行移動の空気抵抗の係数，

回転運動の空気抵抗の係数をそれぞれ，1.5 rad, 

0 rad, 1.4, 0.00004のように設定する必要が

ある． 

続いて，平板に平行な 2 つの軸周りの角度，

平行移動の空気抵抗の係数，回転運動の空気抵

抗の係数をそれぞれ，0.5 rad, 0 rad, 1.2, 

0.00002,とした場合の結果を図 1-(c)に示す．

同図より直線運動が実現できたことがわかる．

直線運動は同じ方向に回転し続ける運動であ

る．回転運動を持続させるため平板に平行な 2

つの軸周りの角度，平行移動の空気抵抗の係数，

回転運動の空気抵抗の係数をそれぞれ，0.5 rad, 

0 rad, 1.2, 0.00002のように設定する必要が

ある． 

最後に，平板に平行な 2 つの軸周りの角度，

平行移動の空気抵抗の係数，回転運動の空気抵

抗の係数をそれぞれ，0.5 rad, 0.35 rad, 1.4, 

0.00004 とした場合の結果を図 1-(d)に示す．

同図よりねじれ運動が実現できたことがわか

る．ねじれ運動は 2次元空間では行えない運動

である．平板に平行な 2つの軸周りの角度を 0 

rad 以外にする必要があるため平板に平行な 2

つの軸周りの角度，平行移動の空気抵抗の係数，

回転運動の空気抵抗の係数をそれぞれ，0.5 rad, 

0.35 rad, 1.4, 0.00004のように設定する必

要がある． 

平板の落下運動の計算は成功したといえる．

現在は平板と他の物体との接触判定を行って

いない．接触判定は今後の課題とする． 

 

参考文献 
[1] H. Xie and K. Miyata, Real-time Simulation of 

Lightweight Rigid Bodies, The Visual 
Computer, Vol.30, No.1 (2014) 81-92. 

[2] A. Andersen, U. Pesavent and Z. Wang, 
Unsteady Aerodynamics of Fluttering and 
Tumbling Plates, Journal of Fluid Mechanics, 
Vol.541 (2005) 65-90. 

(a)  

  
(b) 

(c) (d) 

図 1．平板の軌跡．(a)折り返し運動，(b)曲線運

動，(c)直線運動，(d)ねじれ回転運動 

493



漸化式動的グループ化によるBlock GWBiCGSTAB法の収束性・近似解精
度改善
多田野寛人 1

1筑波大学計算科学研究センター
e-mail : tadano@cs.tsukuba.ac.jp

1 はじめに
複数本の右辺ベクトルをもつ連立一次方程式：

AX = B, A ∈ Cn×n, X, B ∈ Cn×L (1)

は，素粒子物理学分野や疎行列に対する固有値
問題の内部問題等で現れる．式 (1)に対する数
値解法として，ブロッククリロフ部分空間反復
法がある．同法は，反復回数，計算時間の観点
でクリロフ部分空間反復法よりも効率良く (1)
を求解できることが多い．しかしながら，近似
解精度に関しては右辺ベクトル数の増加に伴い，
精度劣化が発生することがある．
我々は，Block BiCGSTAB法 [1]の近似解精度

の改善を図った手法としてBlock GWBiCGSTAB
法 [2]を構築した．同法は s反復分の近似解更新
量をグループ化して，精度劣化の原因となる計
算を回避することで精度向上を実現している．
パラメータ sは同法の残差の収束性や近似解精
度に影響を及ぼし，より良い sの設定は解く問
題にも依存することから，統一的な指標を用い
てグループ化することが望ましい．そこで本研
究では，Block GWBiCGSTAB法の漸化式を動
的にグループ化する仕組みを構築し，近似解精
度，収束性の観点からその性能を評価する．

2 Block GWBiCGSTAB法
Block BiCGSTAB法の第 k+1番目の近似解を

Xk+1 ∈ Cn×L，対応する残差をRk+1 = B−AXk+1 ∈
Cn×Lとする．これらは，以下の漸化式：

Xk+1 = Xk + Pkαk + ζkTk, (2)

Rk+1 = Rk − (APk)αk − ζk(ATk)

で計算される．但し，Pk, Tk ∈ Cn×L, αk ∈ CL×L,
ζk ∈ Cである．真の残差 B − AXk+1と漸化式の
残差 Rk+1の差 Ek+1 ≡ B − AXk+1 − Rk+1は，

Ek+1 =

k∑

i=0

[
(APi)αi + ζi(ATi)

]−A
k∑

i=0

(Piαi + ζiTi)

で与えられる．誤差行列 Ek+1 は理論的には零
行列であるが，数値的に Ek+1 ! Oとなった場

合は，∥Rk+1∥が十分小さくなったとしても ∥B−
AXk+1∥ ≈ ∥Ek+1∥となる．特に，(APk)αkの計算
で発生する誤差が Ek+1に大きな影響を与える．
そこで，複数反復分の漸化式更新量をグルー

プ化することで，誤差が発生しやすい計算を回
避することを考える．第m回目の外部反復での
最初の反復番号を π(m)とする．内部ループの
反復回数を sに固定する場合，π(m) = msとな
る．反復番号 kは k = π(m) + jと表される．漸
化式 (2)の更新量をグループ化すると，

Xπ(m)+ j+1 = Xπ(m) + U(m)
π(m)+ j+1, (3)

U(l)
π(l)+ j ≡

π(l)+ j−1∑

i=π(l)

(Piαi + ζiTi)

となる．但し，U(l)
π(l) = Oとする．対応する残差

Rπ(m)+ j+1は以下の漸化式で計算する．

Rπ(m)+ j+1 = Rπ(m) − AU(m)
π(m)+ j+1. (4)

この解法をBlock GWBiCGSTAB法 [2]と呼ぶ．
行列 U(m)

π(m)+ j+1に Aを乗じることで，誤差の発
生しやすい (APk)αkの計算を回避できる．
誤差行列をGπ(m)+ j+1 ≡ B−AXπ(m)+ j+1−Rπ(m)+ j+1

と定義する．Gπ(m)+ j+1は，以下で表される．

Gπ(m)+ j+1 =

m−1∑

l=0

AU(l)
π(l+1) + AU(m)

π(m)+ j+1

− A

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

m−1∑

l=0

U(l)
π(l+1) + U(m)

π(m)+ j+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

s を限りなく大きくすると，m = 0 のまま内
部ループのみが実行されるため，誤差行列は
G j+1 = AU(0)

j+1 − AU(0)
j+1 = Oを満たす．

3 残差行列の正規直交化による安定化
右辺ベクトル数 Lが多い場合，縦長行列を

構成するベクトル間の線形独立性が数値的に失
われ，残差の収束性が悪化することがある．収
束性を改善する手法として，残差行列の正規直
交化が有効であることが知られている．残差行
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列を Rk = R′kξk と thin QR分解する．ここで，
R′k ∈ Cn×L は R′k

HR′k = I を満たす列ユニタリ行
列で，ξk ∈ CL×L は上三角行列である．これを
用いると，式 (3), (4)は

Xπ(m)+ j+1 = Xπ(m) + V (m)
π(m)+ j+1ξπ(m),

R′π(m)+ j+1τπ(m)+ j+1 = qr
(
R′π(m) − AV (m)

π(m)+ j+1

)

となる．但し，V (m)
π(m)+ j+1 ≡ U(m)

π(m)+ j+1 ξ
−1
π(m) ∈ Cn×L,

τπ(m)+ j+1 ≡ ξπ(m)+ j+1ξ−1
π(m) ∈ CL×Lであり，qr( · )

は縦長行列の thin QR 分解を表す．残差行列
の正規直交化を組み込んだ手法を，Block GW-
BiCGSTABrQ法と呼ぶ．∥Rk∥F = ∥R′kξk∥F = ∥ξk∥F
を満たすため，収束判定には ∥ξk∥Fを用いる．

4 漸化式の動的グループ化手法の構築
パラメータ sを大きくとると，真の相対残差
∥B− AXk∥F/∥B∥Fは小さくなる傾向にある一方，
反復回数は増加する傾向にある [2]．より良い
sの設定は，解く問題によっても異なる．内部
ループが長く続くと，その過程で行列 R′π(m) −
AV (m)
π(m)+ j+1の条件数が増加し，残差の収束性の

悪化を招く．また，thin QR分解にCholesky QR
法等を用いた場合は分解が失敗することがある．
この状況を回避するために，行列 τπ(m)+ j+1の

条件数を用いて動的グループ化を行うことを考
える．ある閾値 θ ≥ 1を設定し，τπ(m)+ j+1の条
件数が θ以上になったらグループ化を終了する．
しかしながら，相対残差が大きくなったタイミ
ングでグループ化を終了すると，近似解精度が
悪化することがある．そのため，内部ループの
相対残差 ∥ξπ(m)+ j+1∥F/∥ξπ(m)∥Fが 1以下であるこ
とも終了条件とし，

cond(τπ(m)+ j+1) ≥ θ and
∥ξπ(m)+ j+1∥F
∥ξπ(m)∥F

≤ 1 (5)

を満たした場合に漸化式のグループ化を終了す
る．右辺ベクトル数 Lが 1の場合は τπ(m)+ j+1の
条件数は常に 1であるため，θを 1より大きく
設定すると条件 (5)が満たされずに内部ループ
が継続し，残差の収束性悪化を招くことがある．
そのため，L = 1の場合は θ = 1と設定する．

5 数値実験
数値実験により，提案手法の近似解精度を評

価する．テスト行列として，SuiteSparse Matrix
Collectionの epb2 (n = 25,228, nnz = 175,027)，
及び poission3Da (n = 13,514, nnz = 352,762)を

(a) 行列 epb2の結果．

(b) 行列 poisson3Daの結果．
図 1. 各解法における真の相対残差のパラメータ依存性．

用いた．初期解は X0 = O，右辺項 Bは乱数で
与え，右辺ベクトル数は L = 20とした．反復の
停止条件は ∥Rk∥F/∥B∥F ≤ 10−16 とし，thin QR
分解には Cholesky QR2法を用いた．
図 1 に各解法における真の相対残差のパラ

メータ依存性を示す．漸化式の動的グループ化
を行わない場合は，パラメータの設定によって
真の相対残差にばらつきが見られるが，条件 (5)
による動的グループ化を行うことで，真の相対
残差のばらつきはなくなった．一方，両解法と
もパラメータの値を大きくしていくとCholesky
QR2法による thin QR分解が失敗し，真の相対
残差が大きい状態のまま計算が終了した．
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1 ং

Krylov෦ۭؒ๏ओʹྻߦϕΫτϧੵͱ
ੵͰߏ͞Ε͓ͯΓฒྻԽ͕༰қͰ͋ΔҰํɼ
֤෮ʹ͓͍ͯੵΛճ͢ࢉܭΔͨΊूஂ௨
৴͕සൃ͢Δɽूஂ௨৴ฒྻԽޮΛԼ͞
ͤΔཁҼͰ͋ΔͨΊɼ௨৴ճආΞϧΰϦζϜʹ
ΑͬͯฒྻԽޮΛ্ͤ͞Δख๏͕͞ڀݚΕ
͍ͯΔɽ͔͠͠ͳ͕Βɼk-skip CG๏ͳͲͷ௨
৴ճආKrylov෦ۭؒ๏Ͱɼऩଋੑ͕ྼ
Խ͢Δ͕ΒΕ͍ͯΔɽ[1]

ۙɼRutishauserʹΑͬͯఏҊ͞Εͨަ
ԽࣜΛར༻͢Δ࠷খԽʹͮ͘جղ๏Ͱ͋Δɼ
MrR๏ͱ͍͏Krylov෦ۭؒ๏͕ఏҊ͞Εͨ
[2]ɽMrR๏Ұ෦ͷʹରͯ͠ɼऩଋੑ
ͱ࣮ߦͷʹ͓͍ͯCG๏ΑΓ༗ޮͰ͋
Δͱతʹࣔ͞Εͨɽ
ຊڀݚͷతɼMrR๏ͷ௨৴ճආख๏Λ

ఏҊ͠ɼk-Skip CG๏ͱͷൺֱΛ͍ߦɼऩଋಛ
ੑͱฒྻԽޮͷධՁΛ͜͏ߦͱͰ͋Δɽ

2 k-skip MrR๏ͷಋग़

௨ৗͷMrR๏Ͱ 1ճͷ෮ʹ͓͍ͯɼ
(yn+1,yn+1)ɼ(yn+1, Arn+1)ɼ(rn+1, sn+1)ɼ
(sn+1, sn+1)ͷ 4ͭͷੵΛٻΊΔඞཁ͕͋Δɽ
(1)ɼ(2)ɼ(3)Λೖ͠ཧ͢Δͱɼલड़ͷ 4ͭ
ͷੵલͷ෮ͰٻΊͨ (yn,yn)ɼ(yn, Arn)ɼ
(rn, Arn)ɼ(rn, A2rn) ʹΑͬͯॻ͖දΘͤΔɽ

yn+1 = ηnyn + ζnArn (1)

rn+1 = rn − yn+1 (2)

sn+1 = Arn+1 − γn+1yn+1 (3)

͞Βʹ n + k ෮·ͰͷੵΛ n෮ͷʹ
ΑͬͯٻΊΔʹɼҎԼͷ͕ඞཁͱͳΔɽ

αn,0 = (rn, rn), · · · ,αn,2k+2 = (rn, A
2k+2rn)

βn,0 = 0, · · · ,βn,2k+1 = (yn, A
2k+1rn)

δn,0 = (yn,yn), · · · , δn,2k = (yn, A
2kyn)

͜͜Ͱβn,0 = 0ͱͳΔͷɼMrR๏͕ (rn,yn) =

0ͱ͍͏ަੑΛຬͨͨ͢ΊͰ͋Δɽ·ͨߦ
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k-skip MrR (double)

k-skip MrR (quad)

MrR (double)

ਤ 1. ௨ৗͷ MrR ๏ͱɼk = 10 ʹ͓͚Δ k-skip MrR
๏ͷഒਫ਼൛ͱ࢛ഒਫ਼൛ͷࠩཤྺͷൺֱ

ྻAͷରশੑΛར༻͢Δͱɼྫ ͑ (rn, A2k+2rn)

࣮ࡍʹ (Ak+1rn, Ak+1rn) ʹΑͬͯࢉܭՄ
Ͱ͋ΔͨΊɼࣄલʹٻΊ͓͖ͯ͘ྻߦϕΫ
τϧੵɼ͢ ͳΘͪKrylovجఈͰΑ͍ɽҎ
্ʹΑͬͯಘΒΕͨ k-skip MrR๏ͷΞϧΰϦ
ζϜΛɼAlgorithm 1ʹࣔ͢ɽ
k-skip MrR๏MrR๏ͷ֤ϕΫτϧͷߋ৽
ੵΛల։͍ͯ͠Δ͚ͩͷͨΊɼ͍ͯͮجʹࣜ
ֶతʹMrR๏ͱՁͰ͋Δɽ͔͠͠ͳ͕
ΒɼΞϧΰϦζϜͱͯ͠େ͖͘มԽ͓ͯ͠Γɼ
Αͬͯऩଋੑ͕มԽ͢ΔʹڹͷӨࠩޡػࢉܭ
Մੑ͕͋Δɽ

3 ࣮ݧ

k-skip MrR๏ͷऩଋಛੑΛௐࠪ͢Δ࣮
ͷ࿈ཱݩͱͯ͠ɼ1000ݧ ఔࣜΛղ͘ɽํ࣍1
ྻߦର֯ཁૉ͕ 2.005ɼ෭ର֯ཁૉ͕-1ͷ
Ͱ͋Γɼ݅ྻߦॏର֯ࡾ 670ͱͳΔɽӈ
ลϕΫτϧશͯͷཁૉ͕ 1Ͱ͋Γɼऩଋఆ
ࢠ 10−12Ͱ͋Δɽ
௨ৗͷ MrR ๏ͱ k = 10 ʹ͓͚Δ k-skip

MrR๏ͷഒਫ਼൛ͱ࢛ഒਫ਼൛ͷࠩཤྺͷൺ
ֱΛɼਤ 1ʹࣔ͢ɽ෮ 50ճલ͔ޙΒk = 10

ʹ͓͚Δ k-skip MrR๏ͷഒਫ਼൛ͷࠩཤྺ
͕ɼ௨ৗͷMrR๏ͱมԽ͍ͯ͠Δ͜ͱ͕Θ
͔ΔɽͦΕʹର࢛͠ഒਫ਼൛ɼ௨ৗͷMrR
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Algorithm 1 k-skip MrR method
Let x0 be an initial guess.

Set r0 = b−Ax0, ζ0 =
(r0, Ar0)

(Ar0, Ar0)
,

y1 = ζ0Ar0, z1 = −ζ0r0, r1 = r0 −
y1,x1 = x0 − z1
for n = 1, 2, · · · , until ∥rn∥2/∥b∥2 ≤ ε

do

calculate Arn, A2rn, · · · , Ak+1rn
calculate Ayn, A2yn, · · · , Akyn

αn,0 = (rn, rn), · · · ,αn,2k+2 =

(rn, A2k+2rn)

βn,0 = 0, · · · ,βn,2k+1 = (yn, A2k+1rn)

δn,0 = (yn,yn), · · ·
δn,2k = (yn, A2kyn)

for i = n, n+ 1, · · · , n+ k do

σi = αi,2 δi,0 − β2
i,1,

ζi = αi,1 δi,0/σ, ηi = −αi,1 βi,1/σi
yi+1 = ηiyi + ζiAri, zi+1 = ηizi −
ζiri
ri+1 = ri − yi+1, xi+1 = xi − zi+1

for j = 0, 1, · · · , 2(k − i) do

δi+1,j = η2i δi,j + 2ηiζiβi,j+1

+ζ2i αi,j+2

τj = ηiβi,j + ζiαi,j+1

βi+1,j = τj − δi+1,j

αi+1,j = αi,j − τj − ζiαi,j+1

end for

end for

end for

๏ͱҰக͍ͯ͠Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜ΕΒͷ͜ͱ
͔ΒMrR๏ͷ k-skipԽʹΑΔऩଋੑͷྼԽ
ɼ͕ࠩޡػࢉܭେ͖ͳݪҼͱ͍͑Δɽ
k = 5, 10ʹ͓͚Δɼk-skip CG๏ͱ k-skip

MrR๏ͷࠩཤྺͷൺֱΛɼਤ2ʹࣔ͢ɽk = 5

ʹ͓͍ͯ k-skip MrR๏ͷ෮ճ͕ 187ճ
Ͱ͋Γɼk-skip CG๏ͷ෮ճ͕ 204ճͰ͋
Δɽ͔͠͠ͳ͕Βɼk = 10ʹ͓͍ͯ෮ 175

ճલ͔ޙΒ k-skip MrR๏ͷऩଋੑ͕ྼԽ
͓ͯ͠Γɼk-skip MrR๏ͷ෮ճ͕ 221ճͱ
ͳΓɼk-skip CG๏ͷ෮ճ͕ 209ճͱͳͬ
͍ͯΔɽ

4 ݁

ຊߘͰ௨৴ճආKrylov෦ۭؒ๏ͱͯ͠
k-skip MrR๏ΛఏҊ͠ɼऩଋੑͷධՁΛߦ
ͳͬͨɽຊߘͷ݁ɼҎԼͷΑ͏ʹ·ͱΊΒ
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ਤ 2. k = 5, 10ʹ͓͚Δɼk-skip CG๏ͱ k-skip MrR
๏ͷࠩཤྺͷൺֱ

ΕΔɽ

• k-skip MrR๏MrR๏ͷੵΛల։͢
Δ͜ͱʹΑͬͯಘΒΕɼֶతʹMrR

๏ͱՁͰ͋Δ
• ΑΓɼk-skipʹڹͷӨࠩޡػࢉܭ MrR๏
ͷࠩཤྺ͕MrR๏ͱဃ͢Δ͜ͱ͕
͋Δ

• ຊߘͷʹ͓͍ͯɼجຊతʹ k-skip

MrR๏ͷํ͕ k-skip CG๏ΑΓऩଋ͕
͔͕ͬͨɼkͷ૿Ճʹରͯ͠ k-skip

CG๏ͷํ͕҆ఆੑΛࣔͨ͠

ʹ༺తརۃ಄ൃදʹ͓͍ͯɼަੑͷੵޱ
ΑΔ͞ΒͳΔऩଋੑͷํ্๏ɼ௨৴ճආ
ʹΑΔύϑΥʔϚϯεͷධՁͳͲʹ͍ͭͯड़
Δɽ

ݙจߟࢀ
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͍ͭʹϚτϩΠυަࠩΞϧΰϦζϜܗΑΔॏΈ͖ઢʹࢉܭ࣍ͷࣜྻߦ
ͯ

ߐݹ ,थ߂ ฏҪ ࢤ

౦ژେֶେֶӃ ใཧڀݚܥֶՊ ཧใֶઐ߈
e-mail : hiroki furue@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 ϚτϩΠυަࠩ

ಉ͡ू߹ʹରͯ͠ఆٛ͞Εͨ 2 ͭͷϚτϩ
Πυʹରͯ͠ɼཁૉ࠷େͷڞ௨ಠཱू߹Λٻ
ΊΔΛϚτϩΠυަࠩͱݺͿɽ͜ͷ
࠷େϚονϯά༗ͳͲɼଟ
͘ͷ߹ͤ࠷దԽͷҰൠԽͱͳ͓ͬͯΓɼ
Edmonds[1]ʹΑͬͯఏҊ͞Εͨɼ༗άϥϑ
ͷ࠷ύεΛར༻ͨ͠ΞϧΰϦζϜ͕͘Β
Ε͍ͯΔɽ
·ͨɼ্ͷʹରͯ͠ɼ͞Βʹू߹ͷཁૉ

ͦΕͧΕʹॏΈ͕༩͑ΒΕͨͱ͖ɼॏΈͷ͕
ΊΔΛٻ௨ಠཱू߹ΛڞେʹͳΔΑ͏ͳ࠷
ॏΈ͖ϚτϩΠυަࠩͱݺͿɽॏΈ͖
ϚτϩΠυަࠩʹؔͯ͠ɼLawler(1975)ɼ
Edmonds(1979)ΒʹΑͬͯଟ߲ࣜؒ࣌ΞϧΰϦ
ζϜ͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔ΄͔ɼFrank[2]ʹΑͬͯ
ఏҊ͞Εͨɼ֤ཁૉͷॏΈΛׂͯ͑͠ߟΔΞ
ϧΰϦζϜ͕͘ΒΕ͍ͯΔɽ
ຊڀݚͰɼͦͷதͰɼॏΈ͖ઢܗϚτ

ϩΠυަࠩͱݺΕΔɼઢܗϚτϩΠυ
ʢϕΫτϧͷઢܗಠཱੑʹΑͬͯߏ͞ΕΔϚ
τϩΠυʣʹ͓͚ΔॏΈ͖ϚτϩΠυަࠩ
ʹ͍ͭͯ͑ߟΔɽ

2 ଟ߲ࣜྻߦͷࣜྻߦͷ࣍

ม͖ྻߦA = A0+A1x1+A2x2+ · · ·+
AmxmͷϥϯΫ͕ޮతʹࢉܭͰ͖Δ͔ͱ͍͏
ΛEdmonds (1967)ͱ͍ͬͯɼ͜ͷ
͋ΔΫϥεͷ߹ͤ࠷దԽͷతҰ
ൠԽͱΈͳͤΔɽ۩ମతʹɼ2෦άϥϑGͷ
ࢬ֤ ek = ijʹରͯ͠ɼAkΛ (i, j)ཁૉ͕ 1ɼͦ
ΕҎ֎ͷ͕θϩͰ͋ΔྻߦɼA0Λθϩߦ
ྻͱ͢ΔͱɼAͷϥϯΫGͷ࠷େϚονϯά
ʹҰக͢Δɽ͜ͷૉʹΔͱɼxiͨ
ͪΛγϯϘϦοΫʹѻΘͳ͚ΕͳΒͣࢦ࣌
͔͔ؒͬͯ͠·͏ɽཚଟ߲ࣜؒ࣌ΞϧΰϦζ
Ϝ͕ Lovász(1979)ʹΑͬͯ༩͑ΒΕ͍ͯΔҰ
ํͰɼܾఆੑଟ߲ࣜؒ࣌ΞϧΰϦζϜݶΒΕ
ͨΫϥεͷྻߦʹ͔͠ΒΕ͍ͯͳ͍ɽ͔͠͠
͜ͷɼม xi Ͱ͋ඇՄʹ͍ޓ͕ͪͨ

Δͱͯ͠Aͷࣼମ্ͷϥϯΫͰ͋ΔඇՄϥϯ
Ϋʹ͍ͭͯ͑ߟΔͱɼGarg et al.(2015) Ai

͕Q্ͷྻߦͰ͋Δͱ͖ɼIvanyos et al.(2017)
Ai͕Ұൠͷମ্ͷྻߦͰ͋Δͱ͖ʹ͍ͭͯɼ
ͦΕͧΕඇՄϥϯΫ͕ଟ߲ࣜؒ࣌ͰࢉܭͰ͖
Δ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠Δɽ
্ड़ͷ 2෦άϥϑ Gʹ͓͍ͯɼ֤ࢬʹॏΈ

ck͕༩͑ΒΕ͍ͯΔͱ͖ͷɼॏΈ͕࠷େͷશ
ϚονϯάΛٻΊ͍ͨͱ͖ɼม tΛ༻ҙ͠
ͯɼม͖ྻߦͷ֤߲ʹ tck Λ͔͚ͨͷͷɼ
ͷࣜྻߦ tʹؔ͢Δ࣍ΛٻΊΕΑ͍ɽ͜ͷ
Α͏ʹɼม͖ྻߦA(t) = A0(t)+A1(t)x1+

· · ·+Am(t)xmͷࣜྻߦͷ tʹؔ͢Δ࣍ͷܭ
όʔܗదԽͷઢ࠷ͤ߹ɼॏΈ͖ͷࢉ
δϣϯͱ͜͏ݴͱ͕Ͱ͖Δɽ͜ͷʹ͍ͭͯ
ϥϯΫͷͱ͖ͱಉ༷ʹɼҰൠͷʹର͢Δ
ܾఆੑଟ߲ࣜؒ࣌ΞϧΰϦζϜΒΕ͍ͯͳ
͍͕ɼxi͕͍ͨͪޓʹඇՄɼtͱՄͰ͋Δ
ͱͯ͠ɼࣼମ্ͷ֓ࣜྻߦ೦Ͱ͋ΔDieudonné

ࣜྻߦ DetAʹ͍ͭͯ͑ߟΔͱɼٖଟ߲ࣜ࣌
ؒͰ degDetΛٻΊΔΞϧΰϦζϜ͕ Hirai[3]

ʹΑͬͯఏҊ͞Ε͍ͯΔɽ͜ͷΞϧΰϦζϜ
deg detΛ͢ࢉܭΔ߹ͤ؇ΞϧΰϦζϜ [4]

ͷ֦ுʢมछʣͱͳ͍ͬͯΔɽ

3 ຊڀݚͷಈػ

͍·ɼQ ্ͷ nݩ࣍ϕΫτϧ a1, . . ., am ͱ
b1, . . ., bm Λ༻ҙͯ͠ɼू߹ E := {1, . . .,m}
ʹରͯ͠ aiͱ biͷઢܗಠཱੑʹΑͬͯͦΕͧ
Εఆ·ΔઢܗϚτϩΠυΛ͑ߟΔɽ͞ΒʹɼE

ͷͦΕͧΕͷཁૉ iʹରͯ͠ɼॏΈ ci ∈ Z͕
༩͑ΒΕ͍ͯΔঢ়گΛ͑ߟΔͱɼཁૉ nͷڞ
௨ಠཱू߹ͷ͏ͪͷॏΈͷͷ࠷େɼଟ߲
ྻߦࣜ A(t) =

∑m
i=1 t

cixiaib⊤i ͷࣜྻߦͷ tʹ
ؔ͢Δ࣍ͱ͘͠ͳΔ͜ͱ͕Θ͔͍ͬͯΔɽ
·ͨɼଟ߲ࣜྻߦ A(t) =

∑m
i=1 t

cixiaib⊤i ʹର
ͯ͠ɼຊདྷͷ deg detͱɼxi͕͍ͨͪޓʹඇ
ՄͰ͋Δͱͯͨ͑͠ߟ DetA(t)ʹ͍ͭͯͷ
degDetͱ͕Ұக͢Δ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͓ͯΓɼ্
Ͱड़ͨHiraiʹΑΔ degDetΛٻΊΔΞϧΰ
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ϦζϜ [3]ʹΑͬͯɼdeg detΛٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ
͖Δɽ
HiraiʹΑΔΞϧΰϦζϜͰɼdegDetAͷ

͕ɼҎԼͷ࠷దԽɿ

Min. − deg detP − deg detQ (1)

s.t. deg(PAkQ)ij ≤ 0

(0 ≤ k ≤ m, 1 ≤ i, j ≤ n),

P,Q : Q(t)্ͷਖ਼ଇྻߦ.

ͷ࠷దʹҰக͢Δ͜ͱΛར༻͍ͯ͠Δɽ্ͷ
݅Λຬͨ͢P,Qʹରͯ͠ɼPAQ = (PAQ)0+

O(t−1)ͱղͨ͠ͱ͖ɼ(PAQ)0ʹθϩϒϩο
Ϋ͕Ͱ͖ΔΑ͏ʹP ͱQΛબͿɽθϩϒϩοΫ
͕ଘ͢ࡏΔߦͷू߹Λ Iɼྻͷू߹Λ J ͱ͓͘
ͱɼཁૉnͷڞ௨ಠཱू߹͕ଘ͢ࡏΔͳΒɼ
+|ద͕ୡ͞Ε͍ͯͳ͍ͱ͖ɼ|I࠷ |J | > n

ͱͳΔΑ͏ʹθϩϒϩοΫΛͱΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
P ← (tκ1I )P,Q ← Q(t−κ1[n]\J )ͱ͍͏Α͏ʹ
P,QΛߋ৽͢ΔͱɼͦͷθϩϒϩοΫͷ෦ͷ
ΈͰ tͷ্͕͕࣍ΓɼP,Q্͕ͷ݅Λຬͨ
ͨ͠··ɼతؔͷΛ૿Ճ͍ͤͯ͞Δɽ
ຊڀݚͷಈػɼ͜ͷٖଟ߲ࣜؒ࣌ΞϧΰϦ

ζϜΛɼॏΈ͖ઢܗϚτϩΠυަࠩʹର
Ԡ͢Δྻߦ A(t) =

∑m
i=1 t

cixiaib⊤i ʹରͯ͠վ
ྑ͢Δ͜ͱͰ͋Δɽ

4 ຊڀݚͷՌ

ຊڀݚͰɼHirai[3]ʹΑΔA(t) = A0(t) +

A1(t)x1 + · · · + Am(t)xm ͷ degDetΛٻΊΔ
ΞϧΰϦζϜΛվྑ͢Δ͜ͱʹΑͬͯɼྻߦ
A(t) =

∑m
i=1 t

cixiaib⊤i ͷࣜྻߦͷ tʹؔ͢Δ
ΞϧΰϦζϜΛఏҊؒ࣌ଟ߲ࣜڧΊΔٻΛ࣍
ͨ͠ɽ۩ମతʹɼHiraiʹΑΔΞϧΰϦζϜͷ
(PAQ)0ʹ͢Δͱɼ͜ͷྻߦม tΛؚ
·ͳ͍ྻߦʹͳ͍ͬͯΔɽΑͬͯɼ͜ͷྻߦɼ
ॏΈͳ͠ͷઢܗϚτϩΠυަࠩʹରԠͯ͠
͓Γɼ͜Εʹରͯ͠ɼॏΈͳ͠ͷϚτϩΠυަ
ࠩʹର͢ΔΞϧΰϦζϜͰ͋ΔɼEdmonds

ͷϚτϩΠυަࠩΞϧΰϦζϜ [1]Λར༻͢Δ
͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽEdmondsͷΞϧΰϦζϜʹ͓
͚ΔิॿάϥϑGX Λͱʹɼ݅Λຬͨ͢Α
͏ͳθϩϒϩοΫΛ࡞ΔͨΊͷ P,QΛߏ͢
Δ͜ͱ͕Ͱ͖ɼ͜ ΕʹʹΑͬͯO(mn3 log n)࣌
ؒͰ deg detΛٻΊΔ͜ͱ͕Մʹͳͬͨɽ
͞ΒʹɼຊจͰຊΞϧΰϦζϜ͕Frank

ͷॏΈ͖ϚτϩΠυަࠩΞϧΰϦζϜ [2]ͱ
ରԠؔΛͭ࣋͜ͱ͍ࣔͯ͠Δɽ۩ମతʹɼ

(PAQ)0 ʹඇθϩ͕ଘ͢ࡏΔΑ͏ͳ xi ʹ
͍ͭͯɼͦͷ xiʹରͯ͠ P,QʹΑͬͯࠨӈ͔
Β͔͔͍ͬͯΔ tͷ࣍ΛͦΕͧΕα,βͱ͢Δ
ͱɼ−α,−β͕ FrankͷΞϧΰϦζϜʹ͓͚Δ
ׂͨ͠ॏΈ c1, c2ʹରԠ͍ͯ͠Δͱ͑ߟΔ͜
ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜ͷΑ͏ʹ͑ߟΔͱɼຊΞϧΰϦ
ζϜॏΈͷߋ৽ͷํ๏ΛҰ෦मਖ਼ͨ͠Frank

ͷΞϧΰϦζϜͱɼ࠷ύεΛٻΊΔࡍͷࣗ༝
Λআ͍ͯશʹҰக͢Δ͜ͱ͕Θ͔ͬͨɽ͞
ΒʹɼFrankͷΞϧΰϦζϜΛઢܗϚτϩΠ
υʹରͯ͠ద༻ͨ͠ͱ͖ͱൺֱͯ͠ɼຊΞϧΰ
ϦζϜͰɼྻߦͰͷ͖ग़͠Λ࣮͢ߦΔճ
͕খ͘͞ͳ͍ͬͯΔ͜ͱ͕Θ͔ͬͨɽ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ JP17K00029ͷॿ
Λड͚ͨͷͰ͢ɽ
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εύΠμʔ্Ͱͷ r-gather ΫϥελϦϯάʹର͢Δ
FPT ΞϧΰϦζϜͱ NP ੑࠔ

෦۾  1,2, લݪ ݑو 2

1౦ژେֶɼ2ཧݚ AIP

e-mail : soh kumabe@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 ֓ཁ

ۭؒڑ M ্ʹ༩͑ΒΕͨར༻ऀͷू߹
ͷׂͰ͋ͬͯ, ͲͷΫϥελ r ਓҎ্ͷར
༻ऀΛؚΉΑ͏ͳͷͷ͏ͪ, Ϋϥελͷܘ
ͷ࠷େΛ࠷খʹ͢ΔͷΛٻΊΔΛ r-

gather ΫϥελϦϯάͱ͍͏. ຊڀݚͰ
, M ͕εύΠμʔ, ͢ͳΘͪΛڞ༗͢Δ
d ຊͷઢ͔ΒͳΔ߹ʹର͠, d ͷΈΛύ
ϥϝʔλͱ͢Δ FPT ͷΞϧΰϦζϜΛ༩ؒ࣌
͑, NP :ͨͬߦੑͷূ໌Λࠔ

ఆཧ 1 εύΠμʔ্ͷ r-gather ΫϥελϦϯ
άΛ O(2dd4r5) Ͱղ͘ΞϧΰϦζϜؒ࣌
͕ଘ͢ࡏΔ. ͨͩ͠, d εύΠμʔͷ٭ͷຊ
, n ར༻ऀͷਓͰ͋Δ.

ఆཧ 2 r-gather ΫϥελϦϯάεύΠ
μʔ্Ͱ NP .Ͱ͋Δࠔ

ҎԼ͜ΕΒͷఆཧͷূ໌ͷུ֓Λࣔ͢. ࡉৄ
[1] Λࢀর͞Ε͍ͨ.

2 FPT ΞϧΰϦζϜؒ࣌

εύΠμʔΛߏ͢Δઢͷू߹Λ L =

{l1, . . . ld} ͱ͠, ༗͞ΕΔΛڞ o ͱ͢Δ.

o ΛεύΠμʔͷத৺ͱݺͼ, ֤ l1, . . . ld Λ٭
ͱݺͿ. ٭ l ্ͷத৺͔Βͷڑ͕ x Ͱ͋Δ
Λ (l, x) Ͱද͢. ڑ dist((l, x), (l′, x′)) Λ
l ̸= l′ ͷͱ͖ x+ x′, l = l′ ͷͱ͖ |x− x′| ͱఆ
ΊΔ.

ར༻ऀ u ͷ࠲ඪΛ (l(u), x(u)) Ͱද͠, ར༻
ऀத৺͔ΒͷڑͷঢॱʹฒΒΕ͍ͯΔͱ
͢Δ. ར༻ऀͷू߹Λදͨ͢Ίʹ͜ͷॱংΛ༻
͍Δ͜ͱ͕͋Δ. ྫ͑, ٭ l ͷ࠷ॳ/ޙ࠷ k

ਓͷར༻ऀͱ͑ݴ, l(u) = l ͳΔར༻ऀͷ͏
ͪ͜ͷॱংʹ͓͍ͯ࠷ॳ/ޙ࠷ʹฒΜͰ͍Δ΄
͏͔Β k ਓͷར༻ऀͷू߹Λ͢ࢦ. l Λ༻͍ͯ
l ্ͷར༻ऀͷू߹Λද͢͜ͱ͋Δ. Ұຊͷ
٭ଐ͢Δར༻ऀͷΈ͔ΒͳΔΫϥελΛ୯ʹ٭
Ϋϥελ, ෳͷ٭ʹଐ͢Δར༻ऀ͔ΒͳΔΫ
ϥελΛ ෳ٭Ϋϥελͱ͢Δ. ҎԼͷิ͕
Γཱͭ.

ิ 3 ([2]) ͯ͢ͷ٭ʹର͠, લ͔ΒԿਓ͔
ͷར༻ऀͯ͢ෳ٭Ϋϥελʹؚ·Ε, ͦΕ
Ҏ߱ͷར༻ऀͯ͢୯٭Ϋϥελʹؚ·ΕΔ
.Δ͢ࡏదղ͕ଘ࠷

Ξϧີݫͷؒ࣌ܗۭ͕ؒઢͷ߹ઢڑ
ΰϦζϜ͕ΒΕ͍ͯΔ [3]. Αͬͯ, ୯٭Ϋϥ
ελͱෳ٭ΫϥελͷʮΕʯ͕ఆ·Ε,

ͦͷʮ֎ଆʯʹରͯ͠࠷దͳׂΛ؆୯ʹಘ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ,ࡍ࣮ [2] Ͱ, ʮΕʯΛ
શ୳͢ࡧΔํͰ r, d ͷ྆ํΛύϥϝʔλͱ
͢Δ FPT .ΞϧΰϦζϜΛಘ͍ͯΔؒ࣌ ҎԼ,

ෳ٭Ϋϥελʹ͍ͭͯ͢ߟΔ.

ෳ٭Ϋϥελ C ͷޙ࠷ͷར༻ऀΛ u, C\l(u)
ͷޙ࠷ͷར༻ऀΛ u′ ͱ͢Δ. u′ ͓ΑͼͦΕҎ
લͷར༻ऀશମͷू߹Λ B(u′) ͱ͢Δ. C =

l(u) ∪ B(u′) ͕Γཱͭͱ͖, ෳ٭Ϋϥελ C

Λྑ͍ෳ٭ΫϥελͱݺͿ͜ͱʹ͢Δ. ҎԼͷ
ิ͕Γཱͭ.

ิ 4 ([2, 4]) ར༻ऀΛෳ٭ΫϥελͷΈʹ
ׂ͢Δ࠷దղ͕ଘ͢ࡏΔͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖,

2r−1 ਓҎԼͷར༻ऀΛؚΉྑ͍ෳ٭Ϋϥελ
ΛؚΉ࠷దղ͕ଘ͢ࡏΔ.

ิ 4Λ܁Γฦ͠༻͍Ε, దղͷΫϥε࠷
λͷ {C1, ..., Ck} Λ, ͯ͢ͷ i ʹରͯ͠Ci

͕ Ci, ..., Ck ͷར༻ऀͷΈͨ͑ߟͱ͖ʹྑ͍ෳ
.ΫϥελͱͳΔΑ͏ʹऔΕΔ٭

ΞϧΰϦζϜಈతܭը๏ʹͮ͘ج. ͋Β͔
͡Ί֤٭ʹରͯ͠ [3] ͷΞϧΰϦζϜΛ༻͍ͯ
୯٭ΫϥελͷׂΛٻΊ͓ͯ͘. DP[i][S][j][k]

Λʮ࠷ॳ i ਓͷར༻ऀΛͯݟ, S ʹଐ͞ͳ͍٭
ͷར༻ऀͯ͢ΫϥελʹׂΓͯऴΘΓ,

ͷΫϥελͷαΠζ͕ࡏݱ j Ͱ, ͷΫϥεࡏݱ
λͷޙ࠷ͷར༻ऀ͕ k Ͱ͋Δ߹ͷ࠷ܘେ
ͷΫϥελͷܘͷ࠷খʯͱ͢Δ. DP ͷߋ
৽ࣜΛهड़͢Δ͜ͱʹΑΓఆཧ 1ΛಘΔ.

3 NP ੑࠔ

ఆཧ 2Λࣔͨ͢Ί, ิॿͱͯ͠, ҎԼͷ
Λಋೖ͢Δ.

ຊԠ༻ཧֶձ 2019 ձ ूߘԋ༧ߨ (2019.9.3-5ɼ౦ژ) Copyright (C) 2019 Ұൠࣾஂ๏ਓຊԠ༻ཧֶձ

500



 1 ඇෛର͔ΒͳΔ nݸͷू߹ Si, . . . , Sn

͓Αͼ mݸͷඇෛର (b1, q1), . . . , (bm, qm)

͕༩͑ΒΕΔ; Si = {(ai,1, pi,1), . . . , (ai,|Si|, pi,|Si|)}
ͱ͢Δ. n ͷݸ z1, . . . , zn Ͱ͋ͬͯ, ͢
ͯͷ j = 1, . . . ,mʹ͍ͭͯ

∑
ai,zi≤bj

pi,zi ≤ qj
Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔ͔Ͳ͏͔ఆͤΑ.

ূ໌ҎԼͷ 2 ͭͷεςοϓ͔ΒͳΔ.

໋ 5  1 ڧ͕ NP .Ͱ͋Δͱ͢Δࠔ ͜
ͷͱ͖, εύΠμʔ্ͷ r-gather ΫϥελϦ
ϯά NP .Ͱ͋Δࠔ

໋ 6  1 ڧ NP .Ͱ͋Δࠔ

3.1 ໋ 5 ͷূ໌ͷུ֓

 1ͷΠϯελϯε I Λ, ఆ൛ͷεύΠ
μʔ্ͷ r-gatherΫϥελϦϯάͷΠϯε
λϯε I ′ ʹม͢Δ: r, LΛेେ͖ͳͱ
͢Δ. ֤ू߹ Si ʹର͠, rਓҎ্ 2rਓະຬͷར
༻ऀΛͭ٭Λ 1 ຊ༻ҙ͢Δ. ͷར༻ऀΛޙ࠷
த৺͔Βڑ L ΑΓԕ͘ʹஔ͚, ͦͷར༻ऀ
ΛؚΉΫϥελ୯٭ΫϥελͱͳΓ, Γͷ
ར༻ऀෳ٭Ϋϥελʹؚ·ΕΔ. ෳ٭Ϋϥε
λ͕த৺͔Βڑ L−ai,1, . . . , L−ai,|Si| ·Ͱͷ
ར༻ऀΛؚΉ߹͕, ͦΕͧΕ zi = 1, . . . , |Si|
ΛબͿ߹ʹରԠ͢Δ. b0 = q0 = 0, b0 < b1 <

· · · < bm ͱ͠, ֤ j = 1, . . .m ʹର͠, த৺͔
Βͷڑ bj−1 + 1 ͷҐஔʹར༻ऀͷ 1 ਓ͚ͩ
ଘ͢ࡏΔ qj − qj−1 ຊͷ٭Λ༻ҙ͢Ε੍֤
Λهड़Ͱ͖Δ. ,ʹޙ࠷ ༨ͷར༻ऀΛΫϥε
λʹؚΊΔͨΊ, த৺͔Βڑ L/2ͷҐஔʹར
༻ऀͷ 1 ਓ͚ͩଘ͢ࡏΔ٭Λ r ຊ༻ҙͯ͠ߏ
͕ྃ͢Δ.

3.2 ໋ 6 ͷূ໌ͷུ֓

NP શͰ͋Δ͜ͱͰΒΕ͍ͯΔ 1-IN-

3SAT ͷΠϯελϯε I Λ,  1 ͷग़
Δͯ͢ͷ͕ೖྗαΠζͷଟ߲ࣜͰ͢ݱ
͑ΒΕΔΑ͏ͳΠϯελϯε I ′ ʹม͢Δ.

1-IN-3SAT ҎԼʹࣔ͢Ͱ͋Δ.

 2 (1-IN-3 SAT  [5]) શͯͷઅ͕ͪΐ
͏Ͳ 3 ͭͷϦςϥϧΛؚΉΑ͏ͳ CNF ͕ࣜ
༩͑ΒΕΔ. Ͳͷઅͦͷதͷͪΐ͏Ͳ 1 ͭͷ
Ϧςϥϧ͕ਅʹͳΔΑ͏ͳਅׂِ͕ଘ͢ࡏ
Δ͔Ͳ͏͔ఆͤΑ.

ेେ͖ͳ K ΛͱΔ. ֤ม x ͱ i =

1, . . . , 2K ʹର͠, Sx,i = {(ax,i,1, px,i,1), (ax,i,2, px,i,2)}
ͷܗͰද͞ΕΔू߹Λ༻ҙ͢Δ. x Λਅʹ͢Δ
͜ͱ͕ i = 1, . . . ,K ʹ͍ͭͯ zx,i = 1 ͱબͼ,

j = K+1, . . . , 2K ʹ͍ͭͯ zx,j = 2 ͱબͿ͜
ͱͱରԠ͢ΔΑ͏ʹ͢Δ. I ͱ I ′ ͷ࣮ߦՄ
ղΛରԠͤ͞ΔͨΊ, ֤ ax,i,k, px,i,k, bj , qj ͷ
Λ, I ′ ͷ࣮ߦՄղʹ͓͍ͯҎԼΛຬͨ͢Α͏
ʹܾΊͳ͚ΕͳΒͳ͍.

• Ͳͷม x ʹରͯ͠ zx,i = 1 (i =

1, . . . ,K), zx,j = 2 (j = K + 1, . . . , 2K)

͘͠ zx,i = 2 (i = 1, . . . ,K), zx,j =

1 (j = K + 1, . . . , 2K) ͕Γཱͭ.

• Ͳͷઅͪΐ͏Ͳ 1 ͭͷਅͷϦςϥϧΛ
ؚΉ.

ेେ͖͍ B ʹର͠ px,i,1, px,i,2, qj ͷ
Λ e4B4+ e3B3+ e2B2+ e1B+ e0 ͷܗͰॻ͖,

,Λదʹઃఆ͢Δ͜ͱͰ֤ ͜ΕΒΛຬͨ
͢Α͏ʹ͢Δ. ۩ମతʹ, ͋Δ D ʹର͠
ͯ͢ͷ x, i ʹର͠ ax,i,1 ≤ D < ax,i,2 ͱ͠,

લऀΛ bj ≤ D ʹର͢Δ੍Ͱ, Λऀޙ bj > D

ʹର͢Δ੍Ͱ, ͦΕͧΕదʹهड़͢Δ.
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ແ੍XOSؔ࠷େԽʹର͢Δ࠷దۙࣅΞϧΰϦζϜ

Տ ࢤ߁ 1, খྛ ༎ี 2, ޱࢁ ༐ଠ 3,∗

1౦ۀژେֶɼ2ژେֶɼ3େࡕେֶ
e-mail : ∗yutaro yamaguchi@ist.osaka-u.ac.jp

1 ֓ཁ

͍͔ͭ͘ͷՃ๏తͳू߹ؔͷ࠷େΛऔΔ
ݺͰ͖Δू߹ؔɼXOSؔͱݱͰදܗ
ΕɼྼϞδϡϥؔͳͲΛؚΉ͜ͱ͕ΒΕͯ
͍ΔɽຊߘͰɼؔΦϥΫϧͰ༩͑ΒΕͨ
XOSؔΛ࠷େԽ͢ΔΛ͑ߟɼ࠷దͳۙ
ΞϧΰϦζϜΛఏҊؒ࣌ൺΛୡ͢Δଟ߲ࣜࣅ
͢Δɽຊߘͷ༰ ɽͮ͘جʹ[1]

2 ͱ݁Ռ

V Λ༗ूݶ߹ͱ͠ɼf : 2V → RΛ V ্ͷू
߹ؔͱ͢Δɽf͕Ճ๏తͰ͋Δͱɼf(X) =∑

v∈X f({v}) (∀X ⊆ V )͕Γཱͭ͜ͱΛ͍
͍ɼf ͕XOS Ͱ͋Δ1ͱɼ͍͔ͭ͘ͷՃ๏త
ͳू߹ؔfi : 2V → R (i ∈ [k] := {1, 2, . . . , k})
͕ଘͯ͠ࡏɼf(X) = maxi∈[k] fi(X) (∀X ⊆ V )

͕Γཱͭ͜ͱΛ͍͏ɽͦͷΑ͏ͳ fi (i ∈ [k])

ʹΑΔදݱΛ ͼɼݺఆͨ͠ͱ͖ɼkΛ෯ͱݻ1ͭ
෯͕ kҎԼͷදݱΛͭXOSؔΛ k-XOSؔ
ͱݺͿɽಛʹɼ1-XOSؔՃ๏తͰ͋Γɼ
Γཱͭɽٯ
ຊߘͰѻ͏ҎԼͷΑ͏ʹఆࣜԽ͞ΕΔɽ

ແ੍ (k-)XOSؔ࠷େԽ

ཁૉnͷू߹V ͕ೖྗ͞ΕɼV ্ͷ (k-)XOS

ؔ f : 2V → R ͷؔΦϥΫϧ͕ར༻Մ
2Ͱ͋Δͱ͖ɼX∗ ∈ arg maxX⊆V f(X)Λٻ
ΊΑɽ

͜ΕΒͷʹର͠ɼҎԼͷҙຯͰ࠷దͳۙ
ΞϧΰϦζϜΛఏҊؒ࣌ൺΛୡ͢Δଟ߲ࣜࣅ
͢Δɽ͜͜Ͱɼα ≥ 1ʹର͠ɼX̃ ⊆ V ͕ αۙ
ղͰ͋Δͱɼαࣅ · f(X̃) ≥ maxX⊆V f(X)͕
Γཱͭ͜ͱΛ͍͍ɼҙͷΠϯελϯεʹର
ͯ͠ αۙࣅղΛग़ྗ͢ΔΞϧΰϦζϜΛ αۙ
ͿɽݺΞϧΰϦζϜͱࣅ

ఆཧ 1. ҙͷ ϵ > 0ʹର͠ɼແ੍ XOSؔ
࠷େԽʹର͢ΔO(n⌈1/ϵ⌉)ؒ࣌ ϵnۙࣅΞ
ϧΰϦζϜ͕ଘ͢ࡏΔɽ

1XOS XOR-of-OR-of-Singletonesͷུɽ
2෦ू߹ X ⊆ V Λҙʹࢦఆ͢Δͱɼͦͷؔ

f(X)ΛΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δͱ͍͏ઃఆɽ

ఆཧ 2. ϵ > 0Λݻఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼແ੍
XOSؔ࠷େԽʹର͢Δҙͷ n1−ϵۙࣅ
ΞϧΰϦζϜɼnʹؔͯ͠ࢦճͷؔΦ
ϥΫϧݺͼग़͠Λ͏ߦɽ

ఆཧ 3. ແ੍ k-XOSؔ࠷େԽʹର͢
Δ O(k2n)ؒ࣌ (k − ΞϧΰϦζϜ͕ଘࣅۙ(1
Δɽ͞ΒʹɼΞϧΰϦζϜ͢ࡏ kͷΛΔ
ඞཁແ͘ɼಛʹɼk = 2ͷ߹ɼઢݫؒ࣌ܗ
ີΞϧΰϦζϜͱͳΔɽ

ఆཧ 4. k ≥ 3, ϵ > 0Λݻఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ
ແ੍ k-XOSؔ࠷େԽʹର͢Δҙͷ
(k− 1− ϵ)ۙࣅΞϧΰϦζϜɼnʹؔͯ͠ࢦ
ճͷؔΦϥΫϧݺͼग़͠Λ͏ߦɽ

3 ΞϧΰϦζϜ

3.1 XOSؔ࠷େԽͷ ϵnۙࣅ

ϵ > 0Λݻఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼཁૉ͕ ⌈1/ϵ⌉
ҎԼͷ෦ू߹ͷதͰɼf ͷ͕ؔ࠷େͷ
ͷΛ X̃ͱ͠ɼ͜ ΕΛग़ྗ͢ΔΞϧΰϦζϜΛߟ
͑Δɽީ ิͷ

∑min{n,⌈1/ϵ⌉}
i=0

(n
i

)
= O(n⌈1/ϵ⌉)

Ͱ͋Γɼ͜ΕΒΛదͳॱͰྻ͢ڍΕɼ෦
ू߹ 1ͭ͋ͨΓఆؒ࣌ͰࢉܭՄͰ͋ΔͷͰɼ
શମͷؒ࣌ࢉܭఆཧ 1ͷ௨ΓͰ͋Δɽ
·ͨɼX̃ ͕ ϵnۙࣅղͰ͋Δ͜ͱҎԼͷΑ

͏ʹ֬ೝͰ͖Δɽ࠷దղX∗ ⊆ V ͱɼf(X∗) =

fi(X∗)ͱͳΔ i ∈ arg maxj fj(X∗)ΛͦΕͧΕ
ఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼfi({v})ݻ1ͭ (v ∈ X∗)ͷ
߱ॱͰmin{|X∗|, ⌈1/ϵ⌉}ݸͷཁૉΛूΊͨ෦
ू߹ X̂ ⊆ X∗Λ࡞Δͱɼ|X∗| ≤ nΑΓɼ

f(X̃) ≥ f(X̂) ≥ fi(X̂) ≥ 1

ϵn
fi(X

∗) =
1

ϵn
f(X∗)

͕Γཱͭɽ

3.2 k-XOSؔ࠷େԽͷ (k − ࣅۙ(1

֤ i ∈ [k]ʹରͯ͠ɼ

V ∗
i := { v ∈ V | fi({v}) = f({v}) (> 0)3 }

3f({v}) ≤ 0 Ͱ͋ΔΑ͏ͳཁૉ v ∈ V ɼf ͷؔ
ʹਖ਼ͷݙߩΛ͢Δ͜ͱ͕ແ͍ͨΊɼଘ͠ࡏͳ͍ͱ͢Δɽ
͜ͷԾఆઢؒ࣌ܗͰఆՄͰɼຬͨ͞ͳ͍߹ʹ
ຬͨ͢Α͏ʹमਖ਼ՄͰ͋ΔͷͰɼҰൠੑΛࣦΘͳ͍ɽ
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ΛɼൊͱݺͿɽ͞Βʹɼ

Y ∗
i := V ∗

i ∪{ v ∈ V \V ∗
i | f(V ∗

i +v) > f(V ∗
i ) }

Λɼ֦େൊͱݺͿɽ
·ͣɼk = 2 ͷ߹ʹɼ࣍ͷิ͕ݤͱ

ͳΔɽ

ิ 5. f ͕ 2-XOSͷͱ͖ɼ֦େൊ Y ∗
1 , Y

∗
2

ͷ͍ͣΕ͔͕࠷దղͰ͋Δɽ

֤ൊ͕ٻ·ΕɼରԠ͢Δ֦େൊఆ
ٛʹैͬͯઢؒ࣌ܗͰߏՄͰ͋Δɽ͞Β
ʹɼൊɼ୯ूݩ߹ X := {v}͔Β࢝Ίͯɼ
f(X + u) = f(X) + f({u})ͱͳΔཁૉ u ∈
V \XΛ 1ͭͣͭᩦཉʹՃ͢ΕߏͰ͖Δ
͜ͱ͕֬ೝͰ͖ɼશମͷؒ࣌ࢉܭO(n)ͱͳ
Δɽ͜͜Ͱɼ࠷ॳʹߏͨ͠ൊ͕શମू߹ V

ͱͳΔ߹ʹ V దղͰ͋Δ͜ͱ͕֬ೝ࠷͕
Ͱ͖ɼͦ͏Ͱͳ͚Εɼͦͷൊʹଐ͞ͳ͍ཁ
ૉͷ୯ूݩ߹͔Β࢝ΊΕɼඞͣҟͳΔൊ͕
Ͱ͖Δ͜ͱʹҙ͞Ε͍ͨɽߏ
ɼkʹ࣍ ≥ 3ͷ߹ʹɼൊͱ֦େൊʹ

Ճ͑ɼҎԼͷू߹ Zv
ij (i, j ∈ [k], v ∈ V )ީ

ิͱ͢Δ͜ͱͰɼ(k − ΛୡͰ͖Δɿࣅۙ(1

Zv
i,j := V ∗

i ∪ V ∗
j ∪ {v}.

ิ 6. f ͕ k-XOSͷͱ͖ɼൊ V ∗
i (i ∈ [k])ɼ

֦େൊ Y ∗
i (i ∈ [k])ɼ͓ΑͼɼZv

ij (i, j ∈ [k],

v ∈ V ) ͷ͏ͪɼগͳ͘ͱ 1ͭ (k− ࣅۙ(1
ղͰ͋Δɽ

k = 2ͷ߹ͱಉ༷ʹɼߏࡁΈͷൊʹଐ
͞ͳ͍ཁૉͷ୯ूݩ߹͔Β࢝ΊͯɼҟͳΔൊ
Λᩦཉʹߏ͢Δ͜ͱΛ܁Γฦ͢ɽҟͳΔൊ
ߴʑkݸͳͷͰɼ͜ΕO(kn)ؒ࣌ͰͰ͖Δɽ
͠ɼkݸະຬͷൊͰશମू߹ V ͕ඃ෴Ͱ͖
ͨ߹ʹɼͦ ͷ͍ͣΕ͔͕ (k−1)ۙࣅղͰ͋
Δ͜ͱ͕֬ೝͰ͖ɼͦ͏Ͱͳ͚Εɼิ 6ʹ
Αͬͯ (k − Δɽ·ٻͰؒ࣌ղ͕O(k2n)ࣅۙ(1

4 ੑࠔ

4.1 XOSؔ࠷େԽͷ n1−ϵۙࠔࣅੑ

ϵ > 0ʹର͠ɼϵ′ := ϵ/2ͱ͢Δɽ؆୯ͷͨ
ΊɼV = [n]ͱ͠ɼnۮͰ͋Δͱ͢Δɽཁ
ૉ n/2ͷ෦ू߹ S ⊆ V Λҙʹ ఆݻ1ͭ
͠ɼՃ๏తؔ fi (i ∈ [n + 1])ΛҎԼͷΑ͏
ʹఆΊɼͦΕΒͷ࠷େͰ (n+1)-XOSؔ f

ΛఆΊΔɿ

fi({v}) :=
{
n/2 if v = i,

0 if v ̸= i,
(∀i ∈ [n]),

fn+1({v}) :=
{
n1−ϵ′ if v ∈ S,

−n2 if v ̸∈ S.

͜ͷͱ͖ɼ࠷దղSͰɼf(S) = n2−ϵ′/2Ͱ͋
ΔɽҰํɼʮSͷ෦ू߹Ͱཁૉ͕ nϵ′/2Λ
͑ΔͷʯҎ֎ͷҙͷඇۭ෦ू߹X ⊆ V

ʹରͯ͠ɼf(X) = n/2͕Γཱͭɽ͕ͨͬ͠
ͯɼn1−ϵۙࣅΛୡ͢ΔͨΊʹɼʮʯͷ
݅Λຬͨ͢෦ू߹Λগͳ͘ͱ Δ͚ͭݟ1ͭ
ඞཁ͕͋Γɼ͜ΕʹࢦճͷؔΦϥΫϧ
ͼग़͠Λཁ͢Δɽݺ

4.2 k-XOSؔ࠷େԽͷ (k − 1 − ϵ)ۙ
ੑࠔࣅ

ñΛेେ͖͍ɼγ > 0Λेখ͍͞༗
ཧͱ͠ɼ͍ޓʹૉͳཁૉ ñiͷू߹ Vi (i ∈
[k− 1])ͷू߹Λ V ͱ͢Δɽཁૉ (1−γ)ñi

ͷ෦ू߹ Si ⊆ ViΛͦΕͧΕҙʹ ఆݻ1ͭ
͠ɼՃ๏తؔ fi (i ∈ [k])ΛҎԼͷΑ͏ʹఆ
ΊɼͦΕΒͷ࠷େͰ k-XOSؔ fΛఆΊΔɿ

fi({v}) :=
{
ñk−i if v ∈ Vi,

0 otherwise,
(∀i ∈ [k − 1]),

fk({v}) :=
{
(1− γ)ñk−i if ∃i ∈ [k − 1] : v ∈ Si,

−ñk+1 otherwise.

͜ͷͱ͖ɼ࠷దղS =
⋃

i∈[k−1] SiͰɼf(S) =

(k − 1)(1 − γ)2ñk Ͱ͋ΔɽҰํɼñk Λ͑Δ
ؔΛୡ͢Δʹɼ͋Δ iʹؔͯ͠ʮे
େ͖ͳ Siͷ෦ू߹ʯΛ͚ͭݟΔඞཁ͕͋Γɼ
͜ΕʹࢦճͷؔΦϥΫϧݺͼग़͠Λཁ
͢Δɽ

ँࣙ ຊڀݚͷҰ෦ɼJST ACT-I JPMJPR17U7,

JPMJPR17UBɼ͓ ΑͼɼJSPSՊݚඅJP15H05711,

JP16H03118, JP16K16005, JP16K16010,

JP18H05291ͷࢧԉΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] Y. Kawase, Y. Kobayashi, Y. Ya-

maguchi: Tight approximation for

unconstrained XOS maximization.

arXiv:1811.09045, 2018.
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ΞϧΰϦζϜؒ࣌ଟ߲ࣜڧ࿏ʹର͢Δ࠷ϥϕϧ੍͖܈

ޱࢁ ༐ଠ 1

1େࡕେֶ
e-mail : yutaro yamaguchi@ist.osaka-u.ac.jp

1 ֓ཁ

࿏࠷ϥϕϧ͖άϥϑʹ͓͚Δ੍͖܈
ʹର͠ɼ੍ʹ༻͍ΒΕΔ܈ʹґΒͳ͍ڧ
ଟ߲ࣜؒ࣌ΞϧΰϦζϜΛఏҊ͢ΔɽఏҊΞϧ
ΰϦζϜɼDijkstraͷ࠷࿏ΞϧΰϦζϜͱɼ
EdmondsͷϚονϯάΞϧΰϦζϜʹ͓͚Δ
Ֆॖٕ๏ͱ͍͏ॳతͳख๏ΛԠ༻ͯ͠ઃܭ
͞Ε͓ͯΓɼ͜ͷ݁ՌɼʮແάϥϑͰ࠷ح
ύεʢorด࿏ʣΛޮతʹࢉܭͰ͖Δʯ͜
ͱͱɼʮۂ໘ຒΊࠐΈάϥϑͰ࠷ඇՄॖด࿏
ΛޮతʹࢉܭͰ͖Δʯ͜ͱͷഎޙʹ͋Δ߹
ͤతͳѻ͍͢͞Λɼڞ௨ͷΈͰଊ͍͑ͯ
Δɽຊߘͷ༰ ɽͮ͘جʹ[1]

2 ඇྵύε࠷

ΓΛ܈ͱ͠ɼ๏తه๏Λ࠾༻͢Δɽ·ͨɼ
1ΓͰͦͷ୯ҐݩΛද͢ɽΓϥϕϧ͖άϥϑͱ
ɼແάϥϑG = (V,E)ʹɼҎԼͷੑ࣭Λ
ຬͨ͢ϥϕϧؔ ψG : E × V → Γ͕ଳ͠
ͨͷͰ͋ΔɿψG(e, v) = ψG(e, u)−1 (∀e =

{u, v} ∈ E)ɽGதͷาಓͱɼͱࢬͷަ
Wྻޓ = (v0, e1, v1, . . . , ek, vk)Ͱ͋ͬͯɼei =
{vi−1, vi} ∈ E (∀i ∈ [k])Λຬͨ͢ͷͰ͋Δɽ
શͯͷ͕ҟͳΔาಓΛύεʢಛʹɼv0–vk
ύεʣͱݺͼɼv0 = vkͰ͋ͬͯɼͦͷଞͷ
ͱ͕͢ࢬͯҟͳΔาಓΛด࿏ͱݺͿɽ
ࢬ ℓ ∈ RE

≥0͕ఆ·͍ͬͯΔͱ͖ɼาಓW

ͷ͞Λɼℓ(W ) :=
∑k

i=1 ℓ(ei)Ͱఆٛ͢Δɽ·
ͨɼาಓW ͷϥϕϧΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɿ

ψG(W ) := ψG(e1, v1)·ψG(e2, v2) · · ·ψG(ek, vk).

ϥϕϧ͕ 1Γʹ͘͠ͳ͍าಓΛඇྵͱ͍͏ɽ
ຊߘͰѻ͏ҎԼͷΑ͏ʹఆࣜԽ͞ΕΔɽ

؆୯ͷͨΊɼຊߘͰ࣮ߦෆͳ߹ʹ͍ͭͯ
͑ߟͳ͍ͷͱ͢Δɽ

ඇྵύε࠷

ೖྗ: ࿈݁ͳΓϥϕϧ͖άϥϑG = (V,E)ɼ
ࢬ ℓ ∈ RE

≥0ɼ s, t ∈ Vɽ
ඪ: ψG(P ) ̸= 1ΓΛຬͨ͢Gதͷ s–tύε

P Ͱɼℓ(P ΊΔɽٻখͷͷΛ࠷͕(

ຊߘͰɼ͜ͷʹର͠ɼΓʹґΒͳ͍ڧ
ଟ߲ࣜؒ࣌ΞϧΰϦζϜΛఏҊ͢ΔɽҎԼͰɼ
άϥϑʹؔ͢Δجຊతͳૢ࡞ͱɼࢬʹؔ͢Δ
ɼࢉͷԋ܈ͱൺֱʹՃ͑ɼΓʹؔͯ͠ɼࢉଇԋ࢛
ཁૉͷಉҰੑఆɼݩٯͷऔಘΛجຊԋࢉͱݟ
ͳ͢ɽ·ͨɼೖྗάϥϑͷͱࢬΛͦΕ
ͧΕ nͱmͰද͢ɽ

ఆཧ 1 ຊجඇྵύεΛɼO(nm)ճͷ࠷
ԋࢉͰղܾ͘ఆੑΞϧΰϦζϜ͕ଘ͢ࡏΔɽ

ΞϧΰϦζϜͷํҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ·
ͣɼલॲཧͱͯ͠ɼ࠷ s–tύε P ΛٻΊΔɽ
ͦ͠Ε͕ඇྵͰ͋Εɼ໌Β͔ʹ P ࠷
ඇྵ s–tύεͰ͋Δɽͦ͏Ͱͳ͚Εɼ࠷ඇ
ྵ s–tύεΛٻΊΔɼҎԼͷʹؼண
͞ΕΔͷͰɼ͜ͷΛO(nm)ؒ࣌Ͱղܾ͘
ఆੑΞϧΰϦζϜΛઃ͢ܭΔɽ

ෆҰகύε࠷

ೖྗ: ࿈݁ͳΓϥϕϧ͖άϥϑG = (V,E)ɼ
ࢬ ℓ ∈ RE

≥0ɼGதͷ࠷ s–tύε Pɽ
ඪ: ψG(Q) ̸= ψG(P )Λຬͨ͢ Gதͷ s–t

ύεQͰɼℓ(Q)͕࠷খͷͷΛٻΊΔɽ

3 ਖ਼४ඇྵด࿏

ͱͳΔ֓೦ݤෆҰகύεΛղ্͘Ͱ࠷
ͱͯ͠ɼਖ਼४ඇྵด࿏Λಋೖ͠ɼͦͷੑ࣭Λड़
Δɽ
·ͣɼલॲཧͱͯ͠ɼ࠷ s–tύεΛٻΊΔ
ΘΓʹɼ࢝ s͔Βͷ࠷࿏ΛDijkstra๏
Λ༻͍͍ͯͯ͠ࢉܭΔͷͱ͢Δɽ

ఆٛ 2 (࿏࠷) ࢝ s͔Βͷ࠷࿏ͱɼ
શҬ T ⊆ Eɼڑ d ∈ RV

≥0ɼϥϕϧ α ∈ ΓV

ͷ 3ͭ (T, d,α)Ͱ͋ͬͯɼ֤ v ∈ V ʹؔ
ͯ͠ɼT தͷ།Ұͷ s–vύε Pv ͕ɼGதͰ࠷
Ͱ͋Γɼℓ(Pv) = d(v)ͱ ψG(Pv) = α(v)Λ
ຬͨ͢ͷΛ͍͏ɽ

ҎԼͰɼ࢝ s͔Βͷ࠷࿏ (T, d,α)Λ
ҙʹ ࢬఆ͢Δɽݻ1ͭ e = {u, v} ∈ E \ T ͕
ψG(e, v) ̸= α(u)−1 · α(v)Λຬͨ͢ͱ͖ɼT ʹ
ରͯ͠ෆҰகͰ͋Δͱ͍͏ɽෆҰகͳࢬΛT ʹ
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ਤ 1. ෆҰகͳࢬ e = {u, v} ∈ E \ T ʹରԠ͢Δʢਖ਼४ʣ
ඇྵด࿏ Ce ͱͦͷج beɽ

Ճ͑ͨͱ͖ʹͰ͖Δด࿏ඇྵͰ͋ΓɼͦͷΑ
͏ͳඇྵด࿏ͷ͏ͪɼ࢝ s͔Β͋ΔҙຯͰ࠷
͍ۙ͜ͱΛਖ਼४ੑͱͯ͠ఆٛ͢Δɽ

ఆٛ 3 (ਖ਼४ඇྵด࿏) T ʹରͯ͠ෆҰகͳࢬ
e = {u, v} ∈ E \ T Ͱɼd(u) + d(v) + ℓ(e)ͷ
Λ࠷খʹ͢ΔͷΛ T ʹՃ͑ͨͱ͖ʹͰ͖Δ
ด࿏CeΛɼਖ਼४ඇྵด࿏ͱݺͿɽ·ͨɼCeͷ
தͰ sʹ࠷͍ۙ beΛɼͦͷجͱݺͿɽ
ʢਤ রʣࢀ1

ج bͷਖ਼४ඇྵด࿏Cʹର͠ɼҎԼͷ 2ͭ
ͷੑ࣭͕Γཱͭɽ͜͜Ͱɼs–wύεQw͕ T

ʹରͯ͠ෆҰகͰ͋ΔͱɼψG(Qw) ̸= α(w)

Λຬͨ͢͜ͱΛ͍͏ɽ

ิ 4 C ্ͷ bҎ֎ͷҙͷ w ʹର͠ɼ
T ͔ΒCͰӌճͯ͠ಘΒΕΔ s–wύεQwɼ
ෆҰக࠷ s–wύεͰ͋Δɽ

ิ 5 C Λ bʹॖ͢Δૢ࡞ʢਤ রʣΛࢀ2
దʹఆΊΕɼॖޙͷάϥϑʹ͓͚Δҙ
ͷ࠷ෆҰக s–w ύεɼݩͷάϥϑͷ࠷
ෆҰக s–wύεʹల։ՄͰ͋Δɽ

4 ΞϧΰϦζϜ

લॲཧΛDijkstra๏ʹมޙͨ͠ߋͷ࠷ෆҰ
கύεʹର͠ɼલઅͷ༰ʹ͖ͮجҎԼͷ
Α͏ʹΞϧΰϦζϜΛઃ͢ܭΔɽ

SIP(G, ℓ, s, t, T, d,α)

ೖྗ: ࿈݁ͳΓϥϕϧ͖άϥϑG = (V,E)ɼ
ࢬ ℓ ∈ RE

≥0ɼ s, t ∈ Vɼ࢝ s͔
Βͷ࠷࿏ (T, d,α)ɽ

ग़ྗ: T ʹର͢ΔGதͷ࠷ෆҰக s–tύεɽ

Step 1. d(u) + d(v) + ℓ(e)ͷΛ࠷খʹ͢
ΔෆҰகͳࢬ e = {u, v} ∈ E \T Λબͼɼ
ରԠ͢Δਖ਼४ඇྵด࿏ΛCɼͦͷجΛ
bͱ͢Δɽʢఆٛ রʣࢀ3

ਤ 2. ਖ਼४ඇྵด࿏ C ͷج b ͷॖɽ֤ࢬ f =
{w, x} ∈ Eʹର͠ɼ2छྨͷ b–xύεR1

b,w ∗ f , R2
b,w ∗ f

ʹؔ͢Δใʢϥϕϧͱ͞ʣΛɼ2 ຊͷࢬ f̃1, f̃2 ͱ͠
ͯͦΕͧΕอ࣋͢Δɽ

Step 2. t͕ C ্ͷ bҎ֎ͷͰ͋Εɼ
T ∪ {e}தͰ eΛ௨Δ།Ұͷ s–tύεQt

Λग़ྗͯ͠ऴྃ͢Δɽʢิ রʣࢀ4
Step 3. ͦ͏Ͱͳ͚ΕɼCΛ bʹॖͯ͠
খ͍͞Πϯελϯε (G̃, ℓ̃, s, t, T̃ , d̃, α̃)Λ
ʹతؼ࠶Γɼ࡞ SIP(G̃, ℓ̃, s, t, T̃ , d̃, α̃)Ͱ
ෆҰகύεΛղ͖ɼಘΒΕͨ࠷ G̃

தͷ s–tύεΛGதͷ s–tύεʹల։͠
ͯग़ྗ͢Δɽʢิ রʣࢀ5

ਖ਼ੑɼ3અͷఆٛͱิ͔Βͪʹै͏ɽ
ɼҎԼͷΑ͏ʹ֬ೝͰ͖ͯؔ͠ʹؒ࣌ࢉܭ
Δɽॖ͕͜ىΔͱɼ͕ඞͣ 1ͭҎ্ݮΔ
ͨΊɼؼ࠶ʢ࠷ॳؚΊʣߴʑ(n − 1)ճ͠
Λ࡞Ҏ֎ͷ෦ɼॖૢؼ࠶Βͳ͍ɽ͜ى͔
ͰͰ͖Δ͜ͱΛ֬ೝ͠ɼશؒ࣌ఆ͖ͭʹࢬ֤
ମͰO(m)ؒ࣌ͱੵݟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽͨ͠
͕ͬͯɼ૯ؒ࣌ࢉܭO(nm)ͱͳΔɽ
͜͜ͰɼॖʹΑͬͯଟॏ͕ࢬେྔʹൃੜ͠ɼ
͕૿͑͗ͯ͢͠·͏ՄੑΛࢬͷ్தͰؼ࠶
ճͷʹରͯ͠ɼࠓΔඞཁ͕͋Δ͕ɼྀ͢ߟ
֤ରʹؔͯ͠ 3ຊҎ্ͷଟॏ͕͋ࢬΔঢ়گ
Ͱ͋Δ͜ͱ͕ɼҎԼͷΑ͏ʹ؍Ͱ͖Δɽ
͠ಉ͡ϥϕϧͷଟॏ͕͋ࢬΕɼͦͷதͰ࠷
͍ 1ຊΛ͚͓ͯ͠ेͰ͋Δɽ·ͨɼ
ҟͳΔϥϕϧͷଟॏ͕ࢬ 3ຊҎ্͋Δ߹ɼ
͍ํ͔Β 2 ຊΛ͚͓ͯ͠ɼ࠷ύεͱ࠷
ෆҰகύεΛ͑ߟΔ্ͰेͰ͋Δɽͨ͠
͕ͬͯɼॖͷࡍʹɼͳ͕ࢬੜ͞ΕͨΒ
औΓআ͘ͱ͍͏؆ૢ࡞Λదٓ͜͏ߦͱͰɼ࠶
ͷࢬͷݩ͕ࢬΕΔάϥϑͷݱʹதؼ 2ഒΛ
͑ͳ͍͜ͱ͕อূͰ͖Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] Y. Yamaguchi: A strongly polyno-

mial algorithm for finding a shortest

non-zero path in group-labeled graphs.

arXiv:1906.04062, 2019.
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BarronධՁΛୡ͢Δχϡʔϥϧωοτͷߏ๏

Ԃా ᠳ 1

1ཧԽֶڀݚॴɾֵ৽౷߹ڀݚηϯλʔʢཧݚAIPʣ
e-mail : sho.sonoda@riken.jp

1 ֓ཁ

ੵද͞ݱΕͨχϡʔϥϧωοτ S[µ](x) =∫
A ϕ(x; a)dµ(a), (x ∈ X )ʹର͠ɼL2ۙࠩޡࣅ
Λ Cϕ∥µ∥TV /

√
pͰԡ͑͞ΔΑ͏ͳ༗ݶχϡʔ

ϥϧωοτ S[µp](x) =
∑p

j=1wjϕ(x; aj), (x ∈
X )͕ଘ͢ࡏΔɻ͜͜ͰX ⊂ Rmσʔλۭؒɼ
A ⊂ R dύϥϝʔλۭؒɼϕ : A → (X →
C)ಛྔࣸ૾ɼµύϥϝʔλͷΛද
͢A্ͷBorelଌͰ͋ΓɼCϕ ϕʹґଘ͠
ܾͯ·ΔఆɼµpDiracଌͷ୯݁߹ µp :=∑p

j=1wjδaj (wj ∈ C, aj ∈ A)Ͱఆٛ͞ΕΔಛ
ҟଌͰ͋Δɻ͜ͷۙࠩޡࣅධՁΛ Barronධ
Ձͱ͍͍ɼ·ͣ Maurey-Jones-Barron [1, 2, 3]

͕γάϞΠυؔΛ༻͍ͨඪ४తͳχϡʔϥϧ
ωοτʹରͯ͠ ࣔ͠ɼଓ͍ͯ Kurkova [4]͕
ϕ͕Ұൠͷඇઢ૾ࣸܗͷ߹ʹରͯ͜͠ΕΛࣔ
ͨ͠ɻͨͩ͠ɼಛྔࣸ૾ a &→ ϕ(·; a)ͷඇઢ
ΑΓɼµpʹੑܗ Λ۩ମతʹߏ͢Δํ๏
͍͠ͱ͞Ε͖ͯͨɻྫ͑ɼBengio et al.

[5]  pʹରͯ͠ஞ࣍తʹ µpΛߏ͢ΔΞϧΰ
ϦζϜΛఏҊ͕ͨ͠ɼϨʔτΛୡ͢Δอূ
༩͍͑ͯͳ͍ɻBach [6, 7] ϥϯμϜಛྔ
ల։Λ༻͍Δํ๏Λ༻͍ͯ൚ԽࠩޡΛධՁͨ͠
͕ɼϨʔτΛୡ͢ΔͨΊʹඞཁͳ࠷దͷ
Ͱ͋Δͱ͚͍݁ͯΔɻNitandaࠔݱ࣮

& Suzuki [8]  Chizat & Bach [9]  pΛݻఆ
ͨ͠͏͑Ͱ্ۭؔؒͰ aj Λ࠷దԽ͢Δํ๏
ΛఏҊͨ͠ɻຊڀݚͰɼµ͓Αͼ µp Λ࠶ੜ
֩HilbertۭؒʢRKHSʣʹຒΊࠐΈɼತ࠷ద
ԽΛ༻͍ͯஞࣅۙ࣍Λ͜͏ߦͱͰɼµp Λߏ
͢Δํ๏ΛఏҊ͢Δɻ࠶ੜ֩ͱͯ͠ϢχλϦɾ
ΧʔωϧͱݺΕΔΫϥεͷΧʔωϧΛऔΔ͜
ͱʹΑΓɼఏҊΞϧΰϦζϜ͕ BarronධՁΛ
ୡ͢Δ͜ͱΛࣔ͢ɻ·ͨɼαϯϓϧαΠζ n

͕༗ݶͷ߹ͷ൚ԽࠩޡධՁ༩͑ͨɻຊڀݚ
ͷৄࡉ [10] ΛࢀরͤΑɻ

2 ύϥϝʔλͷϢχλϦɾΧʔωϧ
ੵٻ

ύϥϝʔλۭؒ A্ͷෳૉ Borelଌ
ͷશମΛMͱॻ͘ɻA্ͷ࠶ੜ֩KΛͻͱͭ

ఆ͠ɼରԠ͢Δݻ RKHSΛHK ͱॻ͘ɻύϥ
ϝʔλ µ ∈ Mͷ K ʹΑΔΧʔωϧຒΊ
Έʢkernelࠐ mean embedding; KMEʣͱɼ
ੵK[µ](a) :=

∫
AK(a, a′)dµ(a′), (a ∈ A)ʹ

Αͬͯఆٛ͞ΕΔؔK[µ]ͰɼHK ͷݩʹͳ
ΔͷΛ͍͏ɻK ʹΑΔ KME M → HK ͷ
ఆٛҬΛMK ͱॻ͘ɻ
ҙͷµ, ν ∈ MKʹର͢Δ maximum mean

discrepancy (MMD)ΛMMD(µ, ν) := ∥K[µ]−
K[ν]∥K ͱఆٛ͢Δɻ࡞Γํ͔Β໌Β͔ʹɼKME

͕୯ࣹͰ͋ΕMMDMK ্ͷڑΛఆΊ
Δɻ·ͨɼ࣍ͷؔ ∥K[µ]∥K = ∥S[µ]∥L2(P), (µ ∈
MK)Λຬͨ͢ͱ͖ɼΧʔωϧKϢχλϦͰ
͋Δͱ͍͏ɻྫ ͑ɼU(a, a′) :=

∫
X ϕ(x; a)ϕ(x; a′)dP(x)

ͱ͓͘ͱɼ͜ΕϢχλϦɾΧʔωϧͰ͋Δɻ
µ ∈ MK ͷΧʔωϧੵٻʢkernel quadra-

ture; KQʣͱɼMMD(µ, µp) Λ p ʹؔͯ͠
ஞ࣍తʹ࠷খԽ͢Δ͜ͱʹΑͬͯɼO(1/

√
p)

·ͨͦΕΑΓૣ͍ऩଋϨʔτͰۙݩࣅ µp

Λߏ͢Δํ๏Ͱ͋Δɻີݫʹɼ؆୯ͷͨ
Ί ∥µ∥TV = 1ͱԾఆͯ͠ɼ{zK(·, a) | |z| ≤
1, a ∈ A}ΛؚΉ࠷খͷತू߹ΛKͱ͓͖ɼK্
Ͱ͖݅ޯ๏ʢconditional gradient; CG,

Frank-Wolfe๏ʣΛ࣮͢ߦΔ͜ͱͰɼ͘ͱ
MMD(µ, µp) ≤ Cϕ/

√
pΛୡͰ͖Δɻ

KQʹϢχλϦɾΧʔωϧΛ༻͍ΔͱɼMMD(µ, µp) =

∥S[µ]−S[µp]∥L2(P)ͳͷͰɼKQBarronϨʔ
τΛୡ͢Δ͜ͱ͕ظ͞ΕΔɻ࣮ࡍɼϢχλ
ϦɾΧʔωϧͱͯ͠લड़ͷU ΛͱΔͱɼMMD

܇࿅σʔλ {(xi, yi)}ni=1 ⊂ X × C͔Β༰қ
ʹਪఆͰ͖ΔΑ͏ʹͳΓɼKQػࢉܭͰ࣮ߦ
ՄͳΞϧΰϦζϜʹͳΔɻҰ࿈ͷखଓ͖Λ࣮
Δඞཁͳ͍͜͢ࢉܭΔ͏͑ͰɼµΛ͢ߦ
ͱɼఏҊΞϧΰϦζϜͷڧΈͰ͋Δɻ

ँࣙ ຊڀݚૣҴాେֶͷଜాঢڭतɼಉम
AIPͷླݚେֶɾཧژɼ౦ࢯݪ՝ఔͷদ࢜
େ࣊।ڭत͓Αͼೋాಞ࢙ॿڭͱͷٞΛ
ઃతݐऩଋ͠·ͨ͠ɻօ༷ͷʹܗͷࡏݱɼͯܦ
ͳ͝ҙँײʹݟக͠·͢ɻ
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ࣝผʹର͢Δݩ࣍ߴχϡʔϥϧωοτͷޯ߱Լ๏ͷେҬऩଋੑͱ൚
Խੑղੳ

ೋా ಞ࢙ 1,2, ླ େ࣊ 1,2

1౦ژେֶେֶӃใཧڀݚܥֶՊɼ2ཧԽֶڀݚॴ ֵ৽౷߹ڀݚηϯλʔ
e-mail : {nitanda, taiji}@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 ֓ཁ

ਂֶशϞσϧΛؚΉݩ࣍ߴχϡʔϥϧωο
τଟେͳޭΛऩΊ͍ͯΔ͕ɼͦͷޭͷཧ
తཪ͚ΛಘΔҝʹ࣍ͷೋͭͷΛղܾ
͢Δඞཁ͕͋Δɿ(I)ඇತ࠷దԽʹର͢Δ࠷
దԽख๏ͷେҬऩଋੑɼ(II)σʔλ͕શϑΟο
τՄͳঢ়گԼͰͷ൚Խࠩޡอূɽ͜ΕΒػ
ցֶशίϛϡχςΟʹ͓͚ΔॏཁͳͰ͋Δ
͕ɼNeural Tangent Kernel (NTK)ͱݺΕΔ
χϡʔϥϧωοτ༝དྷͷΧʔωϧͷղੳΛ௨͠
ͯ෦తʹղܾ͞Ε࢝Ί͍ͯΔɽճؼΛର
ͱ͢ΔطଘڀݚͰNTKͷਖ਼ఆੑ͕େҬ
ऩଋੑͷҝͷॏཁͳׂΛ୲͏͕ɼࣝผͰ
NTKʹΑΔσʔλͷࣝผՄੑ͕ΑΓຊ࣭
తͳԾఆͰ͋ΔࣄΛຊڀݚͰࣔ͢ɽߋʹ͜ͷԾ
ఆͷԼͰɼطଘڀݚͷ݁ՌʹൺۃΊ࣮ͯݱత
ͳαΠζͷೋχϡʔϥϧωοτʹରͯ͠ޯ
߱Լ๏ͷେҬऩଋੑͱ൚ԽࠩޡධՁΛ༩͑Δɽ

2 ংจ

ۙɼਂχϡʔϥϧωοτ͕༷ʑͳͰ
ޭΛऩΊ͍ͯΔ͕ɼͦͷ༏ΕͨੑΛཧత
ʹཪ͚Δҝʹ࣍ͷೋͭͷΛղܾ͢Δඞ
ཁ͕͋Δɽ(I) ඇತ࠷దԽͰ͋Δχϡʔϥ
ϧωοτֶशʹର͢Δ࠷దԽख๏ͷେҬऩଋੑɼ
(II) ʹ࿅σʔλ܇χϡʔϥϧωοτ͕ݩ࣍ߴ
શʹϑΟοτՄͳ݅ԼͰͷ൚Խࠩޡอূɽ
ೋχϡʔϥϧωοτʹରͯ͠ޯݩ࣍ߴ

߱Լ๏ͷେҬऩଋੑ෦తʹղܾ͞Ε࢝Ίͯ
͍Δɽূ໌ͷݤ͍ͣΕ͕ੑݩ࣍ߴॏཁͰ͋
Δ͕ɼϞσϧͷग़ྗεέʔϧʹԠͯ͡Wasser-

stein ޯྲྀ [1, 2, 3] ͷͱͮ͘جʹ Neural

Tangent Kernel (NTK) [4, 5]ͱݺΕΔχϡʔ
ϥϧωοτ༝དྷͷΧʔωϧཧʹͮ͘جͷʹ
େผ͞ΕΔɽຊڀݚಛʹऀޙͷNTKΛ༻͍
ͨཧʹ͢ΔɽNTKχϡʔϥϧωοτ
ʹର͢Δޯ๏ʹۭؔؒʢNTK͕ఆΊΔ࠶
ੜ֩ώϧϕϧτۭؒʣͰͷޯ๏ͱͯ͠ͷ࠶ղ
ऍΛ༩͑ɼେҬऩଋੑͷٞΛՄʹ͢Δ༗༻
ͳ֓೦Ͱ͋Δɽ࣮ࣄɼ[5]Ͱ͜ͷੑ࣭ͱχϡʔ

ϥϧωοτͷੑݩ࣍ߴʹΑΔNTKͷਖ਼ఆੑ
Λར༻͠ɼޯ߱Լ๏ͷେҬऩଋੑΛࣔͨ͠ɽ
,ʹߋ ͜ͷ݁Ռ [6]ʹΑਫ਼៛Խ͞Εɼޯ߱
Լ๏ͷ൚Խੑอূ༩͑ΒΕͨɽ͜ΕΒͷݚ
χϡʔϥϧωοτʹ͓͚Δݩ࣍ߴڀ (I)ɼ
(II)ʹରͯ͠ॏཁͳݙߩΛ͕ͨ͠ɼඇ࣮ݱతͳ
χϡʔϥϧωοτʣΛԾఆݩ࣍ߴʢੑݩ࣍ߴ
͍ͯͨ͠ɽ
ͦ͜ͰɼຊڀݚͰࣝผͰͦͷಛ
ੑ͔ΒNTKཧ͕ΑΓখ͍࣮͞ݱతͳαΠζ
ͷೋχϡʔϥϧωοτʹద༻ՄͰ͋ΔࣄΛ
ࣔ͢ɽ۩ମతʹɼNTKͷਖ਼ఆੑͰͳ͘ɼ
NTKͷཅతදݱ (NTF)Ͱσʔλ͕Ϛʔδϯ
ͰશࣝผՄͰ͋Δ͕ࣄେҬऩଋੑΛࣔ͢ҝ
ʹेͰ͋ΔࣄΛࣔͨ͠ɽ͜ͷԾఆࣝผ
ͰNTKͷਖ਼ఆੑΑΓࣗવͰ͋Γɼͦͷ
݁Ռɼ࣮ݱతͳαΠζͷχϡʔϥϧωοτʹର
ͯ͠େҬऩଋੑͱ൚Խࠩޡอূ͕༩͑ΒΕΔɽ
ଈͪɼຊڀݚطଘڀݚʹൺͯΑΓൣ͍ғ
ͷೋχϡʔϥϧωοτͷޯ߱Լ๏ʹର͠ཧ
อূΛ༩͑ΔͷͰ͋Δɽ

3 ओ݁Ռ

ಛۭؒͱೋϥϕϧͷू߹ΛͦΕͧΕX =

RdɼY = {−1, 1}ͰఆΊΔɽνΛX ×Y্ͷਅ
ͷ֬ଌɼ(xi, yi)ni=1Λ νnʹै͏αϯϓϧͱ
͢ΔɽϩδεςΟοΫଛࣦΛ l(ζ, y) = log(1 +

exp(−yζ)) (ζ ∈ Rɼy ∈ Y)ͰఆΊΔɽ͜ͷ࣌ɼ
ຊ͕ڀݚରͱ͢Δݧܦଛࣦ࠷খԽ

L(Θ) =
1

n

n∑

i=1

l(fΘ(xi), yi).

ͱͳΔɽfΘ : X → R࣍Ͱఆٛ͞ΕΔೋχ
ϡʔϥϧωοτͰ͋Δ: ύϥϝʔλΘ = (θr)mr=1

(θr ∈ Rd)ͱఆ (ar)mr=1 ∈ {−1, 1}mʹର͠

fΘ(x) =
1

mβ

m∑

r=1

arσ(θ
⊤
r x).

͜͜Ͱɼm தؒϊʔυɼβ ∈ [0, 1) ε
έʔϦϯάͷ࣍, σ : R→ RΒ͔ͳੑ׆
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ԽؔͰ͋Δɽχϡʔϥϧωοτͷ܇࿅Ͱɼ
(ar)mr=1 ∈ {−1, 1}m ఆͱ͠ Θ = (θr)mr=1

ͷΈ࠷దԽ͠ɼθr֬ଌ µ0ʹै͍ॳظԽ
͢Δɽ
NTF  ∂θσ(θ(0)⊤·) ͕ఆΊΔແۭؒݩ࣍ݶ

ͷඇઢܗಛநग़ࣸ૾Ͱ͋Γɼsupp(ν)্ͷ
σʔλNTFΛ௨ͯ͠Ϛʔδϯ͖Ͱશࣝ
ผՄͱ͢Δ: ∃v : Rd → {w ∈ Rd | ∥w∥2 ≤
1}, ∀(x, y) ∈ supp(ν),

Eθ(0)∼µ0
[y∂θσ(θ

(0)⊤x)⊤v(θ(0))] ≥ ρ.

ఆཧ 1্هԾఆٴͼੑ׆ԽؔॳظԽʹͭ
͍ͯͷछʑͷԾఆͷԼɼޯ߱Լ๏ɿ

Θ(t+1) ← Θ(t) − η∇ΘL(Θ(t))

ͷେҬऩଋੑٴͼ൚ԽࠩޡอূΛ༩͑Δɽ

ఆཧ 1 (ུࣜ). ҙͷ ϵ > 0ʹର͠ɼϋΠύʔ
ύϥϝʔλ (m: தؒϊʔυɼn: ࿅σʔλ܇
ɼη: ޯ߱Լ๏ͷֶश)Λ࣍ͷΑ͏ʹઃఆ
͢Δɿm = Ω(ϵ−1), η = Θ(m−1), n = Ω̃(ϵ−4).

͜ͷ࣌ɼ֬ߴͰظ ϵ-ࣝผࠩޡΛୡ͢Δύ
ϥϝʔλ͕ޯ߱Լ๏ͷ T = Θ(ϵ−2)-෮Ҏ
ͰಘΒΕΔɽ

͍ۙ࠷ɼྫ͑ઃఆ͕ڀݚଘط [7]Ͱத
ؒϊʔυm = Ω̃(ϵ−14)Λඞཁͨ͠ࣄʹൺ
ຊ݁ՌதؒϊʔυΛ Ω(ϵ−1)ʹ·Ͱେ෯ʹ
తͳαΠζͷೋ࣮ݱΔɽ͜Ε͍ͯ͠ݮ
χϡʔϥϧωοτʹରͯ͠େҬऩଋੑɾ൚Խޡ
ࠩอূΛ༩͑Δॏཁͳ݁ՌͰ͋Δɽ
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機械学習を利用した結晶界面構造決定と物性の予測 
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1  概要 
実用に供されている材料の中には，点欠陥や

粒界，表面などの様々な格子欠陥が存在する．

それらはバルクとは異なる元素や原子配列を

伴うために，機械的・機能的物性に多大な影響

を与えることが知られている．また，薄膜法を

用いて作成される人工超格子のヘテロ界面で

は，二次元電子ガスの形成など特異的な物性の

発現も報告されている．これら様々な格子欠陥

における機能発現を理解するためには，格子欠

陥の原子構造を明らかにし，その構造と特異的

な物性との相関性を明らかにする必要がある． 

一方で，格子欠陥が 0次元（点欠陥），1次元（転

位），2次元（表面，界面）の構造を有しており，

その構造を決定するためには結晶内部とは異

なる固有の自由度を考慮する必要がある．その

自由度を網羅するような構造に対してすべて

計算することは一般的に困難である． 

また，放射光や電子顕微鏡を用いた計測にお

いても，近年測定されるデータ（スペクトル）

数が膨大となり，専門の研究者が専門知識をも

ってスペクトルを解釈する「研究者駆動型のス

ペクトル解釈」が困難な状況になりつつある． 

そのような中，米国発のマテリアルズインフ

ォマティクスに関する研究成果が注目をあつ

めている．そのような様々な背景をふまえ，本

発表では機械学習の手法を利用した効率的な

結晶界面の構造決定と，界面における構造機能

相関，さらに機械学習をもちいたスペクトルの

解釈に関する研究を報告する． 

 

2  機械学習を利用した界面構造決定 
各欠陥は構造の自由度を持ち，同じ物質内の

同じ種類の欠陥であったとしても，その原子構

造は多様である．例えば，結晶界面においては，

同相界面（粒界）やヘテロ界面においても 9個

の自由度が存在している．二つの結晶の相対方

位関係を決める巨視的な自由度が 5個と，相対

的な剛体変位や粒界面に関する微視的な自由

度の 4個である．対応格子理論(Coincidence 

Site Lattice (CSL) theorty)に基づく CSL粒

界は，Σ値を用いて粒界を規定する理論である

が，モデル化されたΣ粒界でも，微視的な自由

度 4個を決定する必要がある． 

そのような格子欠陥の構造を決定する上で，

原子・電子レベルのシミュレーションが以前か

らもちいられてきた．しかし，前述の自由度の

ために，シミュレーションによりその構造を決

定することは容易ではない．粒界の種類や対称

性にもよるが，候補構造の数は数百から時には

数万個にも及ぶ．候補構造は結晶を切って張り

合わせたため，その中からどれが最安定な構造

を与えるかは，候補構造を作った時点ではわか

らない．そのため，一つずつの候補構造に対し

て，第一原理計算や，MD計算，静力学計算を行

うなどして，初期構造を構造緩和し，さらに得

られた全エネルギーから粒界エネルギーを算

出する必要がある． 

さらに，粒界はその方位関係や，回転角によ

って無数の種類が存在する．例えば，立方晶系

における[001]軸対称傾角粒界であれば，Σ値

が100以下の粒界が26種類存在する．さらに，

粒界には[011]軸や[111]軸，対称傾角に加え，

非対称傾角粒界，さらにねじれ粒界も存在する．

また，一般的な多結晶体にはランダム粒界が主

成分である．これまでに非対称傾角粒界の第一

原理計算は若干あるものの，ランダム粒界のモ

デリングの報告は皆無である．つまり，複雑な

粒界も含めて多結晶体における界面の物性を

理解するためには，様々な粒界の構造を決定し，

さらにそれら粒界における構造と物性との相

関性を理解する必要がある． 

そのような膨大な量を実施することは非現実

的であり，界面における理解をより深化させる

ためには，界面構造を決定するスピードを向上

させる必要がある．以上の様な背景を踏まえ，

我々のグループでは情報科学の手法を活用す

ることで，界面構造を決定するスピードを向上

させるための研究に数年前から取り組んでき

た． 

ここでは，仮想スクリーニングという機械学

習法を用いた界面構造決定について説明する．
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仮想スクリーニングでは，候補構造が膨大であ

り，それらを全て計算もしくは実験することが

困難な場合，いくつかの候補構造において実際

の計算を行い，予測モデル（Predictor）を構

築する．得られた Predictorを用いることで，

実際に計算を行わなかった他の候補構造の予

測を行い，その中から最安定（最適）なものを

探索するという手法である． 

ここでは，単純な面心立方構造を有する Cu
の[001]軸対称傾角粒界について，仮想スクリー
ニングを用いた界面構造決定を行った．目的変

数は粒界エネルギー，説明変数は構造緩和前の

期医科学的な値を用いた．回帰については，非

線形回帰法の一種であるサポートベクトル回

帰を用いた．Predictorを構築するためのデータ
（学習データ）として， 65[001]/(210), 
65[001]/(310),   617[001]/(350), 617[001]/(410)を
選択した．この４つの粒界については全候補の

網羅的な計算を行い，目的変数=粒界エネルギ
ーに対して説明変数（特徴量）=幾何的情報を
回帰することで Predictor を構築した．
625[001]/(710), 629[001]/(520), 629[001]/(730), 
637[001]/(610), 637[001]/(750), 641[001]/(910), 
641[001]/(540), 653[001]/(720), 653[001]/(950), 
661[001]/(11 1 0), 6125[001]/(11 2 0)にも適用し
た．その結果を図 1に示す．相対方位角度にた
いして上に凸な関係であり，各所にエネルギー

が下がる点（cusp）が報告されており，過去の
報告と一致していることが分かる． 

このように，仮想スクリーニングを用いるこ

とにより，粒界を非常に効率的に探索すること

が出来る[1]． 
 
さらに，ガウス過程回帰に基づく空間補間法

であるクリギング（Kriging）や転移学習も有

効であることが分かっている[2-3]． 

また，界面におけるドーパント偏析構造決定

[4-5]や，界面における構造機能相関の解明[6]

にも機械学習は有効である． 

 

3  機械学習を利用したスペクトル解析 
さらに，計測と機械学習を組み合わせた解析

も行っている．前述のように装置発展により膨

大な数のスペクトルを取得することができる

ようになり，そのような多くのスペクトルを解

釈するための手法開発が求められている． 

これまでに機械学習を活用した「データ駆動

型」のスペクトル予測や解釈法などを開発して

きた[7-8]． 

 

本発表では機械学習を利用した界面構造解析

やスペクトル解析について紹介する． 
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図 1 Predictorに予測された他粒界のエネルギー 
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ύʔγεςϯτϗϞϩδʔͱػցֶशͷΈ߹ΘͤʹΑΔσʔλղੳ

େྛ Ұฏ 1

1 ཧԽֶڀݚॴ AIP

e-mail : ippei.obayashi@riken.jp

1 ͡Ίʹ

Ґ૬తσʔλղੳֶͷτϙϩδʔͷΞΠ
σΞΛ׆༻༷ͨ͠ʑͳσʔλղੳख๏Ͱ͋Γɼ
σʔλͷʮ͔ͨͪʯͷใΛநग़͢ΔͨΊʹ༗
༻ͳπʔϧͰ͋ΔɽύʔγεςϯτϗϞϩδʔ
(PH)[1]Ґ૬తσʔλղੳͷॏཁͳπʔϧͰɼ
ϚϧνεέʔϧͳزԿతใΛநग़͢Δ͜ͱΛ
Մͱ͢ΔɽҰํػցֶशσʔλͷഎޙʹӅ
͞ΕͨύλʔϯΛൃ͢ݟΔ͜ͱΛՄͱ͢Δɽ
͢Δͱ͜ͷ 2ͭͷΈ߹ΘͤʹΑͬͯಛతز
ԿύλʔϯΛσʔλ͔ΒऔΓग़͢ͱ͕Մͱͳ
Δͱ͑ߟΒΕΔɽ

ຊߨԋͰ [2] Ͱߨԋऀ͕ఏҊͨ͠σʔλղ
ੳख๏ʹ͍ͭͯհ͢ΔɽຊڀݚژେͷฏԬ
ɼKEKࢯ ͷଜࢯͱͷڞಉڀݚʹΑΔɽ

2 ύʔγεςϯτϗϞϩδʔ

PH ͱཧతʹϑΟϧτϨʔγϣϯ্ͷ
ϗϞϩδʔཧͰ͋ΔϑΟϧτϨʔγϣϯ (Ґ
૬ۭؒͷ૿େྻ) ʹεέʔϧͷใΛΤϯίʔ
υ͢Δ͜ͱͰ௨ৗͷϗϞϩδʔཧͰѻ͑ͳ
͍Α͏ͳεέʔϧͷใΛऔΓѻ͑ΔΑ͏ʹ͠ɼ
͞ΒʹϊΠζʹର͢Δੑ݈ؤΛ࣮͍ͯ͠ݱΔɽ

͜͜Ͱྫͱͯ͠ਤ 1(a) ͷΑ͏ͳ 4 ͔Β
ͳΔσʔλ ( ϙΠϯτΫϥυ) Λ͑ߟΔɽ͜
ͷͷτϙϩδʔతใΛௐΔ͜ͱΛ͑ߟ
Δɽ͜ͷ··Ͱ 4ͷ࿈͕݁͋Δ͚ͩͩ
͕ɼΑΓҙຯͷ͋ΔτϙϩδΧϧͳߏΛௐ
ΔͨΊɼਤ 1(b)ͷΑ͏ʹ֤ʹಉ͡ܘͷԁ൫
Λஔ͘ɽ͢Δͱ͜ͷਤͷΑ͏ʹݩͷϙΠϯτΫ
ϥυʹͳ͔ͬͨҐ૬తߏΛͭ࣋Α͏ʹͳ
Δɽ͞Βʹ͜ͷܘΛঃʑʹେ͖͘͢Δ͜ͱͰ
Ґ૬తߏͷมԽΛ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔΑ͏ʹ
ͳΔɽ͜ͷਤͰܘ r2 Ͱ͕݀ੜ͡ɼr3 Ͱͦ
Ε͕ 2 ͭʹ͔Εɼr4 Ͱ݀ͷҰํ͕ຒ·Γɼr5
Ͱ͏Ұํͷ݀ফ໓͢ΔɽPH ͷཧΛ༻͍
Δͱɼ͜Ε r2 Ͱੜ͕ͨ݀͡ r5 Ͱফ໓͠ɼr3
Ͱੜ͕ͨ݀͡ r4 Ͱফ໓͢Δɼͱղऍ͢Δ͜ͱ
͕ՄͱͳΔɽPH ͷཧ͜ͷΑ͏ͳϗϞϩ
δʔੜݩͷൃੜͱফ໓ͷϖΞΛҰҙʹ࡞Δ͜
ͱΛՄͱ͍ͯ͠Δɽ͜ͷ (r2, r5), (r3, r4)ͱ͍

͏ϖΞΛ birth-death pair ͱݺͼɼbirth-daeth

pair શମͷू߹Λύʔγεςϯτਤ (PD) ͱݺ
ͿɽPD͠͠ਤ 1(c)ͷΑ͏ͳਤͰՄࢹԽ
͞ΕΔɽPD ใΛఆྔత͔ͭޮతʹॖ
͍ͯ͠Δͱ͑ߟΒΕɼ༷ʑͳσʔλղੳʹར༻
͞Ε͍ͯΔɽ͜͜ͰҰͭҙ͓ͯ͘͠ͱɼੜଘ
ͷࠩɼ͕খܘͱੜܘɼ͢ͳΘͪফ໓ؒ࣌
͍͞ birth-death pair ফ໓͙ͯ͢͠ফ͑ΔΘ
͚ͳͷͰॏཁ͕͍ɼͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɽ
PH ʹؔ͢ΔॏཁͳςΫχοΫͷҰͭͱͯ͠

ʮٯղੳʯ͕ ͋Δɽ͜ΕPD͔Βೖྗσʔλ
ͱΔख๏Ͱ͋Γɺ͜ ΕʹΑ֤ͬͯbirth-death

pairʹରԠ͢ΔϗϞϩδʔతߏΛऔΓग़͢͜
ͱ͕Ͱ͖Δɽ

3 ցֶशͱͷΈ߹Θͤػ

ցֶशͷೖྗͱػຊతͳΞΠσΞͱͯ͠ج
ͯ͠ PD Λ͜͏ͱͰσʔλͷಛతزԿత
ใΛநग़͢Δ͜ͱΛ͢ࢦɽػցֶशͷ༻ޠ
Ͱ͏ݴͱ PD ಛྔΛར༻͢Δͱ͍ͮ͘جʹ
͏͜ͱͰ͋Δɽػցֶशͷೖྗ௨ৗϕΫτϧ
Ͱ͋ΔͷͰɼԿΒ͔ͷҙຯͰ PD ΛϕΫτϧԽ
͢Δ͜ͱ͕ඞཁͰ͋Δɽ͜ͷ෦ʹ͍֤ͭͯ
छΧʔωϧͳͲ༷ʑͳख๏͕ 10 Ҏ্ఏҊ͞Ε
͍ͯΔɽ͜͜ͰػցֶशͷղऍੑΛߴΊΔͨ
ΊɼPersistence Image(PI)[3] ͱݺΕΔγϯ
ϓϧͳϕΫτϧԽख๏Λ༻͍Δɽײతઆ໌ͱ
ͯ͠ώετάϥϜͷ֤ϏϯͷΛҰྻʹฒ
ͨͷΛϕΫτϧͱΈͳ͢ͷͰ͋ΔɽPDDq

ʹରͯ͠ɼฏ໘্ͷ ρ Λ

ρ(x, y) =
∑

(b,d)∈Dq

W (x, y | b, d)

W (x, y | b, d) = w(b, d) exp

(
(x− b)2 + (y − d)2

2σ2

)

w(b, d) = arctan(C(d− b)p)

Ͱఆٛ͠ɼ͜ΕΛ L2 ؔͱΈͳ͢͜ͱͰੵ
ۭؒͷϕΫτϧͱΈͳ͢ɽw  pair ͷੜଘ࣌
ؒʹΑΔॏཁΛөͤ͞ΔͨΊͷॏΈؔͰ
͋Δɽ࣮ࡍʹ͜ͷؔΛ༗ݶάϦουͰࢄ
Խ͢Δ͜ͱͰ༗ݩ࣍ݶϕΫτϧۭؒͷϕΫτϧ
ͱΈͳ͢ɽ
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radius
(a) (b) (c)

ਤ 1. ϑΟϧτϨʔγϣϯ

ΊΔͨΊߴցֶशͷख๏ͱͯ͠ղऍੑΛػ
ઢܗͳϞσϧΛར༻͢Δɽྫ͑ઢܗճؼɼϩ
δεςΟοΫճؼɼPCAɼNMFͳͲͰ͋Δɽ͜
͜ͰϩδεςΟοΫճؼΛ༻͍Δ͜ͱʹ͢Δɽ
ͷֶशσʔλݸݶցֶशͱ༗ػ {(xi, yi)}Ni=1

͔Β xͱ y ͷؔΛਪఆ͢Δ͜ͱͰ͋Δɽϩδ
εςΟοΫճؼ x ∈ Rm, y ∈ {0, 1}ͷؒͷ֬
తͳؔΛ

P (y = 1 | x, a, b) = ζ(a · x+ b)

P (y = 0 | x, a, b) = 1− ζ(a · x+ b)

= ζ(−a · x− b)

ζ(z) = 1/(1 + e−z)

ͱԾఆ͠ɼֶ शσʔλ͔Βదͳa ∈ Rm, b ∈ R
Λௐ͢Δ͜ͱͰxͱyͷؒͷؔΛهड़͢Δɽ
PH ͱͷΈ߹ΘͤͷͨΊʹ͜ͷ x ʹ PI Ͱ
ϕΫτϧΛ༻͍Εྑ͍ɽͨ͠ࢉܭ
PI ͱઢܗϞσϧͷྑ͍ͱͯ͠ɼֶश݁Ռ

ͷղऍ͕͍͕͋͢͠Δɽ͜͜Ͱ͍ͯ͑ߟΔ
ੵ L2 ੵ (ͷࢄԽʹΑΔۙࣅ) ͳͷͰɼ
ʹతࣅۙ

P (y = 1 | x, a, b) = ζ(
∑

(b,d)∈Dq

I(b, d, a) + b)

I(b, d, a) =

∫
a(x, y)W (x, y | b, d)dxdy

ͱॻ͚Δ (a(x, y)ֶश݁ՌΛPIͷϧʔϧͰٯ
ʹฏ໘্ͷ۠తఆؔͱݟͳͨ͠ͷͰ͋
Δ)ɽ͢Δͱ͜ͷ I(b, d, a)֤birth-daeth pair

(b, d) ͷॏཁΛද͍ͯ͠ݱΔɽූ߸ʹΑͬͯ
y = 1, y = 0ͷ͍ͣΕͷ֬ʹد༩͍ͯ͠Δ͔ɼ
ઈରͷେ͖͞ʹΑͬͯͦͷد༩ͷେ͖͞ɼΛ
ͦΕͧΕΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜ΕͰಛఆ͞Εͨ
ॏཁͳ birth-daeth pair ͔ΒٯղੳͰରԠ͢Δ
ΛΔ͜ͱ͕Ͱ͖ɼ͞ΒͳΔղੳܗσʔλͷݩ
͕ՄͱͳΔɽ͜ͷख๏͢Ͱʹম݁߭ [4] ͷ
ղੳͳͲʹ׆༻͞Ε͍ͯΔɽ

4 ͓ΘΓʹ

ຊߨԋͰ PH ͱػցֶशͷΈ߹Θͤͷ 1

ख๏ʹ͍ͭͯհͨ͠ɽPI ͱઢܗϞσϧͷ

Έ߹Θͤͱ͍͏γϯϓϧͳख๏Λ߹ͤΔ͜
ͱͰ֤ birth-death pair ͷॏཁΛͰදݱ
Ͱ͖ΔΑ͏ʹͳ͍ͬͯΔɽ͞Βʹ͜ΕͰಛఆ͠
ͨॏཁͳ birth-death pair ΛٯղੳͰݩͷܗʹ
Ϛοϐϯά͢Δ͜ͱͰֶश݁ՌΛײతʹཧղ
͠ɼΑΓਂ͍ղੳΛՄͱ͢Δɽຊߨԋͷख๏
σʔλͷܗͷσʔλղੳʹ׆͘༻Ͱ͖Δख
๏Ͱ͋Δͱظ͞ΕΔɽޙࠓͷ՝ͱͯ͠ɼ
ղऍੑΛଛΘͣඇઢੑܗΛಋೖ͢ΔʹͲ͏͢
Εྑ͍ͷ͔ɼͱ͍ͬͨ՝͕͋Δɽ
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六角格子上の離散冪函数：ABS方程式系とGarnier系からの導出
Joshi Nalini1,梶原健司 2,中園信孝 3,増田哲 4

1University of Sydney，2九大 IMI，3東京農工大工，4青学大理工
e-mail : kaji@imi.kyushu-u.ac.jp

1 はじめに
論文 [1]で提示されたPainlevé VI方程式 (PVI)

のBäcklund変換で記述される離散冪函数に対し
て，PVIの超幾何τ函数を用いた明示公式 [2]，立
方格子上で 3A(1)

1 型 affine Weyl群対称性をもつ
Adler-Bobenko-Suris(ABS)系 (Q1,H1)からの導
出 [3]が知られている．本研究では [4, 5, 6]で
導入された六角格子上の離散冪函数を議論し，
その定義方程式が 4A(1)

1 型の affine Weyl群対称
性をもつ 4次元立方格子上の ABS系 (Q1,H1)，
および 2変数Garnier系のBäcklund変換から得
られることを示す．

2 六角格子上の離散冪函数
li ∈ Z (i = 1, 2, 3)を独立変数， f ∈ Cを従

属変数とする偏差分方程式系を考える．以下，
f = fl1,l2,l3 で添字 ±iは li方向の ±1シフト．例
えば f±1 = fl1±1,l2,l3 , f23 = fl1,l2+1,l3+1.

( f − f1)( f12 − f2)
( f1 − f12)( f2 − f )

=
1
x1
,

( f − f2)( f23 − f3)
( f2 − f23)( f3 − f )

=
1
x2
,

( f − f3)( f13 − f1)
( f3 − f13)( f1 − f )

=
1
x3
,

(1)

α0
0 f = (l1 − α1

1)
( f1 − f )( f − f−1)

f1 − f−1

+ (l2 − α2
1)

( f2 − f )( f − f−2)
f2 − f−2

+ (l3 − α3
1)

( f3 − f )( f − f−3)
f3 − f−3

.

(2)

ここで，xi (i = 1, 2, 3), α0
0, αk

1 (k = 1, 2, 3)は複
素パラメータであり，x1x2x3 = 1を満たす．パ
ラメータを xi = e2iαi (αi > 0) (i = 1, 2, 3), α0

0 =
c
2

(0 < c < 2)と特殊化し，初期条件

f1,0,0 = 0, f0,1,0 = eic(α2+α3), f0,0,1 = eicα3

によって定まる解 fl1,l2,l3のうち，|l1+ l2+ l3| ≤ 1
を満たす部分格子上の解は冪函数 zc に対応す
る六角格子上の離散冪函数を与える．

図 1. 4次元超立方体と u変数の配置

3 ABS系 (Q1,H1)
図 1のように，4次元超立方体の 3次元部分
立方体上の各面に以下の差分方程式を配置する．
以下，u = ul1,l2,l3,l0 とし，添字の記法は上と同
様である．

(u + u1)(u2 + u12)
(u + u2)(u12 + u1)

=
µ(1)

l1

µ(2)
l2

,

(u + u2)(u3 + u23)
(u + u3)(u23 + u2)

=
µ(2)

l2

µ(3)
l3

,

(u + u3)(u1 + u13)
(u + u1)(u13 + u3)

=
µ(3)

l3

µ(1)
l1

,

(3)

(
1
u
+

1
u1

)
(u0 + u10) = −µ(1)

l1
µ(0)

l0
,

(
1
u
+

1
u2

)
(u0 + u20) = −µ(2)

l2
µ(0)

l0
,

(
1
u
+

1
u3

)
(u0 + u30) = −µ(3)

l3
µ(0)

l0

(4)

ここで，{. . . , µ(i)
−1, µ

(i)
0 , µ

(i)
1 , . . . }i=0,1,2,3はパラメー

タである．差分方程式系 (3)(Q1), (4)(H1)はmul-
tidimentionally consistent，すなわち各 3次元部
分立方体上で consistency around the cube prop-
ertyを持っていることを確かめることができる．

µ(1)
l =

1
x1
, µ(2)

l = 1, µ(3)
l = x2,

µ(0)
l = (α0

0 + l)(α0
0 + l + 1), x3 =

1
x1x2
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とおき，さらに αk
i (k = 0, . . . , 4, i = 0, 1) を条

件 αk
0 = 1 − αk

1をみたすパラメータとする．こ
のとき，変換 sk

i , πk (k = 0, . . . , 3, i = 0, 1), σ12,
σ23を

sk
0 : (αk

0,α
k
1) $→ (−αk

0, 2 − αk
1),

sk
1 : (αk

0,α
k
1) $→ (2 − αk

0,−αk
1),

πk : (αk
0,α

k
1,α

4
0,α

4
1) $→ (αk

1,α
k
0,α

4
1,α

4
0),

σ12 : (α1
0,α

1
1,α

2
0,α

2
1, x1, x2, x3)

$→ (α2
0,α

2
1,α

1
0,α

1
1, x1

−1, x3
−1, x2

−1),

σ23 : (α2
0,α

2
1,α

3
0,α

3
1, x1, x2, x3)

$→ (α3
0,α

3
1,α

2
0,α

2
1, x3

−1, x2
−1, x1

−1),

(u変数への作用は省略する)で導入すると，方
程式系 (3), (4)はこれらの変換に共変であり，こ
れらの変換は拡大 affine Weyl群 W̃(4A(1)

1 )

W̃(4A(1)
1 ) = ⟨s1

0, s
1
1⟩ × ⟨s2

0, s
2
1⟩ × ⟨s3

0, s
3
1⟩ × ⟨s0

0, s
0
1⟩

! ⟨π1, π2, π3, π0,σ12,σ23⟩

をなす．さらに， fl1,l2,l3 = (−1)l1+l2+l3ul1,l2,l3,0と
おくことで (1)が得られ，(2)も整合的に成り立
つことが示される．

4 Garnier系
2変数のGarnier系は次のHamilton系として

与えられる [7]，独立変数 ti,従属変数 pi, qi (i =
1, 2)に対する偏微分方程式系である．
∂q j

∂ti
=
∂Hi

∂p j
,
∂p j

∂ti
= −∂Hi

∂q j
(i, j = 1, 2), (5)

ti(ti − 1)Hi = qi(q1 p1 + q2 p2 + α)(q1 p1 + q2 p2 + α + κ∞)

+ti pi(qi pi − θi) −
t j(ti − 1)

ti − t j
(q j p j − θ j)qi p j

− ti(ti − 1)
ti − t j

(qi pi − θi)q j pi −
ti(t j − 1)

t j − ti
q j p j(qi pi − θi)

− ti(t j − 1)
t j − ti

qi pi(q j p j − θ j) − (ti + 1)(qi pi − θi)qi pi

+(κ1ti + κ0 − 1)qi pi, (i, j) = (1, 2), (2, 1),

α = −1
2

(θ1 + θ2 + κ0 + κ1 + κ∞ − 1).

Garnier系は以下の変換を許容する [7, 8, 9]．

ri : θi $→ −θi, pi $→ pi −
θi
qi

(i = 1, 2),

r3 : κ0 $→ −κ0, pi $→ pi −
κ0

ti(gt − 1)
,

r4 : κ1 $→ −κ1, pi $→ pi −
κ1

g1 − 1
,

r5 : κ∞ $→ −κ∞,

r34 : θi $→ −θi (i = 1, 2), κ0 $→ −κ0 + 1,

κ1 $→ −κ1 + 1, κ∞ $→ −κ∞,

qi $→
ti pi(qi pi − θi)

(q1 p1 + q2 p2 + α)(q1 p1 + q2 p2 + α + κ∞)
,

qi pi $→ −qi pi.

加えて，パラメータ θ = (θ1, θ2, θ3, θ4, θ5)（ただ
し (θ3, θ4, θ5) = (κ0, κ1, κ∞)）の互換に対応する
変換がある．τ変数を導入してこれらの変換を
τ変数に持ち上げ， f 変数を導入すると，ABS
系 (3), (4)がこれらの変換が作る格子の中に埋
め込まれていることを示すことができる．
以上をまとめて，以下の定理を得る．

定理 1 1) 差分方程式系 (1), (2) は ABS 系
(3), (4)の Bäcklund変換から導かれる．

2) 差分方程式系 (1), (2)は 2変数Garnier系
(5)の Bäcklund変換から導かれる．
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相似幾何とユークリッド幾何に基づく離散対数型美的曲線の生成
井ノ口順一 1,梶原健司 2,三浦憲二郎 1,2

1筑波大，2九大 IMI，3静岡大
e-mail : kaji@imi.kyushu-u.ac.jp

1 はじめに
対数型美的曲線 (log-aesthetic curve: LAC)は

相似幾何に基づく定式化により，ユークリッド
幾何における Eulerの弾性曲線の相似幾何類似
という特徴付けがなされた [1]．本研究ではその
可積分離散化である離散対数型美的曲線 (dLAC)
を研究対象とする．dLACは，相似幾何に基づき
セグメント間の方向変化量 κを一定として，セ
グメント長 qn(nは整数）を変化させることで生
成される離散平面曲線で，qn = (c1n+c2)1/(α−1),
c1 と c2 は任意定数であり，αは形状パラメー
タである [2]．本研究では端点とそこでの接線
方向を指定して曲線を生成する，いわゆる G1

Hermite補間する dLAC曲線を生成する方法を
提案する．
上の相似幾何の枠組みでは生成される形状に

制約があり，例えば，変曲点を持つような曲線
は生成できない．その弱点を克服するため，本
研究ではユークリッド幾何における dLACの生
成法を提案する．相似幾何とユークリッド幾何
における離散曲線は曲率円に相当するある特徴
的な円に対応関係がある．この対応関係を用い
て，相似幾何による dLACの定義は自然にユー
クリッド幾何に移行することができる．この定
式化ではセグメント長を一定値 qとし，セグメ
ント間の方向変化量 κn を変化させて離散曲線
を生成するため，変曲点を持つような曲線も生
成することができる．

2 相似幾何に基づく定式化
G1 Hermite補間では，曲線の両端点，および

そこでの接線方向を指定して，それらの境界条
件を満足する曲線を生成する．形状パラメータ
αはユーザが任意に指定できると仮定する．し
たがって，両端点を指定する 2点 Pa, Pc とそ
れらの点での接線ベクトルを指定するための 1
点 Pbを入力とする (図 1(a)参照)．セグメント
間の角を一定とし，セグメントの長さを変数と
することで dLACを生成する．離散曲線の内点
の数を N(両端点を含めると N + 2)，i番目のセ
グメントの長さを qi ≥ 0とする (i = 0, . . . ,N)．

!a

!b

Pa

Pb

Pc

(a) G1 Hermite補間

!a

!b

Pa=P0

Pb

Pc=P4

!1 !2

!3

P1 P2 P3

(b) 方向角 (N = 3)

図 1. dLACの実装

このセグメントの方向角は κa− i× κb/Nとなる．
底辺 Pa Pcの長さを ℓとすると，両端点を曲線
が通過することから，

N∑

i=0

qi cos
(
κa − i

κa
N

)
= ℓ, (1)

N∑

i=0

qi sin
(
κa − i

κa
N

)
= 0, (2)

が成り立つ．a = α−1とすると，qa
i の曲線長に

対する線形性から，i = 1, · · · ,N − 1に対して，

qa
i =

(N − i)qa
0 + i qa

N

N
(3)

が成り立つ．したがって，q0と qN が与えられ
れば，qi (i = 1, . . . ,N − 1)が定まる．

dLAC生成アルゴリズムの概要は以下である．
ここでは，Yoshida and Saito[3]と同じように，
相似性を利用するスケーリング法を用いて探索
すべきパラメータの数を 1個としている．
1) q0 = ℓ/(N + 1) (> 0)と定め，qN を変数
として与えると，式 (2)の正負が計算で
きる．

2) 式 (2)は qN に関する非線形方程式であ
り，2分法によりその解を求める．

3) qN , q0を用いて，式 (3)より qiが求まる．
4) 式 (1)より曲線長 Lを求め，qiを ℓ/L倍
して各セグメントの長さを決定する．

5) dLACの頂点を Pi (i = 0, · · · ,N + 1)と
すると，P0 = Pa である．底辺 Pa Pc の
方向角を κとすると，次の漸化式で Pi+1

(i = 0, · · · ,N)が求まる:

Pi+1 = Pi + qi

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos
(
κ + κa − i κbN

)

sin
(
κ + κa − i κbN

)
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (4)

日本応用数理学会 2019年年会講演予稿集 (2019.9.3-5，東京) Copyright (C) 2019一般社団法人日本応用数理学会

516



図 2に，様々な a, Nに対する生成例を示す．

a=-0.5, N=2 a=-0.5, N=30

a=0.5, N=30a=0.5, N=2

a=-0.5, N=6

a=0.5, N=6

a=-0.5, N=14

a=0.5, N=14

図 2. dLAC(相似幾何)

3 ユークリッド幾何に基づく定式化

�D��ৼ๚୦ �E��ঘشॡজॵॻ୦

図 3. (a)相似幾何, (b)ユークリッド幾何.

図 3において，(a)では中央のセグメントの
中点で接し，隣接する 2セグメントにも接する
円が存在する．一方，(b)では隣接する 2つの
セグメントでそれぞれの中点で接する円が存在
する．これら 2つの円の半径は共通で，円の半
径 ρnは，1/ρn = 2 tan(κn/2)/qn であり，相似幾
何では κn = κ（定数），ユークリッド幾何では
qn = q（定数）である．本研究ではこの観察に
基づき，セグメント長は定数，セグメント間の
角度 κnが tan(κn/2) = (d1n + d2)(−1/α) (d1, d2は
任意定数)で与えられる離散曲線をユークリッ
ド幾何における dLACと定義する．これで変曲
点を含む離散曲線を生成することができる．
両端点を指定する 2点 Pa, Pcとそれらの点で

の接線ベクトルを指定するための1点 Pbを入力
とするのは前節と同様である (図 1(a)参照)．離
散曲線の内点の数をN(両端点を含めるとN+2)
とし，セグメントの長さは一定値 qとする．図
1(b)に示すように，i番目と i + 1番目のセグ
メント間の角度をを符号に注意しつつ κi (i =
1, . . . ,N)とする．このとき∑N

i=1 κi = κbとなる．
底辺 Pa Pcの長さを ℓとすると，両端点を曲線
が通過することから，κ0 = 0として

N∑

i=0

cos

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝κa −

i∑

j=0

κi

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
ℓ

q
, (5)

N∑

i=0

sin

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝κa −

i∑

j=0

κi

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0, (6)

が成り立つ．
(2 tan κi2

q

)−α の曲線長に対する線形
性から，

(2 tan κi2
q

)−α
= c i q + d (i = 1, · · · ,N) が

成り立つ．qは式 (5)を用いて決定すればよい
ので q = 1と仮定する．したがって，

(
2 tan

κi
2

)−α
= c i + d, (7)

また∑N
i=1 κi = κbより，

tan
(1
2

N∑

i=1

κi
)
= tan

κb
2
. (8)

が成り立つ．式 (8)により，cと dは独立では
ないので，与えられた cに対する dを求め，式
(6)より cを求めればよい．最後に式 (5)より q
を求める．この方法でも相似性を利用して探索
すべきパラメータの数を 1個としている．
図 4に α = −0.5の生成例を示す．生成され

た曲線は変曲点を含んでおり，このような曲線
は [3]の方法では生成できず，指定した境界条
件の drawable regionの外となっている．

N=2 N=4 N=8 N=10

図 4. dLAC(ユークリッド幾何), α = −0.5
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糸のたわみ問題と離散ソボレフ不等式の最良定数
山岸 弘幸 1，永井 敦 2

1都立高専，2津田塾大
e-mail : yamagisi@metro-cit.ac.jp

1 糸のたわみ問題
水平な天井から一様に分布したバネ定数 qの

ゴム膜で支えられたロープ（以下，糸と書く）
がある．荷重密度 f(x)を加えたときの糸のた
わみ u(x)は 2階常微分方程式

−u′′ + q u = f(x)

をみたす [1]．この微分方程式に境界条件を付加
した問題を糸のたわみ問題と呼ぶことにする．
本稿は長さ Lとした有限長の糸に境界条件を
課した糸のたわみ問題

BVP
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−u′′ + q u = f(x) (0 < x < L)
⎧
⎨

⎩
u(m)(0) = u(n)(L) = 0 (m,n)

u(i)(L) − u(i)(0) = 0 (i = 0, 1) (P)

を考える．u(0) = u, u(1) = u′である．(m,n)
は (m,n)型境界条件とし，mと nはそれぞれ
0（固定端またはディリクレ）または 1（自由端
またはノイマン）の 2つの値をとる．片側 2通
り，両側合わせて 4通りの問題

(m,n) = (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)

がある．(P)は周期境界条件である．4つの (m,n)
と (P)を含めた 5つの境界値問題は自己共役境
界値問題である．(0, 1)と (1, 0)に対応するソ
ボレフ不等式の最良定数は同値のため，以降の
議論では (1, 0)を省略する．

2 糸のたわみ問題の離散化
N = 2, 3, 4, · · ·，q = a (0 < a < ∞)とす

る．糸のたわみ問題BVPの独立変数を離散化
[2, 3]すると

BVP
⎧
⎪⎨

⎪⎩

−u(i − 1) + (2 + a)u(i) − u(i + 1) = f(i)
(0 ≤ i ≤ N − 1)

BC

境界条件 BCは
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

u(−1) = u(N) = 0 (0, 0)
u(−1) = u(N − 1) − u(N) = 0 (0, 1)
u(−1) − u(0) = u(N − 1) − u(N) = 0 (1, 1)
u(−1) = u(N − 1), u(0) = u(N) (P)

である．ベクトル

u = t(u(0), · · · , u(N − 1)) ∈ CN

f = t(f(0), · · · , f(N − 1)) ∈ CN

と，N ×N 単位行列 Iを用いて，BVPを連立
一次方程式

BVP

(A + aI)u = f

と表すとき，N × N 行列である離散ラプラシ
アンA = A(X)は

A(0, 0) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

A(0, 1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

A(1, 1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

A(P) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 −1 2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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である．A(1, 1)とA(P)は固有値 0をもち，そ
の固有空間は 1次元で基底は t(1, 1, · · · , 1)であ
る．BVPの解は，グリーン行列Gを用いて

u = Gf , G = (A + aI)−1

である．

3 再生核
任意の u, v ∈ CN に対して

(u,v)H = v∗(A + aI)u, ∥u∥2
H = (u,u)H

を導入する．v∗ = tvである．kを固定する毎に

δk = t(· · · , δ(i − k), · · · )0≤i≤N−1

ただし δ(i) = 1 (i = 0), 0 (i ≠ 0)とする．こ
のとき，0 ≤ j ≤ N − 1を 1つ固定する毎に次
の再生等式が成り立つ．

u(j) = (u,Gδj)H , tδjGδj = ∥Gδj∥2
H

Gはベクトル空間CN で再生行列である．

4 離散ソボレフ不等式
再生等式の第 1式にシュワルツ不等式を適用

すると，離散ソボレフ不等式が導出できる．
定理 1 任意の u ∈ CN に対し，uによらない
正定数 C があって，離散ソボレフ不等式

(
max

0≤j≤N−1
|u(j) |

)2

≤ C ∥u∥2
H

が成り立つ．Cのうち最良定数C0はグリーン
行列の対角成分の最大値であり

C0 = max
0≤j≤N−1

tδjGδj = tδj0Gδj0 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

U[N+1
2 ](x)U[N+2

2 ](x)

UN+1(x)
(0, 0)

UN (x)
UN+1(x) − UN (x)

(0, 1)

UN (x) − UN−1(x)
UN+1(x) − 2UN (x) + UN−1(x)

(1, 1)

UN (x)
2 (TN (x) − 1)

(P)

ただしx = (2+a)/2である．TN (x)はTN (cos(θ)) =
cos(Nθ)と定義される第 1種チェビシェフ多項

式，UN (x)はUN (cos(θ)) = sin(Nθ)
/

sin(θ)と
定義される第 2種チェビシェフ多項式である．
CをC0で置き換えるとき，Gδj0で等号が成り
立つ．j0は

j0 =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

[
N−1

2

]
(0, 0)

N − 1 (0, 1)
0, N − 1 (1, 1)
any of {0, 1, · · · , N − 1} (P)

ただし [x] = sup{n ≤ x | n ∈ Z}である．
糸のたわみ問題と対応する離散ソボレフ不

等式の工学的な意味は次の通りである．BVP
を解くと糸に荷重密度 f を加えたときのたわ
み uは u = Gf と表示できる．グリーン行列
Gはインパルス応答として知られ，デルタ荷
重 f = δj0 をかけたときの糸のたわみはGδj0

である．BVPに対応する離散ソボレフ不等式
は，糸のたわみの絶対値の上限の 2乗を上から
糸のポテンシャルエネルギーの定数倍で評価す
る不等式である．最良定数はグリーン行列の対
角成分の最大値で与えられ，最良ベクトルはグ
リーン行列のある列ベクトルで与えられる．離
散ソボレフ不等式の最良定数と最良関数がわか
ると，糸のたわみの最大幅を正確に見積もるこ
とができ，かつ，そのときのたわみ形状を知る
ことができる．

参考文献
[1] Y. Kametaka, K. Watanabe, A. Na-
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The best constant of Sobolev inequality
which correspond to a bending problem
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dition, Sci. Math. Jpn. e-2007 (2007)
283–300.

[2] A. Nagai, Y. Kametaka, H. Yamag-
ishi, K. Takemura and K. Watanabe,
Discrete Bernoulli polynomials and the
best constant of discrete Sobolev in-
equality, Funkcial. Ekvac. 51 (2008)
307–327.

[3] H. Yamagishi, A. Nagai, K. Watan-
abe, K. Takemura and Y. Kametaka,
The best constant of discrete Sobolev
inequality corresponding to a bending
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Math. 25 (2012) 1–15.
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ロジスティック不等間隔差分方程式による欠損データ対処法
佐藤 大輔 松村 龍太郎
日本電信電話株式会社 ネットワーク基盤技術研究所

はじめに
ロジスティック曲線モデルは需要予測によく
用いられるモデルである．データに欠損値が存
在する場合，従来は欠損値に関わるデータを全
て削除するか，欠損値を補間するかのいずれか
がなされている．本稿では厳密解を持つ不等間
隔差分方程式を用いることで従来よりも曲線へ
の当てはまりが良くなることを示す．

従来法
回帰式は差分方程式から作られているため，１
つの欠損値があると２つの差分値の計算が不可
能になる．これら２つの差分値を削除すること
で欠損値が無い状態と同じ状況にして分析する
方法が削除法 である．削除法によりデータサ
イズが減少するがそれは推定精度の劣化につな
がるため好ましくない．特に元々のデータサイ
ズが小さい場合にはその影響は大きい．
欠損値を何らかの補間法により補完し，元々
のデータに補間されたデータを加えることで欠
損値が存在しない状態にして分析を行う方法が
補間法 である．本稿では隣接する４つのデー
タを用いたラグランジュ補完 による補間法を
用いる．

不等間隔差分による方法
ロジスティック不等間隔差分方程式 は

であり，厳密解

を持つ．
提案法を説明するために，データサイズ に
対して欠損値が無い場合の番号付け を

と定める．

と との間に欠損値が無い場合
と との間に欠損値がある場合

とする．ここで は と との間の連続し
た欠損値数である． と との間の連続し
た欠損値を１つのグループとみなす． の個数
がグループ数に相当する．いまデータセットに
個のグループがあるとして の番号 を の
順に と番号を振り直す．結
果，すべての欠損値の数は で表される．
式 から回帰式

を得る．ここで

であり， は欠損値を含めない実際のデータサ
イズである． と との間に欠損値が無い
場合の差分間隔は であり，欠損値があ
る場合の差分間隔は自由パラメータとする．
差分間隔 の番号付けを式 内の

番号 の順に従い， と振り直
す．パラメータ は回帰分析から

の関数として求まり

となる．ここで と はそれぞれ と の
推定値である．自由パラメータベクトル は

の制約の下，当
てはめ誤差最小化により以下のように決定する．
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ここで

である． は で
記述されるため，当てはめ誤差は の関数とみ
なせる．

実データ検証
擬似的欠損データ

提案法の性能を確認するために実データによ
る評価を行った．使用した実データは出版され
た記事数の成長曲線データ である．図 か
らこの実データはロジスティック曲線に良く適
合していることがわかる． の散布図を
図 に示す．決定係数はほぼ１である．
実データには欠損データが無いために擬似的
に欠損データを作り出した．簡単のため欠損値
はひとつのみとして，その欠損値を 番目のデー
タから最後から 番目のデータまで動かした．

比較
当てはめの性能評価尺度として

を採用した．ここで は欠損値を除いたデータ
サイズで， は 番目の実データの値， は
の推定値である．欠損値を除いたすべてのデー
タを用いてパラメータ当てはめを行った．実デー
タの当てはめ性能について提案法を従来法（削
除法と補間法）と比較した．補間法については欠
損値の周囲４つのデータを用いたラグランジュ
補間を用いた．ただし 番目と 番目のデー
タを欠損値とした場合には欠損値の周囲３つの
データを用いた．
図 に の値を示す．提案法がどの欠損値の

 0.015

 0.02
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 0.035

 0.04

 0.045

 2  4  6  8  10  12

C

Index of missing data

proposed
interpolating

omitting

図 当てはまり指標 での比較

場合でも最も良い性能を示した．さらに提案法
はどの欠損値であっても安定した精度を保ち，補
間法に対して の値を 向上させている．

まとめ
本稿ではデータに欠損値がある場合のロジス

ティック曲線による予測法を提案した．提案法は
厳密解を持つ不等間隔差分方程式を基にしてい
る．そのため微分方程式の厳密解上の点をデー
タとして与えた場合，欠損値があっても完全に元
のパラメータを復元することができる．従来法
と比較すると，提案法は欠損値を除くすべての
データを利用してパラメータ推定しており，無
駄にデータを削除することがない．実データに
よる評価では，２つの従来法よりも当てはめ性
能が勝っていた．今後はより多くの実データに
よる評価を行い提案法の持つ特性を明らかにし
ていく．

参考文献

521



分子動力学における共有結合ポテンシャル剛性行列の不定値性について 
 
   鷲尾 巧 
     所属 (株) UT-Heart研究所, 東京大学 フューチャーセンター推進機構 

     e-mail: washio@ut-heart.com 

久田 俊明 

所属 (株) UT-Heart研究所 

 
1  概要 

分子動力学においては, 共有結合ポテンシャルの

大きな剛性が時間ステップ幅の制約となっている. 
そこで時間ステップ幅を大きくとるために共有結合

長を拘束したり, 剛性を陰的に考慮する準陰解法が

考えられる. しかし, 結合長が自然長よりも短い場

合の剛性行列は動径に垂直な接線方向に負の固有値

を有するのでその効果は限られる. 本講演では, こ
のような困難を克服する解法を考える.  
 

2  準陰解法の構築とその安定性について 

３次元空間内の n個の粒子から構成される分子の

ランジュバン運動方程式 
 
𝑴𝑴𝑴𝑴(𝑡𝑡) = −𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡) + 𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡)� + 𝑹𝑹𝑡𝑡 
 
を取り扱う. ここで𝑴𝑴(𝑡𝑡)と 𝑮𝑮(𝑡𝑡)は加㏿度および㏿

度ベクトルであり, 𝑴𝑴は質量行列, 𝑮𝑮は摩擦行列で

ともに対角行列である. 𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡)�は粒子の座標𝒓𝒓(𝑡𝑡)
での骨格構㐀を特徴づける結合距離, 結合角, 二面

角に関する局所的ポテンシャルおよびクーロンやフ

ァンデルワールスなどの非局所的ポテンシャルの勾

配ベクトルとして定められた力, 𝑹𝑹𝑡𝑡は周りの溶媒分

子の衝突を考慮したランダム力である. 以下の議論

は一般の時間積分法に適用できるが, ここでは上記

運動方程式に対して, 特に次のような時間軸に沿っ

ての補間関係を成立させる場合を考える.   
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑴𝑴𝑴𝑴(𝑡𝑡 + ℎ) = −𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡 + ℎ) + 𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡)� + 𝑹𝑹[𝑡𝑡,𝑡𝑡+ℎ]

𝑮𝑮(𝑡𝑡 + ℎ) = 𝑮𝑮(𝑡𝑡) +
ℎ
2 �𝑴𝑴

(𝑡𝑡) + 𝑴𝑴(𝑡𝑡 + ℎ)�

𝒓𝒓(𝑡𝑡 + ℎ) = 𝒓𝒓(𝑡𝑡) + ℎ𝑮𝑮(𝑡𝑡 + ℎ) +
ℎ2

2 𝑴𝑴(𝑡𝑡 + ℎ)

 

 

ここで𝑹𝑹[𝑡𝑡,𝑡𝑡+ℎ]は[𝑡𝑡, 𝑡𝑡 + ℎ]間のランダム力を積分し

たものである. 具体的に時間積分を行う際は, 以下

のように㏿度の補間式を第一式に代入し, 加㏿度, 
㏿度, 位置ベクトルの順に更新すれば良い.  
 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ �𝑴𝑴 + ℎ

2
𝑮𝑮�𝑴𝑴(𝑡𝑡 + ℎ) =                                     

−𝑮𝑮�𝑮𝑮(𝑡𝑡) + ℎ
2
𝑴𝑴(𝑡𝑡)� + 𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡)� + 𝑹𝑹[𝑡𝑡,𝑡𝑡+ℎ]

𝑮𝑮(𝑡𝑡 + ℎ) = 𝑮𝑮(𝑡𝑡) + ℎ
2
�𝑴𝑴(𝑡𝑡) + 𝑴𝑴(𝑡𝑡 + ℎ)�

𝒓𝒓(𝑡𝑡 + ℎ) = 𝒓𝒓(𝑡𝑡) + ℎ𝑮𝑮(𝑡𝑡 + ℎ) + ℎ2

2
𝑴𝑴(𝑡𝑡 + ℎ)

 (1) 

 
上記解法の安定性について考えるために, 式(１)第
１式の力の項𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡)�を𝒓𝒓(𝑡𝑡 − ℎ)での線形近似で置

き換える.  
 

𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡)� ≅ 𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡 − ℎ)� + 𝑲𝑲�𝒓𝒓(𝑡𝑡)��𝒓𝒓(𝑡𝑡) − 𝒓𝒓(𝑡𝑡 − ℎ)�

= 𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡 − ℎ)� + 𝑲𝑲�𝒓𝒓(𝑡𝑡)� �ℎ𝑮𝑮(𝑡𝑡) +
ℎ2

2 𝑴𝑴(𝑡𝑡)�

= 𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡 − ℎ)� + ℎ2𝑲𝑲�𝒓𝒓(𝑡𝑡)�𝑴𝑴(𝑡𝑡) + ⋯

 

 
ここで, 𝑲𝑲(𝒓𝒓) = −𝝏𝝏𝒇𝒇 𝝏𝝏𝒓𝒓⁄ (𝒓𝒓)は剛性行列であり, 
最終式の⋯は𝑡𝑡 − ℎでの𝑴𝑴と𝑮𝑮で表される項である.  
式 (１ )において時刻𝑡𝑡と𝑡𝑡 + ℎにおける関係が , 
𝑴𝑴 → 𝑮𝑮 → 𝒓𝒓 順の前進代入式で表され, しかも𝑮𝑮およ

び𝒓𝒓の𝑡𝑡と𝑡𝑡 + ℎでの関係を表す対角項が単位行列で

あることを鑑みれば, 𝑴𝑴の𝑡𝑡と𝑡𝑡 + ℎでの関係に着目

することにより, この時間積分法が安定であるため

に hは以下の条件を満たさなければならないことが

わかる.  
 

ℎ2 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ��𝑴𝑴 + ℎ
2
𝑮𝑮�

−1
𝑲𝑲� < 1       (2) 
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ここで𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚は括弧内行列の絶対値が最大の固有値

を表す. 式(２)は𝑲𝑲の絶対値が大きな固有値が時間

刻み幅 h の制約になっていることを示す. 分子動力

学においては, 一般的にファンデルワールス力など

粒子間距離が異常に小さくなった場合に大きな剛性

を示す非局所的な力を除けば, もっとも大きな固有

モードは結合距離に関するポテンシャルから生成さ

れる.  
 

𝜓𝜓𝐵𝐵(𝒑𝒑,𝒒𝒒) = 𝑘𝑘
2
‖𝒑𝒑 − 𝒒𝒒‖2                   (3) 

 
上記ポテンシャルが生み出す振動が解析対象の物理

現象の本質に関係のない場合には, 時間刻み幅 h を

大きくとるためにこのポテンシャルに関わる剛性を

陰的に取り扱う解法が有用である. そこで式(１)第
１式右辺 𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡)� を以下のように𝜓𝜓𝐵𝐵から生成され

る力のみを𝑡𝑡 + ℎでの線形近似に置き換える.  
 
𝒇𝒇𝐵𝐵�𝒓𝒓(𝑡𝑡 + ℎ)� + 𝒇𝒇𝑅𝑅�𝒓𝒓(𝑡𝑡)�                                                          
≅ 𝒇𝒇𝐵𝐵�𝒓𝒓(𝑡𝑡)� − 𝑲𝑲𝐵𝐵�𝒓𝒓(𝑡𝑡)��𝒓𝒓(𝑡𝑡 + ℎ) − 𝒓𝒓(𝑡𝑡)� + 𝒇𝒇𝑅𝑅�𝒓𝒓(𝑡𝑡)�

= 𝒇𝒇 �𝒓𝒓(𝑡𝑡)� − 𝑲𝑲𝐵𝐵�𝒓𝒓(𝑡𝑡)� �ℎ𝑮𝑮(𝑡𝑡) +
ℎ2

2 𝑴𝑴(𝑡𝑡) + ℎ2𝑴𝑴(𝑡𝑡 + ℎ)�
 

 
こ こ で 𝒇𝒇𝐵𝐵 = −𝜕𝜕𝜓𝜓𝐵𝐵 𝜕𝜕𝒓𝒓⁄ , 𝑲𝑲𝐵𝐵 = −𝜕𝜕𝒇𝒇𝐵𝐵 𝜕𝜕𝒓𝒓⁄ , 
𝒇𝒇𝑅𝑅 = 𝒇𝒇 − 𝒇𝒇𝐵𝐵である. すると式(１)第１式を以下で置

き換えた次のような時間積分法が構築できる. 
 

�𝑴𝑴 + ℎ
2
𝑮𝑮 + ℎ2𝑲𝑲𝐵𝐵� 𝑴𝑴(𝑡𝑡 + ℎ)                         

= −𝑮𝑮�𝑮𝑮(𝑡𝑡) + ℎ
2
𝑴𝑴(𝑡𝑡)� + 𝒇𝒇�𝒓𝒓(𝑡𝑡)�

−𝑲𝑲𝐵𝐵�𝒓𝒓(𝑡𝑡)� �ℎ𝑮𝑮(𝑡𝑡) + ℎ2

2
𝑴𝑴(𝑡𝑡)� + 𝑹𝑹[𝑡𝑡,𝑡𝑡+ℎ]

 (4) 

 
この時間積分法の安定性条件は, 先ほどと同様の考

察から以下のようになる.  
 

ℎ2 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ��𝑴𝑴 + ℎ
2
𝑮𝑮 + ℎ2𝑲𝑲𝐵𝐵�

−1
(𝑲𝑲 − 𝑲𝑲𝐵𝐵)� < 1 (5) 

 

上式は, 𝑲𝑲𝐵𝐵が逆行列側にあるために𝑲𝑲 の中に含ま

れる𝑲𝑲𝐵𝐵が, もはやhの制約にはならないことを示し

ている.  
式(４)に基づき時間積分を実行する場合には, 左

辺が対角行列ではないので𝑲𝑲𝐵𝐵から決まる非ゼロパ

ターンを持つ連立一次方程式を解く必要が生じる. 
しかしタンパク分子のようにその骨格構㐀が一次元

のループがない分岐構㐀になっている場合には未知

数を末端から並べることにより, 変数消去時のフィ

ルインを避けることができるので 計算量は O(n)で

抑えられる.  

このような準陰解法で注意しなければならないこ

とは𝑲𝑲𝐵𝐵に負の固有値が含まれる場合にはかえって

逆効果になることである. 𝜓𝜓𝐵𝐵のヘシアン行列は距

離 𝑑𝑑 = ‖𝒑𝒑 − 𝒒𝒒‖ , 半 径 方 向 の 単 位 ベ ク ト ル

𝒆𝒆 = (𝒑𝒑 − 𝒒𝒒)/𝑑𝑑  およびそれに垂直な方向への射影

𝑷𝑷 = 𝑰𝑰 − 𝒆𝒆⊗ 𝒆𝒆 により次のように表される.  
 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝜕𝜕

2𝜓𝜓𝐵𝐵
𝝏𝝏2𝒑𝒑

𝜕𝜕2𝜓𝜓𝐵𝐵
𝝏𝝏𝒑𝒑𝝏𝝏𝒒𝒒

𝜕𝜕2𝜓𝜓𝐵𝐵
𝝏𝝏𝒒𝒒𝝏𝝏𝒑𝒑

𝜕𝜕2𝜓𝜓𝐵𝐵
𝝏𝝏2𝒒𝒒 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

= 𝑘𝑘 � 𝒆𝒆⊗ 𝒆𝒆 −𝒆𝒆⊗ 𝒆𝒆
−𝒆𝒆⊗ 𝒆𝒆 𝒆𝒆⊗ 𝒆𝒆 �

+ 𝑘𝑘
𝑑𝑑 − 𝑑𝑑0
𝑑𝑑

� 𝑷𝑷 −𝑷𝑷
−𝑷𝑷 𝑷𝑷 � 

 
ここで右辺第１項は１次元調和振動子と同じ動径方

向の剛性でゼロ以外に正の固有値2𝑘𝑘を 1 個有する. 
第２項は動径方向に垂直な面内の剛性であり, ゼロ

以外に固有値2𝑘𝑘(𝑑𝑑 − 𝑑𝑑0)/𝑑𝑑を２個有する. その符

号は距離が自然長𝑑𝑑0より大きいか, それとも小さい

かに応じて反転し, 𝑑𝑑 < 𝑑𝑑0の場合は負となる. 本講

演ではこのような負の固有モードから生じる不安定

性に対処する方法について議論する.  
 

謝辞 本研究は，文部科学省ポスト「京」重点課題

２「個別化・予防医療を支援する統合計算生命科学」

の一環として実施したものです（課題番号：hp170233, 

hp180210） 
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粒子法を使用した電子状態計算 
 
     廣野 史明1, 岩沢 美佐子2, 狩野 覚1, 善甫 康成1 
     法政大学 1情報科学部, 2理工学部 
     e-mail: fumiaki.hirono.5k@stu.hosei.ac.jp 
 
1  概要 
粒子法はメッシュを用いない計算手法であ

るため計算点の配置の自由度が高い．粒子法を

電子状態に適用した場合，高精度な計算が必要

な領域へ集中的に計算点を配置することで効

率的な計算を行うことが期待できる．粒子法の

中でも比較的計算精度が高い Symmetric 
Smoothed Particle Hydrodynamics (SSPH) が開
発されている[1, 2]．これを用いて固有状態を算
出することを行ってきた[3]．この場合，粒子の
位置は任意である．一方で動的な時間依存の電

子状態を解析するためには計算点である粒子

を電子状態の変化とともに動かす必要がある．

そこで我々は電子状態を表す波動関数を Bohm
形式で記述することにより[4]，この課題を解決
することができた．解析的な解がある単純な系

での計算結果について報告する． 
 

2  計算手法 
電子状態計算に SSPHを用いて解析するとき，
波動関数は積分形式で表現される．波動関数は

次のような恒等式で表す． 

この 𝛿(𝒓) は Kernel関数 𝑊(𝒓, ℎ) = 𝑊(|𝒓|, ℎ) 
として近似する．ここで h は smoothing length
であり𝑊の広がりを表す指標である．Kernel関
数としては，𝛿 関数的な性質があれば何でもよ
い．我々は数値計算上の負荷が少ない

Wendland関数を採用している[5]． 
我々が用いているSSPHでは，式(1)とその 𝑘-

次のモーメント式(2)について Taylor 展開を行
う．そうすると𝑀𝐷 = 𝑃 の形で表される 1次連
立方程式となる．最終的に電子状態計算で必要

になる 𝜓, 𝛻𝜓, 𝛻2𝜓  などの項は 𝑀𝐷 = 𝑃を解
き𝐷を求めればよい．波動関数に合わせ粒子を
動的に配置する場合，時間依存の Schro dinger
方程式を𝜓(𝒓, 𝑡) = 𝑅(𝒓, 𝑡) exp[𝑖𝑆(𝒓, 𝑡)/ℏ]  の
Bohm 形式で表すと，次のような Hamilton–
Jacobiの運動方程式と連続の式が得られる．連
続の式により粒子について Lagrange 描像での
解析が可能になる． 

ここで Q  は量子ポテンシャルであり次式で表
され量子効果を与えるものである． 

 
3  結果と考察 

粒子法の効果が良くわかる2次元調和ポテン
シャル上での波束の運動と，波束の広がりと干

渉が端的にわかる単純な系である二重スリッ

トについて波束の動的な解析を行った．これら

は何れも解析的な解が良く知られており[6]，精
度の確認が容易である． 
図1は2次元調和ポテンシャル 𝑉 = (𝑥2 +

𝑦2)/2 に基底状態の Gaussian 波束  𝜓 =
exp[−(𝑥2 + 𝑦2)/2]を置き，初期の波束に初速
度を与え時間発展をさせ、その動的な解析を行

ったものである．計算領域に粒子を配置し，そ

こでの波束の様子を動的に観測できる．それ以

外に電子状態を計算する粒子（計算点）はない． 

𝜓(𝒓′) = ∫ 𝜓(𝒓)𝛿(𝒓 − 𝒓′)
Ω

𝑑𝒓 

≃ ∫ 𝜓(𝒓)𝑊(𝒓 − 𝒓′, ℎ)
Ω

𝑑𝒓 
(1) 

∫ (𝒓 − 𝒓𝑖)𝑘𝜓(𝒓)𝑊(𝒓 − 𝒓𝑖, ℎ)
Ω

𝑑𝒓 

≃ ∑(∫ (𝒓 − 𝒓𝑖)𝑘+𝑙𝑊
𝛺

𝑑𝒓) (
1
𝑙!
𝜕𝑙𝜓
𝜕𝒓𝑙

|
𝒓𝑖

)
𝑚

𝑙=0

 

(𝑘 = 0,1,… ,𝑚) 

(2) 

−
𝜕𝑆(𝒓, 𝑡)

𝜕𝑡
=

1
2𝑚

(𝛁𝑆)2 + 𝑉(𝒓, 𝑡) + 𝑄(𝒓, 𝑡) 

𝜕𝜌(𝒓, 𝑡)
𝜕𝑡

+ 𝜵 ∙ (𝜌
1
𝑚
𝜵𝑆) = 0 

(3) 
 
 

(4) 

𝑄 = −
1
2𝑚

𝜵2𝑅(𝒓, 𝑡)
𝑅(𝒓, 𝑡)

 (5) 
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Gaussianが変形することなく十分な時間にわた
り時間発展を行うことが可能となった．粒子を

等間隔な直交メッシュ位置に配置しても，また

ランダムに配置しても時間発展を行うことが

可能であった．波束の移動に従って粒子が移動

していくので，計算上の精度にも問題が生じな

い．これは粒子配置に制約がないという粒子法

の特徴によるものである．これらの結果は解析

解と非常によく一致している． 
図2 は二重スリットによる波束の干渉を粒
子法で解析したものである．この系では二重ス

リットからは波源を同一とするGaussianがそれ
ぞれ放出される．得られた電子密度と量子ポテ

ンシャルの時間変化を解析解と比較したもの

である．解析解と非常によく一致していること

がわかる． 
この系は粒子法で表現する場合に非常に難

しい例である．式(3)のポテンシャル 𝑉 がなく，
波束により生じる量子ポテンシャル 𝑄  のみが
存在するからである．𝑅(𝒓, 𝑡) ≃ 0  となる場合 
𝑄 の計算が数値的に不安定となる．これを解決
するために次の2つの手法を導入している．非
常に大きな1つのGaussian波束とスリット放出

された波束との線形結合を用いて節のない波

束をつくり，後で加えた波束を差引くことで数

値的不安定性を取り除いた．次に粒子の分布が

疎な場合は粒子の追加を行い，集中している場

合には粒子の消去を動的に行う手法を導入し

た．これは粒子があくまで計算点であるという

特徴を用いたものである． 
 

4 まとめ 

実空間における電子状態計算の空間離散化

の手法として粒子法の1つであるSSPHを適用し
た．また波動関数をBohm形式で記述すること
で動的な波動関数の変化を粒子法に基づき

Lagrange描像で記述できることを示した．精度
は解析解と比較して確認できた．また非常によ

く一致することが分かった． 
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図1. 粒子の分布とGaussian 波束の振動. 

 

 
図 2. 二重スリットにおける干渉の様子．時刻 
0.0, 2.4, 3.6 a.u.における密度分布(青，黒)と量子
ポテンシャル(緑) の SSPH による計算(右) と
解析解(左). 

𝑡 = 0 0

𝑡 = 2 4

𝑡 = 3  
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遅延ピボットと内部反復改良を用いた大規模疎行列の高精度直接法
鈴木 厚 1

1大阪大学 サイバーメディアセンター
e-mail : atsushi.suzuki@cas.cmc.osaka-u.ac.jp

1 概要
疎行列の直接法では演算量を減らすオーダリ
ングとLDU 分解の安定性を確保するピボット
軸選択が重要である. Nested-dissectionオーダ
リングに対角軸選択を用い, 分解途中に表れる
極端に小さな対角成分を分離する遅延ピボット
を導入することで並列計算が可能かつ安定した
アルゴリズムが得られる. 条件数が非常に大き
い場合は 4倍精度演算が必要となるが, 本稿で
は反復改良を導入し, 4倍精度による演算を削
減する高速なアルゴリズムを提案する.

2 対角軸選択による LDU 分解
N £N 行列 A は偏微分方程式を有限体積法

あるいは有限要素法で離散化して得られる大規
模疎行列とする. 例えば N は 100万自由度規
模になることを想定している. 疎行列の係数は
非零要素のみが倍精度浮動小数点実数データと
して記憶されているものとする. この疎行列 A

を Π を置換として,

A = Π
T LDUΠ (1)

と分解する. ここで, D は対角行列, L, U はそ
れぞれ, 対角成分が 1 の下, 上三角行列である.

行列が強圧性を持つことは, 行列の対称部分
が正定値であることと等価である

0 ∑ (Av, v) = ((A + AT
)/2 v, v) 8v 2 RN .

V を RN の部分空間とすると A は部分空間で
も強圧性を持つため

u 2 V が (Au , v) = 0 8v 2 V を満せば u = 0

により, A を V に制限した行列は V に逆を持
つことが分る. 対角軸選択付き LDU 分解では
ei (1 ∑ i ∑ N) を標準基底とすると, 部分空
間 Vm(1 ∑ m ∑ N) はこの標準基底をある順
序 {i1, i2, · · · , im} で並べたものになる

Vm = span[ei1 , ei2 , · · · , eim ]

数学的に厳密な誤差のない計算が行なわれる場
合, 強圧的な行列 Aは任意の対角軸選択を用い

て LDU 分解を実行できる. しかしながら行列
の条件数が大きく丸め誤差がある場合には, 適
切な軸選択を用いる必要がある.

対角軸選択は, LDU 分解の過程で対角成分
の絶対値が最大なものを順に選びだす手続で
ある. m ° 1 ステップまでの LDU 分解が得
られているとき, m ステップの計算は次のよ
うに行う. Πm°1 を {1, · · · , N} の添字から
m° 1 個のエントリー {ik} を並べる置換とす
る. Πm°1(k) = ik (1 ∑ k ∑ m° 1) とする,

A = Π
T
m°1

"
gA11

gA12

gA21
gA22

#
Πm°1

m°1ステップでの分解が完了し, gA11 = Lm°1

Dm°1Um°1 が得られ, Schur 補行列はランク
m° 1 更新で計算されている.

S22 = gA22 ° gA21
gA11

°1gA12

max1∑k∑N°m+1 |[S22]k ,k| を達成する k = im
を選択し, Πm(m) = im と更新する. ]am ,m =

[gA22]im ,im とするときm ステップでの対角成
分 dm m は Schur 補行列の成分として

dm ,m = ]am ,m ° [gA21]im,!gA11
°1

[gA12]#,im (2)

と求められている. ここで, ! は列の添字 1 ∑
k ∑ m また # は行の添字 1 ∑ k ∑ m を表
わす. 行列 A が Vm で強圧性を持つことより
m£m の行列

"
gA11 [gA12]#,im

[gA21]im,! ]am ,m

#

は逆を持つことがわかり, ]am ,m の Schur 補行
列の成分は dm ,m 6= 0 である. 下三角行列 Lm

の m 行目は

[Lm]m , k = [gA21]im, kU
°1
m°1D

°1
m°1 1 ∑ k < m

[Lm]m , m = 1

となる. 上三角行列の m 列目も同様である.

行列 A が強圧性を持たないとき, S22 のラン
クは Aのランクに等しいが, 対角成分がすべて
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0 になる可能性がある. この状況が発生した場
合は Schur 補行列 S の絶対値最大の成分を行
列の全てのエントリーから探索し, A が対称行
列の場合は 2£ 2 ピボットを, 非対称行列の場
合は非対称置換を用いる.

3 Nested-dissection 法と遅延ピボット
行列 Aは疎行列であり, 偏微分方程式を起源
としているため, 対象とする計算領域を領域分
割により分割し, 複数のインデックスから同時
に LDU 分解を開始することができる. Nested-

dissection 法は George [1]によって提案された
方法で, このマルチフロンタル分解を実現する.

計算領域を二つに分けると, 部分領域とその境
界に分けられる. 内部の人工境界の添字の集合
を 1, 左右の部分領域の添字の集合を 2, 3 とす
ると行列 A は

A =

2

64
A22 A21

A33 A31

A12 A13 A11

3

75

と分解できる. それぞれの部分領域 2 と 3 に
再び, 二分割を適用する. この分解を, 再帰的に
l 回繰り返すと l レベルで,

P
0∑i<l 2

i
= 2

l ° 1

のノードを持つ二分木が得られる.

マルチフロンタル分解は対角軸選択の探索範
囲を狭め, LDU 分解を不安定化させる可能性
がある. 安定な分解のために次の遅延ピボット
を導入する.

閾値 ø を設定し, 連続する m ° 1 と m ス
テップでの対角成分 (2)の比の絶対値が閾値以
下になった場合,

|dm ,m|/|dm°1 ,m°1| < ø

そのブロック内の LDU 分解を中断して, 次の
二分木のノードに進む. 実問題ではこの閾値は
ø = 10

°2 程度に取る. 最終ブロックの後に, 遅
延した成分からなる Schur 補行列 bS を計算す
る. この bS は, それ以前の過程で部分行列の逆
が得られていることから, そのランクは行列 A

と同じである.

マルチロンタル分解に遅延ピボットを組合せ
て得られた LDU 分解は

A = Π
T

"
dA11

dA12

dA21
dA22

#
Π, bS = dA22°dA21

bA°1
11

dA12

となる. bS は遅延ピボットが適用された回数 K

のサイズの正方行列である. 行列 A が正則で

ない場合 bS は零行列である可能性がある. 行
列が数値的に零行列であるかを判断するアルゴ
リズム [2] を導入するためdA11 のエントリーの
後ろを M 個分除き N °M °K のサイズの正
方行列をあらためてA11 と書く,

A = Π
T

"
A11 A12

A21 A22

#
Π, S = A22°A21A

°1
11 A12 .

ここで得られた分解に関し次のことが期待され
る. A11 は LDU 分解の対角成分 D に 1/ø の
値以上のジャンプを持たないため, その条件数
は穏やかである. 一方 S は行列 A の条件数が
大きい場合は, 大きな条件数を持つ. さらに A

が特異な場合は, S も特異である.

4 4倍精度演算と内部反復改良
A の条件数が大きく, 倍精度演算では精度が

不足する場合は, 4 倍精度演算を用いて LDU

分解を実行する必要がある. double-double
型による演算を C++ を用いて実装した qd ラ
イブラリー [3] がある. Dissection 直接法コー
ド [2] は C++ のテンプレート機能を用いて記述
しているため, BLAS ライブラリーの dgemm や
dtrsm などを double-double データ型に拡張
したものを準備すれば, 上記のマルチフロンタ
ル法と遅延ピボットを組み合せたアルゴリズム
を 4倍精度で実行可能である. しかしながら,

double-double 型は最新の Intel CPU で提供
されている FMA 命令セットを用いても 20倍以
上の計算時間が必要である.

疎行列入力データは倍精度浮動小数点で準備
されており, A11 の条件数は大きくなりすぎな
いと期待されるため, A11のLDU分解を倍精度
で行い, X = A°1

11 A12 の計算を反復改良によっ
て, 4倍精度に近い精度で実行できる. これによ
り S を高精度かつ高速に計算することができ
る. 反復改良内部での残差の計算 A12 °A11X

は 4 倍精度を用いることに注意する.

講演時に数値例を示す.

参考文献
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doi:10.1137/0714011

[2] A. Suzuki, F.-X. Roux, IJNME, 100

(2014), 136–164, doi:10.1002/nme.4729
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ಈతϞʔυղͷϊΠζআڈͷޮՌʹର͢Δ౷ܭղੳ

૬ౡ݈ॿ 1

1๏େֶ
e-mail : aishima@hosei.ac.jp

1 ֓ཁ

ଟྻܥ࣌ݩ࣍σʔλʹର͢Δ༗ྗͳղੳख๏
ͱͯ͠ɼಈతϞʔυղ [1] ͕ۙ͞Εͯ
͍ΔɽσʔλͷಛΛଊ͑ɼϊΠζͷআڈΛߦ
͏͜ͱΛతʹಛҟղ͕༻͍ΒΕΔ͕ɼಛ
ҟղͷରͱ͢Δσʔλྻߦͷ༩͑ํ͍
͔ͭ͘ҟͳΔํ๏͕͋ΔɽຊൃදͰɼ͋Δछ
ͷྻߦͷಛҟղΛ͏ߦ߹ʹண͠ɼ౷ܭ
ղੳʹΑΓɼαϯϓϧͷ૿Ճʹ͏ϊΠζআ
ͷޮՌͷఆྔతͳධՁΛ༩͑ɼಈతϞʔυڈ
ͷऩଋΛཧอূ͢Δɽ
ҎԼɼr < n < mͱͯ͠X, Y ∈ Rm×n, A ∈

Rm×m, Rank(A) = r Ͱ͋ΓɼY ≈ AX ͱ͢
ΔɽతɼX,Y Λطͱͯ͠ɼະͷྻߦ
Aͷඇྵݻ༗ͱͦΕʹରԠ͢Δݻ༗ϕΫτϧ
ΛޮΑ͘͢ࢉܭΔ͜ͱͰ͋Δɽ

2 ඪ४తͳಈతϞʔυղͷࢉܭख๏

ඪ४తͳಈతϞʔυղͰɼ·ͣ࣍ͷಛҟ
ղX = UΣV ⊤, U ∈ Rm×n,Σ ∈ Rn×n, V ∈
Rn×n Λ͢ࢉܭΔɽಛҟ͔ΒAͷʢʣ
ϥϯΫ rΛਪఆ͠ɼU ͷୈ 1ྻ͔Βୈ rྻ·Ͱ
ͷϕΫτϧ͔ΒΔྻߦΛ Ur ͱ͓͘ɽಉ༷ʹ
Σͷ r× rट࠲খྻߦΛΣrɼV ͷୈ 1ྻ͔Βୈ
rྻ·ͰͷϕΫτϧ͔ΒΔྻߦΛ Vr ͱ͓͘ɽ
ͦͯ͠

U⊤
r Y VrΣ

−1
r =: Ã ∈ Rr×r (1)

Λ͠ࢉܭɼÃͷݻ༗ λ̃i (i = 1, . . . , r)ͱݻ༗ϕ
Ϋτϧ z̃i (i = 1, . . . , r)ΛٻΊΔɽ͜ͷ λ̃i (i =

1, . . . , r)͕ٻΊΔ͖ Aͷۙݻࣅ༗Ͱ͋Γɼ
ରԠ͢Δݻ༗ϕΫτϧUrz̃i (i = 1, . . . , r) ͱ
Δɽ͢ࢉܭ
༗ʹର͢ΔࣹӨ๏ɼݻͷٕ๏ɼه্

ΑΓਖ਼֬ʹRayleigh-Ritzͷٕ๏ʹͳ͓ͬͯ
ΓɼUr͕ࣹӨʹ༻͍Δ෦ۭؒΛද͢ɽͦͯ͠
λ̃i (i = 1, . . . , r)ͱ Urz̃i (i = 1, . . . , r)  Ritz

ɼRitzϕΫτϧͰ͋Δɽ
͔Βɼm؍ͷྔࢉܭ ×mͷେنྻߦ A

Λཅʹߏ͢Δ͜ͱͳ͘ rݸͷݻ༗ɾݻ༗ϕ
ΫτϧΛਪఆͰ͖Δ͜ͱ্͕هͷٕ๏ͷॏཁͳ
ॴͰ͋Δɽ

3 Total least squaresܕͷࢉܭख๏

ͷط X ͱ Y ʹඍখઁಈ ∆X ͱ ∆Y ΛՃ
͑Δ͜ͱͰɼY +∆Y = A(X +∆X)ཱ͕͢
ΔΑ͏ͳ AΛਪఆ͍ͨ͠ɽ͜Ε Total least

squaresͱݺΕΔ࣍ͷ࠷దԽͰ͋Δɽ

min
A,∆X,∆Y

∥∆X∥2F + ∥∆Y ∥2F

s.t. Y +∆Y = A(X +∆X)

Ұൠʹɼ͜ͷ࠷దԽɼX, Y ∈ Rm×n

ʹ͓͍ͯ 2m ≤ nͷ߹Λఆ͠ɼҎԼͷΑ͏
ʹಛҟղΛ༻͍ͯղ͘ɽ·ͣZΛ࣍ͷΑ͏
ʹ༩͑ಛҟղΛٻΊΔɽ

Z =

[
X

Y

]
, Z = UΣV ⊤. (2)

͜͜Ͱ

U =

[
U11 U12

U21 U22

]
,

U11, U12, U21, U22 ∈ Rm×m

ͷΑ͏ʹׂ͢Δͱ

A := U21U
−1
11 (3)

͕ಘΒΕΔɽ
͔͠͠ͳ͕ΒɼຊߘͰ͑ߟΔઃఆͰ
σʔλݩ࣍mͷํ͕αϯϓϧ nΑΓେ͖͍
߹Λ͓ͯ͑ߟΓɼ·ͨɼAϥϯΫྻߦͰ
͋Δ͜ͱΛԾఆ͢Δ͕ɼ্هͷํ๏ͦͷΑ͏
ͳ݅ʹ߹க͍ͯ͠ͳ͍ɽ
্ͷʹରͯ͠ɼ[2]ͰɼԿΒ͔ͷํ๏Ͱ

XͱY ͷ૾ۭؒΛۙ͢ࣅΔަجఈQ ∈ Rm×r

͕༩͑ΒΕΔ͜ͱΛԾఆ͢Δɽ͜ͷ QΛ༻͍
ͯ X̂ = Q⊤X, Ŷ = Q⊤Y Λ͠ࢉܭɼX,Y ͷ
ΘΓʹ X̂, Ŷ Λ༻͍Δ͜ͱͰɼରԠ͢Δ Â
(1) ͱಉ༷ͷ r × rྻߦͱͳΓతͷݻ༗ର͕
ಘΒΕΔɽ
Ұํɼ[3]Ͱɼσʔλݩ࣍mͷํ͕αϯϓϧ
 nΑΓେ͖͍߹্ͷX, Y ∈ Rm×nΛͦ
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ͷ··༻͍ͯ (2) ͷಛҟղΛ͢ࢉܭΔ͜ͱ
͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔɽͦ ͠ ʢͯʣϥϯΫ rΛਪ
ఆ͠ɼV ͷୈ 1ྻ͔Βୈ rྻ·ͰͷϕΫτϧ͔
ΒΔྻߦΛ Vr ͱͯ͠X ← XVr, Y ← Y Vr

ͱ͠ɼୈ 2અͷඪ४తͳಈతϞʔυղͷࢉܭ
Λ͏ߦɽ·ͱΊΔͱ࣍ͷΞϧΰϦζϜͱͳΔɽ

ΞϧΰϦζϜ 1 TLSʹͮ͘ج [3]ͷख๏.

ೖྗ: X,Y ∈ Rm×n.

1: Z = [X⊤, Y ⊤]⊤ ∈ R2m×n, Z =: UΣV ⊤

2: X̂ = XVr ∈ Rm×r, Ŷ = Y Vr ∈ Rm×r

3: X̂ =: Û Σ̂V̂ ⊤

4: Â = Û⊤Ŷ V̂ Σ̂−1 ∈ Rr×r

5: Âͷݻ༗ର (λ̂i, ẑi) (i = 1, . . . , r)Λࢉܭ
6: Û ẑi (i = 1, . . . , r)ɿݻ༗ϕΫτϧࢉܭ

͜ͷख๏Total least squaresͱͷݫ
ີͳରԠ͕ؔඇࣗ໌Ͱ͋Δ͕ɼ࣮ݧతʹಈత
Ϟʔυͷࢉܭʹ͓͚Δ༗༻ੑ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɽ
ຊڀݚͰ͜ͷख๏ͷཧղੳΛ͏ߦɽ

4 ֬Ͱ༩͑ΒΕΔϊΠζͷӨڹ

Total least squaresΛղ͘͜ͱͰಘΒΕΔA

͔ΒɼಈతϞʔυղʹ͓͚Δతͷݻ༗ର
ΛۙࣅతʹಘΒΕΔ͔ผͰ͋ΔɽͦΕ
Y ≈ AX ʹର͢Δཧతͳઃఆʹґଘ͠ɼ
ຊߘͰযΛͯΔઃఆΛҎԼʹࣔ͢ɽ
ଌͰ͋ΔX,Y؍ɼࠓ ʹ֬Ͱද͞Ε

Δ͕ࠩޡՃΘ͍ͬͯΔͱԾఆ͢Δɽ۩ମతʹɼ
E,F ∈ Rm×n ͷฏۉ 0Ͱ͓ࢄΑͼ 4

ͷಠཱಉҰͱ͠ݶϞʔϝϯτ͕༗࣍

X = X̄ + E, Y = Ȳ + F, AX̄ = Ȳ

ͱ͢Δɽ͜ͷઃఆͷԼͰɼ[4] ͰɼX̄ ͷ
ϥϯΫ͕mͰ͋ΔͳΒɼTotal least squaresΛ
ղ͘͜ͱͰਪఆ͞ΕΔ͕ྻߦɼαϯϓϧ nΛ
େ͖͘͢Δ͜ͱͰɼਅͷ Aʹऩଋ͢Δ͜ͱΛ
อূ͢Δɽ͜ͷ݁Ռʹ͖ͮج [3]ΞϧΰϦζ
Ϝ 1 ͷϊΠζͷੑ݈ؤΛओு͢Δ͕ɼΞϧ
ΰϦζϜதͰ r < mͱͳΔ߹ɼX̄ ͷϥϯΫ
mະຬͰ͋ΔͨΊɼ্هͷऩଋͷͨΊͷԾ
ఆཱ͠ͳ͍ɽ
Ұํɼ७ਮʹTotal least squaresʹର͢Δཧ

ڀݚͱͯ͠ɼ[5] Ͱ X̄ ͷϥϯΫ͕mΑΓ
খ͍͞߹ʹ͍ͭͯ [4]ͷ݁ՌΛ֦ு͍ͯ͠Δɽ
۩ମతʹɼ͜ͷ߹ղͱͳΔAҰҙͰͳ
͘ू߹ͱͳΔ͕ɼ(3) ͷྻߦٯΛ࠷খϊϧϜܕ

Ұൠྻߦٯʹ֦ுͯ͠AΛਪఆ͢Δɽ͜ͷ࣌ɼ
ਪఆ͞ΕΔ Aղू߹ͷதͰ࠷খϊϧϜղʹ
ऩଋ͢Δ͜ͱΛূ໌͍ͯ͠Δɽ
͔͠͠ͳ͕Βɼ্هͷऩଋཧͱΞϧΰϦζ
Ϝ 1 ͷݻ༗ରͱͷؔΛࣔ͢طଘͷจݙݟ
ड͚ΒΕͳ͍ɽ·ͨɼಈతϞʔυղʹ͓͚Δ
తͷݻ༗ର্͕ͷ࠷খϊϧϜղ Aͷݻ༗ର
ͰΑ͍͔Ͳ͏͔ٞΛཁ͢ΔͣͰ͋Δɽ

5 ओఆཧ

ຊڀݚͰɼಈతϞʔυղʹ͓͚Δεφο
ϓγϣοτͷಛΛࠐΈʹͨ͠ϊΠζͷ֬Ϟ
σϧΛ͑ߟΔɽ۩ମతʹɼྻܥ࣌σʔλͷಛ
͔Β X̄ͷ૾ۭؒAͷ૾ۭؒʹ͍ͨ͠Ίɼ
͜ͷੑ࣭Λ࠷దԽΛࡍ͏ߦͷ੍ͱ͢Δɽ͞Β
ʹɼn−1X̄X̄⊤ʹؔ͢ΔԾఆͷԼͰɼ࣍ͷऩଋ
ఆཧ͕Γཱͭɽ

ఆཧ 1 X̄ͷ૾ۭ͕ؒAͷ૾ۭؒʹ͍͠ͱ͢
Δɽ͞Βʹɼlimn→∞ n−1X̄X̄⊤ϥϯΫ rͷߦ
ྻʹऩଋ͢ΔͱԾఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ΞϧΰϦζ
Ϝ 1 Ͱ͞ࢉܭΕΔݻ༗ɾݻ༗ϕΫτϧɼα
ϯϓϧʹ͍ͭͯ n→∞ͱ͢ΔͱAͷඇྵݻ
༗ͱରԠ͢Δݻ༗ϕΫτϧʹ֬ऩଋ͢Δɽ
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࿈݁ϐϯ৫ߏʹୡͷখ͍ؔ͞ΛՃ͢ΔϞσϧ

ᖒా ਗ਼

ྲྀ௨Պֶେֶ ෦ֶࡁܦ ใֶՊࡁܦ
e-mail : Kiyoshi Sawada@red.umds.ac.jp

1 ͡Ίʹ

࿈݁ϐϯ৫ߏ [1]ɼ্ԼؔͷΈͰܗ
͞ΕΔϐϥϛου৫ߏ [2]ʹɼಉ͡෦ॺ
ͷԣؔΛՃܗͨ͠৫ߏͰ͋Δɽϐ
ϥϛου৫ߏ͕৫ϝϯόʔΛͱ͠
ϝϯόʔؒؔΛลͱ͖ͨࠜ͠ͱͯ͠දݱ
͞ΕΔͷʹର͠ɼ࿈݁ϐϯ৫ߏ͖ࠜ
ͷܑఋʢಉ͡Λͭ࣋ʣΛྡԽͨ͠ߏ
ͱͯ͠ද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
චऀΒɼ͜ΕΒͷ৫ߏʹɼ৫શମͷ

ใୡޮΛ࠷େʹ͢ΔՃؔɼ͢ͳΘͪ
͖ࠜશମͷܦ࿏Λ࠷খʹ͢ΔՃลΛٻ
ΊΔʹऔΓΜͰ͓ΓɼಛʹશK 
Λجຊʹͨ͠ߏʹର͢ΔลՃϞσϧΛ͍͘
͔ͭఏҊ͖ͯͨ͠ʢྫ͑ɼจݙ [3]ʣɽ
͜͜ͰɼશKͷϐϥϛου৫ߏ

ͷશܑఋΛྡԽͨ͠શK ܕ࿈݁ϐϯ
৫ߏΛରͱͯ͠ɼಉ͡֊ͷ̎ϝϯόʔ
ؒʹ̍ͭͷؔΛՃͨ͠ͱ͖ͷ࠷దͳؔ
ՃҐஔΛٻΊΔ͜ͱΛ͑ߟΔɽ͢Θͳͪɼ͞ߴ
HͷશKܕ࿈݁ϐϯ৫ߏʹରͯ͠ɼ
ಉ͡ਂ͞N ͷ̎ؒʹ̍ͭͷลΛՃ͢Δɽ
͜ͷϞσϧʹରͯ͠චऀ͢ͰʹɼશK 
ܕ࿈݁ϐϯ৫ߏͷ֤ลͷ͞ͱՃลͷ
͕͞ಉ͡Ͱ͋Δ߹ʹ͍ͭͯɼ࠷దͳลՃ
ҐஔΛٻΊ͍ͯΔ [4]ɽͨͩ͠ɼ࠷దͳลՃ
ҐஔɼลΛՃͨ͠ͱ͖ͷશK ܕ࿈
݁ϐϯ৫ߏͷ૯ؒܦ࿏ʢશؒͷ
ٻখʹ͢Δ͜ͱʹΑΓ࠷࿏ͷ૯ʣΛܦ࠷
ΊΒΕΔɽ
ຊڀݚͰɼ৫ϝϯόʔؒͷݩʑͷؔΑ

ΓɼՃ͞Εͨؔͷํ͕ୡ͕খ͍͞߹
ͷϞσϧΛ͑ߟΔɽ͢ͳΘͪɼશK ܕ
࿈݁ϐϯ৫ߏͷ֤ลͷ͞ 1ʹରͯ͠ɼ
Ճลͷ͞Λ L(0 < L < 1)ͱ͠ɼ্ड़ͷϞσ
ϧͱಉ༷ʹ͞ߴ H(H = 1, 2, . . .)ͷશK 
ܕ࿈݁ϐϯ৫ߏ (K = 2, 3, . . .)ʹର͠
ͯɼಉ͡ਂ͞ N(N = 1, 2, . . . , H)ͷ̎ؒ
ʹ̍ͭͷลΛՃ͢ΔϞσϧΛఏҊ͢Δɽ͜͜
ͰɼลՃલͱൺͯ૯ؒܦ࿏͕ͲΕ
͚ͩॖ͞Ε͔ͨʢҎޙɼ૯ؒॖܦ࿏

ͱݺͿʣΛఆࣜԽ͢Δɽ

2 ૯ؒॖܦ࿏ͷఆࣜԽ

ਂ͞Nͷ̎ؒʹՃ͢Δลɼਂ͞M(

M = 0, 1, 2, . . . , N − 1) ͷͷҟͳΔࢠͷ
Ճ͢Δʹ࢜ଙಉࢠ N ௨Γ͋Δɽͨͩ͠ɼࢠ
ଙͦͷؚࣗΉɽਂ͞ N ͷ̎ؒ
ͷ͏ͪɼਂ͞M ͷͷҟͳΔࢠͷࢠଙؒʹ
̍ลΛՃ͢Δͱ͖ͷ૯ؒॖܦ࿏Λ
RH(N,M)ͱ͢Δɽ·ͨɼM = 0ɼ͢ͳΘͪ
৫ߏͷࠜͷҟͳΔࢠͷࢠଙؒʹลΛՃ͢
Δͱ͖ͷ૯ؒॖܦ࿏ΛSH(N)ͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ɼਂ͞M ͷͷࢠଙಉ࢜Ҏ֎ܦ
࿏͕ॖ͞Εͳ͍͜ͱ͔Βɼ

RH(N,M) = SH−M (N −M) (1)

͕ΓཱͭɽҎԼͰɼM = 0ͷͱ͖ͷ૯
ؒॖܦ࿏ SH(N)ΛఆࣜԽ͢Δɽ
ลՃʹΑΓྡԽ͞ΕΔਂ͞ N ͷ̎
Λ vX0 ɼvY0 ͱ͠ɼvX0 ɼvY0 ͷઌͷ͏ͪਂ͕͞
N − k(k = 1, 2, . . . , N − 1)ͷΛͦΕͧΕ
vXk ɼvYk ͱ͢Δɽ·ͨɼvX0 ɼvY0 ͷࢠଙͷू߹
ΛͦΕͧΕ V X

0 ɼV Y
0 ͱ͢ΔɽvXk ͷࢠଙͷ͏ͪ

vXk ͱ vXk−1 ͷࢠଙΛআ͍ͨͷू߹Λ V X
k ɼ

vYk ͷࢠଙͷ͏ͪ vYk ͱ vYk−1ͷࢠଙΛআ͍ͨ
ͷू߹Λ V Y

k ͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ɼV X

0 ͷͱ V Y
0 ͷͱͷؒͷ

ॖܦ࿏ͷ૯ɼ

AH(N) =
{
W (H −N)

}2
(2N − L− 1) (2)

ͱද͞ΕΔɽͨͩ͠ɼW (h)(h = 0, 1, 2, . . .)
͞ߴ h ͷશ K ͷΛද͢ɽ࣍ʹɼ
vXk (k = 1, 2, . . . , N − 1)ͷͱ V Y

0 ͷɼ
͓Αͼ vYk (k = 1, 2, . . . , N −1)ͷͱ V X

0 ͷ
ͱͷؒͷॖܦ࿏ͷ૯ɼ

BH(N) = 2W (H −N)
N−1∑

i=1

(2i− L− 1) , (3)

V X
0 ͷͱ V Y

k (k = 1, 2, . . . , N − 1)ͷɼ
͓Αͼ V Y

0 ͷͱ V X
k (k = 1, 2, . . . , N − 1)
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ͷͱͷؒͷॖܦ࿏ͷ૯ɼ

CH(N) = 2W (H −N)
N−1∑

i=1

(K − 1)

×W (H − i− 1)(2i− L) (4)

Ͱ༩͑ΒΕΔɽ͞ ΒʹɼvXk (k = 1, 2, . . . , N−1)

ͷͱ vYk (k = 1, 2, . . . , N −1)ͷͱͷؒ
ͷॖܦ࿏ͷ૯ɼ

DH(N) =
N−2∑

i=1

i∑

j=1

(2j − L− 1) , (5)

V X
k (k = 1, 2, . . . , N − 1) ͷͱ V Y

k (k =

1, 2, . . . , N − 1)ͷͱͷؒͷॖܦ࿏ͷ
૯ɼ

EH(N) =
N−1∑

i=1

(K − 1)W (H − i− 1)

×
i∑

j=1

(K − 1)W (H −N + i− j)

× (2j − L− 1) , (6)

vXk (k = 1, 2, . . . , N − 1)ͷͱ V Y
k (k = 1, 2,

. . . , N−1)ͷɼ͓ ΑͼvYk (k = 1, 2, . . . , N−
1)ͷͱ V X

k (k = 1, 2, . . . , N − 1)ͷͱ
ͷؒͷॖܦ࿏ͷ૯ɼ

FH(N) = 2
N−2∑

i=1

(K − 1)W (H − i− 2)

×
i∑

j=1

(2j − L) (7)

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼ
0∑

i=1

· = 0ɼ
−1∑

i=1

· = 0 ͱఆٛ

͢Δɽ
Ҏ্ΑΓɼM = 0ͷͱ͖ͷ૯ؒॖܦ

࿏ SH(N)ɼ

SH(N) = AH(N) +BH(N) + CH(N)

+DH(N) + EH(N) + FH(N)

(8)

ͱఆࣜԽ͞ΕΔɽ

3 దͳลՃҐஔ࠷

M = 0, 1, 2, . . . , N − 2ʹ͍ͭͯɼ

RH(N,M + 1)−RH(N,M) < 0 (9)

Ͱ͋Δ͜ͱ͔ΒɼM = 0ͷͱ͖RH(N,M)͕
શKHͷ͞ߴେͱͳΔɽ͢ͳΘͪɼ࠷
ͷಉ͡ਂ͞ߏ࿈݁ϐϯ৫ܕ N ͷ̎ؒ
ʹ̍ลΛՃ͢Δ߹ɼࠜͷҟͳΔࢠͷࢠଙؒ
ʹՃͨ͠ͱ͖ʹ૯ؒॖܦ࿏͕࠷େͱ
ͳΔɽ
M = 0ͷͱ͖ͷ૯ؒॖܦ࿏ SH(N)

Λ࠷େʹ͢ΔลՃਂ͞N∗ʹ͍ͭͯɼൃද
ྫΛࣔ͢ɽʹ࣌
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༗ݶ֬ࢄͷࢦܕଌઢܥͷՄੵੑͱ
ฏۉԽHebbֶܕशํఔࣜͷԠ༻

͏Θ

্
ͷ

 Յ

ༀՊେֶژ ܥՊֶૅج
e-mail : uwano@mb.kyoto-phu.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ฏۉԽHebbֶܕशํఔࣜ (AHLE)ͱɼn−
քআ͘ʣڥ୯ମʢݩ࣍1

Sn−1 =

{
ξ ∈ Rn | ξj > 0,

n∑

k=1

ξk = 1

}
(1)

্ͷ 1֊ৗඍํఔࣜ

ξ̇j =2cjξj − 2

(
n∑

k=1

ckξk

)
ξj (2)

(j = 1, · · · , n) Λ͍͏ [1]ɽߨԋऀ [2] ʹ͓
͍ͯɼNakamuraʹΑΔ AHLE ͷޯܥදݱ
[1]ͷҰൠԽʹ૬͢ΔޯܥΛྔࢠ౷ܭଟ༷ମ
(QSMʣ্ ͨ͠ɽ͜ߏʹ ΕΛྻߦฏۉԽHebb

शํఔֶࣜܕ (MAHLE)ͱݺͿɽ[2]ʹଓ͘ [3]

ͰɼMAHLEͷશͯͷղيಓ͕QSMͷࢦܕ
ଌઢͰ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ
Ҏ্ͷܦҢ͔ΒɼྻߦԽҎલͷAHLEͱݹయ

ใزԿͱͷؔ࿈ੑͷڵຯ͕ࣗવʹੜ͡Δɽ
ຊߨԋͰҎԼͷ݁ՌΛใ͢ࠂΔɽ

1) ༗ݶ֬ࢄʢҎԼʮ֬ʯলུʣ
ͷࢦܕଌઢΛهड़͢Δɼ౷ܭଟ༷ମ
ͷ༨όϯυϧ T ∗Sn−1্ͷϋϛϧτϯ
ɽͭ࣋ɼՄੵͰཅͳղදࣔΛ͠ࡏଘ͕ܥ

2) ͷϋϛϧτϯؔͷܥϋϛϧτϯه্
อଘྔΛҰ෦ఆԽͯ͠ɼAHLEͷղΛ
ද͢ݱΔϋϛϧτϯ͕ܥಘΒΕɼՄੵ
ੑͱٻղੑ্͕ͱಉ͡ҙຯͰཱ͢Δɽ

3) ༗ݶࢄͷࢦܕଌઢAHLE

(ͷ)ͷղيಓͰ͋Γɼٯཱ͢Δɽ

1)-3)ΛಘΔʹɼT ∗Sn−1ΑΓݩ࣍ߴͷ༨ό
ϯυϧ͔Β T ∗Sn−1ͷγϯϓϨΫςΟοΫ؆
Խ͕׆༻͞ΕΔɽ

2 γϯϓϨΫςΟοΫ؆Խ

Rnʹ͓͍ͯɼ(σΧϧτ)࠲ඪ͕ͯ͢
ਖ਼ͷͷͳ͢ू߹BnΛ͑ߟΔɽBnʹR-࡞༻
ψs : x ∈ Bn #→ esx ∈ Bn Λ༩͑ΔͱɼBn 

Sn−1Λఈۭؒͱ͠ɼ

µ : x ∈ Bn #→ (
n∑

k

xk)
−1x ∈ Sn−1 (3)

ΛࣹӨͱ͢Δओ R-όϯυϧͰ͋ΔɽT ∗Bn
∼=

Bn×Rnʹඪ४తγϯϓϨΫςΟοΫࣜܗ dσ̃ =∑n
k=1 dyk ∧ dxk Λಋೖ͠ɼψs࡞༻ͷγϯϓϨ

ΫςΟοΫͳ্͛ͪ࣋ ψ̃s : (x, y) ∈ T ∗Bn #→
(esx, e−sy) ∈ T ∗Bn ʹΑͬͯɼ(T ∗Bn, dσ̃) Λ
؆Խ͢Δɽ؆ԽۭؒɼϞʔϝϯτࣸ૾
J(x, y) = xT y ͷϨϕϧू߹ J−1(0) ͷR࡞༻
ʹΑΔۭؒ J−1(0)/RͰ͋Γɼࣸ૾

ν :(x.y) ∈ J−1(0) #→ (4)
(( n∑

k=1

xk
)−1

x,
( n∑

k=1

xk
)
y

)
∈ T ∗Sn−1

ʹΑͬͯɼT ∗Sn−1 ͱ࣮ͯ͠͞ݱΕΔɽຊߨԋͷ
߹ɼT ∗Sn−1ͷඪ४γϯϓϨΫςΟοΫࣜܗdσ

͕ɼ؆Խࣜܗͱͯ͠༠ಋ͞ΕΔʢcf. Kummer

(1981), ι∗dσ̃ = ν∗dσɼι : J−1(0) ↪→ T ∗Bnʣɽ

ิ 1 (U-) (T ∗Bn, dσ̃)ɼR-࡞༻ ψ̃s ʹΑΓ
(T ∗Sn−1, dσ)ʹ؆Խ͞ΕΔɽ

3 ࣜܗଌઢͷϋϛϧτϯܕࢦ

Nakamura [1] ʹΑΔɼSn−1 ͷόϯυϧ
্ͰͷAHLEͷϋϛϧτϯࣜܗΛݕ౼͢Δͱɼ
K̃(x, y) =

∑n
k=1(xkyk)

2 Λϋϛϧτϯؔͱ
͢Δ (T ∗Bn, dσ̃, K̃) ͷىʹ౸Δɽϋϛϧτ
ϯํఔࣜɼẋj = 2x2jyj , ẏj = −2xjy2j (j =

1, . . . , n) ͰɼՄͳอଘྔ {xjyj}j=1,...,nΛڐ
༰͠ɼͪʹ

xj(t) = exp(2txj(0)yj(0))xj(0)

yj(t) = exp(−2txj(0)yj(0))yj(0)
(5)

(j = 1, · · · , n) ͱٻղՄͰ͋Δɽ

ఆཧ 2 (U-) ϋϛϧτϯܥ (T ∗Bn, dσ̃, K̃)ɼ
ՄੵͰཅͳղදࣔΛͭ࣋ɽ
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ϋϛϧτϯܥ (T ∗Bn, dσ̃, K̃) ɼR-࡞༻ ψ̃s

Ͱ (T ∗Sn−1, dσ) ্ͷϋϛϧτϯܥʹ؆Խ͞
ΕΔɽͦͷܥͷϋϛϧτϯؔɼK(ξ, η) =∑n

k=1(ξkηk)
2 Ͱɼϋϛϧτϯํఔࣜɼ

ξ̇j = 2(ξjηj)ξj − 2

(
n∑

k=1

(ξkηk)ξk

)
ξj

η̇j = −2(ξjηj)ηj − 2

(
n∑

k=1

(ξkηk)ξk

)
ηj

(6)

(j = 1, · · · , n)Ͱɼ{ξjηj}j=1,··· ,n Λอଘ͢Δɽ
(6)ͷղɼx(0)T y(0) = 0Λຬͨ͢ (5)ͷղۂ
ઢΛ (4)ͷ νͰࣹӨͨ͠

ξj(t) = S(t)−1 exp
(
2tξj(0)ηj(0)

)
ξj(0)

ηj(t) = S(t) exp
(
− 2tξj(0)ηj(0)

)
ηj(0)

(7)

(j = 1, · · · , n)Ͱ͋Δɽͨͩ͠ɼ

S(t) =
n∑

k=1

exp
(
2tξk(0)ηk(0)

)
ξk(0).

ͯ͞ɼSn−1 ༗ݶࢄͷۭؒͱͯ͠
ͷࢦ࠲ܕඪܥ ζ = (ζℓ) = (log(ξℓ/ξn))ℓ=1,··· ,n
Λڐ༰͢Δ [4]ɽࢦܕଌઢͱɼζ ʹؔ͢
Δઢ ζ(t) = tu + ζ(0) Ͱ͋ͬͯ [4]ɼͦΕ
ξj(0)ηj(0) = uj − (

∑n−1
k=1 uk)/n ʢj = 1, · · · ,

n − 1ʣɼξn(0)ηn(0) = −(
∑n−1

k=1 uk)/n ͷͱ͖
ͷ (7)ͷୈ 1ࣜͱಉͰ͋Δɽ

ఆཧ 3 (U-) ϋϛϧτϯܥ (T ∗Sn−1, dσ,K)
༗ݶࢄͷࢦܕଌઢΛهड़͠ɼՄੵ
ͰཅͳղදࣔΛͭ࣋ɽ

ܥ 4 (U-)ҙͷࢦܕଌઢ (7) ξj(0)ηj(0)

= cj (j = 1, · · · , n)ͳΔAHLEʢࣜ (2)ʣΛຬ
ͨ͠ɼͦͷٯΓཱͭɽ

K̃(x, y)ʹ͓͍ͯɼ(xjyj)2Λ cjxjyjʢj = 1,

· · · , n,
∑n

k=1 ck 0ʣʹஔͨ͠ϋϛϧτϯؔ
K̃c(x, y)Λܥͭ࣋؆ԽՄͰɼͦͷ؆Խ
ܥ (T ∗Sn−1, dσ,Kc)ͷϋϛϧτϯํఔࣜɼ

ξ̇j =2cjξj − 2

(
n∑

k=1

ckξk

)
ξj

η̇j =− 2cjηj − 2

(
n∑

k=1

ckξk

)
ηj

(8)

(j = 1, · · · , n)ͱͳΓɼAHLEͷղΛ࣮͢ݱΔɽ

ఆཧ 5 (U-)ϋϛϧτϯܥ (T ∗Sn−1, dσ,Kc)
AHLEΛهड़͠ɼՄੵͰཅͳղදࣔΛͭ࣋ɽ

4 ͓ΘΓʹ

Ҏ্ͷΑ͏ʹɼ༗ݶࢄͷࢦܕଌ
ઢAHLEͷͷղͰਚ͘͞Εɼٯࣔͤͨɽ
͜ΕΒΛهड़͢Δϋϛϧτϯܥ͍ͣΕՄੵ
ͰཅͳղදࣔΛͭ࣋ɽ
ͨ͠༨όϯυϧ্ͷϋϛϧτϯߏճࠓ

ɼNakamuraࣜܗ ʹΑΔόϯυϧ্Ͱͷ
ઌڀݚߦ [1]ͱൺֱͯ͠ 1⃝QSM্ͷྻߦԽ
ʢMAHLEԽ)ʣɼ2ʢ⃝ ؆Խ๏ͷ׆༻ʹΑΔʣՄ
ੵੑͷٞɼͳͲΛ༰қͳΒ͠ΊΔಛ͕͋
Δɽ·ͨɼݹయ౷ܭଟ༷ମ্ͷϋϛϧτϯղੳ
ैདྷ͔Βల։͞Ε͍ͯΔ͕ʢྫ͑ [5, 6]ʣɼ
͍ͣΕ౷ܭଟ༷ମࣗମʢඞવతʹۮݩ࣍ͷ
ΈʣΛ૬ۭؒͱ͍ͯ͠ΔɽຊߨԋͰ૬ۭؒ
౷ܭଟ༷ମͷ༨όϯυϧͰ͋Γɼଌઢ͕౷
ଟ༷ମ্ͷܭ 2֊ৗඍํఔࣜʹ͕ͨ͠͏͜ͱ
ͱ͢ΔࣗવͳΈͰ͋Δɽ
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ωοτϫʔΫ࠷దԽͷରཧ͔Βಋ͘min-plusࣜྻߦͷผදݱ

ా ༏थ 1, ᬒ ઔ೭հ 2, ᬑ ๕ӳ 3

1ಉࣾࢤେֶେֶӃཧڀݚֶՊɼ2খߴۀࢁઐֶߍɼ3ಉࣾࢤେֶཧֶ෦
e-mail : cyjc1901@mail4.doshisha.ac.jp

1 ֓ཁ

min-plusͱɼ࣮ʹແݶେΛՃ͑ͨू
߹্ʹɼՃ๏ ⊕ͱͯ͠minΛͱΔԋࢉɼ๏
⊗ͱͯ͠ΛͱΔԋࢉΛఆٛͨ͠ႈͰ͋
Δɽmin-plusωοτϫʔΫ্ͷ࠷ܦ࿏
Λͪ࣋ʹݯىɼ͞·͟·ͳωοτϫʔΫ࠷
దԽͱਂؔ͘࿈͍ͯ͠Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯ
Δ [1]ɽͦ͜ͰɼຊߨԋͰͦͷதͰmin-plus

ͱׂΓͯͷରԠʹযΛͯΔɽࣜྻߦ
·ͣɼׂΓͯΛઢܭܗըͱͯ͠ఆࣜ
Խ͠ɼͦͷରΛ͑ߟΔ͜ͱͰ min-plus

ɼʹ࣍ΈΔɽࢼΛ༩͑Δ͜ͱΛݱͷผදࣜྻߦ
ͦͷ݁ՌΛԠ༻ͯ͠min-plusࣜྻߦͷੵʹͭ
͍ͯͷੑ࣭Λࣔ͢ɽmin-plus্ͷ 2ͭͷਖ਼
Ұൠʹࣜྻߦɼ2ͭͷੵͷ͍ͯͭʹྻߦํ
2ͭͷࣜྻߦͷੵͱ͘͠ͳΒͳ͍ɽͦ͜Ͱɼ
ωοτϫʔΫ࠷దԽͷରཧ͔ΒಘΒΕ
ΔࣜྻߦͷผදݱΛ༻͍ͯɼͦΕΒ͕͘͠ͳ
ΔͨΊͷඞཁे݅Λ༩͑Δɽ

2 min-plus

࣮શମͷू߹Rʹ∞Λ͚ͭՃ͑ͨू߹Λ
Rminͱද͢ɽa, b ∈ Rminʹରͯ͠Ճ๏⊕ͱ
๏⊗ΛҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɿ

a⊕ b = min{a, b}, a⊗ b = a+ b.

Ճ๏ͷ୯Ґݩ∞ɼ๏ͷ୯Ґݩ 0Ͱ͋Δɽ
·ͨɼՃ๏ͷٯԋࢉଘͣͤࡏɼ๏ͷٯԋࢉ
 a⊘ b := a− bͰ͋Δɽ͜ͷͱ͖RminՃ๏
⊕ʹ͍ͭͯႈͳʹͳΓɼ͜ΕΛmin-plus

ͱ͍͏ɽ
ΔɽRmin͑ߟΛྻߦmin-plus্ͷʹ࣍

ͷݩΛʹͭm×nྻߦͷશମΛRm×n
min ͱ

ද͢ɽಛʹRn×1
min = Rn

minͱ͢Δɽྻߦͷɼੵ ɼ
εΧϥʔഒʹ͍ͭͯҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɿ

1) A = (aij), B = (bij) ∈ Rm×n
min ʹରͯ͠

A⊕B = (aij ⊕ bij).

2) A = (aij) ∈ Rl×m
min , B = (bij) ∈ Rm×n

min ʹ

ରͯ͠

A⊗B =

(
m⊕

k=1

aik ⊗ bkj

)
.

3) A = (aij) ∈ Rm×n
min , c ∈ Rminʹରͯ͠

c⊗A = (c⊗ aij).

3 min-plusࣜྻߦͱׂΓͯ

min-plus্ͷྻߦ A = (aij) ∈ Rn×n
min ʹ

ରͯ͠ɼࣜྻߦΛ

detA =
⊕

σ∈Sn

n⊗

i=1

aiσ(i)

Ͱఆٛ͢Δɽ͜ͷɼׂΓͯͱݺ
ΕΔΈ߹Θͤ࠷దԽͷ࠷దͱ͍͠
͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [1]ɽ2ͭͷू߹ͷ
{1, 2, . . . , n}ɼ{1′, 2′, . . . , n′}ͱͦΕΒΛ݁Ϳล
ू߹ {{i, j′} | aij ̸= ∞}͔ΒͳΔ 2෦άϥϑΛ
ɼล͑ߟ {i, j′}ͷॏΈΛ aij Ͱఆٛ͢Δɽ͜ͷ
2෦άϥϑͷॏΈ࠷খશϚονϯάɼ͢ͳΘ
ͪͲͷ 2ͭΛڞ༗͠ͳ͍ nຊͷลͷू߹
ͰɼॏΈͷ͕࠷খʹͳΔͷΛٻΊΔ͕
ׂΓͯͰ͋Δɽ͜ͷΛܭը
ͱͯ͠ఆࣜԽ͢ΔͱҎԼͷΑ͏ʹͳΔɽ

minimize
∑

aij ̸=∞
aijxij

subject to
n∑

j=1

xij = 1 (i = 1, 2, . . . , n)

n∑

i=1

xij = 1 (j = 1, 2 . . . , n)

xij ≥ 0, xij ∈ Z (i, j = 1, 2 . . . , n)

(P1)

4 ରཧΛ༻͍ͨmin-plusࣜྻߦͷ
ผදݱ

ͨ͛ڍʹ্ (P1)ͷม xij ͷ੍
ΛऔΓͬͯઢܗ؇͠ɼ͞Βʹͦͷର
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Λ͑ߟΔͱ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ

maximize
n∑

i=1

ui +
n∑

j=1

vj

subject to ui + vj ≤ aij (aij ̸= ∞)

(D1)

 (P1)ͷ੍݅ͷ͕ྻߦશϢχϞ
δϡϥʔͰ͋Δ͜ͱɼ͓Αͼઢܭܗըʹର
͢ΔରఆཧΑΓɼ (P1)ͷతؔͷ࠷খ
ͱ (D1)ͷతؔͷ࠷େ͘͠ͳ
Δɽͦ͜Ͱɼ (D1)ͷ੍݅Λmin-plus

ͷཱͰॻ͖͢ͱ

u = A⊗ (−v)

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼu = t(u1, u2, . . . , un)ɼv =
t(v1, v2, . . . , vn)Ͱ͋ΔɽΑͬͯɼz = −vͱ͓
͖ɼz = t(z1, z2, . . . , zn)ʹରͯ͠

ρ(z) = z1 + z2 + · · ·+ zn

ͱ͓͚ɼ (D1)

max
z∈Rn

ρ(A⊗ z)⊘ ρ(z)

ͱ͍͏੍ͳ͠ͷʹॻ͖͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
͜ͷ͜ͱ͔Βɼ

detA = max
z∈Rn

ρ(A⊗ z)⊘ ρ(z)

ͱ͍͏ࣜྻߦͷผදݱΛಘΔɽHook et al. [2]

ͷಛ͚ͮΛ༻͍ΕɼࣜྻߦΛ࣮͢ݱΔϕΫ
τϧͷू߹

{z ∈ Rn | detA = ρ(A⊗ z)⊘ ρ(z)}

͕min-plusઢۭؒܗͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢͜ͱ͕
Ͱ͖Δɽ

5 min-plusྻߦͷੵͷࣜྻߦ

min-plusͰɼ2ͭͷਖ਼ํྻߦ A,B ∈
Rn×n
min ʹରͯ͠

det(A⊗B) ≤ detA⊗ detB

͕Γཱ͕ͭɼ߸ҰൠʹΓཱͨͳ͍ɽ
߸͕ΓཱͭͨΊʹɼྫ͑ʮdet(A⊗B)

ʹ͓͚Δ࠷খ͕حஔͷΈ͋Δ͍ۮஔͷ
ΈͰ࣮͞ݱΕΔʯͱ͍͏े͕݅ΒΕ͍ͯ
Δ [3]ɽͦ͜ͰɼຊߨԋͰ߸͕Γཱͭͨ
Ίͷඞཁे݅ΛωοτϫʔΫ࠷దԽͷ
ରཧΛ༻͍ͯಋ͘ɽ

·ͣɼdet(A ⊗ B)ΛٻΊΔωοτϫʔΫ࠷
దԽΛ࣍ͷΑ͏ʹఆࣜԽ͢Δɽ

minimize
∑

aij ̸=∞
aijxij +

∑

bjk ̸=∞
bjkyjk

subject to

−
n∑

j=1

xij = −1 (i = 1, 2, . . . , n)

n∑

i=1

xij −
n∑

k=1

yjk = 0

(j = 1, 2 . . . , n)
n∑

j=1

yjk = 1 (k = 1, 2, . . . , n)

xij , yjk ≥ 0, xij , yjk ∈ Z
(i, j, k = 1, 2 . . . , n)

(P2)

 (P2)ͷม xij , yjkͷ੍ΛऔΓͬ
ͯઢܗ؇͠ɼͦ ͷରΛม͢ܗΔ͜ͱͰɼ
ࣜ

det(A⊗B) = max
z∈Rn

ρ(A⊗ z)⊗ ρ(tB ⊗ (−z))

ΛಘΔɽ͜Εͱઌ΄ͲͷࣜྻߦͷผදݱΛൺֱ
͢Δ͜ͱͰɼ࣍ͷ݁ՌΛಘΔɽ

ఆཧ 1 A,Bྻߦ ∈ Rn×n
min ʹରͯ͠

det(A⊗B) = detA⊗ detB

͕ΓཱͭͨΊͷඞཁे݅ɼ͋Δ z∗ ∈
Rn͕͋ͬͯ

detA = ρ(A⊗ z∗)⊘ ρ(z∗)

detB = ρ(tB ⊗ (−z∗))⊘ ρ(−z∗)

͕Γཱͭ͜ͱͰ͋Δɽ
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ྟքάϥϑͷߏతಛ͚

ଟت ಸʑॹ 1

1౦ژཧՊେֶ
e-mail : kita@rs.tus.ac.jp

1 ͡Ίʹ

άϥϑʢbidirected graphʣ [1]ͱʢແ
߸ͷ֤ʹ+·ͨ−ͷූࢬʣάϥϑͷ֤
ׂ͕ΓͯΒΕͨͷͰ͋Γɼ͜ΕμΠάϥ
ϑʢdirected graph, digraphʣ͓Αͼූ߸άϥ
ϑʢsigned graphʣͷڞ௨ͷҰൠԽͰ͋Δɽ
άϥϑ EdmondsΒʢ1970ʣʹΑͬͯϚο
νϯάωοτϫʔΫϑϩʔͷͳͲʹ͓͚
Δ༷ʑͳछྨͷ࠷దԽΛ౷Ұతʹ͋Δ
ઢܭܗըͱͯ͠ఆࣜԽ͢ΔͨΊʹಋೖ͞Ε
ͨɽͦͷଞάϥϑ nowhere-zeroྲྀ
શ୯ྻߦͷڀݚʹ͓͍ͯར༻͞ΕΔɽ
μΠάϥϑͷ߹ͱΞφϩδΧϧʹɼά

ϥϑʹରͯ͠༗าಓɾখಓɾύεʢdiwalk,

ditrail, dipathʣͻ͍ͯڧ࿈݁ੑͷ֓೦Λࣗ
વʹఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͕ɼάϥϑͷڧ
࿈݁ੑʹ͍ͭͯجຊతͳ͜ͱ͕·ͩ໌Β͔ʹ
ͳ͍ͬͯͳ͍ɽڧ࿈݁ੑͱάϥϑதͷೋؒ
ͷ༗খಓ͋Δ͍ύεͷଘࡏΛ͏ͷͰ͋
Γɼ࿈݁ͻ͍ͯάϥϑڀݚͷجຊͱͳΔɽ
μΠάϥϑʹ͍ͭͯɼڧ࿈݁ղʹΑͬͯڧ
࿈݁ߏ͕໌Β͔ʹ͞Ε͍ͯΔɽ͔͠͠ɼ
άϥϑʹ͓͍ͯ͜ΕΒʹ૬͢ΔՌΒΕ
͍ͯͳ͍ɽ
·ͨɼμΠάϥϑʹ͓͍ͯ༗খಓͱ༗

ύεʹΑΔڧ࿈݁ੑಉͰ͋Δ͕ɼάϥ
ϑʹ͓͍ͯಉͰͳ͍ͨΊɼͦΕͧΕͷڧ࿈
݁ੑʹରͯ͠ผݸͷཧΛߏங͢Δඞཁ͕͋Δɽ
ͦ͜ͰຊڀݚͰɼάϥϑʹ͓͚Δ༗

࿈݁ڧ࿈݁ཧʢҎԼɼখಓڧখಓʹؔ͢Δ
ཧʣΛߏங͢Δ͜ͱΛͶΒ͍ͱ͠ɼϥσΟΞ
ϧʢradialʣͷ֓೦ͷಋೖ͓Αͼͦͷߏతಛ
͚Λ༩͑Δɽແάϥϑʹ͓͍ͯಛఆͷ
݅Λຬͨ͢ࢬͷू߹ΛҰൠʹҼࢠͱݺͼɼ͞·
͟·ͳҼࢠʹؔ͢ΔڀݚҼࢠཧͱݺ
ΕΔάϥϑཧͷදతͳͰ͋Δɽූ߸
άϥϑͷڧ࿈݁ղΒΕ͍ͯͳ͍͕ɼҼࢠ
ཧʹ͓͚ΔՌͰ͋ΔແάϥϑͷΧςυϥ
ϧղ [2]ɼҼࢠͱූ߸άϥϑͷରԠؔΛ
Ҏͬͯɼಛघͳූ߸άϥϑʹ͓͚Δڧ࿈݁ղ
ͱΈͳͤΔɽ͜ͷߏʹ͓͍ͯڧ࿈݁ੑͷهड़

ʹத৺తͳׂΛՌͨ͢ͷ͕ɼҼྟࢠքάϥϑ
ʢfactor-critical graphʣͱݺΕΔΫϥεͰ͋
Δɽ·ͨ Lovász (1972)ʹΑΔݹయతͳఆཧͰ
͋ΔҼྟࢠքάϥϑͷߏతಛ͚ [1] ͕ಋ
ग़ʹ͓͍ͯ༗༻Ͱ͋Δɽ
ຊڀݚͰҼྟࢠքάϥϑͷάϥϑͷ

ҰൠԽͱͯ͠ϥσΟΞϧΛఆٛ͠ɼͦͷߏత
ಛ͚Λ༩͑Δɽ͜Ε Lovász ͷఆཧͷҰ
ൠԽʹ૬͢ΔɽҰํͰ༗άϥϑʹ͓͚Δϥ
σΟΞϧϑϩʔάϥϑʢflowgraphʣͱݺΕ
Δͷʹ૬͢Δɽ༗άϥϑ͕ಛʹϑϩʔά
ϥϑͰ͋Δͱɼ͋ΔҰ r·ͰͲͷ͔Β
༗ύεͰ౸ୡՄͰ͋Δ͜ͱΛ͍͏ɽϑϩʔ
άϥϑͷߏతಛ͚ɼ༗άϥϑͷڧ࿈
݁ղͱڧ࿈݁άϥϑͷࣖղʹΑΔߏతಛ
͚ʹΑͬͯ໌Β͔Ͱ͋Δɽ
ϥσΟΞϧҼྟࢠքάϥϑϑϩʔάϥϑ

తಛ͚͕ߏೲతํ๏ͰҎͬͯؼͷࣅྨʹ
ͳ͞ΕΔ͕ɼ͜ΕΒΑΓΔ͔ʹෳࡶͳߏ
Λఄ͢ΔɽຊڀݚͰɼϥσΟΞϧͷ؇ͱ͠
ِͯϥσΟΞϧͷ֓೦Λఆٛ͢Δɽ͞Βʹ͜Ε
Βͷ෦Ϋϥεͱͯ͠ઈରϥσΟΞϧɼશϥ
σΟΞϧɼ४શϥσΟΞϧɼઢܗϥσΟΞϧɼ
͓ΑͼઢِܗϥσΟΞϧͷ࢛ͭͷΫϥεΛಋೖ
͠ɼͦΕͧΕͷߏతಛ͚Λ༩͑Δɽʢِʣ
ϥσΟΞϧҼྟࢠքάϥϑͱϑϩʔάϥϑͷ
ϥσΟΞϧ͓Αِܗ௨ͷҰൠԽͰ͋Δ͕ɼઢڞ
ͼ४શϥσΟΞϧͦΕͧΕϑϩʔάϥϑత
͓ΑͼҼྟࢠքάϥϑతͳ͍ޓʹ૬͢Δߏ
ͷදݱͰ͋ΔɽҰൠͷِϥσΟΞϧ͓Αͼϥ
σΟΞϧɼͦΕͧΕઈରϥσΟΞϧ·ͨ
શɾ४શɾઢܗϥσΟΞϧ͔Βߏங͞ΕΔ͋
ΔϥσΟΞϧΛॳظͱͨ͠ɼઢِܗϥσΟΞ
ϧͱ४શϥσΟΞϧͷަޓͷஞ࣍తͳͱ͠
ͯҰҙʹղ͋Δ͍ߏͰ͖Δ͜ͱ͕໌Β͔
ʹͳͬͨɽ͜ΕΒͷՌʹΑΓҰൠͷϥσΟΞ
ϧ͓ΑͼِϥσΟΞϧͷؼೲతಛ͚͕ಘΒ
Εͨɽ

2 ϥσΟΞϧͱِϥσΟΞϧ

άϥϑͷࢬ xyͷ྆ xͱ yͷූ߸͕ α

͓Αͼ βͰ͋Δͱ͖ɼ͜ΕΛ (α,β)-ࢬͱݺͿɽ
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άϥϑʹ͓͍ͯͦͷແάϥϑͷาಓ͕
͋ͨ͑ΒΕͨͱ͖ɼ͜ Ε͕༗าಓͰ͋Δͱɼ
 v͕ೋͭͷࢬ eͱ f ʹྡ͢ΔͳΒ eͱ f

ʹؔ͢Δ vͷූ߸ҟͳΔ͜ͱΛ͍͏ɽ༗า
ಓʹ͓͍͓ͯ࢝Αͼऴͷྡ͢Δࢬʹ͓͚
Δූ߸͕ͦΕͧΕ β͓Αͼ γͰ͋Δͱ͖ɼ͜Ε
Λ (β, γ)-খಓͱݺͿɽࢬͷॏෳ͕ͳ͍༗าಓ
Λ༗খಓɼ͞Βʹͷॏෳ͕ͳ͍༗খಓΛ
༗ύεͱݺͿɽ
ҎԼGΛάϥϑɼrΛͦͷҰͱ͢Δɽ

ఆٛ 1. Gʹ͓͍ͯɼͲͷ x͔Β r ࢸʹ
Δ (α,−α)-༗খಓʢ·ͨαͰ࢝·Δ༗খ
ಓʣ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖ɼGΛ rΛىͱ͢Δ α-

ϥσΟΞϧ (·ͨ α-ِϥσΟΞϧʣͱ͍͏ɽ

͞Βʹɼى rͷ α-ِϥσΟΞϧGʹ͓͍
ͯɼͲͷ͔Β rʹࢸΔ−α-Ͱ࢝·Δ༗খಓ
͕ଘ͢ࡏΔʢ·ͨଘ͠ࡏͳ͍ʣͱ͖ɼGಛ
ʹઈରʢ·ͨઢܗʣͰ͋Δͱ͍͏ɽ
͍·GΛى rͷα-ϥσΟΞϧͱ͢ΔɽͲͷ

 x͔Β rʹࢸΔ (−α,−α)-༗খಓ͕ଘࡏ
͢Δͱ͖ɼGಛʹશͰ͋Δͱ͍͏ɽҰํͰɼ
rͱҟͳΔͲͷ x͔Β rʹࢸΔ (−α,−α)-

༗খಓ͕ଘ͢ࡏΔ͕ɼrΛͱ͢Δ͍͔ͳ
Δ (−α,−α)-༗ดখಓଘ͠ࡏͳ͍ͱ͖ɼG

ಛʹ४શͰ͋Δͱ͍͏ɽ

ఆཧ 1. G͕ rΛىͱ͢ΔઈରϥσΟΞϧͰ
͋Δ͜ͱͱҎԼͰఆٛ͞ΕΔ Cα(r)ͷݩͰ͋Δ
͜ͱಉͰ͋Δɽ

(i) rΛͱ͢Δ༗ดখಓ͔ΒͳΔ
άϥϑ Cα(r)ͷݩͰ͋Δɽ

(ii) GΛ Cα(r)ͷݩͱ͠ɼP ΛGͷ̎Λ
ͱ͠Gʹૉͳ༗খಓɼ·ͨ࠷ॳ
ͱޙ࠷ͷࢬͷΈ͕ॏෳ͢Δ༗าಓͱ͢
Δɽ͜ͷͱ͖GͱP ͷ Cα(r)ͷݩͰ
͋Δɽ

͞ΒʹG͕ಛʹશα-ϥσΟΞϧͰ͋Δ͜ͱͱ
G͕Cα(r)ͷݩͱͯ͠rΛͱ͢Δ (−α,−α)-

༗ดখಓ͔Βߏ͞ΕΔ͜ͱಉͰ͋Δɽ

ఆཧ 2. G͕ rΛىͱ͢Δ४શα-ϥσΟΞ
ϧͰ͋Δ͜ͱͱҎԼͰఆٛ͞ΕΔDα(r)Ͱ͋Δ
͜ͱಉͰ͋Δɽ

(i) ى s ͷશ β-ϥσΟΞϧ Gʢͨͩ͠
β ∈ {+,−}ʣʹରͯ͠ɼ৽͍͠ r ͱ
ࢬ rs Λ (−α,β)-ࢬͱͯ͠Ճ͑ͨά
ϥϑDα(r)ͷݩͰ͋Δɽ

(ii) G ∈ Dα(r)Ͱ͋Δͱ͖ɼGͷҙͷ x

ʹର͠ࢬ rxΛ rʹ͓͚Δූ߸Λαͱͯ͠
Ճ͑ͨάϥϑDα(r)ͷݩͰ͋Δɽ

(iii) rҎ֎ͷΛڞ༗͠ͳ͍Α͏ͳDα(r)ͷ
ҙͷ̎ݩͷDα(r)ͷݩͰ͋Δɽ

ఆཧ 3. G͕ى rͷઢܗα-ِϥσΟΞϧͰ͋
Δ͜ͱҎԼͱಉͰ͋ΔɽG͋ΔμΠάϥ
ϑDʹର͠৽͍͠ rΛՃ͠ɼDͷڧ࿈݁
ղͷۃେݩʹଐ͢ΔҰҎ্ͷ͍͔ͭ͘ͷΛ
rͱࢬͰͭͳ͗DଆΛූ߸αͱͨ͠ͷɼ͋Δ
͍͜Εʹ͞Βʹҙʹ (α,α)-ࢬΛՃͨ͠
ͷͰ͋Δɽͨͩ͠ Dͷ֤༗ࢬΛ࢝ͱऴ
͕ͦΕͧΕූ߸ αͱ−αͷࢬͱΈͳ͢ɽ

ఆཧ 4. G͕ى rͷα-ِϥσΟΞϧͰ͋Δ͜
ͱͱɼҎԼΛຬͨ͢G1, . . . , Gkʢk ≥ 1ʣ͔Β
͞ΕΔ͜ͱಉͰ͋ΔɽG1ߏʹͷΑ͏࣍

ى rʢ:= r1ʣͷઈରϥσΟΞϧɼiʢi ≥ 1ʣ
ىʣͷͱ͖ɼGiحʢ·ͨۮ͕ riͷ
ઢܗ α-ِϥσΟΞϧʢ·ͨ४શ α-ϥσΟ
ΞϧʣHiʹର͠ɼri−1ΛHi− riҙʹಉҰࢹ
͢Δ͜ͱͰGi−1ͱΛͱͬͨͷͱ͢Δɽ͜
ͷͱ͖GGk͋Δ͍Gkʹରͯ͠͞ΒʹHi

ʢiۮʣͷͱHjʢj ≥ 1ʣͷΛHiଆ
͕ූ߸αͰ͋ΔΑ͏ͳࢬͰҙʹ͍ͩܨͷ
Ͱ͋Δɽ

͜ΕΒͷఆཧʹΑΓɼِϥσΟΞϧͷߏత
ಛ͚͕໌Β͔ʹͳͬͨ͜ͱͱͳΔɽৄࡉ
ׂѪ͢Δ͕ɼِϥσΟΞϧͷߏʹ͓͍ͯɼG1

͕͋Δ݅Λຬͨ͢ α-ϥσΟΞϧ U Ͱ͋Δ͜
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陰関数曲面による発泡金属のソリッドモデル生成
花岡 佑哉 1, 伊東 拓 2, 仲田 晋 3, 渡辺 圭子 3

1日本大学大学院, 2日本大学, 3立命館大学
e-mail : ciyu19013@g.nihon-u.ac.jp

(a) (b)

図 1: (a) Closed Cell [1]および，(b) Open Cell

の発泡金属 [2]

1 はじめに
発泡金属とは，大量に気孔を含む金属であり，

Closed Cellと Open Cellの２種類の形状をも
つ (図 1(a)，(b)参照)．この金属は軽量で高い
衝撃吸収能力などを有することから，工学での
応用が期待されている．それに伴い，発泡金属
の性能を数値シミュレーションによって評価す
る必要性も高まり，同金属の数理モデルを生成
する研究が進められている.

発泡金属のモデリングにおいて，同金属の特
徴である，丸みを帯びた気孔形状を表現するこ
とは，現実の発泡金属の特性を再現する上で重
要となる．先行研究 [3]では，物体表面を滑らか
に表現できる陰関数曲面を導入することで，丸
みを帯びた気孔形状をもつ発泡金属モデルを生
成可能にした．しかしながら，この手法によっ
て表現できるモデルの気孔形状は，Closed Cell

のみであり，Open Cellの発泡金属の形状を表
現できていない．本研究の目的は，簡易な形状
を重ね合わせ，不要な面を取り除くことによっ
て，Open Cellの発泡金属モデルを生成するこ
とである．

2 陰関数曲面の気孔形状表現
本研究では，発泡金属の気孔形状として球を

採用する．すなわち，スカラー場

f(x) = (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 − r2

を考え，陰関数曲面 f(x) = 0によって気孔形
状を表現する．ただし，(a, b, c)は球の中心座
標，rは球の半径である．

図 2: Open Cellの発泡金属における Plateau

境界の断面 (cut edge)と結合部 (vertex)[4]

3 球の組み合わせによる Open Cell形
状の表現

Closed Cellの発泡金属は気孔同士が薄い壁
面によって隔てられる．一方，Open Cellのも
のでは壁面は存在せず，図 2に示すように edge

によって構成される．edgeはPlateau境界と呼
ばれる．また，同図の vertexは Plateau境界
同士の結合部であり，cut edgeはPlateau境界
の断面を示しており，その形状は凹辺三角形に
なっている．
この形状を表現するために，本研究では，球
を図 3(a)のように配置し，CSG (Constructive

solid geometry)[5]によってスカラー場 h(x)を
生成する．同図のh(x) = 0において，四方を球
の曲面に囲まれている部分は，生成されるモデ
ルにおけるPlateau境界を表す曲面となる．図
3(b)は，図 3(a)の球の配置を３次元的に行っ
た結果である．このモデルの内部形状は，図 4

のようになり，Plateau境界とその結合部を再
現していることが分かる．また，図 5に図 4の
Plateau境界の断面と結合部の拡大図を示した．
同図より，Plateau境界の断面形状は現実の発
泡金属のものと近い形状になっていることが確
認できる．

4 ソリッドモデルへの変換
生成したOpen Cellの曲面モデル (図 4参照)

を FEMなどの数値シミュレーションで扱うた
めには，生成されたモデルのPlateau境界に相
当する部分の内部を要素分割する必要がある．
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h(x)
<latexit sha1_base64="ZQPYGXIecwa/DAgKaHc+FG4deD4="></latexit>

h(x) = 0
<latexit sha1_base64="cpCUsPAkAnNCrDdoOiS+Of4V0aw="></latexit>

h(x) > 0
<latexit sha1_base64="HlC5GaZdKMAnDDNKmj4ryl0wVS0="></latexit>

h(x) > 0
<latexit sha1_base64="HlC5GaZdKMAnDDNKmj4ryl0wVS0="></latexit>

h(x) < 0
<latexit sha1_base64="dx7ZJiYIIl7Q0FXVRMEE1BKYGUE="></latexit>

(a) (b)

図 3: (a) Closed Cell形状表現のための球体の
配置図と CSGによって生成された h(x)およ
び，(b) (a)の３次元配置例

図 4: 図 3(b)の内部形状

本研究では，図 4に示すモデルの陰関数曲面生
成時にMarching Cubes法 [6]を用いることで，
曲面を構成する節点と各節点に付随する法線情
報を取得している. これらの情報をもとに，法
線情報付き節点に対する Delaunay分割 [7]に
よって，曲面モデルからソリッドモデルを生成
できる可能性がある. また，ソリッドモデルへ
の変換時に想定外の不要な面が生成された場合
であっても，陰関数曲面の性質を利用してそれ
らの面を取り除けると考えられる [8]．
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1  研究の背景 
 トリチウムを燃料とする核融合炉の研究を

推進するうえで、トリチウムがもたらす健康被

害を定量的に評価することは重要である。ここ

で懸念される健康被害とは、トリチウムのベー

タ線によるがんの発生や遺伝的影響等であり、

放射線による DNA損傷、主に二本鎖切断に起因

する被害である。我々のグループでは、蛍光顕

微鏡を用いた DNA一分子観察法を用いて、切断

の㏿度、トリチウム濃度依存性、直接作用と間

接作用の割合等を解析することで、トリチウム

によるDNA二本鎖切断の機構を定量的に明らか

にすることを目的に研究を進めている[1,2,3]。 

 DNA 二本鎖切断の㏿度計測では、蛍光顕微鏡

で撮影された画像からフリーソフト ImageJ[4]

によって解析を行い、DNA の長さを計測してい

る。トリチウム水に DNAを浸してからの時間経

過とともにDNA長さの分布の変化を観察するこ

とで、トリチウムによる DNA二本鎖の切断への

影響を解析する[1]。この DNA 長さは Image J

を使って手動で計測しているが、数多く存在す

るDNAについてそれぞれ長さの計測を手動で行

うのは困難が伴う。そこで、本研究グループで

はDNA長さや二本鎖の切断回数を自動計測する

ためのソフトウェア開発を進めている。本発表

ではこのソフトウェア開発の現状について報

告する。 

  

2  蛍光顕微鏡による DNA画像 
 蛍光顕微鏡を用いた DNA 一分子観察法では、

トリチウム水に T4GT7 バクテリオファージの

DNA を添加して１日から２週間、静置する[1]。

DNA の可視化は、蛍光シアニン色素である

YOYO-1を、DNAを含む溶液と混合して行う。こ

れは YOYO-1 が DNA に結合すると緑色蛍光強度

が 1000倍以上に増加するためである。DNA溶液

の液滴をガラス基板に滴下したのち放射状に

広げ、カバーガラスをかけて観察用試料とする。

倒立型リサーチ顕微鏡を使用して、蛍光フィル

タを通して光照射と観察を行い、超高感度カメ

ラを用いて画像を取得する(図１)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図１．蛍光顕微鏡によるDNAの画像。 

 

3  画像処理及び DNA長さの自動計測 
 これまでに開発したソフトウェアでは、画像

処理を以下の手順で進めている。 

1. 原画像からのノイズを除去 

2. DNA構㐀の強調 

3. 自動閾値法による２値化およびDNAのセグ

メンテーション 

4. 骨格線の抽出 

5. DNA長さの計測 

自動計測された DNA長さと Image Jを用いて手

動計測した値とを比較した際、長さが 9μm 以

上であればよい一致を示したが、長さが 9μm

以下の場合にはややずれが大きくなった。また、

DNA が重なっている場合の長さの自動計測は困

難である。 

 現在、これらの困難を解決するために新たな

ソフトウェア開発を進め、DNA のセグメンテー

ションを行う際に、ディープラーニングを用い

た手法を検討している。セグメンテーションで

は、FastFCNを利用する[5]。FastFCNは発表時
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点(2019年 3月 28日)で最高の精度を持ってい

て、GPU を利用して 512x512 の画像に対して

37.56fpsでの処理を実現している手法である。 

ディープラーニングを用いてセグメンテー

ションを行うため、学習用の画像が必要である。

しかし、現在得られている蛍光顕微鏡の画像数

は不十分なので、学習用画像の自動生成システ

ムを Unity[6]を用いて開発した(図２)。この自

動生成システムでは、背景のノイズや、DNA・

共存物の出現割合、DNA 長さの分布、色合いや

発光具合、セグメンテーションの色をパラメー

タによって調整可能となっている。 

トリチウムによるDNA二本鎖切断への影響を

調べるため、DNA 長さを計測する。長さの計測

では、DNA は幅を持っていないと見なして、セ

グメンテーションをした領域に対して線をフ

ィッティングし、線を構成するピクセル数と縮

尺から長さの計算を行う。トリチウム水に浸す

前の DNA 長さの平均<L０>と後の長さ平均<L>、
DNA分子１本あたりの二本鎖切断回数 nには、

<L>≈<L０>/(n+1)の関係が仮定される[7]。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図２．自動生成した画像。 

  

4  まとめ 
 蛍光顕微鏡によるDNA一分子観察法で得られ

た画像からDNA長さを計測するためのソフトウ

ェア開発を進めている。 

現在、ディープラーニングによるセグメンテ

ーションを行うため、学習用画像の自動生成シ

ステムを開発し終えた。これら学習用画像を用

いて、FastFCNの学習を行い、自動生成した画

像による学習の精度検証を行う。検証を進める

とともに、DNA長さの計測システムの開発も進

めている。このシステム開発では解析結果の可

視化を行い、セグメンテーションをどのように

行ったか、領域に対してどのような線が得られ

たか、どの DNAの長さを計測したかなど、可視

化結果を確認しながら、必要であれば手動で領

域や計測する線を修正するような対話的なシ

ステムとする予定である。 
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1  Introduction 

 Time series data is collected in various 

fields, such as ecology, economy and so on. 

Several effective approaches were proposed 

to study the states of the dynamical system 

and conclude the general rules of dynamical 

systems. Attractor study is an effective 

approach to identify and predict the system 

states. The snapshot-to-point method is a 

method to identify the states of the whole 

dynamical system and understand the 

evolution of the dynamical system[1]. However, 

attractor construction from high 

dimensional data set is complex and is 

difficult to interpret the correspondence 

with variables and the shape of trajectory. 

Moreover, the snapshot-to-point method is 

focused on the evolution and state 

identification. It is hard to gain the 

general trend of state transition. What's 

more, it is also a challenge of comparison 

among dynamical systems． 

 Therefore, we identify system states from 

multiple time series data, and propose the 

state-transition graph that represents the 

transition of the state along with a 

trajectory to facilitate understanding 

about dynamical system states. 

State-transition graph is an abstract 

representation of data on the phase space. 

We refer to the snapshot-to-point method and 

cluster the resulting points. So, the main 

data process of one dynamic system is: 

Normalization, Vectorization, Dimension 

Reduction, Clustering and State Generation. 

 We cluster the resulting points to 

generate the states. After we gain 

information about the state, we can 

calculate the main information about the 

state and state transition. In the aspect of 

comparison, data processing is a little 

different. Considering that different new 

coordinate systems can be created after 

dimensional reduction of different data sets, 

we concatenate the dynamical systems before 

dimensional reduction. After dimensional 

reduction, we divide the resulting data sets 

and then implement clustering separately. 

 

2  Approach and System Introduction 

 Attractor trajectory is a good way to 

investigate the dynamical system state. 

Investigating the dynamical system states 

and constructing the attractor trajectory 

directly is a way. To deal with the problem 

that it is difficult to investigate when the 

construction of attractor trajectory is in 

high dimension, we use snapshot-to-point 

method to reduce the dimensions. In the 2D 

trajectory graph after dimensional 

reduction, each point represents the state 

of each snapshot. The amount of states is too 

large to investigate, so we cluster the 

snapshots to simplify the system states and 

gain the migration information between these 

states. Because all the information in these 

states is compressed after dimensional 

reduction, we also need a way to investigate 

the original data and understand the main 

features of cluster states. Comparison is 

also an important and valid way to 

investigate the dynamical system state. So 

in all the described solutions, we also need 

to consider about how to compare dynamical 

system states more conveniently. 
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  Fig. 1. Overview 
The visual analytic approach consists of 

three steps: applying snapshot-to-point 

method[1], clustering and states generation, 

attractor interaction. In the first step, 

data should be normalized, vectorized and 

concatenated if necessary. Then the 2D 

projection graph is gained. In the next step, 

clustering and states generation step, 

points in the 2D projection graph are 

clustered as multiple states. We can use 

clustering algorithms or manual interaction 

to cluster the states. Then state-transition 

graph can be generated based on states 

information. The state of the dynamical 

system is difficult to define. In a dynamical 

system, the features of the state are not 

represented by only original time series 

data. The similar structure of dynamical 

system in specific timestamp can also be 

called a state. So for a better understanding 

of the states, we develop the attractor 

interaction of states and attractor manifold 

graph. 

 

3  Case Study 

For the evaluation of the proposed method, 

we have applied our approach to an artificial 

ecological data set[2]. 

Fig. 2. Case Study 

This data set is a classic linked food 

chains. The original food chains linked as 

A1. It consisting of two Consumer(C) C1 and 

C2, their respective predators(P) P1 and P2, 

their shared resource(R). So P1 feeds on C1 

while P2 feeds on C2. Both C1 and C2 feeds 

on R. Because C1 and C2 prey upon one 

resource(R), C1 and C2 have a negative 

interaction. We call this classic food 

chains Dynamical System 1 (D1). 

  For comparison, there is another data set. 

Its food chains linked as A2. In this linked 

food chains, C1 and C2 prey on different 

resources. R is the only resource for C1. So, 

C1 and C2 are not represented a competitive 

relationship. For another word, the quantity 

of C1 will not influence the quantity of C2. 

This type of data set is called Dynamical 

System 2 (D2). 

Before applying these data sets, we assume 

that we only know the food chains of D1 and 

is unknown about D2. We only know the name 

of five pieces of fish. First, we divide the 

state according to the position in 

coordinate. As we can see, there is a new 

state colored as green exists in D2, which 

is not gained in D1. Investigating the 

attractor manifold views F1 and F2, the green 

state represents the C1 and C2 are both in 

the sufficient condition. This condition is 

not existed in D1, because C1 and C2 are the 

negative relationship. In F1 and F2 we can 

see the trajectory of D1 (colored in warm 

colors) is convergence, especially in C1-C2, 

R-C2 coordinate. But we cannot identify this 

convergence in D2 (colored in cool colors). 

So we can conclude the C2 is not influenced 

by both C1 and R according to 

state-transition views and attractor view. 

The green state in D2 is the only new state 

compared with D1, which means other 

relationships are similar to D1. So we can 

speculate the food chains of D2 according to 

D1, and the conclusion is satisfied. 
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1  Introduction 

Using the magnetic fields to confine the hot 
fusion fuel in the form of a plasma can realize 
controlled nuclear fusion, which is one of the 
non-pollution energy sources. A device called Force 
Free Helical Reactor (FFHR) [1], which uses helical 
coils to generate a magnetic trap, is being designed 
by the National Institute for Fusion Science (NIFS) 
in Japan. Due to the complicated structure in FFHR, 
one of the processes is to predict the possible area 
the plasma will reach in this device for avoiding 
collision between the plasma and components. It is 
vital for the control of its operation and also for 
diagnostic purposes. Before the FFHR, there is a 
completed version, called the Large Helical Device 
(LHD) [1]. The existing data was observed from this 
one. 

General approaches follow the same way by 
comparing the plasma flux profile with the sectional 
drawings of the device in a 2D graph [2-3]. For lack 
of efficiency and integrality, we need an overall 
perception of the plasma movement in 
three-dimensional space. In this article, we use the 
magnetic field lines traced by MGTRC code to 
obtain the Poincare plot in each certain degree from 
toroidal orientation. Then, we try using the Alpha 
Shape algorithm to obtain the outermost profile of 
each Poincare plot and arrange these profiles into an 
annulus to build a donut like 3D model. Finally, the 
polygon data will be transmitted into Shade 3D for 
further processing. If this approach is proved to be 
effective, it will be applied to into FFHR. This 
research is a collaborative research with NIFS. We 
will continue the optimization of this model 
according to the feedback from NIFS. The model 
will then be used for the design of FFHR or some 
scientific visualizations. 
 

2  Preparation works 
Some preparation works are introduced in this 

part. The data we use to build a 3D model is 

collected by the NIFS from the LHD. The NIFS has 
its way to record the paths of the magnetic field lines 
by the sensors around the reactor with the 
three-dimensional Variational Moments Equilibrium 
Code (VMEC code) [4] and MGTRC code [5]. 
Readers can find the detail in the paper accordingly. 
Each magnetic field line is described as the 
combination of line segments and the vertex 
coordinates are stored in a list. We will have all the 
lines like the following figure. 

Fig. 1. The visualization of magnetic field lines 
 

To check the collision between the plasma and 
components, we barely consider the lines that don’t 
belong to the outermost surface, like the line 
surrounded by other lines. However, these 
streamlines go through between each other and it’s 
impossible to check lines one by one to figure out 
whether they will serve as part of the outermost 
surface. Therefor, we cut the lines from the toroidal 
orientation in every 5 degrees and got the Poincare 
plots. The points belonging to the profile will then 
be extracted from all the points at each Poincare 
plots. Before we do that, we screen out those 
magnetic field lines with a length of less than half a 
circle but more than two circles at toroidal 
orientation. For the reason that those shorter lines 
basically won’t have connections with plasma 
movement. They are usually the magnetic field lines 
generated between a coil and another coil. On the 
other hand, those longer lines can’t provide 
prominent features at the Poincare plots. Figure 2 
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shows the Poincare plots at different toroidal angles. 

Fig. 2. Poincare plots at different toroidal angles in 45 90 
180 and 270 degrees. 

 
In next section, the main approach used to build a 

3D model will be introduced. 
 
3  Approach 

As mentioned in the last section, the points 
belong to the profile of each Poincare plots need to 
be separated. 

Here, we apply a searching method, the Alpha 
Shape with the Delaunay triangulation. An Alpha 
Shape, is a family of piecewise linear simple curves 
in the Euclidean plane associated with the shape of a 
finite set of points from all the points. Here, the set 
of points refers to the one we are eager to separate 
from the Poincare plots. This Alpha Shape avoid the 
situation that the line segments are too long to lose 
the feature of the profile by setting an Alpha Shape 
value. The relationship between the Alpha Shape 
and the Delaunay triangulation is that the latter one 
provides an optimal partition of the points, and 
make it easily to compare the candidate points 
which are represented as a triangle with the former 
one, the Alpha Shape value. 

Fig 3 shows the comparison of the results with 
different Alpha Shape value. When the value equals 
0, the profile we got is totally as the same as using 
Convex Hull algorithm, it’s unsatisfied as the two 
tailors can’t be recognized. When the value was 
changed into 0.5, the shape is close to what we need, 
and it start to recognize points of the innermost layer, 
it may be useful in our later research. However, the 
points at the end of one tailor are lost because the 
number of points in that area is too small. The value  

Fig. 3. The results of applying the Alpha Shape with the 
value of 0, 0.5, 1, 2. 

 
continue being increased, the profile becomes rough, 
as the inner points are selected as the points which 
form the profile. 
 
4  Summary 

For now, the Alpha Shape seems to be a potential 
approach to find the profile of each Poincare plot. 
We still have the improvement of the approach. 
After that, we will connect the selected points of 
each plot into an annulus and try building a 3D 
model and visualizing it with the model of the 
reactor to check the collision. 
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On pseudo-randomness of digraphs and ranking tournaments

ࠤ ᠳฏ 1

1ਆށେֶ େֶӃγεςϜใֶڀݚՊ ใՊֶઐ߈
e-mail : 155x601x@stu.kobe-u.ac.jp

1 ֓ཁ

Pseudo-randomness, ॴ༩ͷμΠάϥϑ͕
͍͔ʹϥϯμϜμΠάϥϑʹʮ͍ۙʯ͔Λද͢
ईͰ͋Δ. ಛʹ,ྡ͕ྻߦਖ਼ྻߦنͱͳΔਖ਼
ଇμΠάϥϑʹؔͯ͠, pseudo-randomness

Λͦͷྡྻߦͷݻ༗ͰදݱͰ͖Δ͜ͱ͕
ΒΕ͍ͯΔ. ͜ͷpseudo-randomnessʹண͠
ͯ, ͜Ε·Ͱάϥϑཧͷ༷ʑͳʹର͢Δ
Ξϓϩʔν͕ߦΘΕ͖ͯͨ. ຊߨԋͰ, τʔ
φϝϯτ ͷϥϯΩϯ(͚͖શάϥϑͷ)
ά͚ͷͷ, ༗ʹணͨ͠ݻ pseudo-

randomnessͷԠ༻ʹؔ͢Δ݁ՌΛใ͢ࠂΔ.

2 ϥϯμϜμΠάϥϑͱ pseudo-

randomness

·ͣ, 0 < p ≤ 1/2ͱ͢Δ. ล֬ pͷϥϯ
μϜμΠάϥϑ, େࡶʹ͑ݴ, ू߹
V ͱͦͷ֤ 2෦ू߹ {x, y}ʹରͯ͠, (༗
ล( (x, y), (y, x)·ͨล͕ͳ͍ঢ়ଶΛ,ͦΕ
ͧΕ֬ p, p, 1− 2pͰಠཱʹબͿ͜ͱͰಘΒ
ΕΔ. ϥϯμϜμΠάϥϑͳͲΛ༻͍Δ֬త
ख๏, άϥϑཧؔ࿈͢Δ߹ͤͷ෯
͍τϐοΫʹ͓͚ΔϞμϯͳख๏ͷ̍ͭͱͳͬ
͍ͯΔ (ྫ͑, [1]). ͦͷརͷҰͭ, ॴ
·ͨඞཁͳμΠάϥϑͷ֬ΛධՁ͢Δ͜ͱ
Ͱ, ͦͷଘੑࡏΛඇߏతʹূ໌Ͱ͖Δ͜ͱͰ
͋Δ (Ұൠʹ, ໌ࣔతͳߏඇࣗ໌Ͱ͋Δ).

ҰํͰ, Λ༩͑Δ͜ͱ໌ূࡏతͳଘߏ
ֶతʹڵຯਂ͘, ͠͠ॏཁͳͱͳΔ.

ͦͷΑ͏ͳଘ໌ূࡏʹର͢Δ༗ޮͳΞϓϩʔν
ͷҰͭͱͯ͠, .ड़Δͷ͕͋Δʹ࣍ (ҎԼͰ
, ຊߨԋͰѻ͏μΠάϥϑͰ͕ࣔ͢, ଞͷά
ϥϑߏͰಉ༷ͷΞϓϩʔν͕͋Δ.)

1 ·ͣϥϯμϜμΠάϥϑΛ༻͍ͯ, 
ʹΞϓϩʔν͢Δ.

2 ,ఆతͳμΠάϥϑʹରܾͯ͠ʹ࣍ ͦΕ
͕͍͔ʹϥϯμϜμΠάϥϑʹʮ͍ۙʯ
͔ΛଌΔదͳईʹ͖ͮج, μΠάϥ
ϑΛߏ͢Δ.

۩ମతʹͲͷΑ͏ͳईΛద༻͢ΕΑ͍͔
ʹґଘ͢Δ͕, ͜Ε·Ͱ෯͘Ԡ༻͞Ε

͍ͯΔईͷҰ͕ͭ, ຊߨԋͰѻ͏ pseudo-

randomnessͱΑΕΔͷͰ͋Δ. Pseudo-

randomness, (p,α)-jumbledͱ͍͏ੑ࣭Ͱઆ
໌͞ΕΔ. ͜ͷੑ࣭, ຊ࣭తʹ, Thomason

ͷจ [2]Ͱఆٛ͞Εͨ.

ఆٛ 1 DΛ nμΠάϥϑͱ͢Δ. ͜ͷͱ
͖, ҙͷ͍ޓʹૉͳDͷ෦ू߹A, B

ʹରͯ͠, ,Λຬͨ͢ͱ͖࣍ D (p,α)-jumbled

Ͱ͋Δͱ͍͏.

∣∣eD(A,B)− p|A||B|
∣∣ ≤ α ·

√
|A||B|.

͜͜Ͱ, eD(A,B)A͔ΒBʹ͏͔Dͷล
ͷͰ͋Δ.

͜ͷੑ࣭Ͱ, pʹԠͯ͡ αΛͲ͜·Ͱখ͘͞
͑ΒΕΔ͔Ͱ, ͍͔ʹล֬ pͷϥϯμϜμΠ
άϥϑʹ͍͔ۙΛදݱͰ͖Δ. ͞Βʹ,ล֬ p

ͷnϥϯμϜμΠάϥϑD(n, p), Cher-

noff ͷෆ͔ࣜΒ, )Ͱʢp,O͍֬ߴ
√
np))-

jumbledͱͳΔ. Αͬͯ, (p,O(
√
np))-jumbled

Ͱ͋Δ nμΠάϥϑͷແྻݶ, ϥϯμϜ
μΠάϥϑʹ͍ۙ͠ͱΈͳͤΔ.

·ͨ, ྡ͕ྻߦਖ਼نͰ͋Δਖ਼ଇάϥϑʹؔ
ͯ͠, (p,α)-jumbledͱ͍͏ੑ࣭, ͦͷݻ༗
ͰදݱͰ͖Δ. ͜Ε, μΠάϥϑʹର͢Δ
ͷఆཧ࣍ (ྫ͑, Vu [3])͔Βै͏.

ఆཧ 2 DΛ, ྡྻߦͷ dҎ֎ͷͯ͢ͷݻ
༗ͷઈର͕ λҎԼͰ͋ΔΑ͏ͳ, n d-

ਖ਼ଇμΠάϥϑͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ҙͷ͍ޓ
ʹૉͳDͷ෦ू߹A, Bʹରͯ͠,

∣∣∣eD(A,B)− d

n
|A||B|

∣∣∣ ≤ λ ·
√

|A||B|.

Αͬͯ, ࣍ d͕ nʹґଘ͢ΔͳΒ, λ =

O(
√
d)Ͱ͋ΔΑ͏ͳ, Λຬͨ͢ه্ d-ਖ਼ଇμΠ

άϥϑͷແྻݶ, ϥϯμϜμΠάϥϑʹۙ͠
͍ͱΈͳͤΔ.

3 τʔφϝϯτͷϥϯΩϯά͚ͷ

τʔφϝϯτͷू߹ V ͔Βࣗવͷू
߹ {1, 2, . . . , n}ͷશ୯ࣹ πͱล e = (x, y)ʹ
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ରͯ͠, π(x) < π(y)Ͱ͋ΔͳΒ, e π ʹ
ରͯ͠ consistentͰ͋Δͱ͍͏. τʔφϝϯτ
T ʹରͯ͠, c(π, T )Λ πʹରͯ͠ consistentͳ
ลͷͱ͠, c(T ) := maxπ c(π, T )ͱ͓͘. ͜
͜Ͱ, π V ͔Β {1, 2, . . . , n}ͷશ୯ࣹશମ
Λಈ͘. ·ͣ, ൺֱత؆୯ͳ͔ٞΒ, ͯ͢
ͷࣗવ nͱ nτʔφϝϯτ T ʹରͯ͠,

C(T ) ≥
(n
2

)
/2 ͕Γཱͭ. ·ͨ, T ͕ n

ͷਪҠతτʔφϝϯτͳΒ, C(T ) =
(n
2

)
ͱ

ͳΔ. ҰํͰ, Spencer [4], [5] p = 1/2ͷϥ
ϯμϜμΠάϥϑ (ϥϯμϜτʔφϝϯτ)Λ
,Δ͜ͱͰ͑ߟ ͋Δఆ c1, c2 > 0ʹଘͯ͠ࡏ,

Γཱͭ͜ͱΛ͕࣍ (ඇߏతʹ)ࣔͨ͠.

∣∣∣min
T

C(T )− 1

2

(
n

2

)∣∣∣ = Θ(n
3
2 ) (1)

͜͜Ͱ, T  nτʔφϝϯτશମΛಈ͘.

ҰํͰ, (1)Λຬͨ͢Α͏ͳτʔφϝϯτΛ
໌ࣔతʹߏ͢Δ͜ͱՄͩΖ͏͔. ͜ͷ
, Erdős-Moon [6]ͱ Spencer [7]ʹΑͬͯ
.Εͨ͞ٴݴ ,ͷͱ͜Ζࡏݱ ஶऀͷΔݶΓ, ໌
ࣔతͳߏྫ Alon-Spencer [1, Section 9.1]

Ͱ͔͠༩͑ΒΕ͍ͯͳ͍. ,ʹࡍ࣮ ૉ p ≡ 3

(mod 4)ʹର͠,  n = pͷ Paleyτʔφ
ϝϯτͱΑΕΔతʹߏ͞ΕΔτʔφϝ
ϯτ Tn͕࣍Λຬͨ͢͜ͱ͕ࣔ͞Εͨ.

∣∣∣C(Tn)−
1

2

(
n

2

)∣∣∣ = O(n
3
2 log n).

͞Βʹ, Alon [8],࠷దԽͷ̍ͭͰ͋Δ
τʔφϝϯτʹର͢Δ Feedback arc set prob-

lem (FAST)͕NPࠔͰ͋Δ͜ͱΛߏతʹ
ূ໌ͨ͠. (֬తख๏ʹΑΔূ໌, ͦͷલʹ
[9]Ͱ༩͑ΒΕͨ). ূ໌Ͱ, ্ड़ͷPaleyτʔ
φϝϯτʹؔ͢Δ݁Ռ͕ॏཁͳׂΛՌͨ͢.

4 ओ݁Ռ

·ͣ, ,ͷఆཧ࣍ Alon-Spencer [1, Section

9.1]ͷߏͷҰൠԽΛ༩͑Δ.

ఆཧ 3 ([10], [11]) ૉ p ≡ 3 (mod 4)ʹର
͠, Λຬͨ࣍͢ n = p3 ͷ͍ޓʹඇಉܕ
ͳ 2p+1/p4ݸͷτʔφϝϯτΛߏͰ͖Δ.

∣∣∣C(T )− 1

2

(
n

2

)∣∣∣ = O(n
3
2 log n).

ূ໌, λ = O(
√
n)ͱͳΔ (n− 1)/2-ਖ਼ଇτʔ

φϝϯτͷແྻݶΛ߹ͤσβΠϯʹ͓͚Δ

݁ՌΛԠ༻ͯ͠ߏͨ͠ͷͪ, Alon-Spencer [1]

ͷٞͷҰ෦ͱఆཧ 2, ͦͯ͠༗܈ݶʹ͓͚
Δ݁ՌΛগ͠༻͍ͯ͏ߦ.

,ʹ࣍ FASTͷNPࠔੑͷAlon [8]ʹΑΔ
ূ໌ʹண͠, ఆཧ 3ͷߏ๏ఆཧ 2ΛԠ༻
ͯ͠, Alonͷূ໌Ͱ༻͍ΒΕͨPaleyτʔφϝ
ϯτʹߏͮ͘جख๏ΛҰൠԽ͢Δ.

·ͨ, ͠ՄͳΒ, 2෦తτʔφϝϯτʹؔ
͍ͯٞͨ͠͠.

ँࣙ ຊڀݚ, JSPSಛผڀݚһྭඅ18J11282

ͷॿΛड͚͍ͯ·͢.
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非正な曲率をもつ束と半束のクラスについて
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東京大学大学院 情報理工学系研究科 数理情報学専攻
e-mail : hirai@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 オーソスキーム複体
Brady–McCammond [2] は，幾何学的群論

の動機から，階層的な半順序集合 P に対して，
オーソスキーム複体 (orthoscheme complex)と
いう距離空間K(P)を構成した．K(P)はPの
チェインの形式的凸結合の全体からなる．すな
わち，K(P) は x =

∑m
k=0 λkpk, p0 ≺ p1 ≺

· · · ≺ pm,
∑m

k=0 λk = 1，λk ≥ 0 (∀k)となる元
xたちからなる．一つのチェインの凸結合全体
を単体と呼ぶことにする．K(P)に距離構造は
以下のように導入される．極大な単体 C(長さ
n)からRnへの写像 ϕC を

ϕC(x) :=
n∑

k=1

λk(e1+· · ·+ek) (x =
n∑

k=0

λkpk).

と定める．ここで単体Cは，極大チェイン p0 ≺
p1 ≺ · · · ≺ pnの凸結合とし，eiはRnの単位
ベクトルである．そして，C 内の 2点 x, y の
距離 d(x, y)を ∥ϕC(x)−ϕC(y)∥2で定める．次
に，K(P)内のパス γ : [0, 1] → K(P)の長さ
d(γ)を

d(γ) := sup
k−1∑

i=0

d(γ(ti), γ(ti+1))

と定義する．ここで supは γ(ti), γ(ti+1)が同
じ単体に属するような十分細かい区間分割 0 =

t0 < t1 < · · · < tk = 1 (k > 0)についてとる．
そして，K(P)の 2点の距離をその２点を結ぶ
パスの長さの下限として定義する．Pが階層的
であることから，この定義は well-definedで，
K(P)は距離空間となり，Pのオーソスキーム
複体と呼ぶ．直感的にいうと，各極大チェインに
対して頂点0, e1, e1+e2, . . . , e1+e2+· · ·+en を
持つRnの単体を詰めて得られる空間がK(P)

である (図 1)．Pの順序複体（order complex）
の幾何学的実現に特殊な距離を入れたものとも
いえる．
我々は，Pの組合せ構造と距離空間K(P)の

幾何構造の関係に興味がある．

P
<latexit sha1_base64="P9fQgMh3jhHr2n8q7h4o/0BKBsU="></latexit><latexit sha1_base64="P9fQgMh3jhHr2n8q7h4o/0BKBsU="></latexit><latexit sha1_base64="P9fQgMh3jhHr2n8q7h4o/0BKBsU="></latexit><latexit sha1_base64="P9fQgMh3jhHr2n8q7h4o/0BKBsU="></latexit>

K(P)
<latexit sha1_base64="GshWw05Ey5Iemj7/2jjUU6eg2Wc="></latexit><latexit sha1_base64="GshWw05Ey5Iemj7/2jjUU6eg2Wc="></latexit><latexit sha1_base64="GshWw05Ey5Iemj7/2jjUU6eg2Wc="></latexit><latexit sha1_base64="GshWw05Ey5Iemj7/2jjUU6eg2Wc="></latexit>

000
<latexit sha1_base64="nnQTAAvmcLt4vf5c7wqbelR23Ec="></latexit><latexit sha1_base64="nnQTAAvmcLt4vf5c7wqbelR23Ec="></latexit><latexit sha1_base64="nnQTAAvmcLt4vf5c7wqbelR23Ec="></latexit><latexit sha1_base64="nnQTAAvmcLt4vf5c7wqbelR23Ec="></latexit>

001
<latexit sha1_base64="72uyrLffzcwJ2geZf28xrLejyCk="></latexit><latexit sha1_base64="72uyrLffzcwJ2geZf28xrLejyCk="></latexit><latexit sha1_base64="72uyrLffzcwJ2geZf28xrLejyCk="></latexit><latexit sha1_base64="72uyrLffzcwJ2geZf28xrLejyCk="></latexit>

011
<latexit sha1_base64="OkrMPraikpweQNm4UNoZ9iPe1ps="></latexit><latexit sha1_base64="OkrMPraikpweQNm4UNoZ9iPe1ps="></latexit><latexit sha1_base64="OkrMPraikpweQNm4UNoZ9iPe1ps="></latexit><latexit sha1_base64="OkrMPraikpweQNm4UNoZ9iPe1ps="></latexit>

111<latexit sha1_base64="lJ8lvxlSYteIKUhQQLQ5DcmHZRo="></latexit><latexit sha1_base64="lJ8lvxlSYteIKUhQQLQ5DcmHZRo="></latexit><latexit sha1_base64="lJ8lvxlSYteIKUhQQLQ5DcmHZRo="></latexit><latexit sha1_base64="lJ8lvxlSYteIKUhQQLQ5DcmHZRo="></latexit>
R3

<latexit sha1_base64="7LsjBnAIn627eCWm9Bhg7ANj32Y="></latexit><latexit sha1_base64="7LsjBnAIn627eCWm9Bhg7ANj32Y="></latexit><latexit sha1_base64="7LsjBnAIn627eCWm9Bhg7ANj32Y="></latexit><latexit sha1_base64="7LsjBnAIn627eCWm9Bhg7ANj32Y="></latexit>

00
<latexit sha1_base64="38aZQpp1pr6St4CO7iIBrbRM1Sk="></latexit><latexit sha1_base64="38aZQpp1pr6St4CO7iIBrbRM1Sk="></latexit><latexit sha1_base64="38aZQpp1pr6St4CO7iIBrbRM1Sk="></latexit><latexit sha1_base64="38aZQpp1pr6St4CO7iIBrbRM1Sk="></latexit>

01
<latexit sha1_base64="R7D13jrpH+Cc9gMJcP1OCZYlF/c="></latexit><latexit sha1_base64="R7D13jrpH+Cc9gMJcP1OCZYlF/c="></latexit><latexit sha1_base64="R7D13jrpH+Cc9gMJcP1OCZYlF/c="></latexit><latexit sha1_base64="R7D13jrpH+Cc9gMJcP1OCZYlF/c="></latexit>

11<latexit sha1_base64="hBSv2bzEIQPnyq9MWvs6DvNEsbA="></latexit><latexit sha1_base64="hBSv2bzEIQPnyq9MWvs6DvNEsbA="></latexit><latexit sha1_base64="hBSv2bzEIQPnyq9MWvs6DvNEsbA="></latexit><latexit sha1_base64="hBSv2bzEIQPnyq9MWvs6DvNEsbA="></latexit>
R2

<latexit sha1_base64="LEcByStzm3l91UUgxfrQUov0Y/E="></latexit><latexit sha1_base64="LEcByStzm3l91UUgxfrQUov0Y/E="></latexit><latexit sha1_base64="LEcByStzm3l91UUgxfrQUov0Y/E="></latexit><latexit sha1_base64="LEcByStzm3l91UUgxfrQUov0Y/E="></latexit>

図 1. オーソスキーム複体

2 CAT(0)空間
距離空間 (X, d)の測地線とは，パスγ : [0, 1] →

X であって

d(γ(s), γ(t)) = |s−t|d(γ(0), γ(1)) (s, t ∈ [0, 1])

となるものである．任意の２点に対して，それ
らを結ぶ測地線が存在するとき，Xを測地的距
離空間という．
測地的距離空間Xには，次のようにして「非

正な曲率をもつ」という性質— CAT(0)性—が
定義される [4]．X の 3点 x, y, zに対し，

d(x, y) = ∥x̄− ȳ∥2，
d(y, z) = ∥ȳ − z̄∥2，
d(z, x) = ∥z̄ − x̄∥2

を満たすR2上の 3点 x̄, ȳ, z̄を考える．y, zを
結ぶ測地線 γの中点 p = γ(1/2) ∈ X と ȳ, z̄の
中点 p̄ = (ȳ + z̄)/2 ∈ R2に対し，不等式

d(x, p) ≤ ∥x̄− p̄∥2

を考える．測地的距離空間XがCAT(0)である
とは，この不等式が任意の 3点 x, y, zと y, zを
結ぶ測地線について成り立つことをいう．詳し
くは [1]を参照されたい．直感的には，X上の三
角形がユークリッド空間のそれに比べて「痩せ
ている」ということである．ユークリッド空間，
双曲空間，より一般に，非正曲率リーマン多様
体は，CAT(0)で，（非多様体である）ツリーも
CAT(0)空間である．
階層的な半順序集合 P の極大チェインの長

さが定数でバウンドされているとき，オーソ
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スキーム複体K(P)は測地的距離空間となる．
Brady–McCammond [2]は，
(P) どのような半順序集合 P ならばオーソ

スキーム複体K(P)がCAT(0)空間にな
るか？

という問題を提起している．彼らは，Pが，非
交差分割束 (noncrossing partition lattice)であ
ればK(P)がCAT(0)になるのではないか，と
予想している．この予想が正しいと，幾何学的
群論の未解決予想である「組み紐群はCAT(0)

群である」が導かれる．
本研究では，この予想を動機の一つとして問

題 (P)を考察する．そのほかの応用数学におけ
る動機は講演で述べる．

3 既存結果と本研究の成果
代表的な束 (ラティス)のクラスについて，オー

ソスキーム複体のCAT(0)性についての知られ
ている結果を述べる．
定理 1 ([2]) Lがランクnのブール束なら，K(L)
はユークリッド空間の超立方体 [0, 1]nと等長で
あり，CAT(0)である．
これは自然に分配束に一般化される．
定理 2 ([3]) Lがランクnの分配束なら，K(L)
はユークリッド空間の凸多面体
{x ∈ [0, 1]n | xi ≥ xj (i, j ∈ [n] : ai ≼ aj)}

と等長であり，CAT(0)である．a1, a2, . . . , an
は Lのジョイン既約元である．
この多面体は，順序多面体（order polytope）
と呼ばれるものである．上の例では，オーソス
キーム複体がユークリッド空間内の凸集合とし
て実現できた．分配束をさらに一般化したモ
ジュラ束では，そうはならないがCAT(0)性は
成り立つ．
定理 3 ([3]) Lがランク nのモジュラ束なら，
K(L)は CAT(0)である．
モジュラ束をさらに一般化した半モジュラ束で
は，CAT(0)性は一般に成立しないことがわかっ
ている（林興養，東京大学修士論文 2019年）．
次に半束（セミラティス）の場合の既存結果

について述べる．ブール半束Lとは，任意の主
イデアルがブール束であって，さらに，フラッ
グ条件

a ∨ b, b ∨ c, c ∨ a ∈ L ⇒ a ∨ b ∨ c ∈ L (1)

を満たす半束である．このとき定理 1によって，
K(L)は超立方体を貼り合わせた立方複体とな
るが，フラッグ条件がCAT(0)立方複体の特徴
付け [4]に対応しており次が得られる．
定理 4 ([4]) Lがランク nのブール半束なら，
K(L)は CAT(0)である．
この結果は，定理２に対応して，メディアン半
束へと一般化される．メディアン半束 Lとは，
任意の主イデアルが分配束であって，フラッグ
条件 (1)を満たす半束である．[3]では，定理３
に対応して，CAT(0)性がモジュラ半束にも成
り立つと予想している．モジュラ半束とは，任
意の主イデアルがモジュラ束であって，フラッ
グ条件 (1)を満たす半束である．
本研究の主結果は，その予想を証明したこと

である．
定理 5 ([5]) L がランク n のモジュラ半束な
ら，K(L)は CAT(0)である．
証明の概要は講演において述べる．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP17K00029の助
成を受けたものです．
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ϗοδϥϯΫΛ༻͍ͨબҙࣝσʔλ͔ΒͷωοτϫʔΫߏங

୩ޱ ོ 1,2, খদਸ਼Ռ 1

1 ਆށେֶେֶӃγεςϜใֶڀݚՊࢉܭՊֶઐ߈ɼ2 JST ͖͕͚͞
e-mail : yaguchi@pearl.kobe-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ۙɼ༷ʑͳ؍ଌσʔλ͔Βߏங͞ΕΔωο
τϫʔΫʹର͢Δղੳ͕͞Ε͍ͯΔɽί
ϛϡχςΟݕग़Λ͡Ίɼ༷ʑͳղੳख๏͕ط
ʹ։ൃ͞Ε͓ͯΓɼωοτϫʔΫ͕༩͑ΒΕΕ
ɼͦͷղੳ༰қʹͳΓͭͭ͋Δɽ͔͠͠ɼ
Ұํɼ௨ৗɼղੳରͱͳΔωοτϫʔΫɼ
ԿΒ͔ͷσʔλʹ࡞͍ͯͮج͞ΕΔɽྫ ͑ɼ
ಈͷΠϯλϥΫγϣϯʹؔ͢Δڀݚʹ͓͍ͯ
ɼಈʹऔΓ͚ͨGPSͳͲΛݩʹͯ͠ɼͦ
ͷߦಈΛੳ͢Δ͜ͱͰɼωοτϫʔΫΛߏங
͢Δ͜ͱ͕͋Δɽ·ͨɼۚ༥ωοτϫʔΫղੳ
ͳͲͰɼҰఆؒ͝ظͱͷऔҾྔͳͲ͔Βωο
τϫʔΫͷߏΛܾఆ͢Δ͜ͱ͕͋Δɽ͜ͷΑ
͏ͳख๏ͰωοτϫʔΫΛߏங͢Δ߹ɼԿΒ
͔ͷᮢΛઃఆ͠ɼऔҾྔͳͲ͕ͦͷᮢΛ
͑Δ͔Ͳ͏͔Ͱࢬͷ༗ແΛܾΊΔ͜ͱ͕ଟ͍ɽ
͔͠͠ɼ͜ͷᮢͷ༩͑ํʹΑͬͯɼߏங͞Ε
ΔωοτϫʔΫେ͖͘มԽ͠ɼैͬͯɼͦͷ
ղੳ݁ՌมΘͬͯ͠·͏ɽ
͜ΕΛ౿·͑ɼຊڀݚͰɼσʔλ͔Βωο

τϫʔΫΛߏங͢Δํ๏Λݕ౼͢Δɽຊڀݚ
ͰߟҊ͢Δํ๏ɼϗοδϥϯΫ [1]ͱݺΕ
Δʹର͢ΔॱҐ͚ख๏ʹͮ͘جɽϗοδ
ϥϯΫɼΈ߹Θͤతϗοδཧʹͮ͘جॱ
Ґ͚ख๏Ͱ͋ΓɼબҙࣝσʔλͳͲ͔Βɼ
ՄͳݶΓແໃ६ͳॱҐ͚Λํ͏ߦ๏Ͱ͋
ΔɽϗοδϥϯΫͷࢉܭͰɼ௨ৗɼ༧Ίωο
τϫʔΫͷߏ༩͑ΒΕ͍ͯΔͷͱԾఆ͞
Ε͍ͯΔ͕ɼ͜͜Ͱɼϗοδཧ͕ଟ༷ମ্ͷ
ؔͱଟ༷ମͷߏΛ͚ؔͮΔཧͰ͋Δ͜
ͱʹண͢ΔͱɼΈ߹ΘͤϗοδཧΛ༻͍
ʹΑΓɼσʔλ͔Βɼࣗવͳωοτϫʔͨ
ΫߏΛਪఆ͢Δํ๏͕ߏஙͰ͖ΔՄੑ͕͋
ΔɽຊڀݚͰɼ͜ͷΑ͏ͳࢼΈͱͯ͠ɼબ
ҙࣝσʔλ͔ΒɼϗοδϥϯΫΛར༻ͯ͠ωο
τϫʔΫߏΛਪఆ͢Δํ๏ΛߟҊ͢Δɽ

2 ϗοδϥϯΫ

͜ͷઅͰɼϗοδϥϯΫ [1]ʹ͍ͭͯઆ໌
͢Δɽ͜ΕɼಛఆͷͷөըɼཱྀߦΛܭ

ը͍ͯ͠Δͱ͖ͷཱྀߦઌͳͲɼ͍͔ͭ͘ͷڵຯ
ͷ͋Δରʹରͯ͠ɼॱҐ͚Λ͢Δํ๏Ͱ͋
Δɽͨͩ͠ɼΞϯέʔτͳͲʹΑͬͯɼॱҐ
͚͍ͨ͠ରͷू߹͔Β 2ͭΛબΜͰ࡞ͨ͠
ϖΞͷ͏ͪɼ͍͔ͭ͘ʹ͍ͭͯɼͲͪΒ͕Ͳͷ
ఔ·͍͔͠ͱ͍͏͕ࣈಘΒΕ͍ͯΔͱ͢
Δɽྫ͑ɼA,B,C,Dͱ͍͏ 4ͭͷөը͕͋
Γɼ͜ͷ͏ͪʮAͱBΛൺֱ͢ΔͱAΑΓB

͕ ʯɼʮB͍͠·1͚ͩ ͱ C Λൺֱ͢Δͱ B

ΑΓC͕ ʯͳͲͱ͍ͬͨσʔλ͍͠·2͚ͩ
Ͱ͋Δɽ·ͨɼ༩͑ΒΕΔσʔλʹɼൺֱͰ
͖ͳ͍ͷؚ͕·Ε͍ͯΔ߹͑ߟΔɽөը
ͷྫͰɼ͕͋·Γʹҧ͏ͨΊɼͲͪΒ
͕گஅͰ͖ͳ͍ɼͳͲͱ͍͏ঢ়͔͍͠·͕
ͯ·Δɽ͜ͷΑ͏ͳσʔλΛ༻͍ͯେҬత
ͳॱҐ͚Λ͕͍͍ͨߦɼσʔλʹΑͬͯɼ
ໃ६ແ͘ॱҐΛ͚Δ͜ͱ͕ෆՄͳ߹ଘ
ͷྫʹʮAͱهΔɽྫ͑ɼ্͢ࡏ C Λൺֱ
͢ΔͱɼC ΑΓ A͕ ʯͱ͍͏͍͠·1͚ͩ
σʔλ͕͋ͬͨͱ͢Δͱɼશͯͷσʔλʹໃ६
ͳ͘ॱҐ͚Λ͢Δ͜ͱෆՄͰ͋Δɽϗο
δϥϯΫɼ͜ͷΑ͏ͳA, B, CͷΑ͏ʹɼ2

ͭΛൺֱͨ͠߹ͷ༏ྼ͕॥͍ͯ͠Δ߹ʹ
ໃ६ແ͘ॱҐ͚͕Ͱ͖ͳ͘ͳΔ͜ͱʹண͢
Δɽ͜ͷΑ͏ͳॱҐͷ॥͕͋Δ͔Ͳ͏͔ɼ
༏ྼΛ༗άϥϑͰදͨ͠ͱ͖ʹαΠΫϧ͕ग़
དྷ͍ͯΔ͔Ͳ͏͔ͰஅͰ͖Δɽ
ॱҐ͚͍ͨ͠ରͷू߹Λ Vͱ͠ɼ2ͭͷ

ରͷ͖͚ΒΕͨϖΞ ⟨v1, v2⟩ ∈ E0, E0 ⊂
V × V ʹରͯ͠ɼv2ΑΓ v1͕ͲΕ͚ͩ·͠
͍͔Λද࣮͢A⟨v1,v2⟩͕༩͑ΒΕ͍ͯΔͱ͢
Δɽͨͩ͠ɼA⟨v1,v2⟩ = −A⟨v2,v1⟩͕Γཱͭͱ
Ծఆ͢ΔɽV ͱ E0 ͷ (V, E0)σʔλʹؔ
࿈ͨ͠ωοτϫʔΫΛఆΊΔͱ͑ߟΔ͜ͱ͕ग़
དྷΔɽVͷ֤ཁૉʹେҬతͳॱҐ͚Λ͢Δͨ
ΊʹɼVͷ֤ vjʹ·͠͞Λද࣮͢ φ(vj)

ΛׂΓ͍ͯͨɽͨͩ͠ɼφ(vj)ɼͳΔ͘

A⟨v1,v2⟩ = φ(v1)− φ(v2)

Λຬͨ͢Α͏ʹఆΊ͍ͨɽ͜Ε

min
φ⃗

∥Gφ⃗− a⃗∥ (1)
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ͱ͍͏ܗͷ࠷খԽʹؼண͞ΕΔɽͨͩ͠ɼ
∥ ·∥దͳϊϧϜͰ͋Γɼφ⃗φ(vj)Λฒͨ
ϕΫτϧͰ͋ΔɽຊڀݚͰ؆୯ͷͨΊ ∥ ·∥
2ϊϧϜͰ͋Δͱ͢ΔɽGେ͖͕͞ |E0|× |V|
Ͱ͋ΔྻߦͰ͋Γɼ⟨vi, vj⟩ ∈ E0ʹରԠ͢Δߦ
ɼୈ iྻ͕ 1ɼୈ jྻ͕−1ɼଞશͯ 0ͱ͢
Δɽ|V|ɼ|E0| VɼE0ͷཁૉΛද͢ɽGɼ
V ্ͷޯΛ͢ࢉܭΔɼV ͔Β E0ͷઢࣸܗ
૾ͱ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽa⃗ɼେ͖͕͞ |E0|
Ͱ͋Γɼ⟨vi, vj⟩ ∈ E0ʹରԠ͢Δ͕A⟨vi,vj⟩
Ͱ͋ΔΑ͏ͳϕΫτϧͰ͋Δɽ∥ · ∥͕ 2ϊϧϜ
Ͱ͋Ε (1)୯७ͳ࠷খ 2ʹؼண͞Ε
Δɽ͜ͷͷᕓɼલड़ͷΑ͏ͳϧʔϓͷ
ଘࡏͷͨΊɼେҬతͳॱҐ͚͕ͲͷఔͰ͖
ͳ͍͔Λఆྔతʹද͍ͯ͠Δɽ

3 ϗοδϥϯΫΛ༻͍ͨωοτϫʔΫߏ
ਪఆ

௨ৗͷϗοδϥϯΫͷࢉܭͰɼධՁσʔλ
͕ಘΒΕ͍ͯΔରͷϖΞͷશͯʹࢬΛઃఆ͠
͍͕ͯͨɼ͜ͷΑ͏ͳࢬͷఆΊํ͕ඞͣࣗ͠
વͳͷͰ͋ΔͱݶΒͳ͍ɽͦ͜Ͱɼຊڀݚ
ͰɼωοτϫʔΫߏؚΊͨ࠷దԽ

min
E,φ⃗

∥GEφ⃗− a⃗E∥ (2)

Λ͑ߟΔɽͨͩ͠ɼGEɼa⃗E  G, a⃗ͷ E ͷ
Ͱ͋Δɽݶ੍
͜͜Ͱɼ(2)ͷఆΊΔΛώϡʔϦες

ΟοΫʹղ͘ɽ۩ମతʹEΛݻఆͯ͠ φ⃗ʹͭ
খԽ͢Δ࠷͍ͯ

min
φ⃗

∥GEφ⃗− a⃗E∥ (3)

ͱɼͦͷΑ͏ʹͯ͠ಘΒΕͨ φ⃗Λݻఆͯ͠ E

খԽ͢Δ࠷͍ͯͭʹ

min
E

∥GEφ⃗− a⃗E∥ (4)

Λަޓʹղ͘ɽ(3)௨ৗͷ࠷খ 2Ͱ͋
Γɼਖ਼ํنఔࣜΛղ͘͜ͱͰ࠷খԽ͕ՄͰ͋
Δɽ(4)ʹ͍ͭͯɼྔ ΞχʔϦϯάΛ༻͍Δɽࢠ
ఈجΞχʔϦϯάɼΠδϯάϞσϧͷࢠྔ

ঢ়ଶΛ୳͢ࡧΔํ๏ͱͯ͠ߟҊ͞ΕͨͷͰ͋
Δ͕ɼۙͰɼΈ߹Θͤ࠷దԽʹର͢
ΔώϡʔϦεςΟοΫղ๏ͱͯ͠͞Ε͍ͯ
Δ [2]ɽྔࢠΞχʔϦϯάͰΈ߹Θͤ࠷దԽ
Λղ͘ࡍʹɼղ͖͍ͨΛରԠ͢ΔΠ

δϯάϞσϧͷجఈঢ়ଶ୳ࡧʹม͢Δɽ
ಛʹɼΠδϯάϞσϧͷΤωϧΪʵมͷ 2

ͱͯ͠ද͞ΕΔͨΊɼղ͖͍ͨΛͦؔ࣍
ͷΑ͏ͳʹม͢Δඞཁ͕͋Δɽ
ຊڀݚͰѻ͏ (4)ͰɼతؔɼG
 a⃗ͷ E ͷ੍ݶΛ௨ͯ͠ E ʹґଘ͢ΔɽE

ͷ੍ݶɼجຊతʹࣹӨʹରԠ͠ɼྻߦΛ
༻͍ͯද͢ݱΔ͜ͱ͕ग़དྷΔɽैͬͯɼ(4)ͷ
ΘΓʹ

min
E

∥GEφ⃗− a⃗E∥2 (5)

Λ͑ߟΕɼతؔ E ʹؔ͢Δ ؔ࣍2
ͱͯ͠ද͞ΕɼPyQUBO[3]ͳͲͷιϧόʔ
Ͱૉʹղ͘͜ͱ͕ՄͰ͋Δɽ
࣮ݧͷ݁Ռͦͷߟʹ͍ͭͯൃද࣌
ʹใ͢ࠂΔɽ

ँࣙ ຊڀݚJST͖͕͚͞ (JPMJPR16EC)

ͷิॿΛड͚͍ͯΔɽ
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1 概要
変分不等式は弾性体の接触問題の数学的モデ
ルに現れる. 例えば, 弾性体が壁面境界にめり
込まないように変位に不等式制約を課す問題な
どがある. FreeFEMのマニュアルをもとに, ス
カラー値の二階の楕円型方程式を例に, 連続問
題での反復計算アルゴリズムと離散化後の制約
付き最小化問題を解く IPOPTソフトウェアを
FreeFEMから利用する方法について解説する.

2 変分不等式と制約付き最小化問題
計算領域を 2次元の有界領域 Ω とする変分
不等式によって記述された問題を考える. Ω の
境界を @Ω, その境界で値が 0 となる Sobolev

空間をH
1
0 (Ω) とする. L

2 内積と H
1
0 (Ω)での

双一次形式を

(f, v) =

Z

Ω
f v , a(u, v) =

Z

Ω
ru ·rv ,

また, エネルギーを表わす汎関数を

J(u) =
1

2
a(u, u)° (f, u)

とする. 障害物 g 2 H
1
(Ω), g ∏ 0 on @Ω を除

く不等式制約を課す集合を

K =
©
u 2 H

1
0 (Ω) ; u ∑ g

™

とする. この集合は閉凸集合になっている. 変
分不等式による問題 [1]は “8v 2 K に対して

a(u, v ° u) ∏ (f, v ° u) (1)

を満す u 2 K を見付けよ” となる. この問題
は次の最小化問題 “8v 2 K に対して

J(u) ∑ J(v) (2)

を満す u 2 K を見付けよ” と等価である. エ
ネルギー汎関数を斉次境界条件を実現する全空
間H

1
0 (Ω) で最小化する場合は変分等式が等価

な問題となる. “8v 2 H
1
0 (Ω)に対して

a(u, v) = (f, v)

を満す u 2 H
1
0 (Ω) を見付けよ”. 以下の説明の

ため, この解を f
§ と表すことにする. まず変

分不等式の問題 (1)の解が制約付き最小化問題
(2)を満すことを確認する. H

1
0 (Ω)上の対称な

双一次形式 a(·, ·) は連続で強圧性を持つため,

内積として考えることができる.

0 ∑ a(u, v ° u)° a(f
§
, v ° u)

= a(u° f
§
, v ° f

§
+ f

§ ° u)

= °a(u° f
§
, u° f

§
) + a(u° f

§
, v ° f

§
)

であり, Schwarz の不等式を用いることで

a(u° f
§
, u° f

§
)

1
2 ∑ a(v ° f

§
, v ° f

§
)

1
2 (3)

が得られる.

J(u) =
1

2
a(u° f

§
, u° f

§
)° 1

2
(f

§
, f

§
)

より, (1)の解は J(v) を v 2 K で最小化して
いることが分る. (3)は変分不等式の解は a(·, ·)
を内積として, 全空間での解 f

§ を閉凸集合 K

に正射影することで得られることを示している.

つぎに制約付き最小化問題 (2)の解が変分不
等式の解になることを [2] に従い確認する. K

は閉凸集合のため, 解 u 2 K と任意の v 2 K

に対して 0 ∑ t ∑ 1 による内分点 u + t(v ° u)

も K に含まれ,

J(u + t(v ° u)) ∏ J(u)

の最小値は t = 0 で達成される. これは

Φ(t) =J(u + t(v ° u))° J(u)

=ta(u, v ° u)° t(f, v ° u)

+
t
2

2
a(v ° u, v ° u)

とすると Φ
0
(0) ∏ 0 であることより, 変分不等

式 (1)が得られる.

3 セミスムースNewton法
凸集合 K は不等式条件で記述されてるため,

より扱い易く表現したい. 積分による制約条件
Z

Ω
µmax(0, u° g) = 0 8µ 2 L

2
(Ω), µ ∏ 0
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を用いて表すことはできるが, この条件は u に
関して線形ではない. したがって, この積分に
よる制約付最小化問題を Lagrange 乗数を介し
て扱うアルゴリズムを構築することは難しい.

Ω のある部分領域で, 等式による制約条件
u = g を課す H

1
0 (Ω) の部分集合で最小化問題

を解き,相補する Lagrange乗数を求め,その値
から次のアクティブな部分集合を決定する反復
アルゴリズム [3]により (2) の解を構成できる.

アルゴリズム
c > 0 を定める.

I0 = Ω,A0 = Ω \ I0 = ;
loop k = 0, 1, · · ·

V
k+1

(g) := {v 2 H
1
0 (Ω) ; v = g on Ak}

V
k+1

(0) := {v 2 H
1
0 (Ω) ; v = 0 on Ak}

8v 2 V
k+1

(0)に対して
a(uk+1v) = (f, v)

を満す uk+1 2 V
k+1

(g) を見付けよ (P ) .

8v 2 H
1
0 (Ω)に対して

< ∏k+1, v >= a(u, v)° (f, v)

を満す ∏k+1 2 H
°1

(Ω) を見付けよ.

Ik+1 := {x 2 Ω ; ∏k+1 + c(uk+1 ° g) ∑ 0}
Ak+1 = Ω \ Ik+1

loop end.

これは ∏k に関する反復アルゴリズムであり,

セミスムースNewton法と呼ばれる.

V
k+1

(0)に試験関数を取る部分集合での J(u)

の最小化問題 (P ) は “8v 2 H
1
0 (Ω)に対して

a(uk+1, v)+ < ∏k+1, v >= (f, v)

を満す uk+1 2 V
k+1

(g) を見付けよ”となって
おり, Ikでは ∏k+1 = 0 が分かる.

4 FeeFEMによる実装
Ω = (0, 1)£(0, 1)で P1要素を用いた FreeFEM

による記述はつぎのようになる.

mesh Th=square (20, 20);
fespace Vh(Th , P1);
int n = Vh.ndof;
Vh uh;
Vh Ik , Ak;
real[int] rhs(n), Aii(n), Aiin(n), b(n);
real c = 10.0;
func f = 1.0; // external force
Vh g = 0.05; // inequality constraint
real tgv = 1.0e+30; // for penalty
varf a(uh,vh) =

int2d(Th)( dx(uh)*dx(vh) +
dy(uh)*dy(vh) )

+ on(1,2,3,4,uh=0.0) ;
varf ff(uh, vh) =

int2d(Th)( f * vh );
matrix A = a(Vh , Vh , tgv = tgv ,

solver = CG);
matrix AA = a(Vh, Vh);
Aii = A.diag; // access to diagonal
rhs = ff(0, Vh);
Vh lambda = 0.0;
Ik = 1.0;
for(int iter = 0; iter < 100; ++iter)
{

b = rhs;
Ak = 1.0;
Ak[] -= Ik[]; // complement set
b = Ak[] .* g[]; // on active set
b *= tgv; // penlty method
b += Ik[] .* rhs; // on inactive set
Aiin = Ak[] * tgv;
Aiin += Ik[] .* Aii;
A.diag = Aiin;
set(A, solver = CG); // A:symmetric
uh[] = A^-1 * b;
lambda [] = AA * uh[]; // < > duality
lambda [] -= rhs;
Ik = (lambda + c * (uh - g)) <= 0.0;

}

V
k+1

(g) での解は Ak で値 g をとるが, これ
はペナルティー法を用いて Ak の節点で剛性行
列の対角成分を大きな値 tgv=10

30
, 対応する

右辺を tgv£g と設定することで実現している.

最終行の Ik+1 の更新は FreeFEM での論理型
が C/C++ と同様に整数の 0 あるいは 1 であ
ることを利用している.

5 IPOPTの利用
Rn での離散的な最小化問題を制約条件 V の

もとで解く. C 2 Rn£n
, xl, xu 2 Rn を用いて

V = {x 2 Rn
; C x = 0, xl ∑ x ∑ xn}

と構成されているものとする. IPOPT では
f : Rn ! R をこの集合 V で最小化する解を
求めることができる. FreeFEM からは

f(x) =
1

2
(Ax, x)° (b, x)

を構成する n£n 行列 A と b 2 Rn を IPOPT

に渡すことができる.
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ܕͷmax-plusํఔࣜͷཧϞσϧ

ڮߴ େี

ૣҴాେֶ ཧֶज़Ӄ Ԡ༻ཧֶՊ
e-mail : daisuket@waseda.jp

1 ϥΠϑήʔϜͷmax-plus֦ு

ۭؒύλʔϯͷൃؒ࣌లΛهड़͢Δ 2 + ࣍1
ηϧΦʔτϚτϯݩ (CA)ͷ͏ͪɼؒ࣌มԽ͕
தԝͱۙͷʹґଘ͢ΔΑ͏ͳλΠϓΛ
ΔɽΑ͘ΒΕ͍ͯΔྫͱͯ͠ϥΠϑήʔ͑ߟ
Ϝ͕͋Δɽࠁ࣌ tʹ͓͚Δ ඪ࠲ݩ࣍2
(i, j)ͷঢ়ଶΛ utij ∈ {0, 1}ͱ͠ɼ(i, j)ͷप
ғ 8ۙʢMooreۙʣͷঢ়ଶͷΛ stij ͱ
͢Δɽ͜ͷͱ͖ϥΠϑήʔϜͷൃؒ࣌లଇ

ut+1
ij =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1
(utij = 0 & stij = 3

or utij = 1 & stij = 2, 3)

0 (otherwise)

Ͱ༩͑ΒΕΔɽ͜ͷൃؒ࣌లଇΛmax-plusํ
ఔࣜͰද͠ݱɼঢ়ଶΛ࿈ଓ u ∈ [0, 1]ʹ֦ு
͢Δ͜ͱΛ͑ߟΔɽͦͷΑ͏ͳํఔࣜͷީิͱ
ͯ͠

ut+1
ij = max(0, stij + utij − 2)

−max(0, stij + utij − 3) (1)

−max(0, stij − 3) + max(0, stij − 4)

͕͋Δɽ(1)ͷӈล [0, 1]ͷൣғͷ͔͠औΒ
ͳ͍͜ͱ͕༰қʹࣔͤΔͷͰɼuͷҬΛ࠷ॳ
͔Β [0, 1]ʹดͨ͡ൣғͰ͑ߟΔɽ
(1)ͷಛɼ͠ uͷΛ 0, 1ͷ 2ʹݶ

ఆ͢ΔͱͦΕͰด͡ɼϥΠϑήʔϜͷൃؒ࣌
లଇʹҰக͢Δͱ͍͏Ͱ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼ
(1)ϥΠϑήʔϜͷঢ়ଶΛ࣮ʹ֦ுͨ͠
ͱଊ͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽܥ

2 ౷Ұղ

ϥΠϑήʔϜʹ͞·͟·ͳύλʔϯΛఏࣔ
͢Δಛղ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ֦ு
͞Εͨܥ (1)વͦΕΒղΛؚͯ͢Ή͕ɼ
͞ΒʹɼͦΕΒΛΑΓҰൠԽͨ͠ղ͕ଘ͢ࡏ
ΔɽͦͷҰྫͱͯ͠ਤ 1ͷղ͕͋Δɽ྆ҹ
ͷࠨӈͦΕͧΕ͋Δࠁ࣌ͷղͷ༷ࢠΛදͯ͠
͓Γɼ͕ࠁ࣌ 1૿͑Δຖʹࠨˠӈˠࠨˠӈˠʜ
ͱ͍͏Α͏ʹɼपظ 2Ͱৼಈ͢Δपظղͱͳͬ
͍ͯΔɽ·ͨɼ֤ηϧͷ͕৭͖࢛֯Ͱදࣔ

↔

ਤ 1. (1)ͷಛղ

͞Ε͓ͯΓɼͦͷҙຯਤ 2ͷ௨ΓͰ͋Δɽͨ
ͩ͠ aΛ [0, 1]ͷൣғͷҙఆͱ͢Δɽ·ͨɼ
ਤ 1Ͱද͍ࣔͯ͠ΔྖҬͷ֎ଆͯ͢ u = 0

Ͱ͋Δɽ

u = 0 u = 1 u = a u = 1− a

ਤ 2. ηϧ͕ද͢

ਤ 1ͷղ͕֤ηϧͰ (1)Λຬ͍ͨͯ͠Δ͜ͱ
༰қʹࣔͤΔ͕ɼ͜ͷղͷಛผͳ߹ͱͯ͠
a = 0, 1ͷͱ͖ͷղͷ༷ࢠΛਤ 3ʹࣔ͢ɽ͜Ε

↔

ܭ࣌ (a = 0)

↔

ϒϩοΫ (a = 1)

ਤ 3. ਤ 1ͷಛผͳ߹

ΒϥΠϑήʔϜͰݸผʹΒΕ͍ͯΔղͰ͋
Δ͕ɼmax-plusํఔࣜͰ֦ு͢Δ͜ͱʹΑΓɼ
ύϥϝʔλ aΛ௨ͯ͡ 2ͭͷղ͕౷Ұ͞Εͨͱ
͍͏͜ͱڵຯਂ͍ɽ͜ͷΑ͏ͳ౷Ұղ͕ (1)

ʹଟൃ͞ݟΕ͍ͯΔɽ

3 ܕͷmax-plusํఔࣜʹΑΔ࿈ଓԽ

͞Βʹɼ(1)ࣗମʮଟۙʯʹΑΔ֦ு͕
Ͱ͖Δɽ࣍ਤͷΑ͏ʹɼҙͷηϧ (i, j)ʹର
ͯ͠ܘ rin, routͷಉ৺ԁͰғ·Εͨ෦ྖҬ
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ͱ֎෦ྖҬΛ͑ߟΔɽঢ়ଶม uͷ෦ɼ֎෦

✯

✕

rin

rout

ਤ 4. ෦ྖҬͱ֎෦ྖҬ

ྖҬʹ͓͚ΔΛ໘ੵͰׂͬͨฏۉΛͦΕͧ
ΕM t

ij , N
t
ij ͱ͠ɼ࣍ਤͷΑ͏ʹൃؒ࣌లΛఆ

ٛ͢Δɽ
ut+1
ij = S(M t

ij , N
t
ij) (2)

ͨͩ͠ɼS(M,N)ਤ 5Ͱࣔ͢Α͏ͳ [0, 1]ͷ
ൣғͷΛऔΔؔͰ͋Δɽ͞Βʹɼrin = 0.5,

rout = 1.5ͱ͍͏Α͏ͳখ͍͞ܘͰ෦ྖ
Ҭ (i, j)ηϧͷΈʹͳΓɼ֎෦ྖҬMoore

ۙͷΈͱͳΓɼ(2) ணͤ͞Δ͜ͱؼʹ(1)
͕Ͱ͖Δɽ͕ͨͬͯ͠ (2) (1)ͻ͍ͯϥΠ
ϑήʔϜΛಛผͳ߹ͱؚͯ͠Ήଟ֦ۙுͱ
ͳΔɽ֦͕Γͷ͋ΔྖҬͷฏۉΛ༻͍Δ͜ͱ

ਤ 5. S(M,N)ͷ֓ܗ

ʹΑͬͯɼਤ 6ͷΑ͏ͳΒ͔ͳಈ͘ύλʔϯ
͕ (2)ΑΓੜ͞ΕΔɽ

4 ύλʔϯܗܥͷԠ༻

ϥΠϑήʔϜΛࡐʹܕͷmax-plusํఔ
ࣜʹ͍ͭͯड़͖ͯͨɽޙ࠷ʹɼจݙ [1]ୈ 7

ষʹొ͠ɼλʔήοτεύΠϥϧͷύλʔ
ϯΛੜΈग़͢ܥ

ut+1
ij = max(utij , u

t
i−1j , u

t
i+1j , u

t
ij−1, u

t
ij+1)−ut−1

ij

(3)

ਤ 6. (2)ͷղͷεφοϓγϣοτ

ͷԠ༻ʹ͍ͭͯ؆୯ʹ৮ΕΔɽ͜ͷܥ u ∈
{0, 1}ͷCAΛఆ͓ٛͯ͠Γɼࠁ࣌ t+1ͷ͕
ࠁ࣌ t, t− 1ͷࣗΒͷͱࠁ࣌ tͰͷNeumann

ۙʹґଘ͢Δ͕ܕͰͳ͍ɽͦ͜Ͱ
{
ut+1
ij = R(αLt

ij)−M t
ij ,

R(x) = max(0, x)−max(0, x− 1)
(4)

ͱ͍͏ํఔࣜΛ͑ߟΔɽM t
ijਤ 4ͷ෦ྖҬ

ͷฏۉɼLt
ij ෦ͱ֎෦Λ߹ΘͤͨྖҬͷ

ฏۉͱ͢Δɽrin = 0.5, rout = 1, α = 5ͷͱ
͖ɼ(4)

ut+1
ij = R(utij+uti−1j+uti+1j+utij−1+utij+1)−utij

ͱͳΓɼu ∈ {0, 1}ͷͱ͖ (3)ͱՁʹͳΔɽ
ਤ 7ʹɼ͜ͷ߹ͷλʔήοτύλʔϯͱ

rin = 2, rout = 5, α = 10ͷͱ͖ͷλʔήοτ
ύλʔϯΛࣔ͢ɽܕͷmax-plusํఔࣜΛଟ

(a) rin = 0.5, rout = 1, (b) rin = 2, rout = 5,

α = 5 α = 10
ਤ 7. (4)ͷղͷεφοϓγϣοτ

ۙʹ֦ு͢Δ͜ͱʹΑΓɼΒ͔ͳύλʔϯ
Ͱ͖Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ؍͕ܗ

ݙจߟࢀ

[1] ʯɼࢄେีɼʮࠩͱڮߴɾޗྑా
.ग़൛ɼ2003ཱڞ
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ҰൠԽࢄBKPํఔ͔ࣜΒಋ͔ΕΔࠞ߹ιϦτϯղʹ͍ͭͯ

Ҫ ल༑ 1, ৽ᖒ ৴ 2

1౦ւେֶɼ2ຊۀେֶ
e-mail : hdnagai@tokai-u.jp, shinzawa@nishitech.ac.jp

1 ֓ཁ

ҰൠԽࢄ BKPํఔࣜࢄ BKPํఔࣜ
ࢄKPํఔࣜΛؚΉࢄιϦτϯํఔࣜͰ
͋ΔɽຊڀݚͰ͜ͷํఔࣜʹϦμΫγϣϯΛ
ղΛͨ͠ࡏɼ2छͷҟͳΔιϦτϯղ͕͍ࠞߦ
ιϦτϯํఔࣜΛ༩͑Δɽ͜ͷղύࢄͭ࣋
ϥϝʔλͷऔΔʹΑͬͯιϦτϯͷৼ෯ͷਖ਼
ෛ͓Αͼਐ͕ํߦมΘΔɽຊڀݚͰ͞Βʹ
͜ΕΒͷࢄରԠΛ༩͑ΔɽࢄԽͯ͠
ಘΒΕΔιϦτϯղࢄιϦτϯղಉ༷ɼৼ
෯ͷਖ਼ෛɼਐ͕ํߦҟͳΔಉ࢜ͷিಥΛද
͢ղڍಈΛࣔ͢ɽͳ͓ɼຊߘͰ؆୯ͷͨΊ 2

ιϦτϯղʹݶఆͯ͠հΛ͢Δɽ

2 ҰൠԽࢄBKPํఔࣜͱιϦτϯղ

ҰൠԽࢄ BKPํఔࣜ࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɽ

z1τ(p+ 1, q, r)τ(p, q + 1, r + 1)

+z2τ(p, q + 1, r)τ(p+ 1, q, r + 1)

+z3τ(p, q, r + 1)τ(p+ 1, q + 1, r)

−z4τ(p, q, r)τ(p+ 1, q + 1, r + 1) = 0,

(1)

͜͜Ͱ z1, z2, z3, z4 z1 + z2 + z3 − z4 = 0Λ
ຬͨ͢ҙఆͱ͢Δɽ͜ͷํఔࣜιϦτϯ
ղΛͭ࣋ [1]ɽྫ͑ 2ιϦτϯղ࣍ͷΑ͏
ʹද͞ΕΔɽ

τ(p, q, r) =1 + c1
φ(t1)

φ(s1)
+ c2

φ(t2)

φ(s2)

+ c1c2b12
φ(t1)φ(t2)

φ(s1)φ(s2)
,

͜͜Ͱ ti, si, ciͦΕͧΕҙύϥϝʔλͰ͋
Γɼؔ φ(t)͓Αͼ b12࣍Ͱఆٛ͞ΕΔɽ

φ(t) = (a1(t))
p(a2(t))

q(a3(t))
r

a1(t) =
z2z4 + z3t

z1 − t
,

a2(t) =
z1z4 − z3t

z2 + t
,

a3(t) = t,

b12 =
cf(t1, t2)cf(s1, s2)

cf(s1, t2)cf(t1, s2)
,

cf(t, s) =
t− s

tsz3 + z1z2z4
.

3 ࢄιϦτϯํఔࣜ

ҰൠԽࢄ BKPํఔࣜʹม

p = n−m− 2l, q = −l, r = m+ l,

͓Αͼ݅ τ(l + 1,m, n) = τ(l,m, n)Λ՝͠ɼ
͞Βʹ

z1 = d1, z2 = d2, z3 = 1− d1, z4 = 1 + d2,

Λ͜͏ߦͱͰ

(1 + d2)f
m−1
n fm+1

n+1 = d1f
m+1
n fm−1

n+1

+ d2f
m
n−1f

m
n+2 + (1− d1)f

m
n fm

n+1

(2)

͕ಘΒΕΔɽͨͩ͜͜͠Ͱ 0 < d2 < d1 < 1ͱ
͠ɼfm

n = τ(l,m, n)ͱද͢ɽ
(2)ͷ 2ιϦτϯղ࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɽ

fm
n =1 + c1

φ̂(t1)

φ̂(s1)
+ c2

φ̂(t2)

φ̂(s2)

+ c1c2b12
φ̂(t1)φ̂(t2)

φ̂(s1)φ̂(s2)
,

φ̂(t) =

(
a3(t)

a1(t)

)m

(a1(t))
n. (3)

͜͜Ͱ ti, si࣍Λຬͨ͢ͷͱ͢Δɽ

a3(ti)

(a1(ti))2a2(ti)
=

a3(si)

(a1(si))2a2(si)
(4)

ಛʹ ti͕݅

z1z4
z3

< ti, (5)

0 < ti < z1, (6)

ͷ͍ͣΕ͔Λຬͨ͢ͱ͖ɼ(4)Λຬͨ͢ si( ̸= ti)

͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕ ai(t)ͷఆ͔ٛΒ͔֬ΊΒΕ
Δɽύϥϝʔλ ti ͕ (5), (6)ͷͲͪΒΛऔΔ
͔ʹΑͬͯɼιϦτϯղͷڍಈ͕มΘΔɽྫ
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ͱͯ͠ (t1, t2, c1, c2) = (3, 3
10 , 1, 1), d1 = 1

2 ,

d2 = 1
3ɼ͢ͳΘͪ t1͕ (5), t2͕ (6)Λຬͨ͢

ͱ͖ͷιϦτϯղΛਤ 1ʹࣔ͢ɽ͜͜Ͱ umn =

fm
n+1f

m+1
n /fm

n /fm+1
n+1 ͱ͠ɼm, nΛͦΕͧΕ࣌

ؒɼۭؒมͱ͍ͯ͠Δɽৼ෯ͷਖ਼ෛ͓Αͼ
ͷਐ͕ํߦ૬ҟͳΔಉ࢜ͷিಥΛද͍ͯ͠
Δ͜ͱ͕ਤ͔ΒͯݟऔΕΔɽҰൠʹ N ιϦτ
ϯղͷ߹ ti͕ (5)Λຬͨ͢ͱ͖ৼ෯͕ਖ਼
ͰӈʹਐΉΛɼ(6)Λຬͨ͢ͱ͖ৼ෯͕ෛ
ͰࠨʹਐΉΛද͢ɽ

ਤ 1. ࠞ߹ࢄιϦτϯղͷڍಈɽ

4 ࢄιϦτϯํఔࣜ

લઅͰಘΒΕͨํఔࣜ (2)ม di = e−δi/ε,

fm
n = eF

m
n /εͷͱͰҎԼͷΑ͏ʹࢄԽ͕

ՄͰ͋Δ [2]ɽ

Fm+1
n+1 + Fm−1

n = max(Fm
n+1 + Fm

n ,

Fm+1
n + Fm−1

n+1 − δ1, F
m
n+2 + Fm

n−1 − δ2),
(7)

͜͜Ͱ 0 < δ1 < δ2ͱ͢ΔɽιϦτϯղʹ͍ͭ
ͯύϥϝʔλΛ

t1 = t(1) +
z1z4
z3

, t2 =
t(2)z1
1 + t(2)

,

ͷΑ͏ʹஔ͖ͳ͓͢ɽ͜ΕʹΑΓҙͷਖ਼ͷ࣮
 t(1), t(2)ʹରͯ͠ t1, t2 (5), (6)Λຬͨ͠
͍ͯΔɽ͜ͷͱͰม t(i) = e−T (i)/εΛ͏ߦ
͜ͱͰࢄԽ͕ՄͱͳΔɽಛʹɼT (i)Λద
ʹऔΓ͢͜ͱͰ 2ιϦτϯղΛҎԼͷΑ͏
ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Fm
n =max(0,Φ1(m,n),Φ2(m,n),

Φ1(m,n) + Φ2(m,n) +B12),

Φ1(m,n) =Ωm+Kn+ C1,

Φ2(m,n) =Qm+ Pn+ C2.

͜͜Ͱ P , Ω, Ciҙ࣮Ͱ͋Γ, K, Q࣍
ͷࣜؔࢄΛຬͨ͢ͷͱ͢Δɽ

K =
1

2
(|Ω− δ1|− |Ω+ δ1|) , (8)

Q =max(0, P − δ2) + min(0, P + δ2). (9)

B12 P , Ω͕ਖ਼ͷ࣌ɼ࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɽ

B12 = −max(min(Ωi + 2K, 2Q),

min(Ωi + 2K − P + δ2, 0)).

ࣜؔ (8), (9)ͦΕͧΕࢄKdVํఔࣜɼ
ํాށࢄఔࣜͷιϦτϯղ͕ຬͨؔ͢ࢄ
ͱҰக͍ͯ͠Δ͜ͱʹҙ͞Ε͍ͨࣜ [3]ɽ
ιϦτϯղৼ෯ͷࢄιϦτϯղಉ༷ɼࢄ
ਖ਼ෛ͓Αͼਐ͕ํߦҟͳΔιϦτϯಉ࢜ͷি
ಥΛද͢ɽྫ ͱͯ͠ (P,Ω, C1, C2) = (3, 3, 0, 0),

δ1 = 1, δ2 = 2ͱͨ͠ͱ͖ͷιϦτϯղΛਤ2ʹ
ࣔ͢ɽ͜ ͜ͰUm

n = Fm
n+1+Fm+1

n −Fm
n −Fm+1

n+1

ͱ͍ͯ͠ΔɽNιϦτϯղʹ͍ͭͯύϥϝʔ

ਤ 2. ࠞ߹ࢄιϦτϯղͷڍಈɽ

λͷऔΓํʹԠͯ͡ͷੑ࣭͕͔ΕΔɽ

ݙจߟࢀ

[1] N. Shinzawa, Soliton solution to the
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Japan J. Indust. Appl. Math, 35
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[2] T. Tokihiro, D. Takahashi, J. Mat-

sukidaira and J. Satsuma, From Soliton
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ަ௨ྲྀΛهड़͢ΔඇઢܗࢄϞσϧͰ͋Δϧʔϧ184FCAͷࢄղੳ

౦ ฏ߁ 1ɼࡵຎ ॱ٢ 2ɼ߂࣌ ࣏ 1

1౦ژେֶେֶӃཧՊֶڀݚՊɼ2ଂେֶֶ෦ཧֶՊ
e-mail : koheih@ms.u-tokyo.ac.jp

1 ަ௨ྲྀΛهड़͢ΔඇઢܗࢄϞσϧ

ࠁ࣌ tʢt = 0, 1, 2, ...)ɼαΠτ n (n ∈ Z) ʹ
͓͚ΔཻີࢠΛ ρtnɼྲྀྔΛ J t

n ͱ͢Δ ࣍1
Խͨ͠࿈ଓͷํఔࣜࢄͷݩ

ρt+1
n − ρtn = −

(
J t
n+1 − J t

n

)
(1)

Λ͑ߟΔɽ͜͜Ͱ J t
n = (1 − ρtn)ρ

t
n−1 ͱ͢Δ

ͱɼ࣍ͷํࢄఔࣜΛಘΔ [1]ɽ

ρt+1
n = (1− ρtn)ρ

t
n−1 + ρtn+1ρ

t
n (2)

ࣜ (2)ɼρtn Λ۠ؒ n ʹ͓͚Δंͷີͱߟ
͑Δͱɼ୯Ґͨ͋ؒ࣌Γʹ۠ؒ n ʹೖΔंͷ
ྲྀྔ J t

n ͕ɼ۠ ؒ n−1 ʹ͓͚Δंͷີ ρtn−1

ͱ۠ؒ n ʹ͓͚Δۭ͖εϖʔε (1− ρtn) ʹൺ
ྫ͢ΔͱԾఆͨ͠ަ௨ྲྀͷϞσϧํఔࣜͱΈͳ
͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ࣮ࡍɼॳظ ρt=0

n (n ∈ Z)Λ
{0, ड़͢Δ୯७ͳهఆ͢Δͱɼަ௨ྲྀΛݶʹ{1
Ϟσϧͱͯ͠ΒΕΔɼϧϑϥϜʹΑΔϧʔ
ϧ 184ηϧΦʔτϚτϯʹҰக͢Δɽ·ͨɼ۠
ؒ [0, 1]ͷҙͷ࣮ΛॳظʹબͿͱɼͦ
ͷൃؒ࣌ల [0, 1]Ͱด͓ͯ͡ΓɼϑΝδʔη
ϧΦʔτϚτϯʢFuzzy Cellular Automaton,

FCAʣͱ͑ߟΔ͜ͱͰ͖Δɽ

2 ఆৗঢ়ଶͷ҆ఆੑͱجຊਤ

ҎԼͰɼ(2) ʹରͯ࣍͠ͷपظతڥք݅
Λ՝͢͜ͱʹ͢Δɽ

ρti = ρti+N (i ∈ Z) (3)

·ͨɼN ਖ਼ͷۮͱ͠ɼN = 2M ͱ͓͘1ɽ
ॳظ݅ͱͯ͠ɼ∀n, ρ0n ∈ [0, 1] ͱ͢Δɽ͢ͳ
Θͪ (2)Λ FCAͱͯ͢͠ߟΔɽશ۠ؒʹ͓
͚ΔंͷີΛ stɼฏྔྲྀۉΛ Qt ͱ͢Δͱɼ

st :=
1

N

N∑

i=1

ρti (4a)

Qt :=
1

N

N∑

i=1

J t
i =

1

N

N∑

i=1

ρti−1(1− ρti) (4b)

1N ͍ͭʹͷ߹औΓѻ͍͕ҟͳΔɽ͜ͷح͕
ͯɼຊߨԋͰઆ໌͢Δɽ

Ͱ͋Δɽ
पڥظք݅ͷԼͰ st = s (ҰఆʣͰ͋Γɼ
ͷ໋͕Γཱͭɿ࣍

໋ 1 ҙͷॳظ݅ʹରͯ͠ɼ(st, Qt) 
s-Qฏ໘ͷྖҬ

D := {(s,Q) | s(1− s) ≤ Q ≤ min[s, 1− s]}
(5)

ʹଘ͢ࡏΔɽ

·ͨɼఆৗঢ়ଶʹ͍ͭͯ࣍ͷ໋ཱ͕
͢Δɽ

໋ 2 ք݅ڥ (3) ͷԼͰɼ(2) ʹ࣍ͷ 3छ
ྨͷఆৗղ͕ଘ͠ࡏɼ͜ΕΒͷղͯ͢४҆
ఆঢ়ଶ2ʹ͋Δʀ

• Ұ༷ղɿ ρtn ≡ sɽ
͜ͷͱ͖ɼྲྀ ྔ Qt = Q ɼQ = s(1−s)

Ͱ༩͑ΒΕΔɽ
• 2पظղɿ ρt+1

n = ρtn−1 ͔ͭ ρ02m−1 =

α, ρ02m = β (m = 1, 2, ...,M)ɽͨͩ͠ɼ
α, β ∈ [0, 1] ɼα+ β = 2s Λຬͨ͢
ҙͷఆͰ͋Δɽ
͜ͷͱ͖ Q = s(1 − s) + c2 (c := α−β

2 )

Ͱ͋Γɼs(1− s) ≤ Q ≤ min[s, 1− s] Ͱ
͋Δɽ

•  1ͷࣗ༝ߦղɿ s ≤ 1
2 ͷͱ͖ɼ࣍

ͷղ͕ଘ͢ࡏΔʀ
ρt+1
n = ρtn−1 ͔ͭ ρ02m−1 = γm, ρ02m = 0,

·ͨ ρ02m−1 = 0, ρ02m+1 = γm (m =

1, 2, ...,M)ɽ
ͨͩ͠ɼγm ∈ [0, 1] 

∑M
m=1 γm = 2Ms

Λຬͨ͢ҙͷఆͰ͋Δɽ
͜ͷͱ͖ɼQ = sɽ

໋ 1, 2 ʹΑΓɼ͜ͷަ௨ྲྀϞσϧͷجຊ
ਤʹؔͯ࣍͠ͷఆཧ͕Γཱͭɽ

ఆཧ 3 ք݅ڥ (3) ͷԼͰɼ(2) ࣜͰද͞Ε
Δަ௨ྲྀϞσϧͷجຊਤ໋ 1ʹ͓͚ΔྖҬ
DͰ༩͑ΒΕΔɽ

2ઢܗԽͯ͠ಘΒΕΔඍখมҐͷൃؒ࣌ࢄలΛද͢
༗ʹ͓͍ͯɼઈରͯ͢ݻͷྻߦ 1ҎԼͰ͋Δ͕ɼ
ઈର 1ͷͷ͕ଘ͢ࡏΔɽ
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ਤ 1. ԣ࣠Λंͷີɼॎ࣠Λྲྀྔͱͨ͠جຊਤɽྖҬ
ͷҙͷ४҆ఆͰ͋Δɽ

·ͨɼ࣍ͷ༧Λಘ͍ͯΔɽ

༧ 4 Ұൠతͳॳظ ρ0n (n = 1, 2, ..., N) ʹ
ର͢Δఆৗঢ়ଶɼ໋ 2ͷ 2पظղͰ͋Γɼ

s =
1

N

N∑

n=1

ρ0n, δ :=
1

N

N∑

n=1

(−1)nρ0n (6)

ͱͯ͠ɼα = s+ δ, β = s− δ Ͱ͋Δɽ

3 ࢄղੳ

ަ௨ྲྀʹର͢ΔඇઢܗࢄϞσϧͷࢄԽ
Λ͏ߦɽ

ࣜ (2) ʹ͓͍ͯɼρtn = e
−Ut

n
ϵ , 1− ρtn = e

−V t
n

ϵ ͱ
͠ɼݶۃࢄΛͱΔͱɼ

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

U t+1
n = min

[
V t
n + U t

n−1, U
t
n + U t

n+1

]

V t+1
n = min

[
U t
n + V t

n+1, V
t
n + V t

n−1

]

min
[
U t
n, V

t
n

]
= 0

(7a)

(7b)

(7c)

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼ0 ≤ ρtn ≤ 1ΑΓɼU t
n, V

t
n ∈

R≥0 % {∞}Ͱ͋Δɽൃؒ࣌లͷࣜ (7a), (7b)

ΑΓɼt = 0 Ͱ (7c) ͕Γཱͯɼҙͷ t Ͱ
(7c) Γཱͭɽ͕ͨͬͯ͠ɼ(7a)–(7c) ɼ
ܾఆతͳྗֶܥͰ͋Δɽͱͷํఔࣜ (2) ʹ
͓͍ͯɼt = 0 Ͱ ∀n, ρ0n < 1 Ͱ͋Δ߹ɼ
∀n, V 0

n = 0 ʹରԠ͢Δͱͯ͑ߟΑ͍ɽ͜ͷ
߹ɼपڥظք݅ɼ·ͨ |n| ≫ 1ͰҰఆͷΛ
ͱΔڥք݅ͷԼͰɼ͜ͷܥࢄ༗ݶͷε
ςοϓͰඞͣ̍ͷਐߦղʹऩଋ͢Δͱ͍
͏ੑ࣭Λͭɽ͢ͳΘͪ࣍ͷఆཧ͕Γཱͭɽ

ఆཧ 5 t = 0 Ͱ ∀n, V 0
n = 0 ͱ͢Δɽ͜ͷͱ

͖ɼҎԼͷڥք݅ (a) ·ͨ (b) ͷԼͰɼ
͋Δ༗ݶͳؒ࣌εςοϓ T ∈ Z≥0 ͕ଘ͠ࡏɼ

t ≥ T ͳΒҙͷ n ʹରͯ͠ U t
n = UT

n−t+T

͕Γཱͭɽ
(a) ∃N ∈ Z>0, ∀n, U0

N+n = U0
n.

(b) ∃N ∈ Z>0, ∃c−, c+ > 0,

n ≤ −N → U0
n = c−, n ≥ N → U0

n = c+.

ํࢄఔࣜ (7a)–(7c) ͷॳظൺֱ
త༰қʹղ͘͜ͱ͕Ͱ͖ɼղΛ۩ମతʹදࣔ
͢Δ͜ͱͰ͖Δɽྫ͑ɼিܸʹରԠ͢Δ
ͷͱͯ͠ɼॳظΛ V 0

n ͯ͢ 0, U0
nε

ςοϓؔతʹ [..., 21, 21, 21, 1, 1, 1, ...]ͱબͿ
ͱ (ਤ 2)ɼλΠϜεςοϓޙʹִ͕ؒϑΟϘ
φονΛͳ֦͕ͯ͠Γ 1Ͱਐ͢ߦΔఆৗ
ղ͕ಘΒΕΔ (ਤ 3)ɽ

ਤ 2. ॳظ݅ɿ֤αΠτͷ [..., 21, 21, 21, 1, 1, 1...]ɽ

ਤ 3. ਐߦղɿ[..., 21, 21, 13, 8, 5, 3, 2, 1, 1, ...] Ͱ͋Γ
 1ͰਐΉɽ

ݙจߟࢀ

[1] ౦߁ฏ, ,୩थߙ ,ຎॱ٢ࡵ ༑໌ࢬอ, ަ
௨ྲྀΛهड़͢Δ৽͍͠ඇઢܗࢄϞσϧ
ʹ͍ͭͯ, ଂେֶཧֶηϯλʔ
,ཁل ୈ 4߸ (2019), 42–49.
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アフィン型ミューテーションの可積分性について
野邊 厚 1, 松木平 淳太 2

1千葉大学教育学部，2龍谷大学理工学部
e-mail : nobe@faculty.chiba-u.jp

1 はじめに
ランク 2のクラスターミューテーションから

導かれる双有理写像力学系においては、有限
型もしくはアフィン型であることが可積分性の
十分条件である [1, 2, 3]。（必要性についても
成り立つと考えられるが、まだ示されてはいな
い。）一方、ランク 3以上については、有限型で
あれば可積分であることは示されているが [4]、
アフィン型であることと可積分性との関係はよ
く分かっていない。本講演では、ランク N の
A(1)

N−1型ミューテーションの可積分性を示す。

2 A(1)
N−1型ミューテーション

N ≥ 3を自然数とし、初期種子Σ0 = (x0, B0)

x0 = (x1, x2, · · · , xN ) ,

B0 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 0 · · · 0 −1

1 0 −1
. . . 0

0 1
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . −1 0

0
. . . 1 0 −1

1 0 . . . 0 1 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

を与える。ただし、B0はN 次反対称行列であ
る。対応するクイバーQ0は次のようになる：

1⊗

2
⃝

!!♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠ 3
⃝"" · · ·""

N−1
⃝""

N⊙

##❙❙❙❙❙❙❙❙❙❙❙❙❙❙❙❙
""

ここで、頂点 1のみが sink（⊗で表す）であ
り、頂点N のみが source（⊙で表す）である
ことに注意しよう。1方向のミューテーション
µ1により、Q0はQ1 = µ1(Q0)となる：

1⊙

2⊗ $$

♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠ 3
⃝"" · · ·""

N−1
⃝""

N
⃝%%

❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘
""

µ1により sinkが 2へ移り、sourceが 1へ移る
ので、Q1 は Q0 に次の置換 σを施したものに
他ならない：

σ =

(
1 2 · · · N − 1 N

2 3 · · · N 1

)

続けて、ミューテーション µ2、µ3、· · · を順番
に適用して得られるクイバーをそれぞれQ2 =

µ2(Q1)、Q3 = µ3(Q2)、· · · とおく。このとき、
QN = Q0であり、QmN+lは頂点 l + 1のみに
sinkをもち、頂点 lのみに sourceをもつ（m =

0, 1, 2, . . .）。また、Qlに置換 σを施したものが
Ql+1である。したがって、各クイバーQlは周
期 1のmutation-periodicクイバーである [5]。
クラスターおよび交換行列はそれぞれ次のよ
うにミューテーションする（m = 0, 1, 2, . . .）：

xmN
µ1$−→ xmN+1

µ2$−→ · · · µN$−→ xmN+N ,

BmN
µ1$−→ BmN+1

µ2$−→ · · · µN$−→ BmN+N

また、各成分を次のように表すことにする：

xl = (x1;l, x2;l, · · · , xN ;l)

各Blに対応する一般化Cartan行列A(Bl)はす
べてA(1)

N−1型となるため、このミューテーショ
ンをA(1)

N−1型とよぶ [4]。

3 双有理写像力学系
ミューテーション列 µ1, µ2, · · · , µN の作用を
一回の時間発展 t → t+ 1と見なして、新しい
変数 xtiを次のように導入する：

xti := xi;tN (i = 1, 2, . . . , N)

このとき、クラスターのミューテーションから
次の N 次元双有理写像力学系 ϕ : xt $→ xt+1

が導出される（xt = (xt1, x
t
2, · · · , xtN )）：

xt+1
i =

xt+1
i−1x

t
i+1 + 1

xti
(i = 1, 2, . . . , N)

ただし、次のようにおく：

xt+1
0 = xtN , xtN+1 = xt+1

1
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図 1に、N = 3とし、初期値を (x01, x
0
2, x

0
3) =

(4,−3, 4)とした場合の解軌道を示す。時刻 tの
偶奇に応じて、交叉しない 2次曲線上を交互に
時間発展する様子が見て取れる。

図 1. 解軌道

一般の N に対しては、N − 1本の交叉しな
い 2次曲線上を順番に時間発展する。したがっ
て、N − 1階の時間発展 ϕN−1 : xt $→ xt+N−1

は 2次曲線を不変曲線にもつことが分かる。

4 保存量
N 次元双有理写像 ϕN−1 は N − 2個の 1次

保存量 λi（i = 1, 2, . . . , N − 2）と 1個の 2次
保存量 νをもつので Liouville可積分である：

λi =
xti + xti+2

xti+1

(1)

ν =
1 + xt1x

t
N−1 + xt2x

t
N

xt1x
t
N

(2)

N − 2個の超平面 (1)の共通部分として定まる
2次元平面と超曲面 (2)の交わりである 2次曲
線が ϕN−1の不変曲線となる。
N = 3の例を図 2に示す。初期値は図 1と同

様にとり、偶数時刻の軌道をプロットする。ま
た、保存量の定める平面および曲面も図示する。

初期値 (x01, x
0
2, x

0
3)によって定まる平面

xt1 + xt3
xt2

= λ1 =
x01 + x03

x02

と曲面
1 + xt1x

t
2 + xt2x

t
3

xt1x
t
3

= ν =
1 + x01x

0
2 + x02x

0
3

x01x
0
3

の交わりである 2次曲線が偶数時刻の時間発展
の不変曲線（解軌道）である。

図 2. 2階の時間発展の不変曲線

注意 次数の増大度を用いてミューテーション
の可積分性を調べる研究も行われており、A(1)

N−1

型ミューテーションの次数が線形に増大するこ
とが示されている [6]。

謝辞 本研究は 2019年度千葉大学研究費獲得
推進プログラム（多様型 B）の助成を受けて
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͍ͯͭʹର͢Δੵ๏ͷͨΊͷલॲཧʹࢉܭͷ࣮ྻߦ

ཱԬ จཧ 1, ીզ෦  1, Ⴒ࣋ ஐ࠸ 1, ு ྑ 1

େֶݹ1໊ େֶӃڀݚֶՊ Ԡ༻ཧֶઐ߈
e-mail : f-tatsuoka@na.nuap.nagoya-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

A ∈ Cn×n ɼશͯͷݻ༗͕ C \ (−∞, 0]
ʹଐ͢Δྻߦͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼα ∈ (0, 1)ʹ
ରͯ͠ɼྻߦAͷ α

Aα = sin(απ)
απ

A
∫ ∞

0
(t1/αI + A)−1 dt (1)

ͱද͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [1]ɽຊൃදͰ
ࣜ (1)ʹΑΔAαͷࢉܭΛ͑ߟΔɽ
ੵ (1)ͷඃੵؔࢦؔతݮਰͰͳ

͘ɼͦͷ··Ͱੵͷࡍʹଟ͘ͷੵ
͕ඞཁʹͳΔɽͦͷͨΊɼมมΛ༻͍ͯޮ
Α͘ੵ (1)Λ͢ࢉܭΔͨΊͷߦ͕ڀݚΘΕ
͖ͯͨɽྫ͑ɼมม t = (1+x)α/(1−x)α

Λ͍ߦGauss–Jacobi (GJ)ੵٻΛద༻͢Δڀݚ
[2]ɼೋॏࢦؔܕ (DE)ެࣜΛ༻͍Δڀݚ
ΒΕΔɽ͛ڍ͕[1]
·ͨɼจݙ [2, 3]ͰA͕ਖ਼ఆରশͰ͋Δ

ʢٴͼAͷશͯͷݻ༗͕ਖ਼ͷ࣮Ͱ͋Δʣͱ
͖ͷGJੵٻɾDEެࣜͷऩଋੑղੳ͕ߦΘΕ
͓ͯΓɼͲͪΒͷੵެࣜA͕ 1͔ΒΕͨ
༗Λ༗͢Δͱ͖ʹੵެࣜͷऩଋ͕ѱݻ
Խ͢Δ͜ͱ͕໌Β͔ʹ͞Ε͍ͯΔɽ
Ճ͑ͯɼจݙ [2, 3]Ͱɼऩଋੑղੳͷ݁Ռ

Λجʹ A͕ਖ਼ఆରশྻߦͰ͋Δͱ͖ͷલॲ
ཧͷڀݚߦΘΕͨɽ͜͜Ͱͷલॲཧͱɼ

Aα = (AP )αP −α (2)

͕ΓཱͭΑ͏ͳྻߦP ∈ Cn×nΛ༻͍ͯɼAα

ͷΘΓʹࣜ (2)ͷӈลΛ͢ࢉܭΔͷͰ͋Δɽ
ͳ͓ɼࣜ (2)͕ΓཱͭͨΊͷ݅ୈ 2અʹ
ࣔ͢ɽP ΛɼAP ͷͯ͢ͷݻ༗͕ 1ͷۙ͘
ʹͳΔΑ͏ʹɼ͔ ͭɼP −α͕͠ࢉܭ͍͢Α͏
ʹબͿ͜ͱͰࢉܭͷߴԽ͕ظͰ͖Δɽจݙ
[2, 3]ͰఏҊ͞ΕͨલॲཧɼP Λ୯Ґྻߦͷ
ఆഒɼ۩ମతʹ P = 1√

λmaxλmin
I ͱબͿ

ͷͰ͋Δɽͳ͓ɼλmax, λminAͷ࠷େݻ༗
༗Ͱ͋Δɽݻখ࠷ͼٴ
͔͠͠ɼAͷ݅ κ(A) := ∥A∥2∥A−1∥2͕

େ͖͍ͱ͖ɼఆഒͷલॲཧΛ༻͍ͨͱͯ͠
AP ͷ࠷େɾ࠷খݻ༗ 1͔ΒΕ͍ͯΔɽ

Ώ͑ʹɼ͕݅େ͖͍Aʹର͢Δఆഒͷલ
ॲཧͷޮՌෆेͰ͋Γɼ৽ͨͳલॲཧ͕ඞ
ཁͰ͋Δɽ
ͦ͜ͰɼຊڀݚͰ͕݅େ͖͍ਖ਼ఆର
শྻߦAʹରͯ͠ɼগͳ͍ੵͰAαΛࢉܭ
͢ΔͨΊʹɼκ(AP ) < κ(A)ɼ͔ ͭɼκ(P ) < κ(A)
ͱͳΔ P ͷબͼํΛఏҊ͢ΔɽఏҊ͢Δલॲ
ཧͰ 2ͭͷؔྻߦ (AP )α, P −αͷ͕ࢉܭඞ
ཁͱͳΔ͕ɼͦΕͧΕͷࢉܭʹඞཁͳੵ
AαͷࢉܭʹඞཁͳੵΑΓগͳ͘ͳΔ
ͨΊɼલॲཧʹΑͬͯશମͷੵΛݮͰ
͖ΔՄੑ͕͋ΔɽຊൃදͰ۩ମతͳ P ͷ
બͼํΛࣔͨ͠ޙʹɼ࣮ݧͰલॲཧͷ༗༻
ੑΛ͢ূݕΔɽ

2 P ͷબͼํ

ຊઅͰκ(AP )͓Αͼκ(P )Λখ͘͢͞ΔΑ
͏ͳ P ͷબͼํΛఏҊ͢Δɽ
લॲཧΛͨ͏ߦΊʹࣜ (2)͕ΓཱͭΑ͏
ͳ P ΛબͿඞཁ͕͋Δɽͦ͜Ͱɼ·ͣ A͕ਖ਼
ఆରশྻߦͰ͋Δͱ͖ʹࣜ (2)͕Γཱͭ
݅ΛҎԼͷิʹࣔ͢ɽ

ิ 1. A ∈ Cn×n ਖ਼ఆରশྻߦͰ͋Γɼ
P ∈ Cn×nશͯͷݻ༗͕ C \ (−∞, 0]ʹଐ
͢Δྻߦͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼAͱ P ͕Մͳ
Βࣜ (2)͕Γཱͭɽ

ূ໌ͷৄࡉࢴ໘ͷ߹্ׂѪ͢Δ͕ɼྻߦର
ؔʹ࣮ྻߦͮ͘جͷఆٛ [4, Problem
7.2]ͱྻߦରؔͷੑ࣭ [4, ఆཧ 11.3]Λ༻
͍Δͱิ 1͕ࣔ͞ΕΔɽ
ิ 1ͷԾఆΛຬͨ͢ P ͱͯ͠ɼAͷ༗ཧ
͕ؔ͛ڍΒΕΔɽͦ͜ͰɼຊڀݚͰP Λू
߹ Φ := {(A + pI)−1 : p > 0}͔Βɼκ(AP )ͱ
κ(P )ͱ͕খ͘͞ͳΔΑ͏ʹબͿ͜ͱΛఏҊ͢
Δɽ۩ମతʹ

P = P∗ := (A +
√

λmaxλminI)−1

ͱબͿɽͳ͓ɼ͜ͷ P∗Λ༻͍ͯલॲཧΛ͏ߦ
ͱɼκ(AP∗) = κ(P∗) =

√
κ(A)ͱͳΓ͕݅

Լ͕ΔɽՃ͑ͯɼP∗ ҎԼͷ໋ͷҙຯͰ࠷
దͰ͋Δɽ
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໋ 2. ਖ਼ఆରশྻߦAʹରͯ͠

P∗ = arg min
P ∈Φ

max
{

κ(AP ), κ(P )
}

(3)

͕Γཱͭɽ

໘ͷ߹্ɼূࢴ ໌ͷུ֓ͷΈΛड़ΔɽP ∈
Φͷͱ͖ࣜ (3)ͷӈล 1มؔͷ࠷దԽ
ʹؼண͢Δ͕ɼ͜ͷ࠷దԽղੳతʹղ
͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

3 ࣮ݧ

ຊઅͰલॲཧͷੵݮͷޮՌΛ֬
͔ΊΔͨΊͷ࣮݁ݧՌΛࣔ͢ɽຊ࣮ݧͰɼς
ετྻߦʹ Matrix Market ͷ bcsstk04 (n =
132, κ(A) ≈ 2.3 × 106)Λ༻͍ͯA0.8ɼP −0.8

∗ ɼ
(AP∗)0.8Λͨ͠ࢉܭɽ࣮ݧɼJulia 1.1.1Λ༻
͍࣮ͯ͠ɼ3.40GHzͷCPUɼ16GBͷRAM
Λ͢ࡌΔίϯϐϡʔλͰͨͬߦɽ·ͨɼ4ഒ
ਫ਼ԋࢉΛ༻͍ͨ݁ࢉܭՌΛີݫղͱͨ͠ɽ·
ͣɼGJੵٻͱ DEެࣜ [1, Algorithm 1]ͷऩ
ଋཤྺΛਤ ͼਤٴ1 2ʹࣔ͢ɽ

ਤ 1. A0.8, P −0.8
∗ , (AP∗)0.8ʹର͢ΔGJੵٻͷࠩޡཤྺ

ਤ 2. A0.8, P −0.8
∗ , (AP∗)0.8ʹର͢ΔDEެࣜͷࠩޡཤྺ

ਤ ͼਤٴ1 2ΑΓɼલॲཧʹΑͬͯGJੵٻ
ͱ DEެࣜͷऩଋ͕͘ͳͬͨ͜ͱ͕͔Δɽ
͕ࠩޡɼ૬ରʹ࣍ 10−10ҎԼʹͳͬͨͱ͖ͷੵ

ͱͦͷੵͰͷੵͷؒ࣌ࢉܭ
Λද 1ʹࣔ͢ɽ

ද 1. ૬ର͕ࠩޡ 10−10 ҎԼʹͳͬͨͱ͖ͷੵͱ
ͦͷੵͰͷੵͷؒ࣌ࢉܭɽଠࣈੵ
Ͱ͋Γɼׅހͷதؒ࣌ࢉܭʢඵʣͰ͋Δɽ

GJੵٻ DEެࣜ
A0.8 216 (4.3 × 100) 96 (1.9 × 10−1)
(AP∗)0.8 36 (7.2 × 10−2) 55 (1.0 × 10−1)
P 0.8

∗ 35 (6.6 × 10−2) 55 (1.0 × 10−1)

ੵٻɼGJࡍΔ͢ࢉܭΛ࣮ྻߦʹࡍ࣮
ͱDEެࣜͷ͏ͪऩଋͷ͍ੵެࣜΛબͿͰ
͋Ζ͏ɽͦ͜Ͱɼද 1ʹ͓͍ͯɼ2ͭͷੵެ
ࣜͷ͏ͪੵ͕গͳ͍ͷʹண͢Δͱɼ
લॲཧͳ͠Ͱ 96ʢDEެࣜʣɼલॲཧΛ͢
Δͱ 71(= 35 + 36)ʢGJެࣜʣͰ͋Γɼલॲ
ཧʹΑΓੵ͕͞ݮΕͨɽಉ༷ʹɼࢉܭ
Εͨɽ͞ݮؒ࣌

4 ·ͱΊɾޙࠓͷ՝

ຊڀݚͰɼਖ਼ఆରশྻߦͷ࣮Λগͳ
͍ੵͰ͢ࢉܭΔͨΊʹɼ݅ΛԼ͛Δ
લॲཧΛఏҊ͠ɼ࣮ݧͰͦͷޮՌΛ֬ೝ͠
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1 Introduction

We are concerned with accuracy of numeri-

cally computed solutions to the matrix eigen-

value problem Ax = λx, where λ ∈ C is an

eigenvalue, x ∈ Cn \ {0} is an eigenvector cor-

responding to λ, and A ∈ Rn×n. For v ∈ Rn

and M ∈ Rn×n, let vi and Mij be the i-th

component and (i, j) element of v and M , re-

spectively. For v, w ∈ Rn and M,N ∈ Rn×n,

let v ≤ w and M ≤ N denote vi ≤ wi, ∀i and
Mij ≤ Nij , ∀i, j, respectively. We say M is

nonnegative if M ≥ 0. We also say A ∈ Rn×n

is reducible if and only if for some permuta-

tion matrix P , the matrix P TAP is block up-

per triangular. If A is not reducible, we say A

is irreducible. The following is a well-known

property for irreducible nonnegative matrices:

Theorem 1 (Frobenius [1, 2]) Let A ∈ Rn×n

be irreducible and nonnegative, ρ(A) be the

spectral radius of A, and λi, i = 1, . . . , n be

eigenvalues of A such that |λ1| ≥ · · · ≥ |λn|.
Then, the followings are true:

(a) λ1 = ρ(A) > 0.

(b) There exists an eigenvector x∗ correspond-

ing to λ1 such that x∗ > 0.

(c) If A ≥ B ≥ 0 for B ∈ Rn×n, then λ1 ≥
ρ(B) holds. The equality λ1 = ρ(B) fol-

lows only if A = B.

(d) The algebraic multiplicity of λ1 is one.

We call λ1, x∗, and (λ1, x∗) the Perron root,

vector, and pair, respectively.

We consider computing rigorous error bounds

for λ̃ and x̃, where λ̃ and x̃ are numerical re-

sults for λ1 and x∗, respectively. For com-

puting the error bounds, we can apply verifi-

cation methods for a few specified eigenpairs

(e.g., [3]), which require O(n3) operations in

general. To the author’s best knowledge, only

Nagato and Ishii [4] propose a verification al-

gorithm designed specifically for the Perron

root of a nonnegative matrix. Although this

algorithm is applicable not only to irreducible

matrices but also to reducible matrices and re-

quires only O(n2) operations, it does not com-

pute the error bound for x̃.

The purpose of this talk is to propose two

verification algorithms for the Perron pairs of

an irreducible nonnegative matrix. Particu-

lar emphasis is put on the computational ef-

ficiency of these algorithms which has only

O(n2) operations under an assumption. The

algorithms do not assume but prove A to be

irreducible. We introduce a technique for ob-

taining smaller error bounds.

For v ∈ Rn, let min(v) := mini(vi), max(v) :=

maxi(vi), and |v| := [|v1|, . . . , |vn|]T . Let R++ :=

(0,∞), Rn
++ := {v ∈ Rn : v > 0}, and Rn×n

+ :=

{M ∈ Rn×n : M ≥ 0}. Let In be the n × n

identity matrix, ./ be pointwise division, and

1ln := [1, . . . , 1]T ∈ Rn
++. Let e(k) be the k-

th column of In, and I(k) ∈ R(n−1)×n and

J (k) ∈ Rn×(n−1) be In without the k-th row

and column, respectively. A real square ma-

trix A is called a Z-matrix if Aij ≤ 0, ∀i ̸= j.

It is clear that any Z-matrix can be written

as µIn −B with B ≥ 0. A Z-matrix µIn −B

is called an M -matrix if µ > ρ(B).

2 Verification theory

We first present

Theorem 2 Let A ∈ Rn×n
+ , x̃ ∈ Rn

++, λ̃ ∈
R++, r := Ax̃ − λ̃x̃ and ε := max(|r|./x̃). It

then follows that |λ̃− ρ(A)| ≤ ε.

Let k ∈ {1, . . . , n} satisfy x̃k = max(x̃),

and x∗ ∈ Rn
++ be a Perron vector of A such

that x∗k = x̃k. Since J (k)I(k) coincides with

In except (J (k)I(k))kk = 0, we have x∗ =

x̃ke(k)+J (k)I(k)x∗ and x̃ = x̃ke(k)+J (k)I(k)x̃,
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so that x∗ − x̃ = J (k)I(k)(x∗ − x̃). Premulti-

plying (ρ(A)In −A)x∗ = 0 by I(k) gives

I(k)(ρ(A)In −A)(x̃ke
(k) + J (k)I(k)x∗) = 0.

From this and some calculation, we have

(ρ(A)In−1 − I(k)AJ (k))I(k)(x∗ − x̃)

= I(k)(Ax̃− ρ(A)x̃).

Therefore, if ρ(A)In−1 − I(k)AJ (k) is nonsin-

gular, we obtain

I(k)(x∗ − x̃)

= (ρ(A)In−1 − I(k)AJ (k))−1I(k)(Ax̃− ρ(A)x̃).

In order to show the nonsingularity, we present

Lemma 1 Let k ∈ {1, . . . , n} and A ∈ Rn×n
+

be irreducible. Then, ρ(A)In−1 − I(k)AJ (k) is

an M -matrix.

From Lemma 1, there exists v ∈ Rn−1
++ such

that (ρ(A)In−1 − I(k)AJ (k))v > 0, which can

be obtained by solving (λ̃In−1−I(k)AJ (k))v∗ =

1ln−1 via an iterative method. We then have

Theorem 3 Let v, w ∈ Rn−1
++ , s := I(k)(|r| +

εx̃), λ := min((Ax̃)./x̃), t := (s + max(s./w)

I(k)AJ (k)v)/λ, and u := J (k)t. If w ≤ (ρ(A)In−1

−I(k)AJ (k))v, then |x∗ − x̃| ≤ u.

The algorithms compute ε and u. If the com-

putational cost of the iterative method isO(n2),

then that of the algorithms is also O(n2).

We need to verify that A is irreducible. If

A > 0, then the irreducibility is obvious. Oth-

erwise, we can verify it by showing that the di-

graph associated to A is strongly connected.

By executing a graph algorithm, we can check

the strong connectivity.

3 A technique for smaller error bounds

We need r such that ∥r∥2 is small. Thus,

more accurate λ̃ and x̃ are necessary. We can

obtain them via a Newton method.

Since x∗k = x̃k, we correct the unknown

quantities I(k)x∗ and ρ(A) into y ∈ Rn, i.e.,

we consider finding y with yk = ρ(A) and

I(k)y = I(k)x∗. Then, (ρ(A)In − A)x∗ = 0 ⇔
F(y) = 0, where

F(y) := (x̃ke
(k)e(k)

T −AJ (k)I(k))y

+e(k)
T
yJ (k)I(k)y − x̃kAe(k).

Let ỹ ∈ Rn
++ satisfy I(k)ỹ = I(k)x̃ and ỹk = λ̃.

The Fréchet derivative F ′
ỹ(h) of F at ỹ applied

to h ∈ Rn can be written as

F ′
ỹ(h) = (x̃e(k)

T − (A− λ̃In)J
(k)I(k))h.

If x̃e(k)
T −(A−λ̃In)J (k)I(k) is nonsingular, we

can define a Newton operator

N (y) := y−(x̃e(k)
T−(A−λ̃In)J

(k)I(k))−1F(y).

Since F(ỹ) = −r, a correction term for ỹ is

the solution z∗ ∈ R to the linear system

(x̃e(k)
T − (A− λ̃In)J

(k)I(k))z∗ = r. (1)

We can not assert that x̃e(k)
T−(A−λ̃In)J (k)I(k)

is nonsingular. As Theorem 4 implies, how-

ever, we can expect the nonsingularity.

Theorem 4 There exists k∗ ∈ {1, . . . , n} such

that x∗e(k∗)
T − (A− ρ(A)In)J (k∗)I(k∗) is non-

singular.

We numerically solve (1) via the iterative method

and obtain an approximate solution z ∈ Rn.

Then, we can expect λ̃+ zk and x̃+ J (k)I(k)z

are more accurate than λ̃ and x̃, respectively.

Numerical results will be given at the talk.
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概要 有理関数であるフィルタの伝達関数に対
して，その遷移域の幅を狭める変換を行なう有
理関数を合成することにより，弁別の鋭さを増
した伝達関数を表す有理関数が得られる．その
変換に用いる有理関数あるいは多項式として，
これまで電気回路論の典型フィルタ 4種類のう
ちで，バターワース型，チェビシェフ型，逆チェ
ビシェフ型と呼ぶ 3種類に倣ったものを採用し
て構成されるフィルタを具体的に示してきた．
今回は残っていた楕円型に倣った構成を示す．
はじめに 実対称定値一般固有値問題 Av =
λBvの固有対 (λ,v)で固有値λが指定区間 [a, b]
にあるものをフィルタ対角化法を用いて解くと
する．これまで「単一のレゾルベントの多項式
型のフィルタ」の伝達関数に対してうまく選ん
だ実有理関数を合成することにより特性の改良
された伝達関数を作り，それに対応するフィル
タを構成して用いる方法を扱ってきた [1, 2, 3]．
合成用の実有理関数の次数が ℓのとき，合成か
ら導かれるフィルタは ⌈ℓ/2⌉個のレゾルベント
を用いて構成できる．レゾルベントの作用を与
える連立 1次方程式を直接法で解く場合は，レ
ゾルベントと同数の行列分解が必要なので，良
い特性をなるべく小さい次数 ℓで実現したい．
1．有理関数合成によるフィルタ特性の改善
1.1 単一のレゾルベントの多項式型フィルタ
λ ∈ [a, b]と t ∈ [0, 1]の間の線形変換で固有値
座標に対する正規化座標 tを定義する．フィルタ
は単一のレゾルベントの n次多項式で，多項式
としてChebyshev多項式を用いる簡易型とし，
その伝達関数 g(t)を g(t) = gsTn(2x(t) − 1)，
x(t) ≡ (µ + σ)/(t + σ)とする．ただし µ>1，
σ>0である．この伝達関数の定義域 [0,∞]を通
過域 [0, 1]，遷移域 (0, µ)，阻止域 [µ,∞]に 3分
割する．通過域と遷移域では g(t)は単調減少で，
通過域での最小値 g(1)を gpとし，最大値 g(0)
は 1に規格化する．また阻止域では |g(t)| ≤ gs

になる．するとn，gs，gpが指定されるとuh ←
1
2n cosh−1(1/gs)，uℓ ← 1

2n cosh−1(gp/gs)，σ ←
cosh2 uℓ

sinh(uh+uℓ) sinh(uh−uℓ)
， µ ← σ sinh2 uhにより

σと µが求まり，伝達関数 g(t)が決まる．しか
し，簡易型でもあり，この構成法では伝達関数
g(t)の特性をあまり良いものにはできない．そ
こで有理関数の合成により遷移域の幅を狭める．
1.2 関数合成による特性の改善 g(t)にうまく
選んだ実有理関数h(t)を合成して ĝ(t) ≡ g(h(t))
を作り，Chebyshev多項式の次数nや 2つの閾
値 gpと gsは変えずに，合成された関数 ĝ(t)の
遷移域の幅だけを縮小する．それに用いる合成
用の実有理関数 h(t)は次の性質を持つとする．
• 区間 [0, 1]で [0, 1]への全射．
• 区間 (1, ξ)で (1, µ)への全射で単調増加．
• 区間 [ξ,∞]での値域は [µ,∞]．
すると合成関数 ĝ(t) = g(h(t))も有理関数で，
ĝ(t)の通過域，遷移域，阻止域を [0, 1]，(1, ξ)，
[ξ,∞]とすれば，それぞれに対する値域は [gp, 1]，
(gs, gp)，[−gs, gs]となり，伝達率の閾値 gpと gs

は合成前の g(t)と同じになる．そうして遷移域
と阻止域の境界の座標 µは合成により ξに変わ
り，µ = h(ξ)から ξ < µであれば遷移域の幅は
縮小される．なお h(t)が偶関数なら，ĝ(t)の定
義域と各区間は自然に原点対称に拡張できる．
1.3 典型フィルタを模倣した合成用の関数 電
気回路論の 4種類の典型フィルタの構成法を模
倣して，合成用の ℓ（≥ 2）次の実有理関数 h(t)
を次のように定義する．B-合成の場合はh(t) ≡
tℓで ξ = µ1/ℓであり，C-合成の場合は h(t) ≡
1
2{1+Tℓ(t)}で，ξ = cosh(2

ℓ sinh−1 √µ − 1 )で
あり，I-合成の場合は h(t) ≡ {1 + Tℓ(ξ)}/{1 +
Tℓ(ξ/t)}で，ξ = cosh(2

ℓ sinh−1 √µ − 1 )（C-合
成と同じ式）である．今回導入する楕円型を模
倣した E-合成の場合については次節で述べる．
2．E-合成によるフィルタ
2.1 楕円有理関数 楕円関数 cdを用いた媒介
変数 φ による楕円有理関数 Rℓ(ξ, t) の表示を
Rℓ(ξ, t)=cd

(
ℓφK(L−1), L−1

)，t=cd
(
φK(ξ−1),

ξ−1
)とする [4]．ただし ξ>1，L>1で，K(k)は

母数 kの第 1種完全楕円積分K(k) ≡
∫ π/2
0 (1−

k2 sin2 θ)−1/2dθであり，cd(u, k)は母数 kのヤ

日本応用数理学会 2019年 年会 講演予稿集 (2019.9.3-5，東京) Copyright (C) 2019 一般社団法人日本応用数理学会

566



コビの楕円 sn関数を用いて cd(u, k) ≡ sn(u +
K(k), k)として定義される偶関数である．
2.2「次数方程式」 媒介変数表示のRℓ(ξ, t)が
ℓ次の有理関数であるには，次数方程式と呼ばれ
る関係K ′(L−1)/K(L−1) = ℓ K ′(ξ−1)/K(ξ−1)
を Lと ξが満たす必要がある [4]．ここで k′ =√

1 − k2を kの補母数としてK ′(k) ≡ K(k′)．
楕円ノーム関数q(k) ≡ exp {−πK ′(k)/K(k)}

の逆関数は q−1(z) = 4
√

z {
∑∞

m=1 zm(m−1)}2/

{1 + 2
∑∞

m=1 zm2 }2 を用いて計算できる．す
ると次数方程式は q(L−1) =

{
q(ξ−1)

}ℓとも表
せるので，この形の式を次数が ℓのときに楕円
ノーム関数とその逆関数を用いて解くと ξから
Lが，あるいは逆にLから ξが，計算できる．
2.3 楕円有理関数の性質 楕円有理関数Rℓ(ξ, t)
は tの ℓ次の実有理関数で，以下の性質を持つ
（ξ>1とL>1は次数方程式を満たすとする）[4]．

• 次数 ℓの偶奇に従って偶関数，奇関数．
• t ∈ [0, 1]では関数値は等幅振動性を持ち，

|Rℓ(ξ, t)| ≤ 1，Rℓ(ξ, 1) = 1．
• t ∈ (1, ξ)では関数値は単調増加．
• t ∈ [ξ,∞]では関数値の逆数は等幅振動
性を持ち，|Rℓ(ξ, t)| ≥ L，Rℓ(ξ, ξ) = L．

そのほかRℓ(ξ, ξ/t) = L/Rℓ(ξ, t)も成り立つ．
2.4 E-合成用の有理関数 いま h(t) ≡ 1

2(L +
1){1 + Rℓ(ξ, t)}/{L + Rℓ(ξ, t)} と定義すると，
h(t)は ℓ次の実有理関数で関数の合成用に要請
された性質を満たすことが確認できる．ただし
µ = h(ξ)から，関係 µ = (L+1)2/(4L)あるい
はその逆L = (√µ+

√
µ − 1 )2が必要である．

2.5 E-合成による伝達関数の設計法の例 多
項式の次数 nと，閾値 gpと gsをそれぞれ指定
すれば，σと µが決まる．Lの値も µから決ま
る．あとは次数 ℓが決まれば h(t)が決まる．
• ℓを指定する場合は，次数方程式により

Lから ξを求めれば，ĝ(t)の決定は完了．
• ξの上限 ξmaxを指定する場合は，実数値

{K ′(L−1)/K(L−1)}
/
{K ′(ξ−1

max)/K(ξ−1
max)}

以上の整数値を ℓに選べば，次数方程式に
より Lから求めた ξは ξmax以下になる．

2.6 フィルタの ĝ(t)からの構成 ℓ次の実有理
関数 x̂(t) = x(h(t))の複素数での部分分数分解
を x̂(t) = c∞ +

∑ℓ
j=1 cj/(t− tj)とする．極は ℓ

個で重複がなく，実数の極は ℓが奇数の場合に
だけ 1つ存在する．虚数の極は複素共役対をな
し，複素共役対の極の係数は複素共役対である．

部分分数分解は以下の手順で構成できる．係
数 c∞ は ℓが奇数なら 2(µ+σ)

L+(2σ+1)，mod(ℓ, 4)=0
なら 1，mod(ℓ, 4)=2なら 0である．F (u, k)を
第1種楕円積分とし，ϕ = cos−1

√
L2+2(2σ+1)L+1

(2σ+1)L+1

から実数 y = F
(
ϕ, (L−1)′

) を求めて ωj =
1
ℓ

{
4j − 2 −

√
−1 y/K(L−1)

} とおくと，極と
その係数は tj = −sn

{
(ωj − 1)K(ξ−1), ξ−1

}，
cj = −2(µ+σ)(L2−1)

{L+(2σ+1)}{(2σ+1)L+1}×
1

Ψ(tj)
，j=1, 2, . . ., ℓ

である．ここでΨ(t) ≡ mod(ℓ, 2)/t+2t
∑⌊ℓ/2⌋

i=1{
1/(t2 − x2

i ) − 1/(t2 − x̃2
i )

}はRℓ(ξ, t)の対数
微分でxi = sn

[
1
ℓ{2i − 1 + mod(ℓ, 2)}K(ξ−1),

ξ−1
]，x̃i = ξ/xi，i=1, 2, . . .,⌊ℓ/2⌋である．
いま x̂(t)の部分分数分解に対応するレゾル

ベントの線形結合を X̂ = c∞I +
∑ℓ

j=1 γjR(ρj)
とすると λ ∈ [a, b]と t ∈ [−1, 1]を対応させる
なら ρj = a+b

2 +( b−a
2 )tj，γj = ( b−a

2 )cjである．
実ベクトルに対する X̂ の作用を，複素対称

性を用いて虚部が非負のシフト ρj を持つレゾ
ルベントの項 γjR(ρj)を適用した結果のベクト
ルの実部を合計して構成すると，必要なレゾル
ベントはシフトの虚部が正のもの⌊ℓ/2⌋個と，ℓ

が奇数の場合にシフトが実数のもの 1つになる．
伝達関数 ĝ(t) = gsTn(2x̂(t) − 1)に対応する

フィルタは F̂ = gsTn(2X̂ − I)である．実ベク
トルに作用素 2X̂ − Iの n次Chebyshev多項式
を適用する計算は，漸化式の形で実装できる．
※会場でE-合成によるフィルタの実験例を示す
参考文献
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[3] Hiroshi Murakami, Filters Consist
of a Few Resolvents to Solve Real
Symmetric-Definite Generalized Eigen-
problems, Japan J. Indust. Appl.
Math., Vol.36, No.2(2019),pp.579–618.
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確率微分方程式の弱い近似で使用される近似正規確率変数について
齊藤 善弘 1, 中島 貴志 2

1岐阜聖徳学園大学経済情報学部，2岐阜聖徳学園大学大学院経済情報研究科M2

e-mail : saito@gifu.shotoku.ac.jp

1 はじめに
1次元すなわちスカラー自励系の伊藤型確率

微分方程式に対する確率初期値問題 (SIVP)

dX(t) = f(X(t)) dt+ g(X(t)) dW (t),

t > 0, X(0) = X0

(1)

を考える．ここでW (t)は標準ウィナー過程で
ある．確率微分方程式の数値スキームの安定
性について研究されている [1, 2, 3, 4, 5]．特
に Bryden and Higham [1] や Higham [3] は
θ・丸山スキーム (θ-Maruyama scheme) に対
する漸近安定性の結果を与えた．本講演では
オイラー・丸山スキーム (θ = 0) のみを取り
扱う．オイラー・丸山スキームは，SIVP(1)の
t = tn = nh (h > 0) における解X(tn)に対す
る近似解をXnとすると，次式で与えられる．

Xn+1 = Xn + f(Xn)h+ g(Xn)ξn
√
h. (2)

ここで h = tn+1 − tn はステップ幅を意味し，
各 ξnは平均 0，分散 1の独立な標準正規確率変
数N(0; 1)である．また，ξn

√
hでもってウィ

ナー過程の増分∆Wn = W (tn+1)−W (tn)を模
擬する [4]．オイラー・丸山スキームの強い収束
次数は 1/2，弱い収束次数は 1である [4]．オイ
ラー・丸山スキームを弱い近似として使用する
場合，標準正規確率変数 ξnの代わりにつぎの
性質を満たす近似正規確率変数 ξ̂n で代用して
も収束次数 1を達成することが知られている．

E[ξ̂n] = E[(ξ̂n)3] = 0, E[(ξ̂n)2] = 1 (3)

ここで，E[·]は期待値を表す．性質 (3)を満た
す確率変数として，たとえば

P (ξ̂2,n = ±1) =
1

2
(4)

や
ξ̂r,n =

√
12(un − 1/2) (5)

がある [4, 7]．ここで unは区間 [0, 1)に分布す
る一様分布確率変数である．近似正規確率変

数 (4)は 2点分布確率変数と呼ばれる．近似正
規確率変数を用いたスキームを簡易スキーム
(simplified scheme)と呼ぶことにし，

Xn+1 = Xn + f(Xn)h+ g(Xn)ξ̂n
√
h (6)

と表す．齊藤は，2つの近似正規確率変数 (4)

および (5) を取り上げ，オイラー・丸山簡易ス
キームの漸近安定性について調べた [8]．そし
て，新しい近似正規確率変数を提案し，そのオ
イラー・丸山簡易スキームの漸近安定性を調べ，
結果を述べた [9]．これと同様の構成法で弱い
2次法および 3次法に対する近似正規確率変数
をつくることができ、多点分布確率変数、矩形
近似確率変数および折れ線近似確率変数をオイ
ラー・丸山簡易スキームに装着した場合の漸近
安定性を調べた [10]. また弱い近似に対して安
定性の面で優れ、かつ実用的な確率変数の探索
が課題であると述べた．本講演では，弱い 2次
法に対する近似正規確率変数を弱い 1次法の条
件 (3)を満たすように一般化し，オイラー・丸
山簡易スキームの場合に安定性の面で優れた近
似正規確率変数を提案する．

2 漸近安定性解析
オイラー・丸山簡易スキーム (6)の漸近安定

性を調べる場合，つぎの乗法的ノイズをもつス
カラー線形テスト方程式

dX(t) = λX(t)dt+ µX(t)dW (t),

t > 0, X(0) = 1

(7)

を考える．ここで，定数 λと µは実数，ただし
µ ≥ 0とする．テスト方程式 (7)の厳密解は

X(t) = exp

((
λ− 1

2
µ2

)
t+ µW (t)

)
(8)

となるから，解 (8) は λ− 1
2µ

2 < 0のとき，平
衡解 X(t) ≡ 0が大域的確率漸近安定になる．
すなわち

lim
t→∞

|X(t)| = 0, w.p.1
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を満たす．他方，数値スキームによる近似解Xn

が，大域的確率漸近安定性と同様の性質，
lim
n→∞

|Xn| = 0, w.p.1 (9)

を満たすことが期待される．そこで，数値ス
キームによる近似解Xnが性質 (9)を満たすと
き，数値スキームは漸近安定性をもつと呼ぶこ
とにする [1, 3]．
さて，オイラー・丸山簡易スキーム (6)をテ

スト方程式 (7)に適用すると漸化式

Xn+1 =
(
1 + p+

√
qξ̂n

)
Xn

を得る．ここで，p = λh, q = µ2hとおいた．
オイラー・丸山簡易スキームの安定領域R ⊂

R2を次のように定義する．
R := {(p, q) : q ≥ 0かつオイラー・丸山

簡易スキームが漸近安定性をもつ }

テスト方程式 (7)が大域的確率漸近安定となる
条件 λ− µ2/2 < 0は q > 2pとなることに注意
する．
弱い 2次法に対して，つぎの 3点分布確率

変数

P (ξ̂3,n = ±
√
3) =

1

6
, P (ξ̂3,n = 0) =

2

3
(10)

がある [4]．弱い 1次法の条件 (3)を満たすよう
にするには

P (ξ̂x3,n = ±x) =
1

2x2
, P (ξ̂x3,n = 0) = 1− 1

x2
(11)

とする．ここでパラメータ x ≥ 1で，x = 1の
とき 2点分布確率変数 (4), x =

√
3のとき 3点

分布確率変数 (10)と一致することに注意する．
近似正規確率変数 (11)を一般 3点分布確率変数
と呼ぶことにし，一般 3点分布確率変数をオイ
ラー・丸山簡易スキームに装着した場合の安定
領域をRxと表す．領域Rxの部分集合で，つ
ぎのような長方形の領域R∗

R∗ := {(p, q) : −2 < p < 0, 0 ≤ q < b}

を考え，講演では R∗ ⊂ Rx となり，R∗ が最
大，すなわち bの値が最大となる場合の xの
値を定め，オイラー・丸山簡易スキームの場合
に，安定性の面で優れた近似正規確率変数を提
案する．

謝辞 本研究は，令和元年度岐阜聖徳学園大学
研究助成金を受けた.
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ࣙॻࣜॱংʹؔ͢ΔϒʔϦΞϯάϨϒφʔجఈͷؼ࠶ੜΞϧΰϦζϜ

ࠤ Յ৴ 1, Ҫށ ೭ 2

1ࣳӜۀେֶେֶӃཧڀݚֶՊ, 2ࣳӜۀେֶγεςϜཧֶ෦
e-mail : mf19034@sic.shibaura-it.ac.jp

1 ४උ

มྻX1, . . . , XnΛ X̄ Ͱද͢. ϒʔϧ B
Λʹͭଟ߲ࣜ B[X̄]ʹର͠, ༨

B(X̄) = B[X̄]/
〈
X2

1 −X1, . . . , X
2
n −Xn

〉

ϒʔϧͰ͋Γ, B(X̄)Λϒʔϧଟ߲ࣜͱ
͍͏. ϒʔϧଟ߲ࣜ f ͷઌ಄߲Λ B[X̄]্ͱಉ
༷ʹఆٛ͠, lt(f)Ͱද͢.

ఆٛ 1. ΠσΞϧ I ⊆ B(X̄)ʹର͠,

⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(G)⟩
ͳΔ༗ݶͳ G ⊆ I Λ, I ͷϒʔϦΞϯάϨϒ
φʔجఈͱ͍͏.

Ұൠͷϒʔϧ্ͷٞ [1]ʹৄ͍͠. ͜
͜Ͱ, B = Z2 ͷΈΛѻ͏. f ∈ Z2(X̄)ʹର
͠, Var(f)Ͱ f ʹؚ·ΕΔมͷू߹Λද͢.

ඇఆ f ʹର͠, Top(f) = maxVar(f)Ͱఆ
ٛ͢Δ. ·ͨ, f ∈ Z2(X̄)ʹର͠, ม Xi ʹ
a ∈ Z2(X̄)Λೖͨ͠ͷΛ f |Xi=aͰද͢.

2 తΞϧΰϦζϜؼ࠶

໋ 2. I ⊆ Z2(X̄)ΛΠσΞϧ, {f1, . . . , fs}Λ
Iͷجఈͱ͠, g = f1 ∨ · · ·∨ fsͱ͓͘. ͜͜Ͱ,

p ∨ q = p+ q + pq. ͜ͷͱ͖, I = ⟨g⟩. ͢ͳΘ
ͪ, Z2(X̄)୯߲ΠσΞϧͰ͋Δ.

Ҏ߱, ୯߲ࣜॱংͱͯࣙ͠ॻࣜॱংΛ༻͍Δ.

ఆཧ 3. g ∈ Z2(X̄)\Z2 ʹର͠, Xi = Top(g),

p = g|Xi=1, q = g|Xi=0ͱ͓͘. ͜ͷͱ͖, ⟨pq⟩,
⟨p ∨ q⟩ͷϒʔϦΞϯάϨϒφʔجఈΛͦΕͧΕ
G1, G2ͱ͢Δͱ, G1 ∪ {Xih+ qh | h ∈ G2}
⟨g⟩ͷϒʔϦΞϯάϨϒφʔجఈͰ͋Δ.

ఆཧ 3͔ΒΞϧΰϦζϜ 1͕ಋ͔ΕΔ. g͕
ఆͰ͋Δͱ͖, ϒʔϦΞϯάϨϒφʔجఈ
.Δ·ٻʹ໌ࣗ ΞϧΰϦζϜ 1, ͜ΕΛऴ
ͱͯ͠, ϒʔϦΞϯάϨϒφʔجఈΛؼ࠶తʹ
.͢Δߏ Var(pq), Var(p ∨ q) ! Var(g)ʹ
ҙ͢Ε, .Δ͢ࢭͷਂ͞Ͱఀ֊ݶ༗ؼ࠶

Ұൠʹ, ΞϧΰϦζϜ 1ͰಘΒΕΔجఈ,

ϒʔϦΞϯάϨϒφʔجఈͱͯ͠Ͱ͋
Δ. ͦ͜Ͱ, ఆཧ 3ͰG1ͱG2ʹ݅ΛՃ͑Δ

ΞϧΰϦζϜ 1

Require: g ∈ Z2(X̄) a generator

Ensure: G a Boolean Gröbner basis of ⟨g⟩
procedure Recbgb(g)

if Var(g) = ∅ then

G := {g}\{0}
else

Xi := Top(g)

p := g|Xi=1; q := g|Xi=0

G := Recbgb(pq)

G′ := Recbgb(p ∨ q)

for all h ∈ G′ do

G := G ∪ {Xih+ qh}
end for

end if

return G

end procedure

͜ͱͰ, ఈج͞ΕΔϒʔϦΞϯάϨϒφʔߏ
ͷۃখੑ, ؆ੑΛอূ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ܥ 4. ఆཧ 3Ͱ, G1, G2ͷۃখੑΛԾఆ͢Δͱ,

G1 ∪ {Xih+ qh | h ∈ G2, lt(h) /∈ lt(G1)}
⟨g⟩ͷۃখϒʔϦΞϯάϨϒφʔجఈͰ͋Δ.

ܥ 5. ఆཧ 3Ͱ, G1, G2ͷ؆ੑΛԾఆ͢Δͱ,

G1 ∪ {Xih + qh
G2 | h ∈ G2, lt(h) /∈ lt(G1)}

 ⟨g⟩ͷ؆ϒʔϦΞϯάϨϒφʔجఈͰ͋Δ.

͜͜Ͱ, qh
G2 qhͷG2ʹର͢Δਖ਼ܗنΛද

͢. ਖ਼ܥن, Z2[X̄]্ͱಉ༷ͷखॱͰٻ·Δ.

ఆཧ 3ͱྨࣅͷ͔͑ߟΒ, త؆Խख๏ؼ࠶
ಘΒΕΔ. ඇࣗ໌ͳΠσΞϧ I ⊆ Z2(X̄)ʹ
ରͯ͠, I ࣗ I ͷϒʔϦΞϯάϨϒφʔجఈ
Ͱ͋Δ͜ͱʹҙ͢Δ. I = ⟨g⟩ʹΑΔ؆Λ
,Δͱ͑ߟ ҎԼͷఆཧ 6͕ಘΒΕΔ.

ఆཧ 6. ఆͰͳ͍ f, g ∈ Z2(X̄)ʹର͠, Xi =

max(Top(f),Top(g)) , p1 = f |Xi=1 + f |Xi=0,

p2 = f |Xi=0, q1 = g|Xi=1, q2 = g|Xi=0 ͱ͓͘.

͜ͷͱ͖,

r1 = p1
⟨q1∨q2⟩, r2 = (p1 + r1)q2 + p2

⟨q1q2⟩

ͱ͢Δͱ, f
⟨g⟩

= Xir1 + r2.
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ΞϧΰϦζϜ 2

Require: f, g ∈ Z2(X̄)

Ensure: r = f
⟨g⟩

procedure nf(f, g)

if IsTrivial(f, g) then

r := TrivialResult(f, g)

else

Xi := max(Top(f),Top(g))

p2 := f |Xi=0; p1 := f |Xi=1 + p2
q1 := g|Xi=0; q2 := g|Xi=1

r1 := nf(p1, q1q2)

r2 := nf((p1 + r1)q2 + p2, q1 ∨ q2)

r := Xir1 + r2
end if

return r

end procedure

ఆཧ 6͔ΒΞϧΰϦζϜ 2ΛಘΔ. ͜͜Ͱ,

IsTrivial(f, g) f
⟨g⟩
͕ࣗ໌ͳͱ͖ʹਅΛฦ

͠, TrivialResult(f, g)ͦͷ f
⟨g⟩
Λฦ͢.

ྫ͑, f, gͷ͍ͣΕ͔͕ఆͰ͋Δͱ͖, f
⟨g⟩

ࣗ໌ʹٻ·Δ. ΞϧΰϦζϜ 2, ͜ΕΒΛ
ऴͱͯ͠, ؆Λؼ࠶తʹٻΊΔ. ੑࢭఀ
max(Top(f),Top(g)) ͷݮগੑ͔ΒಘΒΕΔ.

3 ݧ࣮

ΞϧΰϦζϜ1ͷվྑ൛Λ,Ξϧͮ͘جʹ5ܥ
ΰϦζϜ 2ʹΑΔ؆ͱͱʹ࣮͠, Λݧ࣮
.ͨͬߦ ϒʔϧଟ߲ࣜͷࢉܭʹBDD (binary

dicision diagram)[2]Λओʹ༻͍,෦తʹZDD

(zero-suppressed —)ʹΑΔදݱख๏ [3]༻͍
ͨ. ,ͱͯ͠ݧ࣮ Type IVͷMQ [4]ʹΑͬ
ͯ༩͑ΒΕΔجఈͷ؆ϒʔϦΞϯάϨϒφʔ
.ଌͨ͠ܭΛؒ࣌ࢉܭΊ,ͦͷٻఈΛج ڥݧ࣮
, OS Linux Mint 19 Tara 64-bit, CPU Intel

Atom x5-Z8350 1.44GHz, ϝϞϦ 4GBͰ͋Δ.

ൺֱͷͨΊʹ, ࣜॲཧγεςϜ Risa/Asir[5]

ͷ nd f4, ,ͼٴ SageMath[6] ʹؚ·ΕΔϒʔ
ϧଟ߲ࣜॲཧܥ PolyBori[3]ͷ Groebnerϝ
ιου (σϑΥϧτΦϓγϣϯ)Λ༻͍ͨ. ݧ࣮
݁ՌΛද 1, ਤ 1ʹࣔ͢. ,ඵ୯ҐͰ͋Γه

ύϥϝʔλͷ֤ʹରͯ͠ 10௨ΓͷࢉܭΛߦ
͍, ͦͷฏۉΛऔͬͨ.

,Ռ͔Β݁ݧ࣮ ຊख๏ (Recbgb) ͱ Poly-

Boriͷؒ࣌ࢉܭͷ૿Ճྨ͓ͯ͠ࣅΓ,ม
ͷʹԠͨ͡ࢦతͳ૿Ճͱͳ͍ͬͯΔ. ͜
Ε, Risa/AsirͰͷരൃతͳ૿ՃΑΓԺ͔

ද 1. ؆ϒʔϦΞϯάϨϒφʔجఈͷؒ࣌ࢉܭ [s]

Vars. Pols. Recbgb PolyBori Risa/Asir

11 7 0.007 2.514 0.146
12 8 0.011 3.438 0.361
14 9 0.027 6.701 7.739
15 10 0.041 9.972 27.828
17 11 0.118 32.912 3204.800
18 12 0.192 145.505 overflow
20 13 0.593 469.586
21 14 1.038 861.415
23 15 3.391 overflow
...

...
...

29 19 160.646
30 20 333.770

10-3

10-2

10-1

100

101

102

103

104

 5  10  15  20  25  30

Ti
m

e 
[s

]

Number of variables

Recbgb
PolyBori
Risa/Asir

ਤ 1. ͷൺֱؒ࣌ࢉܭ

Ͱ͋Δ. ·ͨ, ຊख๏ͷؒ࣌ࢉܭ, PolyBori

ͷͷͱൺֱͯ͠ඦഒఔߴͰ͋Δ. ଘط
ख๏ͱൺֱͯ͠, ຊख๏ʹΑΔϒʔϦΞϯάϨ
ϒφʔجఈޮ͕ࢉܭతͰ͋ΔͱਪଌͰ͖Δ.
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γεςϜͷܕۂཁૉΛؚΉ1֊ؒ࣌քϑΟʔυόοΫϧʔϓʹແବڥ
҆ఆੑղੳ

ࠤ ӳथ 1

1ਆށେֶ γεςϜใֶڀݚՊ
e-mail : sano@crystal.kobe-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ຊߨԋͰ, քϑΟʔυόοΫϧʔϓʹແڥ
ବؒ࣌ཁૉΛؚΉ 1֊ܕۂγεςϜͷ҆ఆ
ੑʹ͍ͭͯ͡Δ. ͜ͷ 1֊ܕۂγεςϜ
, .ͷϞσϧͱͳΔͷͰ͋Δثަܕྲྀ

զʑͷઌͷڀݚ [1]Ͱ, ແବؒ࣌ཁૉΛ༌ૹํ
ఔࣜͰஔ͖ޙͨ͑ʹϙʔτɾϋϛϧτχΞϯ
ͷख๏ [2]Λ༻͍ͯ, γεςϜ͕ࢦ҆ఆʹͳ
Δ݅Λಋग़͕ͨ͠, ͦ͜Ͱແବ͕ؒ࣌খ͞
͍߹͕আ֎͞Ε͍ͯͨ [1, Proposition 2.2].

ຊߨԋͰ, ҙͷແବؒ࣌ʹରͯ͠, ดϧʔ
ϓܥͷ҆ఆੑ͕อূ͞ΕΔϑΟʔυόοΫήΠ
ϯͷ্͕ݶ, ͋Δෳૉؔͷ H∞-ϊϧϜͷࢉܭ
ʹΑͬͯٻΊΒΕΔ͜ͱΛࣔ͢. ·ͨ, ྫ
Λ௨ͯ͠, ͦͷ্ݶͷΛ [1]ʹΑΔ݁Ռͱൺ
ֱ͠, ຊఏҊख๏ͷ༗ޮੑΛࣔ͢.

2 ԆڥքϑΟʔυόοΫΛ͏ܕྲྀ
ަํఔࣜ

2.1 ଘ݁Ռط

ྖҬ (0, l)্Ͱఆٛ͞Εͨ࣍ͷԆڥքϑΟʔ
υόοΫΛ͏ܕྲྀަํఔࣜΛ͑ߟΑ͏.

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂θ1
∂t

(t, x) = −ν1
∂θ1
∂x

(t, x)

+h1(θ2(t, x)− θ1(t, x))

∂θ2
∂t

(t, x) = ν2
∂θ2
∂x

(t, x)

+h2(θ1(t, x)− θ2(t, x))

θ1(t, 0) = 0, θ2(t, l) = −kθ1(t− τ, l)

θ1(0, x) = θ10(x), θ2(0, x) = θ20(x)

θ1(s, l) = φ(s), s ∈ (−τ, 0)

(1)

͜͜Ͱ, θ1(t, x), θ2(t, x)ࠁ࣌ t, ॴ xʹ͓
͚ΔྲྀମͷԹ, ν1, ν2ྲྀ, h1, h2ަ
, kϑΟʔυόοΫήΠϯΛද͢. τ ڥք
ϑΟʔυόοΫʹؚ·ΕΔແବؒ࣌Ͱ͋Δ.

γεςϜ (1)ͷڥք݅ʹؚ·ΕΔ θ1(t−τ, l)
Λ, ྖҬ (0, l)্ͷ͞ µ := l

τ Λ༗͢Δ༌ૹํ
ఔࣜͰஔ͖͑Δͱ (ྫ͑ [3]Λࢀর), γε

ςϜ (1)ՁతʹҎԼͷΑ͏ʹදͤΔ.
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂θ1
∂t

(t, x) = −ν1
∂θ1
∂x

(t, x)

+h1(θ2(t, x)− θ1(t, x))

∂θ2
∂t

(t, x) = ν2
∂θ2
∂x

(t, x)

+h2(θ1(t, x)− θ2(t, x))

θ1(t, 0) = 0, θ2(t, l) = −kw(t, l)

θ1(0, x) = θ10(x), θ2(0, x) = θ20(x)

∂w

∂t
(t, x) = −µ

∂w

∂x
(t, x)

w(t, 0) = θ1(t, l)

w(0, x) = w0(x) := φ
(
1
µ(l − x)

)

(2)

໋ 1 ([1, Proposition 2.2]) k2 < h2ν1
ν2h1
ΛԾఆ

͢Δ. ͜ͷͱ͖, ແବؒ࣌ τ ͕ h1l
ν1

< τ < h2l
ν2k2

Λຬ͍ͨͯ͠Ε, (2)ͷγεςϜ࡞༻ૉώ
ϧϕϧτۭؒ [L2(0, l)]3্Ͱࢦ҆ఆͳ C0-
.Λੜ͢Δ܈ ͢ͳΘͪ, γεςϜ (1)ࢦ
҆ఆͰ͋Δ.

ҙ 2 ແବ͕ؒ࣌ͳ͍ͱ͖, ͢ͳΘͪ τ = 0

ͷͱ͖, :ΒΕ͍ͯΔ͕࣮ࣄͷ࣍ (i) γεςϜ
(1) k = 0ͷͱ͖, ҆ఆͰ͋Δࢦ [4]. (ii)

γεςϜ (1) k2 < h2ν1
ν2h1

ͷͱ͖, ҆ఆͰࢦ
͋Δ [2].

2.2 ओཁ݁Ռ

͡Ίʹ, γεςϜ (2) Λੵ ⟨f, g⟩X :=

a⟨f1, g1⟩+b⟨f2, g2⟩+⟨f3, g3⟩, f = [f1, f2, f3]T ∈
X, g = [g1, g2, g3]T ∈ X Λ༗͢Δώϧϕϧτ
ۭؒ X := [L2(0, l)]3 ͰఆࣜԽ͢Δ. ͜͜Ͱ,

a := µh1
ν1

, b := µh2
ν2k2

, ⟨ϕ,ψ⟩ :=
∫ l
0 ϕ(x)ψ(x)dx,

ϕ,ψ ∈ L2(0, l). ඇ༗քઢ࡞ܗ༻ૉ A : D(A) ⊂
X → X Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ.

Af =

⎡

⎢⎣
−ν1 d

dx − h1 h1 0

h2 ν2
d
dx − h2 0

0 0 −µ d
dx

⎤

⎥⎦ f

D(A) = {f = [f1, f2, f3]
T ∈ [H1(0, l)]3 ;

f1(0) = 0, f2(l) = −kf3(l), f3(0) = f1(l)}(3)
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͜ͷͱ͖, γεςϜ (2)ҎԼͷΑ͏ʹදͤΔ.

d

dt

⎡

⎢⎣
θ1(t, ·)
θ2(t, ·)
w(t, ·)

⎤

⎥⎦ = A

⎡

⎢⎣
θ1(t, ·)
θ2(t, ·)
w(t, ·)

⎤

⎥⎦ (4)

[θ1(0, ·), θ2(0, ·), w(0, ·)]T = [θ10, θ20, w0]
T

͜͜Ͱ, θ10, θ20, w0 ∈ L2(0, l)͕Ծఆ͞Ε͍ͯ
Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ҎԼͷఆཧΛಘΔ.

ఆཧ 3 ҙͷ k ∈ Rʹରͯ͠, (3)Ͱఆٛ͞
ΕΔ࡞༻ૉ A X্Ͱ C0-܈ etAΛੜ͢
Δ. ͕ͨͬͯ͠, (4)ҰҙతͳೈղΛͭ.

Ҏ߱, α1 := h1
ν1
, β1 := h2

ν2
, α2 := 1

ν1
, β2 :=

1
ν2
, λ± := − (

√
α1±

√
β1)2

α2+β2
, k± := ±

√
β1
α1
eλ±τ (1∓

1
l
√
α1β1

) (ෳ߸ಉॱ)ͱ͓͘. ,ͷิ࣍ ༺࡞

ૉ AͷεϖΫτϧΛ۩ମతʹٻΊ͍ͯΔͷ
Ͱͳ͍͕, ͦͷಛ͚Λ༩͍͑ͯΔ.

ิ 4 S = {λ ∈ C ; [C(λ)+2kα1e−τλ] sinh z

+2z
l cosh z = 0}ͱ͢Δ. ͜͜Ͱ z := l

2

√
∆(λ),

∆(λ) := C(λ)2 − 4α1β1, C(λ) := α1 + β1 +

(α2 + β2)λͰ͋Γ,
√

∆(λ)ඇෛͷ࣮෦Λ
ͭํΛͱΔ. ͜ͷͱ͖, AͷεϖΫτϧ࣍ͷ
Α͏ʹಛ͚ΒΕΔ:

• k ̸= k±ͷͱ͖, σ(A) = S

• k = k+ͷͱ͖, σ(A) = S ∪ {λ+}
• k = k−ͷͱ͖, σ(A) = S ∪ {λ−}

ิ 4ͷ݁Ռʹ͖ͮج, ҎԼͷఆཧΛಘΔ.

ఆཧ 5 α1 ̸= β1ͱ͠, |k| < γ
2α1
ΛԾఆ͢Δ. ͜

ͷͱ͖, γεςϜ (1)ҙͷແବؒ࣌ τ > 0

ʹରͯۙ҆͠ఆͰ͋Δ. ͜͜Ͱ

γ := inf
Re(λ)≥0

∣∣∣∣C(λ) +
2z

l

cosh z

sinh z

∣∣∣∣ (5)

ҙ 6 (5)ࣜͷ γ ͷࢉܭ, ͷ࣍ H∞-ϊϧϜ
ͷࢉܭͱՁͰ͋Δ.

γ =

∥∥∥∥

(
C(λ) +

2z

l

cosh z

sinh z

)−1∥∥∥∥
−1

∞

3 ྫ

γεςϜ (1) ʹ͓͍ͯ, l = 1, ν1 = 0.68,

ν2 = 0.72, h1 = 1.586, h2 = 1.635ͱ͢Δ. ໋

 1ΑΓ, |k|ͷ্ݶ,͢ͳΘͪ
√

h2ν1
ν2h1

(=
√

β1
α1
)

 0.9867ͷΑ͏ʹࢉܭͰ͖Δ. Αͬͯ, ήΠϯ
k͕ |k| < 0.9867Λຬ͍ͨͯ͠Δͱ͖, γες

Ϝ (1)ʹରͯ͠ڐ༰Ͱ͖Δແବؒ࣌ 2.3324 <

τ < 2.2708
k2 ͱͳΔ. Ұํ, ఆཧ 5ΑΓ, γεςϜ

(1)͕ |k| < 1.4157Λຬ͍ͨͯ͠Δͱ͖, ҙ
ͷແବؒ࣌ τ > 0ʹରͯۙ҆͠ఆͱͳΔ. ͜
Ε, ຊఏҊख๏͕ۙ҆ఆੑͷे݅Λେ
෯ʹ؇Ί͍ͯΔ͜ͱΛࣔ݁͢ՌͰ͋Δ.

4 ͓ΘΓʹ

ۙ, ϑΟʔυόοΫϧʔϓʹ͓͚Δඍখͳ
Εʹؔͯ͠, ϩόετͰͳ͍γεςϜͷใࠂ
͕ͳ͞Ε͍ͯΔ (ྫ͑, [5]ͱͦͷߟࢀจݙΛ
.(রࢀ ຊڀݚͰยํͷΈΛ͑ߟ, ͕྆Ԇ
͞Ε͍ͯΔࢧքϑΟʔυόοΫʹΑͬͯڥ
߹Λ͠ߟͳ͔͕ͬͨ, [5]ͷதͰड़ΒΕ͍ͯ
ΔΑ͏ʹ, ͋ΔڥܕۂքϑΟʔυόοΫ੍ޚ
,Ͱܥ ͋ΔछͷϑΟʔυόοΫଇʹ͓͚Δඍ
খͳΕ͕ܥΛෆ҆ఆԽ͢Δ. ͕྆Ԇڥք
ϑΟʔυόοΫʹΑͬͯࢧ͞Εͨަํఔ
ࣜͷ҆ఆੑղੳ͕ޙࠓͷ՝Ͱ͋Δ.
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Convergence analysis of inner-iteration
preconditioned GMRES method for least

squares problems

Zeyu Liao1 and Ken Hayami1,2

1. Department of Informatics, School of Multidisciplinary Science, SOKENDAI (The
Graduate University for Advanced Studies, Japan)

2. National Institute of Informatics, Japan

Abstract. We will explain the super-linear convergence of the inner-
iteration preconditioned GMRES method for least squares problems, by
considering the e↵ect of clustered eigenvalues of the preconditioned co-
e�cient matrix. We show that the theoretically predicted convergence
behavior matches numerical experiment results.

Keywords: least squares problem · inner-iteration preconditioning ·
GMRES.

1 Introduction

Consider solving the least squares problem

min
x2IRn

kAx� bk2, A 2 IRm⇥n
, b 2 IRm

, (1)

by BA-GMRES [1] which is equivalent to applying GMRES to

BAx = Bb, A 2 IRm⇥n
, B 2 IRn⇥m

, b 2 IRm
, (2)

when R(BT
BA) =R(A). Here, R(A) denotes the range space ofA. Then, consider

using the stationary iterative method NRSOR as the preconditioner B
(l) as in

[2]. This gives a cheap preconditioner for relatively small l. Yet, it has an e↵ect
on speeding up the convergence of BA-GMRES. To understand this e↵ect, let
us look at the following [3,4].

kB(l)
rkk = min

pk

kpk(B(l)
A)B(l)

r0k (3)

Here pk is a polynomial of degree  k which satisfies p(0) = 1. In [2] an upper
bound of kB(l)

rkk is obtained using the spectral radius of H, where B
(l)
A =

I � H
l. However, the bound is pessimistic and does not explain the observed

fast convergence.
Why is the inner-iteration preconditioning so e↵ective and why is the bound

so loose? If one only considers the spectral radius, one ignores the distribution
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2 Zeyu Liao and Ken Hayami

of eigenvalue values of B(l)
A. The stationary iterations ensures that the spectral

radius of ⇢(H) is not larger than 1. Thus, the eigenvalues of B(l)
A moves towards

1 as l increases. The eigenvalues of B(l)
A cluster but the spectral radius of ⇢(H)

only changed a little. This is why the spectral radius of ⇢(H) alone can not
illustrate the superlinear convergence of inner-iteration preconditioning.

After l steps of inner-iteration preconditioning, their exists a cluster near 1.
Then, one can choose some eigenvalue �i as centers, and choose ✏i as the corre-
sponding radius. Let ✏ = max ✏i. Assume there are j + 1 clusters of eigenvalues
of B(l)

A. If B(l)
A is diagonalizable we prove that at step j+1, the upper bound

of the residual kB(l)
rkk is O(

Qj
1(1��j)✏). This estimation illustrates the reason

why the inner-iteration preconditioning needs less iteration steps to converge.
From the clustering of the eigenvalues, at j + 1 steps kB(l)

rkk can converge to
a tiny value. Our discussion can be expand to be more general case when A
contains multiple eigenvalues.
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