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9月 3日 A (ES021) B (ES022) C (ES024) D (ES025) E (ES034) F (ES033)

09:30-10:50
[研究部会 OS]
応用カオス (1)

[ p.3 ]

[正会員主催 OS]
応用力学系 (1)

[ p.3 ]

[正会員主催 OS]
非線形問題のシ
ミュレーション
と可視化 (1)

[ p.3 ]

[研究部会 OS]
折紙工学 (1)

[ p.4 ]

[研究部会 OS]
機械学習
[ p.4 ]

[研究部会 OS]
数理設計 (1)

[ p.4 ]

11:00-12:20
[研究部会 OS]
応用カオス (2)

[ p.5 ]

[正会員主催 OS]
応用力学系 (2)

[ p.5 ]

[正会員主催 OS]
非線形問題のシ
ミュレーション
と可視化 (2)

[ p.5 ]

[研究部会 OS]
折紙工学 (2)

[ p.6 ]

[研究部会 OS]
応用可積分系 (1)

[ p.6 ]

[研究部会 OS]
数理設計 (2)

[ p.6 ]

12:30-13:30
キャリアデザイ
ンのためのラン
チミーティング

13:30-14:50
[正会員主催 OS]
乱数生成と評価

[ p.7 ]

[正会員主催 OS]
応用力学系 (3)

[ p.7 ]

[正会員主催 OS]
非線形問題のシ
ミュレーション
と可視化 (3)

[ p.7 ]

[研究部会 OS]
計算の品質 (1)
（14:10～）[ p.8 ]

[研究部会 OS]
応用可積分系 (2)

[ p.8 ]

[一般講演]
最適化
[ p.8 ]

15:00-16:20
[研究部会 OS]
応用カオス (3)

[ p.9 ]

[正会員主催 OS]
応用力学系 (4)

[ p.9 ]

[研究部会 OS]
ウェーブレット

(1) [ p.9 ]

[研究部会 OS]
計算の品質 (2)

[ p.10 ]

[研究部会 OS]
応用可積分系 (3)

[ p.10 ]

[正会員主催 OS]
FreeFem++で
の開発と利用

[ p.10 ]

16:30-17:50
[一般講演] 数理
モデリング (1)

[ p.11 ]

[一般講演]
常微分方程式

[ p.11 ]

[研究部会 OS]
ウェーブレット
(2) [ p.11 ]

[研究部会 OS]
計算の品質 (3)

[ p.12 ]

[研究部会 OS]
応用可積分系 (4)

[ p.12 ]

[講習会]
FreeFem++で
の開発と利用
(～18:00)[ p.12 ]

18:00-20:00 『応用数理』
編集委員会

9月 4日 A (ES021) B (ES022) C (ES024) D (ES025) E (ES034) F (ES033)

09:00-10:20
[一般講演] 数理
モデリング (2)

[ p.13 ]

[正会員主催 OS]
多倍長精度浮動
小数点演算の高
速化手法と応用
(1) [ p.13 ]

[研究部会 OS]
数理政治学
[ p.13 ]

[研究部会 OS]
行列・固有値問
題の解法とその
応用 (1) [ p.14 ]

[研究部会 OS]
離散システム (1)

[ p.14 ]

[正会員主催 OS]
Max-Plus代数
の数理とその応
用 (1) [ p.14 ]

10:30-11:50

[研究部会 OS]
CAEモデリン
グとデータ活用

[ p.15 ]

[正会員主催 OS]
多倍長精度浮動
小数点演算の高
速化手法と応用
(2) [ p.15 ]

[研究部会 OS]
数理ファイナン

ス (1)
[ p.15 ]

[研究部会 OS]
行列・固有値問
題の解法とその
応用 (2)

(～12:10) [ p.16 ]

[研究部会 OS]
離散システム (2)

[ p.16 ]

[正会員主催 OS]
Max-Plus代数
の数理とその応
用 (2) [ p.16 ]

11:50-13:00 JSIAM Letters
編集委員会

13:00-14:20 ポスター講演 @ 豊田講堂 シンポジオンホール [ p.17 ]

14:30-14:50 表彰式 @ 豊田講堂

15:00-16:00 総合講演１ @ 豊田講堂 [ p.18 ]

16:10-17:10 総合講演２ @ 豊田講堂 [ p.18 ]

18:00-20:00 懇親会 @ 豊田講堂 アトリウム



9月 5日 A (ES021) B (ES022) C (ES024) D (ES025) E (ES034) F (ES033)

09:30-10:50

[研究部会 OS]
連続体力学の
数理 (1)
[ p.19 ]

[研究部会 OS]
数理医学 (1)

[ p.19 ]

[研究部会 OS]
数理ファイナン

ス (2)
[ p.19 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算と
数値解析 (1)

[ p.20 ]

[研究部会 OS]
数理的技法によ
る情報セキュリ
ティ (1) [ p.20 ]

[一般講演]
高性能計算
[ p.20 ]

11:00-12:20

[研究部会 OS]
連続体力学の
数理 (2)
[ p.21 ]

[研究部会 OS]
数理医学 (2)

[ p.21 ]

[研究部会 OS]
数理ファイナン

ス (3)
[ p.21 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算と
数値解析 (2)

[ p.22 ]

[研究部会 OS]
数理的技法によ
る情報セキュリ
ティ (2) [ p.22 ]

[一般講演]
数値解析・数値
計算 (1)
[ p.22 ]

12:20-13:30 研究部会連絡会

13:30-14:50

[研究部会 OS]
連続体力学の
数理 (3)
[ p.23 ]

[研究部会 OS]
産業における
応用数理
[ p.23 ]

[研究部会 OS]
数理ファイナン

ス (4)
[ p.23 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算と
数値解析 (3)

[ p.24 ]

[研究部会 OS]
数論アルゴリズ
ムとその応用
(1) [ p.24 ]

[一般講演]
偏微分方程式 (1)

[ p.24 ]

15:00-16:20

[正会員主催 OS]
自己駆動運動の
数理解析
[ p.25 ]

[正会員主催 OS]
クルマづくりを
支える応用数理

[ p.25 ]

[正会員主催 OS]
先進的環境にお
ける数値計算と
関連 HPC技術
(1) [ p.25 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算と
数値解析 (4)
（～16:40）

[ p.26 ]

[研究部会 OS]
数論アルゴリズ
ムとその応用
(2) [ p.26 ]

[一般講演]
偏微分方程式 (2)

[ p.26 ]

16:30-17:50

[一般講演]
統計科学
(～18:10)
[ p.27 ]

[正会員主催 OS]
ブロックチェー
ンと応用数理

[ p.27 ]

[正会員主催 OS]
先進的環境にお
ける数値計算と
関連 HPC技術
(2) [ p.27 ]

[一般講演]
流体計算
[ p.28 ]

[一般講演]
数値解析・数値
計算 (2)
(～18:10)
[ p.28 ]



日本応用数理学会 2018年 年会 2018年 9月 3日～5日，名古屋大学

9月3日　09:30-10:50

　
A (ES021)

[研究部会 OS] 応用カオ
ス (1)
　 　
1．ベイズ理論によって捉えるカオ
ス性と情報量との間の一般的な関係
式について

○梅野 健 (京都大学大学院情報学研
究科数理工学専攻)

2．カオス尺度のカオス判定力向上
に向けた試み

○井上 啓 (山陽小野田市立山口東京
理科大学)

3．１次元カオス写像におけるカオ
ス尺度の極限値に関する考察

○奥富 秀俊 (東芝情報システム株式
会社), 真尾朋行 (東芝情報システム
株式会社)

4．カオス尺度の計算方法について

○真尾 朋行 (京都大学/東芝情報シ
ステム株式会社), 奥富秀俊 (東芝情
報システム株式会社), 梅野健 (京都
大学)

　
B (ES022)

[正会員主催 OS] 応用力
学系 (1)
　 　
1．余次元 2の分岐に対する標準形
の非可積分性

Acosta-Humánez Primitivo (Simón

Boĺıvar大学), ○矢ヶ崎 一幸 (京都
大学)

2．◎ 2自由度ハミルトン系におけ
る横断的なヘテロクリニック軌道の
存在と非可積分性

矢ヶ崎 一幸 (京都大学情報学研究
科), ○山中祥五 (京都大学情報学研
究科)

3．◎摂動系における周期軌道,ホモ
クリニック軌道, 第一積分および可
換なベクトル場の非保存

○本永 翔也 (京都大学情報学研究
科), 矢ヶ崎一幸 (京都大学情報学研
究科)

4．◎遅延微分方程式に対する岡村
の距離関数と解の一意性のための十
分条件

○西口 純矢 (東北大学 数理科学連
携研究センター)

　
C (ES024)

[正会員主催 OS] 非線形
問題のシミュレーション
と可視化 (1)
　 　
1．◎ Modified Improved Interpo-

lating Moving Least Squares 近似
を用いた Element-free Galerkin 法
の精度向上

○藤田 宜久 (函館工業高等専門学
校), 伊東 拓 (日本大学), 生野 壮一
郎 (東京工科大学), 中村 浩章 (核融
合科学研究所)

2．微小スケール領域における電磁
波伝搬解析へのメッシュレス法の適
用

○伊東拓 (日本大学), 藤田宜久 (函
館工業高等専門学校), 生野 壮一郎
(東京工科大学), 中村 浩章 (核融合
科学研究所，名古屋大学)

3．メッシュレス法を用いた電磁波
伝搬シミュレーション

○齋藤 歩 (山形大学大学院理工学研
究科), 高山彰優 (山形大学大学院理
工学研究科), 神谷淳 (山形大学大学
院理工学研究科)

4．溶液中における対称双頭型両親
媒性分子の自己会合：散逸粒子動力
学シミュレーション

○藤原進 (京都工芸繊維大学), 水口
朋子 (京都工芸繊維大学), 橋本雅人
(京都工芸繊維大学)

3 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



日本応用数理学会 2018年 年会 2018年 9月 3日～5日，名古屋大学

9月3日　09:30-10:50

　
D (ES025)

[研究部会 OS] 折紙工学
(1)
　 　
1．超長部材の圧潰特性に関する一
考察

○陳 暁詩, 楊 陽, 趙 希祿, 萩原 一
郎

2．等面四面体の source unfolding

○山岸 義和 (龍谷大学), 西崎 惇也
(龍谷大学), 佐治 拓道 (龍谷大学)

3．◎展開立方体折紙による宇宙構
造システム構築のための構造座屈の
調査

○有田 祥子 (静岡大学), 宮崎 康行
(日本大学), 福田 一樹 (静岡大学),

山極 芳樹 (静岡大学)

4．折紙ロボットで折るための展開
図

○ルイス ディアゴ (明治大学), 楊
陽 (明治大学), ジュリアン アンド
レス　ロメロ (AZAPA), 萩原 一郎
(明治大学)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 機械学習
　 　
1．カーネルリッジ回帰による物質・
材料研究

○田村 亮 (物質・材料研究機構/東
京大学)

2．時空間データ解析のための自己
回帰テンソル分解

○竹内 孝 (NTT)

3．◎ Selective Inference に基づく
変化点検出とその応用

○梅津 佑太 (名古屋工業大学), 竹
内 一郎 (名古屋工業大学/理化学研
究所/物質・材料研究機構)

4．◎関数推定の理論に基づく深層
学習の原理解析

○今泉 允聡 (統計数理研究所)

　
F (ES033)

[研究部会 OS] 数理設計
(1)
　 　
1．◎熱弾性場の 3次元形状最適化
解析

○小森 太陽 (岐阜工業高等専門学
校専攻科学生), 片峯 英次 (岐阜工
業高等専門学校機械工学科)

2．Shape optimization for a linear

elastic fish robot

Azegami Hideyuki, ○ Chan-

charoen Wares (Nagoya Univer-

sity)

3．◎ An Improved Shape Op-

timization Formulation of the

Bernoulli Problem by Tracking

the Neumann Data

Azegami Hideyuki, ○ Rabago

Julius Fergy

4．◎ Enhanced Collaborative Op-

timization Using Alternating Di-

rection Method of Multipliers

Tao Siyu (Northwestern Univer-

sity), ○ Shintani Kohei (North-

western University), Yang Guang

(Toyota Motor North America),

Meingast Herb (Toyota Motor

North America), Chen Wei (North-

western University)

4 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



日本応用数理学会 2018年 年会 2018年 9月 3日～5日，名古屋大学

9月3日　11:00-12:20

　
A (ES021)

[研究部会 OS] 応用カオ
ス (2)
　 　
1．APFAのカオス性

○中澤勇夫 (京都大学), 梅野健 (京
都大学)

2．２０１６年台湾地震の電離層に
おける先行現象

○後藤振一郎 (京都大学),打田凌馬
(京都大学),五十嵐喜良 (京都大学),

Chen Chia-Hung (成功大学), 梅野
健 (京都大学)

3．Arnoldの猫写像のカオス真軌道
の生成と乱数性の解析

多久島秀平 (福岡工業大学), ○田村
健太郎 (福岡工業大学), 斉藤 朝輝
(公立はこだて未来大学), 山口 明宏
(福岡工業大学)

4．力学系の混合性の電磁気学への
応用

○杉本 哲 (京都大学工学部情報学
科), 梅野健 (京都大学情報学研究科
数理工学専攻)

　
B (ES022)

[正会員主催 OS] 応用力
学系 (2)
　 　
1．倒立バネ振り子モデルによるヒ
トの歩行・走行・転倒の分岐

○森田 英俊 (京都大学), 青井 伸也
(京都大学), 土屋 和雄 (京都大学),

國府 寛司 (京都大学)

2．◎レイリー・ベナール対流にお
けるラグランジュ的な流体輸送の解
析

○渡辺 昌仁 (早稲田大学大学院基幹
理工学研究科機械科学専攻),吉村浩
明 (早稲田大学基幹理工学部機械科
学・航空学科)

3．On a novel variational approach

to robust finite time optimal con-

trol

○藤本 健治 (京都大学), 大倉 裕貴
(京都大学)

4．車輪の質量不釣り合いに起因し
たパラメータ励振を伴う蛇行動の非
線形解析

○徐 鑫哲 (筑波大学大学院システム
情報工学研究科), 藪野浩司 (筑波大
学システム情報系)

　
C (ES024)

[正会員主催 OS] 非線形
問題のシミュレーション
と可視化 (2)
　 　
1．通信回避アルゴリズム付き共役
勾配法の収束改善

○松元 朗 (東京工科大学), 藤田 宜
久 (函館工業高等専門学校), 伊藤拓
(日本大学), 生野 壮一郎 (東京工科
大学)

2．◎ポリゴンモデルから局所的陰
関数曲面モデルへの変換

○谷 周世 (立命館大学大学院), 仲
田 晋 (立命館大学), 風間 正喜 (富
士通), 諏訪 多聞 (富士通)

3．バーチャルリアリティ空間にお
ける核融合炉の組み立て

○大谷寛明 (核融合科学研究所), 宮
澤 順一 (核融合科学研究所), 高丸
尚教 (中部大学), 嘉無木 昇 (中部大
学), 石黒 静児 (核融合科学研究所)

5 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



日本応用数理学会 2018年 年会 2018年 9月 3日～5日，名古屋大学

9月3日　11:00-12:20

　
D (ES025)

[研究部会 OS] 折紙工学
(2)
　 　
1．果物の入った箱入りアッセンブ
リトラスコアの輸送に関する一考察

○阿部綾 (明治大学), 寺田耕輔 (奈
良高専), 萩原 一郎 (明治大学)

2．編み紙の数理 ~ 材料の伸びを考
慮した曲面設計最適化~

○堀川 由人 (大阪大学工学研究科),

垂水 竜一 (大阪大学基礎工学研究
科)

3．ねじり折り平坦可折定理の証明
の完成

○川崎 英文 (九州大学)

4．6次元のかたち巡り

○宮崎 興二 (京都大学名誉教授)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 応用可積
分系 (1)
　 　
1．相似可積分幾何を用いた対数型
美的曲線の空間曲線への拡張

○梶原 健司 (九州大学マス・フォ
ア・インダストリ研究所), Schief

Wolfgang (University of New South

Wales)

2．◎ Fairing of discrete planar

curves with integrable discretiza-

tion of Euler’s elasticae

○GRAIFF ZURITA SEBASTIAN

ELIAS (九州大学大学院数理学府),

梶原 健司 (九州大学マス・フォア・
インダストリ研究所)

3．Lotka-Volterra flow on discrete

centroaffine plane curves

○朴 炯基 (九州大学大学院), 梶原
健司 (九州大学), 松浦 望 (久留米工
業大学)

4．Kahan-廣田-木村型離散 three

wave systemと QRT写像

○高江 宥光 (京大数理), 木村 欣司
(サレジオ高専), 中村 佳正 (京大数
理)

　
F (ES033)

[研究部会 OS] 数理設計
(2)
　 　
1．トポロジー最適化理論に基づく
剛性最大化構造に対する数値的・実
験的検証

○吉原 健太 (長岡技術科学大学　機
械創造工学専攻), 倉橋貴彦 (長岡技
術科学大学　機械創造工学専攻), 小
林 正成 (オイレス工業株式会社)

2．制約質量下の最適密度分布の存
在と数値的構成

○海津 聰

3．◎波動型方程式の係数同定逆問
題に対する H1-H2勾配法

○倉敷 大輔 (愛知県立大学大学院情
報科学研究科), 代田健二 (愛知県立
大学情報科学部)

4．スカラー波動方程式の係数同定
問題に対する H2勾配法

○代田 健二 (愛知県立大学情報科学
部)

9月3日　12:30-13:30 @ D (ES025)

キャリアデザインのためのランチミーティング

今回の年会でも，若手・女性研究者が日ごろ気になっていることを多くの方と共有し，情報交換を行う時間を設けま
した。今回は，若手のキャリアデザインに焦点を当てて，参加者間の情報交換・意見交換，また学会への意見・要望など
をいただければと思っております。少しばかりの軽食と飲み物をご用意してお待ちしております。事前の登録等は不要
ですので，お気軽にご参加ください。
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9月3日　13:30-14:50

　
A (ES021)

[正会員主催 OS] 乱数生
成と評価
　 　
1．一様分布との適合度検定を用い
た乱数性判定におけるP値の分布の
離散性の影響の解析

○山口 明宏 (福岡工業大学), 斉藤
朝輝 (公立はこだて未来大学)

2．Overlapping Template match-

ing検定におけるテンプレートの選
び方に関する一考察

○岩崎 淳 (福岡工業大学)

3．◎整数上のカオス写像における
ビット毎の 0/1の出現確率に関する
一考察

○村岡 英之 (九州工業大学), 荒木
俊輔 (九州工業大学), 宮崎 武 (北九
州市立大学), 上原聡 (北九州市立大
学), 硴崎 賢一 (九州工業大学)

4．ラグ付きフィボナッチ生成法に
対するある非統計的検定について

○原本 博史 (愛媛大学)

　
B (ES022)

[正会員主催 OS] 応用力
学系 (3)
　 　
1．ネットワーク上の蔵本モデルの
同期現象

○千葉逸人 (九州大学マス・フォア・
インダストリ研究所)

2．ネットワーク力学系の同期とネ
ットワーク構造

○國府 寛司 (京都大学・大学院理学
研究科)

3．複数のグラフに依存する結合振
動子系の連続極限

○伊原 亮輔 (京都大学), 矢ヶ崎 一
幸 (京都大学)

4．化学反応経路網の幾何学的理解
に向けて

○荒井 迅 (中部大学創発学術院)

　
C (ES024)

[正会員主催 OS] 非線形
問題のシミュレーション
と可視化 (3)
　 　
1．等価回路モデルによるHTS内の
遮蔽電流密度解析

○山口 敬済 (山形大学), 高山 彰優
(山形大学), 齋藤 歩 (山形大学), 神
谷 淳 (山形大学)

2．プラズマ対向壁リサイクリング
モデル開発を目指した水素プラズマ
照射の分子動力学シミュレーション

○斎藤 誠紀 (釧路工業高等専門学
校), 中村 浩章 (核融合科学研究所),

澤田圭司 (信州大学), 小林政弘 (核
融合科学研究所), 河村学思 (核融合
科学研究所), 蓮尾 昌裕 (京都大学)

3．タングステンフラクタル構造の
光学応答シミュレーション

○中村浩章 (核融合科学研究所), 中
村浩章 (名古屋大学), 浅野恵吾 (名
古屋大学), 安永 卓生 (九州工業大),

梶田信 (名古屋大学), 大野哲靖 (名
古屋大学), 吉田 直亮 (九州大学)

4．超伝導リニア駆動型ペレット入
射法の FEMシミュレーション

○高山 彰優 (山形大学), 山口 敬済
(山形大学), 齋藤 歩 (山形大学), 神
谷 淳 (山形大学)
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9月3日　13:30-14:50

　
D (ES025)

[研究部会 OS] 計算の品
質 (1)（14:10～）
　 　
1．◎高精度行列‐行列積のための
Batched BLASおよび疎行列演算を
用いた実装方式の GPU環境での性
能評価

○石黒 史也 (名古屋大学大学院 情
報学研究科), 片桐孝洋 (名古屋大学
情報基盤センター), 大島 聡史 (九
州大学 情報基盤研究開発センター),

永井 亨 (名古屋大学 情報基盤セン
ター), 荻野 正雄 (名古屋大学 情報
基盤センター)

2．分散並列計算環境における疑似
多倍長精度演算を用いた行列・ベク
トル積の実装と評価

○小林 亮太 (芝浦工業大学), 尾崎
克久 (芝浦工業大学)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 応用可積
分系 (2)
　 　
1．戸田格子におけるポアンカレ不
変量

○佐々 成正 (原子力機構)

2．◎ベルヌイ分布と正規分布を重
ね合わせた制約ボルツマンマシンに
おける相転移と秩序パラメータ

○舘崎 優人 (宇都宮大学大学院工学
研究科情報システム科学専攻), 上村
佳嗣 (宇都宮大学大学院工学研究科
情報システム科学専攻), 小池 正史
(宇都宮大学大学院工学研究科情報
システム科学専攻), 矢嶋徹 (宇都宮
大学大学院工学研究科情報システム
科学専攻)

3．正多面体上のハミルトン閉路に
対応する離散ソボレフ不等式の最良
定数

○山岸 弘幸 (都立高専), 亀高 惟倫
(阪大名誉教授), 關戸 啓人 (京大)

4．◎順序付きハミンググラフにお
ける量子ウォークについて

○三木 啓司 (気象大学校), 辻本 諭
(京都大学大学院情報学研究科), Luc

Vinet (Université de Montréal)

　
F (ES033)

[一般講演] 最適化
　 　
1．情報伝達長を考慮したピラミッ
ド組織構造の２階層リエゾン配置モ
デル

○澤田 清 (流通科学大学)

2．◎ 非 二 部 的 Dulmage-

Mendelsohn 分解と Berge 双対
の束構造

○喜多 奈々緒 (東京理科大学)

3．◎幾何学的最適化に基づく対称
性をもつ連続時間線形システムの新
しい同定法

○佐藤 寛之 (京都大学), 佐藤 一
宏 (北見工業大学), Damm Tobias

(University of Kaiserslautern)
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9月3日　15:00-16:20

　
A (ES021)

[研究部会 OS] 応用カオ
ス (3)
　 　
1．あるマスター方程式から導出さ
れる期待値方程式に対する接触幾何
学的記述

○後藤 振一郎 (京都大学), 日野 英
逸 (統計数理研究所)

2．◎ Adaptive Extra Chance

Hamiltonian Monte Carlo

○奥戸 道子 (東京大学), 鈴木 秀幸
(大阪大学)

3．◎ 統 計 量 に よ る Peak-to-

Average Power Ratioの上界

○津田 宏史 (京都大学 情報学研究
科), 梅野 健 (京都大学 情報学研究
科)

4．普遍超一般化中心極限定理

○梅野 健 (京都大学大学院情報学
研究科数理工学専攻)

　
B (ES022)

[正会員主催 OS] 応用力
学系 (4)
　 　
1．三体 8の字解と、それから分岐
する解の線形安定性

○藤原俊朗 (北里大学), 福田宏 (北
里大学), 尾崎 浩司 (東海大学)

2．◎確率的レイリー・プレセット
方程式の変分的定式化と分岐現象の
解析

○牛奥 隆博 (早稲田大学大学院 基
幹理工学研究科 機械科学専攻), 吉
村 浩明 (早稲田大学 基幹理工学部
機械科学・航空学科)

3．SU(p,q) 上の自由剛体の力学系
に関する安定性解析

○多羅間 大輔 (立命館大学理工学部
数理科学科), Ratiu Tudor S. (上海
交通大学数学科学学院)

4．変分的積分法と非平衡熱力学系
への応用

○吉村 浩明 (早稲田大学), Gay-

Balmaz Francois (Ecole Normale

Superieure de Paris)

　
C (ES024)

[研究部会 OS] ウェーブ
レット (1)
　 　
1．［OS特別講演：40分］ On the

Double Windowed Ridgelet Trans-

form and its Inverse

木下保 (筑波大学　数理物質系), ○
藤井 克哉 (筑波大学　数理物質科学
研究科)

2．信号の周波数ピークごとの分解
と瞬時周波数

○山内 佑維 (大阪教育大学)

3．画像分離問題における回転角度
と平行移動量の同定について

○守本 晃 (大阪教育大学), 芦野 隆
一 (大阪教育大学), 萬代 武史 (大阪
電気通信大学)
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9月3日　15:00-16:20

　
D (ES025)

[研究部会 OS] 計算の品
質 (2)
　 　
1．厳密な固有値・特異値がわかる
行列の生成法

○尾崎 克久 (芝浦工業大学), 荻田
武史 (東京女子大学)

2．一般化エルミート固有値問題の
周回積分型精度保証付き部分固有値
計算

今倉 暁 (筑波大学システム情報系),

保國 惠一 (筑波大学システム情報
系), ○高安 亮紀 (筑波大学システ
ム情報系)

3．◎ LU 分 解 を 用 い た
CholeskyQRアルゴリズムの誤差解
析

○寺尾 剛史 (芝浦工業大学), 尾崎
克久 (芝浦工業大学), 荻田 武史 (東
京女子大学)

4．行列積に関する計算順序の特定
法とその応用

○坂本 篤志 (芝浦工業大学大学院),

尾崎 克久 (芝浦工業大学)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 応用可積
分系 (3)
　 　
1．Pitman変換による箱玉系の解析

Croydon David (京都大学大学院情
報学研究科), 佐々田槙子 (東京大学
大学院数理科学研究科), 加藤毅 (京
都大学大学院理学研究科),○辻本諭
(京都大学大学院情報学研究科)

2．◎番号付き・運搬車付き箱玉系
のもう 1つの一般化

○前田 一貴 (関西学院大学理工学
部)

3．◎時間 2階max方程式の解につ
いて

○山本 惇太郎 (早稲田大学大学院数
学応用数理専攻), 高橋大輔 (早稲田
大学大学院数学応用数理専攻)

4．◎ Laurent双直交多項式に付随
する可積分系とその正値解について

○小林 克樹 (京都大学大学院 情報
学研究科), 前田一貴 (関西学院大学
理工学部 数理科学科), 辻本 諭 (京
都大学大学院 情報学研究科)

　
F (ES033)

[正会員主催 OS]
FreeFem++での開発
と利用　
　
1．超収束する HDG法の開発

○及川 一誠 (早稲田大学)

2．非定常性を考慮した熱弾性場の
形状最適化

○片峯 英次 (岐阜工業高等専門学
校), 広瀬 智史 (岐阜工業高等専門
学校 専攻科学生)

3．Development of Dynamic Load-

ing Module in FreeFem++ for Ob-

taining a System of Linear Equa-

tions

○藤原 宏志 (京都大学), Hecht

Frédéric (University Pierre and

Marie CURIE)

4．半導体ドリフト拡散方程式での
指数関数重み係数の要素積分法

○鈴木 厚 (大阪大学 サイバーメ
ディアセンター)
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9月3日　16:30-17:50

　
A (ES021)

[一般講演] 数理モデリン
グ (1)
　 　
1．排除体積効果を伴う 2体相互作
用におけるパターン形成について

○由良 文孝 (公立はこだて未来大
学システム情報科学部), 田久保 直
子 (東京大学アイソトープ総合セン
ター), 林達也 (東京大学大学院数理
科学研究科), 間田潤 (日本大学生産
工学部), 栗原裕基 (東京大学大学院
医学系研究科), 時弘哲治 (東京大学
大学院数理科学研究科)

2．拡散効果を取り入れた病原体・免
疫モデルの漸近挙動

○佐々木 徹 (岡山大環境生命科学研
究科)

3．◎ BZ 反応振動子系への大域的
フィードバック制御

○大野 航太 (明治大学大学院先端数
理科学研究科), 小川知之 (明治大学
総合数理学部), 末松信彦 (明治大学
総合数理学部)

4．周期昆虫における生活環恒常性
の進化

○今 隆助 (宮崎大学)

　
B (ES022)

[一般講演] 常微分方程式
　 　
1．結晶方位差と三重点による結晶
粒界の発展方程式

Epshteyn Yekaterina (The Univer-

sity of Utah), Liu Chun (Illinois In-

stitute of Technology), ○水野 将司
(日本大学理工学部)

2．非線形連立 ODE とコネクトー
ム

○伊藤 利明 (同志社大学)

3．◎船体転覆モデルに対するリア
プノフスペクトルを用いた解析手法
の検討

○日田 吉信 (東京海洋大学大学院海
洋科学技術研究科), 上野公彦 (東京
海洋大学)

4．ある遅延微分方程式の陽的な周
期解について

○中田 行彦 (島根大学)

　
C (ES024)

[研究部会 OS] ウェーブ
レット (2)
　 　
1．［OS特別講演：40分］ウェーブ
レット解析による聴性定常反応波形
高速加算法の検証

○井川 信子 (流通経済大学), 守本
晃 (大阪教育大学), 芦野 隆一 (大阪
教育大学)

2．両側四元数フーリエ変換と右側
四元数フーリエ変換に関するいくつ
かの注意

○芦野 隆一 (大阪教育大学)
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9月3日　16:30-17:50

　
D (ES025)

[研究部会 OS] 計算の品
質 (3)
　 　
1．2階楕円型作用素に対する逆作用
素ノルム評価の改良

○渡部 善隆 (九州大学), 木下 武彦,

中尾 充宏 (早稲田大学)

2．微分方程式の爆発解の精度保証
付き数値計算：ケーススタディ ―
指数関数非線型項を持つ場合

○松江 要 (九州大学マス・フォア・
インダストリ研究所 /九州大学カー
ボンニュートラル・エネルギー国際
研究所), 高安亮紀 (筑波大学システ
ム情報系)

3．フーリエ係数の時間発展方程式
に対する解の精度保証付き数値計算

○高安 亮紀 (筑波大学システム情報
系)

4． 3 次元領域における Navier-

Stokes方程式の定常解の検証

○劉雪峰 (新潟大学), 中尾充宏 (早
稲田大学), 大石 進一 (早稲田大学)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 応用可積
分系 (4)
　 　
1．A

(2)
2 型クラスター代数の生成元

について

○野邊 厚 (千葉大学教育学部)

2．◎要素指定逆固有値問題に関す
る一意解の II型離散ハングリー系を
利用した解法

○上田 純也 (同志社大学大学院理工
学研究科), 近藤弘一 (同志社大学大
学院理工学研究科)

　
F (ES033)

[講習会] FreeFem++
での開発と利用（～
18:00）
　 　
1．流体構造連成問題 ― 弱連成形
式での力の釣り合いと領域の変形

○高石 武史 (武蔵野大学), 鈴木 厚
(大阪大学 サイバーメディアセン
ター)
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9月4日　09:00-10:20

　
A (ES021)

[一般講演] 数理モデリン
グ (2)
　 　
1．◎非独立なマーケット・マイク
ロストラクチャ・ノイズを考慮した
実現ボラティリティの状態空間モデ
ル

石渡 哲哉 (芝浦工業大学システム理
工学部), ○谷野徹 (芝浦工業大学理
工学研究科)

2．再生核補間を用いた後退確率微
分方程式の数値解析

○田中 俊介

3．バーゼル III 適格 Additional

Tier1 債券（AT1 債）に 対する構造
型プライシングモデルの改良と実証
分析

○杉山 泰平 (三井住友アセットマネ
ジメント株式会社), 中川秀敏 (一橋
大学大学院経営管理研究科)

4．Inequality of Realization of

a Stochastic Economic Dynamics

based on the Erdős Discrepancy

Problem

○加藤 寛之 (嘉悦大学)

　
B (ES022)

[正会員主催 OS] 多倍長
精度浮動小数点演算の高
速化手法と応用 (1)
　 　
1．［招待講演：40分］ Intel AVX-

512命令を用いた複数の整数除算の
高速化

○高橋 大介 (筑波大学計算科学研究
センター)

2．多倍長精度浮動小数点演算の並
列化

八木 武尊 (東京理科大学), 菱沼 利
彰 (筑波大学), 石渡 恵美子 (東京理
科大学), ○長谷川 秀彦 (筑波大学)

3．４倍長精度・高次数解法による
常微分方程式の数値解法

○平山 弘 (神奈川工科大学)

　
C (ES024)

[研究部会 OS] 数理政治
学
　 　
1．協力行動に対するクラスタリン
グの効果

○守田 智 (静岡大学工学部)

2．二重比例法による議席配分のシ
ミュレーション分析

○諸星 穂積 (政策研究大学院大学)

3．選挙キャンペーンの決定と有権
者の教育水準に関する因果関係の測
定について

○中川 訓範 (静岡大学)

4．議席配分方式の偏りについて

○一森 哲男 (大阪工業大学)

13 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



日本応用数理学会 2018年 年会 2018年 9月 3日～5日，名古屋大学

9月4日　09:00-10:20

　
D (ES025)

[研究部会 OS] 行列・固
有値問題の解法とその応
用 (1)
　 　
1．複素モーメント型教師あり次元
削減法

○今倉暁 (筑波大学), 松田萌望 (筑
波大学),叶秀彩 (筑波大学),櫻井鉄
也 (筑波大学)

2．◎相互作用型の残差スムージン
グによる積型BiCG法の収束性改善

○相原 研輔 (東京都市大学)

3．Block BiCGSTAB法の近似解高
精度化と数値的安定化

○多田野 寛人 (筑波大学), 倉本 亮
世 (筑波大学)

4．一般化非定値固有値問題へのシ
ルベスター慣性則

○中務 佑治 (国立情報学研究所),

Noferini Vanni (University of Es-

sex)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 離散シス
テム (1)
　 　
1．船速最適化を実現する船舶スケ
ジューリングに対する高速な列生成
アルゴリズム

田中未来 (統計数理研究所), ○小林
和博 (東京理科大学)

2．◎束上の DR-劣モジュラ性によ
る部分空間選択

○中島 蒼 (東京大学，理研AIP), 前
原 貴憲 (理研 AIP)

3．◎展開型マッチングゲームにお
ける部分ゲーム完全均衡

河瀬 康志 (東京工業大学), 山口 勇
太郎 (大阪大学), ○横井 優 (国立情
報学研究所)

4．非可換な変数をもつ多項式行列
の行列式の次数の計算について

○平井 広志 (東京大学大学院情報理
工学系研究科)

　
F (ES033)

[正会員主催 OS] Max-
Plus 代数の数理とその
応用 (1)
　 　
1．［招待講演：40分］Max-Plus代
数からトロピカル幾何へ，最近の進
展と工程計画問題への応用

○小林 正典 (首都大学東京・大学院
理学研究科・数理科学専攻)

2．［招待講演：40分］Max-Plus代
数のダイナミクス

○高橋 大輔 (早稲田大学基幹理工学
部応用数理学科)

14 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



日本応用数理学会 2018年 年会 2018年 9月 3日～5日，名古屋大学

9月4日　10:30-11:50

　
A (ES021)

[研究部会 OS] CAEモ
デリングとデータ活用
　 　
1．［15分］流体構造連成解析のため
のメッシュ制御技術の開発

○山田 知典 (東京大学)

2．［15分］き裂進展予測サロゲート
モデルの構築

○和田 義孝 (近畿大学)

3．［15分］粒子法による流体解析の
ための粒子・ポリゴン境界表現の開
発

○室谷 浩平 (鉄道総合技術研究所)

4．［15分］Bezier曲線を生成元とし
たVoronoi図の正確な隣接関係の決
定

○辻野 弘章 (和歌山大学大学院シス
テム工学研究科), 今井敏行 (和歌山
大学システム工学部)

5．［15分］視体積交差メッシュの接
続性計算

○森口 昌樹 (明治大学 先端数理科
学インスティテュート)

　
B (ES022)

[正会員主催 OS] 多倍長
精度浮動小数点演算の高
速化手法と応用 (2)
　 　
1．［招待講演：40分］多倍長計算
環境 exflibの最新計算環境への対応
と普及

○藤原 宏志 (京都大学大学院情報学
研究科)

2．［招待講演：40分］ PEZY-SC2

上における倍々精度Rgemmの実装
と評価

○菱沼 利彰 (株式会社 PEZY Com-

puting), 中田 真秀 (理化学研究所)

　
C (ES024)

[研究部会 OS] 数理ファ
イナンス (1)
　 　
1．コピュラを用いた VaRの推定に
ついて

○ Molina Barreto Andres Mauri-

cio (中央大学商学研究科), 石村 直
之 (中央大学商学部)

2．最大値に依存する金融商品のリ
スク計算について

○中津 智則 (芝浦工業大学)

3．◎A Study on Ruin Probability

of a Mortgage Loan with Risk Fac-

tors

赤堀 次郎 (立命館大学理工学部数
理科学科), Constantinescu Corina

(University of Liverpool),○今村悠
里 (東京理科大学経営学部ビジネス
エコノミクス学科)

15 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



日本応用数理学会 2018年 年会 2018年 9月 3日～5日，名古屋大学

9月4日　10:30-11:50

　
D (ES025)

[研究部会 OS] 行列・固
有値問題の解法とその応
用 (2)（～12:10）
　 　
1．◎非線形固有値問題に対する
block Arnoldi法

○長坂 英明 (慶應義塾大学理工学研
究科基礎理工学専攻), 野寺隆 (慶應
義塾大学理工学部数理科学科)

2．少数のレゾルベントの線形結合
の多項式をフィルタとして用いた一
般固有値問題の解法

○村上 弘 (首都大学東京)

3．対称固有値問題を解く反復射影
法に対して収束を保証するリスター
トについて

○相島 健助 (法政大学)

4．◎実対称疎行列に対する効率的
三重対角化アルゴリズム

○廣田 悠輔 (東京電機大学)

5．荻田・相島の固有ベクトル反復
改良法における重複固有値の扱いに
ついて

白間 久瑠美 (電気通信大学), 工藤
周平 (電気通信大学), ○山本 有作
(電気通信大学)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 離散シス
テム (2)
　 　
1．◎ On a construction of Ra-

manujan graphs

○佐竹 翔平 (神戸大学 大学院シス
テム情報学研究科)

2．◎完全多部四点木システムから
の系統樹構築

平井 広志 (東京大学), ○岩政 勇仁
(東京大学)

3．最小スパナー問題の困難性と固
定パラメータ容易性

○小林 佑輔 (京都大学)

　
F (ES033)

[正会員主催 OS] Max-
Plus 代数の数理とその
応用 (2)
　 　
1．［招待講演：40分］数理計画問
題における max-plus 代数の活用
　 制御工学から組合せ最適化まで

○五島 洋行 (法政大学)

2．Max-Plus代数とスケジューリン
グ問題

○久保 奨 (（独）統計センター), 西
成 活裕 (東京大学先端科学技術研究
センター)

3．◎ Max-Plus 代数における行列
の核とその基底の特徴づけ

○西田 優樹 (同志社大学大学院理工
学研究科数理環境科学専攻)

16 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



9月4日　13:00-14:20　ポスター講演 @ 豊田講堂 シンポジオンホール
○：登壇者，◎：優秀ポスター賞対象

1. ◎座席位置選択モデルにおける状態空間生成条件について
○小笠原 悠 (首都大学東京)

2. 消失点検出のための直線の確率表現に基づく投票法
○舛本 高紀 (和歌山大学大学院システム工学研究科), 陳 謙 ((株)センスタイムジャパン), 今井 敏行 (和歌山大学
システム工学部)

3. ◎計算手順と配列の並び替え手順の最適化による n次元 HOTRGの計算時間の削減
○山田 悠加 (筑波大学), 今倉 暁 (筑波大学), 今村 俊幸 (理研 R-CCS), 櫻井 鉄也 (筑波大学)

4. ◎ Robust Multi-material Topology Optimization for Lattice Structure Under Material Uncertainties

○Shintani Kohei (Northwestern University), Chan Yu-Chin (Northwestern University), Chen Wei (Northwestern

University)

5. ◎多集団年齢構造化 SIR感染症モデルを用いたクラミジア疫学データの考察
○國谷 紀良 (神戸大学大学院システム情報学研究科)

6. ◎粒子法と Bohm形式による波束の干渉の数値解析
○廣野 史明 (法政大（情報）), 岩沢 美佐子 (法政大（理工）), 善甫 康成 (法政大（情報）)

7. グラフの閉路リダクションを用いたMin-Plus行列の対角化
○佐藤 宏平 (小山高専), 西田 優樹 (同志社大学), 渡邉 扇之介 (小山高専)

8. ◎深層学習における skip結合の理解
○長瀬 准平 (芝浦工業大学大学院理工学研究科), 石渡 哲哉 (芝浦工業大学システム理工学部)

9. ◎グレブナー基底を用いた黄金比に収束するファジーセルオートマトンの列挙
○福田 亜希子 (芝浦工業大学), 渡邉 扇之介 (小山工業高等専門学校)

10. ◎力学的境界条件下における Caginalp systemに対する構造保存スキーム
○奥村 真善美 (大阪大学)

11. Mathematical modeling of cell-cell adhesion and its applications

○村川 秀樹 (九州大学), Carrillo Jose A. (Imperial College London), 佐藤 純 (金沢大学), 富樫 英 (神戸大学)

12. 折紙工法による紙/樹脂製緩衝材兼運搬箱の開発
萩原 一郎 (明治大学), 寺田 耕輔 (奈良高専), ○阿部 綾 (明治大学)

13. ◎ Einstein方程式の補正形式と重力崩壊の数値計算
○浦川 遼介 (早稲田大学), 土屋 拓也 (早稲田大学), 米田 元 (早稲田大学)

14. ◎空き家の有効活用数理モデルを用いた地域別最適政策の考察
○野間田 匡顕 (理学研究科)

15. ◎コウイカにおける動的パターン形成メカニズムの理解に向けて
○水野 佳奈 (島根大学総合理工学研究科), 岩本 真裕子 (島根大学総合理工学研究科)

16. 粘着円充填
○牧田 渉 (龍谷大学), 岸田 健太 ((株)イーオン), 須志田 隆道 (北海道大学), 山岸 義和 (龍谷大学)



17. ◎ある 2次元ソリトン方程式の解とネットワーク
○城戸 真弥 (早稲田大学数学応用数理専攻), 田中 悠太 (早稲田大学数学応用数理専攻), 渡邉 靖之 (早稲田大学数
学応用数理専攻), 丸野 健一 (早稲田大学), 筧 三郎 (立教大学)

18. ◎スペクトラル特徴量スケーリングの多クラス分類問題への拡張
○松田 萌望 (筑波大学), 保國 惠一 (筑波大学), 今倉 暁 (筑波大学), 櫻井 鉄也 (筑波大学)

19. ◎様々な Hele-Shaw 型問題の基本解近似解法による統一的数値解法
○榊原 航也 (京都大学・理研), 矢崎 成俊 (明治大学)

20. ◎成分濃縮ネットワークでの分離特性関数および不均一性の平衡解への影響
○照山 楓 (茨城大学), 三瓶 貴俊 (茨城大学), 渡邊 辰矢 (茨城大学)

21. ベイズ推定を用いた並列数値計算ライブラリの性能予測
○原田 祐希 (鳥取大学), 田中 和幸 (鳥取大学), 福本 智哉 (鳥取大学), 深谷 猛 (北海道大学), 山本 有作 (電気通信
大学), 星 健夫 (鳥取大学)

22. 一般アルキメデス螺旋格子による葉序的なボロノイタイリング
○須志田 隆道 (北海道大学 電子科学研究所), 山岸 義和 (龍谷大学 理工学部)

23. ◎反復線形ソルバを用いた大規模密一般化固有値問題向け SS-RR法の性能評価
○矢野 貴大 (筑波大学), 二村 保徳 (筑波大学), 今倉 暁 (筑波大学), 櫻井 鉄也 (筑波大学)

24. グレゴリー級数の剰余項の連分数表示
薄井 宗一 (福島大学), ○笠井 博則 (福島大学), 大浦 拓哉 (京都大学)

25. Shifted Block BiCGStab 法の近似解精度劣化の数値的原因解析
○倉本 亮世 (筑波大学大学院システム情報工学研究科), 多田野 寛人 (筑波大学計算科学研究センター)

26. ◎ CCMによる力学系ネットワーク構造の推定 2

○井上 晟綜 (大阪府立大学工学研究科), 堀田 武彦 (大阪府立大学工学研究科)

27. ◎ Einstein方程式の２次摂動まで考慮した数値計算
○福島 実紗 (早稲田大学大学院基幹理工学研究科), 土屋 拓也 (早稲田大学基幹理工学部), 米田 元 (早稲田大学基
幹理工学部)

28. ◎シフト付き CholeskyQR法を用いた一般内積空間における QR分解の計算
深谷 猛 (北海道大学), 中務 佑治 (国立情報学研究所), Kannan Ramaseshan (Arup, UK), 山本 有作 (電気通信大
学), ○柳澤 優香 (早稲田大学　理工学術院総合研究所)

9月4日　14:30-14:50　表彰式 ＠ 豊田講堂

9月4日　15:00-17:10　総合講演 ＠ 豊田講堂
1. ゼータ関数の普遍性について
松本 耕二（名古屋大学）

2. 応用数理としての風が吹けば桶屋が儲かる
菊地 昇（豊田中央研究所）

9月4日　18:00-20:00　懇親会 ＠ 豊田講堂 アトリウム



日本応用数理学会 2018年 年会 2018年 9月 3日～5日，名古屋大学

9月5日　09:30-10:50

　
A (ES021)

[研究部会 OS] 連続体力
学の数理 (1)
　 　
1．制限された空間での弾性薄膜の
破壊

○赤堀 裕介 (横浜国大環境情報研究
院), 増田 千紘 (横浜国大理工学部),

田中 良巳 (横浜国大環境情報研究
院)

2．Maxwell 型と Zener 型の粘弾性
き裂進展モデルについて

○高石 武史 (武蔵野大学), 西浦 廉
政 (東北大学AIMR), Avalos Edgar

(東北大学AIMR), Xie Shuangquan

(東北大学 AIMR), 赤木 和人 (東北
大学 AIMR)

3．◎ MREのための 3次元粘弾性
方程式に対するマルチスケール係数
同定法

○前川 秀 (京都大学)

4．共通ヌルクラインに基づく地震
の最終滑り量の予測不能性

○鈴木 岳人 (青学大理工)

　
B (ES022)

[研究部会 OS] 数理医学
(1)
　 　
1．◎血管新生における血管内皮細
胞の基本動態に関する数理モデル

○林 達也 (東京大学大学院数理科学
研究科), 由良文孝 (はこだて未来大
学), 間田潤 (日本大学生産工), 時弘
哲治 (東京大学大学院数理科学研究
科), 礪波一夫 (東京大学大学院医学
系研究科), 栗原裕基 (東京大学大学
院医学系研究科)

2．◎ NF-κ B非古典的経路におけ
る振動現象の数理的解析

○畑中 尚也 (大阪大学基礎工学研究
科システム創成専攻数理科学領域),

井上 純一郎 (東京大学医科学研究所
癌細胞増殖部門 分子発癌分野), 鈴
木 貴 (大阪大学数理・データ科学教
育研究センター)

3．［特別講演：40分］数理解析を
用いた中心体複製の開始制御機構の
解明

○中村貴紀 (東京大学医科学研究所
分子シグナル制御分野), 西住 紀子
(東京大学 医科学研究所 分子シグナ
ル制御分野), 中澤 嵩 (大阪大学 数
理・データ科学教育研究センター),

森竜樹 (大阪大学基礎工学研究科),

鈴木 貴 (大阪大学 数理・データ科
学教育研究センター), 武川睦寛 (東
京大学 医科学研究所 分子シグナル
制御分野)

　
C (ES024)

[研究部会 OS] 数理ファ
イナンス (2)
　 　
1．◎ Hyperbolic symmetrization

of Heston type diffusion

○井田 有紀 (立命館大学), 木下 剛
(立命館大学)

2．一次元におけるバリア・オプショ
ン型期待値の計算方法について

○浅野 了 (東京工業大学　理学院　
数学系　二宮研究室)

3．二回積分型カーネル関数を用い
た偏微分方程式の数値解法について

○家田 雅志 (みずほ第一フィナン
シャルテクノロジー株式会社)

4．日本のクレジット市場における
信用サイクルの変動要因

○廣中 純 (野村アセットマネジメン
ト（株）)
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9月5日　09:30-10:50

　
D (ES025)

[研究部会 OS] 科学技術
計算と数値解析 (1)
　 　
1．◎反応拡散方程式に対する修正
Strang splitting解法について

○中野 航輔 (名古屋大学), 宮武 勇
登 (大阪大学), 剱持 智哉 (名古屋大
学), 曽我部 知広 (名古屋大学), 張
紹良 (名古屋大学)

2．◎滑らかな領域上の Robin境界
条件を持つ Poisson方程式に対する
Nitsche法

○千葉 悠喜 (東京大学大学院数理科
学研究科), 齊藤宣一 (東京大学大学
院数理科学研究科)

3．◎離散化誤差を考慮した常微分
方程式の初期値推定について

○松田 孟留 (東京大学), 宮武 勇登
(大阪大学)

4．微分代数方程式に対する離散勾
配法の構築

○佐藤 峻 (東京大学)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 数理的技
法による情報セキュリテ
ィ (1)
　 　
1．［招待講演：40分］ProVerif を
用いた TLS1.3ハンドシェイクプロ
トコルの形式検証

○荒井 研一 (長崎大学大学院工学研
究科), 岡崎裕之 (信州大学大学院理
工学系研究科), 布田裕一 (東京工科
大学コンピュータサイエンス学部)

2．ProVerifの検証過程の可視化

○吉田 真紀 (情報通信研究機構)

3．Scyther tool の検証過程の可視
化

○吉田 真紀 (情報通信研究機構)

　
F (ES033)

[一般講演] 高性能計算
　 　
1．◎データ同化のためのアジョイント
法の性能モデル構築の試み

○藤川 隼人 (名古屋大学大学院 情報学
研究科), 片桐 孝洋 (名古屋大学 情報基
盤センター), 永井 亨 (名古屋大学 情報
基盤センター), 荻野 正雄 (名古屋大学
情報基盤センター)

2．◎ OpenMP の対象ループとスレッ
ド数を変更する自動チューニング手法の
評価

○櫻井 刀麻 (名古屋大学大学院情報学
研究科), 片桐 孝洋 (名古屋大学情報基
盤センター), 永井 亨 (名古屋大学情報
基盤センター), 荻野 正雄 (名古屋大学
情報基盤センター)

3．医用画像処理に用いられる大変形微
分同相写像のMPI並列化とコード最適
化

中島 大地 (名古屋大学大学院 情報学研
究科情報システム学専攻),田村友輝 (名
古屋工業大学大学院 情報工学専攻), 物
部 峻太郎 (名古屋工業大学大学院 情報
工学専攻), ○片桐 孝洋 (名古屋大学 情
報基盤センター),本谷秀堅 (名古屋工業
大学大学院 情報工学専攻), 永井 亨 (名
古屋大学 情報基盤センター), 荻野 正雄
(名古屋大学 情報基盤センター)

4．有限要素解析由来の疎行列に対する
FPGAを用いた線形ソルバのハードウェ
ア化

○井原遊 (東京大学大学院新領域創成科
学研究科人間環境学専攻), 橋本 学 (東
京大学大学院新領域創成科学研究科人間
環境学専攻),奥田洋司 (東京大学大学院
新領域創成科学研究科人間環境学専攻)
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9月5日　11:00-12:20

　
A (ES021)

[研究部会 OS] 連続体力
学の数理 (2)
　 　
1．◎動弾性境界積分方程式法の al-

most O(N)法

○佐藤 大祐 (東京大学), 安藤 亮輔
(東京大学)

2．境界要素法における重心要素を
用いない Calderonの前処理に関す
る一考察

○新納 和樹 (京都大学), 大塚 悠貴
(京都大学), 西村 直志 (京都大学)

3．波動方程式の transmission問題
における時間域境界積分法の安定性
について

三澤亮太 (京都大学工学研究科), 福
原美桜 (京都大学情報学研究科), 新
納和樹 (京都大学情報学研究科), ○
西村 直志 (京都大学情報学研究科)

　
B (ES022)

[研究部会 OS] 数理医学
(2)
　 　
1．蕁麻疹の謎を解いた一行の方程
式

○李 聖林 (広島大学理学部数学科・
JST さきがけ), 秀 道広 (広島大学
医学部皮膚科), 高萩俊輔 (広島大学
医学部皮膚科), 柳瀬雄輝 (広島大学
医学部皮膚科)

2．MCC Polar Cytoskeleton’s Self-

organization Simulations using Ac-

tive Hydrodynamics in a Hexago-

nal Cell with PCP boundary con-

ditions

○ FRANCO-MEDRANO Fermin

(阪大院医学系研究科), 鈴木 貴 (阪
大MMDS), 小西 聡史 (阪大院医学
系研究科), 矢野智樹 (阪大院医学系
研究科), 月田早智子 (阪大院医学系
研究科)

3．［特別講演：40分］Chemotaxis

model in the immunology

○ Hyung Ju Hwang (Pohang Uni-

versity of Science and Technology)

　
C (ES024)

[研究部会 OS] 数理ファ
イナンス (3)
　 　
1．Risk-sensitive asset manage-

ment with lognormal interest rates

○畑 宏明 (静岡大学教育学部)

2．Bitcoinにおけるマイニング業者
の収益に関するモデリング

○安田 和弘 (法政大学)

3．連続制御と確率インパルス制御
の混合問題に対する数値計算アルゴ
リズムの数値実験を通じた比較

○内藤 瞭介 (法政大学大学院理工学
研究科), 安田 和弘 (法政大学)

4．二項モデル下における Pre-

dictable Forward Performance Pro-

cesses を用いた期待効用に関する数
値的考察

○佐藤 大地 (法政大学大学院理工学
研究科), 安田 和弘 (法政大学)
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9月5日　11:00-12:20

　
D (ES025)

[研究部会 OS] 科学技術
計算と数値解析 (2)
　 　
1．◎非双曲型平衡点を持つ力学系
における Lyapunov関数の精度保証
による構成について

○寺坂 元 (電気通信大学　情報・ネ
ットワーク工学専攻), 中村正男 (電
気通信大学　情報・ネットワーク工
学専攻), 新田光輝 (電気通信大学　
情報・ネットワーク工学専攻), 山本
野人 (電気通信大学　情報理工学研
究科)

2．◎精度保証付き数値計算による
高次元力学系の安定・不安定多様体
の捕捉について

○新田 光輝 (電気通信大学), 山本
野人 (電気通信大学)

3．◎高次元半線形熱方程式の球対
称問題に対する有限要素法の誤差解
析

○中西 徹 (東京大学大学院数理科学
研究科), 齊藤宣一 (東京大学大学院
数理科学研究科)

4．数値積分を用いる Lagrange-

Galerkinスキームの収束性

○内海 晋弥 (早稲田大学), 田端 正
久 (九州大学（名誉教授）)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 数理的技
法による情報セキュリテ
ィ (2)
　 　
1．［招待講演：40分］同種写像暗
号の数理

○高島 克幸 (三菱電機)

2．◎Groebner基底を用いた同種写
像核計算

○髙橋 康 (九州大学大学院数理学
府), 安田 雅哉 (九州大学 IMI研究
所)

3．◎DeepLLLの改良と BKZへの
組込みの提案

○中邑 聡史 (九州大学大学院数理学
府), 安田 雅哉 (九州大学 IMI研究
所)

　
F (ES033)

[一般講演] 数値解析・数
値計算 (1)
　 　
1．無誤差変換技法を用いた陽的補
外法の精度改善

○幸谷 智紀 (静岡理工科大学)

2．Enclosing the Hermitian posi-

tive definite solution of the conju-

gate discrete-time algebraic Riccati

equation

○Miyajima Shinya (Iwate Univer-

sity)

3．新しいタイプの 2 次と 3 次
IMEX RK公式

○大野 博 (茨城大学工学部)

4．シミュレーションプログラムの
微分可能化と自動微分したプログラ
ムの動作確認

○堀端 康善 (法政大学　理工学部)
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A (ES021)

[研究部会 OS] 連続体力
学の数理 (3)
　 　
1．筋肉における確率的挙動を示す
分子モータと連続体の力学的連成の
数理について

○鷲尾 巧 (東京大学)

2．◎圧力 Poisson 問題と対応する
Stokes問題の境界条件

○松井 一徳 (金沢大学 自然科学研
究科 数物科学専攻)

3．◎剪断流における不変解の高レ
イノルズ数漸近展開解析

○出口 健悟 (モナシュ大学)

　
B (ES022)

[研究部会 OS] 産業にお
ける応用数理
　 　
1．半導体の抵抗率測定法の開発に
現れるいつくかの応用数学の問題

○劉 雪峰 (新潟大学大学院自然科学
研究科)

2．半導体製造プロセスにおける悪
条件線形方程式の解法

○木村 泰己 (東芝メモリ株式会社),

松縄哲明 (東芝メモリ株式会社), 三
本木 省次 (東芝メモリ株式会社)

3．名古屋大学情報基盤センターに
おけるスーパーコンピュータ民間利
用制度の展開と課題

○片桐 孝洋 (名古屋大学情報基盤セ
ンター), 田島 嘉則 (名古屋大学情
報連携統括本部), 毛利晃大 (名古屋
大学情報連携統括本部), 山田 一成
(名古屋大学情報連携統括本部), 高
橋 一郎 (名古屋大学情報連携統括本
部), 荻野正雄 (名古屋大学情報基盤
センター), 永井亨 (名古屋大学情報
基盤センター), 服部昌祐 (名古屋大
学情報連携統括本部)

4．ものづくり研究会　活動紹介

高田 章 (旭硝子株式会社), 櫻井 鉄
也 (筑波大学), ○井手 貴範 (アイシ
ン・エィ・ダブリュ株式会社)

　
C (ES024)

[研究部会 OS] 数理ファ
イナンス (4)
　 　
1．1 次元拡散過程を用いたペアト
レーディングモデルでの最適閾値に
ついて

○関根 順 (大阪大学大学院基礎工学
研究科), 深澤正彰 (大阪大学大学院
基礎工学研究科), 前田ひとみ (大阪
大学大学院基礎工学研究科)

2．An expansion of BSDE to study

arbitrage free price of xVA.

○田中 章博 (大阪大学大学院基礎工
学研究科)
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D (ES025)

[研究部会 OS] 科学技術
計算と数値解析 (3)
　 　
1．代用電荷法による複素平面から
3次元曲面への写像

○岡野 大 (愛媛大学)

2．◎代用電荷法における Fekete点
の近似

○平野 広明 (東京大学), 田中 健一
郎 (東京大学)

3．再生核ヒルベルト空間における
関数近似のための標本点生成法につ
いて

○田中 健一郎 (東京大学)

4．連分数を用いた数値解析接続と
Fourier変換への応用

○緒方 秀教 (電気通信大学大学院情
報理工学研究科情報・ネットワーク
工学専攻)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 数論アル
ゴリズムとその応用 (1)
　 　
1．◎ Coppersmithアルゴリズムを
用いた Nemecらによる素因数分解
法について

○菊地 修 (首都大学東京大学院修士
2年),内山成憲 (首都大学東京教授)

2．多項式 x2 + 5x + 5 に関する 2

次 Frobenius 擬素数について

○長島 早紀 (首都大学東京大学院),

篠原直行 (情報通信研究機構), 内山
成憲 (首都大学東京)

3．F4-style アルゴリズムの実装に
ついて

○緑川 輝 (首都大学東京大学院修士
2年), 篠原 直行 (情報通信研究機構
主任研究員), 内山成憲 (首都大学東
京教授)

4．Q(sqrt-23) に虚数乗法を持つ楕
円曲線を用いた特別な整数に対する
素数証明アルゴリズム

○小貫 啓史 (首都大学東京)

　
F (ES033)

[一般講演] 偏微分方程式
(1)
　 　
1．◎ SKT交差拡散定常極限方程式
の解の多重度と安定性の数値解析

○森竜樹 (阪大基礎工), 鈴木貴 (阪
大MMDS), 四ツ谷 晶二 (龍谷大理
工)

2．◎非対称細胞分裂における極性
パターン形成メカニズムの解明

○中原智弘 (広島大学), 李聖林 (広
島大学　 JSTさきがけ)

3．ルジャンドル陪関数の変形と応
用１２

○田川 昭夫 (なし)

4．文字列の非可換位相半群上の偏
微分方程式と生物群集の動態解析

○小谷野 仁 (東京工業大学), 澤田
和典 (株式会社ぐるなび), 山本 希
(東京工業大学), 山田 拓司 (東京工
業大学)
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A (ES021)

[正会員主催 OS] 自己駆
動運動の数理解析
　 　
1．◎有限領域に閉じ込められた樟
脳粒の自己駆動運動

○小谷野 由紀 (千葉大学), 末松 J.

信彦 (明治大学), 北畑 裕之 (千葉大
学)

2．◎円環水路上に現れる樟脳円板
のクラスター運動に対する数学解析

○岡本 守 (北海道大学理学院博士課
程), 後藤田 剛 (北海道大学電子科
学研究所附属社会創造数学研究セン
ター人間数理研究分野), 長山 雅晴
(北海道大学電子科学研究所附属社
会創造数学研究センター人間数理研
究分野)

3．流体力学を伴う液滴の自発運動
と相互作用

○義永 那津人 (東北大学 WPI-

AIMR, 産総研MathAM-OIL)

4．単一自己駆動粒子が呈する準周
期的な運動の数理解析

○池田幸太 (明治大), 宮路智行 (明
治大),北畑裕之 (千葉大),小谷野由
紀 (千葉大), 義永 那津人 (東北大)

　
B (ES022)

[正会員主催 OS] クルマ
づくりを支える応用数理
　 　
1．［23分］形態最適化計算の自動
車関連の実問題への応用

○村井 大介 (株式会社 豊田中央研
究所), 吉田 広顕 (株式会社 豊田中
央研究所)

2．［19分］車載エアコン用モータ
の音響シミュレーション

○柘植 竜也 (株式会社　デンソー),

大澤 司 (株式会社　デンソー), 池
田 和正 (株式会社　デンソー)

3．［19分］自動車の電動化に向け
た開発・製造における熱流体シミュ
レーション

○堀之内 成明 (株式会社　豊田中
央研究所)

4．［19分］ Deep Convolutional

Neural Network による自動車用
オートマチックトランスミッション
の制御に現れる時系列データの 2値
分類

○井手 貴範 (アイシン・エィ・ダ
ブリュ株式会社), 川上 雄史 (アイ
シン・エィ・ダブリュ株式会社), 富
田 陽久 (アイシン・エィ・ダブリュ
株式会社), 森山 英二 (アイシン・
エィ・ダブリュ株式会社), 筒井 洋
(アイシン・エィ・ダブリュ株式会
社), 保木 邦仁 (電気通信大学), 村
松 正和 (電気通信大学)

　
C (ES024)

[正会員主催 OS] 先進的
環境における数値計算と
関連HPC技術 (1)
　 　
1．マルチコア・メニーコア計算機
環境における Chebyshev 基底通信
削減 CG法の性能評価

○大島 聡史 (九州大学), 藤井 昭宏
(工学院大学), 田中 輝雄 (工学院大
学), 深谷 猛 (北海道大学), 須田 礼
仁 (東京大学)

2．◎ GPU における SELL 形式疎
行列ベクトル積の性能評価

○佐藤 駿一 (筑波大学大学院システ
ム情報工学研究科), 高橋大介 (筑波
大学計算科学研究センター)

3．◎ディープラーニングを用いた
数値計算ライブラリにおける反復解
法の前処理選択の検討

○山田 賢也 (名古屋大学大学院情報
学研究科), 片桐孝洋 (名古屋大学情
報基盤センター), 永井亨 (名古屋大
学情報基盤センター), 荻野正雄 (名
古屋大学情報基盤センター)

4．◎ Oakforest-PACS 上における
SA-AMG 法の高並列環境下に向け
た Hybrid並列化に関する分析

○野村 直也 (東京大学), 中島 研吾
(東京大学)
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D (ES025)

[研究部会 OS] 科学技術
計算と数値解析 (4)（～
16:40）
　 　
1．微圧縮超弾性体の大変形問題に
対する近傍問題の構成

○山田 貴博 (横浜国立大学)

2．◎オフセット角度を用いた断層
画像再構成における厳密解の構成法

○神田 直大 (芝浦工大/理化学研究
所), 高梨 宇宙 (理化学研究所)

3．◎抵抗率測定に使用される四探
針法の数理モデルの解析：有限要素
解の Hypercircle法による誤差評価

○中野 泰河 (新潟大学大学院　自然
科学研究科　数理物質科学専攻　数
理科学コース), 劉雪峰 (新潟大学大
学院　自然科学研究科)

4．◎抗原・抗体の体内動態の定量
的解析に向けたモデルパラメータの
　多様性に対する考察

○小松 瑞果 (神戸大学大学院システ
ム情報学研究科), 谷口隆晴 (神戸大
学大学院システム情報学研究科/JST

さきがけ)

5．◎アンケートデータを用いた交
流ネットワーク推定手法

○佐藤 智久 (神戸大学), 谷口 隆晴
(神戸大学),増本康平 (神戸大学),近
藤 徳彦 (神戸大学), 岡田 修一 (神
戸大学)

　
E (ES034)

[研究部会 OS] 数論アル
ゴリズムとその応用 (2)
　 　
1．An HFE-based variant of a key

exchange protocol employing mul-

tivariate polynomial maps

○中村 周平 (日本大学生産工学部),

伊藤 勝 (日本大学理工学部), 秋山
浩一郎 (東芝研究開発センター), 平
田 典子 (日本大学理工学部)

2．Circulant UOV/Rainbow の安
全性について

○橋本 康史 (琉球大学)

3．◎Superspecial Trigonal Curves

of Genus 5

○工藤 桃成 (神戸市立工業高等専門
学校), 原下 秀士 (横浜国立大学)

　
F (ES033)

[一般講演] 偏微分方程式
(2)
　 　
1．de Sitter 時空における Klein-

Gordon方程式の解の伝播について

○土屋 拓也 (早稲田大学), 中村 誠
(山形大学)

2．非局所境界条件にむだ時間を含
む双曲型システムに対する状態推定

○丸山 颯天 (神戸大学), 佐野 英樹
(神戸大学), 若生 将史 (神戸大学)

3．Voronoi 格子上における離散
Green-Gauss公式を介した離散変分
とその応用

○降籏 大介 (大阪大学サイバーメ
ディアセンター)

4．量子システムの理論的な最適制
御問題について研究

○王 全芳 (香港中文大学)
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A (ES021)

[一般講演] 統計科学（～
18:10）
　 　
1．統計多様体上の状態空間モデル
を用いた発展型ネットワーク解析

小松 瑞果 (神戸大学), ○谷口 隆晴
(神戸大学, JST さきがけ), 大川 剛
直 (神戸大学, JST CREST)

2．Benford の法則に従う分布の構
成

○小澤 一文 (秋田県立大学名誉教
授)

3．双対平坦空間における次元削減
について

○熊谷 敦也 (日本大学商学部)

4．強化学習による囚人のジレンマ
を考慮した戦略を持つマルチエージ
ェントシステムの提案

○内海 友貴 (法政大学大学院), 李
磊 (法政大学理工学部)

5．◎サッカーのパス回しによって
つくられるネットワークの成長につ
いて

○山本健 (琉球大学), 成塚拓真 (中
央大学)

　
B (ES022)

[正会員主催 OS] ブロッ
クチェーンと応用数理
　 　
1．［10分］ブロックチェーンセッシ
ョンへのイントロ

○佐古 和恵 (NEC)

2．政治学から見たブロックチェー
ン

○岸本 一男 (筑波大学名誉教授)

3．仮想通貨、スマートコントラク
ト、リスクの計量化：数理ファイナ
ンスの立場から

○関根 順 (大阪大学大学院基礎工学
研究科)

4．スケーラビリティと分散化につ
いて

○岡本 龍明 (NTT)

　
C (ES024)

[正会員主催 OS] 先進的
環境における数値計算と
関連HPC技術 (2)
　 　
1．密テンソルに対するALS法の実
装方法に関する考察

○深谷 猛 (北海道大学)

2．大規模な数値線形代数の問題に
おける精度保証付き数値計算

○尾崎 克久 (芝浦工業大学), 荻田
武史 (東京女子大学)

3．タイルサイズチューニングのた
めのタイル QRアルゴリズムの性能
モデル

○鈴木 智博 (山梨大学), 高柳 雅俊
(山梨大学)

4．EigenExaへのオンライン自動チ
ューニング活用の試みについて

○今村 俊幸 (理化学研究所)
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E (ES034)

[一般講演] 流体計算
　 　
1．MPS法による静水圧問題におけ
る重心ボロノイ分割を用いた粒子位
置の提案

○長谷川 颯 (名古屋大学大学院情報
学研究科情報システム学専攻), 荻野
正雄 (名古屋大学情報基盤センター),

片桐 孝洋 (名古屋大学情報基盤セン
ター), 永井亨 (名古屋大学情報基盤
センター)

2．２層渦あり流れの数値シミュ
レーション

○東海林まゆみ (日本女子大学), 岡
本 久 (学習院大学)

3．◎粒子法シミュレーションのキ
ャビテーション気泡における圧縮破
壊現象への応用

○西圭祐 (生体情報（数学）研究室)

4．Stokes-Darcy 方程式に対する処
罰法と不連続 Galerkin近似

○周 冠宇 (東京理科大学), 柏原 崇
人 (東京大学), 及川 一誠 (早稲田大
学), Chung Eric (The Chinese Uni-

versity of Hong Kong), Shiue Ming-

Cheng (National Chiao Tung Uni-

versity)

　
F (ES033)

[一般講演] 数値解析・数
値計算 (2)（～18:10）
　 　
1．◎べき型の非線形性を持つ確率
微分方程式の爆発解の数値解析

石渡 哲哉 (芝浦工業大学 システム
理工学部), ○梁英哲 (芝浦工業大学
大学院 理工学研究科)

2．ドロネー分割と階層的クラスタ
リングに基づくサッカートラッキン
グデータの解析

成塚拓真 (中央大学理工学部), ○山
崎 義弘 (早稲田大学理工学術院)

3．構造情報処理の厳密性を保証す
る近似図形処理フレームワーク

○今井 敏行 (和歌山大学システム工
学部)

4．IMEX RK法の絶対安定領域の
描画法

○大野 博 (茨城大学工学部)

5．◎感染症数理モデルにおける確
率最適制御

○加藤 京士 (東京工業大学数理計算
科学系)
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ベイズ理論によって捉えるカオス性と情報量との間の一般的な関係式につ
いて

梅野 健 1

1京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻
e-mail : umeno.ken.8z@kyoto-u.ac.jp

1 概要

カオスと情報量との間の一般的な等式H[X|Y ] =

Λq[Y ] + D(q∥p)が成立することを示した。本
稿は、その背景、新たに導出した等式の意味と
証明、その帰結をできるだけ自己完結的に説明
することを目的とする。

2 ペロン＝フローベニウス方程式のベイ
ズ理論的解釈

写像力学系 (M,µ, F )を考える。ここで, M

は可微分多様体、µはM 上の不変測度、F は
M からM へのヘルダー連続な写像とする。こ
の時、不変測度 µがルベーグ測度に対して絶対
連続、つまり µ(dx) = ρ(x)dxで書けると仮定
し、以下は絶対連続な確率測度を考える。この
時、初期値 (X ∈ M) の確率測度 p(X)dXと写
像 F によって変換された後の値 Y = F (X)の
確率測度 q(Y )dY の間に、以下の確率保存則が
成立する。

q(Y ) =
∑

X∈F−1(Y )

p(X)∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣ (1)

これがペロン＝フローベニウス方程式であり、
初期値Xの確率測度が不変測度に一致する時、
つまり p(X)dX = ρ(X)dX の時、通常の不変
測度が満足する式

ρ(Y ) =
∑

X∈F−1(Y )

ρ(X)∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣ (2)

が得られる。このペロン=フローベニウス方程
式が、ベイズ理論でいう逆確率を求める式に他
ならないのではないかと考えたのが本研究の出
発点である。ここで、データ Y を得た時, その
原因 (初期値)がX である確率 p(X|Y )をベイ
ズ理論の逆確率とする。逆確率 p(X|Y )の持つ
性質として、結果 Y が得られた時に、複数の
排他的的な原因X に対して以下の確率の性質
を満足せねばならない。∑

X∈F−1(X)

p(X|Y ) = 1 (3)

ここで、p(X)をベイズ理論でいう事前分布の
密度関数と考え, ペロン＝フローベニウス方程
式 (1)から逆確率 p(X|Y )を

p(X|Y ) =
p(X)

q(Y )
∣∣∣dF (X)

dX

∣∣∣ (4)

と定義すると、逆確率の満足する式 (3)とペロ
ン＝フローベニウス方程式 (1)と等価となる。
逆に言うと、力学系のペロン＝フローベニウ
ス方程式 (確率保存則)(1)は、ベイズ理論の逆
確率 p(X|Y )を式 (4)によって求める基礎方程
式と捉えることができる。この場合、尤度関数
L(Y |X)が

L(Y |X) =
1∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣ (5)

となり、ペロン＝フローベニウス方程式 (1)そ
のものが、ベイズの公式

p(X|Y ) =
L(Y |X)p(X)∑

X∈F−1(Y ) L(Y |X)p(X)
(6)

となる。このペロン＝フローベニウス方程式の
ベイズ理論的な解釈が、本理論の出発点とする。
尚、事前分布 p(X)が不変測度の確率密度関数
ρ(X)となる場合、結果 Y の分布 q(Y )も不変
測度と等しくなり, F がエルゴード的であるな
らば、頻度論対ベイズ理論の論争で指摘されて
いた事前分布の正当性の問題は生じない。

3 逆確率のエントロピー

前節で求めた逆確率 p(X|Y )は、結果として
のデータ Y が与えらえた時, 原因がX である
条件付き確率と考えられる。従って、その逆確
率のエントロピー H(X|Y )を計算することに
より、データ Y が与えられた時に、X に関す
る曖昧さ (=X の情報がどのくらい不足してい
るか)を測れる。まず、逆確率のエントロピー
S(Y )は、以下で与えられる。

S(Y ) = −
∑

X∈F−1(Y )

p(X|Y ) ln p(X|Y ) (7)
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この S(Y )は Y によって値が異なるので, デー
タ Y の確率 q(Y )による平均のエントロピー h

により逆確率の情報量 H(X|Y )を求めるのは
自然であろう。それは、

h ≡ H(X|Y ) =

∫
M

S(Y )q(Y )dY (8)

となる。但し、 式 (4), (7)から S(Y )は

−
∑

X∈F−1(Y )

p(X)

q(Y )
∣∣∣dF (X)

dX

∣∣∣ ln
 p(X)

q(Y )
∣∣∣dF (X)

dX

∣∣∣

(9)

で与えらえる。この情報量 hを以下の様に３つ
の成分A,B,C に分解する。

h = H(X|Y ) = A+B + C, (10)

但し、

A =

∫
M

∑
X∈F−1(Y )

p(X)∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣ ln
∣∣∣∣dF (X)

dX

∣∣∣∣ dY
(11)

B = −
∫
M

∑
X∈F−1(Y )

p(X)∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣ ln p(X)dY (12)

C =

∫
M

∑
X∈F−1(Y )

p(X)∣∣∣dF (X)
dX

∣∣∣ ln q(Y )dY (13)

となる。X から Y = F (X)への変数変換に伴
う確率の保存を考えると、A,B,Cそれぞれが、

A =

∫
M

ln

∣∣∣∣dF (Y )

dY

∣∣∣∣ q(Y )dY ≡ Λq[Y ] (14)

B = −
∫
M

ln[p(Y )] · q(Y )dY (15)

C =

∫
M

ln[q(Y )] · q(Y )dY (16)

と書ける。よって逆確率の情報量 hに関して、
以下の定理が成立する。

Theorem 1

h = H(X|Y ) = Λq[Y ] +D(q∥p)

ここで, D(q∥p)は以下の式で定義されるKL情
報量である。

D(q∥p) =
∫
M

ln

[
q(Y )

p(Y )

]
· q(Y )dY

(証明):式 (15),(16)よりB+C = D(q∥p) が成
立することから明らか。

Theorem 2

h = H(X|Y ) ≥ Λq[Y ]

(証明):KL情報量の性質D(q∥p) ≥ 0から明ら
か。等号は、p(·) = q(·) = ρ(·)、つまり事前確
率 p(X)が不変測度の確率密度 ρ(X)に等しい
時に成立する。
Theorem 1の等式はデータ Y に任意の確率
密度関数 q(Y )を持つ時に成立するが、Y が不
変測度 µ(dY ) = ρ(Y )dY に従う時、hは KS

エントロピー hKSとなり、文献 [1]で示された
Rohlinの式 (あるいは Pesinの等式)

hKS =

∫
M

ln

∣∣∣∣dF (Y )

dY

∣∣∣∣ ρ(Y )dY = Λρ[Y ] = λ

と一致する。但し、λは軌道不安定性を示すリア
プノフ指数であり、λ > 0であればカオスであ
るカオス性を示す量である。つまり, Theorem

1は、H(X|Y )が、情報のΛq[Y ]（データY のカ
オス性)とD(q∥p)（分布の違いによる情報コス
ト)に分解できると言う新しいタイプの情報の
保存則を示しており、Rohlin(あるいは Pesin)

の等式の一般化となっている。

4 相互情報量と情報保存則

H(X),H(Y )を X と Y の情報量 (エントロ
ピー)とし, RをXと Y との間の相互情報量と
する。情報量の一般的な性質から等式

R = H(X)−H(X|Y ) = H(X)−Λq[Y ]−D(q∥p)
(17)

が成立する。よって、D(q∥p) ≥ 0から次の定理

Theorem 3

R ≤ H(X)− Λq[Y ]

が成立する。つまり Rの上限が写像 F のカオ
ス性と関連するH(X)− Λq[Y ]で与えられる。
又、H(Y |X) = 0なので、X → Y = F (X)

の情報伝搬における以下の情報保存則 (H(X)

の分解公式)と情報量の不等式が成立する。

Theorem 4

H(X) = H(Y )+Λq[Y ]+D(q∥p) ≥ H(Y )+Λq[Y ]

参考文献

[1] V. A. Rohlin, ”On the fundamental

ideas in measure theory”, Amer. Math.

Soc. Trans. I Vol. 10 (1962), 1–54.
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カオス尺度のカオス判定力向上に向けた試み

井上　啓 1

1山陽小野田市立山口東京理科大学工学部
e-mail : kinoue@rs.tusy.ac.jp

1 概要

カオス現象を理解する上で，そのカオスをい
かに定量化するかが重要な要素の一つである．
カオスの定量化に関しては，これまでに，いく
つかの指標が提案されてきた．現在，主流とな
る指標は，リアプノフ指数，KSエントロピー，
フラクタル次元などである．これらの指標の中
で，特に，リアプノフ指数は，カオスの定義に
も用いられており，初期値に関する (指数関数
的)鋭敏性を指標化したものである．しかしな
がら，実験の観測データに代表されるように力
学系に関する情報が時系列でしか得られない場
合は近似手法が提案されているものの [1]，そ
の計算方法が必ずしも確立されているとは必ず
しもいえない．
こうした状況の中で，情報理論の観点からカ

オスを測る指標としてエントロピー型カオス尺
度（以下，カオス尺度と略）が導入された [2]．
カオス尺度は，力学系に関する情報が時系列し
か得られない場合でも計算可能である．本著者
等は，いままでにカオス尺度による力学系のカ
オスの特徴付けの試み (たとえば，[3]を参照)

を行い，カオス尺度の基本的性質やリアプノフ
指数との対応関係についても調べてきた [4, 5]．
これまでの研究を通して，カオス領域におい

ては，リアプノフ指数とカオス尺度の値のオー
ダーが一致することがわかってきた．一方で，
カオス尺度の計算において，入力分布と出力分
布の領域分割が固定されているため，カオス尺
度の値がリアプノフ指数の値と比べて高い値を
取る傾向があった．また，2次元以上の力学系
では，入力分布と出力分布の直交系が異なる場
合が考慮されていなかった．本研究では，これ
らの点を踏まえて，カオス尺度によるカオス判
定力の向上を目指すことを試みる．

2 カオス尺度

本節では，写像 f : I → I (≡ [a, b]d ⊂
Rd, a, b ∈ R, d ∈ N) で定義される差分方程
式系 (すなわち，xn+1 = f (xn) , n = 0, 1, . . .)

のカオス尺度の定義を述べる．

初期値 x0と I の有限分割 {Ai}:

I =
N∪
k=1

Ak, Ai ∩Aj = ∅ (i ̸= j)

に対して，差分方程式によって決定される時刻
mの確率分布

(
p
(m)
i,A (M)

)
と時刻mとm+1の

同時確率分布
(
p
(m,m+1)
i,j,A (M)

)
を

p
(m)
i,A (M) =

1

M

m+M−1∑
k=m

1Ai(xk),

p
(m,m+1)
i,j,A (M) =

1

M

m+M−1∑
k=m

1Ai(xk)1Aj (xk+1)

で与える．このとき，軌道 {xn}のカオス尺度
Dは以下で定義される [2]．

D(M,m)(A, f)

=
N∑
i=1

N∑
j=1

p
(m)
i,j,A(M) log

p
(m)
i,A (M)

p
(m,m+1)
i,j,A (M)

.

ここで，カオス尺度 D が時刻 m に依存しな
い場合はD(M)(A, f)と略記し，さらに，軌道
{xn}が差分方程式系より生成されない場合は
D(M)(A)と略記する．

3 カオス尺度の計算方法の改良

ここでは，カオス写像 f : I → I, I ⊂ R2の
軌道の分布を考える．いま，軌道点の含まれる
分割は以下のように写像されると想定される．

f

図 1. ある分割の写像
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写像後の分割が多数の分割に跨るほどカオス
尺度が大きな値を取ると考えられる。そこで，
カオス尺度を計算する前に以下のような前処理
を行うことを考える．

3.1 分割の切れ目の調整

上記の場合では，領域分割が固定されている
ために，この分割の写像が複数の分割に余計に
跨っている可能性がある．その原因の一つが，
分割の切れ目の影響である．そこで，分割の切
れ目の影響を軽減するために，カオス尺度を計
算する前に以下のような調整を行う．

図 2. 分割の切れ目の調整

このように分割の切れ目を調整することで，
写像された分割が跨る分割数を減らすことを考
える．

3.2 直交系の調整

上記のように，分割の切れ目を調整しても入
力と出力の直交系が異なる場合は，複数の分割
に余計に跨っている可能性がある．この入力と
出力の直交系の違いによる影響を軽減するため
に，さらに，カオス尺度を計算する前に以下の
ような調整を追加で行う．

図 3. 直交系の調整

このように直交系を調整することで，写像さ
れた分割が跨る分割数を最小限に減らすこと
ができ，各軸の伸縮の影響を把握できるように
する．

4 計算アルゴリズムの改良

現在，以下の写像を対象として，上記の改良
のアイデアをカオス尺度の計算に反映させるた
めの計算アルゴリズムの改良を試みている．

f(x) =

{
Ax (0 ≤ y ≤ 1

2)

Ax+ b (12 < y ≤ 1)

f(x) = Bx(mod 1)

ただし，

A =

(
1
3 0

0 2

)
, B =

(
2 1

1 1

)
,

x =

(
x

y

)
, b =

(
2
3

−1

)
実際には，ある分割の軌道点がカオス写像に
より，どの分割に写像されるかによってカオス
尺度の値が決定される．先述したように，多数
の分割に分離して写像されればされるほど，カ
オス尺度が大きな値を取る．したがって，分割
の切れ目の調整と直交系の調整によって跨る分
割の個数を最小化できれば，リアプノフ指数に
比べて高い値を取っていたカオス尺度がリアプ
ノフ指数の値に近づく可能性が高いと考えら
れる．
具体的な計算結果については，年会にて発表
する予定である．
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１次元カオス写像におけるカオス尺度の極限値に関する考察
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1 概要
カオス尺度とリアプノフ指数には関係性があ

ることが知られている [1],[2]．著者らは先行研
究において，不変測度をもつ代表的な１次元カ
オス写像を対象として，カオス尺度の極限値と
リアプノフ指数の数理的関係を示した [3]．ま
た，いくつかの仮定の下で，カオス尺度の極限
値の推定値を与える推定関数を示した [4]．本
稿では k = 2, 3, 4, 5のチェビシェフ写像に対す
る，仮定の妥当性の評価結果を報告する．

2 カオス尺度の極限とリアプノフ指数
本稿で扱う写像 τ はルベーグ測度に対して絶
対連続な不変測度 µ(dx) = ρ(x)dxをもつ１次
元カオス写像とする1．著者らは先行研究 [3]に
おいて，カオス尺度の分割幅∆x → 0における
カオス尺度の極限H∆x→0は，リアプノフ指数
λに対して，

λ =

∫
log γ(x) ρ(x)dx

H∆x→0 =

∫
(log γ(x) +D(x))ρ(x)dx(

γ(x) = |τ ′(x)| = |dτ(x)/dx|
)

として与えられ，D関数は，以下のD1関数ま
たはD2関数のどちらかであることを示した．

D1(x) = −ε1(x)

γ(x)

{
Hs(q(x)) + log ε1(x)

}

D2(x) =


−ε2(x)

γ(x)
{Hs(q(x)) + log ε2(x)}

(γ(x) ≥ 1)

− log γ(x) (γ(x) < 1)

ε1(x) = γ(x)− ⌊γ(x)⌋
ε2(x) = γ(x)− ⌊γ(x)⌋+ 1

Hs(x) = x log(x) + (1− x) log(1− x)

D1関数は分割区間 [x, x+∆x]の写像区間
[τ(x), τ(x+∆x)]が ⌊γ⌋+ 2個の分割区間にま

1例えばロジスティック写像，k–チェヒシェフ写像，テ
ント写像，ベルヌーイシフト写像，等である．

たがる場合に選ばれ，D2 関数は ⌊γ⌋ + 1個の
分割区間にまたがる場合に選ばれる．一般に写
像区間 [τ(x), τ(x+∆x)]を分割幅∆xで分割し
た場合は，その両端が端数的になる（両端の合
計が ε1(x)またはε2(x)である）．q(x)関数は，
端数的部分を，それぞれの端に q(x) : 1− q(x)

に分割する意味として与えている．

3 カオス尺度の極限値の推定
有限の∆xに対して q(x)は一意に求まるが，

∆x → 0の極限では不明である．そこで以下の
仮定を設定した．

仮定 1 q(x)は，D1関数の場合の定義域 J1上
を一様分布し，同じくD2関数の場合の定義域
J2上を一様分布する．

J1 = [0, 1]

J2 =

(
ε1(x)

ε2(x)
,

1

ε2(x)

)
仮定 2 D1 関数と D2 関数の選択比率は以下
で与えられる．

ε1(x) : 1− ε1(x)

上記仮定の下で，カオス尺度の極限値の推定
値 Ĥ を与える推定関数Drefを導出した（詳細
は文献 [4]を参照）．

Ĥ =

∫
(log γ(x) +Dref(x))ρ(x)dx

Dref(x) =


1

2γ(x)
(γ(x) ≥ 1)

γ(x)

2
− log γ(x) (γ(x) < 1)

4 有限の∆xでの仮定の評価
図 1～4に，k = 2, 3, 4, 5のチェビシェフ写
像について，分割数がm = 5000, 10000, 20000

における仮定の評価結果を示した（図の左が仮
定 1，右が仮定 2）．なお，仮定 1の q(x)の一
様分布性の評価は，以下の q′(x)が区間 [0, 0.5]
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図 1. 仮定の評価 : 2–チェビシェフ写像
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図 2. 仮定の評価 : 3–チェビシェフ写像

において一様分布する様子を確認すればよいよ
うに変換してある．

q′(x) =


1

2
−
∣∣∣∣12 − q(x)

∣∣∣∣ (q(x) ∈ J1)

1

2
−
∣∣∣∣12 − q(x)− ε1(x)

1− ε1(x)

∣∣∣∣ (q(x) ∈ J2)

図より，経験的ではあるが仮定の妥当性が見
て取れる．なお，紙面の関係で本稿には未掲載
であるが，分割数mが小さい場合は仮定から
離れる傾向が見られる．一方で，分割数mが
大きくなるほど，また，kの次数が大きいほど，
仮定と一致する傾向が見られる．

5 まとめ
本稿では，先行研究 [4]で示した，カオス尺

度の極限値の推定値 Ĥ を与える推定関数Dref

の導出上の仮定について，その仮定の妥当性を，
k = 2, 3, 4, 5のチェビシェフ写像について経験
的に確認した．当該仮定の理論的かつ合理的な
説明手段の検討を課題とする．
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図 3. 仮定の評価 : 4–チェビシェフ写像
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図 4. 仮定の評価 : 5–チェビシェフ写像
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カオス尺度の計算方法について
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1 概要

近年，様々なウェアラブル生体センサ類が開
発され，健康管理など様々に利用されている．
著者らは，生体データの分析に基づく生理状態
の推定に関する研究を行っている．これまで著
者らは，心拍間隔データからカオス尺度を計算
し，運転中の眠気や副交感神経活動との関連を
示唆する報告を行ってきた [1][2]．
カオス尺度はデータから直接計算可能なカオ

スの定量化指標と考えられるが，実際のデータ
分析に応用するためにはリアプノフ指数やKS

エントロピーとの関係，特に大小関係について
明らかにしておく必要があり，先行研究 [3]の
ような議論がある．
また，カオス尺度とリアプノフ指数との数理

的関係について調査したところ，分割による端
数的な部分の影響とみられる，リアプノフ指数
との差異が生じることが分かった [4]．そこで
本稿では，分割による端数が出現するケースと
して最も単純な非対称テント写像を用いて，カ
オス尺度とKSエントロピーとの差について調
査した結果を報告する．

2 カオス尺度

カオス尺度の定義は以下のとおり [5]．
写像 f : I → I ( ≡ [a, b]d ⊂ Rd, a, b ∈ R,

d ∈ N ) で定義される差分方程式系 ( xn+1 =

f(xn), n = 0, 1, . . .)において，初期値 x0 と
I の有限分割 {Ai} :

I =
N∪
k=1

Ak, Ai ∩Aj = ∅ (i ̸= j)

に対して，差分方程式によって決定される時刻
mの確率分布（p

(m)
i,A (M)）と時刻mとm + 1

の同時確率分布（p
(m,m+1)
i,j,A (M)）を

p
(m)
i,A (M) =

1

M

m+M−1∑
k=m

1Ai(xk)

p
(m,m+1)
i,j,A (M) =

1

M

m+M−1∑
k=m

1Ai(xk)1Aj (xk+1)

で与える．このとき，軌道 {xk}のカオス尺度
Dは以下で定義される．

D(M,m)(A, f)

=
N∑
i=1

N∑
j=1

p
(m,m+1)
i,j,A (M) log

p
(m)
i,A (M)

p
(m,m+1)
i,j,A (M)

3 非対称テント写像におけるカオス尺度

Tk(x) を，頂点の位置が 1/kであるテント写
像とする．(k ∈ N, k ≥ 2)

Tk(x) =

{
kx (0 ≤ x ≤ 1

k )
k

k−1(1− x) ( 1k ≤ x ≤ 1)
(1)

k = 2のときは左右対称なテント写像，k > 2

のときは非対称テント写像である，

定理 1. Tk(x) を (1)式で与えたテント写像と
し，定義域 [0, 1] を分割数 nk (n ∈ N) で等
間隔に分割してカオス尺度 HCD を計算すると
き，HCD ≥ HKS である（HKS はKSエント
ロピー）．

証明 分割数 nk (n ∈ N) で等間隔に分割
した場合のカオス尺度HCD を計算する．
例として，k = 4, n = 2 の場合の Tk(x) お
よび分割の様子を図 1に示すと，0 ≤ x ≤ 1

k

および 1
k ≤ x ≤ 1 の 2つの領域においてそれ

ぞれ別の，写像と分割区間が交差するパターン
（図中の赤と緑）が n回ずつ出現することがわ
かる．それぞれのパターンにおける条件付き確
率を図 2に示す．
0 ≤ x ≤ 1

k の領域では，すべての分割区間に
おいて写像は k 個の区間にまたがり，条件付
き確率はぞれぞれ 1

k となる．
いっぽう，1

k ≤ x ≤ 1 の領域では，隣接する
k − 1 区間が繰り返しのパターンとなり，それ
ぞれの分割区間において写像は 2個の区間にま
たがり，条件付き確率はぞれぞれ k−i

k および
i
k

(i = 1, 2, ..., k − 1) となる．
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したがって，カオス尺度HCD は

HCD

=
1

nk
nk

(
−1

k
log

1

k

)
+

1

nk
n

k−1∑
i=1

(
−k − i

k
log

k − i

k
− i

k
log

i

k

)
= −1

k
log

1

k

+
1

k

k−1∑
i=1

(
−k − i

k
log

k − i

k
− i

k
log

i

k

)
また，KSエントロピーHKS は

HKS = −1

k
log

1

k
− k − 1

k
log

k − 1

k
(2)

である．よって，カオス尺度 HCD とKSエン
トロピー HKS の差は

HCD −HKS

=
1

k

k−1∑
i=1

(
−k − i

k
log

k − i

k
− i

k
log

i

k

)
−
(
−k − 1

k
log

k − 1

k

)
=

1

k

k−1∑
i=1

(
−k − i

k
log

k − i

k
− i

k
log

i

k

)

+
1

k

k−1∑
i=1

log
k − 1

k

=
1

k

k−1∑
i=1

(
−k − i

k
log

k − i

k − 1
− i

k
log

i

k − 1

)
≥ 0 (3)

ただし，− log k−i
k−1 ≥ 0, − log i

k−1 ≥ 0 を用
いた．よって， HCD ≥ HKS である．（等号成
立は k = 2 ，すなわち左右対称なテント写像
のとき）

4 まとめ

カオス尺度の計算において，等間隔の分割を
用いた場合の端数の影響を非対称テント写像を
用いて調査し，定理 1を示した．
(3)式のカオス尺度 HCD とKSエントロピー

HKS の差は，分割を与えてカオス尺度を計算
する際に端数的な区間において過大評価される
情報の量と推測できるが，この量に対する合理
的な解釈を見出すことが今後の課題である．

𝑥𝑛 

𝑥
𝑛
+
1

 

0 1 

1 

1
𝑘  

図 1. k = 4, n = 2 の場合の非対称テント写像と分割

1

𝑘
 

1

𝑘
 

1

𝑘
 

1

𝑘
 

・
・
・ 

(a) 0 ≤ x ≤ 1
k

𝑘 − 1

𝑘
 

1

𝑘
 

𝑘 − 2

𝑘
 

2

𝑘
 

・
・
・ 2

𝑘
 

𝑘 − 2

𝑘
 

1

𝑘
 

𝑘 − 1

𝑘
 

・・・ 

・・・ 

・
・
・ 

(b) 1
k ≤ x ≤ 1

図 2. 繰り返しのパターンと条件付き確率
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余次元2の分岐に対する標準形の非可積分性
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1 はじめに

余次元 2の分岐は力学系における基礎的かつ
大変興味深い現象であり，fold-Hopfおよび 2

重Hopf分岐はとりわけ重要である [1]．前者に
対しては，その分岐点においてサドル・ノード
分岐とHopf分岐曲線が交わり，その標準形は
次式で与えられる．

ẋ1 = νx1 − ωx2 + αx1x3 − βx2x3,

ẋ2 = ωx1 + νx2 + βx1x3 + αx2x3,

ẋ3 = µ+ s(x21 + x22) + x23,

x = (x1, x2, x3) ∈ R3 (1)

ここで，µ, ν ̸= 0, ω > 0, α, β ∈ R および
s = ±1である．後者に対しては，その分岐点
において 2つのHopf分岐曲線が交わり，その
標準形は次式で与えられる．

ẋ1 =− ω1x2

+ (ν + s(x21 + x22) + α(x23 + x24))x1,

ẋ2 =ω1x1

+ (ν + s(x21 + x22) + α(x23 + x24))x2,

ẋ3 =− ω2x4

+ (µ+ β(x21 + x22)− (x23 + x24))x3,

ẋ4 =ω2x3

+ (µ+ β(x21 + x22)− (x23 + x24))x4,

x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 (2)

ここで，µ, ν ̸= 0, ω > 0, α, β ∈ R および
s = ±1である．これらの標準形の分岐点近傍
のダイナミクスは，あるパラメータ領域におい
ては無視された高次項の影響を受けないが，他
のパラメータ領域においてはそれらの高事項の
影響によりカオスなどの複雑な挙動を起こす可
能性がある [1]．
式 (1)の非可積分性に対しては次の結果が示
されている [2]．

定理 1 µ, ν, α, β, ω ∈ C，s = ±1とし，µ, ν ̸=
0, α ± ν/

√
−µ ̸∈ Q および 2α ̸∈ Z≤0 := {k ∈

Z | k ≤ 0}ならば，式 (1)の複素化はC3におけ
る x3平面近傍で有理型関数的に可積分である．

ここで，可積分性は次の Bogoyavlenskij [3]に
よる定義の意味である．

定義 2 (Bogoyavlenskij) 微分方程式系

ẋ = v(x), x ∈ D ⊂ Cn, (3)

を考える．ここで，n > 0は整数，Dは Cnに
おける領域であり，v : D → Cnは正則とする．
1 ≤ q ≤ nを満たす整数 qに対して，次の条件
を満たす qのベクトル場 v1(x)(:= v(x)), v2(x),

. . . , vq(x)と n − q個のスカラー値関数 F1(x),

. . . , Fn−q(x)が存在するとき，式 (3)は (q, n−
q)-可積分あるいは単に可積分という．

(i) v1, . . . , vqはほとんど至るところ線形独立
であり，互いに可換，すなわち，任意の
j, k = 1, . . . , qに対して

[vj , vk] :=
∂vk
∂x

vj −
∂vj
∂x

vk = 0

となる ;

(ii) ∂F1/∂x, . . . , ∂Fn−q/∂x v1, . . . , vqはほと
んど至るところ線形独立であり，F1, . . . ,

Fn−qは v1, . . . , vqの第 1積分，すなわち，
j = 1, . . . , qおよび k = 1, . . . , n− qに対
して

∂Fk

∂x
vj = 0

となる．

もし v1, v2, . . . , vq および F1, . . . , Fn−q が有理
型であるならば，式 (3)は有理型関数的に可積
分という．

2 主結果

本報告の主結果は次の通りである．

定理 3 µ, ν, α, β, ω ∈ C，s = ±1とし，次の条
件のうちひとつが成立するならば，式 (1)の複
素化は C3 上 x3 平面近傍で有理型関数的に非
可積分である :

(i) µ ̸= 0, α ̸∈ Qおよび ν ̸= 0;

(ii) µ ̸= 0, ν/
√
−µ /∈ Qおよび 2α−1 /∈ Z≤0;

(iii) µ = 0, ν ̸= 0および 2α− 1 /∈ Z≤0
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定理 4 µ, ν, α, β, ω1, ω2 ∈ C，s = ±1とし，次
の条件のうちひとつが成立するならば，式 (2)

の複素化は C4上 (x1, x2)平面近傍で有理型関
数的に非可積分である．

(i) µ ̸= 0, ν/µ /∈ Q, α /∈ Z≥0 = {k ∈ Z |
k ≥ 0} および (α+ ν/µ+ 1)s− βν ̸= 0;

(ii) µ ̸= 0, α + ν/µ /∈ Q, α /∈ Z≥0 および
(α+ ν/µ+ 1)s− βν ̸= 0;

(iii) µ = 0, ν ̸= 0, α /∈ Z≥0, αβ + s ̸= 0およ
び β ̸= s

3 証明の概略

以下の手順で主定理は証明される．まず，座
標変換 (x1, x2) = (r cos θ, r sin θ)を用いて，式
(1) を次のように変換する．

ṙ = (ν + αx3)r,

ẋ3 = µ+ sr2 + x23,

θ̇ = ω + βx3

(4)

式 (4)の (r, x3)成分は θとは独立である．同様
に，変数変換 (x1, x2) = (r1 cos θ1, r1 sin θ1)お
よび (x3, x4) = (r2 cos θ2, r2 sin θ2)を用いると，
式 (2)は次のようになる．

ṙ1 = r1(ν + sr21 + αr22),

ṙ2 = r2(µ+ βr21 − r22),

θ̇1 = ω1, θ̇2 = ω2

(5)

式 (5)の (r1, r2)成分は θ1 および θ2 とは独立
である．式 (4)および (5)の (r, x3)成分および
(r1, r2)成分によって与えられる平面多項式ベク
トル場が非可積分であるならば，式 (1)および
(2)が，それぞれ，非可積分となることを示す．
次に，文献 [7]の議論を発展させ，Morales-

Ramis-Simó理論 [4, 5]の非ハミルトン系への
拡張 [6]を用いて，平面多項式ベクトル場の非
可積分性に対する判定アルゴリズムを与える．
最後に，そのアルゴリズムを式 (4)および (5)

の (r, x3)成分および (r1, r2)成分に適用して，
それらの非可積分性を判定する．
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可積分性
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1 はじめに

次の 2自由度ハミルトン系を考える．{
ẋ = JDxH(x, y),

ẏ = JDyH(x, y),
(x, y) ∈ R2 × R2 (1)

ここで，ハミルトニアンH : R2 × R2 → Rは
解析的で，J はシンプレクティック行列

J =

(
0 1

−1 0

)

である．以下を仮定する．

(A1) x平面 {(x, y) ∈ R2 ×R2 | y = 0}は不
変である．

(A2) x平面上には 2つのサドル・センター
型の平衡点 (x, y) = (x±, 0)が存在し，
JD2

xH(x±, 0)は1組の実固有値λ±,−λ±
(λ± > 0)，JD2

yH(x±, 0)は 1組の純虚
固有値 iω±,−iω± (ω± > 0)を有する．

(A3) x平面上にサドル・センター (x−, 0)か
ら (x+, 0) へのヘテロクリニック軌道
(x, y) = (xh(t), 0)が存在する．Fig. 1

を参照せよ．

本報告では，ハミルトン系 (1) に対して，横
断的なヘテロクリニック軌道の存在と非可積分
性の関連性を明らかにする．

2 既存の結果

Lyapunovの中心定理 [1]により，サドル・セ
ンター (x±, 0) の近傍には，α± → 0 のとき
(x±, 0)に漸近する，周期軌道の 1パラメータ
族 γ

α±
± (α± ∈ (0, α0

±]，α0
± > 0) が存在する．

x  (t)h

x  − x  +

Fig. 1. 仮定 (A2)と (A3)

W u
r (γ

α−

−

) W s
ℓ
(γα+

+ )

xh(t)(x
−
, 0) (x+, 0)

γ
α
−

− γ
α+

+

Fig. 2. γ
α−
− の不安定多様体の分枝W u

r (γ
α−
− )と γ

α+
+ の

安定多様体の分枝W s
ℓ (γ

α+
+ )

ヘテロクリニック軌道 (xh(t), 0)側の，γ
α−
− の

不安定多様体と γ
α+
+ の安定多様体の分枝を，そ

れぞれ，W u
r (γ

α−
− )とW s

ℓ (γ
α+
+ )と表す．Fig. 2

を参照せよ．
まず，Melnikov型手法と非可積分性に関す
る文献 [2]と [3]の結果の概要を述べる．ヘテロ
クリニック軌道 (x, y) = (xh(t), 0)周りの直交
変分方程式

η̇ = JD2
yH(xh(t), 0)η, η ∈ R2 (2)

とサドル・センター (x±, 0)周りの直交変分方
程式

η̇ = JD2
yH(x±, 0)η (3)

の基本行列を，それぞれ，Ψ(t)と Φ±(t)とお
く．式 (3)は q±(η) =

1
2η

TD2
yH(x±, 0)η をハミ

ルトニアンとする線形ハミルトン系である．こ
こで，Tは転置演算を表す．このとき，極限

B± = lim
t→±∞

Φ±(−t)Ψ(t)

が存在し．B0 = B+B
−1
− とおく．非零のベク

トル η0 ∈ R2 に固定して，Melnikov関数を次
式で定義する．

M(t0) = q−(η0)− q+(B0Φ−(t0)η0)

定理 1 ([2]) M(t0)が単純零点をもつならば，
H(γ

α−
− ) = H(γ

α+
+ )を満たす十分小さいα± > 0

に対して，W u
r (γ

α−
− )とW s

ℓ (γ
α+
+ )は横断的に交

差する．

直交変分方程式 (2)には，2つの平衡点 (x, y) =

(x±, 0)に対応した 2つの確定特異点 0±が存在
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する．この特異点 0±に対するモノドロミー行
列をM±とする．

定理 2 ([3]) ハミルトン系 (1)が有理型的に可
積分と仮定する．このとき，M+ とM− は可
換である．さらに，λ+/ω+ = λ−/ω− ならば，
M+ = M−1

− またはM+ = M−である．

3 主結果

D2
yH(x±, 0)の固有値をσ±

1 , σ
±
2 とおく．σ

±
1 σ

±
2

= ω2
±であるからσ±

1 とσ±
2 は同符号となる．σ

+
1

が σ−
1 が異符号のとき，十分小さい α± > 0に

対してH(γ
α−
− ) ̸= H(γ

α+
+ )となることが示され

る．以下では σ+
1 が σ−

1 は同符号とする．Mel-

nikov 関数とモノドロミー行列の関係を調べ，
定理 1を適用することにより次の結果を得る．

定理 3 α± > 0は H(γ
α−
− ) = H(γ

α+
+ )を満た

し，十分小さいものとする．

(i) ω+ = ω− かつM+ とM− が非可換なら
ば，W u

r (γ
α−
− )とW s

ℓ (γ
α+
+ )は横断的に交

差する．
(ii) ω+ ̸= ω−ならば，W u

r (γ
α−
− )とW s

ℓ (γ
α+
+ )

は横断的に交差するか，2次的に接する
か，交わらないかのいずれかである．

定理 4 定理3の条件に加えて，λ+/ω+ = λ−/ω−
と仮定する．

(i) ω+ = ω−かつM+ ̸= M−1
− が非可換なら

ば，W u
r (γ

α−
− )とW s

ℓ (γ
α+
+ )は横断的に交

差する．
(ii) ω+ ̸= ω−かつM+ = M−1

− ならば，W
u
r (γ

α−
− )

とW s
ℓ (γ

α+
+ )は交わらない．

定理 3, 4の (i)は，(xh(t), 0)がホモクリニッ
ク軌道となる x+ = x− の場合に対する文献
[4, 5]の結果の一般化である．

4 具体例

ハミルトン関数を

H =
1

2
(x22 + y22) +

1

2
(x21 + ω2y21)

− 1

4
(x41 + y41)−

1

2
β1x1y

2
1 −

1

2
β2x

2
1y

2
1

とする，次の 2自由度ハミルトン系を考える:

ẋ1 = x2, ẏ1 = y2

ẋ2 = −x1 + x31 +
1

2
β1y

2
1 + β2x1y

2
1,

ẏ2 = −ω2y1 + β1x1y1 + β2x
2
1y1 − y31

(4)

x平面は不変平面であり，(x, y) = (±1, 0, 0, 0)

は平衡点である．ω2−β2 > |β1|のとき，それら
はサドルセンターとなり，仮定 (A1)-(A3)が満
たされる．特に，一組のヘテロクリニック軌道

xh±(t) =

(
tanh

(
± t√

2

)
,± 1√

2
sech2

(
± t√

2

))
が存在する．また，ω+ = ω−となるのはβ1 = 0

のときである．
直交変分方程式のモノドロミー行列を計算す
ることにより以下を得る．

補題 1 ω2−β2 > |β1|とする．M+とM−が可
換であれば，β1 = 0かつβ2 =

1
2n(n−1), n ∈ Z

であり，M+ = M−1
− となる．

よって，定理 2と定理 3あるいは 4より次の結
果を得る．

定理 5 ω2 − β2 > |β1|とする．β1 ̸= 0また
は β2 ̸= 1

2n(n − 1), n ∈ Zならば，ハミルトン
系 (4)は有理型的に非可積分である．さらに，
β1 = 0 かつ β2 ̸= 1

2n(n − 1), n ∈ Zならば，
H = H(γ

α−
− ) = H(γ

α+
+ )を満たす十分小さい

α± > 0に対して，不安定多様体と安定多様体
の分枝W u

r (γ
α−
− )とW s

ℓ (γ
α+
+ )およびW u

ℓ (γ
α+
+ )

とW s
r (γ

α−
− )は横断的に交差する．

謝辞 本研究は JSPS科研費 17H02859および
17J01421の助成を受けたものである．
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摂動系における周期軌道, ホモクリニック軌道, 第一積分
および可換なベクトル場の非保存

本永 翔也 1, 矢ヶ崎 一幸 2

1,2京都大学 情報学研究科
e-mail : 1mnaga@amp.i.kyoto-u.ac.jp, 2yagasaki@amp.i.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに
一般に解析的に解くことが不可能で，カオス

のような複雑な挙動を示す可能性のある力学系
に対して，周期軌道やホモクリニック軌道，第
一積分や可換なベクトル場を求める，あるいは
それらの存在を示すことは基本的かつ重要な問
題であり，Poincaré [1]をはじめ数多くの研究
が行われている．本報告では，周期軌道あるい
はホモクリニック軌道と，第一積分あるいは可
換なベクトル場をもつ微分方程式系が摂動を受
けるとき，それらが微小変化を許して存在し続
けるための必要条件，すなわち，それらが保存
されないための十分条件を与える．また，１自
由度ハミルトン系が周期的摂動を受ける場合に
おいて周期軌道およびホモクリニック軌道が存
在するための十分条件を与える標準的なメルニ
コフの方法 [2]との関係についても論じる．

2 既知の結果
摂動系における周期軌道, ホモクリニック軌

道, 第一積分および可換なベクトル場の保存に
関する既知の結果を述べる．
まず，周期軌道やホモクリニック軌道を解析

するための手法としてメルニコフの方法があげ
られる．その標準的な方法 [2]では，次のよう
な１自由度ハミルトン系が周期的摂動を受ける
場合が取り扱われる．

ẋ = JDH(x) + εg(x, θ), θ̇ = 1 (1)

ここで，εは微小パラメータを表し，x ∈ R2，
θ ∈ S1 = R/TZ (T > 0は定数) である．また，
H : R2 → R および g : R2 × S1 → Rは，それ
ぞれ，C3級およびC2級とし，Jはシンプレク
ティック行列で

J =

(
0 1

−1 0

)

である．H(x)が非摂動系のハミルトニアンで
ある．次を仮定する．

(M) ε = 0のとき，式 (1)は周期 Tα の周
期軌道の 1 パラメータ族 qα(t)，α ∈
(−1, 0)，をもつ．

このとき，lTα = mT (l,m ∈ Nは互いに素)

を満たし，周期軌道に対するメルニコフ関数

Mm/l(τ)

:=

∫ mT

0
DH(qα(t)) · g(qα(t), t+ τ)dt (2)

が単純な零点をもつならば，ε > 0 が十分小
さいとき，式 (1)において周期mT の周期軌道
(m-次分数調波またはm/ℓ-次超分数調波) が存
在する [2]．また，条件 (M)の代わりに，次を
仮定する．
(M’) ε = 0のとき，式 (1)においてホモクリ

ニック軌道 q0(t)を有する双曲的鞍点 p

が存在する．
このとき，ホモクリニック軌道に対するメルニ
コフ関数

M(τ) :=

∫ ∞

−∞
DH(q0(t))·g(q0(t), t+τ)dt (3)

が単純な零点をもつならば，ε > 0が十分小さ
いとき，式 (1)において横断的ホモクリニック
軌道が存在する [2]．
一方，Poincaréは，有名な制限 3体問題に
関する研究 [1]において，可積分な 2自由度ハ
ミルトン系が摂動を受ける場合に対して，摂動
パラメータについて解析的な第一積分で，ハミ
ルトニアンと独立なものが存在しないことを一
般的な条件のもとで示している．この結果は，
非摂動系における第一積分や可換なベクトル場
が，摂動によって失われることを意味する．ま
た，Morales-Ruiz [3]は，式 (1)が ε > 0のとき
も (非自励的な)ハミルトン系となる場合に対
して，ホモクリニック軌道に対するメルニコフ
関数 (3)が恒等的に零となることが，Morales-

Ramis理論 [4]によって得られる，ハミルトニ
アンと独立な第一積分が存在するための必要条
件と同値であることを示している．
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3 周期軌道
M を向きづけられたパラコンパクトなC3級

n次元多様体とする．以下では，ベクトル場は
すべてM 上で C2 級，第一積分は C3 級とす
る．また，パラメータ εに依存する場合は，そ
れらは εについて C2級とする．
Xε をM 上のベクトル場で， Xε = X0 +

εX1 +O(ε2)とし，以下を仮定する．
(A1) 定数 T > 0に対してX0は T -周期軌道

γ(t)をもつ．
(A2) X0は第一積分 F をもつ．
次の積分を定義する：

IF,γ :=

∫ T

0
dF (X1)(γ(t))dt (4)

定理 1 Xεがγ(t)の近傍において第一積分Fε =

F +O(ε)をもつならば，IF,γ = 0となる．

系 2 n = 2とする．IF,γ ̸= 0ならば，Xε は
γ(t)の近傍において εについてC2級の第一積
分をもたない．

定理 3 Xε が T -周期軌道 γε = γ + O(ε)をも
つならば，IF,γ = 0となる．

条件 (A1)と (A2)に加えて，次を仮定する．
(A3) X0は可換なベクトル場 Z をもつ．
次の積分を定義する：

JF,Z,γ :=

∫ T

0
dF ([X1, Z])(γ(t))dt (5)

ここで，[ ·, · ]はリー括弧である．

定理 4 Xεがγ(t)の近傍において可換なベクト
ル場Zε = Z+O(ε)をもつならば，JF,Z,γ = 0

となる．

4 周期軌道に対するホモクリニック軌道
条件 (A1)の代わりに次の条件を考える：

(A1’) X0は周期軌道 γ(t)に対するホモクリ
ニック軌道 γh(t)をもつ．

積分 (4)と (5)を，それぞれ，積分

IF,γh :=

∫ ∞

−∞
dF (X1)(γh(t))dt, (6)

JF,Z,γh =

∫ ∞

−∞
dF ([X1, Z])(γh(t))dt

に入れ替えて，定理 1,3,4と同様の結果が得ら
れる．

5 メルニコフの方法との関係
再び，式 (1)を考える．条件 (M)の下で，lTα =

mT (l,m ∈ Nは互いに素) ならば，ε = 0の
とき，任意の τ ∈ [0, T ]に対して，γ̂

m/l
τ (t) =

(qα(t), t+ τ)はmT -周期軌道となる．式 (4)は

I
H,γ̂

m/l
τ

=

∫ mT

0
DH(qα(t)) · g(qα(t), t+ τ)dt

となり，式 (2)で定義された，周期軌道に対す
るメルニコフ関数Mm/ℓ(τ)に一致する．定理
1より次を得る．

定理 5 条件 (M)を仮定する．式 (1)が第一積
分Hε = H +O(ε)をもつならば，Mm/ℓ(τ)は
恒等的に零である．

また，条件 (M’)の下で，ε = 0のとき，任
意の τ ∈ [0, T ]に対して，γ̂τ (t) = (q0(t), t+ τ)

は周期軌道 (x, θ) = (p, t + τ)に対するホモク
リニック軌道となる．式 (6)は

IH,γ̂τ =

∫ ∞

−∞
DxH(q0(t)) · g(q0(t), t+ τ)dt

となり，式 (3)で定義された，ホモクリニック
軌道に対するメルニコフ関数M(τ)に一致する．
よって，定理 5と同様に次が成り立つ．

定理 6 条件 (M’)を仮定する．式 (1)が第一積
分Hε = H + O(ε)をもつならば，M(τ)は恒
等的に零である．
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遅延微分方程式に対する岡村の距離関数と解の一意性のための十分条件
西口 純矢 1

1東北大学 数理科学連携研究センター
e-mail : junya.nishiguchi.b1@tohoku.ac.jp

1 イントロダクション
岡村 [1] はタイムラグを持たない常微分方程

式に対して，いわゆる「岡村の距離関数」を用
いて一意性のための必要十分条件を与えた．こ
こで，岡村の距離関数は連続的微分可能であり．
一意性のための条件が方程式によって得られる
ことが重要である．本講演では，遅延微分方程
式の初期値問題の統一的理論 ([2, 3]) を背景と
して，岡村の距離関数を遅延微分方程式に拡張
しその条件を与える．また，通常の Lipschitz

条件を拡張した「C1-延長に関して局所 Lips-

chitz」という仮定の下で，岡村の距離関数の具
体例の表示を与える．さらに，Winston [4] に
よる解の一意性に対する主張を考察する．

2 定式化
0 ∈ I ⊂ (−∞, 0] を区間とし，Map(I,Rn)

で I から Rn への写像全体のなす線型空間
を表す．このとき，以下の条件を満たす H ⊂
Map(I,Rn) を考える：
(i) H は Map(I,Rn) の線型部分空間，
(ii) H 上の線型演算が連続となるように H

に位相が与えられる．
I を 過去区間，H を 履歴空間 とよぶ．恒等
的に 0 に等しい写像 0 : I → E は H の零元で
ある．
区間 J ⊂ R に対して，

J + I := { t+ θ : t ∈ J , θ ∈ I }

と書く．写像 γ : J + I → Rn と t ∈ J に対し
て，Itγ ∈ Map(I,Rn) を

Itγ(θ) = γ(t+ θ) (θ ∈ I)

で定める．これを γ の t における過去区間 I

をもつ 履歴 (history) とよぶ．
連続写像 F : R × H ⊃ dom(F ) → Rn に対

して，履歴空間 H を持つ 遅れ型関数微分方程
式 を

ẋ(t) = F (t, Itx) (t ∈ R, x(t) ∈ Rn)

で定める．その初期値問題は，{
ẋ(t) = F (t, Itx), t ≥ t0,

It0x = ϕ0, (t0, ϕ0) ∈ dom(F )
(∗)

と定式化される．ϕ ∈ Map(I,Rn) と v ∈ Rn

に対して，ϕ∧v : [0,+∞) + I → Rn を，

ϕ∧v(t) =

{
ϕ(t), t ∈ I,

ϕ(0) + tv, t ∈ R+

で定める．

3 主結果
y(s) = x(t0 + s) − ϕ

∧F (t0,ϕ0)
0 (s) を考えるこ

とで，(∗) は
y′(s) = F

(
t0 + s, Isϕ

∧F (t0,ϕ0)
0 + Isy

)
− F (t0, ϕ0), s ≥ 0,

I0y = 0

に帰着される．したがって，(t0, ϕ0) = (0,0),

F (t0, ϕ0) = F (0,0) = 0 と仮定してよい．
Cc(I,Rn)u でコンパクトなサポートを持つ連

続関数全体のなす空間に一様収束位相を入れた
Banach 空間を表す．

定理 1. H は延長可能かつ延長に関して統制さ
れていると仮定する．V : dom(V ) → R+ を，
R×Cc(I,Rn)2u の開集合を定義域とする，ϕ1 ̸=
ϕ2 なる (t, ϕ1, ϕ2) の各点で C1 級の関数とす
る．次の２つの条件を考える：
(i) 任意の (t, ϕ1, ϕ2) ∈ dom(V ) に対して，

V (t, ϕ1, ϕ2) = 0 ⇐⇒ ϕ1 = ϕ2.

(ii) ある T > 0 に対して次が成り立つ：

I0γ1 = I0γ2 = 0

なるすべての C1 級関数

γ1, γ2 : [0, T ] + I → Rn

と，

(t, Itγ1, Itγ2) ∈ dom(V ), Itγ1 ̸= Itγ2
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なるすべての t ∈ [0, T ] に対して，

D1V (t, Itγ1, Itγ2)

+D2V (t, Itγ1, Itγ2)F(t, Itγ1)

+D3V (t, Itγ1, Itγ2)F(t, Itγ2)

≤ 0.

このとき，(i), (ii) が成り立つならば，(∗) の解
は存在すれば局所一意である．

ただし，Di は第 i 成分に関する Fréchet 微
分作用素で，F(t, Itγ) ∈ Cc(I,Rn) は

F(t, Itγ)(θ) =

{
F (t+ θ, It+θγ), t+ θ ≥ 0,

0, t+ θ ≤ 0

とする．H に関する仮定や [5, Theorem 3] と
の比較を講演中に述べる．定理 1 において本
質的に重要なことは，

t 7→ Itγ ∈ Cc(I,Rn)u

が可微分で，その微分が It[γ
′] で与えられるこ

とである．これは，I0γ = 0 でなければ一般に
正しくない．
V の具体例は次のように与えられる．

定理 2. F は (0,0) において C1-延長に関して
局所 Lipschitz と仮定し，L > 0 を Lipschitz

定数とする．このとき，V : dom(V ) → R+ を

dom(V )

= {(t, ϕ1, ϕ2) ∈ R× Cc(I,Rn)2u

: ϕ1, ϕ2 は 0 でピークを持つ},
V (t, ϕ1, ϕ2) = e−2Lt∥ϕ1 − ϕ2∥2∞

(∥ · ∥∞ は上限ノルム)

で定めると，V は定理 1の条件 (滑らかさに関
する条件と (i), (ii)) を満たす．

ここで，ϕ が 0 でピークを持つ とは，

∥ϕ∥∞ = |ϕ(0)| > |ϕ(θ)| (∀θ ̸= 0)

が成り立つことをいう．上の定理の証明では，
Banach による古典的な結果を用いる．適切な
条件を仮定すれば，Rn ではなく一般の Banach

空間に値を取る場合も扱える．

4 Winston による主張の考察
Driver [6] による状態依存遅延微分方程式に

対する一意性の反例は，状態依存遅れの困難さ
をよく表している．Winston [4] はあるタイプ
の状態依存遅れ方程式について一意性の十分条
件を導いたが，ある条件を仮定しなければその
証明は正しくない．講演において，その条件と
定理 1, 2 との関係の考察を述べる．
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Modified Improved Interpolating Moving Least Squares 近似を用
いた Element-free Galerkin 法の精度向上
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1函館工業高等専門学校， 2日本大学， 3東京工科大学， 4核融合科学研究所， 5名古屋大学
e-mail : fujita@hakodate.kosen-ac.jp

1 背景

幾何学構造を伴った有限要素の情報を必要
としないために， 準備すべきデータを大幅に
簡素化できる解析手法として， メッシュレス法
が注目を集めている． メッシュレス法の一つで
ある Element-Free Galerkin (EFG) 法 [1] は
Moving Least-Squares (MLS) 近似を用いて離
散化を行っている． このとき， MLS近似には
デルタ関数特性がないため， 節点上で基本境界
条件が厳密に満足されるわけではない．
Ju-Feng等はデルタ関数特性をもつ近似手法

として Improved Interpolating MLS (IIMLS)

近似 [2]を提案した． IIMLS近似は節点間での
近似精度も向上するほか， 形状関数生成時に任
意の重み関数を使用することができるという
利点も併せ持っている． しかしながら ， Least-

Squares近似系のいずれの手法も ， EFG法で
必要とされる導関数近似の精度は Rungeの現
象 [3]によって， 次数が高く なるにつれて発散
してしまう ． そこで， 本研究では Rungeの現
象を抑制することにより ， IIMLS近似の導関数
近似精度を向上させた． Rungeの現象を抑制す
るためには， Chebyshevノ ード を用いることが
有効的である． しかしながら ， メッシュレス法
の長所である節点配置に制約を設けることは意
に反する． そこで， 間接的に Chebyshev ノ ー
ド を用いた．
本研究の目的はModified IIMLS (MIIMLS)

近似を開発するとともに， EFG法へ導入し精
度向上を図ることである．

2 計算手法

本論文では簡単のために 2次元Poisson問題：




−∇2u = p in Ω,

u = ū in ΓD,

q ≡ ∂u
∂n

= q̄ in ΓN,

(1)

を扱う ． ただし ， Ωは単一閉曲線 ∂Ωによって
囲まれた領域であり ， ΓD ∪ ΓN = ∂Ω である．
また， nは ∂Ω上での外向きの法線ベクト ルで

あり ， p(x)， ū(x)， q̄(x)はそれぞれΩ内， ΓD，
ΓN上で定義された既知関数である． 基本境界
条件を課した弱形式に対して， MLS近似を用
いて離散化を行う と連立一次方程式：

[
A B

BT O

][
u

λ

]
=

[
f

g

]
, (2)

に帰着される． ただし ， λは Lagrangeの未定
係数である． また， N 次元ベクト ル空間の正規
直交基底を {e∗

1
, e∗

2
, · · · , e∗N}， M 次元ベクト ル

空間の正規直交基底を {e1, e2, · · · , eM}とする
と ， 行列成分はそれぞれ

A :=

N∑

i=1

N∑

j=1

∫

Ω

∇φi∇φT

j dΩ e∗i e
∗T

j , (3)

B :=

N∑

i=1

M∑

m=1

∫

ΓD

φiNm dl e∗i e
T

m, (4)

f :=

N∑

i=1

(∫

Ω

φT

i p dΩ +

∫

ΓN

φT

i q̄ dl

)
e∗i , (5)

g :=
M∑

m=1

∫

ΓD

Nmū dl em, (6)

となる． ただし ， N は領域内の節点数， M は
境界上の節点数である． また， φi(x)は形状関
数であり ， Nm(l)は一次内挿関数である．
MLS近似及び IIMLS近似において， 近似関

数 u(x)は形状関数φ(x)と既知関数 f(x)の一
次結合：

u(x) = φT(x)f , (7)

φ(x) := {φ1(x), φ2(x), · · · , φN (x)}T , (8)

f := {f(x1), f(x2), · · · , f(xN )}T , (9)

で表される． 形状関数の導関数を用いることで，
導関数近似も

∂u(x)

∂xk
=

∂φT(x)

∂xk
f , (10)
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と表すことができる． 故に (3)より ， 導関数近
似精度が全体に与える影響は大きい．
Runge の現象を抑えるために， Chebyshev

ノ ード を間接的に用いる必要がある． つまり ，
Chebyshev変換を行うために， 形状関数を用い
て変換行列：

Φ̃ :=
[
φ(x̃1),φ(x̃2), · · · ,φ(x̃Ñ

)
]T

, (11)

を定義すると ， MIIMLSにおける導関数近似は

∂u(x)

∂xk
=

∂φ̃
T

(x)

∂xk
Φ̃f , (12)

φ̃(x) :=
{
φ1(x), φ2(x), · · · , φÑ

(x)
}T

, (13)

となる． ただし， x̃はChebyshevノ ード であり ，
Ñ は Chebyshevノ ード の節点数である． また，
φ̃(x)は Chebyshevノ ード を用いて計算された
形状関数である． このとき， 多項式基底は幾何
変換により 計算精度を向上させている [4]．

10
2

10
3

Number of nodes

10
−2

10
−1

R
el
a
ti
ve

er
ro
r

using MIIMLS

using MLS

図 1. The relative error as functions of the number os
nodes. Here, the Poisson problem is solved using EFG
with MLS and MIIMLS.

3 数値解析結果及び考察

導関数近似の精度向上を行うために， MIIMLS

近似を開発した． また， MIIMLS近似を EFG

法の離散化に用いることで， 解析精度の向上を
図った．
本研究を通して， 数値積分に伴うバックグラ

ウンド セルの大きさは節点が 9点含まれるよう
に決定しており ， バックグラウンド セル内の積
分点数は 100点である． また， 形状関数の作成
しに使用した重み関数は

w(r) :=

{
1

2π
exp(−8r2) 0 < r ≤ R

0 r > R
(14)

である． ただし ， rは節点間距離， Rはサポー
ト 半径である． さらに， 境界条件として基本境
界上条件 ΓDのみを課している．
節点数 N と相対誤差 er(x)の関係を図 1 に

示す． ただし ， 二次元 Poisson問題の解析解を
u = cos(πx) cos(πy) とする ． また， er(x) =

|ū(x)−u(x)|/|u(x)|であり ， ū(x)は近似解であ
る． 同図より ， 節点数が少ない場合には離散化
に MLS近似を用いた方が高精度に計算される．
一方， 節点数が 102を境にMIIMLS近似を用い
た方が高精度に計算される． これは， MIIMLS

近似では境界上での近似精度がMLS近似と比
べて劣っていることに起因する． 節点数が少な
い場合には， 境界上の節点数の割合が計算領域
内部の節点数に対して大きいために， 精度の劣
化として顕著に現れている． また， それぞれの
手法を用いた結果は線形に変化していない． こ
れは， それぞれの手法において積分点数などの
最適なパラメータが異なっていることを表して
いる． 故に， MLS近似と MIIMLS近似それぞ
れを用いた場合の最適なパラメータを見つける
必要がある．
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1 はじめに
電磁波伝搬シミュレーションの手法として，

Finite-Difference Time-Domain法 (FDTD)が
知られている．一方，FDTDよりも節点を柔軟
に配置できる方法として，Kaufmannらが提案
した方法がある [1]．同方法を我々は，Meshless

Time-Domain Method (MTDM) と呼んでい
る．MTDMではメッシュレス法で用いられる
形状関数で物理量の離散化を行う．文献 [1]で
は，メッシュレス法の 1つであるRadial Point

Interpolation Method (RPIM) [2]の形状関数
が用いられている．一方，形状関数として Inter-

polating Moving Least-Squares 法 (IMLS) [3]

を用いることで，MTDMの安定性が向上する
ことが報告された [4]．以下では，文献 [4]の方
法を単にMTDMと記す．
MTDMでは柔軟に節点を配置できることか

ら，複雑領域でのシミュレーションを容易にす
る．しかしながら，従来MTDMはメートルス
ケールの領域におけるシミュレーションに対し
て適用されることが多かった．一方，柔軟な節点
配置が可能というMTDMの特徴を活かせば，
微小スケール (マイクロスケール以下を想定)

の部品を含むような複雑なデバイスでのシミュ
レーションにおいて，効率的かつ安定的に計算
できる可能性がある．
本研究の目的は，微小スケール領域における

電磁波伝搬シミュレーションを行う際にMTDM

を適用し，性能評価を行うことである．

2 Meshless Time-Domain Method

本研究では，2次元TM-ModeのMaxwell方
程式：

ε
∂Ez

∂t
= −σEz +

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
, (1)

µ
∂Hx

∂t
= −∂Ez

∂y
, (2)

µ
∂Hy

∂t
=

∂Ez

∂x
(3)

を考え，電磁波伝搬シミュレーションを行う．
ただし，Ezは電場Eの z成分，Hx,Hyはそれ

ぞれ電界H の x, y 成分である．また，ε, σ, µ

はそれぞれ誘電率，導電率，透磁率である．
MTDMでは，時間の離散化をする際，FDTD

と同様にLeap-Frog法が用いられる．また，物
理量はメッシュレス法の形状関数によって離散
化される．そのために，まずは節点がシミュレー
ション領域内に配置される．具体的には，Ezの
離散化のためにxE

i (i = 1, 2, . . . , NE)，Hx,Hy

の離散化のために xH
j (j = 1, 2, . . . , NH)がそ

れぞれ配置される．これらの節点に付随した形
状関数の線形結合によって Ez,Hx,Hy がそれ
ぞれ表される．
MTDM によって離散化された 2 次元 TM-

ModeのMaxwell方程式は，最終的に下記のよ
うになる [1, 4]．

En
z,i = αEn−1

z,i

+ β

(
H

n− 1
2

y · ∂ϕ
H
i

∂x
−H

n− 1
2

x · ∂ϕ
H
i

∂y

)
, (4)

H
n+ 1

2
x,j = H

n− 1
2

x,j − ∆t

µ
En

z ·
∂ϕE

j

∂y
, (5)

H
n+ 1

2
y,j = H

n− 1
2

y,j +
∆t

µ
En

z ·
∂ϕE

j

∂x
. (6)

ここで，nはステップ数，∆tは時間刻み幅で
ある．また，

En
z ≡

[
En

z,1, E
n
z,2, . . . , E

n
z,NE

]T
,

En
z,i ≡ En

z (x
E
i ),

H
n− 1

2
x ≡

[
H

n− 1
2

x,1 ,H
n− 1

2
x,2 , . . . , H

n− 1
2

x,NH

]T
,

H
n− 1

2
y ≡

[
H

n− 1
2

y,1 ,H
n− 1

2
y,2 , . . . , H

n− 1
2

y,NH

]T
,

H
n− 1

2
x,j ≡ H

n− 1
2

x (xH
j ), H

n− 1
2

y,j ≡ H
n− 1

2
y (xH

j ),

ϕE
j ≡

[
ϕE
1 (x

H
j ), ϕE

2 (x
H
j ), . . . , ϕE

NE (x
H
j )

]T
,

ϕH
i ≡

[
ϕH
1 (xE

i ), ϕ
H
2 (xE

i ), . . . , ϕ
H
NH (x

E
i )

]T
,

α ≡ 2ε− σ∆t

2ε+ σ∆t
, β ≡ 2∆t

2ε+ σ∆t

とする．ただし，ϕE
i (x)，ϕH

j (x)は，それぞれ
xE
i , xH

j に付随した形状関数である．ϕE
i (x)，
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図 1. 2段階の Taper構造をもつプローブ

図 2. Ez の分布 (t = 10000000∆t)

ϕH
j (x)は，Kronecker delta function property:

ϕE
i (x

E
j ) = δij (i, j = 1, 2, . . . , NE), (7)

ϕH
i (xH

j ) = δij (i, j = 1, 2, . . . , NH) (8)

を満足する必要がある．ただし，δijはKronecker

のデルタである．IMLSで生成された ϕE
i (x)，

ϕH
j (x)は，(7), (8)を満たす [3]．
本研究では FDTDで用いられる Staggered

Meshベースの節点配置を採用するが，領域形
状に合わせて節点を配置可能である．具体例を
図 1に示す．なお，同図において，赤い正方形
が xE

i ，青い三角形が xH
j である．

3 微小スケール領域における数値実験
本節では，数値実験として，マイクロスケー

ル領域での 2次元シミュレーションをMTDM

で行う．そのために，近接場光学顕微鏡におけ
るプローブでの電磁波伝搬シミュレーション [5]

を考える．プローブとしては，図1に示した2段
階のTaper構造をもったものを採用する．近接
場光学顕微鏡では，入射光がプローブ先端で反
射し，その反射光を観測する必要があるが，こ

こでは文献 [5]と同様に，プローブ先端にソース
を設定し，反射後の光がどのように伝搬するか
について調べる．本来は入射光と反射光の合成
を考える必要があるが，今回のシミュレーショ
ンでは考慮していない．なお，今回のシミュレー
ションでは，振幅 1V/m, 速度 299792458m/s,

波長 0.4µmの sin波をソースとし，プローブ側
面からは電磁波が漏れないものとする．
図 1で，∆x1 = 0.05µm, ∆y1 = 0.025µm,

∆x2 = 0.25µm, ∆y2 = 0.0625µmと設定し，
MTDMで電磁波伝搬シミュレーションを行っ
た．図 2にEzの分布を示す．同図より，視覚的
にはEz が滑らかな分布であることが確認でき
る．なお，この分布は t = 10000000∆tのとき
のものである．したがって，我々は，2段階の
Taper構造をもつプローブにおいて，MTDM

による比較的長時間のシミュレーションを安定
的に実行できたと考えている．
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メッシュレス法を用いた電磁波伝搬シミュレーション
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1 はじめに

電磁波伝搬シミュレーションには，有限差分
時間領域（FDTD）法が広く使われており，多
くの素晴らしい研究成果が生まれている．しか
しながら，FDTD法では，前処理として解析
領域全体を予め直交メッシュに分割する必要が
あり，領域の形状が複雑になるほど，メッシュ
幅を細かくしなければ離散化誤差が大きくなっ
てしまう．さらに，FDTD法は陽解法であるた
め，定常状態になるまでに多大なタイムステッ
プを要してしまう．これらの理由から，定常状
態の電磁波伝搬シミュレーションには，陰解法
が適していると考えられる．
陰解法を用いた電磁波シミュレーションでは，

有限差分-境界要素（FD-BE）併用法や有限要
素-境界要素（FE-BE）併用法のように，領域型
と境界型の離散化法を組み合わせることによっ
て電磁波伝搬問題を離散化してきた [1]．しか
しながら，FD-BE併用法やFE-BE併用法のど
ちらの解法も前処理として対象領域，境界及び
界面は予め要素の集合に分割しなければならな
い．自動要素分割法も多数提案されているが，
解析形状の複雑さや境界条件の連続性の問題に
よって手作業による処理が増大してしまう．
要素分割の処理を回避するため，近年，多

くのメッシュレス法は提案された [2, 3]．また，
筆者等の研究によって，これまで，メッシュレ
ス法の改良もなされてきた．例えば，従来の
Element-Free Galerkin（EFG）法では境界条
件が厳密に満たされないが，新たな境界条件の
組み込み法を提案することによって，高性能な
EFG法を開発できた [3]．このような背景を踏
まえて，定常状態の電磁波伝搬問題をメッシュ
レス法によって離散化できれば，要素分割の労
力を回避した画期的な電磁波伝搬シミュレー
ションが可能となる．
本研究の目的はメッシュレス法による定常状

態における 2次元電磁波散乱問題の数値解法を
開発し，数値実験によって提案法の性能を調べ
ることである．

2 メッシュレス法による 2次元電磁波散
乱問題の数値解法

本研究では, TE波が法線方向からに入射し
てくると仮定した 2次元定常電磁波散乱問題：

−
(
∆+ k2

)
Ez = iωµσEz in ΩI, (1)

−
(
∆+ k20

)
Ez = 0 in ΩE, (2)

を対象とする．但し，Ez は電界の z成分であ
り，k0及び kはそれぞれ自由空間と散乱物にお
ける波数である．また，ω, µ及び σは周波数，
透磁率及び導電率それぞれを表し，iは虚数単
位を示す．さらに，ΩI及びΩEはそれぞれ単一
閉曲線 ∂Ωで囲まれた領域及び ΩI を囲む無限
領域を表す．
境界条件として，以下の方程式：

[[Ez]] = 0,

[[
1

µ

∂Ez

∂n

]]
= 0 on ∂Ω, (3)

を仮定する．但し，nは境界 ∂Ωに沿った法線
ベクトルを示し，[[ ]]は ∂Ωでの被演算子の差
を表す演算子を意味する．
(1)-(3) を離散化しよう．本研究では，離散
化法として ΩI 及び ΩO に対してそれぞれ X-

EFGM[3]及び境界要素法を採用する．この目
的のため，(1)と等価な弱形式と (2)と等価な
境界積分方程式を導かなければならない．
∂Ωで Direchlet境界条件が成り立つと仮定
すると，(1)は以下の弱形式：

∀w s.t. w
∣∣
∂Ω

= 0 : J [w,Ez] = 0, (4)

と等価になる．但し，J [w, u]は

J [w, u] ≡
∫∫

ΩI

∇w · ∇u d2x

−(k2 − iβ)

∫∫
ΩI

w u d2x.

で定義される汎関数を表し，β は β = ωµσで
定義する．さらに，∀w s.t. w

∣∣
∂Ω

= 0は任意の
関数w (x)が ∂Ω上でw = 0を満たしているこ
とを示す．
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一方，Sommerfeldの放射条件を仮定するこ
とによって，(2)と等価な境界積分方程式は，

c(y)Ez(y) +

∮
∂Ω

∂w∗ (x,y)

∂n
Ez(x)ds

−
∮
∂Ω

w∗ (x,y)
∂Ez(x)

∂n
ds = EI

z(y), (5)

で表される．但し，c(y)は形状関数であり，関
数 w∗(x,y)は −(∆ + k2)の基本解を表す．ま
た，EI

z(y)は点 y上の入射波の電界である．
まず，弱形式 (4)を離散化すると，

[A− (k2 − iβ)B]û+ Cλ = 0, (6)

が得られる．ここで，ûは ûi に対応する節点
ベクトルであり，λはM 次元未知ベクトルで
ある．また，行列A, B及び C はそれぞれ，

A =
N∑
i=1

N∑
j=1

∫∫
ΩI

∇ϕi · ∇ϕj d
2x e∗i e

∗T
j ,

B =

N∑
i=1

N∑
j=1

∫∫
ΩI

ϕi ϕj d
2x e∗i e

∗T
j

C =
N∑
i=1

M∑
p=1

ϕi(x(sp)) e
∗
i e

T
p ,

で与えられており，N 及びM はそれぞれ全節
点数及び境界節点数である．さらに，np は第
p番目の節点に付随する単位法線ベクトルを表
し，spは第 1境界節点から第 p境界節点までの
弧長を表す．
次に，境界積分方程式 (5)は，

Hu−Gq = f , (7)

に離散化される．但し，uと q はそれぞれ up
と qpに対応する節点ベクトルであり，f は，

f =
M∑
p=1

EI
z (x(sp)) ep.

で定義される．また， M 次正方行列 H と G

は影響行列を表す．
最後に，境界条件 (3)を離散化することによ

って，

CT û = u,
1

µ
DT û= − 1

µ0
q, (8)

が得られる．ここで，行列Dは，

D =
N∑
i=1

M∑
p=1

(n(x(sp)) · ∇ϕi(sp) ) e∗i e
T
p ,

で与えられる．
(6)-(8)を連立して解くことにより，ΩI ∪ ∂Ω

上の電界Ez を得ることができる．

3 数値実験

本節では，提案法の性能を数値的に調べる．
実験条件として，領域 ΩIは ΩI=(0, 1)×(0, 1)

であると仮定し，入射波EI
z (x)は

EI
z (x)=E0 e

ik(ex·x),

で与えられる．但し，E0は入射波の強度を表
し，exは x方向に沿った単位ベクトルとする．
さらに，本研究では，パラメタを以下のように
固定する：k/k0 = 1, E0 = 1．
無次元化された導電率 β が電界の空間分布
に及ぼす影響を調べよう．β = 0及び β = 103

に対するEzの空間分布をそれぞれ図 1(a)及び
図 1(b)に示す．これらの図からわかるように，
比較的滑らかな電界Ez の分布を得ることがで
きる．
以上の結果より，2次元電磁波散乱問題の数
値解法の一つとして，提案法は有益な方法とな
り得ると云える．

参考文献
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図 1. (a) : β = 0と (b) : β = 103 の場合における電界
Ez の空間分布．
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溶液中における対称双頭型両親媒性分子の自己会合：散逸粒子動力学シミュ
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1  緒言 
 両親媒性分子とは分子中に親水基と疎水基

を併せ持つ分子であり，その中でも双頭型両親

媒性分子は，疎水基の両端にそれぞれ親水基を

持つ分子である．両親媒性分子は一般に，溶媒

中で様々な自己会合体を形成するが，これらの

会合体のサイズはナノスケールであるため，ナ

ノスケールの鋳型としての応用が期待されて

いる[1]．また，ベシクルやチューブなどの中

空構造は，それぞれドラッグデリバリーシステ

ムのキャリアやナノ流路などへの応用も期待

されている[1]．本研究では，形成される会合

体が粒子間相互作用の大きさに対してどのよ

うに変化するのかを明らかにするため，親水性

粒子間相互作用パラメータの様々な値に対し

て，粗視化した双頭型両親媒性分子と溶媒から

なる系の散逸粒子動力学(DPD)シミュレーシ

ョンを行い，会合体の形態及び構造を解析した． 

 

2  シミュレーションモデル・方法 
 シミュレーション・モデルとして，以下の粗

視化モデルを用いる[2]．対称双頭型両親媒性

分子は親水性粒子 A と疎水性粒子 B からなる

屈曲性分子AB3A でモデル化する．また，溶媒

粒子 S は１つの親水性粒子でモデル化する．両

親媒性分子の共有結合は，結合伸縮ポテンシャ

ルで記述する．非結合相互作用は三つの項，す

なわち保存力，散逸力，ランダム力からなる．

保存力における粒子 i, j 間の反発相互作用パラ

メータ aijを次式のように設定する． 

 

 

 

 

 

ここで，i, j = A, B or S である．粒子数は，双

頭型両親媒性分子を 1000 個，溶媒粒子を

40,000 個とし，周期境界条件を適用する．温度

はkBT ＝ 0.64，時間刻みはΔt  = 0.04とした．

シミュレーションソフトは，OCTA の

COGNAC[3]を用いた．最初に，初期配置とし

てランダムな双頭型両親媒性溶液を用意した．

その後，粒子A 同士の反発相互作用パラメータ

aAAの様々な値に対してDPDシミュレーション

を 1,000,000 ステップ行い，自己会合構造の形

成過程を解析した． 

 
3  結果・考察 
 DPD シミュレーションにより得られた４種類

の自己会合構造（内部構造を有する球状ミセル，

チューブ，ベシクル，ひも状ミセル）のスナッ

プショットを図 1に示す．この図から，親水基

間の反発相互作用パラメータ aAAが大きくなる

につれて，会合体の形態が球状ミセルからチュ

ーブへ，さらにベシクルへ，最終的にひも状ミ

(a)  (b)  

(c)  (d)  

図 1. 対称双頭型両親媒性分子によって形成

された自己会合構造のスナップショット．(a) 

内部構造を有する球状ミセル（aAA =15），(b) 

チューブおよびベシクル（aAA =25），(c) ベ

シクル（aAA =30），(d) ひも状ミセル（aAA 

=50）．溶媒粒子については，(b)と(c)におけ

るチューブとベシクルの内部以外表示して

いない． 

        (1) 
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セルへと変化することが明らかになった．また，

自己会合体中の分子形状（棒状またはU 字状）

を解析した結果，ベシクル中の棒状分子の割合

は，他の自己会合構造（球状ミセル，チューブ，

ひも状ミセル）に比べて多いことが分かった

（図 2）．これは，４種類の自己会合構造の中で

ベシクルの曲率が最も小さいためであると考

えられる． 

 

4  結論 
 溶液中における対称双頭型両親媒性分子の

DPD シミュレーションを，親水基間の反発相互

作用パラメータ aAAの様々な値に対して行った

結果，４種類の自己会合構造（内部構造を有す

る球状ミセル，チューブ，ベシクル，ひも状ミ

セル）が得られた．また， aAAが大きくなるに

つれて，会合体の形態が球状ミセルからチュー

ブへ，さらにベシクルへ，最終的にひも状ミセ

ルへと変化することが分かった．さらに，ベシ

クル中の棒状分子の割合は，他の自己会合構造

（球状ミセル，チューブ，ひも状ミセル）の場

合に比べて多いことが明らかになった． 

 我々がこれまで行ってきた非対称双頭型両

親媒性分子AB3C（A，C は親水性粒子，B は疎

水性粒子）の DPD シミュレーションにおいて

得られた自己会合構造は，ベシクルとひも状ミ

セルの２種類のみであった[4]．この結果と本

シミュレーション結果を比較すると，非対称双

頭型両親媒性分子に比べて，対称双頭型両親媒

性分子の方が多様な構造を形成することが明

らかになった． 

  

謝辞 本研究は JSPS 科研費 15K05244 の助成

を受けたものです． 
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図 2. 反発相互作用パラメータ aAA に対する

２種類の分子形状（棒状，U字状）の割合． 
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1  はじめに 
運動エネルギーを変形エネルギーに変換す

る最適な構造は柱であり，その柱の役割を最大

にするには，途中で折れ曲がらずにできるだけ

長い軸方向の圧潰変形を継続させることであ

る．従来，自動車の吸収材として長さ 700mm程

度の部材での検討は報告されているが，長さ

3000mm の中空六角柱断面材での検討は見られ

ない．ここではこれについての検討を行う． 

 

2  自動車のエネルギー吸収材レベルの長
さの場合 
資源の有効利用，軽量化の観点からも柱構造

の断面は中空であり，折れ曲がりやすい特性を

有す．長さ 700mm程度の自動車のエネルギー吸

収材では，あらかじめ座屈波形を求め，その半

波長ごとの腹部，節部にビードを設けて圧潰変

形の持続が得られている． 

 

3  土木・建築で使用される超長材の場合の

現状と対策 

図 1では，圧壊解析モデルに全て LS-DYNAの

三角形シェル要素を使い，節点数は約4000で，

要素数は約 8000 である．長さ 3000mm，板厚

2.3mm半径 60.5mmの六角断面の真直材である．

下端はｚ軸以外完全固定で 8t の重量が上端に

50km/hの速度で衝撃する問題を扱う．この場合，

下端から約 1500mm の箇所で折れ曲がり最終的

に得られた変形量は全長の 50％である． 

図2はそれによって得られる荷重―時間線図

である．最初のピーク荷重が高くなっており 2

番目以降のピーク荷重は最初のピーク荷重の

0.75倍程度となっている．折れ曲がったところ

で比較的長い極小値を示す荷重変位線図とな

っている．このような真直材では，目的のもの

は得られない．そこで図 3で基本形状のモデル

であらかじめ座屈波形を計算し，図 4のような

反転螺旋構造とした場合の検討を行う． 

図 1.六角柱の場合は途中で折れて倒れる 

3000mmに対して約 50%が畳めた 

 

 

図 2.上記荷重変位線図 

図 3.基本形状および計算で得られた座屈波形例 

図 4.座屈波形に応じて反転螺旋構造を作成 
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図 8. 反転螺旋を 30層に入れるモデル 

荷重変位線図 

 

反転螺旋構造を入れて 10段，20段，30段の

3パターンで検討した．図 5では，反転螺旋構

造を入れて 10段の場合は，3000mmに対して約

65%畳まれた．  

 

一方，図 7 では，反転螺旋構造を入れて 30

段の場合は，3000mmに対して約75％畳まれた．  

 

 

詳細は省くが 20 段の場合は，50～60％の折

り畳み量であった．これは一段の反転螺旋の長

さが座屈の波形と一致していないと思われる

が今後さらに詰めてゆく． 

 

4  まとめと今後の課題 
今回，真直材と反転螺旋折紙構造で長さ

3000mm の部材について圧潰量長さの比較を行

った．一段の長さが比較的に座屈半波形長さに

近い，10段と 30段の場合は比較的に良い結果

となったが，これの原因の追及と共に，更に優

れた設計仕様があるか更に検討を進めてゆく． 
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図７. 座屈波形を応じて反転螺旋を 

30層に入れるシミュレーション結果 
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図 5. 座屈波形に応じて反転螺旋を 

10層入れるシミュレーション結果 
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図 6. 反転螺旋を 10層に入れるモデル 

荷重変位線図 
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等面四面体の source unfolding
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1 概要

凸多面体上で、一点 Pからの測地的距離によ
る cut locusを考えると、source unfoldingと呼
ばれる展開図が得られる。等面四面体の source

unfoldingは、平面のタイル張り (ボロノイ分割)

を与える。等面四面体で、source unfolding が
六角形とならないような基準点 P の集合 (分岐
点集合)は、面の垂心を端点とする二次曲線お
よび線分の和集合となる。

2 等面四面体の source unfolding

等面四面体とは、四つの面が互いに合同な
(鋭角)三角形であるような四面体をいう。とく
に正四面体は等面四面体である。はじめに等
面四面体 M = M(OABC) の面 4OAB を平
面上に置いて、頂点 Oは原点, 頂点 Aは座標
u = (1, 0),頂点 Bは座標 v = (v1, v2) に置かれ
たとする。つぎに辺 OBを動かさずに四面体を
転がせば、座標 −u+ v に頂点 Cが来る。この
ように、滑らないように四面体を転がすと、合
同な三角形による平面タイリングが得られる。
格子 L = uZ + vZ ⊂ R2 上の点は M の頂点
を表す。2L = uZ + vZ 上の点は頂点 Oに対
応し、u+ 2L 上の点は頂点 A, v + 2L 上の点
は頂点 B, −u+ v+2L 上の点は頂点 Cに対応
する。
格子以外の座標 p ∈ R2 \ L を考えると、点
集合 Λ(p) := ±p + 2L は M の (頂点以外の)

一つの点に対応する。平面から四面体への射影
を π : R2 → M とすれば、Λ(p) = π−1(π(p))

である。
Λ(p) を母点集合とする平面のボロノイ分割

を考える。すなわち、各母点 α ∈ Λ(p) のボロ
ノイ領域 T (α) を

T (α) =
{
ζ ∈ R2 : |ζ − α| ≤ |ζ − β|,∀β ∈ Λ(p)

}
で定義する。α, β ∈ Λ(p), α 6= β とするとき
T (α) と T (β) は互いに合同な多角形で、共有
点を持たないか、一点を共有するか、辺を共
有するかのいずれかである。すなわち、R2 =

∪α∈Λ(p)T (α) は平面のタイル張りを与える。

T (p) は、M 上の点 π(p) に関する source

unfolding と呼ばれる。多角形 T (p) から周を
除いた内部を int(T (p))とするとき、G := M \
π(int(T (p))) は M 上の有限個の線分からな
る。Gの部分に切り込みを入れることによって
M \G は展開されて多角形 (の内部) int(T (p))

となる。任意の点 α ∈ int(T (p)) について、α

と p を両端とする線分を `(p, α) とすると、そ
の像 π(`(p, α)) は M 上で π(p) から π(α) へ
の最短経路 (測地線)となる。π(p) からの最短
経路が二本以上あるような M 上の点は G 上
にある。G を cut locus という。多面体の cut

locus については [1] に詳しい。

3 source unfolding の分岐

O₀ A₀

B₀C₀

A₁

A₂

H₀

p

図 1. 等面四面体による平面タイル張り。source unfolding
が六角形の場合。

平面でO0 = 0, A0 = u, B0 = v, C0 = −u+v

とする。pが三角形 4O0B0C0 の周または内部
を動くとして、T (p) が何角形となるかを調べ
る。とくに、T (p) が六角形でないような p 全
体の集合 Γ および π(Γ) ⊂ M のことを、ここ
では分岐点集合と呼ぶ。
q1 = −p, q2 = −p+2v, q3 = −p−2u+2v ∈

Λ(p) を考える。母点 p と q1 は O0 をはさんで
対称の位置にある。すなわち線分 `(p, q1) の中
点は O0 である。また、`(p, q2) の中点は B0、
`(p, q3) の中点は C0 である。
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補題 1 p ∈ 4O0B0C0 \ {O0,B0,C0} のとき、
T (p) は T (q1), T (q2), T (q3) と隣接する。

三角形4O0B0C0の垂心を H0とする。A1 =

−u+2v, A2 = −u ∈ π−1(A) とおくと、H0 は
三角形 4A0A1A2 の外心である。

命題 2 p = H0 のとき、T (p) は三角形である。

q4 = −p + 2u, q5 = −p − 2u + 4v, q6 =

−p− 2u ∈ Λ(p) とする。

命題 3 p ∈ 4(H0,O0,B0) \ (`(H0,O0)∪ `(H0,

B0)) のとき、T (p) は T (q4) と隣接する。p ∈
4(H0,B0,C0)\(`(H0,B0)∪`(H0,C0)) のとき、
T (p)はT (q5)と隣接する。p ∈ 4(H0,C0,O0)\
(`(H0,C0)∪ `(H0,O0)) のとき、T (p) は T (q6)

と隣接する。

命題 4 pが線分 `(H0,O0), `(H0,B0), `(H0,C0)

上 (ただし端点 H0,O0,B0,C0 を除く) のとき、
T (p) は五角形である。

以下、p ∈ 4H0O0B0 について考える。(p ∈
4H0B0C0, p ∈ 4H0C0O0 の場合も同様に議
論できる。)

命題 5 二次曲線の部分集合 γ が存在して、p ∈
4O0B0H0 \ γ に対して T (p) は六角形であり、
p ∈ γ ∩ 4O0B0H0 に対して T (p) は四角形で
ある。

辺 O0B0 の中点を K0 とする。4O0B0C0

が二等辺三角形 O0C0 = B0C0 の場合、γ =

`(H0,K0) ∪ `(O0,B0) である。O0C0 6= B0C0

の場合、γ は H0 と B0 または C0 を結ぶ弧で
ある。O0C0 < B0C0 の場合、γ は H0 と O0

を結ぶ弧である。
[2] では、M が正四面体の場合、すなわち

4OBC が正三角形の場合の T (p) の辺の数を
調べた。この場合、分岐点集合は線分の和集合
となる。

平面上の 4点 αi = (xi, yi) (i = 1, 2, 3, 4) に
対して

f(α1, α2, α3, α4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x21 + y21 x1 y1 1

x22 + y22 x2 y2 1

x23 + y23 x3 y3 1

x24 + y24 x4 y4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
とおく。この 4点が同一円周上にあるための条
件は、f(α1, α2, α3, α4) = 0 で表される ([3])。

ボロノイ多角形の辺の数が変化するのは、4

つ (以上)の母点が同一円周上にあるときであ
る。p1 = p+2u− 2v とおくと、二次曲線 γ は
f(p, q1, p1, q4) = 0 で表される。
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1  概要 

 宇宙開発の発展に伴い，様々な大規模宇宙ミ

ッションの実現を目指した研究・開発や，地球

近傍のスペースデブリ問題の解決に向けた宇

宙機システムの研究・開発が盛んに行われてい

る．これらの宇宙機のシステムとして，ロケッ

トによる輸送の低コスト化の観点から，展開構

造システムは不可欠である．膜・ケーブル・バ

ネ性部材などの柔軟構造部材は，曲げる・巻き

つける・折りたたむなど，部材の変形や座屈を

利用した収納・展開を行うことによって，より

大型・軽量構造を実現している．特に座屈は，

柔軟構造部材に容易に生じて，膜のしわやたる

みなど，予期せぬ変形を及ぼしてしまう原因と

もなるが，その大変形によってスムーズな展開

を可能にさせているとともに，部材のひずみエ

ネルギーのみで変形が大きく進行するため，展

開動力が小さく抑えられ，宇宙機の軽量化にお

いて非常に有用な構造現象としてコイラブル

マスト[1]やコンベックスブーム[2]などの展開シ

ステムに利用されている．そこで著者らはこれ

までの研究で，時々刻々大変形する柔軟構造物

に適した座屈解析手法を提案してきた[3]． 

本研究では，円筒ねじり折紙を利用した新しい

展開宇宙構造物“展開立方体”を提案している．

本報告では，超小型衛星への搭載を念頭に置い

て作成した展開立方体の構造模型を紹介する

とともに，著者らが開発してきた座屈解析手法

を用いて展開立方体の展開初期における座屈

解析を実施した結果を報告する．  

 

2  円筒ねじり折紙を利用した展開立方体 
著者らは，第 1 章で述べた座屈のメリットを

活かした有用な展開構造物として，図 1 のよう

な折紙[4]に基づいた，図 2 のような立方体の展

開構造システムを提案した．この構造の有用性

としては以下のようなものが考えられる． 

1. 面を確保でき，太陽電池等の搭載が可能． 

2. 薄膜展開よりも確実な面の展開率の確保． 

3. 折り目の数が少なく，作成が容易．  

4. 座屈前後に異なる安定形態をもつバイステ

ーブルのため，収納時も展開後も安定で，

長期保管における応力緩和の恐れが無い． 

5. Cubesat など人工衛星に搭載しやすい形状

のため，汎用性が期待できる． 

【小型衛星への有用性】 

小型衛星への搭載が容易なため，太陽電池を

膜面に搭載することによる大電力衛星，機能性

膜面を構造要素とすることによる超軽量バス

衛星，ミッション終了後に展開して大気抵抗に

より軌道降下を早めるデオービット機構など

として利用することが考えられる．  

【大型宇宙構造物への有用性】 

展開立方体は，1 軸方向へのモジュール接続が

いくつでも可能であるが，図 3 のように，異な

る立方体展開法を組み合わせると，3 軸方向に

立方体を展開できる長大構造物を構築できる．

こうした性質を用いることで，大型宇宙構造物

の支持構造としての利用が期待できる． 

 
外力の方向 

安定形状 

外力を載荷しないと 

変形しない 

点A 

点A 

安定形状 
外力を載荷しないと 
変形しない 

座屈発生後．不安定形状 
外力を載荷しなくても

変形が進む  

図 1. 展開折紙 ” Tower of Collapsing Cube[4]” 

 

図 2. 展開立方体の構造模型 

 1 段展開； 

橙色の面を上に引上げる 

2 段展開； 
各面の展開立方体を展開する 

 

図 3. 異なる立方体展開を組み合わせた大型構造 
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3  座屈解析手法 
 宇宙展開構造物は短時間で大きく変形する

ため，座屈解析においても運動の影響を無視で

きない．そこで著者らは，有限要素法による動

解析において座屈解析をする手法を提案した[5]．  

本手法では，FEM の各時間ステップで，初

めに剛体モード空間を導出する．そして構造物

の全てのモードに対し，剛体モード空間に対す

る直交成分を持つか否かを調べることで，変形

を含むモードのみを抽出する．次に，抽出され

たモードの変形仕事を計算し，その符号によっ

て，変形が座屈か否かを判定している．座屈と

判定されたモードは，微小外乱による座屈変位

を仮定した運動方程式を立式・求解することで，

以下の 2 つの座屈評価値を得ている．これら 2

つの評価値と，検出された座屈モードの個数を

用いることで，座屈特性を評価する． 

【DF 値（Disturbance Force Value）】 

座屈モード方向に変位を生じさせる外乱外

力の最小値のノルムで，式(1)-(4)で得られる．0

以上の実数として得られ，DF 値が小さければ，

微小な外乱で座屈変位を生じてしまうため，よ

り不安定，DF 値が大きければ，より安定に近

い構造の状態であると評価する．式において，

はnと 0b のなす角， *
e は座屈モード方向の単

位ベクトル，Qは剛体モード空間，M は質量マ

トリクス， 0x および 0x は前の時間ステップで

の速度ベクトルおよびその時間 1 階微分， は

時間積分に用いたNewmark-β法の係数である． 
2

2 2 0 0

0

( )( )
( ) ( )

sin
DF

b c n b n c
c n c

b

     (1) 

1

0 0( [ ] )T T
b I Q Q Q Q Mx                 (2) 

1

0

1
( [ ] )

2

T T
c I Q Q Q Q Mx                   (3) 

1 *

1 *

1
( [ ] )

( [ ] )

T T

T T
n I Q Q Q Q Me

I Q Q Q Q Me

  (4) 

【BD 値（Buckling Displacement Value）】 

DF 値の外乱外力が加わった場合の座屈変位

の節点ごとのノルムを並べたベクトルで，式(5)

で得られる．成分は0以上の実数として得られ，

その値が大きければ外乱によって大きく座屈

変位してしまうためより不安定，小さければよ

り安定に近いと評価する．また，成分値の大き

さに応じて各節点をコンター表示することで，

構造座屈の発生および外乱が生じた場合の座

屈変位の程度を可視化する．式中の は座屈モ

ード方向への変位の大きさである． 
* * *

1 2( ) | | | | ... | |
T

node node nodeNBD e e e       (5) 

 

4  座屈解析結果 
 構造模型における支柱1本分の展開初期に対

する座屈解析を行った結果，図 4,5に示す 2種

の座屈が検出された．図 4は支柱の変形形状を

決定する分岐座屈であり，60個の座屈モードが

得られた．図 5は 1個の座屈モードのみを有す

る座屈で，モード形状より，ヒンジで繋がれた

隣接する 2本の支柱の二面角を開く方向の，ス

ナップスルー座屈と考えられる． 

 

 

Mode 1 Mode 2 Mode 3 
 

 

Mode 1 Mode 2 Mode 3 
 

図 4. 支柱の展開初期における分岐座屈 

  
図 5. 支柱の展開初期におけるスナップスルー座屈 
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Devel opment  of  a pat t er n f or  f ol di ng wi t h an or i gami  r obot   
(折紙ロボットで折るための展開図)  
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1 I nt roduct i on 
	 Several methods have been developed to 

obtain a 2D origami pattern that allows representing 
three-dimensional structures by folding a sheet of 
paper (e.g. Treemaker, Origamizer, Oripa). 
However, most of above methods have been 
thought to be fold by a human, whose abilities are 
still far from being reproduced by a robot. In a first 
attempt to modify the origami patterns, in such a 
way that they can be constructed by robots whose 
manipulation abilities are still limited (in 
comparison with human abilities), Hoan et al [1] 
proposed to develop a method of decomposition of 
the 3D structures of such that the pattern obtained 
can be represented by a tree structure that has no 
loops. The solution proposed by Hoan is based on 
triangular meshes that represent the 3D object. They 
obtain a segmentation of the object into parts and 
project each segment in the plane, in such a way that 
the pattern obtained does not include loops. In this 
method it is necessary to recognize the loops in the 
segment and then decompose the tree in such a way 
that the loops are eliminated. Although Hoan’s 
method seems viable, as they do not expose the 
conditions of the robot they use to perform the 
patterns, even the method is far from being 
implemented. 

Figure 1. Removing loops in the 3D structure [1] 
 

In figure 1, although all the folds in the resulting 
pattern (right part) are simple folds, it is necessary to 
make rotations of the pattern in the plane, for which 
it is necessary to develop a robot with those 
possibilities. In addition, due to the rotations it can 

happen that the parts of the pattern that have been 
previously bent obstruct the operation of the robot. 
The authors do not propose any practical solution to 
solve these problems. 

On the other hand, Julian et al [2] propose 
starting from the design of a simple robot that can 
only make simple folds in one direction and can 
glue the paper to achieve objects in three dimensions 
that can be represented by a surface in revolution. 
With the limitations of the robot in mind, the authors 
propose to develop a new type of pattern that they 
call the "Norigami" pattern because in addition to 
folding the pattern, it has places on the pattern that 
must be glued to obtain the shape of the object in 3D. 
The result of the 3D model obtained by the robot is 
a form of bent accordion that must be opened 
posteriorly to obtain the 3D object. 

Figure 2. Example of pattern obtained from a 
surface of revolution [2]: a) Profile b) Pattern c) 3D 
model.  

In this paper we present a solution to deal with 
more complex objects that cannot be reproduced by 
a surface in revolution. The work focuses on the 
decomposition of the object through the 
curve-skeleton. Skeleton curves are used as pivot 
axes to reproduce the segments of the 3D object. 
The rest of the work is organized as follows: In 
section 2, a method of skeletonization of 3D objects 
is introduced. Section 3 briefly explains how to 
obtain the pattern for each of the curves obtained 
from the skeleton and section 4 shows some 
examples of resulting skeletons. Finally, conclusions 
and future work are presented.  
 

59



 

2 Curve-Skeleton decomposition 
Curve-skeletons are thinned 1D representations 

of 3D objects useful for many visualization tasks 
including virtual navigation, reduced-model 
formulation, visualization improvement, animation, 
etc. There are many algorithms in the literature 
describing extraction methodologies for different 
applications; however, it is unclear how general and 
robust they are [3]. In this paper we explore the use 
of the thinning approach for generating the pivotal 
axis for Norigami pattern generation. The thinning 
approach attempt to produce a curve skeleton by 
iteratively removing voxels from the boundary of an 
object until required thinness is obtained. Topology 
preserving is checked in every iteration. 
 
3 Pattern generations from Skeleton curves 

In the SOR methodology [2], a single profile is 
rotated in sections with an angle of 2π/K. These 
sections generate N equal sub-segments, side by 
side to each other. In our proposed approach 
horizontal and vertical planes are used to create a set 
of polylines with uniformly distributed points (e.g. 
all polylines have the same number of points and all 
points connecting the polylines at the same height 
lies on the same plane).  

Figure 3. Pattern generation from two profiles [2] 
The coordinates of the points P1’ and P2’ in the 

pattern are obtained from the coordinates of the 
same points P1 and P2 in the profiles by using the 
following equations: 

  P1’ k,n = [lk,n cos(µk,n + ρn), lk,nsin(µk,n+ρn) ]  (1)  
  P2’ k,n = [lk,n cos(γk,n+ ρn), lk,nsin(γk,n+ρn) ] 

where lk,n = ||P k,n＋１ − P k,n ||, µk,n and γk,n are the 
interior angles of the trapezoids in figure 3b. Note 
that the angles should be alternated to keep the 
symmetry in the Norigami pattern. Different 
from [2], the width of the pattern should 
be computed by wk,n = SQRT(Px

2
 k,n + Px

2
 k+1,n 

−2Pxk,nPxk+1,ncosαk). Preliminary results with the 
proposed method for complicated shaped 
decomposed by the curve skeleton are presented in 
the following section. 

4 Preliminary results 
Figure 4 shows two examples of 3D shapes and 

their respective curve-skeletons (in white). Models 
like the knight model in Fig.4 (right) the thinning 
method offered good results. However, some 
models like the colon in Fig.4 (left) includes some 
loops in the skeleton that must be removed to 
compute the pattern decomposition using the 
proposed method. 

Figure 4. Example of Curve-Skeleton: colon 
(left) and knight (right)   

 
 Conclusions and Future Works 

This work presented a first approach to 
generalize the process of generating a norigami 
pattern that can be folded by a robot. In the paper it 
was shown that the generation of the skeleton from 
the thinning method produces good results for forms 
that do not have loops in their skeleton. In future 
work, we will compare the proposed method with 
other skeleton generation methods proposed in [3] 
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カーネルリッジ回帰による物質・材料研究
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1 概要
現在，物質・材料科学分野ではデータ科学を

利用した材料研究であるマテリアルズ・インフォ
マティクスが注目を集めている．本講演では，
講演者が行ってきたマテリアルズ・インフォマ
ティクス研究の中で，カーネルリッジ回帰 [1]

を利用した事例を２つ紹介する．カーネルリッ
ジ回帰は，教師あり学習の一種であり，与えら
れたトレーニングデータに対して，特徴（説明
変数）とラベル（目的変数）の間にある関係を
得るための関数を，過学習を避けるように求め
る手法である．１つ目の研究事例は，第一原理
計算から得られる力場を学習することで，原子
配置（説明変数）から力場（目的変数）を予測
する研究である [2]．２つ目は，嗅覚センサから
得られるシグナルを学習することで，ニオイの
シグナル（説明変数）から特定情報（目的変数）
を抽出することを目的とした研究である [3]．こ
れらの具体的事例を通して，物質・材料科学に
おけるデータ科学手法の有用性を議論する．

2 機械学習力場構築
計算物質科学分野では，新規材料開発を目的

とし，第一原理分子動力学シミュレーションに
よって計算機中で物質が示す物性を計算する研
究が行われている．しかしながら，第一原理計
算では多くの計算リソースが必要となるため，
第一原理計算の精度を落とさずに分子動力学シ
ミュレーションを実行できる手法の開発が急務
となっている．
これを実現できる可能性を有した手法として，

近年注目を集めているのが，各原子周りの局所
的な原子構造から，力場を予測する機械学習手
法である．これを用いることで，第一原理計算
に準じた精度での長時間分子動力学シミュレー
ションが実行可能となり，熱力学的特性や物性
の温度依存性を高速に得ることができる．本研
究では，固体・液体状態の力場を推定できる機械
学習モデルをシリコンおよびゲルマニウムを対
象とし構築した．用いた機械学習手法は，カー

ネルリッジ回帰であり，第一原理計算から得ら
れる力場をラベルに，各原子周りの局所的な構
造を表現できるフィンガープリント [4]を特徴
とし学習を行った．これにより，局所構造を入
力した際に力場が出力される機械学習モデルが
構築できる．その結果，機械学習によって推定
された力場は，第一原理計算によって得られる
力場と良く一致することがわかった（シリコン
の結果を図１に示す）．両者の相対誤差は，固
体状態では２％程度であり [5]，液体状態でも
大きく見積もって５％程度に収まることが明ら
かになった [2]．これは分子動力学シミュレー
ションを行う際に必要な精度に収まっており，
この手法を用いることで，第一原理計算に準じ
た長時間分子動力学シミュレーションが実行で
きることが示唆された．

図 1. シリコンにおける第一原理計算結果（横軸）vs. 機
械学習による推定力場（縦軸）のプロット．トレーニン
グには使用していないテストデータの結果を示す．

3 ニオイセンサーのシグナル解析
超高感度小型センサ素子「MSS（Membrane-

type Surface stress Sensor」[6]を用いることで，
様々な種類の分子を測定することができる．現
在，このMSSを使用したニオイ分析センサー
システムの開発が行われている [7]．
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本研究では，このMSSの測定結果を機械学
習によって解析することによって，ニオイから
特定の情報を数値化できることを示した．その
一例として，香りの異なる様々なお酒のニオイ
から，アルコール度数という特定情報の推定に
挑戦した．具体的には，まずニオイ分子を吸着
する様々な材料をMSSの表面に塗布し，ビー
ルやウォッカなど各種のお酒のニオイを吹きか
け， それぞれのお酒に特有のシグナルを測定
する． このシグナルを特徴とし，アルコール
度数をラベルとすることで機械学習用のトレー
ニングデータを用意した． このトレーニング
データを用いて，アルコール度数を推定するた
めの予測モデルをカーネルリッジ回帰によって
構築した． さらに，予測精度が改善されるよ
うに，機械学習で得られる情報から逆算して，
よりお酒のニオイに適した感応材料の選定や，
電気信号パターンのどこに注目するか，抽出す
る特徴量の最適化を行った． このように双方
向的に最適化されたハード (センサ+感応材料)

とソフト (予測モデル) を利用することで，図
２に示すようにトレーニングデータにないお酒
(赤ワイン，芋焼酎，ウイスキー)のアルコール
度数を高い精度で推定することに成功した [3]．
本手法は，アルコール度数だけでなく，ニオ

イを特徴付けるあらゆる特定情報の数値化に応
用することが可能である． 例えば，果実の成
熟度や健康状態などを数値化してニオイと関連
付けることで，それらを定量的に推定できる可
能性がある．
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時空間データ解析のための自己回帰テンソル分解
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1 概要

高機能センシングデバイスと高速移動通信網
の普及に伴い，センサーネットワークを介した
都市の広範囲リアルタイムモニタリングシステ
ムが実現されつつある．システムを通して観測
される人の行動やモノの移動，大気環境など多
種多様な時空間データを解析し，都市のマネジ
メントや企画に役立てようとする試みが注目を
集めており，データ解析技術は今後ますます重
要になると考えられる．
時空間データの解析は，空間統計学，空間経

済学, 気候学, リモートセンシング [1, 2]などの
分野で盛んに行われてきた．これらの研究は，
センサー未設置場所の観測データの推定 (空間
内挿)あるいはセンサー設置場所での将来観測
値の予測 (時間外挿)を目的とする場合が多い．
その中でもセンサー未設置場所での将来観測値
の予測問題は，空間内挿と時間外挿を同時に行
うため，最も難度の高い問題の 1 つとされて
いる．この問題が解決されれば時空間的な需要
予測が可能となるため，タクシー配車やライド
シェアの効率化，バイクシェアサービスの車両
再配置，宿泊施設の宿泊数予測などへの応用が
期待される．
現在的なモニタリングシステムは，数百から

数千のセンシングデバイスから構成され，複
数種類のデータを観測する場合が多い．例えば
ニューヨーク市のあるバイクシェアサービスで
は，344個のバイクステーションから 30分毎
に返却あるいは貸出された自転車数が送信され
る．ただ，システム構築に大量のセンシングデ
バイスを必要とするため，安価だが安定性の低
い機器が利用される場合が多く，デバイス故障，
データ転送エラー，ストレージ故障などによる
データ欠損が発生しやすい [3]．そのため，デー
タ欠損を扱いつつ大規模多種類の時空間データ
を処理するための技術が必要となる．
多変量時系列データの予測問題では，多変量

自己回帰 (VAR) やガウス過程 (GP) [4]など
が広く利用されている．これらの手法は，変数
間の線形あるいは非線形の相関情報を利用し

図 1: 時空間データ解析のためのテンソル分解
モデル．X1，X2，X3の推定は，センサー設置
場所のデータ予測，センサー未設置場所のデー
タ補完と予測の問題に対応する．

高い予測精度を示すが，パラメータ推定の計算
量がデータ次元やデータ点数に対して指数的に
増加するため，大規模データの解析には適さな
い [5].

大規模な時空間データの解析を行うための手
法として，行列分解やその一般化であるテンソ
ル分解が提案されている [6, 5, 7]. テンソル分
解は，時空間データを高次元配列のテンソルX
として扱い，テンソルを少数の因子に分解する
ことでデータに含まれる重要な情報を抽出する
手法である．テンソル分解の計算量はデータの
観測時刻数，観測場所数，データ種類数に対し
て線形にスケールし，さらに欠損データが存在
しても因子推定が可能なため，欠損値の復元に
広く利用されてきた．図 1に，時空間データ
を観測時刻，観測場所，データ種類数の 3つの
モードからなる 3階テンソルとして扱い分解す
る例を示す．例えばタクシーの降車履歴データ
から新たなサービス提供場所での需要を予測す
る問題に取り組むとする．観測済みのデータを
X (白色ブロック)とすると，サービス提供場所
での将来需要予測，サービス未提供場所の過去
需要補完，将来需要予測の問題は，因子行列を
用いて 3つの異なるブロック X1(緑)，X2(青)，
X3(赤)を推定する問題として扱える．
テンソル分解に時空間的な相関情報を取り入
れるために，グラフ正則化技術を使用したテン
ソル分解が提案されている [7]．グラフ正則化
は，因子内のパラメータが空間的に隣接する場
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図 2: バイクシェアデータを用いた，データ未観測場所における過去需要補完 (青色背景)および
将来需要予測 (赤色背景)問題の実験例．提案手法 (赤), TRMF [6](青), 真値 (黒)．

所であったり前後する時刻に対応する場合，両
者が類似した推定値をもつように促すため，時
空間的に滑らかな因子の抽出を可能にする．こ
のようなアイディアは空間経済学の分野などで
利用されているが，どのようなデータにも適用
可能なグラフ構築方法は存在しないとされてい
る [8]. また，既存のグラフ正則化では，グラ
フラプラシアンを使用するため，パラメータ間
の正と負の相関を区別して使用できない．
これらの問題を解決するために，時間方向の

グラフ正則化に自己回帰モデルの回帰係数を
用いるTemporal regularized matrix factoriza-

tion (TRMF) [6] が提案されている．TRMF

は因子の推定と因子毎のパラメータ間の自己
相関の学習を交互に行うことで，事前にグラフ
を構築する問題を回避した．さらに学習された
自己回帰モデルを用いて将来の因子行列U

(1)
new

の予測を行うことで，観測値の予測において既
存法よりも大幅な性能改善を示した．しかし，
TRMFは空間に対応する因子の学習ではグラ
フ正則化を用いるのみで，空間的な自己相関を
学習する問題は扱っていない．
本研究では，センサーの未設置場所でのデー

タ補完と予測の問題を解決するために，空間上
と時間方向のそれぞれの因子おいて自己回帰モ
デルの学習を行いつつ，因子の推定を行う新た
なテンソル分解を提案する．まず，コンピュー
タビジョンの分野で提案された 2次元自己回帰
モデル [9]を拡張し，空間情報を用いた有向グ
ラフ自己回帰正則化を提案し，これを TRMF

を組み合わせることで自己回帰テンソル分解を
提案する．さらに時空間データは観測値が非負
値となる場合があるため，因子パラメータを非
負に制約する非負自己回帰テンソル分解の提案
も行う．次に，提案したテンソル分解が因子の
推定を行うための効率的なアルゴリズムの導出

を行う．実世界で観測されたタクシー履歴デー
タおよびバイクシェアリングのデータを用いた
実験を行い提案手法の優位性を示す．
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1 あらまし

変化点検出問題は, 1950年代以降,理論 ·応用
の両面で重要な課題として知られている. 一方,

計測技術の発展に伴い, 複数の系列が同時に観
測されるようになった. 多次元系列の変化点検
出において興味のある問題は次の 2点である:

1) 系列に共通の変化点を検出するとともに,

どの系列が変化したかを知ること
2) 検出した変化点の統計的有意性

多次元系列の変化点検出手法における統計的有
意性について少なからず提案されているものの
[1, 2] , 検出した変化点でどの系列が変化した
かということはそれほど考慮されていない.

本研究では, 統計的仮説検定に基づく変化点
検出問題を, “検出した変化点”における “パラ
メータに関する有意性検定”という 2段階推論,

つまり, post-selection inferenceの問題である
と考える. 特に,近年注目を集めている selective

inference (SI) [3]のアイデアを用いることで, SI

の意味での統計的過誤を, 望ましい有意水準に
コントロールできることを示す. また, local

alternative に対応する対立仮説を考えること
で, 本研究で考える検定問題が, 近似的に 1次
の不偏検定となっていることを示すとともに,

3次のオーダーで検出力を評価した場合の下界
を導出する. 最後に, 提案手法の多重変化点検
出への拡張について述べる.

2 変化点検出と Selective Inference

T 時点からなるN 本の系列

X = (x1, . . . ,xT ) ∼ NN×T (M,Ξ⊗ Σ)

を考える. ただし, Ξ ∈ RT×T と Σ ∈ RN×N は
既知であるとし, 以下の検定問題を考える:

H0 : mt = mt+1,
∀t, vs.

H1 : mt ̸= mt+1,
∃!t (1)

多変量 CUSUM統計量を

S(t) =

{
T

t(T − t)

}1/2 t∑
u=1

(xu − x̄) ∈ RN

とする. ただし, x̄ =
∑T

u=1 xu/T である. 各 t

で, ρ1(t), . . . , ρN (t)を |S1(t)|, . . . , |SN (t)|を降
順に並べ替えたものとし,以下のスコア (WRAG:

Weighted Rank AGgregation)を考える:

F(S(t)) = max
1≤k≤N−1

θk(t), θk(t) =

N∑
i=1

ck,iρi(t)

ただし, ck,iは既知の定数であり, 表 1に示すよ
うに, いくつかの既存手法を包含するものであ
る. WRAGによって推定される変化点を

t̂ = arg max
1≤t≤T−1

F(S(t)) = arg max
1≤t≤T−1

max
1≤k≤N−1

θk(t)

で定義すれば, 検定問題 (1)に対する自然な検
定統計量は以下で与えられる:

max
1≤t≤T−1

max
1≤k≤N−1

θk(t) = θ̂k̂(t̂)

検定統計量の実現値を θ0 とする. SI では,

変化点および対応する系列の選択に関する事象
(selection event) {t̂ = t, k̂ = k}を条件付け, 選
択的な p-値

P(θ̂k(t) > θ0 | t̂ = t, k̂ = k)

を用いることで検定を定式化する.

WRAGの定義より, θk(t) ≥ 0である. また,

θk(t)は多変量 CUSUM統計量の絶対値, 並べ
替えおよび線形結合で表されることから, ある
δ ∈ RN と η ∈ RT が存在して, θk(t) = δ⊤Xη

とかける. 検定問題 (1)のアナロジーとして,

H0 : δ
⊤Mη = 0 vs. H1 : δ

⊤Mη = µ > 0

を考える. δや ηはデータに依存して定まるラ
ンダムな仮説であることに注意する. 簡単のた
め, CUSUM統計量の絶対値や並べ替えに関す
る条件も selection eventと考え, まとめて E と
表すことにすれば, 以下の定理が成り立つ.

定理 1. X ∼ N(M,Ξ ⊗ Σ)とする. このとき,

ある L,U ≥ 0および v2 ≥ 0が存在して,[
F

[L,U ]

δ⊤Mη,v2
(θ̂k(t)) | E

]
∼ Unif(0, 1)

が成り立つ. ただし, F
[l,u]
µ,σ2(·)は切断正規分布

TN(µ, σ2, l, u)の累積分布関数である.
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表 1. WRAGの例. double CUSUMでは, γk = k(2N − k)/(2N)であり, φは既知の定数である.

手法: ℓ1 [1] ℓ∞ top K double CUSUM [4]

ck,i 1 I{i = 1} I{i ≤ K} γφk /kI{i ≤ k}
−γφk /(2N − k)I{i ≥ k + 1}

定理 1より, 帰無仮説のもとで選択的な p-値
1−F

[L,U ]
0,v2

(θ̂k(t)) は通常の p-値と同様に振る舞
うため,これを用いてSIの意味での type I error

をコントロールできる. また, 対立仮説におけ
る µ → 0の極限で次の定理が成り立つ.

定理 2. zαを帰無分布の上側 100α-%点とする.

このとき, 対立仮説のもとで,

P
(
θ̂k(t) ≥ zα | E

)
= α+

κ

v
µ+

κ

v2
ϕ(U/v)− ϕ(L/v)

Φ(U/v)− Φ(L/v)
µ2 +O(µ3)

≥ 3

4
α+

1

4

ϕ(zα/v)− ϕ(U/v)

ϕ(L/v)− ϕ(U/v)
+O(µ3)

が X に関してほとんど確実に成立する. ただ
し, ϕ(·)は標準正規分布の確率密度関数であり,

κ ≤ 0は次の通り:

κ =
ϕ(zα/v)− {ϕ(U/v)− α(ϕ(U/v)− ϕ(L/v))}

Φ(U/v)− Φ(L/v)

不偏検定とは仮説の境界 µ = 0で検出力が
有意水準 αになる検定のことであり, この意味
で, SIは 1次の近似的な不偏検定になっている
ことがわかる. さらに, SIの精度を 3次のオー
ダーで検証すると, 不偏ではないものの, 少な
くとも 3α/4以上の検出力を持つことがわかる.

3 多重変化点検出問題への拡張

提案手法を多重変化点検出問題へ拡張するた
め,中心 t,幅2hの窓Wh(t) = {t−h+1, . . . , t+

h}で分割し, local hypothesis test [5]を考える:

H0,t : mu = mu+1,
∀u ∈ Wh(t), vs.

H1,t : mu ̸= mu+1,
∃!u ∈ Wh(t) (2)

窓 Wh(t)内の xt−h+1, . . . ,xt+h で定義される
多変量CUSUM統計量をSt(u)とすれば, 検定
問題 (2)に対する変化点の自然な推定量は

T =
{
t | F(St(t)) ≥ F(St(u)),

∀u ∈ Wh(t)
}

であり, Wh(t)の定義より, T ⊂ {h, . . . , T −h}
である. また, T は local change point esti-

mates [6]と呼ばれる. したがって, 検出され

た変化点 t ∈ T に対して, 2節で述べた手法を
適用すれば良い. また, 検定の多重性を考慮す
る場合は, Bonferroni補正などを用いて適当に
family-wise error rateをコントロールする.
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Analysis of Mechanism of Deep Learning

by Function Estimation Theory

Masaaki Imaizumi (Institute of Statistical Mathematics)

1 Introduction

Deep neural networks (DNNs) have shown outstanding performance on various tasks of the data analy-
sis. Enjoying their flexible modeling by a multi-layer structure and many elaborate computational and
optimization techniques, DNNs empirically achieve higher accuracy than many other machine learning
methods such as kernel methods. Hence, DNNs are employed in many successful applications, such as
image analysis, medical data analysis, natural language processing, and others.

Despite such outstanding performance of DNNs, little is yet known why DNNs outperform the other
methods. Without sufficient understanding, practical use of DNNs could be inefficient or unreliable. To
reveal the mechanism, numerous studies have investigated theoretical properties of neural networks from
various aspects. The approximation theory has analyzed the expressive power of neural networks, the
statistical learning theory elucidated generalization errors, and the optimization theory has discussed the
landscape of the objective function and dynamics of learning.

2 Regression Framework

Suppose that we observe a set of observations {(Yi, Xi)}ni=1 which is independently and identically gen-
erated from the following model

Yi = f∗(Xi) + ξi, ξi ∼ N (0, σ2),

where f∗ is an unknown function with D-dimensional input and ξi is a noise variable for i = 1, ..., n.
Purpose of the regression framework is to estimate f∗ from the set of observations.

One limitation of the existing statistical analysis of DNNs is a smoothness assumption for data gen-
erating processes. Suppose that f∗ is a β-times differentiable function. With this setting, however, many
popular methods such as kernel methods, Gaussian processes, series methods, and so on, as well as DNNs,
achieve a bound for generalization errors as

O
(
n−2β/(2β+D)

)
, (n→∞).

This is known to be a minimax optimal rate of generalization with respect to sample size n, and hence,
as long as we employ the smoothness assumption, it is not easy to show a theoretical evidence for the
empirical advantage of DNNs.

3 Estimation by Deep Neural Networks

Firstly, we provide a formulation of models by DNNs. Let L ∈ N be the number of layers in DNNs.
For ` ∈ [L + 1], let D` ∈ N be the dimensionality of variables in the `-th layer. For brevity, we set
DL+1 = 1, i.e., the output is one-dimensional. We define A` ∈ RD`+1×D` and b` ∈ RD` be matrix and
vector parameters to give the transform of `-th layer. The architecture Θ of DNN is a set of L pairs of
(A`, b`):

Θ := ((A1, b1), ..., (AL, bL)).
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We define |Θ| := L be a number of layers in Θ, ‖Θ‖0 :=
∑
`∈[L] ‖ vec(A`)‖0+‖b`‖0 as a number of non-zero

elements in Θ, and ‖Θ‖∞ := max{max`∈[L] ‖ vec(A`)‖∞,max`∈[L] ‖b`‖∞} be the largest absolute value

of the parameters in Θ. For an activation function η : RD′ → RD′
for each D′ ∈ N, this paper considers

the ReLU activation η(x) = (max{xd, 0})d∈[D′]. The model of neural networks with architecture Θ and
activation η is the function Gη[Θ] : RD1 → R, which is defined inductively as

Gη[Θ](x) = x(L+1),

and it is inductively defined as

x(1) := x, x(`+1) := η(A`x
(`) + b`), for ` ∈ [L],

where L = |Θ| is the number of layers. The set of model functions by DNNs is thus given by

FNN,η(S,B,L′) :=
{
Gη[Θ] : ID → R | ‖Θ‖0 ≤ S, ‖Θ‖∞ ≤ B, |Θ| ≤ L′

}
,

with S ∈ N, B > 0, and L′ ∈ N. Here, S bounds the number of non-zero parameters of DNNs by Θ,
namely, the number of edges of an architecture in the networks. This also describes sparseness of DNNs.
B is a bound for scales of parameters.

Secondly, using the model of DNNs, we define a least square estimator by empirical risk minimization.
Using the observations, we consider an estimator for f∗ by the following minimization problem

min
f∈FNN,η(S,B,L)

1

n

∑
i∈[n]

(Yi − f(Xi))
2.

4 Non-Smooth Functions

This paper considers estimation of non-smooth functions for the data generating processes to break the
difficulty. Specifically, we discuss a nonparametric regression problem with a class of piecewise smooth
functions, which may be non-smooth on the boundaries of pieces in their domains.

Let Hβ be a space of β-smooth functions (the Hölder space), and Rα,J be a class of sets in a domain
of f∗. Here, α denotes a degree of smoothness of boundaries of R ∈ Rα,J , and J is a number of kinks of
boundaries. Using Hβ and Rα,J , we define piecewise smooth functions. Let M ∈ N be a finite number
of pieces of the support ID. We introduce the set of piecewise smooth functions by

FM,J,α,β :=

{
M∑
m=1

fm ⊗ 1Rm : fm ∈ Hβ , Rm ∈ Rα,J

}
.

Since fm(x) realizes only when x ∈ Rm, the notion of FM,J,α,β can express a combination of smooth
functions on each piece Rm. Hence, functions in FM,J,α,β are non-smooth (and even discontinuous) on
boundaries of Rm.

5 Theoretical Results

Suppose that f∗ ∈ FM,J,α,β . With this situation, we derive a rate of generalization errors with the least
square estimator by DNNs of the ReLU activation as

O
(

max
{
n−2β/(2β+D), n−α/(α+D−1)

})
, (n→∞)

up to log factors. Here, α and β denote a degree of smoothness of piecewise smooth functions, and D is
the dimensionality of inputs. We prove also that this rate of generalizations by DNNs is optimal in the
minimax sense. In addition, we show that some other standard methods, such as kernel methods and
orthogonal series methods, are not able to achieve this optimal rate. Our results thus show that DNNs
certainly have a theoretical advantage under the non-smooth setting. We will provide some numerical
results supporting our results.
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熱弾性場の3次元形状最適化解析
○小森 太陽 1, 片峯 英次 2

1岐阜工業高等専門学校 専攻科学生，2岐阜工業高等専門学校 機械工学科
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1 はじめに
形状最適化問題は工学の分野において重要な

課題の一つである．その中でも，力学的負荷や
熱による変形を伴う熱弾性場に対して，剛性あ
るいは強度最大化を目的とする形状最適化は，
機器設計における基本的な課題である．
本研究では，フリーの有限要素解析ソフトの

一つであるFreeFem++[1]を利用して，熱弾性
体の 3次元形状最適化解析システムの構築を試
みた．FreeFem++では，有限要素法の定式化で
用いられる弱形式がプログラミングの記述とし
て直接利用できる．また，Gmsh[2]というメッ
シュ作成ソフトを用いてCADモデル，有限要
素モデルを作成することで，FreeFem++に基
づいた 3次元問題の数値解析が実現できる．
本論文では，剛性が最大となるような形状決

定を目的とした問題を例に取り上げ，平均コン
プライアンス最小化問題について定式化を行
い，Gmshを用いて有限要素モデルを作成し，
FreeFem++を利用し数値解析を行った．形状
最適化手法には，有限要素法と相性が良く滑ら
かな境界形状が得られる力法 [3]を用いた．
本論文では，その解析手法と数値解析結果に

ついて簡単に紹介する．

2 平均コンプライアンス最小化問題
2.1 問題の定式化
熱弾性場領域 Ω は境界 Γ = Γϕ ∪ Γq ∪ Γh =

ΓP ∪ ΓU から構成されている．この領域にお
いて，温度分布を ϕ，熱変位分布を uとしたと
きの剛性最大化を目的とした平均コンプライア
ンス最小化問題を考える．領域の大きさの上限
値をM としたとき，形状最適化問題は次のよ
うに表される．

Given M and (1)

k, ϕo, q, h, ϕf , Q,C, uo, α, P, f 　
find Ω (2)

that minimize aεϕ(ϕ, ε(u)) + lε(u) (3)

subject to aϕ(ϕ, φ) = lϕ(φ) (4)

aε(ε(u), ε(v)) = aεϕ(ϕ, ε(v)) + lε(v)

(5)

∫
Ω

dx ≤ M 　 (6)

式 (4)は熱伝導場，式 (5)は熱弾性場における
支配方程式の弱形式であり，φは随伴温度，v

は随伴変位を表している．
支配方程式内におけるそれぞれの項は次のよ

うに定義されている．

aϕ(ϕ, φ) =

∫
Ω

kijϕ,iφ,jdx+

∫
Γh

hϕφ dΓ (7)

lϕ(φ) =

∫
Ω

Qφ dx+

∫
Γh

hϕfφ dΓ +

∫
Γq

qφ dΓ

(8)

aε(ε(u), ε(v)) =

∫
Ω

Cijklεkl(u)εij(v) dx (9)

aεϕ(ϕ, ε(v)) =

∫
Ω

Cijklϕαklεij(v) dx (10)

lε(u) =

∫
Ω

fiui dx+

∫
ΓP

Piui dΓ (11)

kは熱伝導率，ϕoは温度，qは熱流束，hは熱
伝達率，ϕf は既知境界温度，Qは発熱量，Cは
剛性テンソル，uoは変位，αは熱膨張係数テン
ソル，P は表面力，f は体積力を表している．

2.2 形状勾配
この問題は Lagrangeの乗数法，あるいは随

伴変数法によって制約条件のない停留化問題に
置き換えることができる．領域変動に対する
Lagrange関数 Lの導関数 L̇を計算すると，停
留条件は次のように得られる．

aϕ(ϕ, φ
′) = lϕ(φ

′) (12)

aε(ε(u), ε(v
′)) = aεϕ(ϕ, ε(v

′)) + lε(v
′) (13)

aϕ(ϕ
′, φ) = aεϕ(ϕ

′, ε(u)) + aεϕ(ϕ
′, ε(v)) (14)

aε(ε(u
′), ε(v)) = aεϕ(ϕ, ε(u

′)) + lε(u
′) (15)

Λ ≥ 0,

∫
Ω

dx ≤ M, Λ(

∫
Ω

dx−M) = 0 (16)

ここで，弾性場の支配方程式 (13)と随伴弾性
場の支配方程式 (15)を比較すると自己随伴関
係 u = vが成立する．したがって，式 (14)は
次のようになる．

aϕ(ϕ
′, φ) = 2aεϕ(ϕ

′, ε(u)) (17)
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また，形状修正の感度を表す形状勾配密度 G
は次のように導出できる．

G = G0 +G1Λ (18)

G0 = 2Cijklϕαklεij(u) + 2fiui +Qφ

− kijϕ,iφ,j − Cijklεkl(u)εij(u) (19)

G1 = 1 (20)

G0 および G1 はそれぞれ平均コンプライアン
ス最小化，および領域の大きさ制約に対する形
状勾配密度を表す．
このようにして形状勾配密度を導出できれば，

力法を適用することが可能になる．

3 数値解析例
図 1に示す解析モデルに対して，Gmshを用
いてCADモデルとそれに基づく有限要素解析
モデル (図2)を作成した．このとき，Freefem++

上での有限要素モデルの取扱を容易にするため
に，それぞれの境界面に番号を付記し，同様な
境界条件の境界面についてはグループ化した．

A

B

C

D

E

F

G

H

View 1

View 2

図 1: Analysis model

熱伝導場における境界条件は，既知温度境界
Γϕの面 ABFEでは ϕ = 0◦C，面 DCGHでは
ϕ = 100◦Cを設定し，その他の境界面と穴境界
1⃝， 2⃝を断熱境界とした．弾性場における境界
条件は，表面力境界ΓP を面ABFEに設け，面
DCGHを完全拘束境界ΓU とした．また形状更
新における境界条件は，面ABFEと面DCGH

を拘束し，穴 1⃝， 2⃝の境界を含むそれ以外の境
界を設計境界とした．
表面力境界 ΓP での荷重 P を無視して温度

分布のみに基づく熱変形の場合を Case:A，表
面力 P および温度分布に基づく変形の場合を
Case:Bとして解析を行った．それぞれの場合
における最適形状を図 3および図 4に示す．滑
らかな形状が得られていることが確認できる．
Case:Aでは，熱伝導による温度分布のみに基
づいてのみ変形が生じる．そのため，その熱伝
導を抑制するように，穴の設計境界が横方向に

Γφ

P

Γ
P

Γφ ΓU

A B

CD

図 2: Numerical model

拡大した形状になっている．一方Case:Bでは，
荷重による変形が考慮された最適形状になった
と考察できる．目的汎関数の改善については，
最適形状ではCase:A，Case:Bのそれぞれに対
して約 5%，約 10%改善された．

(a) view 1 (b) view 2

図 3: Optimum shape (Case:A)

(a) view 1 (b) view 2

図 4: Optimum shape (Case:B)
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1 Introduction

Artificial fish robots has been developed

mainly by link mechanisms mimicking fish

swimming (for example, see [1]). This study

attempts to use a vibration mode of linear

elastic body instead of the link mechanisms.

Based on observation of real fish swimming,

Barret [1] used the swimming mode such as

uR (x, t) = e2
(
c1x1 + c2x

2
1

)
sin (kx1 + ω0t) .

Here, letting Ω0 ⊂ R3 be the domain of fish

as shown in Fig. 1, uR : Ω0 × R → R3 de-

notes the transverse displacement at a loca-

tion x = (xi)i ∈ Ω0 with the domain and

coordinate and time t ∈ R, e2 the unit vec-

tor in the x2 direction, k = 2π/λ the wave

number, λ the wavelength, ω0 the undulation

frequency, and c1 and c2 are constants for the

amplitude envelope.

In this paper, we formulate the shape op-

timization problem by neglecting a fluid sur-

rounding the fish and demonstrate the feasi-

bility of this idea by a numerical example.

2 State determination problem

Let Ω0 be a linear elastic body, ΓD0 ⊂
∂Ω0 and ΓN0 = ∂Ω0 \ Γ̄D0 are the Dirich-

let and Neumann boundaries. The var-

ied domain is denoted as Ω (ϕ) with a do-

main variation ϕ as shown in Fig. 1 us-

ing i as the identity mapping. The func-

bm

Ω(φ)

ΩR0

ΓD0

Ωbm0

x

(i+φ)(x)
φ(x)

Ω0

x1

x1

x2

x3

b1

Ωb10

l1
lm

...

...

...

Fig. 1. Swimming fish problem.

tion spaces for ϕ are defined as X = {ϕ ∈
H1

(
R3;R3

)
|ϕ = 0R3 on Ω̄R0}, D = {ϕ ∈

X ∩ W 1,∞ (
R3;R3

)
| i + ϕ: bijection} where

Ω̄R0 ⊂ Ω0 is the domain of uR in this study.

Let bi : Ωbi0 → R3 (i ∈ {1, . . . ,m}) is an

excitation force by artificial device given by

bi = e2
(
c1li + c2l

2
i

)
sin (kli + ω0t) ,

where li is the length as shown in Fig. 1, and

ω0 and other constants accord with the values

used for uR. The Fourier transform of bi is

obtained as

F [bi] = b̂ciδ (ω + ω0) + b̂iδ (ω − ω0) ,

where δ ( · ) denotes Dirac’s delta function, i

the imaginary unit, ( · )c the complex conju-

gate, and

b̂i = e2
(
c1li + c2l

2
i

)
ie−ikli . (1)

We use u : Ω (ϕ) × R → R3 as the displace-

ment when b1, . . ., bm act, and û denote the

coefficient function of δ (ω − ω0) in its Fourier

transform. The function spaces for û are

defined as Û = {û ∈ H1
(
Ω(ϕ) ;Cd

)
| û =

0R3 on ΓD0}, Ŝ = Û ∩W 1,∞ (
Ω(ϕ) ;Cd

)
. The

structural damping in linear elastic body is

assumed by using r = 1 + igD with the struc-

tural damping factor gD. ρ is the constant

for the density. χΩbi0
denotes the charac-

teristic function taking 1 in Ωbi0. E (u) =

{∇uT+
(
∇uT

)T}/2 and S (u) denote the lin-

ear strain and stress, respectively. ν denotes

the normal. Using the definition above, we set

the state determination problem as follows.

Problem 1 (Frequency response) Let b̂i
(i ∈ {1, . . . ,m}) be given as (1). For ϕ ∈ D,

find û ∈ Ŝ such that

−ω2
0ρû

T − r∇TS (û) =

m∑
i=1

χΩbi0
b̂i in Ω(ϕ) ,

rS (û)ν = 0R3 on ΓN (ϕ) .
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3 Shape optimization problem

We use an objective cost function as

f (ϕ, α, û) =

∫
ΩR0

(û− αûR) · (û− αûR)
c dx,

where ûR is given as

ûR = e2
(
c1x1 + c2x

2
1

)
ie−ikx1 in ΩR0,

and α ∈ R is a variable to adjust the magni-

tude of ûR to fit û. Using it, we formulate the

shape optimization problem as follows.

Problem 2 (Error norm minimization)

Find ϕ that satisfies

min
(ϕ,û)∈D×Ŝ

{f (ϕ, α, û)| Problem 1} .

4 Shape derivative of cost function

We apply the Lagrange multiplier method

to obtain the shape derivative of cost function.

The adjoint problem is defined as follows.

Problem 3 (Adjoint problem for f)

Using the solution û of Problem 1, find

v̂c ∈ S such that

−ω2
0ρv̂

cT − r∇TS (v̂c) = 2χΩR0
(û− αûR)

T

in Ω(ϕ) ,

rS (v̂c)ν = 0R3 on ΓN (ϕ) .

The condition for α are given by

α =

∫
ΩR0

Re [û · ûc
R] dx

/∫
ΩR0

ûR · ûc
Rdx.

When (û, v̂c) ∈ S2 are the solutions of

Problems 1 and 3, α satisfies above, b̂i is as-

sumed as a function varying with domain mea-

sure [2, Definition 9.4.3] and v̂ is assumed as a

constant in Ωbi0, we have the partial Fréchet

derivative of the Lagrange function L of f

with respect to an arbitrary domain variation

φ ∈ D as

Lϕ (ϕ, α, û, v̂c) [φ] = ⟨g,φ⟩

=

∫
Ω(ϕ)

(
GΩ ·∇φT + gΩ∇ ·φ

)
dx,

where g is the shape derivative of f , and

GΩ = 2Re
[
r(S(û)(∇v̂cT)T + S(v̂c)(∇ûT)T)

]
,

gΩ = 2Re
[
ω2
0ρu · vc

0 − rS (u) ·E (vc
0)
]
.

Fig. 2. Domains of ΩR0, Ωb10 and Ωb20.

Fig. 3. Optimized shape: top and side views.

Iteration number k

 k=0  k=1

 k=3
 k=2

 k=5

 k=4

 k=15

 k=6

V
er

ti
ca

l 
d
is

p
la

ce
m

en
t 
u

2

0 1.00.2 0.4 0.6 0.8

Normalized position x1/l

uR2

Fig. 4. Variation of u2 (x1, t) (ω0t = 1) in reshaping.

5 Numerical example

To solve Problem 2, we developed a com-

puter program by the finite element method

following the scheme based on the H1 gradi-

ent method [2, Section 9.9.1] with the g. In

this study, we set m = 2 and the domains

of ΩR0, Ωb10 and Ωb20 as shown in Fig. 2,

and ω0/(2π) = 2.3 Hz. The other constants

were used referring to [3, Chapter 3]. Fig-

ure 3 shows the optimized shape. The change

of u2 (Ξ1, 0) on Ξ1 = {x ∈ ΩR0| (x2, x3) =

(0, 0)} in the reshaping iteration together with

uR2 (Ξ1, 0) are illustrated in Fig. 4.

References

[1] D.S. Barret, M.S. Triantafyllou, D.K.P. Yue,
M.A. Grosenbaugh, and M.J. Wolfgang. Drag
reduction in fish-like locomotion. J. Fluid
Mech., Vol. 392, pp. 183–212, 1999.

[2] H. Azegami. Shape optimization problems.
Morikita Publishing Co., Ltd., Tokyo, 2016.
(in Japanese).

[3] D. Barrett. Propulsive efficiency of a flexible
hull underwater vehicle. PhD thesis, Depart-
ment of Ocean Engineering, Massachusetts In-
stitute of Technology, Boston, USA.

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

72



An Improved Shape Optimization Formulation of the Bernoulli

Problem by Tracking the Neumann Data
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1 Introduction

We consider the so-called exterior Bernoulli

free boundary problem which is described as

follows: given a bounded and connected do-

main A ⊂ R2 with a fixed boundary Γ := ∂A

and a constant λ < 0, one needs to find a

bounded connected domain B ⊂ R2 with a

free boundary Σ := ∂B, containing Ā, and

an associated state function u := u(Ω), where

Ω = B \ Ā, satisfying the system
−∆u = 0 in Ω,

u = 1 on Γ,

u = 0 and ∂nu = λ on Σ,

(1)

where ∂nu := ∇u ·n and n is the outward unit

normal vector to the free boundary Σ.
Our aim is to resolve (1) by means of shape

optimization methods and, using the gradient
information, formulate a novel Lagrangian-
like approach for the numerical realization of
the minimization problem. For this purpose,
we consider the cost function

J(Σ) =
1

2

∫
Σ

(∂nu− λ)
2
ds,

where the state solution u satisfies, for a fixed
β > 0, the following equivalent form of (1): −∆u = 0 in Ω,

u = 1 on Γ,
∂nu+ βu = λ on Σ,

(2)

The classical formulation of (1) by L2-tracking

of the Neumann data considers the same func-

tional J but with state problem equivalent to

(2) in the case of β being equal to zero. To

simplify a lot of computations, we let β = κ.

2 Shape Gradient of the Cost

We perturb the domain via velocity method

[1] and consider the set of velocity fields Θ :=

{V ∈ Ck,1(Ω,R2) : V|Γ∪∂U = 0}, where U ∈
C2,1 denotes the hold-all domain.

Using the minimax formulation [2] coupled

with Correa-Seeger theorem [3] and function

space parametrization technique [1], we are

able to establish the following result regard-

ing the first-order shape derivative of J .

Proposition 1 Let Ω ∈ C2,1 be a bounded
domain. Then, the shape derivative of J along
a deformation field V ∈ Θ at Ω is given by

dJ(Σ)[V] =

∫
Σ

GV · nds

where

G = ∇u · ∇p− κ(u− p)∂nu

+ (∂nu− λ)
∂2u

∂n2
+

κ

2
(∂nu− λ)

2
.

and the adjoint state p ∈ H1(Ω) satisfies −∆p = 0 in Ω,
p = 1 on Γ,

∂np+ βp = −(∂nu− λ) on Σ.
(3)

3 Numerical Tests

In this work, we apply a variant of the well-
known H1 gradient method [4] to compute for
a descent direction. Particularly, we take V ∈
[H1(Ω)]2 as the only solution to the equation∫

Ω

∇V : ∇φ dx+

∫
Σ

κ(V · n)n ·φds

= −
∫
Σ

Gn ·φ ds, ∀φ ∈ [V (Ω)]2. (4)

The main steps for computing the kth domain
Ωk are given as follows:

1. Choose an initial shape Ω0.

2. Solve the systems (2) and (3) on Ωk.

3. Evaluate Vk using (4).

4. Set Ωk+1 = (I2 + tkVk)Ωk, tk ⩾ 0.

At each iteration, the step size tk is chosen

on the basis of an Armijo-Goldstein type line

search search strategy. We stop the algorithm

as soon as the cost reached a target value.

Example 1. We first test the accuracy of the

shape gradient by considering (1) with Γ =

C(0, r), λ = [R(log r − logR)]−1, 0 < r < R,
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where C(0, r) denotes the circle centered at

the origin with radius r. We let r = 0.3 and

R = 0.5, so λ = −3.92. Tab. 1 summarizes

the numerical results toward the exact solu-

tion Σ∗ = C(0, R) and apparently, we got a

more accurate result from the proposed for-

mulation than the classical method.

Method dH(Σ,Σ
∗) cost # iter time

Proposed 0.0155 0.0002 3 2.7 sec

Classical 0.0160 0.0040 150 265 sec

Tab. 1. Convergence test toward exact solution.

Example 2. We consider Γ as the boundary

of S = (−0.25, 0.25)2\[0, 0.25]2 with λ = −10.

The optimal boundary is shown in Fig. 1a.
Example 3. We take λ = −1.5 and define Γ

as the union of the boundaries

Γ1 =

{(
1 + 0.7 cos θ − 0.4 cos 2θ

sin θ

)
, 0 ⩽ θ ⩽ 2π

}
Γ2 =

{(
−2 + cos θ + 0.4 cos 2θ

0.5 + 0.7 sin θ

)
, 0 ⩽ θ ⩽ 2π

}
.

In this case, the result is shown in Fig. 1b.
Example 4. We also apply our method

to the interior case of the Bernoulli prob-
lem: given a bounded domain A ⊂ R2 with
Γ := ∂A and a number λ > 0, the inte-
rior Bernoulli problem consists in finding a
bounded domain B ⊂ Ā with Σ := ∂B and
a function u on Ω = A \ B̄ such that −∆u = 0 in Ω,

u = 0 on Γ,
u = 1 and ∂nu = λ on Σ,

where n is the interior unit normal to Σ. In
this case, the kernel of the gradient becomes

G = ∇u ·∇p−∂nu∂np+(∂nu−λ)
∂2u

∂n2
+

κ

2
(∂nu− λ)2 .

We consider the interior case with Γ =

C(0, R), λ = [r(logR − log r)]−1, R/e < r <

R. In this case, the problem admits two pos-

sible solutions; namely, the elliptic solution

C(0, r), and the hyperbolic solution given by

C(0, rh), where rh is the unique real number

such that 0 < rh < R, [rh(logR− log rh)]
−1 =

λ. Convergence to the elliptic or hyperbolic

solution depends on the initial guess. In our

test, we are only interested in the elliptic so-

lution. We take R = 0.9 and r = 0.7, so

λ = 5.6844. Tab. 2 summarizes the results

toward the elliptic solution Σ∗ = C(0, r).

Example 5. We consider the boundary Γ =

∂S where S = (−0.5, 0.5)2\[0.1, 0.5]2 and take

λ = 14. Figure 2 shows the position of Σk at

some iterations using the proposed method.

Formulation dH(Σ,Σ
∗) cost # iter time

Proposed 0.0158 0.00001 4 28 sec

Classical 0.0164 0.00525 200 661 sec

Tab. 2. Convergence test toward the elliptic solution.

a

proposed formulation

classical formulation

b

Fig. 1. The optimal domains (shaded region) for Ex-
ample 2 (Plot a) and Example 3 (Plot b).

k = 0

a

k = 1

b

k = 3

c

k = 7

d

k = 10

e

k = 12

f

Fig. 2. Plot a–f : optimal domain Ωk for k =
0, 1, 3, 7, 10, 120; Plot f (dashed line): optimal domain
computed using the classical approach.

Conclusion In summary, we conclude that

the proposed method is more robust in solv-

ing the Bernoulli problem than the classical

Neumann data tracking approach.
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1  Introduction 

 Enhanced collaborative optimization (ECO)[1] is 

a recently developed multidisciplinary design opti-

mization (MDO) method in the family of collabora-

tive optimization (CO)[2]. While ECO achieves 

better optimization performance than its predeces-

sors, its formulation is much more complex and in-

curs higher computation and communication costs, 

mainly due to the use of linear models of nonlocal 

constraints. Consequently, ECO is often not the 

most desirable MDO method for large-scale and/or 

highly coupled applications. In this paper, we pro-

pose a new method named “ECO-ADMM” by in-

troducing the alternating direction method of multi-

pliers (ADMM) to ECO. 

 

2  Enhanced Collaborative Optimization  

MDO method initially developed for optimizing 

large-scale distributed systems. A general MDO 

problem of N discipline subproblems can be de-

scribed as 

 
 

  N,,...,,i,,c

,,...,,F

ii

N
,...,, N

210s.t.

min

0

10
10

xx

xxx
xxx  (1) 

where, F and ic are global objective function and 

local constraint functions in Discipline i , and 

0x and ix are shared design variables and local de-

sign variables of Discipline i . ECO solves Eq. (1) 

with a bilevel structure where a system-level sub-

problem and subproblems are iteratively solved until 

the solutions to all subproblems converge to a 

common global system design solution. The sys-

tem-level subproblem is formulated as 

,J
N

i

i



1

2

2000
0

min xx
x


  (2) 

where, i0x


is copy of shared design variables stored 

in Discipline. Eq. (2)  has a closed-form solution 

.
N

N

i

i



1

00

1
xx


   (3) 

The system-level subproblem is created to ensure 

the consistency and global feasibility of the shared 

design variables and responses among all disciplines. 

The discipline i subproblem is 
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(4) 

where, F
~

is a quadratic model of the global objec-

tive function as a second-order Taylor approxima-

tion at the last iterate solution of i0x


and ix , i
~c  is 

the linear models of nonlocal constraints as a 

first-order Taylor approximation at the last iterate 

solution of i0x


, js  is the vector of slack varia-

bles for i
~c . ciw  and Fiw are weights for the con-

sistency and slack variable penalties, respectively. 

 

3 Enhanced Collaborative Optimization 

with Alternating Direction Method of Multi-

pliers   

ADMM [3] is a general optimization algorithm 

that blends dual decomposition and the method of 

multipliers. ADMM is developed for solving the 

optimization problem. 

   

,

,gf
,

czx

zx
zx





BAs.t.

min
   (5) 

where, n
Rx  and m

Rz  are variables, and 
npRA , mpRB  and p

Rc  are parame-

ters. The augmented Lagrangian for Eq..(5) is de-

fined as 
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(6) 

where 0  is a step size parameter. ADMM 

solves Eq. (5) via iterations of 
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 (7) 

The substantial similarity between ECO and 

ADMM makes it possible to develop a new method 

based on ECO which systematically brings in the 

Lagrangian multipliers used by ADMM. We devel-

op our new method called ECO-ADMM. 

ECO-ADMM has the same bilevel structure of ECO, 

but modifies all subproblem formulations to sys-

tematically use Lagrangian multipliers in a similar 

way as ADMM. The system-level subproblem Eq. 

(2) is modified as 

,J
N

i i

i
i




1

2

2

0
0

00
0

min x
λ

x
x 


 (8) 

whose solution is 

 ,
N

N

i i

i
i

















1

0
00

1



λ
xx


 

where i0λ  is the set of Lagrangian multipliers cor-

responding to i0x


, and i  is a user-defined pen-

alty parameter comparable to ciw  in the original 

ECO. Eq. (4) is changed to 
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(9) 

Compared with ECO iteration procedure, 

ECO-ADMM adds a stage for updating Lagrangian 

multipliers i0λ  by the formula 

 .iiii xxλλ  0
old
0

new
0


   (10) 

 

Table1 Performance comparison of number of sys-

tem iterations between ECO-ADMM and ECO. 

,wci  ECO ECO-ADMM 

0.1 8 4 

1.0 12 5 

10.0 174 32 

 

In addition to being used for the local subproblem, 

the new i0λ  values are also to be passed to the 

system-level solver in the next iteration.  

 

4  Analytical Case Study 

The case study is an analytic one with two disci-

plines used to demonstrate the advantage of ECO 

over CO [1]. We set the initial design z = [1.0, 0.0, 

5.0] and solve three cases with different penalty pa-

rameters ( ,wci ). For all the cases, same global 

optimum is found. Table 1 shows performance 

comparison of number of system iterations between 

ECO-ADMM and ECO. ECO-ADMM converges 

much faster to the global optimum than ECO. 

 

5  Conclusion 

In this paper, we develop a new multidisciplinary 

design optimization(MDO) method by integrating 

alternating direction method of multipliers 

(ADMM) into the enhanced collaborative optimiza-

tion (ECO). Test case shows that ECO-ADMM is 

expected to comprehensively outperform ECO in 

solving MDO problem. 
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1 概要

Chaos理論の研究ではパワー一定 Chaos拡
散符号の１種であるAlmost Periodic Function

Codes を用いた拡散符号を周波数軸に移した
APFA の通信分野への適用の研究を進めてい
る。 本研究では概周期性を持つ APFA 通信
方式として、相互検証するもので、同期系で
はOFDM通信方式、ランダム雑音のAWGN、
Chaos符号として n次元可解 Chaosと各々の
分野の評価を横並びで相対検証する。

2 APFAシステムと評価対象信号の選択

2.1 概周期系信号方式

H.Bohrによって 1924年に導入された概周期
関数は近年、通信への適用が提案され、無理数
の整数倍の小数部は (0,1)に一様分布するワイ
ル (Weyl)の「一様分布定理」(equidistribution
theorem)に基づいている。素数は無数にある
ことから、概周期関数は無数に生成が可能であ
る。図 1は正規化周波数０～１にM 波を周期
的に配置した周波数をターゲットとして、概周
波数を配列したAPFA配置図を図１に示す。　
各々サブキャリアは正規分布を持った周波数偏
移幅を有し、周波数偏移が無理数から成る。

. . .

∆f

2
∆f ∆f

∆f

2
∆f∆f

f1 f2 f3 fM−2fM−1 fM

0 1

図 1: 周波数偏移分布を持った APFA の周波数配
置 (周波数範囲 0 < σ < 1)

2.2 周期系信号方式

現在通信で使われている変調、多重、通信
方式は同期系信号方式が多く採用されている。
APFAは周波数多重方式の一種なので、周期系
信号方式としてOFDM方式と比較検証した。

2.3 非周期系信号（干渉性雑音）

(1) AWGN

通信通信では複数の個所でガウス (Gaussian)

雑音が加算され、受信系で S/Nとか BER(Bit

Error Rate)を評価する上でガウス雑音の加法
性は重要な要素である。　 AWGNは、 1⃝ 加
算性 (additive) 、 2⃝ 白色 (White)、 3⃝ ガウス
(Gaussian) と定義されている。
(2) Inpulse noise Inpulse noise は一般的に
は外来雑音と捉えられていて、通常は各種レー
ダ波、現代は電子レンジからの妨害が報告さ
れている。Inpulse noiseは単位サンプル信号
(unit-sample sequence)δ(n)として表される。

１

. . .

∆f

2
∆f ∆f

∆f

2
∆f∆f

f1 f2 f3 fM−2fM−1 fM

0 1

図 2: OFDM周波数配置 (周波数範囲 0 ≤ σ < 1)

2.4 Chaos signal

通信を目的としたカオス符号の研究はパワー
一定カオス拡散符号があげられる。パワー一定
カオス拡散符号の代表的な符号として、時間軸
上の時間長の制限が少ない n次元可解カオス符
号を今回の相対比較研究の対象とした。

3 通信方式間の相対比較

(1) ＡＷＧN雑音との確率分布特性とエント
ロピー
各サブキャリアーの総合信号の複素空間での
Normの確率密度分布をエントリピー（NGDE:

Normalization Gaussian distribution entropy)

により評価する。NGDE(Ent(γ))は以下で示
される。

Ent(γ) =

Pmax∑
p=0

−pro (γp) log2 (pro (γp))

log2 M
(1)

ここで、M :サンプリング総数、γp:サンプリン
グ点のNorm、
AWGN,OFDM,APFA の標準偏差とエント
ロピーを表１、確率密度分布を図３に各々示す。

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

77



(2) 正規化位相同期エントロピー
APFA方式はサブキャリアの周波数偏移の標
準偏差 (σ)でサブキャリアの位相分布が変わっ
てくる。正規化位相エントロピ-の定義を式３
に、シミュレーション結果を図４，５に示す。
(3) カオス符号との相対比較
カオス性の研究では時系列データから決定論
的法則を抽出する手法に、基準面を通過する
間隔の推移を解析するRM(Return map)があ
る。相対検証するためにRM平面上の確率密
度分布エントロピー（式２参照）法を用いた。

表 1: AWGN,OFDM,APFAの標準偏差とエントロ
ピー

項目 標準偏差
Norm

Entropy
Phase

Entropy
AWGN 0.9999 0.86 0.9977
OFDM 0.9998 0.872 0.9985

APFA(σ = 0.15) 0.9998 0.8707 0.9965
APFA(σ = 0.08) 0.9996 0.8717 0.9976
APFA(σ = 0.008) 0.9998 0.8733 0.9983

　

図 3: AWGN,OFDM,APFAの確率密度分布

Ent(θ) =

Pmax∑
p=0

−pro (θp) log2 (pro (θp))

log2 M
(2)

ここで、M :サンプリング総数、θp :サンプリン
グ点位相、

図 4: 正規化位相同期エントロピー

図 5: OFDMと APFAの時間軸上の合成信号

図 6: Return Map(RM)のエントロピー

4 まとめ

フレ－ム同期ごとの正規化位相同期エントロ
ピーによりサブキャリアの位相分布を検証し、
APFA方式はAGWNとOFDMの中間にあり
標準偏差 σによってかわる。正規化位相同期
エントロピーは常に変動して、収束は見られ
ない。また、RMエントロピーではAPFA方
式はOFDMに近い分布を示している。
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2016年台湾地震の電離層における先行現象

後藤振一郎 1, 打田凌馬 1, 五十嵐喜良 1, Chen Chia-Hung3, 梅野健 1

1京都大学情報学研究科数理工学専攻，2成功大学

1 概要

規模が大きな地震に関して、地震前に電離層
で何らかの意味で異常が起こることが知られて
いる。しかし、そのメカニズムや異常が発生す
るかどうかのマグニチュードしきい値に関して
解明すべき課題は多い。一般的な議論は難しい
ので、まずはどのような条件や手法でこの種の
先行現象が観測されるか、様々な解析例を集め
ることが上述の課題を解決する手がかりになる
であろう。一方 2016年 2月 5日に台湾南部で
モーメントマグニチュード 6.4 の内陸地震が発
生した。この地震の先行現象として電離層での
異常現象を Iwata-Umeno の方法で捉えること
ができたので、報告する。

2 導入

電離層は地球上空にあるイオン化した媒質
で、無線通信に影響を及ぼす。この電離層は太
陽フレアや、地球の大規模な火山噴火、磁気嵐
等により撹乱を受ける。それらの撹乱は電離層
の総電子数 (Total Electron Content, TEC)の
時間変動により観測される。ここで、TEC の
時間変動は米国のGPSを含む全球測位衛星シ
ステムに於ける人工衛星から発する電波を受信
する地上の観測局によって評価される。TEC

の時間変動の異常を抽出する様々な手法が提案
されているが、その一つが地理的に近い複数の
観測局のTEC データを用いることにより、異
常検出の精度を高めた Iwata-Umenoの方法 [1]

である。Iwata-Umeno の方法を含むこれまで
の研究によれば、巨大地震の 1 時間程度前に
TECの時間変動が異常を示すことが報告され
ている。しかし、その異常現象がどの程度の地
震で生じるかや、地域性等、まだまだ解決すべ
き課題は多いのが現状である。
以上を踏まえ本研究は、2016年台湾地震の

電離層における先行現象を Iwata-Umeno の
方法で解析し、その結果、40分程度前にTEC

の時間変動に異常が現れることを示す [2]。
なお、本研究で用いる人工衛星システムは

GPS である。また、台湾は日本などと同様に、
地震が頻発する地域に属し、また台湾におけ
る地上のGPS観測局の密度は日本以上に高い。

従って、台湾は GPSを用いた電離層における地
震の先行現象を研究するのに適している。2016
年 2月 5日に台湾南部で内陸型の地震 (Mw6.4)

が発生した。

3 Iwata-Umeno の方法

本稿では観測局 jでの TEC時系列とは

(t 1, E 1), . . . , (tN , EN ), E k = E(t k), (1)

のような時刻 t k とその時刻での実際に観測さ
れた TEC値 E k が並んだものとして定め、こ
れを D j(t 1; tN )と書く。また、以下では全て
の kに対し、∆ := t k+1− t k = 30[sec]の 30秒
間隔の時系列データを扱う。
以下が Iwata-Umeno で用いられた TEC時

系列異常検知の方法である [1]。

1) 時間の次元を持つパラメーター t sample, t test
を設定する。本稿では t sample = 2[hour],

t test = 0.25[hour]とする。また、解析に
用いる観測局の数をM + 1個と書く時、
このM を指定する。これらはTEC時系
列から時系列の異常を検出する際のパラ
メーターとなる。

2) 中心となるGPS観測局 1つを決める。こ
の観測局を iとラベル付けする。観測局 i

は、震源に近いものを選んだり、人工衛
星と観測局 iを結ぶ直線と電子密度が高
い電離層の交点の地上への射影 (SIP)が
震源に近くなるように選ぶ。

3) TEC時系列D i
sample := D i(t; t+t sample)

に対し、多項式フィッテイング曲線を最小
二乗法で構成し、F i

sample(t)と表す。以
後、F i

sampleの定義域を拡張してF iと書
くと、F i(t), t ∈ (t+t sample, t+t sample+test)

なる、異常が無い場合の予測 TEC値を
見積もることができる。

4) TEC時系列D i
test := D i(t+ t sample; t+

t sample+ t test)でのデータを (t k, E k(t k))

と書く。そして、観測局 iでのTEC異常
値時系列を定義するために、x i

k = E i(t k)−
F i(t k)とおき、

(t k, x
i
k), (t k+1, x

i
k+1), . . .
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からなる時系列をX i(t+t sample; t+t sample+

t test) と書く。
5) 観測局 i周辺のM局で上の手続きに従い、

X j(t+ t sample; t+ t sample + t test) (但し
j = 1, . . . ,M)をM 個計算する。

6) 観測局 iを中心とした相関

C i(T (t)) =
1

MN

M∑
j=1

N−1∑
k=0

x i
t(k)x

j
t(k),

を計算する。ここで t(k) = t+ t sample +

k∆, T (t) = t+ tsample+ t test, N はD i
test

内にあるデータ点数 ( (N −1)∆ = t test).

4 データと相関解析

図 1に観測局 gaisとwanc相関時系列を表す
(M = 2)。なお、これらの観測局や震源の地理
的な位置や TEC時系列は付録の図 2にある。
地震の無い日の時系列は [2]を参考のこと。

18 19 20 21 22

0
50

10
0

15
0

2016/36, sat:17

max C(t) = 123,    min C(t)=−1
Time(UT)

C
or

re
la
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図 1. 地震当日の GPS17による TEC相関時系列. 縦線
は地震発生時刻, 縦線は地震発生時刻 (世界時,UT).

5 議論とまとめ

図 1から地震発生時刻 40分程度前に相関値
が大きくなる現象を捉えることができた。電離
層の撹乱は導入でも述べた通り、様々な原因が
ある。従って観測されたTEC異常が地震によ
るものかについては、慎重に議論する必要があ
る。中規模伝搬性電離圏撹乱 (MSTID)と呼ば
れる地震撹乱がこの台湾地震発生当時、日本上
空で生じていたかを調べた結果、MSTIDは生
じていなかった。また、地磁気指数である Kp

指数とDst指数を地震発生時とそれ以前につい
て調べたが、地磁気の活動は静かであった [2]。
物理的機構として、なぜこのような地震前兆

現象が観測されるかについて、近年様々な報告

が発表されている (例 : LAI 結合モデル)。し
かし、現状では今後の研究の進展が望まれてい
るのが実情である。
この規模の地震でもTECによる地震前兆現

象が確認できたことは特筆に値するであろう。
その物理的機構の解明や、今後の研究による更
なる詳細が判明することを期待したい。

付録 (観測局の配置とTEC時系列)
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図 2. (a) 地震当日の GPS17 による SIP の軌跡 [ 青 :
gais (地震前), 赤 : gais (地震後),灰: wanc ] 及び震源 :
x . (b) TEC の時間変化 [ 黒 : gais, 灰 : wanc, 但しグ
ラフの重なり防ぐためwancでのTEC値をシフトしてあ
る]. 縦線は地震発生時刻を表し, 1TECU=1016[1/m2].
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Arnoldの猫写像のカオス真軌道の生成と乱数性の解析 
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1  まえがき 
 代表的なカオス写像の 1つとして Arnold の

猫写像が知られており, 擬似乱数生成器に応

用されている. Arnold の猫写像について有限

精度の数値計算によって生成された軌道と無

限精度の計算のもとでの真の軌道との同等性

は自明でない．本研究では代数的整数を用いて

生成した無限精度のカオス真軌道[1][2]の乱数性

と有限精度の計算で生成した軌道の乱数性の

比較を行う．更に，Arnold の猫写像で生成され

る時間方向に相関を持つ 2値系列に XOR 演算

を適用することで乱数性が良好な2値系列が得

られることを数値実験で示す． 

 
2  Arnoldの猫写像 
 Arnold の猫写像は，代表的な2次元のカオス

写像であり式(2.1)で表される．本研究では，パ

ラメータα = 𝛽 = 1とする． 

[
𝑋𝑛+1
𝑌𝑛+1

] = [
1 α
𝛽 α𝛽 + 1

] [
𝑋𝑛
𝑌𝑛
]𝑚𝑜𝑑1 (2.1) 

 
3  カオス真軌道の計算 
カオス真軌道の計算では，代数的整数を用い

て整数演算のみによる誤差の無い無限精度の

計算を行う[1]．本研究では𝑚次の代数的整数γを

用いて𝑋𝑛，𝑌𝑛を 

(
𝑋𝑛
𝑌𝑛
) = (

𝑎0,𝑛 + 𝛾𝑎1,𝑛 + ⋯+ 𝛾
𝑚−1𝑎𝑚−1,𝑛

𝑏0,𝑛 + 𝛾𝑏1,𝑛 + ⋯+ 𝛾
𝑚−1𝑏𝑚−1,𝑛

) (3.1) 

と表す．ここで,係数 𝑎𝑖,𝑛 , 𝑏𝑖,𝑛(𝑖 = 0, ⋯ , 𝑚 − 1)は, 

整数であり, 𝑚は 3 以上の奇数, γ以外の共役

解は全て虚数とする. 式(2.1)の写像後の

 𝑋𝑛+1，𝑌𝑛+1の整数係数は次式で与えられる． 

(

𝑎0,𝑛+1
𝑎1,𝑛+1
⋮

𝑎𝑚−1,𝑛+1

) =

(

 

𝑎0,𝑛 + 𝑏0,𝑛 − 𝛿(𝑋𝑛 + 𝑌𝑛)

𝑎1,𝑛 + 𝑏1,𝑛
⋮

𝑎𝑚−1,𝑛 + 𝑏𝑚−1,𝑛 )

  (3.2) 

(

𝑏0,𝑛+1
𝑏1,𝑛+1
⋮

𝑏𝑚−1,𝑛+1

) =

(

 

𝑎0,𝑛 + 2𝑏0,𝑛 − 𝛿(𝑋𝑛 + 2𝑌𝑛)

𝑎1,𝑛 + 2𝑏1,𝑛
⋮

𝑎𝑚−1,𝑛 + 2𝑏𝑚−1,𝑛 )

  (3.3) 

ここで，𝛿(𝑠)は𝑠が含まれる区間を判別する関

数であり， 

𝛿(𝑠) = 𝑙 ∈ 𝑍 if 𝑠 ∈ [𝑙, 𝑙 + 1) (3.4) 

と定義される．𝑠を解とする𝑚次方程式𝑓𝑠(𝑥) =

0を構成し，𝑓𝑠(𝑙) = 0または𝑓𝑠(𝑙) ∙ 𝑓𝑠(𝑙 + 1) <

0のとき𝑠 ∈ [𝑙, 𝑙 + 1)と判別できる． 

Arnold の猫写像において，パラメータα =

𝛽 = 1の場合，𝑋𝑛+1については[0,1)，[1,2)の

範囲，𝑌𝑛+1については，[0,1)，[1,2)，[2,3)の

範囲の判定を行うことでmod演算を実現する. 

 

4 数値実験 
4.1 数値実験 1 
 本実験では𝑚 = 3 の場合において有限精度

の計算による軌道とカオス真軌道との比較を

行った(図1)．ここで，初期値を (X0, Y0) =

(√2
3
− 1, √22

3
− 1)として，単精度，倍精度によ

る有限精度の計算, および，カオス真軌道につ

いて 50ステップの軌道を計算している．図 1よ

り, 単精度の場合は 16ステップ, 倍精度の場

合は 34 ステップでカオス真軌道から逸脱する

ことがわかる． 

 

図 1 有限精度の計算による軌道とカオス真

軌道との比較 
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4.2 数値実験 2  
 本実験では, Arnold の猫写像のカオス真軌

道から生成した 2値系列について乱数検定

NIST SP800-22 で乱数性を評価し，有限精度

の計算で生成した軌道による 2値系列との比

較を行う．ここで， 𝑋𝑛 < 0.5のとき 0，𝑋𝑛 ≥ 

0.5のとき 1として, 2値系列を生成した．カオ

ス真軌道の計算では，𝑚 = 3，𝛾 = √𝑝
3 とした．

ここで，𝑝は，素数とし, 1000個の素数を用い

て106ビットの 2値系列を 1000 系列生成した． 

 単精度，倍精度の有限精度の計算，および，

カオス真軌道の計算によって生成した2値系列

の乱数性を評価した結果を表 1 に示す．ここ

で,NIST による対応が不十分とされている検定

と対象系列が異なるため比較ができない検定

を除いた9種類の検定項目について, 第一段階

の検定の合格回数を示している． 

結果として, 倍精度の計算による2値系列と

カオス真軌道による2値系列の評価結果は, ほ

ぼ同等であることがわかる. また, 検定番号 7, 

11, 12 の検定項目では, 合格率による第二段

階の判定で不合格となった. これは, 𝑋𝑛を 0.5

で分割して得られる2値系列は時間方向に相関

を有しているためと考えられる. 

 

表 1 生成した 2値系列の乱数性評価 

(第一段階の検定) 

 

表 2 XOR演算を適用して生成した2値系列の乱

数性評価 (第二段階の判定) 

 
 

4.3 数値実験 3 
乱数性が劣る 2値系列に対して XOR 演算を

適用することで乱数性が向上することが知ら

れている[3]. 本実験では, カオス真軌道の計算

から生成した 2値系列に XOR 演算を適用して

生成した2値系列の乱数性を評価する. 本研究

では,元となる2値系列の𝑖番目と𝑖 + 𝑘番目のビ

ットについて XOR 演算を適用して新たな 2値

系列を生成している. 

乱数性の評価結果を表 2 に示す．ここで, 

NIST による第二段階の合格率の判定での合格

回数を示している. 結果として𝑘 = 8の場合に

すべての検定項目について合格しており, 乱

数性が良好な 2値系列が得られている.  

 

5  むすび 
 本研究では，Arnoldの猫写像のカオス真軌道

を計算し，生成した 2値系列について乱数検定

を行うことで乱数性を解析した．結果として, 

倍精度の計算によって得られる2値系列とカオ

ス真軌道から得られる2値系列の乱数性の評価

結果は, ほぼ同等であることを示した. また, 

Arnold の猫写像のカオス真軌道によって生成

した 2値系列について, XOR 演算を適用する

ことで乱数性が良好な2値系列を生成できるこ

とを示した．本研究では𝑋軸のみを分割して 2

値系列を生成しているが, マルコフ分割など

他の分割方法の検討は今後の課題である. 

謝辞  本研究は, JSPS科研費 15K00342および

17K00355 の助成を受けて実施された. 本研究

における数値計算の一部は, 九州大学情報基

盤センター研究用計算機システムを使用して

計算された.  
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検定
番号

検定
項目数

カオス
真軌道

k=1 k=2 k=5 k=8 k=10

1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 0 1 1 1

3 1 1 1 0 1 1 1

5 1 1 1 0 1 1 1

7 148 18 19 33 148 148 148

10 1 1 1 1 1 1 1

11 2 1 0 1 2 2 2

12 1 0 0 0 1 1 1

13 2 2 0 2 2 2 2

検定
番号

検定名称
第一段階
検定回数

単精度 倍精度
カオス
真軌道

1 Frequency Test 1,000 991 991 983

2 BlockFrequency Test 1,000 968 989 985

3 Runs Test 1,000 985 986 986

5 Rank Test 1,000 988 991 989

7 NonOverlappingTemlate Test 148,000 74,229 75,054 74,903

10 LinearComplexity Test 1,000 990 992 986

11 Serial Test 2,000 863 979 988

12 ApproximateEntropy Test 1,000 0 0 0

13 CumulativeSums Test 2,000 1,976 1,980 1,972
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力学系の混合性の電磁気学への応用
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1 概要

直交関数系のLebesugueスペクトルとして性
質がよく知られているのは Chebyshev多項式
程度であったが、今回の研究発表会では、Leg-

endre多項式の系列が混合性を持つことを証明
する。
Legendre多項式の性質を理解することは、電
磁気学など物理学で登場する微分方程式の解
として頻繁に登場するので重要である。今回は
Legendre多項式が登場する一例として、電磁
気学において行われる多重極展開について考察
しようと思う。

2 用語説明

(混合性 [1],[2])

測度 µを付与された測度空間M と、M をM

に、測度 µを保存するように移す点変換 ϕの作
る 1パラメータ群 ϕ の組み合わせを抽象力学
系 (M,µ, ϕ)という。また、この抽象力学系の
任意の部分集合A,Bに対して、

lim
i→∞

µ(ϕ−iA ∩B) = µ(A)µ(B)

が成り立つとき、混合性を持つという。M 上
の任意の 2乗可積分関数 f に対し、

Uf(x) = f(ϕ(x))

とするとき、U を、ϕによって誘導された作用
素という。また、抽象力学系が混合性を持つこ
とと、M 上の任意の 2乗可積分関数 f, gに対
し limi→∞(U if, g) = (f, 1)(1, g)が成り立つこ
とは同値であることが知られている。
(Legendre多項式 [3])

(1− 2zω + ω2)−1/2 =
∞∑
n=0

Pn(z)ω
n

となるときの Pn(z)を Legendreの多項式とい
う。また、以下の性質が知られている。

Pn(z) =
1

π

∫ π

0
(z +

√
z2 − 1 cosϕ)ndϕ

∫ 1

−1
Pm(z)Pn(z)dz = 0(m ̸= n)(∗)∫ 1

−1
(Pn(z))

2dz =
2

2n+ 1

(多重極展開 [4])

電磁気学において、有界な領域内に電荷の分布
Ωが与えられたときの、十分遠方でのクーロン
ポテンシャルを計算するのに用いられる手法で
ある。具体的には、電荷の分布を ρ(r′)とした
ときに、位置 r のクーロンポテンシャル ϕ(r)

が

ϕ(r) =
1

4πϵ0

∫
Ω

ϕ(r′)

|r − r′|
dr′

と書けるので、cos θ = (r,r′)
|r||r′| , r

′ = |r′|, r = |r|
とおくと、

1

|r − r′|
=

1

r

∞∑
i=0

Pi(cos θ)

(
r′

r

)i

となる。このようにクーロンポテンシャルを r′

r

のべき乗で展開することで、十分遠方でのポテ
ンシャルの性質を調べる手法を多重極展開とい
う。
また、これに伴い 2m 重極テンソル (この数式
は参考文献 [3]も基に作成した)

Qi1i2...im =
1

4πϵ0rn+1

∫
Ω
dr′fi1i2...im(r, r

′)

fi1i2...im(r, r
′) =

[m/2]∑
k=0

(−1)k(2m− 2k)!

k!(m− k)!(m− 2k)!2k

× r′2kr′i1 ..r
′
im−2k

× δim−2k+1,im−2k+2
..δim−1,im

を用いることで、（実際の 2m 重極モーメン
トは、これの定数倍により記述される。）クー
ロンポテンシャルの 2m重極モーメントは

Qi1i2...imni1ni2 ...nim

の定数倍になる。(ここで、上記の数式にはEin-

steinの和の規約が用いられ、さらに ni =
(r)i
r )
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3 研究成果

定理 1 Legendre多項式を正規化した系列

P ′
n(z) = {

√
(2n+ 1)/2Pn(z)}n=1,2...

は混合性を持つ。ただし、抽象力学系 (M,µ, ϕ)

において、M = (−1, 1), µ(dx) = dx
2 とする。

また、写像 ϕは、写像

ψ : P ′
n(z) 7→ (z +

√
z2 − 1 cosϕ)n

ζ : (z+
√
z2 − 1 cosϕ)n 7→ (z+

√
z2 − 1 cosϕ)n+1

としたとき、ϕ = ψ ◦ ζ ◦ ψ−1と定義される。

証明 (2018)([5],[6]を参考にした。)

U を以下のような性質を満たす、抽象力学系
(M,µ, ϕ)における、ϕによって誘導された演算
子とする。

UP ′
n = P ′

n+1(n = 1, 2, ...), UP ′
0 = P ′

0

この演算子は、式 (*)から Legendre多項式と
(z +

√
z2 − 1 cosϕ)n の多項式が一対一対応す

ることを利用すれば作ることができる。
2乗可積分関数 f(x) =

∑∞
i=0 aiP

′
i (x), g(x) =∑∞

i=0 biP
′
i (x) に対し、

(Tn(f), g) = a0b0 + (

∞∑
i=1

aiP
′
i+n,

∞∑
i=1

biP
′
i )

= a0b0 +

∞∑
i=1

aibi+n

= a0b0 + (♠)

ここで、コーシー・シュワルツの不等式を用い
ると、

|(♠)| ≤

√√√√ ∞∑
i=1

a2i

√√√√ ∞∑
i=1

b2i+n

さらに、gは 2乗可積分関数なので、

lim
n→∞

∞∑
i=1

b2i+n = 0

よって、
√∑∞

i=1 a
2
i は、f が 2乗可積分関数な

ので有限の値になることを考慮すると、

lim
n→∞

|(♠)| = 0

となり、混合性が示された。(終)

また、ほかの古典直交関数系においても同様に
混合性を示すことができる。
(応用例)

電磁気学の多重極展開において、原点に点電荷
qがある時、これは 2i(i = 1, 2, ...)重極テンソ
ルは 0になる。このことを利用して、以下のよ
うな電荷分布 ρn(r)を考える。(dは正の実数
で、距離の次元を持つ)

ρ0 = qδ(r)

ρn+1 = ρn(r − d

2
ex)− ρn(r +

d

2
ex)

を考えると、ρn(r)は、点電荷が n個あり、x

軸上に間隔 dで等間隔に、右から k番目の電荷
が (−1)knCkqとなる電荷分布を表す。しかも、
電荷分布 ρn(r)は、その作り方から第 2i(i ̸= n)

重極モーメントが 0で、第 2n重極モーメント
が非 0になる。このことからすると、Legendre

多項式は、実は 1次元ランダムウォークと何ら
かの関係性があり、電磁気学,あるいはより一
般的にLaplace方程式の解に関して興味深い事
実がわかるのではないかと推測する。

謝辞 初の学会発表であった筆者である杉本に
学会についてご教示された筆者の研究室の後藤
振一郎博士、津田宏史氏に感謝する。
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倒立バネ振り子モデルによるヒトの歩行・走行・転倒の分岐

森田英俊，青井伸也，土屋和雄，國府寛司
京都大学
e-mail : hmorita@math.kyoto-u.ac.jp

1 背景

ヒトはゆっくりと進むときは歩き，速く進む
ときは走る．そしてその中間の速さでは歩く場
合と走る場合の両方がありえることが，実験に
より示されている [1]．力学系の観点からは，こ
の結果は歩行のアトラクターと走行のアトラク
ターとの共存を伴う分岐と捉えられよう．
二足による歩行と走行にあたる挙動を示す

比較的簡単なモデルとして，質点が（脚を模し
た）最大二本のバネに支えられた倒立バネ振り
子 (Spring Loaded Inverted Pendulum; SLIP)

モデルがある [2] （走行だけについては最大一
本のものがある [3, 4]）．これは足の接地状況に
応じてバネの本数が変化してダイナミクスが切
り換わる，ハイブリッド力学系である．歩行に
あたる安定周期軌道と走行にあたる安定周期軌
道が得られる．これらは，全エネルギーを除い
て，モデルのパラメーターが同じ値で共存し得
るのだが，各々のベイシンの間には転倒を示す
領域が横たわっている．そのため，いわゆる従
来のヒステリシス——二つの安定周期軌道の枝
の間に不安定周期軌道の枝が存在し，それらが
S字に繋がれる——とは異なる，アトラクター
の共存を伴う分岐の構造があると考えられる．
本研究の目的はこの構造を探ることである．

ただし，上記のモデルは比較的簡単であるとは
いえ，力学系として解析するにはまだ自由度が
大きい．そこで我々は，さらに単純化したモデ
ルからこの分岐の解析を進めてゆく．前回 [5]

我々は，Hopf分岐の標準形と鉛直方向の放物
運動とのハイブリッド力学系モデルにおいて，
S字のものとは異なる，新しい共存を伴う分岐
を発見し，その解析を行った．また，このモデ
ルに類似したニュートン力学に従う物理系とし
て，鉛直方向の倒立バネ質点モデルにおいても，
同様の構造が見られることが分かった．今回は，
これをより歩行・走行および転倒に対応させる
べく，この物理系を鉛直方向だけでなく水平方
向を含む二次元に拡張した，最大一本の SLIP

モデルを考察する．

2 モデル

水平方向に x軸を，鉛直上向きに y 軸をと
る．ヒトの質量中心にあたる質量mの質点は
xy平面内を動くものとする．脚にあたるバネ
の支点（足にあたる）が接地しているときの力
学系（(I) STANCE）と接地していないときの
力学系（(II) FLIGHT）の二つが，ある条件で
切り換わるハイブリッド力学系である（図 1）．

(I) (II)
図 1. モデルの概念図．左が (I) STANCE，右が (II)
FLIGHT．

(I) バネの支点を固定しOとする．質点の位置
を O を原点とした極座標 (r, θ) で表す．脚の
長さにあたる r は，バネの力と重力を受けて
ニュートンの運動方程式に従って変化する．た
だし θは一定の角速度−Ωで変化するよう制御
される．発展方程式は，

mr̈ = −k(r − l0)− 2mγṙ + I(t, r)

+mrΩ2 −mg sin θ (1a)

θ̇ = −Ω (1b)

第 1式の右辺第 1項はバネの弾性力，第 2項は
バネの減衰力，第 4項は遠心力，第 5項は重力
の動径成分である．第 3項は踏み込みにあたる
撃力で，rが極小のときに与えられ，大きさは
その極小値に依存する：

I(t, r) = mV (r)δ(t− tbottom) (2)

ここで，V (r)として特に次の形を考える：

V (r) = −a tanh

(
r − r0

λ

)
, r0 =

l0 − 1

1− Ω2
(3)

ただし，r0はΩ = 0の場合の弾性力と重力の釣
り合いの位置，すなわち (r, ṙ, θ) = (r0, 0, π/2)

がその場合の (1)式の平衡点である．
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(II) 質点は重力のみを受けて放物運動する：
mÿ = −mg

(I)から (II)への切り換え（離地）条件は，θ

がある角度 βに達する前に（後述），バネの力
−k(r − l0)− 2mγṙが正から 0になるときであ
る．(II)から (I)への切り換え（接地）条件は，
y が上から l0 sinαになったときである；ただ
し αは接地時の θ である（接地角）．この二
つの切り換えが交互に繰り返されることが走行
（RUN）にあたる．ただし，接地条件が実現す
るためには，放物運動の頂点が l0 sinαより大
きい必要があることに注意する．この条件が満
たされない場合，(II)のまま質点は落下し続け
る；これは転倒（FALL）にあたる．
一方，(I)で (II)への切り替え条件が満たさ

れないまま θがある角度 βに達したときは，原
点 Oが質点の前方に移動する．これは接地し
た脚が左から右（あるいは逆）へと変化したこ
とにあたる．この原点の移動が繰り返されるこ
とが歩行（WALK）にあたる．このようにして
一本の SLIPで二足歩行をモデル化する．

3 結果

(I)と (II)との切り換えを交互に繰り返す極
限周期軌道，および (I)でバネの支点の移動を
繰り返す極限周期軌道が得られた．すなわち，
このモデルにおいて，それぞれ走行と歩行によ
り実際に前方に進むことに成功した．
これらの分岐を見ると，例えば撃力のプロ

ファイルを司るパラメーター λを変えると，歩
行のみから，歩行と走行との共存，そして走行
のみへと分岐する（図 2）．また，この歩行の
ベイシンと走行のベイシンとの間には，転倒領
域が存在する（図 3）．これは前回までに鉛直
方向一次元のモデルで示した，（二つのアトラク
ターを S字に繋いだものとは異なる）新しい分
岐と同様なものになっている．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP15KT0015の
助成を受けたものである．
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1 はじめに
大気循環の予測や化学物質の効率的な攪拌技
術の確立等の観点から，流体輸送のメカニズム
を解明することは極めて重要な課題となってい
る．本研究では，摂動のあるレイリー・ベナー
ル対流の近可積分モデルを用いて，相空間と対
流のパラメータに関する大域的構造を解明する
ことを目的として，力学系の理論に基づいてラ
グランジュ的な視点から流体輸送の解析を行う．

2 摂動を受けるレイリー・ベナール対流

図 1. レイリー・ベナール対流の流線とセル

2次元の定常なレイリー・ベナール対流では，
回転の向きが交互に異なるセルが並ぶ．いまセ
ル境界付近で流体を混合させるために，以下の
流れ関数ψを用いて，図 1に示すように，定常
な流速ベクトル場に周期的な摂動を与える [1]．

ψ(x, z, t) =
A

k
sin(πz) sin

[
k

{
x+ ε cos

(2πt
T

)}]

T と εは摂動の周期と振幅である．xと z軸方
向の流速は u = −∂ψ/∂z，w = ∂ψ/∂xで与え
られ，このモデルは流れ関数ψをハミルトニア
ンとする近可積分系となっている．

3 カオス領域の流体輸送
周期 T ごとにポアンカレ断面を xz 平面に

とって，その時に 1つのセルに現れるポアンカ
レ写像の様子を図 2に示す．但し，パラメータ
を A = π, k = π, T = 1/π, ε = 0.1 とする．
流体粒子がカオス的に運動して，不規則に点が
分布する領域をカオス領域と呼び，流体粒子が
準周期的に運動して，KAM曲線上に点が分布
する領域を規則領域と呼ぶ．また，積分時間を

Tintとし，位置 x，時刻 t = t0における有限時
間リアプノフ指数 (FTLE)の場 σTint

t0 (x)は次式
で定義される [2]．但し，写像 φtt0 : R2 → R2;

x(t0) #−→ x(t)は系のフローを表す．

σTint
t0 (x) =

1

|Tint|
ln

∥∥∥∥∥
dφt0+Tint

t0 (x)

dx

∥∥∥∥∥
2

図 3と図 4にFTLE場を示す．ここで，非自立
系における安定・不安定多様体に対応するラグ
ランジュ・コヒーレント構造 (LCS)は，FTLE

場のリッジとして定義される [2]．よって図中
の赤い曲線が LCSである．図 2から図 4より，
積分時間 Tint が増加するとともに，LCSがカ
オス領域全体に広がることが確認できる．ここ
に，カオス的な流体輸送のメカニズムはローブ
ダイナミクスに従うことが知られている [1]．

図 2. ポアンカレ写像
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図 3. FTLE場 (Tint = 5T )

図 4. FTLE場 (Tint = 100T )と周期点 (白点)
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4 規則領域の流体輸送

図 5. 周期軌道 図 6. ポアンカレ写像

KAMトーラスの中心上に位置する流体粒子
の軌道の様子をポアンカレ写像とともに図 5に
示す．次に，流体粒子に応じて色分けしたポ
アンカレ写像を図 6に示す．図 5と図 6より，
KAMトーラスの中心上の流体粒子はセル内を
周期的に運動することが確認できる．また，そ
の周りの規則領域は周期T ごとに，隣の規則領
域が存在した場所に次々と移動すると考えられ
る．さらに詳しい調査により，規則領域は混合
率の低い渦として運動することがわかった．ま
た，図 4の FTLE場における白点は周期点を
意味する．これと図 2より，規則領域が FTLE

の低い領域として現れ，KAMトーラスの中心
に周期点が存在することが確認できる．

5 周期軌道の εパラメータ分岐

運動周期

T

2T

3T

4T

5T

6T

7T

8T

9T

10T

図 7. 周期点の座標 (A = π, k = π, T = 1/π)

図 7に，縦軸に摂動の振幅 εを，横軸に周期
点の座標を取ったときの周期解の分岐を示す．
点の色は運動周期を表す．さらに図 8に，運動
周期が 9T となる周期解の分岐を示す．点の色
は，元の位置に戻るまでに点 (0.5, 0.5)の周り
を回る数を示す．図 5と図 6から，点 (0.5, 0.5)

付近には運動周期T の周期軌道が存在し，その
点を中心とするトーラスが構成されていること
がわかる．図 7の赤い曲線は，εの変化に対して
その周期軌道が不変であることを示している．
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図 8. 周期点の座標 (運動周期 9T )

6 結言
数値解析により得られた知見を以下に述べる．
• 積分時間Tintを十分に大きく取ることで，

LCSがほぼカオス領域全体に広がる様子
を確認した．

• 規則領域は，摂動の周期 T ごとに，別の
規則領域が存在した場所に次々と移動し
ながら，混合率の低い渦としてセル内を
周期的に運動することを確認した．

• KAMトーラスの中心上には周期解が存
在し，その解は摂動の振幅 εをパラメー
タとして分岐することを見出した．
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1 Introduction

For the better energy efficiency, many me-

chanical systems which have lightweight but

complex structure are invented. The more

complex the structure is, the more difficult

to estimate the exact model parameters is.

There are many researches about robust con-

trol for parameter uncertainty. In [1], an ap-

proach was suggested for robust time-optimal

control for rest-to-rest maneuvering problem

of flexible spacecraft with structural mode fre-

quency uncertainty, and a ”bang-off-bang” type

input for robust fuel and time optimal con-

trol method was developed [2]. Another ap-

proaches, called zero vibration and derivative

(ZVD) robust control and extra-insensitive (EI)

robust control, were proposed for rest-to-rest

motion of flexible structure[3]. The cost func-

tions of these methods are the functions of

time, so it is hard to evaluate the behavior of

states explicitly by using these cost functions.

This paper proposes a new framework of LQ

optimal control robust against parameter vari-

ation. By taking the variational system [4]

which describes the variation with respect to

the trajectory of the state, optimal control

with a newly proposed cost function including

the partial derivatives of the state enables one

to suppress the effect of the parameter varia-

tion. The controllability of the variational ef-

fect is analyzed using the variational system

description. But the full controllability of the

variational effect reduces to a rather restric-

tive condition. It is relaxed by introducing

a new notion of suppressability of the varia-

tional effect. This enables one to apply the

proposed framework to a wider class of physi-

cal systems. Although a numerical example of

an oscillatory system is exhibited in the pre-

sentation, it is omitted here for the reason of

space.

2 Robust optimal control for param-

eter variation

2.1 Problem formulation

Consider a linear state space system depend-

ing on the parameter θ = [θ1, θ2, ..., θp]
T

dx(t, θ)

dt
=A(θ)x(t, θ) +B(θ)u(t), (1)

where x(t, θ) ∈ Rn is the state, u(t) ∈ Rm is

the input, A(θ) ∈ Rn×n and B(θ) ∈ Rn×m

are matrices. A nominal parameter θ = θnom
is known but the true value of the model pa-

rameter θ is not exactly known.

The objectives of the paper is to generate

the optimal trajectory of the input and state,

which brings the response of the state with

a small perturbation of the system parameter

and that of the state with the nominal system

parameter very close.

Consider the first-order Taylor series approx-

imation of x(t, θ) around θ = θnom

x(t, θ) ≃ x(t, θnom) +
∂x

∂θ
· (θ − θnom). (2)

If the initial and the terminal value of the par-

tial derivative ∂x/∂θ are ∂x(t0)/∂θ = ∂x(tf)/∂θ =

0, then

x(t0, θ) = x(t0, θnom), x(tf , θ) = x(tf , θnom).

(3)

Thus, by considering the behavior of the state

∂x/∂θ as well as the state x, the effects of the

parameter variations can be reduced at the

terminal state x(tf , θ).

2.2 Expanded System

In order to evaluate the behavior of the state

∂x/∂θ, consider the variational system [4] with
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respect to the model parameter θ

∂

∂t
(
∂x

∂θi
) =

∂

∂θi
(A(θ)x(t, θ) +B(θ)u(t))

∣∣∣∣
θ=θnom

=
∂A(θ)

∂θi
x(t, θnom) +A(θnom)

∂x

∂θi

+
∂B(θ)

∂θi
u, (i = 1, 2, ..., p) (4)

By combining the original system (1) with

variational systems (4), we write

d

dt
xe = Aexe +Beu (5)

where xe =
[
xT, ∂x

∂θ1

T
, ∂x
∂θ2

T
, · · · , ∂x

∂θp

T
]T

, and

Ae =


A 0 0 0
∂A
∂θ1

A 0 0
... · · · . . .

...
∂A
∂θp

0 0 A

 , Be =


B
∂B
∂θ1
...

∂B
∂θp

 .

We call the system in Eq. (5) as the expanded

system in this paper. Here xe ∈ Rn(p+1) is

the expanded state, Ae ∈ Rn(p+1)×n(p+1) and

Be ∈ Rn(p+1)×m are matrices with appropri-

ate dimensions. The objective is to find an

optimal input u to minimize a cost function J

J =
1

2

∫ tf

t0

(
xTe Qxe + uTRu

)
dt, (6)

subject to boundary conditions

x(t0, θ) = x0, x(tf , θ) = xf

∂x(t0)

∂θi
= 0,

∂x(tf)

∂θi
= 0 (7)

where x0, xf are the initial and the terminal

values of the state, t0, tf are the initial and

the terminal time, Q ∈ Rn(p+1)×n(p+1) is a

positive semi-definite matrix, R ∈ Rm×mis a

positive definite matrix.

The state ∂x/∂θi of the expanded system

describes the effect of parameter variation with

respect to θi. By adding these partial deriva-

tive states to cost function J , we can evaluate

parameter variation and derive a robust LQ

optimal control law for parameter variation.

2.3 Design Procedure

Here we summarize the procedure of robust

LQ optimal control design.

Procedure

step1: Derive the expanded system (5) from

the original system (1).

step2: Define a cost function for the expanded

system (5) J = 1
2

∫ (
xTe Qxe + uTRu

)
dt and

boundary conditions xe(t0, θ) and xe(tf , θ).

step3: Check the controllability of the ex-

panded system (5). When the expanded sys-

tem is not controllable, check the initial and

terminal values of the uncontrollable subsys-

tem x̄uc(t0), x̄uc(tf). Then focus on the con-

trollable subsystem ˙̄xc = Ācx̄c + B̄cu. Fi-

nally, define a cost function of the subsystem

Jc = 1
2

∫
(x̄Tc Q̄x̄c + uTReu)dt and boundary

conditions x̄c(t0), x̄c(tf).

To solve an LQ optimal control problem,

many methods are proposed (for example, shoot-

ing method and its extension such as the gen-

erating function method).
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1 概要

鉄道車両の高速化に伴って，車両の安定性と
乗り心地が注目されている．車両の安定性に障
害になる問題の一つは自励振動の一種である蛇
行動の発生である．蛇行動が発生することによ
り，乗り心地が悪くなることだけでなく，車輪
とレールにもダメージを与え，さらに脱線事故
が起こる可能性もある．
鉄道車輪軸に発生する蛇行動はレールと車輪

の間に生じるクリープ力による自励振動現象と
考えられている [1]．その一方，高速走行によっ
て，車輪が正円になれないという報告さなされ
ており [2]，そこで偏心量が存在するため，車
輪不釣り合いが生じる．そして，車輪の質量不
釣り合いが存在する時，車両走行によって運動
方程式のパラメータが周期的に変化することが
明らかにされている．この場合，車輪軸は，自
励振動と係数励振とを同時に生じる [3]．これ
までの研究は，線形解析にとどまっており，応
答振幅の大きさが明らかにされていない．
蛇行動現象の理論解析には，2自由度を持つ

一輪軸台車モデルが広く使われている．そこで，
本研究では，一輪軸台車モデルについて，非線
形解析を行って係数励振が発生する時の応答振
幅を明らかにする．

2 解析モデルと運動方程式

2.1 運動方程式

一輪軸台車が走行する時，横方向とヨーイン
グ方向の 2自由度を持っている．蛇行動現象の
理論解析で使う一輪軸台車のモデル図を図 1に
示す．
横方向の変位を y，ヨーイング角度をψで表

す．台車が x方向に速度 vで走行すると仮定す
る．r、γ および aはそれぞれ静的平衡状態に
おける中立位置の車輪回転半径、車輪勾配およ
び車輪とレールの接触点から車輪軸中心までの
x方向の距離である．kx、ky および Lは x方
向と y方向のばね定数，およびばねつける点か

2a

2r

2L

k
x

k
y

x

y

v

k
x

k
y

y

O

g

図 1. Fig.1 Model of single railway wheelset.

ら車輪軸中心までの距離である．
モデルを解析して，運動方程式は以下のよう

に示す．

mÿ = −2kxy −
2f22
v
ẏ + 2f22ψ (1)

Izψ̈ = −2f11a
2

v
ψ̇ − 2f11aγ

r
y − 2kxL

2ψ (2)

ここで，パラメータが以下の通りである．
m　車輪軸装置の質量
Iz 　回転慣性モーメント
f11　 x方向のクリープ係数
f22　 y方向のクリープ係数

2.2 周期的な荷重変動を考慮した運動方
程式

車輪が摩耗によって正円ではなくなるため，
輪軸周りの質量不釣り合いが存在し，荷重が周
期的に変化していると考えられる．この影響を
考えると，荷重の周期変化は式（３）のように
せる [4]．

Q(t) = Q̄+meΩ2 cosΩt

= Q̄(1 +
meΩ2

Q̄
cosΩt) (3)

ここで，
Q レールが受ける荷重
Q̄ 中立位置でレールが受ける荷重
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e 　車輪の質量不釣り合いによる偏心量
Ω　車輪回転する時の角速度
車輪とレールの接触点の力学関係によって，

接触点の法線力が荷重とともに周期的に変化す
る．Kalkerの理論により，クリープ係数と接触
点の法線力の間に比例関係が成り立つと仮定す
ると [5]，質量不釣り合いが存在する場合のク
リープ係数が式（４）のようにせる．

fii(t) = f ii(1 +
meΩ2

Q̄
cosΩt)

2
3 (4)

fii　クリープ係数，i = 1, 2

f̄ii　中立位置のクリープ係数，i = 1, 2

周期的に変化しているクリープ係数を元の運
動方程式（１）と（２）に代入すると，周期的
に変動する係数をもった項が運動方程式に現れ
る．テーラー展開を用い，代表長さを a，代表
時間を T にとると，y∗と ψの無次元運動方程
式は：

ÿ∗ + (
d11
v∗

+ d12v
∗ cos

v∗

r∗
t∗)ẏ∗

+ y∗ − (k13 + k14v
∗2 cos

v∗

r∗
t∗)ψ∗ = 0 (5)

ψ̈∗ + (
d21
v∗

+ d22v
∗ cos

v∗

r∗
t∗)ψ̇∗

+ (k21 + k22v
∗2 cos

v∗

r∗
t∗)y∗ + k23ψ

∗ = 0 (6)

のように得られる．ここで，[∗]は無次元量を
表す，v∗は無次元走行速度を表している．
無次元パラメータは以下のようにおく．

d11 = k13 =
f̄22
aky

, d12 = k14 =
4 ¯f22e∗

3Q̄r∗2
,

d21 =
f̄11ma

Izky
, d22 =

4f̄11ma
2e∗

3Q̄Izr∗2
,

k21 =
f̄11maγ

Izkyr∗
, k22 =

4f̄11ma
2e∗γ

3Q̄Izr∗2
, k23 =

mL2kx
Izky

この式によって、一輪軸台車モデルの数理モ
デルが立てる．

3 非線形解析

運動方程式の非線形性を考慮すると，無次元
蛇行動臨界速度近傍で，非線形解析を行う．そ
のため，無次元蛇行動臨界速度 v∗c と微小パラ
メータ εを用いる．

v∗ = v∗c (1 + ε) (7)

式（5）、（6）で非線形項を考慮し，行列形式で
以下のようにおく．

x =

[
y

ψ

]
(8)

ẍ+ Cẋ+Kx+N(x) = 0 (9)

ここで，N(x)は非線形項，CとKは以下の
ようになる．[∗]は簡単のため省略する。

C =

[
d12
v + d12v cos

v
r t 0

0 d21
v + d22v cos

v
r t

]
,

K =

[
1 −(k13 + k14v

2 cos v
r t)

k21 + k22v
2 cos v

r t k23

]
(10)

多重尺度法を使って，パラメータ励振につい
て非線形解析を行う．詳しい解析内容は当日発
表する．

4 結言

本研究では，車輪質量不釣り合いによるパラ
メータの周期変動を考慮し、蛇行動の運動方程
式に係数励振項が生じるを示した．運動方程式
について，非線形解析を行い，係数励振が発生
する時の蛇行動の応答振幅を明らかにした．
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通信回避アルゴリズム付き共役勾配法の収束改善
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1 はじめに

共役勾配法は並列化が容易である一方，単純
に並列化すると，反復毎に並列化した内積演算
における集団通信が必要となってしまう．大規
模な並列環境では，集団通信は並列化効率のボ
トルネックとなり，高速化の妨げとなる．共役
勾配法の並列化において，内積による集団通信
を回避する手法はいくつか提案されている．し
かしながら，提案された手法の多くでは，数値
的に不安定となる，計算量が増加するといった
問題が未解決のままである．
本研究の目的は，関連手法の中で比較的スカ

ラー計算量の少ない，k段飛ばし共役勾配法の
収束性能を改善することである．現在いくつか
の改善手法について研究を進めているが，本稿
では，その中の 1つの改善を施した結果を示す．

2 k段飛ばし共役勾配法

k段飛ばし共役勾配法では，内積を 1度計算
した後，その結果を利用し k+ 1回の反復をス
カラー計算のみで行う [1]．
k + 1 回の反復におけるスカラー計算量は

O(k2)であり，Chronopoulos等が提案した s-

Step法 [2]のO(k4)，Toledoの提案したKBCG

法 [3]のO(k3)と比較するとスカラー計算量は
最も少ない．また共役勾配法やその派生では計
算機誤差が問題となることが多々あるが，当該
手法は比較的単純であるため，数学的に等価な
計算順序の変更が容易であるという利点もある．

3 改善手法

本稿で扱う対象問題は以下の通りである．係
数行列Aは対角要素が 25，副対角要素が−1で
ある 100元の三重対角行列であり，右辺ベクト
ルは全ての要素が 1，初期解ベクトルは零ベク
トルである．収束判定子は 10−9とした．また，
次の記号を用いることとする．γi = (ri, ri)，
δi,j = (ri, A

jri)，ηi,j = (ri, A
jpi)，

ζi,j = (pi, A
jpi)．但し，添字 iは i回目の反復

における各値を示し，添字 jは k段飛ばしの計
算内の各値 (j = 1, 2, · · · , k)を示す．
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図 1. 従来の k 段飛ばし CG法の残差履歴
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図 2. k の値に対する ζi,1 の変化

k段飛ばし共役勾配法では，内積計算の代わ
りにスカラー値である δi,j，ηi,j，ζi,j の漸化式
で置き換え，集団通信を回避する．即ち，内積
計算を飛ばす分だけKyrlov基底を先に計算し
ておくのである．具体的な更新式を以下に示す．

αi = γi/ζi,1, βi = αiζi,2/ζi,1 − 1 (1)

γi+1 = βiγi (2)

δi+1,j = δi,j − 2αiηi,j+1 + α2ζi,j+2 (3)

ηi+1,j = δi+1,j + βiηi,j+1 − αiβiζi,j+1 (4)

ζi+1,j = ηi+1,j + βiηi,j + β2ζi,j − αiβiζi,j+1

(5)

図 1に，従来の k段飛ばし共役勾配法の残差
履歴を示す．同図よりわかるように，kの増加
とともに収束が悪化する．そこで，本研究では
(5)で計算される ζi,1の値が残差ベクトル riと
連動していることに着目した．図 2に，kの値
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図 3. 改良版 k 段飛ばし CG法の残差履歴

に対する ζi,1の変化を示す．図 1，2よりわかる
ように，ζi,1の値が減少するとともに，残差も
同様に収束している．一方で，ζi,1の値が増加，
発散すると残差も発散していき，規定の反復回
数では収束しないことがわかる．本稿では ζi,1
に関する図だけを示したが，δi,1と ηi,1の履歴
に関しても同様の特徴が得られた．
(3)，(4)，(5)からわかるように，これら 3つ

の係数はそれぞれ互いに従属の関係にあり，k

段飛ばし共役勾配法においては，解ベクトルや
残差ベクトルの更新にも影響を与えることとな
る．即ち，δi,j，ηi,j，ζi,j のいずれかが不安定
であると，収束に影響を与えている可能性があ
ると云える．言い換えれば，δi,j，ηi,j，ζi,j の
値の急激な変化を抑制できれば，反復の安定性
を高められる可能性がある．
そこで本稿では，更新の際に急激な変化を抑

制するために係数 ωδ，ωη，ωζ を (3)，(4)，(5)

の左辺に乗ずる方法を採用した．但し，

0 < ωδ, ωη, ωζ < 1

である．

4 改善結果

改善後の残差の履歴を図 3に示す．改善手法
にて新しく導入した係数については，本稿では
実験的に定め，ωδ = ωη = 0.1，ωζ = 1.0とし
た．図 1，図 3よりわかるように，反復初期の
不安定さはまだ少し残っているものの，収束し
なかった k段飛ばしの場合でも収束するように
改善できた．また，改善後の k段飛ばし共役勾
配法における，kの値に対する ζi,1の変化を図
4に示す．ζi,1の値が，残差ベクトル riと連動
して減少していることが分かる．以上の理由よ
り，本研究で提案した手法は k段飛ばし共役勾
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図 4. 改良版 k 段飛ばし CG法における k の値に対する
ζi,1 の変化

配法の収束改善に有効であると云える．

5 おわりに

本稿では，従来の k段飛ばし共役勾配法の係
数の更新式を変更することによって，収束が改
善される場合があることを示した．新しく導入
した係数は，1つの問題に特化する形で定数値
として定めたが，今後はこれらの係数を動的に
求める方法について調査する必要がある．
また，今後幅広い問題に適用するためには，
新しく導入した係数に設定する値についての，
数学的な検証も同様に必要である．
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ポリゴンモデルから局所的陰関数曲面モデルへの変換 
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     1立命館大学大学院情報理工学研究科, 2立命館大学情報理工学部, 3富士通 

     e-mail: is0221vr@ed.ritsumei.ac.jp 

 

1  序論 
本研究の目的は，１つの多面体として表現さ

れたポリゴンモデルを，形状表面付近のみを定

義域とする陰関数曲面モデルに変換すること

である．多面体からの距離が定数 𝑑0 以下の領

域を Ωband としたとき，陰関数曲面 𝑓(𝒙) = 0 

は条件「関数 𝑓(𝒙) の定義域は Ωband を内包

する．」「関数 𝑓(𝒙) は局所的に多項式の集合と

して表現される．」を満たすこととする．図１は

ポリゴンモデルを陰関数曲面 𝑓(𝒙) = 0 で近

似した例である． 

陰関数曲面モデルを生成する研究は様々あり，

詳しくは文献[1]を参照してほしい．その中で，

高速レンダリングに適した陰関数曲面モデル

を生成する手法として，関数 𝑓(𝒙) を区分的多

項式として生成する手法が開発された[2]．こ

の手法は関数値評価を高速で行うため，障害物

への距離を推定する処理が速く，粒子法の流体

シミュレーションに利用されている[3]．しか

し，区分的多項式型の陰関数曲面モデルはデー

タ量が膨大になるため，複雑なモデルの生成は

困難であった．  

 本稿で提案する局所的陰関数曲面モデルで

あれば，関数を保持する場所は形状表面付近の

みに限定しているため，小さな区分ごとに分割

した場合でもデータ量は大きくならない．図 2

の右図のように，定義域が形状表面付近に限定

されるため，用途の制約は受けるが，形状表面

付近で衝突判定が行えるため，粒子法の流体シ

ミュレーションには利用しても問題ない． 

 

2 局所的陰関数曲面モデル 
 入力であるポリゴンモデルを含むバウンデ

ィングボックスをL×M×N個の正規格子で分割

する．このうち，多面体の距離が 𝑑0 以下であ

る領域 

Ωband = {𝒙 ∈ ℝ3 | |𝑑(𝒙)| ≦ 𝑑0} 

と共通部分を持つセルを関数 𝑓(𝒙) の定義域

とする．ここで， 𝑑(𝒙) は多面体から点 𝒙 ∈ ℝ3

への符号付距離場（内側が正，外側が負）であ

る．これにより，条件「関数 𝑓(𝒙) の定義域は

 Ωband を内包する．」を保証しつつ，距離の大

きい領域を削減することができる． 

定義域として採用されたセルのインデック

ス集合を I = {(𝑖, 𝑗, 𝑘)} としたとき，各セル  
(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ I における関数 𝑓𝑖𝑗𝑘(𝒙) を多項式と

して生成する必要がある．ここでの多項式は

[2]と同様に 

 

𝑓𝑖𝑗𝑘(𝒙) = 𝑎222𝑥2𝑦2𝑧2 + 𝑎221𝑥2𝑦2𝑧     

          + … + 𝑎100𝑥 + 𝑎000 

 

とする．すなわち，27個の係数 𝑎000，… 𝑎222

を決める必要がある．そのため，我々は各セル

において 27 個の係数を未知数とする補間条件

を27箇所設定し，係数を決定することとする．

具体的には，各セルの直方体領域の，8 個の頂

点，12個の辺の中点，6個の面の中点，1個の

直方体の重心の合計 27 箇所においてポリゴン

からの符号付距離場 𝑑(𝒙) を求め，その 27 箇

所の補間条件 𝑓𝑖𝑗𝑘(𝒙)＝𝑑(𝒙) で構成される連

図１．ポリゴンモデル(左，Stanford 3D Scanning 

Repository)と陰関数曲面モデル𝑓(𝒙) = 0 (右) 

 

 

図 2．従来法(左)と局所的陰関数曲面(右) 
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立 1次方程式を解くことで 27個の係数を得る． 

 以上より，条件「関数 𝑓(𝒙) は局所的に多項

式の集合として表現される．」が保証される．セ

ルの境界において 𝑓(𝒙) の滑らかさは満たさ

れないが，連続性は満たされる． 

本研究で提案した局所的陰関数曲面モデル

の実験結果を図 3，表１に示す．図 3では，Asian 

Dragon (Stanford 3D Scanning Repository) のモデ

ルを使用し，(a) は入力のポリゴンモデル， (b)，

(c)，(d) は分割数を 503，3003，10003 として

生成した局所的陰関数曲面モデルである．局所

的陰関数曲面モデルでは分割数を高く生成で

きるため，細かの部分も生成できていることが

わかる．表１では，従来法と局所的陰関数曲面

モデルでの生成したデータ量を示している．従

来法では，分割数 10003 の陰関数曲面モデル

を生成するためには，膨大な量のメモリが必要

となっていた．しかし，局所的陰関数曲面モデ

ルでは，従来法に対してデータ量を 99%以下に

抑えることが確認できた．つまり，曲面の存在

しないセルが約 99%を占めており，本手法の形

状の表面付近のみを定義域とすることが，デー

タ削減に有効的であることも確認できた． 

 

3  結論 

本研究では形状表面付近のみを定義域とす

る局所的陰関数曲面モデルに変換する手法を

提案した．局所的陰関数曲面モデルの定義域の

局所化により，大幅にデータ量を削減すること

に成功し，少ないデータ量で高解像度の陰関数

曲面モデルへの変換を可能とした． 

今後の展望として，本手法を利用して陰関数

曲面を生成した場合，セルごとに独立で補間処

理を行っているため，曲面が滑らかではないと

いう欠点がある．局所的な関数値だけで曲面を

滑らかにする補間処理ができれば，より実用的

な手法となると考えられる． 

 

表 1．既存手法と提案手法による実験結果 

Asian Dragon 

従来法 局所的陰関数曲面 

分割数 データ量 分割数 データ量 

503 0.013[GB] 503 0.002[GB] 

3003 2.916[GB] 3003 0.055[GB] 

10003 108[GB] 10003 0.649[GB] 
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(a) 入力ポリゴンモデル    (b) 503              (c) 3003               (d) 10003   

図 3．本手法による局所的陰関数曲面モデルの生成結果 
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バーチャルリアリティ空間における核融合炉の組み立て 
 
   大谷 寛明1,2, 宮澤 順一1,2, 高丸 尚教3, 嘉無木 昇3, 石黒 静児1,2 
     1核融合科学研究所, 2総合研究大学院大学, 3中部大学 

     e-mail: ohtani.hiroaki＠nifs.ac.jp 

 
1  研究の背景 
 核融合科学研究所では、ヘリカル型核融合エ

ネルギー原型炉に向けての詳細設計と核融合

炉の製作に必要な工学研究を行っている。原型

炉設計では建設時の組み立て工程や稼働開始

後のメンテナンス手順などを考慮する必要が

ある。例えば、ブランケットなどの炉内部品を

取り出す時にほかの部品と干渉するかどうか

をあらかじめ考慮しながら設計やメンテナン

ス手順を検討する。この時、部品を取り外した

り取り付けたり、移動させたりするロボットア

ームの設計及びその動かす手順も検討してお

り、原型炉とそのまわりのメンテナンス作業を

行う場所をまとめた総合的な設計を研究して

いる。これらの設計は設計ソフトウェアを使っ

て、通常のパソコンのディスプレイのような２

次元ディスプレイに映しながら行われている。

しかし、３次元の情報を２次元に投影するため

奥行き情報が失われてしまい、部品の立体構造

や３次元的な位置関係の把握は困難である。画

面上で部品を回転させることで立体構造を把

握する方法もあるが、回転させながら、ロボッ

トアームのような立体構造物の動きを決める

のは簡単ではない。 

 

2  バーチャルリアリティ装置を使った設
計データの表示 
 本研究では、没入型バーチャルリアリティ

(VR)装置[1]CompleXcopeを使って、ロボットア

ームを含めた原型炉設計の設計データ[2]を VR

空間に投影して[3]、炉内部品の位置関係やロ

ボットアームの動きを、正確に３次元で確認で

きるシステムを構築した。 

 CompleXcope は縦３メートル×横３メートル

のスクリーンを前左右床に配置して立体映像

を投影している(図 1)。そのため、４方向を囲

まれた空間中にデーたが立体的に投影するこ

とで VR 空間を作り上げ、その中に自分自身が

入って、あたかも目の前にモノが存在している

かのように感じることができる。自分自身が動

いたり、コントローラーを操作したりすること

によって、視点をいろいろと変えることもでき

る。これまでの 2次元ディスプレイを使った設

計検討では原型炉を外部から眺めながら部品

の位置や動きを確認していたが、本システムで

は、設計データを VR 空間に表示して、自分自

身が原型炉の中や傍らに立って部品の動きを

眺めたり、歩いて視点を変えたりするなどして、

部品の位置関係をあらゆる方向から確認する

ことができる(図 2)。この時、ロボットアーム

はあらかじめ設定した動きに合わせて VR 空間

内で動かすこともできる。 

 CAD データの表示では旭エレクトロニクス社

製のソフトウェア VirDSEを用いている。 

  

 

図 1. 原型炉CAD データをCompleXcope に表示。 
 

 

図 2. ロボットアームの動きを確認。 
 

3  部品をつかむ「手」と干渉判定 
 本システムでは、自分自身の「手」を VR空
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間に投影して、自分自身の手の動きと連動して

動かすこともできる。この VR空間中の仮想的

な「手」で部品をつかんで動かしたりすること

も可能である。さらに、図 3のように干渉判定

も行うことができる。図 3では、仮想の「手」

が部品(黄色)をつかんで移動させたところ(上

図)、他の部品(上図では青色をしている)と干

渉したため、その部品が赤色に変わっている

（下図）。 

 

 

 

図 3. 部品の干渉判定。仮想の「手」を使って部品(黄
色)をつかみ、他の部品(青色)と干渉すると(上図)、
下図のように干渉した部品が赤く色が変わる。 

 
4 まとめ 
 本研究では、没入型 VR 装置 CompleXcope を

使ってヘリカル型核融合エネルギー原型炉の

CAD データを可視化して、炉内部品の位置関係

やロボットアームの動きを正確に把握し、部品

同士の干渉、ロボットアームの動きやメンテナ

ンス手順が適切かどうか等を、効率よく検討で

きるシステムを構築した。 

 しかし、本システムの VR 空間中の構造物の

動きには、重力の効果、干渉時の機械振動、摺

動での摩擦など物理的な要素が含まれていな

い。今後、これら物理的な効果や部品の材質を

考慮したシミュレーション(構造解析や機構解

析)も行い、これらの解析で得られた部品の軌

跡情報と VR 空間で投影してロボットアームの

動きと部品の移動を連動させて表示し、VR空間

で物理に従う動きを確認できるようにする計

画である。また、VR技術は医療分野や社会科学

の分野など様々な分野で研究開発が進められ

ている。ゲーム業界を含め、様々な分野の研究

者と協力して、核融合プラズマ・プラズマ物理

研究における VR 装置を用いた可視化研究を推

進していく予定である。 

 

謝辞 本研究は核融合科学研究所一般共同研

究(NIFS15KNTS037、NIFS18KNTS054)の支援の下
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果物の入った箱入りアッセンブリトラスコアの輸送に関する一考察 
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1  概要 
 今後、需要が見込まれる輸送形態として、イ

チゴのような高級志向の農産品の航空輸送や

ドローンによる配達といったものがある.そこ

で新しい梱包材として、再利用可能なことや緩

衝材としての機能も兼ねることから

ATCP(Assembly Truss Core)を用いることにメ

リットが大きいと考えられる.従来の梱包材と

比して ATCP の梱包材としての優位な機能につ

いて解析を行い、実用化について検討する. 

 

2  研究の全容 
 本研究では，箱入りアッセンブリトラスコア

(Box in Assembly Truss Core)によるドローン

での物品輸送の有用性を示すひとつの方法と

して，輸送対象物を四面体と八面体のハーフの

小箱に収め，それらを組立てたトラスコアパネ

ル(ATCP)[1]を更に箱に詰めて緩衝材としての

優位性を持たせた形態(BATCP)で運ぶことを考

えている．ドローンでの輸送では荷物を落下さ

せて届けることも想定されるが，その際にもど

れだけこの緩衝材としての効果が機能するの

かを検討する．まず，ドローンから荷物をある

高さで落とし，中身の傷み具合を観察し，その

シミュレーションを実施し傷まないパッキン

グにフィードバックする．また，折紙で得られ

るダンボール製のサスペンションについて，極

力避けたい周波数帯域を遮断するためのトポ

ロジー最適化[2]を行う．複数の固有周波数の大

幅な変更をするには，一般化固有値指標[3]の検

討が必要であり，それにより新たなメタマテリ

アル折紙の創成につながることが期待される． 
  

3  対象とする折紙モデル 
 四面体と八面体のハーフの展開図を図 1に示す．

フランジ角は 45°とすると組立易さや材料コス

トの面から最も都合が良いとされる[4]トラスコ

アに実際にイチゴを入れたもの及び箱に収納す

る形に空間充填して積み上げたものがそれぞれ

図 2,3となる．箱自体の積み重ね方に関しては図

4のように縦積みと横積みとの2通りが想定され

る. 

 

 

 

 

 

 

 

図 1. 正 4面体と正 8面体トラスコアの展開図 

図 2 イチゴを入れた各トラスコア 

図 3 空間充填したトラスコア 

図 4 箱に収納したもの（縦積みと横積み） 

 

4  落下についての解析モデル 
 ATCPモデルを箱に詰めたいくつかのモデル

を用意し，ある高さから落下させたときの衝撃

について検討する．このとき，図 5に示すよう

にパネルの段数や重ね方の異なるモデルごと

に損傷の違いについても比較し，最も中身の損

傷が出にくい詰め方について考察する 
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図 5 解析モデル 

 
5 一般化固有値指標 
構造の固有振動数最適化問題を解いて，目標

の固有値に近づける既存の研究[3]において，式

（1）のような一般化固有値指標λ*を用いるこ

とで複数の固有振動数において，現在の固有振

動数と目標とする固有振動数との差を最小に

することにより，望ましい固有振動数を持つ構

造を設計することができるはずである．ここに

は最適化の対象とする固

有値である．ｍは考慮する固有値の数である．

ま た ， は 重 み で と

は与えられたシフトパラメー

タである．一般化固有値指標を用いれば，

と の与え方によって，

目標とする複数の固有値が大幅に変わっても，

発散することなく固有値最適化問題が出来る

とされている．例えば， とし，

を与えられた目標固有値とす

れば，Minimize によって，構造の固有値

と与えられた目標固有値

との差の重み付き平均を最小

にすることができる． 

    （1） 

 

6結語 
 ドローンでの物品輸送について，落下の解析

を行うこと，避けたい周波数帯域で伝達特性を

低くするようなサスペンションのトポロジー

最適化を行うことが当面の課題であり，シミュ

レーションによる解析でこれらの問題につい

て今後取り組んでいく. 
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編み紙の数理 ～材料の伸びを考慮した曲面設計最適化～
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1大阪大学工学研究科，2大阪大学基礎工学研究科
e-mail : horikawa@comec.mech.eng.osaka-u.ac.jp

1 概要

紙などの薄い材料から曲面形状を構成する際
には, 曲面を適当に分割してそれぞれの曲面片
を平面から切り出す必要がある. この平面から
曲面片を “切り出す”操作は, (a)曲面を曲面片
に分割する操作と, (b)各曲面片を平面に展開
する操作に分けられる. 特に, この曲面を平面
に展開する操作 (b)は, 曲面が可展面であれば
自明だが, 曲面が可展面でない場合には非自明
な問題となる. 先行研究 [1]では曲面を可展面
に近似し, それを平面に展開するという手法に
限られていたが, それでは材料の弾性的性質を
十分に活かした設計が出来ない.

そこで本研究では, 幾何的情報に加えて材料
の弾性変形までも考慮した最適化を目的とす
る. 材料に発生する歪エネルギーは面内変形
のみが寄与するものとし, 曲面に関する等長変
換, つまり面外方向への曲げはエネルギーを与
えないものとしてモデルを扱う. このような面
内変形のみを考慮する 2次元モデルを扱うため
には, 弾性体を 2次元 Riemann多様体と見做
して弾性論を定式化する必要がある. 以上を踏
まえて, 本講演ではまず Riemann多様体上の
弾性論の定式化 [2]を述べ, 数値解析的に (b)の
埋め込み写像を求めていく. なお, 数値解析に
は IGA(Isogeometric Analysis)[3] を用いるた
め, 埋め込まれた多様体は NURBS多様体 [4]

となる.

2 Riemann多様体上の弾性論

M を d次元多様体とし, 弾性体の幾何的情報
を持つとする. 基準状態,現状態をそれぞれ時刻
0, tとして, 添字 [0],[t]で表す. 例えば基準状態
の弾性体はM[0],現状態の弾性体はM[t]である.

M[0],M[t]は微分同相とする. つまり, 多様体と
してこれらは同じであり, 区別の必要の無い場
合は単にM と書く. M[0]とM[t]が異なるのは
Riemann計量 g[0], g[t]であり, Riemann多様体
としては (M[0], g[0]), (M[t], g[t])は全く別のもの
である. Rd上での通常の弾性論では g[0], g[t]は
それぞれ Euclid計量として誘導される.

局所座標 (xi[0]), (x
i
[t])に関して, 基準状態, 現

状態のRiemann計量を

g[0] = g[0]ijdx
i
[0]dx

j
[0] (1)

g[t] = g[t]ijdx
i
[t]dx

j
[t] (2)

のように局所表示する. 等方性を仮定すれば,

弾性係数テンソル場の局所座標表示は次のよう
に書ける.

C =
(
λgij[0]g

kl
[0] + µ

(
gik[0]g

jl
[0] + gil[0]g

jk
[0]

))
∂

∂xi[0]
⊗ ∂

∂xj[0]
⊗ ∂

∂xk[0]
⊗ ∂

∂xl[0]

(3)

ここで λ, µは Lamé定数である. 歪エネルギー
密度W は基準状態の体積素 υ[0]を用いて局所
的に次のように書ける.

W =
(
αA2 + βB + γA+ δ

)
υ[0] (4)

A = g[t]ij
∂xi[t]

∂xm[0]

∂xj[t]

∂xn[0]
gmn
[0] (5)

B = g[t]ij
∂xi[t]

∂xm[0]

∂xj[t]

∂xn[0]
gmk
[0] g

nl
[0]

∂xp[t]

∂xk[0]

∂xq[t]

∂xl[0]
g[t]pq

(6)

ただし定数に関して α = 1
8λ, β = 1

4µ, γ =

−1
4 (λd+ 2µ) , δ = 1

8d (λd+ 2µ)とおいた. こ
の状況下で, 歪エネルギーW は

W =

∫
M

W (7)

で定義される.

3 曲面の展開論

曲面形状を構成するための平面材料からの切
り出しを考える上で, 本来は平面を基準状態,

曲面を現状態として問題を定式化するべきであ
るが, ここでは両者を入れ換え, 曲面を基準状
態, 平面を現状態として問題を定式化する. こ
れは曲面を基準状態とする方が計算が容易であ
り, 変形が小さければこれらの定式化で歪エネ
ルギーが大きく変わらないためである.
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以降では, 曲面片の 2次元Euclid空間へのは
め込みのうち, 材料の変形として最も自然なも
のを考える. これは歪エネルギーW が極小とな
る変形として定式化される. 外力は考えず, 本
質的なパラメータは Poisson比のみとなる. こ
の歪エネルギーは前節のように 2つのRiemann

計量から定まるのだが, g[0] は曲面片の第一基
本形式として誘導されるRiemann計量, g[t]は
埋め込みとして誘導される Euclid計量として
与えられる. なお, (a)の曲面分割において, 各
曲面片は正方形と微分同相になるように分割さ
れているものとする. つまり, 曲面片の座標は
1枚あれば十分である.

3.1 弱形式定式化

歪エネルギーW が極小となるような埋め込
み写像を求めるために, 弱形式定式化を行う.

局所座標表示し, 埋め込み先の座標を x[0]とし
て変分法を適用すれば次式を得る.∫

M
g[t]ij

∂wi

∂xm[0]

∂xj[t]

∂xn[0]

(
2
(
αgmn

[0] g
kl
[0]

+ βgmk
[0] g

nl
[0]

) ∂xp[t]
∂xk[0]

∂xq[t]

∂xl[0]
g[t]pq + γgmn

[0]

)
υ[0]

= 0

(8)

ここで wはテスト関数である.

3.2 離散化 (IGA)

埋め込み先の座標を x̃i[t] = ξiIN
I で表して離

散化する. ここでN I はB-spline基底関数であ
る. 関数列の添字は大文字とし,同様にEinstein

規約を適用する. この状況下で, 歪エネルギー
W の最小化問題は制御点の座標 (ξiI ∈ R)を求
める問題に帰着される. つまり

AIJPQ
ijpq =

∫
M

g[t]ij
∂N I

∂xm[0]

∂NJ

∂xn[0]

(
2
(
αgmn

[0] g
kl
[0]

+ βgmk
[0] g

nl
[0]

)∂NP

∂xk[0]

∂NQ

∂xl[0]
g[t]pq

)
υ[0]

(9)

BIJ
ij = γ

∫
M

(
g[t]ij

∂N I

∂xm[0]

∂NJ

∂xn[0]
gmn
[0]

)
υ[0] (10)

とおけば

ξjJξ
p
P ξ

q
QA

IJPQ
ijpq + ξjJB

IJ
ij = 0 (11)

が解くべき非線形連立方程式となる.

3.3 計算結果

d = 1では, 埋め込み写像を求める問題は弧
長パラメータを求める問題に帰着される. 素直
に接ベクトルの長さを積分しても良いが, ここ
では上の定式化を使った計算結果の例を図 1に
示す.

(i) 曲線
(t, cosh(t)) t ∈ (0, 2)

　

(ii) 弧長パラメータ
赤実線: 厳密解
灰破線:近似解

図 1. d = 1での埋め込み写像の計算例

当日の講演では, 上記 1次元の計算結果に加
えて, 2次元の計算結果と実際に制作した曲面
についても述べる予定である.
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ねじり折り平坦可折定理の証明の完成

川崎 英文

1

1
九州大学大学院数理学研究院

e-mail : kawasaki@math.kyushu-u.ac.jp

1 はじめに

平坦可折性は折り紙の基本的な研究課題であ

り，その多くは平面幾何で説明できる．例えば，

展開図が 1点から放射状に延びる n本の半直線

からなる単頂点折り（図 1）が平坦可折ならば：

川崎の条件（角の交代和は0），前川の条件（|山

線数 −谷線数 | = 2），極小角条件（真の極小

角を挟む辺の山谷は逆），最大角条件（真の最

大角を挟む辺の山谷は同じ）を満たすことが知

られている（K[1][2]）.

θ1

θ2
θ3θ4

図 1. 単頂点折り

その一方で，ねじり折り（図 2）の平坦可折

性定理を証明するには，凸解析分野の Galeの

二者択一の定理やHellyの定理，Brouwerの不

動点定理と同値なKKM補題が必要となる．本

講演でその証明を紹介する．

図 2. ねじり折りの中央の黒い領域がホール

本講演を通して，折った後の図形には B′
の

様に

′
をつけて表す．

2 n頂点折り

頂点が v1, . . . , vn の凸多角形周りのn頂点折

りとは，図 3 (1)のように，展開図が凸 n角形

の頂点と辺，及び頂点からでる複数本の半直線

からなる折り方である．n頂点折りを平坦に折

りたためむことができるのは，図 3 (2)のよう

な折り線に限られ，帯 Bi と辺 ei がなす角は

すべて等しい（YK[3]）．

(2)(1)

図 3. 平坦可折な n頂点折りは (2)の折り線に限られる．
領域 Bi を帯，Ci をひだとよぶ．

定理 1 （YK[3]）n頂点折りに適当に山谷をつ

けて折りたためるならば，以下が成立する．

(a)各頂点から出る半直線は 2本である．

(b)隣接する 2頂点から出る半直線 4本のう

ち，内側の 2本は平行で山谷は逆である．

(c)帯が多角形の辺となす角はすべて等しい．

3 ねじり折りとホール

定理 1の条件 (a)(b)(c)を満たす n頂点折り

で，多角形の辺の山谷が同じものをねじり折り

とよぶ．図 2はねじり折りの例であり，多角形

P の中央に帯 B′
やひだ C ′

i
で覆われない領

域ができる．境界を含むその領域をホールとよ

ぶ．厳密には，図 4の様に，多角形 P の有向

辺ベクトルを ai := vi − vi−1 とし，帯 B′

i
の外

向きの法線ベクトルを ni とするとき，閉半平

面 Hi := {x ∈ R
2 | nT

i
x ≥ nT

i
vi} の共通集合

H := H1 ∩ · · · ∩ Hn をホールとよぶ．

図 4. (1): 帯 B
′

i で定まる半平面 Hi．(2): ホール．

定理 2 (Galeの二者択一の定理,[4]) 線形不等

式系 (1)が解 x をもつことと

Ax ≥ b, x ∈ R
m (1)

双対系 (2)が解 y をもたないことは同値である．

y ≥ 0, yT A = 0, yT b > 0. (2)
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特にホールの場合，双対系 (2)は (3)になる．

y ≥ 0,

n∑

i=1

yini = 0,

n∑

i=1

yin
T

i vi > 0. (3)

定理 3 (K[5])

(a)帯が垂直（θ = π

2
）の場合，H = ∅.

(b) θ = 0 の場合，H = P .

(c)ホールは θ に関して非単調増加で，連続

的に変化する．さらに，ある 0 < θ̄ < π

2

が存在して，H 6= ∅ (0 ≤ θ ≤ θ̄), H = ∅

(θ̄ < θ ≤ π

2
).

定理 4 (Hellyの定理,[6]) R
d
の凸集合 Di(1 ≤

i ≤ n) の共通集合が空ならば，高々 d + 1 個

の Dij
(1 ≤ j ≤ d + 1) で，それらの共通集合

が空になるものが存在する．

補助定理 5 (KKM補題 [7]) R
n
の点 v1, . . . vm

と閉集合 F1, . . . , Fm が任意の I ⊂ {1, . . . ,m}

に対して，凸包が co {vi | i ∈ I} ⊂ ∪i∈I Fi を

満たすならば，(
⋂

m

i=1
Fi)∩co {v1, . . . , vm} 6= ∅.

図 5. (1) は KKM 補題の仮定を満たすので，共通点

x ∈ F1 ∩ F2 ∩ F3 がある．(2)は仮定を満たさない．

定理 6 （ねじり折りの平坦可折定理）ねじり

折りが平坦可折であるための必要十分条件は，

ホールが空でないことである．

図 6. ホールが空でなければ，Bi や Ci は角柱の外側を

動く．(2)は (1)を真上から見た図．

4 補足

1)本稿の「極小角条件」は「隣接山谷条件」

とよばれることが多い（[2]）．

2)法線ベクトル ni は有向辺ベクトル ai を

π

2
− θ 回転したものなので，双対系 (3)

の第 2の等式を
n∑

i=1

yiai = 0 で置き換え

ることができる．

3)帯の傾斜角 θ が小さい場合の定理 6は

K[8]にある．

4)図 7の帯 Bi とひだ Ci を折ると，Ci は

vi を中心に 2θ 回転したひだ C ′

i
に移る．

図 7. ひだ Ci は −2θ 回転する．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP16K05278 の

助成を受けている．
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６次元のかたち巡り 

               ○宮崎興二 1, 石井源久 2 
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1  概要 

 宇宙は空間の3次元と時間の1次元の連続体

として 4次元の広がりを持つ、といわれる。そ

れに対して P.D.Ouspensky は、時間も 3 次

元の広がりを持ち宇宙は 6次元に広がると

いう。本稿ではその場合の時間の流れを、空

間の広がりに応じた直交3方向への運動に置き

換えて、6次元の宇宙を図形的に表示する。つ

まり、3次元立方体を前後の一方向に動かせば

4次元立方体、それを左右に動かせば 5次元立

方体、さらにそれを上下に動かせば 6次元立方

体となるが、この 6次元立方体の 3次元空間へ

の直投影を図や模型によって具体的に示す。 

いずれにしろ6次元空間にある原像は単なる

立方体やその組み合わせに過ぎないが、得られ

る投影には、5 次元までのすべての正方形や立

方体ならびにそれらのさまざまな複合体やそ

の部分ないしはその変形が、3 次元の自然界や

人工界の造形を基礎的に支える周期的あるい

は非周期的なパターンを見せながら現れる。 

 

2  6次元直交座標軸と 6次元立方体 

 本稿では、正多面体群の対称性を持たせなが

ら3次元空間へ直投影した図１の2種類の6次

元直交座標軸を基礎的に用いる。単位長はそれ

ぞれにおいて一定となっている。左は正８面体

群の立方体あるいは正８面体の相対する稜線

の中点を結ぶ 6 本の直線、右は正 20 面体群の

正 12 面体の相対する側面の中心、あるいは正

20 面体の相対する頂点、を結ぶ 6 本の直線、

が座標軸となっている。その中に、回転させる

と図2のような平面図形(線図)や立体模型(ソリ

ッドモデル)を見せる 6 次元立方体が埋め込ま

れることになる[1]。 

   

図１ 6次元直交座標軸の直投影 2種類 

 

図２ 6次元立方体のさまざまな直投影 

 
3  正８面体群の対称性を持つ場合 

正８面体群の対称性を持つ座標軸は、たがい

に 90°、60°、120°を作って交わり、それら

は正 3角形を連結した菱形ならびに正方形の 2

種類の菱形を作る。この菱形は、図 3に示すよ

うな、菱形 6面体に代表される 3種類の 3次元

立方体、菱形 12 面体と平行 6 角柱を外殻とす

る 2 種類の 4 次元立方体、長菱形 12 面体状の

菱形 20 面体を外殻とする 5 次元立方体、切頂

8 面体状の菱形 30 面体を外殻とする 6 次元立

方体を作るが、この 5種類の外殻は、E.Fedorov

が、周期的な 3次元空間充填図形の基本多面体

として挙げた図 4 の 5 種類の平行多面体と一

致する。 

図 3のすべては、R.B.Fullerがオクテット・

トラスと名付ける正4面体と正８面体による図

5のような周期的な3次元空間充填図形の中に

埋め込まれるが、このトラスの各頂点には 6 本

の直線が集まるところから、Fullerはオクテッ

ト・トラスこそ、直交 3座標軸に代わる未来の
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宇宙を支える6次元の座標軸であると主張する。 

図3による空間充填図形は非周期的な造形も

構成する。たとえば図 6左のような部分を取り

出して直投影すると、同図右のような、正８角

形を作る2種類の菱形による非周期的な平面充

填図形の平行性を保った図に一致する。 

     
図 3 各次元の立方体の正 8面体群の直投影 

 

図 4 平行多面体による 3次元空間の充填 

     
図 5 オクテット 図 6 正 8面体群による 

・トラス          非周期的パターン 

    

4  正 20面体群の対称性を持つ場合 

正 20 面体群の対称性を持つ座標軸は、たが

いに約 109°28′とその補角の約 70°32′を

作って交わり、それらは対角線の長さが黄金比

1：約 1.618 となった 1 種類だけの黄金菱形を

作る。この菱形は、図 7のように、尖ったもの

と平たいものの2種類の菱形6面体としての 3

次元立方体のほか、菱形 12 面体を外殻とする

4 次元立方体、菱形 20 面体を外殻とする 5 次

元立方体、菱形 30 面体を外殻とする 6 次元立

方体を作る。黄金菱形が作る凸多面体は、以上

の 2 種類の６面体のほか、4、５、６次元の立

方体の外殻の合わせて図８の 5 種類に限られ、

これらを黄金ゾーン多面体ということがある。 

黄金ゾーン多面体は、平行多面体と同じく周

期的に3次元空間を埋め尽くすこともできるが、

図 9、10のように非周期的にも空間を充填する

という特徴を持ち、非周期性で知られるペンロ

ーズ・パターンの立体版の構成に使われる[2]。 

     

図７ 各次元の立方体の正 20面体群の直投影 

     

図８ 黄金ゾーン多面体 

図 9 黄金ゾーン多面体の非周期的な積層 

  

図 10 正 20面体群による非周期的パターン 

 

5  折紙工学への応用． 

以上のような6次元立方体の投影に基づく造

形は、菱形を側面とする多面体の組み合わせと

なっている。このような菱形による造形の製作

に当たっては、図 11 の左の折紙あるいは右の

編紙のような技法がすでに工夫されていて、6

次元立方体やその関連図形の折紙工学への幅

広い応用が期待される[3]。 

   

図 11 左は折紙製、右は編紙製の菱形の連結図形  
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相似可積分幾何を用いた対数型美的曲線の空間曲線への拡張
梶原 健司 1, Wolfgang K. Schief2

1九大 IMI，2University of New South Wales

e-mail : kaji@imi.kyushu-u.ac.jp

1 概要
対数型美的曲線 (LAC)と呼ばれる平面曲線
の族は，美的特性を内在する形状要素として，
工業意匠設計の研究で提案され，実際に用いら
れるようになってきている [1]．LACはユーク
リッド幾何の枠組みでは，曲率半径の冪が弧長
の一次式で与えられる平面曲線として特徴付け
られる．最近，我々は相似幾何の枠組みでLAC

を捉えることを試み，LACがユークリッド幾何
におけるEulerの弾性曲線の相似幾何類似とし
て理解できることを示した．すなわち，LACは
(1)Burgers方程式が記述する相似弧長パラメー
タを保つ平面曲線の可積分変形の定常流として
捉えられ，(2)相似曲率の 2乗に付加項を加え
たエネルギー汎函数の臨界点として変分原理で
定式化できる [2]．この枠組みに基づき，我々は
可積分離散化の手法を適用して LACの離散化
(dLAC)を提案し，与えられたG1データ（両
端点とそこでの接ベクトルの方向）を内挿する
dLACを生成するアルゴリズムを構成した [3]．
一方，工業意匠設計では形状要素として美的

特性を内在した空間曲線と曲面が求められてお
り，ユークリッド幾何に基づいて LACのさま
ざまな一般化が提案されている．しかし，LAC
の定義自身が簡単なことも相まって，一般化に
十分な理論的根拠がなく，どれがよいのかわか
らないのが現状である [1]．本研究では，相似幾
何に基づきLACの空間曲線への拡張を試みる．

2 相似幾何における空間曲線と可積分変
形
空間曲線 γ ∈ R3において，sを弧長とする．

ユークリッド幾何における接ベクトル，法線ベ
クトル，陪法線ベクトルをそれぞれ TE, NE,

BE，κE, τEをそれぞれ曲率および捩率とする．
このとき，Frenet枠をΦE = [TE, NE, BE]とす
ると，Frenet-Serretの公式が成り立つ：

ΦE,s = ΦE

 0 −κE 0

κE 0 −τE
0 τE 0

 . (1)

相似幾何においては，相似弧長 θを dθ = κE ds

で定義し，接ベクトル，法線ベクトル，陪法線
ベクトルをそれぞれ

T = γθ =
TE

κE
, N =

NE

κE
, B =

BE

κE
, (2)

で導入する．このとき，相似 Frenet枠を Φ =

[T,N,B]と定義すると，次の相似Frenet-Serret

の公式が成り立つ [4]．

Φθ = ΦL, L =

 −κ −1 0

1 −κ −τ

0 τ −κ

 , (3)

κ =
κE,θ
κE

, τ =
τE
κE

. (4)

κ, τ はそれぞれ相似曲率，相似捩率と呼ばれ
る．次に，曲線の相似弧長を保つ可積分変形を
考える [4]．

γt = PT +QN +RB, (5)

とおくと，相似弧長の保存と (3)との両立条件
から

Φt = ΦM, M =

 F1 −G1 −H1

G1 F1 −H2

H1 H2 F1

 ,

(6)

F1 = Pθ − κP −Q,

G1 = Qθ − κQ− τR+ P,

H1 = Rθ + τQ− κR,

H2 = H1θ + τG1,

G1θ = τH1,

(7)

および

τt = H1 +H2θ, κt = −F1θ, (8)

が得られる．特に，(8)は次のように書き直さ
れる．[

τ

κ

]
t

=
[

Ω1τ Ω1(∂θ − κ)

Ω2(∂
2
θ − ∂θκ− τ2) −Ω2(∂θτ + τ∂θ − κτ)

][
Q

R

]
, (9)
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ただし，

Ω1 = ∂2
θ + τ2 + τ∂−1

θ τ + 1,

Ω2 = ∂θ − κ− κ∂−1
θ ,

(10)

はそれぞれmKdV階層，Burgers階層の再帰演
算子である．もっとも簡単な場合として，特に

Q = −κ, R = −τ, (11)

と選ぶと，相似捩率 τ , 相似曲率 κは次の方程
式を満たす．

τt +
3

2
τ2τθ + τθθθ + τθ = 0, (12)

κt + κθθθ − 3(κκθ)θ + 3κ2κθ +
3

2
(τ2κ)θ

− 3(ττθ)θ + κθ = 0. (13)

すなわち τはmKdV方程式に従い，κは係数に
τ を持つ 3階の Burgers方程式を満たす．(13)

はユークリッド曲率半径 q = 1/κEによるCole-

Hopf変換

κ = −(log q)θ, q =
1

κE
, (14)

で次のように線形化される．

qt + qθθθ +
3

2
(τ2q)θ + qθ = 0. (15)

3 定常解の記述する空間曲線と変分原理
LACの空間曲線への拡張として，相似幾何

の枠組みを利用して (12), (15)の定常解が記述
する曲線を考える．(12), (15)で (θ, t) → (θ +

(λ− 1)t, t)と座標変換をしてから t依存性を落
とし，θ について積分すると，τ , qは次の方程
式を満たす (λ, c1, c2: 定数)．

τθθ +
1

2
τ3 + λτ = c1, (16)

qθθ +
(
λ+

3

2
τ2
)
q = c2. (17)

特に c1 = c2 = 0の場合，(16)は Eulerの弾性
曲線の方程式にほかならず，一般解は楕円函数
で表される．また対応して (17)は Lamé方程
式である．
最後に，(16), (17)の変分原理による定式化

を考える．次のエネルギー汎函数を導入する：

I =
1

(q0q1)
1
2

∫ θ2

θ1

qτ dθ,

qi = q(θi) (i = 1, 2).

(18)

I に対して，全相似弧長の保存を要請し，適
当な境界条件の下での曲線の変分を考えると，
Euler-Lagrange方程式として

τθθ +
1

2
τ3 + d1τ = 0, (19)

qθθ +
(
d1 +

3

2
τ2
)
q = d2τ, (20)

が得られる (d1, d2：定数)．
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1 Introduction

Let γ(s) ∈ R2 be an arc length parametrized
plane curve (s: arc length), and define the tan-
gent and normal vectors as T (s) = γ′(s) and
N(s) = Rπ/2T (s), where Rπ/2 is a π/2 rota-
tion matrix and ′ = d/ ds. By definition,
‖T (s)‖ = 1, so T (s) can be parametrized as
T (s) = t(cos θ(s), sin θ(s)). The Frenet for-
mula is given by T ′(s) = κ(s)N(s) and N ′(s) =
−κ(s)T (s), where κ(s) = θ′(s) is the curvature.
With this notation, a plain curve satisfying

θ′′ + µ sin(θ − φ) = 0, (1)

or

κ′′ +
1

2
κ3 − λκ = 0, (2)

where µ, φ, and λ are real constants, is called
an Euler’s elastica. These curves can also be
characterized as critical points of the elastic en-
ergy E =

∫ L
0

1
2θ
′2(s) ds =

∫ L
0

1
2κ

2(s) ds, with
fixed total arc length. Furthermore, (1) and
(2) are reductions of the Sine-Gordon equation
and the modified KdV equation, respectively
—where they describe the isoperimetric defor-
mation of plane curves.

Recently, Brander et al. [1] have constructed
an algorithm to fair a given plane curve seg-
ment by an elastica, in a continuous framework,
motivated mainly by the development of the
robotic hot-blade technology. In this work, in
view of higher quality numerical implementa-
tions, we apply a discrete analogue of that al-
gorithm to fair a given discrete plane curve by
an integrable discrete elastica, using the dis-
cretization shown in [2].

2 Discrete Euler’s elastica

Let γn ∈ R2 be a discrete planar curve, and de-
fine the tangent vector as Tn = (γn+1− γn)/∆,

where ∆ = ‖γn+1 − γn‖ = const. Then Tn may
be parametrized as in [3]:

Tn =

cos
(
θn+θn+1

2

)
sin
(
θn+θn+1

2

) .

With this notation, a discrete plane curve sat-
isfying

tan

(
θn−1 + θn+1

4

)
=

1− ε
1 + ε

tan

(
θn
2

)
, (3)

or equivalently

sin

(
θn+1 − 2θn + θn−1

4

)
+ ε sin

(
θn+1 + 2θn + θn−1

4

)
= 0, (4)

for some positive constant ε, is called a discrete
Euler’s elastica. These curves can also be char-
acterized as critical points of the functional

S =

N−1∑
n=0

[
sin2

(
θn+1 − θn

4

)
− ε sin2

(
θn+1 + θn

4

)]
. (5)

The general solution of (3), or (4), is{
sin θn

2 = k sn(q + zn, k),
1−ε
1+ε = cn(z, k),

(6)

with k ≥ 0, q and z real parameters. In order
to implement the fairing process for arbitrary
discrete curves, we incorporate the freedom of
rotation, via a real parameter φ. So, we con-
sider {

sin θn−φ
2 = k sn(q + zn, k),

1−ε
1+ε = cn(z, k),

(7)

Finally, our discrete elastica can be recon-
structed as γn = γn−1 + ∆Tn−1 (n = 1, . . . , N)
and parametrized by the following seven pa-
rameters,

p = (x0, y0,∆, φ, z, q, k), (8)

where γ0 = t(x0, y0) is the starting point.

1
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3 Fairing process

We consider the problem of fairing a given dis-
crete plane curve by an appropriate discrete
Euler’s elastica, according to a suitable criteria.
One possibility is to minimize the functional
(5), however, having N (the number of points
of the discrete curve) free parameters makes the
fairing process numerically instable. Because
of this, we have decided to do the fairing pro-
cess via a L2-distance minimization, namely,
we seek to find a set of parameters p that min-
imizes

L(p) :=
N∑
n=0

1

2
‖ζn(p)− γn‖2 , (9)

where ζn(p) is the discrete Euler’s elastica gen-
erated by p. Some examples are shown in Fig-
ure 1, where the optimization problem,

p∗ = arg min
p

{
L(p)

}
, (10)

was solved via a gradient-driven optimization
method (IPOPT [4]).

4 Algorithm outline

The optimization problem (10) is non-convex
and the result strongly depends on the ini-
tial guess. So, we have decided to imple-
ment a discrete analogue of the algorithm pro-
vided in [1], which gives an initial guess to the
IPOPT method. That algorithm is anchored
on the following: In a continuous context, de-
fine u(s) ∈ R as the projection of γ(s) onto the
line spanned by (sinφ,− cosφ), i.e.

u(s) = (sinφ,− cosφ) · γ(s), (11)

thus u′ = −µ sin(θ − φ). From (1), it follows
that

κ(s) = µu(s) + const. (12)

Using this fact, and after solving several
quadratic minimization sub-problems, it is pos-
sible to recover the control parameters of a
given (continuous) elastica segment in a numer-
ically stable manner.

In our scenario, we can recover the seven con-
trol parameters (8) of a given discrete elastica.
Moreover, this algorithm can be used on any

Figure 1: Examples of discrete curves approx-
imated with elasticae. Red: given discrete
curve, blue: output found with IPOPT opti-
mization, green: initial guess.

discrete planar curve (not necessary an elas-
tica). So, we have used it to obtain a set of
parameters p that is going to be used as the
starting point of a gradient-driven optimization
method.

A more detailed explanation of this algo-
rithm will be given at the presentation.
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[4] A. Wächter and L.T. Biegler, Math. Pro-
gram., Ser. A 106 (2006) 25–57.

2

110



Lotka-Volterra flow on discrete centroaffine plane curves
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1 Outline

It is known that the defocusing mKdV equa-

tion describes a motion of smooth centroaffine

plane curves preserving the centroaffine arc

length [1, 2]. It is also known that there is a re-

lationship between the defocusing mKdV flow

on centroaffine plane curves and the KdV flow

on equicentroaffine plane curves [2]. In this

presentation, we consider a continuous defor-

mation of discrete plane curves in the cen-

troaffine geometry, which is governed by the

Lotka-Volterra equation. We also construct a

relationship between the Lotka-Volterra flow

on discrete centroaffine plane curves and the

semi-discrete mKdV flow on discrete equicen-

troaffine plane curves described in [3].

2 Centroaffine plane curves

We simply regard R2 as a vector space, and

consider a map γ : Z → R2, n 7→ γn. If any

consecutive three points γn−1, γn and γn+1

are not colinear, then we call γn a discrete

plane curve. Especially, γn is called a dis-

crete centroaffine plane curve if γn satisfies

det[γn, γn+1] ̸= 0 for all n. We define the tan-

gent vector Tn and the second-order divided

difference ∆Tn of a discrete centroaffine plane

curve γn by

Tn =
γn+1 − γn

εn
, (2.1)

∆Tn =
2

εn + εn−1
(Tn − Tn−1) , (2.2)

respectively. We determine εn so that γn has

similar tangent vectors as those of a smooth

centroaffine curve described in [2]. Namely,

we choose ϵn as γn satisfies the following equa-

tion for an arbitrary constant λ:

λ =
det[Tn,∆Tn]

det[γn, Tn]
, (2.3)

which is equivalent to

εn + εn−1

2
=

det[γn − γn−1, γn+1 − γn]

λεn det[γn, γn+1]
.

(2.4)

Then putting a function κn by

κn =
det[γn,∆Tn]

det[γn, Tn]
, (2.5)

∆Tn is written in terms of γn and Tn as

∆Tn = −λγn + κnTn, (2.6)

which is nothing but the discrete Frenet equa-

tion of γn.

3 Lotka-Volterra flow

We consider a family of discrete centroaffine

plane curves γn(t) with a parameter t ∈ R,
namely a continuous deformation of a discrete

centroaffine plane curve γn. We also define

functions ϵn(t), κn(t) and λ(t) as given above.

In addition, we assume that ϵ = ϵn(t) does

not depend on n and t, and λ = ε−2.

Consider the deformation of γn = γn(t) given

by

dγn
dt

= k

((
νn−1 −

1

2ε

)
γn − Tn

)
, (3.1)

νn =
1

ε (εκn+1 − 1)
, k : const.. (3.2)

Then this deformation preserves λ, namely, λ

does not depend on t. Introducing the Frenet

frame Φn(t) = [γn(t), Tn(t)] ∈ GL(2), (2.6)

and (3.1) are rewritten in terms of Φn = Φn(t)

as

Φn+1 = ΦnLn, (3.3)

dΦn

dt
= ΦnMn, (3.4)

where

Ln =

[
1 νn
ε 0

]
, (3.5)

Mn =
k

ε

[
ενn−1 − 1

2 −νn−1

−ε ενn + 1
2

]
. (3.6)
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Then the compatibility condition of (3.5) and

(3.6) yields the Lotka-Volterra equation:

dνn
dt

= kνn (νn+1 − νn−1) . (3.7)

4 Relation with semi-discrete KdV

flow on equicentroaffine discrete

plane curves

Let γn be a discrete centroaffine curve. In

the framework of equicentroaffine geometry,

we usually use determinant function as a fixed

area element on R2 so that the frame

[γn,
γn+1 − γn

δn
], (4.1)

where δn = det[γn, γn+1], takes values in the

special linear group SL(2). Moreover, It is

known that the semi-discrete KdV equation

is derived from a particular motion of discrete

plane curves in the equicentroaffine geometry

[3]. For a family of centroaffine plane curves

γn(t) deformed by the Lotka-Volterra flow de-

scribed above, we define another family of dis-

crete curves Γn(t) by

Γn(t) = hn(t)γn(t), (4.2)

hn+1hn det[γn, Tn] = 1. (4.3)

Then it follows from (2.6) and (3.1) that Γn =

Γn(t) satisfies

Γn+1 − 2Γn + Γn−1 = 2 (un − 1) Γn, (4.4)

dΓn

dt
=

1

ε

(
1

un
Γn+1 − Γn

)
, (4.5)

where un is determined by

un+1un = − 1

ενn
. (4.6)

Then ε = det[Γn,Γn+1], and (4.4) and (4.5)

are rewritten, in terms of the Frenet frame

ϕn = [Γn,
Γn+1−Γn

ε ] ∈ SL(2), as

ϕn+1 = ϕnUn, (4.7)

d

dt
ϕl = ϕnVn, (4.8)

Un =

[
1 2(un+1−1)

ε

ε 2un+1 − 1

]
, (4.9)

Vn =
1

ε

[
1
un

− 1 1
ε

(
2− 1

un
− 1

un+1

)
ε
un

1− 1
un

]
.

(4.10)

This motion of a curve Γn preserves area ε,

and the compatibility condition of (4.9) and

(4.10) is equivalent to the semi-discrete KdV

equation:

dun
dt

=
1

2ε

(
1

un+1
− 1

un−1

)
, (4.11)

Therefore, (4.2) may be regarded as the geo-

metric realization of the Miura transformation

(4.6) between (3.7) and (4.11) [3].
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1 はじめに

非線形光学, プラズマ物理などの分野に現れ

る偏微分方程式として, 三波相互作用方程式は,

有名である. 三波相互作用方程式から空間微分

の項を消去すると, three wave ODE systemを

得ることができる. Petreraら [2]は, three wave

ODE systemに対して, Kahan-廣田-木村離散

化法を適用し, 離散 three wave ODE systemを

導入した. さらに, その systemの 3つの独立な

保存量を得ることに成功している. しかし, Lax

対や解についての議論は行われていない. Lax

対を構成する足がかりとして, 解を得ることは

重要である. 本講演では, その目的のため, ある

変数を導入すると, その変数がQRT写像 [3, 4]

に従うことを示す.

2 three wave ODE system

三波相互作用方程式とは次のような方程式で

ある,

∂z1
∂t

+ α1
∂z1
∂x

= ϵz2z3,

∂z2
∂t

+ α2
∂z2
∂x

= ϵz3z1,

∂z3
∂t

+ α3
∂z3
∂x

= ϵz1z2.

ここで, 方程式中のパラメータ αi(i = 1, 2, 3)

と ϵ は実定数である. 次の条件が満たされる場

合を考えると,

∂zi
∂x

= 0, i = 1, 2, 3,

次の常微分方程式を得る,

dx1
dt

= x2x3,

dx2
dt

= x3x1,

dx3
dt

= x1x2.

以下では, この方程式を three wave ODE sys-

temと呼ぶ.

3 離散 three wave ODE system

Petreraらは, Kahan-廣田-木村離散化を実行

し, 次の離散 three wave ODE systemを導入

した,

(un+1
1 − un1 )/δ =

(
vn+1
2 vn3 + vn+1

3 vn2
)
/2, (1)

(un+1
2 − un2 )/δ =

(
vn+1
3 vn1 + vn+1

1 vn3
)
/2, (2)

(un+1
3 − un3 )/δ =

(
vn+1
1 vn2 + vn+1

2 vn1
)
/2, (3)

(vn+1
1 − vn1 )/δ =

(
un+1
2 un3 + un+1

3 un2
)
/2, (4)

(vn+1
2 − vn2 )/δ =

(
un+1
3 un1 + un+1

1 un3
)
/2, (5)

(vn+1
3 − vn3 )/δ =

(
un+1
1 un2 + un+1

2 un1
)
/2, (6)

vni (i = 1, 2, 3)は, それぞれ, uni (i = 1, 2, 3)の

複素共役を示す.

three wave ODE systemの解の議論は, すで

に行われている [1]. ここでは, Ivanovの論文

とは, 異なる変数に着目する. three wave ODE

systemにおいて, x1x2x3 − x1x2x3は, 保存量

かつ Hamiltonianである. しかし, 離散方程式

において, un1u
n
2u

n
3 − vn1 v

n
2 v

n
3 は, 保存量ではな

い. そこで, 補助変数 rn = un1u
n
2u

n
3 − vn1 v

n
2 v

n
3

を導入し, rnの時間変化について議論する. 数

値計算の結果から, rnが周期解を持つことが予

想されるため, 次の 2次関係式を仮定する,

a0 (r
n)2

(
rn+1

)2
+ a1 (r

n)2 rn+1+

a2r
n
(
rn+1

)2
+ a3 (r

n)2 + a4
(
rn+1

)2
+

a5r
nrn+1 + a6r

n + a7r
n+1 + a8 = 0,

ここで, ai (i = 0, . . . , 8) は複素数の定数であ

るとする. 初期値 u0i , v
0
i (i = 1, 2, 3) を設定し,

有限体Z/pZ上において, 時間発展を計算する.

そのデータを利用して, 次の連立一次方程式,

a0
(
r0
)2 (

r1
)2

+ a1
(
r0
)2

r1+

a2r
0
(
r1
)2

+ a3
(
r0
)2

+ a4
(
r1
)2

+

a5r
0r1 + a6r

0 + a7r
1 + a8 = 0,

· · · ,

a0
(
r8
)2 (

r9
)2

+ a1
(
r8
)2

r9+

a2r
8
(
r9
)2

+ a3
(
r8
)2

+ a4
(
r9
)2

+

a5r
8r9 + a6r

8 + a7r
9 + a8 = 0,
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を解くことで, ai (i = 0, . . . , 8)を決定する. 連

立一次方程式の係数行列は, フルランクではな

いため, 解を適当に規格化する. その計算結果

より, ai (i = 0, . . . , 8) は, 特に, 次の関係式,

a0 = 1, a1 = a2 = a3 = a4 = 0, a6 = a7,

を満たすと推測できる. 以上の議論より, 次の

方程式における h1, h2を保存量の候補とする,

(rn)2
(
rn−1 + rn+1

)
+ h1r

n + h2 = 0.

ここで, h1, h2 は, Petreraらが得た保存量 [2]

と, 関数従属の関係にある. ここでは, rnの時

間変化について議論するため, h1, h2を利用す

る. 次の方程式,

(rn)2
(
rn−1 + rn+1

)
+ h1r

n + h2 = 0,(
rn+1

)2 (
rn + rn+2

)
+ h1r

n+1 + h2 = 0,

を解くことにより, h1, h2 は, rn−1, rn, rn+1,

rn+2で表現される.

次の式の計算では, 計算機代数システムRE-

DUCE [5]を利用する. 次の関係式,

rn−1 = un−1
1 un−1

2 un−1
3 − vn−1

1 vn−1
2 vn−1

3 ,

rn = un1u
n
2u

n
3 − vn1 v

n
2 v

n
3 ,

rn+1 = un+1
1 un+1

2 un+1
3 − vn+1

1 vn+1
2 vn+1

3 ,

rn+2 = un+2
1 un+2

2 un+2
3 − vn+2

1 vn+2
2 vn+2

3 ,

式 (1)-(6),(
un1 − un−1

1

)
/δ =

(
vn2 v

n−1
3 + vn3 v

n−1
2

)
/2,(

un2 − un−1
2

)
/δ =

(
vn3 v

n−1
1 + vn1 v

n−1
3

)
/2,(

un3 − un−1
3

)
/δ =

(
vn1 v

n−1
2 + vn2 v

n−1
1

)
/2,(

vn1 − vn−1
1

)
/δ =

(
un2u

n−1
3 + un3u

n−1
2

)
/2,(

vn2 − vn−1
2

)
/δ =

(
un3u

n−1
1 + un1u

n−1
3

)
/2,(

vn3 − vn−1
3

)
/δ =

(
un1u

n−1
2 + un2u

n−1
1

)
/2,(

un+2
1 − un+1

1

)
/δ =

(
vn+2
2 vn+1

3 + vn+2
3 vn+1

2

)
/2,(

un+2
2 − un+1

2

)
/δ =

(
vn+2
3 vn+1

1 + vn+2
1 vn+1

3

)
/2,(

un+2
3 − un+1

3

)
/δ =

(
vn+2
1 vn+1

2 + vn+2
2 vn+1

1

)
/2,(

vn+2
1 − vn+1

1

)
/δ =

(
un+2
2 un+1

3 + un+2
3 un+1

2

)
/2,(

vn+2
2 − vn+1

2

)
/δ =

(
un+2
3 un+1

1 + un+2
1 un+1

3

)
/2,(

vn+2
3 − vn+1

3

)
/δ =

(
un+2
1 un+1

2 + un+2
2 un+1

1

)
/2,

を用いることで, h1, h2 を, uni (i = 1, 2, 3) と

vni (i = 1, 2, 3)によって書き下すことができる.

h1, h2は, 有理式であり, その項数は, 次の通り

である,

h1 =
105項

42項
, h2 =

336項

106項
.

4 保存量の証明と rnの解

次の式の計算では, 計算機代数システム

Risa/Asir [6]を利用する. h1,h2 は, 保存量の

候補であるため, hn1 ,h
n
2 と書く. 保存量の証明

とは, normal form簡約を用いることで,

G =式 (1)-(6)のグレブナ基底,

Numerator
(
hn+1
1 − hn1

) *−→
G

0,

Numerator
(
hn+1
2 − hn2

) *−→
G

0,

を示すことである. 今回, それを行った.

以上の議論より, rn は次の QRT写像 [3, 4]

に従うことがわかる,

rn+1 + rn−1 =
−h1r

n − h2

(rn)2
.

そのため, rnは楕円関数を用いて解を書き下す

ことができる.

5 今後の課題

rnの解については判明したが, uni (i = 1, 2, 3)

と vni (i = 1, 2, 3)の解を書き下すには, 至って

いない. それを行うことと, Lax対を構成する

ことを, 今後の課題とする.
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トポロジー最適化理論に基づく剛性最大化構造に対する数値的・実験的検証 
 
   吉原 健太1, 倉橋 貴彦1, 小林 正成2 
     1長岡技術科学大学 機械創造工学専攻, 2オイレス工業株式会社 

     e-mail: s163100@stn.nagaokaut.ac.jp 

 

1  はじめに 
 本研究では，トポロジー最適化理論に基づき

引張り試験に対する剛性最大化構造[1]を算定し，

3D プリンタにより試験片を作成し，引張り試

験を行う．初期構造の場合と比較をし，材料の

低減割合に関する考察を行う． 

 

2  剛性最大化問題に対する定式化 
 剛性最大化構造を算定するために，外力仕事

に関する最小化問題を考え，式(1)に示す評価関

数を定義する． 

 

        uKufuJ
TT

2

1

2

1
            (1) 

 

式(1)に関する制約条件として，線形弾性体の変

形問題に対する支配方程式を導入する．制約条

件を考慮した評価関数の最小化問題に対して，

ラグランジュ関数 J*を導入し，ラグランジュ関

数 に 関 す る 第 一 変 分 を 誘 導 す る ．

E(ρ)=(E0-Emin)ρ
p+Emin とし，ラグランジュ関数の

パラメータ ρ に関する勾配（感度）の式∂J*/∂ρ

を用いてパラメータ ρ を更新することにより，

剛性最大化構造を算定する．∂J*/∂ρに対しては

文献[2]を参考にフィルタリング処理を行う．ま

た，乗数パラメータ pは 3 と設定する． 

 
3  剛性最大化構造算定に対する数値実験 
図 1 に示す引張り試験モデルに対して 1/4 モ

デルのメッシュを作成し，図 2 に示す境界条件

のもと，剛性最大化構造に対するトポロジー最

適化解析を行った．感度のフィルタリング処理

における影響半径を3ケース設定し解析を行っ

た．結果として，影響半径が小さくなるほど評

価関数の値が下がる結果を得ることができた．

影響半径の値は小さく設定するほど評価関数

の値は下がるが，最適化計算により算定された

構造を作成することを考慮し，本研究では影響

半径R=0.75mmの時の結果を剛性最大化構造と

し，引張り試験を行う． 

 

4  剛性最大化構造に対する実験的検証 
 剛性最大化構造に対して引張り試験を行う

ため，3Dプリンタにより試験片を作成する．

厚さをケースA：2.12mm，ケースB：2.03mm 

ケースC：1.95mm，ケースD：1.90mmと変え

たモデルについて試験片を作成し，初期構造

（板状試験片 厚さ 1.06mm）の場合と剛性最

大化構造の伸び量について比較をする．各ケー

スにおける荷重量と伸び量の比較図を図5に示

す．初期構造の場合の伸び量が同等となる剛性

最大化構造はケースDであり，剛性最大化構造

は初期構造に対して約 10%の材料削減するこ

とができた． 

 

5  おわりに 
 本研究では，トポロジー最適化解析により剛

性最大化構造を算定し，3D プリンタにより試

験片の作成を行い，引張り試験による材料削減

割合に関する考察を行った．初期構造と同等の

伸び量になる剛性最大化構造について実験を

行ったところ，表 1 に示す結果を得ることがで

き，約 10%の材料削減効果を確認することがで

きた． 
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金（基盤(C)）18K03897 の援助を受けた．また，
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図 1. 引張り試験モデル 

 

1 MPa

 
図 2. 有限要素メッシュ図および境界条件 

 

 
図 3. 評価関数の収束履歴 

 

(a) R=0.75 mm
 

図 4. トポロジー最適化解析の結果（R=0.75mm） 

 

 
図 5. 厚さ変更試験片に対する荷重-変位関係 

 

表 1. 各試験片における質量と変形量の関係 

試験片 質量, g 変形量, mm

初期構造 3.1 0.68

最適構造A 3.1 0.61

最適構造B 3.0 0.64

最適構造C 2.9 0.65

最適構造D 2.8 0.68
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制約質量下の，最適密度分布の存在とその数値的構成

海津 聰

密度分布をもつ境界値問題と最適密度

分布の定義

領域 は空間 の有界領域

で， の境界 は 境界 と

境界 で構成． 上に密度分布

を与

え，分布 が与える全質量 は

　本稿の考察の密度分布 は空間 の

凸集合 ，

全質量 への制約 をみたす

密度分布集合

に限定．ここで ．

密度分布 の下で，次のポアソン方程

式の境界値問題 の解

を考える． はヒルベルト空間，一

次のソボレフ空間 は

．

領域 の体積力 ，

境界 での応力 を

．

非斉次項 に対し 境

界値問題 の解 が

一意的に定まり，存在．

密度分布 のコストを次式で定義．

このとき， のコスト は非負値．

凸集合 の中でコスト を最小化する密

度分布 を最適密度分布と呼び，次の最小化

問題を考える．

コスト関数 の弱 連続性

弱収束 基本的用語を確認．

をバナッハ空間， を空間の共役空間，

を 本節で 常に仮定

，

とは

弱収束 ，

とは

強収束

は

一般に ，

逆は一般に不成立

．

コンパクト 定義 集合 が

コンパクト

コンパクト 定理 集合

が 有界，且つ 閉

コンパクト

コンパクト 系

が 有界，凸で 閉

コンパクト

コンパクト 系 空間

よって は回帰的 が 有界

閉包 は コンパクト
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最適密度分布の存在の根拠． で最小化列

が 内に存在． は 有界．更に

閉． から の部分列 簡単

のため，同一記号 と極限 があり，

ソボレフ空間の， 種類の埋め込み写像

に対する 型の，コンパク

ト埋蔵定理を適用し ，

の部分列，再度簡単のため

と記し，各々で の収束部分列で，その

極限は各々 である．結果，

である．このと

き，

補助定理 凸汎関数

に対し，次の命題 と は同値 更に

成立 ここで は考察の 局所凸ベ

クトル位相 ．

定理 は 内の最小化列

は， 収束する部分列，簡単のた

め再度 と記す，とその弱 極限

をもち 次式成立．

近似解 ，構成の試み

各種の方向微分

バナッハ空間， 凸集合

に対し，

　

　を方向 での， の方向微分と

呼ぶ．

境界値問題 の解 での

を固定 の方向微分

は，写像 を用い

，方向 での

の方向微分

凸関数，方向微分と単調作用素

考察の凸汎関数 の，方向微分

は簡単な計算により，

が示される．一般に

近似解，構成の試み

を一つ定め，以下に続く．

任意の ，

のとき ， のとき

．

に対する の解

を求め， を算出する．

のとき， 実際

とし，項目 に戻る．

参考文献

記録，第 回研究部会連合発表会，

年 月 日ー 日，大阪大学工学部 吹

田キャンパス
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波動型方程式の係数同定逆問題に対するH1-H2勾配法

倉敷 大輔 1, 代田 健二 2

1愛知県立大学大学院情報科学研究科，2愛知県立大学情報科学部
e-mail : im173003@cis.aichi-pu.ac.jp

1 はじめに

本稿では，鉄とコンクリートによる合成梁の
欠陥同定問題を例に，偏微分方程式の係数同定
逆問題に対する位相最適化手法 [1]を応用した
数値解法を提案する．ここで対象とする合成梁
は，鉄とコンクリートの梁をボルトのような連
結部材で数箇所接合して構成されている片持ち
梁とする (図 1)．

図 1. 片持ち合成梁

このような合成梁に対する強制自由振動モデル
として，次の初期値境界値問題が提案されてい
る [2]:

Cw,tt −Ak,µw = 0 in (0, L)× (0, T ) ,

w|t≤0 = 0 , w,t|t≤0 = 0 in (0, L) ,

Dw|x=0 = U , Dw|x=L = 0 on (0, T ) .

w = (u1(x, t), u2(x, t), v1(x, t), v2(x, t))
T は

変位ベクトルであり，u1, v1 はコンクリート梁
(梁 1) の，u2, v2 は鉄梁 (梁 2) の x 軸方向，y
軸方向の変位とする．C = diag (ρ1, ρ2, ρ1, ρ2)
であり，ρi ∈ C0[0, L] は梁 i の線密度とする．
また L は梁の長さ，T は観測時間の長さであ
る．Ak, µ は，次で定義される偏微分作用素と
する:

Ak, µw =

(a1u1,x),x + k(u2 − u1 + esv2,x + ecv1,x)
(a2u2,x),x − k(u2 − u1 + esv2,x + ecv1,x)
−(j1v1,xx),xx

+(k(u2 − u1 + esv2,x + ecv1,x)ec),x
−µ(v1 − v2)

−(j2v2,xx),xx
+(k(u2 − u1 + esv2,x + ecv1,x)es),x
+µ(v1 − v2)


.

ai ∈ C1[0, L], ji ∈ C2[0, L] は，それぞれ梁 i

の軸剛性，曲げ剛性係数であり，ec, es はコン
クリート梁，鉄梁の厚さの半分の値とする．こ
こで各梁の線密度，剛性係数および厚さは既知
であるとし，ec, es は定数であることを仮定す
る．k ∈ C1[0, L], µ ∈ C0[0, L]は，コンクリー
ト梁と鉄梁の接触部分のせん断剛性，軸剛性で

あり，次の条件を満たすものとする．

0 ≤ k(x) ≤ k , 0 ≤ µ(x) ≤ µ , ∀x ∈ [0, L] . (1)

ここで k, µ は与えられた正定数であり，接合
部材が劣化していないときの接触部せん断剛
性値，軸剛性値を意味している．D は Dw =

(u1, u2, v1, v2, v1,x, v2, x)
T により定義される

作用素であり，x = 0における Dirichlet境界値
U ∈ (C3[0, T ])6 は既知であるとする．このと
き，順問題の解 w ∈ (H2((0, T ) ; H1(0, L)))2×
(H2((0, T ) ; H2(0, L)))2は一意に存在する [3].

対象としている合成梁の代表的な欠陥として，
連結部材の劣化に伴う接触部の剛性低下がある
[2]．このことは，強制自由振動モデルにおいて
k, µ の値の低下と同値である．そこで本研究
では，次の波動型方程式の係数同定逆問題を考
察する:

係数同定逆問題
x = 0 で与えられた Neumann 境界値 Qと

I ⊆ (0, L) で与えられた変位 vi = vi|I×(0, T )

(i = 1, 2) より，接触部の剛性係数 k, µ を同
定せよ．なお Neumann 境界値 Q は，

a1u1,x|x=0 = N1 , a2u2,x|x=0 = N2 ,

− (j1v1,xx),x

+ k(u2 − u1 + esv2,x + ecv1,x)ec|x=0 = T 1 ,

− (j2v2,xx),x

+ k(u2 − u1 + esv2,x + ecv1,x)es|x=0 = T 2 ,

− j1v1,xx|x=0 =M1 , −j2v2,xx|x=0 =M2

により与えられる．
本研究では，この係数同定逆問題に対して，
位相最適化手法として提案された H1 勾配法
[4]とそれを応用したH2勾配法 [5]を組み合わ
せた数値解法を提案する．

2 係数同定逆問題に対するH1-H2勾配法

H1勾配法は，形状最適化問題や位相最適化
問題に対する数値解法として提案されている手
法である [4]．
ϕ ∈ C2(R)， ψ ∈ C1(R) を 0 ≤ ϕ(y) ≤

1 , 0 ≤ ψ(y) ≤ 1 , ∀y ∈ R を満たす与えられ
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た関数とする．このとき，設計変数関数 θ ∈
C1[0, L], ζ ∈ C0[0, L] を用いて，密度型接触
部せん断剛性，軸剛性関数を次の通りに導入す
る．k̃(θ) = kϕ(θ(x)), µ̃(ζ) = µψ(ζ(x))．この
とき，k̃(θ), µ̃(ζ) は接触部剛性係数関数の条件
(1)をすべて満たしている．これらを用いて，密
度型係数同定逆問題を次の通り定義する．

密度型係数同定逆問題
x = 0 で与えられた Neumann 境界値 Qと

I ⊆ (0, L) で与えられた変位 vi = vi|I×(0, T )

(i = 1, 2) より，設計変数関数 θ ∈ C1[0, L],

ζ ∈ C0[0, L]を同定せよ．

密度型係数同定逆問題を解くために，次の最
小化問題を導入する．

最小化問題
コスト汎関数 J : C1[0, L]×C0[0, L] → R+

を最小にする設計変数関数 (θ, ζ) ∈ C1[0, L]×
C0[0, L] を見つけよ．

J(k̃(θ), µ̃(ζ)) =

∫ T

0

|Q[k̃(θ), µ̃(ζ)]−Q|2

||Q||2
L2

dt

+

∫ T

0

∫
I

2∑
i=1

(vi[k̃(θ), µ̃(ζ)]− vi)
2

||v||2
L2

dx dt .

ここで Q[k̃(θ), µ̃(ζ)] は (k̃(θ), µ̃(ζ)) を係数関
数に持つ順問題の解 w[k̃(θ), µ̃(ζ)] により導出
される x = 0でのNeumann境界値である．こ
の最小化問題を解くことにより，設計変数を同
定，すなわち未知の係数関数を同定する．最小
化問題に必要な偏導関数は次のように得られる．

∂θJ(k̃(θ), µ̃(ζ)) = ∂kJ(k̃, µ̃)
dk̃

dθ
,

∂ζJ(k̃(θ), µ̃(ζ)) = ∂µJ(k̃, µ̃)
dµ̃

dζ
.

∂kJ(k̃, µ̃), ∂µJ(k̃, µ̃) は，それぞれ k 方向お
よび µ 方向の Gâteaux 偏微分である．ここで
∂kJ(k̃, µ̃) ∈ H2(0, L)∗, ∂µJ(k̃, µ̃) ∈ H1(0, L)∗

であり，双一次形式

α(1)
φ (w, V )

=

∫ L

0
φ (u2 − u1 + v2,xes + v1,xec)

× (p2 − p1 + q2,xes + q1,xec) dx

α(2)
η (w, V ) =

∫ L

0
η (v2 − v1) (q1 − q2) dx .

を用いて，次の通りに得られる．

⟨∂kJ(k̃, µ̃), φ⟩ =
∫ T

0
α(1)
φ (w[k̃, µ̃], V ) dt

+ ⟨C∂tU (k̃)
φ (T ),W ⟩+

∫ T

0
⟨Z,F (φ)w[k̃, µ̃]⟩dt ,

⟨∂µJ(k̃, µ̃), η⟩ =
∫ T

0
α(2)
η (w[k̃, µ̃], V ) dt

+ ⟨C∂tU (µ̃)
η (T ),W ⟩+

∫ T

0
⟨Z,G(η)w[k̃, µ̃]⟩dt .

V , U (k̃), U (µ̃), Z は随伴問題の解であり，F (φ)w,
G(η)w は随伴問題に現れる外力項である．探索
方向は，次の弱問題を解くことにより決定する．

(sθ, φ)H2 = −⟨∂θJ(k̃, µ̃), φ⟩ , ∀φ ∈ H2(0, L) ,

(sζ , η)H1 = −⟨∂ζJ(k̃, µ̃), η⟩ , ∀η ∈ H1(0, L) .

(·, ·)Hm は Hm(0, L) の内積である．
最小化設計変数関数を求めるための反復過程

は，次の通りである: l = 0, 1, 2, . . . . . . に対
して， (

θl+1

ζl+1

)
=

(
θl
ζl

)
+ ϵl

(
s
(l)
θ

s
(l)
ζ

)
.

ϵl > 0 は，適切に選択された探索の幅である．
同定された設計変数関数を用いて，接触部剛性
係数関数 k̃(θl), µ̃(ζl) を数値的に再構成する．
数値実験結果については，発表時に示す．
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スカラー波動方程式の係数同定問題に対するH2勾配法
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1 はじめに
本研究の目的は，波動方程式族の係数同定問

題に対する安定な数値解法を開発することであ
る．著者は，多次元線形波動型方程式の係数同
定問題 [1]，そして実用問題である鉄とコンク
リートの合成梁に対する欠陥同定問題 [2]に対
して，一定精度で同定可能な数値解法を研究・
開発してきた．これらの研究では，変分法的定
式化により元の係数同定問題を観測データを用
いた制約条件付き最小化問題へと変換し，その
問題を数値的に解くための射影勾配法を用いた
アルゴリズムを導出，そして数値実験により一
定精度で同定可能であることを示した．一方，
観測データに確率的な誤差が含まれている場
合やモデル化誤差が含まれる実測データに対し
ては，安定かつ一定精度の数値解を得ることが
できず，実用問題への適用に課題を残す結果と
なった．
一方，著者は，機械部品等の数理的設計分野

で近年盛んに研究されている密度型位相最適化
問題に対して研究を実施し，一定の成果を上げ
ることができた．密度型位相最適化問題の数理
モデルは，適当に滑らかな関数を係数とする偏
微分方程式に対する係数同定問題として表され
る．そのため，離散化・丸め誤差の影響により，
非線形計画法を適用すると数値不安定現象が発
生する．この問題に対して畔上は，数値的に安
定かつ理論的にも一定の裏付けを持ったH1勾
配法を開発した [3]．そこで著者らは，1次元波
動型方程式の係数同定問題に対してH1勾配法
を拡張したH2勾配法を開発し，確率的な観測
誤差が含まれる場合についても，安定かつ一定
精度で同定可能なことを示した [4]．
そこで本研究では，多次元問題への開発手法

適用の第一歩として，次のスカラー波動方程式
に対する係数同定問題を考察する:

∂2u

∂t2
−∇ · (K(x)∇u) = 0 in Ω× (0, T ) ,

u(·, 0) = ∂u

∂t
(·, 0) = 0 in Ω ,

u = g on Ω× (0, T ) .

Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) は区分的に滑らかな境

界 ∂Ω をもつ有界かつ凸な領域とし，T は与
えられた観測時間の長さである．また，g ∈
C6((0, T );H

5
2 (∂Ω))は与えられた関数とし，係

数関数 K ∈ L∞(Ω) は，0 < C1 ≤ K(x) ≤ C2,

∀x ∈ Ω を満たすものとする．ここで，C1, C2

は与えられた正定数である．
ω ⊆ Ω を与えられた部分領域とし，内部観
測 u ∈ H5((0, T );H1(ω)) が与えられていると
する．このとき，次の内部観測による係数同定
問題を考察する:

係数同定問題
内部観測 u より係数関数 K(x) を同定せよ．
係数関数を同定する方法として，H2勾配法
を採用する．シグモイド関数と設計変数の合成
関数により定義された密度型係数関数を導入
し，設計変数を同定する密度型係数同定問題を
導出する．内部観測データを用いた汎関数を導
入し，汎関数の最小化関数を同定することで設
計変数，すなわち係数関数の同定を試みる．最
小化関数の同定には勾配法を採用し，その探索
方向を求めるのにH2勾配法のアイディアを用
いる．さらに，数値実験により提案手法の有効
性を検証する．

2 H2勾配法による同定アルゴリズム
本研究で用いるH2勾配法は，Hilbert 空間
上での勾配法を基礎としている．そのため，本
稿では L∞ 空間ではなく L∞(Ω)に連続的に埋
め込まれる H2(Ω) に係数関数が属することを
仮定する．
ϕ ∈ C2(R) を，0 ≤ ϕ(y) ≤ 1, ∀y ∈ Rを満
たす関数とする．設計変数関数 θ ∈ H2(Ω) を
用いて，密度型係数関数を導入する．

Kθ(x) := (C2 − C1)ϕ(θ(x)) + C1 .

ここで Kθ ∈ H2(Ω)であり，制約条件を満たし
ている．この密度型係数関数を用いて，元の係
数同定問題を次のとおりに密度型へと変更する．

密度型係数同定問題
内部観測 u より，設計変数関数 θ を同定せよ．
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この問題は，元の問題と違い，属する関数空間
以外に制約条件が課されていない．
密度型問題を解くため，次の汎関数を導入

する．

J(θ) = J̃(Kθ) =

∫ T

0

∫
ω

|u[Kθ]− u|2

∥u∥2
dxdt .

ここで，∥u∥ :=

(∫ T

0

∫
ω
|u|2 dxdt

) 1
2

である．
汎関数 J の最小化関数により，設計変数を同
定する．最小化関数を同定する方法としては，
勾配法を用いる．そのため，汎関数 J の導関
数が必要となる．
汎関数 J の導関数は，次のとおりに求める

ことができる．

dJ

dθ
=

dJ̃

dK
◦ dϕ

dθ
.

ここで，

dJ̃

dK
(K̃) = −

∫ T

0
∇u[K̃] · ∇w dt

であり，w ∈ H1((0, T );H1(Ω)) は随伴問題の
解である．
未知の設計変数を，次の反復プロセスにより

同定する．

θℓ+1 = θℓ + ϵℓ
sℓ

∥sℓ∥∞
(ℓ = 0, 1, 2, . . . . . .) .

ここで sℓ は探索方向，ϵℓ > 0 は適切に与えら
れた探索の幅である．探索方向は，次の弱形式
の方程式を解くことで得る．

α
(
∇2sℓ, ∇2v

)
L2 + β (∇sℓ, ∇v)L2 + γ (sℓ, v)L2

= −
⟨
dJ

dθ
(θℓ), v

⟩
, ∀v ∈ H2(Ω) .

ここで，α, β, γ は与えられた定数である．

3 数値実験
数値実験により，提案手法の有効性を検証す

る．Ω = (0, 1)× (0, 1) とし，真の係数関数は，
中心 (0.5, 0.5) で半径 1/7の円内では次の値を
とり，それ以外では 1をとるものとする．

K(x, y) = cos(7π
√

(x− 0.5)2 + (y − 0.5)2)+1 .

Dirichlet境界条件は，y = 1では

g = 0.075(cosπ(2x−1)+1)B5(t) (0 ≤ t ≤ 0.4)

であり，その他では g ≡ 0 とする．ただし，
B5(t) は suppB5 = [0, 0.1] を満たす 5次 B ス
プライン関数である．T = 1.75，ω = Ωとする．
また観測データには，1 % のランダム誤差を加
えたものを使用する．C1 = 0.95, C2 = 3.05,

θ0 ≡ −1.0, α = 4.0 × 10−4, β = 4.0 × 10−2,

γ = 1.0 としたときの同定結果は，図 1のとお
りである．この結果より，提案手法は安定な数
値解法となっていることが示唆された．一方，
得られた結果の同定精度は十分ではなく，今後
は，パラメータの選択法などを検討することに
より，より高精度な同定結果が得られるように
提案手法の改良する必要がある．

図 1. 同定係数関数 Kθ
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1  概要 
 NIST 乱数検定では，得られた P 値の分布と

一様分布との適合度の検定を用いた乱数性の

判定法が用いられている[1]. これまでに適合度

検定として，𝜒2
検定を用いる場合，Frequency 

Test と Rank Testは，P値の離散分布の偏り

の影響で，系列数が多くなると理想的な乱数列

であっても有意水準以上の頻度で検定に不合

格となることを示した[2].本研究では，適合度の

検定にコルモゴロフ-スミルノフ検定(以下 K-S

検定)を用いた場合においても P 値の離散分布

の偏りにより理想的な乱数列であっても検定

に不合格となることを示し,カオス真軌道[3],メ

ルセンヌ・ツイスターによって生成した 2値系

列に対する数値実験によって結果を検証する． 

 

2  P値の一様性に基づく乱数性の判定 
 NIST乱数検定(NIST SP800-22 Revision 1a)

は, 15 種類 188 項目の乱数検定の集合として

定義されている[1]．各項目の乱数検定では, 第

一段階の検定として, 𝑚個の長さ𝑛の 2 値系列

についてそれぞれ乱数検定を行い, 𝑚個の P値

を得る．次に第二段階の検定として,第一段階

の検定で得られたP値の一様性に基づいて対象

となる系列の乱数性の判定が行われる．本研究

では, 一様分布との適合度の検定として, K-S

検定を用いた場合について，P 値の分布の離散

性の判定結果への影響を解析する． 

 

3  コルモゴロフ-スミルノフ検定 
K-S 検定では，任意の分布関数と観察された

データの分布との一致を検定することができ

る [4]. 第一段階の検定で得られた P 値 

𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑚 の分布と一様分布との一致の検

定において，K-S検定の検定統計量は, 

𝐷 =  max
0≤𝑝≤1

|𝐹𝑚(𝑝) − 𝐹𝑢𝑛𝑖𝑓(𝑝)| (1) 

と定義される. ここで，𝐹𝑚(𝑝)は, 第一段階の

検定で得られた P値の経験分布の分布関数, 

𝐹𝑚(𝑝) =
1

𝑚
#{1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚| 𝑝𝑖 ≤ 𝑝} (2) 

であり, 𝐹𝑢𝑛𝑖𝑓(𝑝)は, 一様分布の分布関数, 

𝐹𝑢𝑛𝑖𝑓(𝑝) = 𝑝   (𝑝 ∈ [0,1]) (3) 

である. 有意水準 𝛼 での検定の場合,  

√𝑚 𝐷 ≤ 𝐾𝑚(𝛼) = √−0.5 log 𝛼/2 (4) 

のとき合格と判定される． 

 

4  P値の分布関数とK-S検定の不合格条件 
実際の P 値の分布関数を�̂�(𝑝)とし,式(1)の

𝐹𝑚(𝑝)が �̂�(𝑝)と一致する場合,K-S 検定の検定

統計量は,系列数𝑚に依存しない定数 

�̂� =  max
0≤𝑝≤1

|�̂�(𝑝) − 𝐹𝑢𝑛𝑖𝑓(𝑝)| (5) 

となる.�̂�(𝑝)が𝐹𝑢𝑛𝑖𝑓(𝑝)と一致する場合，�̂� = 0 

であるが, 一致ない場合, �̂� > 0 となり, 有

意水準 𝛼の検定において系列数𝑚が, 

𝑚𝛼 = (
𝐾𝑚(𝛼)

�̂�
)

2

 (6) 

より大きくなると検定に不合格となる．以下, 

Frequency Test および Rank Testについて, �̂�

および 𝑚𝛼を算出する.  

 
4.1 Frequency Test 
 Frequency Testは，対象とする 2値系列の 0

と 1の頻度について検定を行う. 長さ nの 2値

系列について, 1の個数を𝑋とすると, P値は, 

𝑝𝐹𝑟𝑒𝑞 (𝑋) = erfc(|2𝑋 − 𝑛|/√2𝑛) (7) 

と定義される. ここで𝑋の分布は, 二項分布に

従うため𝑋の生成確率は, 

𝑃𝐹𝑟𝑒𝑞(𝑋) = 𝐶𝑛 𝑋/2𝑛 (8) 

となる．これらの P 値と生成確率を用いて, 

Frequency Testにおける P値の分布関数は,  

�̂�𝐹𝑟𝑒𝑞(𝑝) = ∑ 𝑃𝐹𝑟𝑒𝑞(𝑋)

𝑝𝐹𝑟𝑒𝑞(𝑋)≤𝑝

 (9) 

となる．系列長𝑛 = 106の場合, �̂� ≃ 0.000798, 

 𝑚0.01 ≃ 4,161,291となる． 
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4.2 Rank Test 
 Rank Testは，𝑀 × 𝑀の 2値行列の階数の分布

に基づき対象とする系列の乱数性を判定する.

理想的な乱数列の場合に階数が𝑀, 𝑀 − 1, 

および, 𝑀 − 2 以下となる確率を𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 

とする. 長さ 𝑛 の 2 値系列を𝑛𝑀 = ⌊𝑛/𝑀2⌋個

の部分列に分け, 各部分列から 2値行列を構成

して各行列の階数を計算する. 階数が𝑀, 𝑀 −

1, および, 𝑀 − 2 以下となる観測度数を𝑅0, 

𝑅1, 𝑅2 = 𝑛𝑀 − 𝑅0 − 𝑅1 とすると, Rank Test

の P値は， 

𝑝𝑅𝑎𝑛𝑘  (𝑅0, 𝑅1) = 1 − 𝐺(𝜒𝑅𝑎𝑛𝑘
2 , 2), (10) 

𝜒𝑅𝑎𝑛𝑘
2 = ∑

(𝑅𝑖 − 𝑛𝑀 × 𝑃𝑖)2

𝑛𝑀 × 𝑃𝑖
𝑖=0,1,2

 (11) 

と定義される. ここで, 𝐺(𝜒2, 𝑘)は,自由度𝑘の

𝜒2分布の分布関数である． 𝑅0, 𝑅1の生成確率は,  

𝑃𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑅0, 𝑅1) = 𝐶𝑅0
×𝑛𝑀

𝐶𝑅1𝑛𝑀−𝑅0
  

× (𝑃0)𝑅0 × (𝑃1)𝑅1 × (𝑃2)𝑅2, 
(12) 

P値の分布関数は, 

�̂�𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑝) = ∑ 𝑃𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑅0, 𝑅1)

𝑝𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑅0,𝑅1)≤𝑝

 (13) 

となる．系列長𝑛 = 106の場合, �̂� ≃ 0.004863, 

𝑚0.01 ≃ 112,033となる． 

 

5  数値実験 
 ベルヌーイシフト写像のカオス真軌道[3], お

よび, メルセンヌ・ツイスター(MT)を用いて生

成した系列について , 𝑛 = 106 の場合の

Frequency Testと Rank Testの K-S検定によ

る検定結果を表 1,表 2 に示す．有意水準𝛼 =

0.01の場合, 𝐾𝑚(𝛼) ≃ 1.62であり, Frequency 

Test, Rank Test 共に, 系列数 𝑚が大きくな

ると, K-S 検定に不合格となることがわかる. 

K-S検定の検定統計量𝐷については，算出した�̂�

と概ね一致する結果が得られた. 

また,第一段階の検定で得られた P 値につい

て10−6の精度での異なる P 値の個数𝑁𝑝を計算

した結果. Frequency Testの場合, 約 2000個, 

Rank Testの場合, 約 6000個の P値が得られ

た. これらが均等に分布していれば, �̂�

は,0.0001～0.0005 の値をとることが予想され

るが, 理論値および実験値はこれよりも高い

値となっており, Frequency Test および Rank 

Testについては, P値の離散分布の偏りが大き

いと考えられる． 

6  まとめ 
 本研究では, NIST 乱数検定における Rank 

Test, および, Frequency Test について，P値

の厳密な分布関数を算出し, 対象とする系列

数が多くなると一様分布とのK-S検定に不合格

となることを示した．この結果は, カオス真軌

道, および, メルセンヌ・ツイスターによって

生成した2値系列に対する検定結果とよく一致

した．NIST乱数検定に含まれる他の検定につい

ても, Approximate Entropy Testなど, K-S検

定で不合格となる検定があり, その解析は次

の課題である． 
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表 1 K-S検定の結果(カオス真軌道) 

検定項目 𝑚 𝐷 √𝑚 𝐷 𝑁𝑝 

Frequency 
Test 

1 × 106 0.001472 1.472 1971 

2 × 106 0.001188 1.680 2019 

3 × 106 0.001078 1.867 2037 

Rank Test 
1 × 106 0.004962 4.962 5346 

2 × 106 0.005283 7.471 5663 

3 × 106 0.005149 8.918 5737 

表 2 K-S検定の結果(メルセンヌ・ツイスター) 

検定項目 𝑚 𝐷 √𝑚 𝐷 𝑁𝑝 

Frequency 
Test 

1 × 106 0.001191 1.191 1969 

2 × 106 0.001336 1.889 2024 

3 × 106 0.001162 2.013 2039 

Rank Test 
1 × 106 0.005119 5.119 5454 

2 × 106 0.005052 7.145 5671 

3 × 106 0.004994 8.649 5735 
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Overlapping Template Matching検定におけるテンプレートの選び方
に関する一考察

岩崎淳

福岡工業大学
e-mail : a-iwasaki@fit.ac.jp

1 概要

乱数検定は与えられた数列に対する仮説検定
であり，“与えられた数列は理想的な乱数であ
る”を帰無仮説とする．暗号の評価などに欠く
ことのできないものであり，実際に米国の標準
共通鍵暗号 AESの選定時には，乱数検定のテ
ストセットであるNIST SP800-22 [1]が用いら
れた．最新版の SP800-22 (revision 1a) は 15

種類 188項目の検定で構成されている．
Overlapping Template Matching検定はその

中に含まれる検定の一つで，与えられた {0, 1}-
数列の中にテンプレートと同じパターンが何回
あるかを調べ，それによって検定を行う．元来，
連（全てが1の並び）のみがテンプレートとして
想定されており，厳密な参照分布も連に対して
のみ導出されていた [2]．これは同じく SP800-

22に含まれる兄弟分的なNon-overlapping Tem-

plate Matching検定と状況が大きく異なる．近
年，4-bitのすべてのテンプレートに対する参
照分布の導出法が提案されているが [3]，本稿
では長さも含めて任意のテンプレートに対する
導出法を述べる．
また，テンプレートを任意に拡張すると，テ

ンプレートを変えて検定を複数実施できる．そ
の際，複数の検定は独立（p値の分布が独立）
であった方が良いと考えられる．本稿ではその
価値観に基づいたテンプレートの選び方につい
ても考察する．

2 Overlapping Template Matching

検定

Overlapping Template Matching 検定のア
ルゴリズムは以下のようなものである：

1) 与えられたn-bitの乱数をM -bitのブロッ
ク，計N :=

⌊
n
M

⌋
個に分割．

2) 各ブロックごとに，与えられたm-bitの
テンプレートと同じパターンが何回あら
われるか（ヒット数）を数える．なお，テ
ンプレートと同じパターンが複数重なっ

ていた場合にはすべてカウントする．
3) ヒット数が i回であったブロックの数を

fiとおき，その数を数える．ただし，ヒッ
ト数が 5回以上は f5にまとめる．

4) 帰無仮説の下での [f0, f1, · · · , f5]の理論
値を [Nπ0, Nπ1, · · · , Nπ5]として，3)で
得られた [f0, f1, · · · , f5]をカイ二乗検定
にかけて p値を計算する．

パラメータの推奨値としては，n = 106，M =

1032，m = 9ないし 10である．

3 参照分布の導出

Overlapping Template Matching 検定行う
ためには参照分布 [π0, π1, · · · , π5] を導出して
おく必要がある．これは，テンプレート・テン
プレート長m・ブロック長M に依存する．
先行研究 [2] では，連のテンプレートに対し

て以下の方法で厳密な参照分布を導出している：

1) r-bitの数列 2r 本のうちヒット数が iと
なる数列の本数を Ti(r)とおく．

2) 漸化式を用いて，T0(M), T1(M), · · · ,
T4(M)を求める．

3) πi = Ti(M)/2M (i = 0, 1, · · · , 4)，π5 =

1−
∑4

i=0 πiと計算．

ブロックとしてありうる 2M 本の数列一本一本
に対してヒット数を調べることは現実的ではな
いが，ヒット数ごとに何本の数列が該当するか
は数えられる．帰無仮説の下では 2M 種類のブ
ロックがあらわれる確率は一様なので，上記の
方法で厳密な参照分布が求まる．
この手法を任意のテンプレートに拡張する．

テンプレートが任意になった分だけ区別を増や
してやればよい．まず，与えられたm-bitのテ
ンプレートの左 j-bitを bj とおく．便宜上，b0
と bmも考える．例えばテンプレートが 1101な
らば，b0 = ϵ, b1 = 1, b2 = 11, b3 = 110, b4 =

1101となる．次に，T j
i (r)を以下のように定義

する：r-bitの数列 2r本のうち

• ヒット数が iで
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• j = max{j′|数列の右 j′-bitが bj′ と一致}
を満たす

数列の本数．さらに，{0, 1, · · · ,m}上の関数 σ

と τ を以下のように定義する：

σ(j) = max{j′|bj ||0の右 j′-bitが bj′ と一致 },
τ(j) = max{j′|bj ||1の右 j′-bitが bj′ と一致 }.

これらを用いて，以下の漸化式が立てられる：

T j
i (r) =

∑
j′∈σ−1(j)∪τ−1(j)

T j′

i (r − 1)

(j = 0, 1, · · · ,m− 1),

Tm
i (r) =

∑
j′∈σ−1(m)∪τ−1(m)

T j′

i−1(r − 1)

適当な初期・境界条件を与えてこの漸化式を計
算することで，T j

i (M) (i = 0, 1, · · · , 4, j =

0, 1, · · · ,m)が得られる．そこから，

πi =

∑m
j=0 T

j
i (M)

2M
(i = 0, 1, · · · , 4),

π5 =1−
4∑

i=0

πi

として参照分布を求めることができる．

4 検定項目間の独立性

前節で述べた方法により任意のテンプレート
に対して Overlapping Template Matching 検
定を行えるようになり，テンプレートを変えて
複数の検定を行うことができる．それによって
新たに検定間の（非）独立性という問題が生じ
る．検定間で p値の結合分布が独立にならない
のであれば，複数の検定を通じての有意水準を
陽に表すことが難しくなる．また，強い相関の
ある複数の検定を実施するのは計算資源の無駄
遣いと言えよう．ゆえに，検定間が独立になる
ように，良いテンプレートの組み合わせの選び
方を考える．とりあえず選ぶ個数は 2個とする．
詳細は割愛するが，前節の方法を拡張するこ

とで，2つのテンプレートに対して「参照分布
の結合分布」を厳密に求めることができる．仮
にこの「参照分布の結合分布」が独立であれば，
結果的に p値の結合分布も独立になる．実際に
は参照分布が完全に独立にならずとも，独立に
近ければ p値の結合分布も独立に近くなること
が予想される．特にサンプル数が少なく，「参照
分布の結合分布」が独立な分布（各方向の周辺

分布の積）と “識別”できなければ，p値の結
合分布も独立な場合と “識別”ができない．
一案として，参照分布の結合分布と独立な

分布との “距離”として相互情報量を考えよう．
テンプレート 1，2，3をそれぞれ 111111111，
101110111，110111011とする．パラメータは
NISTの推奨値を用いた．テンプレート1と2を
考えた時の相互情報量は 1.141274×10−6(bit)，
テンプレート 2と 3を考えた時の相互情報量は
2.677488× 10−1(bit)となる．メルセンヌツイ
スタで生成した 106本の数列について，テンプ
レート 1，2，3に対する p値を生成し，0.01を
下回った個数をまとめたのが表 1である．テン
プレートが 2つ書かれている行は，2つのテン
プレートに対してそれぞれ p値を計算し，両方
で p値が 0.01を下回った個数を表示している．
どの単一のテンプレートに対する検定にも問題

表 1. 各テンプレートに対する実験結果．

テンプレート 0.01を下回った p値の個数

1 10048

2 10077

3 10081

1, 2 103

2, 3 276

は認められない．また，テンプレート 1と 2の
検定の組み合わせの結果は，2つの検定が独立
であると考えても説明できる．しかし，テンプ
レート 2と 3の検定の組み合わせの結果から，
その 2つの検定は明らかに独立ではないと言え
る．ゆえに，その組み合わせは避けるべきと言
えよう．
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整数上のカオス写像におけるビット毎の0/1の出現確率に関する一考察
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1 概要

理想的なカオス写像と計算機実装を想定した
有限精度の演算によるカオス写像では，リヤプ
ノフ指数等のいくつかの統計的な性質は同様の
傾向を示すが，周期性等の異なる振る舞いが見
られる．そこで，有限精度上のカオス写像の性
質を考慮した擬似乱数生成器の構成に向けた研
究が行われている [1][2]．
整数上で定義したカオス写像，本稿では特に

テント写像やロジスティック写像において，計
算過程の値を二進展開したビット列のビット毎
の 0/1の出現確率を調査し，0/1の出現頻度が
同じであることを満たすため，擬似乱数生成に
適したビット抽出位置について議論する．

2 整数上のカオス写像

一般に，テント写像とロジスティック写像は
式 (1)，式 (2)と表される．

y =

{
ax (x < 0.5)

a(1− x) (x ≥ 0.5)
(1)

y = µx(1− x) (2)

ただし，実数値 a，µ，xは 0 ≤ a ≤ 2，0 ≤ µ ≤
4，0 ≤ x ≤ 1を満たす．計算機実装を想定し，

Y =


⌊
(2·2n−A)

2n ·X
⌋

(X < 2n−1)⌊
(2·2n−A)

2n · (2n −X)
⌋

(X ≥ 2n−1)

(3)

Y =

⌊
(4 · 2n −M)

2n
· X(2n −X)

2n

⌋
(4)

と整数値で定義する．ただし，nは値の表現に
用いるビット数を表し，A，M，Xはそれぞれ
閉区間 [0, 2n]の整数値であり，⌊b⌋は実数 bの
整数部分を返す床関数である．ここで，式 (1)

と式 (2)がカオスな振る舞いを見せる aと µに
注目するため，式 (3)と式 (4)では 1 ≤ a ≤ 2，
3 ≤ µ ≤ 4を 2n個に分割するように定義した．
擬似乱数生成には，この写像の出力を次の写像
への入力として繰り返し適用して得られる系列

が利用される．本稿では，式 (3)と式 (4)の分
子部分を式 (5)，式 (6)とおく．

Q =

{
(2 · 2n −A)X (X < 2n−1)

(2 · 2n −A)(2n −X) (X ≥ 2n−1)

(5)

R = (4 · 2n −M)X(2n −X) (6)

3 ビット毎の 0/1の出現確率

擬似乱数出力として，Q，Rから抽出したビッ
ト列を連結することを想定する．このとき，生
成される擬似乱数列における 0/1の出現確率は
抽出対象のビットの 0/1の出現確率に依存する．
そのため，0/1の出現頻度が均しいことを満た
すためには，抽出対象となるビットの 0/1の出
現確率の均一さが必要である．
そこで，0/1の出現確率が均等なビットを把
握するために，区間 [5, 16]における nに対し
て，A，M，Xに対する全数調査を行い，Qと
Rのビット毎の 0の出現確率を求めた．例とし
て，n = 16のときの整数上のテント写像によ
るQに対するビット毎の 0の出現確率の平均値
と標準偏差を図 1に示す．ただし，最下位ビッ
トを第 0番目のビットとする．求めた 0/1の出
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0.8
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048121620242832

0
ビ
ッ
ト
の
出
現
確
率

ビットの位置

図 1. n = 16のときの整数上のテント写像によるQに対
するビット毎の 0の出現確率の平均値と標準偏差

現確率の平均値と標準偏差より，二つの写像で
はいずれのnにおいても 0/1の出現確率に偏り
を持つビットは最上位および最下位からの一部
であり，これらの部分ビット列の長さは nによ
らず一定であることや，0/1の出現頻度が均し
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く，抽出対象となるビットが存在することを確
認できた．さらに，nの増加に対し 0/1の出現
確率の偏りが小さく抽出対象となるビットの範
囲が増加することも確認した．
これ以降，整数上のテント写像において，A

に対するビット毎の出現確率について議論する．
まず，出力値として切り捨てられる部分である
0 ≤ i ≤ n − 2に着目すると，2i+1 | Aのと
き，Qの第 i番目以下のビットにおける 0の出
現確率は 1となり，それ以外は (2n−1 + 1)/2n

となる．
次に，Qの上位ビットにおける 0の出現確率

の例として，n = 10のときのQの第 (2n−4) ∼
(2n−1)番目のビット，つまり第 16 ∼ 19番目の
ビットにおける 0の出現確率を図 2に示す．図
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図 2. n = 10 のときの整数上のテント写像における第
16 ∼ 19番目のビットの 0の出現確率

2のように，Qの最上位ビットである第 (2n−1)

番目のビットにおける 0の出現確率はA = 0の
ときに約 1/2から始まり，Aに対して単調増加
である．また，第 (2n− 2)番目以下のビットに
おける 0の出現確率の傾向としてAに対し図 2

に示すような特徴的な山形が確認でき，その極
大値の個数が第 (2n−2)番目のビットのときに
1個，そこから 1つ下位のビットに行く度に倍
になることが分かった．加えて，下位のビット
に行くほど山形が多少崩れて 0の出現確率に偏
りを持つようなAがごく一部に現れるものの，
全体として 0の出現確率が 1/2に近づく傾向に
あることが確認できた．
ここで，図 1には現れていない特徴的な事柄

について追記する．Qの中央にある第 (n− 1)，
n番目のビットでは，A = 0，2n 付近で，0の
出現確率に偏りを持つビットが多く見られた．
そのため，擬似乱数生成に第 (n − 1)，n番目
のビットを用いる場合は Aの選択や更新に注

意が必要である．
最後に，上記以外のビットの例として，n =

10のときのQの第 (n+2)番目のビット，つま
り第 12番目のビットにおける 0の出現確率を
図 3に示す．図 3のように，0の出現確率は多

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

01282563845126407688961024

0
ビ
ッ
ト
の
出
現
確
率

𝐴 (𝑎)
(𝑎 = 1) (𝑎 = 2)

図 3. n = 10としたときの整数上のテント写像における
第 12番目のビットの 0の出現確率

くのAで 1/2に近い値を取ることが分かった．

4 まとめ

本稿では，整数上のテント写像やロジスティッ
ク写像において，計算過程で求まる値のビット
毎の 0/1の出現確率について議論した．その結
果，nによらず，最上位，最下位の一部のビッ
トは抽出対象として適していないこと，それ以
外の中央部のビットは抽出対象として適してお
り，nの増加に対してその範囲も広がることが
分かった．本稿での議論は，ごく限られたビッ
ト長での全数調査の結果であるため，今後任意
のビット長に対する理論的な解析を行う． . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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ラグ付きフィボナッチ生成法に対するある非統計的検定について

原本 博史

愛媛大学 教育学部
e-mail : haramoto@ehime-u.ac.jp

1 概要

C言語の擬似乱数生成関数 random()では、
ラグ付きフィボナッチ生成法と呼ばれる生成法
が用いられている。これは初期値 (x0, . . . , x30) ∈
(Z/232)31から漸化式

xi+31 = xi+28 + xi (mod 232) (1)

を用いて擬似乱数を生成する方法である [1]。
ラグ付きフィボナッチ生成法で生成された擬

似乱数は、最下位ビットの 0-1分布が悪いこと
が経験的に知られており、これらを捨てる改良
がなされる場合もある。さらに理論的な解析と
して、擬似乱数列の下位 1–6ビット目それぞれ
の 0-1分布と二項分布のずれを、MacWilliams

恒等式を用いて測る研究がある [2, 3]。本発表
では、重み数え上げ多項式からほとんどの項を
捨てた多項式でこのずれを近似的に測った結果
と、χ2 適合度検定の適切なサンプルサイズに
ついて報告する。

2 0-1分布の計算法

nビット擬似乱数生成法Gで生成されたm+ℓ

個の連続する出力 x0, . . . , xm−1+ℓ に対し、n

ビット目に現れる 1の個数をW で表す。擬似
乱数の初期値が一様ランダムに選ばれる仮定の
もとでは、W は確率変数となる。以下、確率
qk = P(W = k)を求める。
有限集合 S を初期値全体の集合とし、写像

OG : S → (Z/2n)m+ℓ を、初期値 s ∈ S に対
して sから生成されるm+ ℓ個の連続する出力
x0, . . . , xm−1+ℓを対応させるものとする。
ここで集合 Sがアーベル群、OGが群準同型

であれば、確率 qkは

qk = #

{
s ∈ S

∣∣∣∣ 2n−1∑
i=2n−1

wti(OG(s)) = k

}
/#S

= #

{
v ∈ C

∣∣∣∣ 2n−1∑
i=2n−1

wti(v) = k

}
/#C

と表される。ここで、集合 C は出力全体の集

合OG(S)とし、重みwti(v)はベクトル vの成
分が iであるものの個数を表す。
さらに、非負整数 ji(i = 0, 1, . . . , 2n − 1)に

対し重み数え上げ

Aj0,...,j2n−1
:=

#{v ∈ C|wti(v) = ji(i = 0, . . . , 2n − 1)}

を用いると、確率 qkは

qk =
∑

j0+···+j2n−1=k

Aj0,...,j2n−1
/#C

と表される。したがって、Cのすべての要素に
対する重み計算ができれば、確率 qk を求める
ことができる。

3 重み数え上げ多項式とMacWilliams

恒等式

しかし、一般に#Cが大きい場合、重み数え
上げの計算はNP完全であることが知られてい
る [4]。これに対して松本–西村らは、通常の内
積に関する直交補空間

C⊥ := {y ∈ (Z/2k)m | (x, y) = 0(x ∈ C)}

の重み数え上げが可能な場合、符号理論に現れ
るMacWilliams恒等式を利用して確率 qkを求
めている [2, 3]。

定理 1 (MacWilliams恒等式 [5]) C の重み
数え上げ多項式WC(X0, . . . , X2n−1)を∑

j0+···+j2n−1=m+ℓ

Aj0,...,j2n−1
Xj0

0 · · ·Xj2n−1

2n−1

で定めるとき、次の等式が成り立つ。

WC(X0, . . . , X2n−1) = WC⊥(Z0, . . . , Z2n−1)/#C⊥

(Zj =
2n−1∑
p=0

e2π
√
−1jp/2nXj)

nが大きい場合、C⊥の重み数え多項式WC⊥

の計算も困難となる。そこで本研究では、多項
式wC⊥ をWC⊥ からX0に関する最大および 2

番目に大きい次数の項だけ残した多項式とし、

wC⊥(Z0, . . . , Z2n−1)/#C⊥
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から C の重み数え上げに対応するものを求め
ることとした。

4 χ2-discrepancy

確率変数W に対する帰無仮説を

H0 : W ∼ B(m+ ℓ, 1/2)

とするとき、理論上想定される分布 (pk)はpk =(
m+ℓ
k

)
/2m+ℓ (k = 0, . . . ,m+ ℓ) である。一方、

擬似乱数の出力が従う分布は (qk)である。こ
のとき、χ2適合度検定のサンプルサイズを

Np = (χ2
ν(p)− ν)/δ

とすると、得られる p値の期待値は pとなるこ
とが知られている [2]。ここでχ2

ν(p)は自由度 ν

の χ2分布の 100p%点を表し、

δ :=
ν∑

k=0

(pk − qk)
2/pk

を χ2-discrepancyという。
δ, Npは多項式WC⊥ より求まるが、WC⊥ を

多項式wC⊥ に替えた場合のものをそれぞれ δ′,

N ′
pで表す。
表 1は、ラグ付きフィボナッチ法 (1)で生成さ

れる 34個の出力について、1–6の各ビット毎に
N0.99 および N ′

0.99 を計算した結果である。現
在は実験的な結果に止まるものの、多項式wC⊥

が δおよびNpの計算において十分良い近似を
与えていることがわかる。

表 1. 1–6ビット目の N0.99 および N ′
0.99 の値

ビット 1 2 3

N0.99 12249 49113 196568

N ′
0.99 12288 49152 196607

ビット 4 5 6

N0.99 786390 3145680 12582839

N ′
0.99 786430 3145720 12582879

多項式WC⊥から δ, Npを求める計算では、6

ビット目でも計算コストが比較的大きくなる。
他方、δ′, N ′

pの場合、20ビット目程度まで計算
は容易である。

5 χ2適合度検定の結果

ラグ付きフィボナッチ生成法 (1)で生成され
た 34個の連続する擬似乱数の 7–9ビット目そ
れぞれの 0-1分布について、帰無仮説H0の有

意水準 1%での χ2 適合度検定について結果を
表 2–4に示す。ここでサンプルサイズは、多項
式 wC⊥ より求めたN ′

0.75およびN ′
0.99とし、5

回ずつ実験している。

表 2. 7ビット目(N ′
0.75=10548139, N ′

0.99=50331515)

1st 2nd 3rd 4th 5th

N ′
0.75 合格 合格 合格 合格 合格

N ′
0.99 棄却 棄却 棄却 棄却 合格

表 3. 8ビット目 (N ′
0.75=42192556, N ′

0.99=201326057)

1st 2nd 3rd 4th 5th

N ′
0.75 合格 合格 棄却 合格 合格

N ′
0.99 合格 棄却 合格 棄却 棄却

表 4. 9ビット目 (N ′
0.75=168770226, N ′

0.99=805304230)

1st 2nd 3rd 4th 5th

N ′
0.75 合格 合格 合格 合格 合格

N ′
0.99 合格 棄却 合格 棄却 合格

謝辞 本研究は JSPS科研費 16K13750および
17K14234の助成を受けたものです。
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ネットワーク上の蔵本モデルの同期現象
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Abstract

Dynamics of systems of large populations of coupled oscillators have been
of great interest because collective synchronization phenomena are observed
in a variety of areas. The Kuramoto model is often used to investigate such
phenomena, which is a system of differential equations of the form

dθk
dt

= ωk +
K

N

N∑
j=1

f(θj − θk), k = 1, · · · , N. (1)

In this talk, an infinite dimensional Kuramoto model is considered, and Ku-
ramoto’s conjecture on a bifurcation diagram of the system will be proved;
under certain assumptions, it is proved that when the parameter (coupling
strength) K is smaller than the critical value Kc, then the trivial solution
(de-synchronized state) is asymptotically stable, and when K exceeds Kc, a
nontrivial solution (synchronized state) bifurcates from the trivial one.

It is well known that the spectrum (eigenvalues) of a linear operator deter-
mines a local dynamics of a system of differential equations. Unfortunately,
a linear operator obtained from the infinite dimensional Kuramoto model has
the continuous spectrum on the imaginary axis, so that the usual spectral the-
ory does not say anything about the dynamics. To handle such continuous
spectra, a new spectral theory of linear operators based on Gelfand triplets
is developed. Basic notions in the usual spectral theory, such as eigenspaces,
algebraic multiplicities, point/continuous/residual spectra, Riesz projections
are extended to those defined on a Gelfand triplet. It is proved that they have
the same properties as those of the usual spectral theory.

The results are applied to the Kuramoto model to prove Kuramoto’s conjec-
ture. It is proved that a generalized spectrum on the left half plane induces an
exponential decay of solutions. Furthermore, a center manifold theorem on a
certain space of distributions will be proved with the aid of the Gelfand triplet
and the generalized spectrum. Even if there exists the continuous spectrum
on the imaginary axis, there exists a finite dimensional center manifold on a
space of distributions. Then, the dynamics on the center manifold determines
a bifurcation diagram of the Kuramoto model.
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ネットワーク力学系の同期とネットワーク構造
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1 はじめに

本講演は，C.-W. Shih (National Chiao-Tung
Univ.,台湾），J.-P. Tseng (National Chengchi
University, 台湾）, 岡宏枝（龍谷大学）との進
行中の共同研究に基づくものである．
結合振動子系などの結合力学系における同期

現象はさまざまなところにみられ，その数理的
メカニズムを理解することが重要な問題は数
多くあげられる．ここでは特に，結合力学系の
ネットワーク構造に注目して，その同期につい
て考えたい．

2013年の論文 [1]で，Fiedler，望月らは，変
数の依存関係が有向グラフとして表現される散
逸的な常微分方程式系のクラスを Regulatory
Network として数学的に定式化し，そのダイ
ナミクスと有向グラフの構造との関係を調べ
た．特に，その変数全体の集合の部分集合 Iが
determining nodeであることを，任意の 2つの
解の I-成分の差が t → ∞で 0に近づくならば
いつでも，2つの解の差が t → ∞で 0に近づく
ということとして定義し，彼らの Regulatory
Network においては，Regulatory Network に
付随する有向グラフの Feedback Vertex Set（以
下，FVS）は determining nodeであることを示
し，またそのある意味の逆も示した．ここでは，
彼らの理論の 1 つの応用として，Regulatory
Network の複数のコピーを相互に結合させた
常微分方程式系を考え，その同期とネットワー
ク構造との関係について調べる．

Fiedler, 望月らの Regulatory Network は生
命科学における遺伝子制御ネットワークに動機
付けられた数学的定式化である（[2]）が，上述
のような Regulatory Network の結合系も，生
命科学の分野などで自然に現れる．例えば図 1
はゼブラフィッシュの体節形成にみられる分節
時計遺伝子の制御関係を表しているが，それに
関わる細胞の内部の遺伝子の制御関係と，細胞
を横断する遺伝子の制御関係がからみあうこと
で，複数の細胞の間の遺伝子の制御関係が同期
し，体節形成が正しく進行することが重要であ
り，それは以下の図のような遺伝子ネットワー

ク間の結合関係として捉えることができる．

X cell 

Y cell 

her mRNA  her mRNA  

Her protein  Her protein  

delta mRNA  delta mRNA  

Delta protein  Delta protein  pp p

How synchronization can be achieved requires a careful  図 1. ゼブラフィッシュの分節時計遺伝子の制御関係

2 準備：Regulatory NetworkとFVS

変数 z = (z1, . . . , zN )に関する散逸的な常微
分方程式系 ż = F(z)を考える．この右辺は十
分なめらかとし，各成分 F = (F1, . . . , FN )は
それぞれ

Fi = Fi(zi, zIi)

の形をしているとする．ここで，Iiは i変数に
関する input set と呼ばれ，zi変数の微分方程
式の変数の依存関係を示す．このとき，N =
{1, . . . , N}を頂点とし，jから iへの有向辺を
j ∈ Iiと定めることで有向グラフ Γが定義され
る．これを考えている常微分方程式系 ż = F(z)
に付随するネットワークと呼ぶ．
この常微分方程式系がさらに decay条件，す

なわちある定数 C > 0に対して

∀i, ∂1Fi(zi, zIi) < −C

をみたすとき，ż = F(z)とそれに付随するΓの
組R = (F, Γ)をRegulatory Network([1])
と呼ぶ．ただし，∂1は第１変数に関する偏微分
を表す．
有向グラフ Γの頂点の部分集合 I に対して，

部分グラフ Γ \ I にループが全く存在しないと
き，IをΓのFVS (Feedback Vertex Set)とい
う．Regulatory Network R = (F, Γ) に対し，
I ⊂ Γが SDN (Set of Determining Nodes) で
あるとは，ż = F(z)の任意の2つの解z(t), z′(t)
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について，limt→∞{zI(t) − z′I(t)} = 0 ならば
必ず limt→∞{z(t)− z′(t)} = 0となることをい
う．ただし zI(t) は z(t)の I 成分を表す．

Fiedler, 望月らの論文 [1]の主結果の１つは，
Regulatory Network R = (F, Γ) においては
FVSは必ずSDNであること，またIがΓを共有
するすべてのRegulatory Network R = (F,Γ)
について SDNならば，Iは ΓのFVSとなるこ
とである．

3 問題の定式化と主結果

以下，K = {1, . . . , K}とおく．次のような，
巡回的に結合したK個の Regulatory Networks
の結合系 (R,G)を考える：

żk = F(zk) + Gk(z1, . . . , zK), k = 1, . . . ,K

ここで zk = (zk
1 , . . . , zk

N )であり，R = (F,Γ)
は Regulatory Network，Gkはそれらの結合を
表し，K上の標準的な巡回置換 σに対し

Gk(z1, . . . , zK) = G1(zσk(1), . . . , zσk(K))

が成り立つとする．この常微分方程式系の解を
Z(t) = (z1(t), . . . , zK(t))と書く．
このような結合系 (R,G)において，V ⊂ Γ×

K が SDNS (Set of Determining Nodes for
Synchronization) であるとは，(R,G)の任意
の 2つの解 Z(t),Z′(t)が，

∀(i, k), (i, `) ∈ V, lim
t→∞

{zk
i (t) − z′

`
i(t)} = 0

ならばいつでも limt→∞{Z(t) − Z′(t)} = 0を
満たすことと定義する．
以上の設定の下で，次が成り立つ：

定理 1 Regulatory Network R = (F, Γ)の結合
系 (R,G)に対し，IがΓのFVSならば，I×K
は結合系 (R,G)の SDNSである．

ここで，結合系 (R,G)はそれ自体が1つの Reg-
ulatory Network となるが，I ×Kは一般にそ
の FVSとは限らないことを注意しておく．
次に，結合系 (R,G)の結合が巡回的とは限

らないが線型，すなわち

Gk(z1, . . . , zK) =
K∑

j=1

akjD(zk − zj)

の形である場合を考える．ここで N × N 行
列 D は内的な結合を表し，K × K 行列 A =

(akl)は外的な結合を表す．このとき上と同様
に I ⊂ ΓをRegulatory Network R = (F, Γ)の
FVSであるとし，一般性を失うことなくN =
{1, . . . , N}が I = {`+1, . . . , N}となるように
ラベル付けられているとしてよい．そのように
した場合に行列Dが

D =

(
DJ P

Q R

)

であるとする．

定理 2 以上の仮定の下で，DJ が（必要ならさ
らにラベル付けを取り替えて）狭義下三角行列，
すなわちその成分 dij が i ≤ j ならば dij = 0
となるようにできるならば，I × K は結合系
(R,G)の SDNSである．

以上の定理の証明には，論文 [1]のFVSに関
する Lemma 2.2 と論文 [3]の方法が重要な役
割を果たす．講演では，いくつかのネットワー
クの具体例もあげて，定理の意味とその限界に
ついても述べる予定である．

参考文献
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複数のグラフに依存する結合振動子系の連続極限

伊原 亮輔 1, 矢ヶ崎 一幸 2

1,2京都大学 情報学研究科 数理工学専攻
e-mail : 1ihara0ryosuke@amp.i.kyoto-u.ac.jp, 2yagasaki@amp.i.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに

グラフ上の結合振動子系は，ニューラルネット
ワークやジョセフソン接合配列，電力ネットワー
クなどさまざまな数理モデルを提供し，一般に
大きな次元を有する．連続極限はこれらの系
に対する有力な解析手法のひとつであり，大次
元の微分方程式系の解を積分微分方程式の解に
よって近似するものである．最近Medvedev [1]

は単一グラフ上の結合振動子系に対する連続極
限について数学的な基礎を与えている．
本報告では，文献 [1]の結果を拡張し，複数

のグラフに依存する結合振動子系に対しても連
続極限の手法が有効であることを理論的に明ら
かにする．また，具体例として，2つのグラフ
に依存する蔵本モデルを取りあげ，理論結果の
有用性を確認する．

2 結合振動子系と連続極限

次式で与えられる，複数のグラフに依存する
結合振動子系を考える．

d

dt
uni (t) =

1

n

m∑
k=1

n∑
j=1

wnk
ij Dk

(
unj (t)− uni (t)

)
,

i ∈ [n] := {1, 2, . . . , n} (1)

ここで，各 n ∈ N に対し，Gnk = ⟨V (Gnk),

E(Gnk),W (Gnk)⟩ (k ∈ [m]) はm個の重み付
きグラフ列であり，集合 V (Gnk) = [n]および
E(Gnk)は，それぞれ，節点集合および枝集合
を表し，W (Gnk) は次の形の n 次対称行列と
する．

(W (Gnk))ij =

{
wnk
ij for (i, j) ∈ E(Gnk);

0 otherwise

W (Gnk)をグラフGnk に対する (枝の)重み行
列とよび，Gnkが単純グラフの場合，その成分
は 0または 1である．また，Dk(u)はリプシッ
ツ連続関数とする．
例えば，グラフGn1上で定義された結合振動

子系に対する制御の問題では，次のようにG1

とは異なるグラフG2に依存する制御力を付加

することが考えられる:

d

dt
uni (t)

=
1

n

n∑
j=1

wn1
ij D1

(
unj (t)− uni (t)

)
+

1

n

n∑
j=1

wn2
ij D2

(
unj (t)− uni (t)

)
(2)

式 (2)は式 (1)において m = 2とした場合と
なっている．式 (1)に対する連続極限は次式で
与えられる．

∂

∂t
u(x, t) =

m∑
k=1

∫
I
Wk(x, y)

×Dk(u(y, t)− u(x, t))dy (3)

ここで，I = [0, 1]であり，Wk(x, y)は，重み
行列Wk(Gn)のある種の極限を表す，I2 上の
対称な可測関数で，graphon と呼ばれる．

3 理論結果

以下では，xの関数 g(x)および xと tの関数
u(x, t)を，それぞれ，xの関数の値を取る変数
および tの関数とみなし，gおよびu(t)と表す．

定理 1. 各 k ∈ [m]に対して，Dkはリプシッツ
連続，Wk ∈ L∞(I2)，u(0) = g ∈ L∞(I)とす
る．このとき，式 (3)の解 u ∈ C1(R;L∞(I))

が一意的に存在する．

式 (1)の解を階段関数 un(x, t)，

un(x, t) = uni (t), x ∈
[
i− 1

n
,
i

n

)
(4)

によって表し，これを un(t)と記す．

定理 2. 各 k ∈ [m]に対してWk : I2 → [−1, 1]

は対称な可測関数とし，g ∈ L∞(I) を式 (4)

と同様の階段関数する．このとき，初期条件
un(0),u(0) = gに対する式 (1)と (3)の解は次
式を満たす．

∥u− un∥C(0,T ;L2(I)) → 0 (as n → ∞)
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図 1. 重み行列 (□ = 0, ■ = 1): (a) W (Gn); (b) W (Ḡn)
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図 2. graphon (□ = 0, ■ = 1): (a)W (x, y); (b)W̄ (x, y)

4 適用例

bをある実数，Gnと Ḡnを，図 1に示すよう
な重み行列をもつ単純グラフとして，次の結合
振動子系を考える．

d

dt
uni (t)

=
1

n

n∑
j=1

wn
ij sin

(
unj (t)− uni (t)

)
+

b

n

n∑
j=1

w̄n
ij sin 2

(
unj (t)− uni (t)

)
(5)

式 (5)は自明解 ui(t) = 0 (i ∈ [n]) を有し，以
下では，連続極限を用いて，この解の安定性を
調べる．
式 (5)に対する連続極限方程式は

∂

∂t
u(x, t)

=

∫ 1

0
W (x, y) sin (u(y, t)− u(x, t)) dy

+ b

∫ 1

0
W̄ (x, y) sin 2 (u(y, t)− u(x, t)) dy

(6)

となる．ここで，W (x, y)と W̄ (x, y)は図 2に
示すような graphonである．式 (5)の自明解に

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

-0.39 -0.38 -0.37 -0.36 -0.35 -0.34

-0.3455

u
i(

T
)

b

図 3. 式 (2)の数値シミュレーションの結果

対応して，式 (6)も自明解 u(x, t) = 0をもつ．
関連した固有値問題は

λη(x) =

∫ 1

0
W (x, y) (η(y)− η(x)) dy

+ 2b

∫ 1

0
W̄ (x, y) (η(y)− η(x)) dy

となり，6個の固有値

λ = 0, −1

2
− 5±

√
5

5
b, λi (i = 1, 2, 3)

を得る．ここで，λiはある 3次多項式の根であ
る．容易に，

b >
5−

√
5

8
≈ −0.3455

のときそのときに限って，実部正の固有値が存
在し，連続極限方程式 (6)の自明解が不安定と
なることが示される．
n = 100，T = 400として式 (5)に対する数値
シミュレーションを行った．得られた分岐図を
図3に示す．ここで，節点 i = 1 ∼ 20，21 ∼ 40，
41 ∼ 50，51 ∼ 60，61 ∼ 80および 81 ∼ 100

における ui(T )の値が，それぞれ，赤，橙，黄，
緑，青および紫でプロットされている．非対称
な非自明解が存在するとき，それと ui(T )軸に
関して対称な解が存在する．連続極限方程式か
ら予測されるように，自明解は b ≈ −0.3455を
境にそれよりも大きいとき安定，それよりも小
さいとき不安定となっている．

参考文献
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化学反応経路網の幾何学的理解に向けて

荒井 迅 1

1中部大学創発学術院
e-mail : zin@isc.chubu.ac.jp

1 概要

本講演では量子化学計算で得られた反応経路
網のデータを可視化し，またポテンシャル曲面
の幾何構造を理解するための，数学的な裏付け
のある手法を構築することを目的とした研究を
紹介する．
近年の計算機やアルゴリズムの進化により，

第一原理計算（化学的な仮定を置かず真面目に
電子状態を計算する手法）を用いた反応研究が
飛躍的に拡大している．しかし，得られるデー
タは分子構造の配位を記述する高次元空間の情
報であり，反応について理解するためには，何
らかの方法で低次元空間に落としこむ必要があ
る．ところが，この部分の数学的理論はまだ未
発達で，化学者が経験や基づき手動で行なって
いる状況である．
そこで本講演では，量子化学計算の結果をグ

ラフとして可視化する際に多次元尺度法を用い
た結果をまず前半で解説する．後半では，同変
モース理論やコンレイ指数理論等のトポロジー
の道具やそれらを計算機上に実装する計算トポ
ロジー理論などを用いて，反応経路網の幾何学
的な構造をより数学的に理解するための試みを
紹介する．

2 多次元尺度法による反応経路の可視化

本節の内容は北海道大学の武次研究室との共
同研究 [1] の内容に基くものである．
本研究では量子化学計算に一般的に使える手

法を開発するが，説明のために以下の具体的な
問題設定を与える．考えるのは 5つの金原子か
らなるクラスターの異性化反応，すなわちどの
ような構造を分子が取りやすいかを記述する問
題である．N原子からなる分子の構造を記述す
る配位空間は 3N − 6 次元あり，金 5量体の場
合は 9 次元空間である（正しくはR3N−6を回
転と平行移動，原子の入れ代えに関する対称性
で割った，特異点を持つ空間になる）．第一原
理計算を 9 次元の全空間で網羅的に行なうの
は計算量的に不可能である．しかし，武次らの
研究により，ポテンシャルの極小をとる特徴的

な構造や，それらを繋ぐ反応経路を探索しなが
ら第一原理計算を行なる手法が確立している．

図 1. 既存手法による反応地図と反応経路

図 1は第一原理計算により得られた金 5量体
の特徴的な構造と，それらを繋ぐ反応経路を 2

次元に配置したものである．実は，この図は計
算の結果得られたポテンシャルの値と構造を元
に，武次研究室の堤氏が手で構成したものであ
る．どの構造をどこに配置するかは試行錯誤と
化学的な経験から決定されたものであるが，理
論的な裏付けはない．そのため，実際に観察さ
れる反応経路をこの図上にプロットすると，図
2のようにグラフの平面プロットに対して連続
にならない，不自然な跳躍が起きてしまうこと
があった．

図 2. 反応経路の不自然な跳躍
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そこで本研究では，グラフ理論の成果を用い
て数学的に自然なグラフを構成する．例えば，
図 3は 9次元配位空間での距離を最大限に保存
するグラフを多次元尺度法で構成したものであ
る．手で構成したグラフでは起きていた，不自
然な反応経路の跳躍が起きず，化学的により自
然な配置が得られている．また，この手法で構
成した平面グラフとポテンシャルエネルギーの
値を組み合わせると，図 4のようなポテンシャ
ル曲面とその上での分子配置の分布が得られる．

図 3. 提案手法による反応地図と自然な反応経路

図 4. 提案手法に基づくポテンシャル曲面

3 同変モース理論の応用

前節の結果は既存手法よりも自然なポテン
シャル曲面の理解を与えるものであるが，多次
元尺度構成法は本質的に線型の理論であり，複
雑な曲面に対しては良い結果を与える保証はな
い．また，第一原理計算を行なった反応経路か
ら遠く離れた領域については有用な情報を与え
ることはできない．そこで，3N − 6 個の変数
に対する本来のポテンシャル曲面のトポロジー
を可能な限り数学的に正確に把握することを考
える．そのための試案を本節で紹介する．
ポテンシャル曲面の理解といってすぐに思い

付くのは，関数の特異点とトポロジーを結び付

けるモース理論である．しかし，配位空間には
分子の対称性に由来する特異点が存在するため，
通常のモース理論ではなく同変モース理論を使
う必要がある．実は，同変モース理論の化学反
応への応用が理論的に可能であることは以前か
ら示唆されていたのだが [2]，ホモロジー計算
の困難のため実際には用いられていなかった．
そこで本研究では同変モース理論に必要な計算
アルゴリズムを近年開発された計算トポロジー
の技法で実装することで，ポテンシャル曲面の
トポロジーを記述する基礎理論を構築する．
さらに力学系理論で開発されたコンレイ指数
の接続行列理論を同変モース理論と組み合わ
せる．接続行列を用いると，既に存在を示して
いる特異点の情報から未知の特異点の存在を結
論することができる（最も簡単な場合は「山と
山の間には谷があるはず」という観察に対応す
る）．これにより，配位空間の一部で行なった
第一原理計算の結果から，不安定次数の高い構
造の存在を予言することが可能になる．第一原
理計算で不安定次数の高い構造を直接に探すの
は計算量的に困難であるが，この方法ならば間
接的に存在を示せる．
ポテンシャル曲面のトポロジーを把握すると，
本研究の出発点である反応経路網のグラフ化で
も進展が見込める．高次元に埋め込まれたグラ
フを，トポロジーをなるべく保ったまま平面に
射影する構造保存埋め込みの手法が使えるので
ある．これにより，ポテンシャル曲面のトポロ
ジーをより正しく反映したグラフを構成するこ
とができると期待される．

参考文献
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等価回路モデルによるHTS内の遮蔽電流密度解析
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1山形大学大学院理工学研究科
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1 はじめに

よく知られているように，高温超伝導体（HTS）
は核磁気共鳴や磁気共鳴画像法，リニアモー
ターカーなどのHTS機器に応用される．HTS

機器を開発するためには，HTS内の遮蔽電流
密度解析が必要不可欠である．
HTS機器の１つとして，近年，超伝導リニ

ア駆動型ペレット入射法が提案された．リニア
モーターカーの原理によって，同入射法はペレッ
トコンテナを加速する．同入射法はペレットを
プラズマ中心部へ直接入射できると予測される
ため，空気銃を用いた従来法に代わる入射法と
して注目を集めている．しかしながら，同入射
法を用いた実験はまだ始まったばかりであり，
実際の加速性能は明らかではない．
本研究の目的は，等価回路モデルを用いて軸

対称 HTS薄膜内の遮蔽電流密度の時間発展を
解析する数値コードを開発することである．さ
らに，同コードを用いて超伝導リニア駆動型ペ
レット入射法の加速性能を調べることである．

2 等価回路モデル

超伝導リニア駆動型ペレット入射法の概念図
を図 1に示す．同入射法では，HTS薄膜が取
り付けられたペレットコンテナと印加磁束密度
Bを生み出す電磁石を用いる．薄膜と電磁石の
間に働く相互作用によって，ペレットコンテナ
は加速され，z方向へ速度 vで推進する．薄膜
は厚さ b，半径Rの円板状と仮定し，薄膜位置
を Zとする．また，電磁石には長さHc，半径
Rcのコイルを採用し，コイルには電流：

Icoil(Z, t) =

{
αt (0 < Z < Zlimit)

0 (otherwise)
, (1)

を流す．但し，αはコイル電流の電流増加率で
あり，0 < Z < Zlimitは加速領域を表す．さら
に，円柱座標 (r, θ, z)を採用する．
軸対称 HTS薄膜に流れる遮蔽電流密度は θ

成分のみをもつため，遮蔽電流密度分布は電流
ループの集合，Λ1,Λ2, · · · ,Λn，を用いて近似
できる．但し，Λj は厚さ b, 幅∆rj の矩形断面

ElectromagnetHTS Film
Pellet Container

Coil Current, 
 Icoil(t)

Magnetic Field, B

⇦Velocity, v

図 1. 超伝導リニア駆動型ペレット入射法の概念図

HTS Current Loops

Λ1

Λ2

Λn

Coil

図 2. 等価回路

をもつ半径 rj の電流ループである．
上記の仮定を用いれば，超伝導リニア駆動型
ペレット入射法の電磁気的特性を等価回路（図
2参照）によって記述できる．従って，Faraday
則は以下の回路方程式と等価である．

L
dI

dt
= −

[
M

dIcoil
dt

+M ′vIcoil + V

]
, (2)

但し，I(t)及びV (I)はそれぞれ電流ループの
遮蔽電流ベクトルと誘導起電力ベクトルである．
また，Lはインダクタンス行列であり，M(Z)

はコイルによる電流ループへの相互インダクタ
ンス・ベクトルである．さらに，v ≡ dZ/dtは
電流ループの速度，つまり，ペレットコンテナ
の速度である．(2)に現れる誘導起電力ベクト
ル V を決定するために，超伝導特性を表すベ
キ乗則 [1]：

Vj = VCj

(
|Ij |
ICj

)N

sgn(Ij), (3)
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を用いる．但し，Nは正の整数である．さらに，
VCj 及び ICj はそれぞれ臨界電圧と臨界電流で
あり，VCj = (2πrj)ECと ICj = (b∆rj)jCから
決定できる．但し，EC及び jCはそれぞれ臨界
電界と臨界電流密度である．
一方，ペレットコンテナの運動はNewtonの

運動方程式：

m
dv

dt
= −2π

n∑
j=1

rjBrIj , (4)

で決定される．但し，mは固体水素ペレットと
ペレットコンテナ，HTS薄膜の総質量であり，
Br(r, Z, t)は印加磁束密度Bの r成分である．
ペレットコンテナは真空チューブ内を運動する
ため，空気抵抗を無視することができる．それ
故，(4)の右辺は電流ループとコイルの間に働
く Lorentz力の総和を表す．
(2)と (4)を初期条件：

I = 0, v = 0, Z = Z0 at t = 0, (5)

とともに解けば，HTS薄膜内の遮蔽電流の時間
発展とペレットコンテナの運動を決定できる．
但し，Z0は薄膜の初期位置である．(2)と (4)

の初期値問題の解法には刻み幅自動調節付き
Runge－Kutta法 [2]を採用する．

3 数値シミュレーション

等価回路モデルでは，(2)と (4)の初期値問題
を解くことによって，遮蔽電流の時間発展とペ
レットコンテナの運動を決定できる．本節では，
等価回路モデルに基づいて開発した数値コード
を用いて軸対称HTS薄膜内遮蔽電流密度を解
析し，超伝導リニア駆動型ペレット入射法の加
速性能を検証する．
まず，HTS薄膜内の遮蔽電流密度分布を調べ

る．遮蔽電流が最も流れた時刻の遮蔽電流密度
分布を図 3 に示す．同図から明らかなように，
遮蔽電流密度分布はHTS薄膜の縁近傍に局在
化する．
次に，コイル長Hcが同入射法の加速性能に

及ぼす影響を調べる．図 4に終端速度 vf のコ
イル長Hcへの依存性を示す．但し，終端速度
vf は Z > Zlimit を初めて満たした瞬間の速度
である．同図から明らかなように，終端速度 vf
はコイル長Hcに比例する．つまり，コイル長
Hcの増加とともに，同入射法の加速性能は向
上する．
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図 3. 遮蔽電流密度分布
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図 4. 終端速度 vf のコイル長 Hc への依存性

4 結　論

本研究では，等価回路モデルを用いて軸対称
HTS薄膜内遮蔽電流密度の時間発展を解析す
る数値コードを開発した．さらに，同コードを
用いて超伝導リニア駆動型ペレット入射法の加
速性能を調べた．本研究によって得られた結論
を要約すると，以下のようになる．軸対称HTS

薄膜内の遮蔽電流密度分布は縁近傍に局在化す
る．さらに，コイル長Hcの増加とともに，超
伝導リニア駆動型ペレット入射法の加速性能は
向上する．コイル長Hcを十分長くとれば，同
入射法はペレットをプラズマ中心部に直接入射
できる入射法として期待できる．
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1  研究背景と目的 
磁場閉じ込め核融合炉における周辺部およ

びダイバータ部では、第一壁やダイバータ板で

中性化した燃料中性粒子が多く存在している。

これら中性粒子はプラズマとの相互作用（電離、

荷電交換、再結合等）により、そこでのプラズ

マパラメータに影響するとともに、燃料の供給

効率を決定する要因になる。また、最近では、

中性粒子の温度がダイバータデタッチメント

運転時の電子温度に影響しているとの指摘も

ある。これらの物理過程は、壁から発生した中

性粒子種（原子か分子かなど）や、その温度、

エネルギーに強く依存していると考えられる

が、多くのシミュレーションモデルではこれら

のパラメータは簡単な仮定に基づいており、計

算の信頼性には疑問がある。 

本研究[1-3]では、これらの課題を解決する

ことを目標として、水素プラズマと対向壁との

相互作用を分子動力学的手法に基づいてリサ

イクリングモデルを開発し、発生した中性粒子

種やその温度（回転、振動）などのシミュレー

ションを行う。また、得られた結果を中性粒子

の衝突輻射モデル[4]に取り込み、中性粒子輸

送コードと結合することにより、プラズマへの

影響を調べることを目指す。 

 

2  シミュレーション手法 
 分子動力学法[5,6]を用いて炭素・水素原子

の運動を計算する。以下に記す Brennerポテン

シャルを、i原子と j原子間の相互作用関数とし

て用いる。 

𝑈𝑖𝑗({𝒓}) = 𝑉R(𝑟𝑖𝑗) − �̅�𝑖𝑗({𝒓})𝑉
A(𝑟𝑖𝑗) 

𝑉Rは二体の斥力ポテンシャル、𝑉Aは二体の引

力ポテンシャルを表す。𝑟𝑖𝑗は i 原子と j 原子の

相対距離である。�̅�𝑖𝑗は多体力効果の因子である。
{𝒓}は系内に存在する全原子の位置ベクトルの

集合である。運動方程式の積分には 2 次のシン

プレクティック差分法を用いた。 

 標的材に原子が打ち込まれると、入射原子の

運動エネルギーが標的材に入射する。入射した

エネルギーは標的材の熱エネルギーに変わり、

入射点から周辺の原子へと伝播する。計算時間

の問題から、分子動力学法の計算領域をこの熱

の伝搬を計算できるほど十分広くとることは

難しい。そこで、分子動力学法の領域外へ流出

する熱エネルギーを計算するため、図 1に示す

ように、分子動力学法計算領域(MD region)の外

側に熱伝導方程式 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝛼∇2𝑇 

によって熱伝導を計算する領域(HC region)を設

ける。熱伝導率αは分子動力学法を用いて決定

する。 

 

図 1. 分子動力学法‐熱伝導方程式の 

ハイブリッド計算の概要 

 
3  シミュレーションモデル 
分子動力学法による炭素壁水素リサイクリ

ングモデルのシミュレーション系を図2に示す。 

x、y方向の幅が 40 Åのアモルファス炭素[7]

を標的材として準備する。そのために、まず、

40Å×40Å×30Åの領域に炭素原子と水素原

子を、炭素密度が 0.122Å-3、水素密度が 0.073 
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Å-3 となるように一様乱数を用いて配置する。

そして、Langevin 熱浴を用いて、1000 Kの温

度で 5 psの間アニールし、標的材とする。ア

ニール中に放出した水素は計算系から除外す

る。結果、炭素原子 3872個、水素原子 2080個

で構成される水素含有アモルファス炭素が得

られた。 

得られたアモルファス炭素を標的材として、

水素原子を一発打ち込む計算を行う。水素原子

の入射エネルギーは 500 eVとし、z軸に平行に

打ち込む。x および y 方向には周期境界条件を

課する。同様の試行を多数行い、標的材から放

出された水素原子・分子の並進・振動・回転エ

ネルギーの分布を計算する。 

 

図 2. 計算モデル（MD region） 
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1 概要

核融合分野で、プラズマと壁（固体）の相互
作用の研究が近年特に重要度を帯びている。そ
の中で、ある温度のタングステンにある運動エ
ネルギーを持つヘリウムプラズマを照射する
と、ファズ構造と呼ばれるナノ構造が生じるこ
とを、名大グループが発見し、さらに多くの研
究者により注目を浴びている [1–9]。この研究に
は、実験のみならず分子動力学シミュレーショ
ンを用いてファズ構造形成を再現する試みも行
われている [6, 7]。
さて、このタングステンファズ構造は、核融

合炉材料としての研究のみならず、新たな試み
として “光触媒”としての利用も、前述の名大
グループで検討されている。その一環として、
ファズ構造の光学応答として反射率測定なども
報告されている [8, 9]。その報告によると、も
ともとの “平坦な表面”を持つタングステンの
400nmの可視光の反射率は、約 45% [10]であ
るが、その表面がファズ構造化することにより、
反射率がほとんどゼロになる [8, 9]。
我々は、タングステンのファズ構造化によ

る反射率の低減メカニズムを、電磁波解析シ
ミュレーションを用いて解明した。このシミュ
レーションには、finite-difference time-domain

(FDTD)法を用いている。そして、タングステ
ン中で発生する誘導電流を扱うために、Drude-

Lorentzモデルを用いる [11–16]。

2 Drude-Lorentzモデルを用いたFDTD

法

FDTD法では、下記のMaxwell方程式を差
分化し、電磁場（E,H）の時間及び空間の発展
を計算する。

∂E

∂t
=

1

ϵ0
∇×H − 1

ϵ0

(
JD +

m∑
i=1

JLi

)
,(1)

∂H

∂t
= − 1

µ0
∇×E, (2)

ここで、ϵ0と µ0は真空の誘電率と透磁率を表
す。さらに JD と JLiは、タングステン中に励

表 1. タングステン結晶の Drude-Lorentzモデルにおけ
る光学定数 (文献 [10]より)

Parameters Values

m 4

fD 0.206

fL1 0.054

fL2 0.166

fL3 0.706

fL4 2.590

ΓD [rad/s] 9.722 ×1013

ΓL1 [rad/s] 8.052 ×1014

ΓL2 [rad/s] 1.946 ×1015

ΓL3 [rad/s] 5.062 ×1015

ΓL4 [rad/s] 8.866 ×1015

ωp [rad/s] 2.008 ×1016

ωL1 [rad/s] 1.525 ×1015

ωL2 [rad/s] 2.912 ×1015

ωL3 [rad/s] 5.439 ×1015

ωL4 [rad/s] 1.139 ×1016

起される電流密度の Drude成分と Lorentz成
分を各々表す。そして、これらの電流密度の時
間発展は以下の方程式を差分化し、計算する。

∂JD

∂t
+ ΓDJD = ϵ0fDω

2
pE, (3)

∂JLi

∂t
+ ΓLiJLi = ϵ0fLiω

2
pE − ω2

LiPLi.(4)

これらの式に現れる定数は、タングステンの場
合について表 1にまとめている。さらに、JD, Li

と PD, Liの間には下記の関係が成り立つ。

∂PD

∂t
= JD,

∂PLi

∂t
= JLi. (5)

3 シミュレーション結果および考察

ファズ構造を、山形状に簡略化したモデル（山
モデル、図 1）を用いて、山が電磁波吸収にも
たらす影響を調べた。図 1に、反射率 R、吸収
率A、そして、それらの和R+Aの表面の粗さ
ρ依存性をプロットした。これより、表面が荒
くなることにより、つまり、ファズ構造化が進
むにつれて、反射率が減少する。逆に言うと、
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図 1. 反射率 R、吸収率 A、そして、それらの和 R+A
の表面の粗さ ρ依存性。ファズ構造を、図中の山モデル
に簡略化した。山の高さ h = 80 nmにした。なお、差分
化の空間格子のサイズ ∆x = 1 nmとして計算した。

吸収率が増加することをシミュレーションで突
き止めることができた。

4 まとめ

FDTD法を用いて、タングステンのファズ
構造化により、光学応答が変化する様子を再現
することができた。表面がナノ構造化するこ
とで、吸収率が増え、反射率が下がるという実
験結果の原因を突き止めることができた。本シ
ミュレーション手法が、ファズ構造の光学応答
を調べるための有効な技法であることを示すこ
とができたため、様々なタングステンのファズ
構造に今後適応できることが分かった。

謝辞 科研費補助金（15K06650）および、核
融合研共同研究 (NIFS17KNTS047) のサポー
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超伝導リニア駆動型ペレット入射法のFEMシミュレーション

高山　彰優 1，山口　敬済 1，齋藤　歩 1，神谷　淳 1

1山形大学大学院理工学研究科
e-mail : takayama@yz.yamagata-u.ac.jp

1 はじめに

よく知られているように，核融合エネルギー
は少量の燃料から膨大なエネルギーが得られる
と共に，長期的な安定供給が可能である．また，
二酸化炭素を発生しないクリーンエネルギーで
あるため，将来のエネルギー源として非常に期
待されている．
ヘリカル型核融合炉のプラズマ中心に燃料と

なる固体水素ペレットを射出するため，近年，
柳等は高温超伝導（HTS）リニア駆動型ペレッ
ト射出方式を提案した [1]．まず，同方式では，
燃料となる固体水素ペレットをコンテナに注入
する．なお，コンテナには，推進用と浮上用の
薄膜が含まれる．次に，レールのように敷設し
た電磁石と加速用の電磁石を複数用意する．電
磁石レールにペレットコンテナを配置すれば，
コンテナが浮上し，加速用電磁石でコンテナが
推進する．柳等の理論によれば，ペレット速度
は 5～10 km/sであると見積もられる．しかし
ながら，現時点では，実際にはどのくらいの速
度が得られるか不明である．
本研究の目的は，HTS薄膜内の遮蔽電流密

度の時間発展を解析する有限要素法コードを開
発し，同コードを用いて，HTSリニア駆動型ペ
レット入射法の加速性能を調べることである．

2 支配方程式と運動方程式

図 1に HTSリニア駆動型ペレット入射法の
軸対称モデルを示す．半径 Rc 及び高さ Hc の
コイルを採用し，HTS薄膜を推進するため，コ
イルには電流 Icoilを流す．薄膜には，単層かつ
半径 R，厚み bのディスク型 HTS薄膜を用い
る．本研究では，中心対称軸を z軸とし，加速
用コイルの重心を原点とする円柱座標 (r, θ, z)

を採用する．但し，r, θ, z方向の単位ベクトル
をそれぞれ er, eθ, ez で表す．また，本研究で
は，薄板近似 [2]を採用し，z 軸方向に遮蔽電
流密度が流れないと仮定する．
上記仮定のもとで，HTS内に流れる遮蔽電流

密度 jの支配方程式を導く．スカラ関数 S(r, t)

を用いることによって，遮蔽電流密度 jは j =

図 1. 超伝導リニア駆動型ペレット入射法の軸対称モデル

(2/b)(∇S × ez) で書き表すことができる．ス
カラ関数 S(r, t)の時間発展は以下の微積分方
程式に支配される．

µ0
∂

∂t

∫ R

0
Q(r, r′)S(r′, t)r′dr′ +

2

b
S

+
∂

∂t
⟨B · ez⟩+

1

r

∂

∂r
(rE · eθ) = 0, (1)

但し，⟨ ⟩は厚み方向の平均化演算子であり，B
及び E はそれぞれコイルの印加磁束密度及び
電界である．なお，Q(r, r′)の具体形は文献 [2]

に詳述する．
よく知られているように，電界 E と遮蔽電
流密度 jには，1対 1の密接な関係があり，そ
の関係は J-E構成方程式E = E(|j|)(j/|j|)で
表される．超伝導特性を表すため，関数 E(j)

には，べき乗則 E(j) = EC(j/jC)
N を採用す

る．但し，EC及び jCはそれぞれ臨界電界，臨
界電流密度であり，N は正の定数である．
一方，遮蔽電流密度の時間発展とは別に，薄
膜の運動を決定する必要があり，Newtonの運
動方程式

d2z

dt2
=

4π

m

∫ R

0

∂S

∂r
⟨B · er⟩rdr, (2)

で与えられる．但し，mはコンテナの質量を
表す．
支配方程式 (1)と運動方程式 (2)の初期条件
には，S(r, 0) = v = 0 at t = 0及び z = z0 at

t = 0 を仮定する．但し，vはコンテナの速度
であり，z0は薄膜の初期位置である．また，境
界条件には S(R, t) = 0を与える．(1)と (2)を
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連立した初期値・境界値問題を解けば，遮蔽電
流密度及びHTS薄膜の運動の時間発展を決定
できる．
空間の離散化のため，(1)と (2)の初期値・境

界値問題に有限要素法（FEM）を適用すれば，
同問題は次の連立常微分方程式

ds

dt
= f(t, s). (3)

を解く問題に帰着される．但し，ベクトル sと
f(t, s)はそれぞれ s = [S v z]T 及び

f(t, s) =


−W−1U [e(S) + vc(z) + h(z)]

4π

m
aT (z)S

v


で書き表される．但し，W は関数 Q(r, r′)と
FEMの形状関数から決定される n× nの対称
密行列であり，nは FEMの節点数を表す．U

は境界条件から決定される n × n行列である．
また，ベクトルSと e(S)はそれぞれスカラ関
数及び電界E に対応する n次元節点ベクトル
である．a(z), c(z)及び h(z)は印加磁束密度
B に対応する n次元節点ベクトルである．本
研究では，連立常微分方程式 (3)を刻み幅自動
調節付きRunge-Kutta法で解く．

3 HTSリニア駆動型ペレット入射法の数
値シミュレーション

上述した手法に基づいて，HTS薄膜内に流
れる遮蔽電流密度の時間発展を解析する FEM

コードを開発した．本節では，同コードを用い
て，単一コイルの場合での HTSリニア駆動型
ペレット入射法の加速性能を数値的に調べる．
本研究を通して，物理的・幾何学的パラメタを
以下の値に固定する：Rc = 5 cm, Hc = 10

cm, m = 10 g, z0 = 1 mm, N = 20, jC = 1

MA/cm2, EC = 1 mV/m, R = 4 cm, b = 1

mm, n = 1601．また，コイル電流 Icoilとして，
Icoil(t, z) = αt(z ≥ 0)を与える．但し，αはコ
イルの電流変化率であり，本研究では，α = 20

kA/msに固定する．さらに，z > 30 cmでは，
Icoil = 0 Aとする．
HTSリニア駆動型ペレット入射法の加速性

能を数値的に調べよう．まず，図 2に速度 vと
薄膜位置 zへの時間変化を示す．同図より明ら
かなように，HTS薄膜は急激に加速し，t ≳ 6

msではペレット速度 vがほぼ一定値となり，終

図 2. ペレット速度 vとHTS薄膜の位置 zへの時間変化．

端速度 vf は 115 m/sが得られた．但し，vf は
z = 20 cmを薄膜が通過した直後の速度であ
る．次に，図 3に遮蔽電流密度 jθ の空間分布
を示す．同図より明らかなように，遮蔽電流密
度は薄膜の縁近傍に分布することがわかる．

4 結論

本研究では，HTS 薄膜内遮蔽電流密度の時
間発展を解析するFEMコードを開発し，HTS

リニア駆動型ペレット入射法の加速性能を調べ
た．本研究で得られた結論を要約すると，以下
のようになる．

• 単一コイルの場合，最終速度は約115 m/s

が得られた．
• 遮蔽電流密度は薄膜の縁近傍に分布する．

講演では，複数コイルを用いた場合の加速性能
を述べる．
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図 3. 遮蔽電流密度の空間分布．但し，t = 5.6 ms
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1  概要 
 本稿では，倍精度演算による精度を保証する

高精度行列-行列積に，複数の BLAS演算をまと

めて実行することで演算効率を向上させる

Batched BLAS を適用した実装方式を提案する．

また，演算途中に密行列から疎行列になる特性

を利用した「疎行列-密行列」実装方式の性能

評価を行う．  

 

2  高精度行列-行列積アルゴリズム 
以降，IEEE754 標準の浮動小数点型データを

用いるものとする．また，アルゴリズムに尾崎

の方法[1]を利用する． 

尾崎の方法は，入力行列に対して，以下の（1）

～（2）の処理を行う．このとき，式(ⅰ)の無

誤差変換を行う． 

(1) 行列 Aと行列 Bを下のように分解する．右

肩括弧内の数字が若い方が上位ビットを持つ

ようにする． 

A = A(1)+A(2)+A(3)+…+A(p) 
B = B(1)+B(2)+B(3)+…+B(q) …(ⅰ) 

(2) 行列積 ABを以下のように計算する．これは

p×q個の行列積となる． 

 
AB = (A(1)+A(2)+…+A(p))(B(1)+B(2)+…+B(q)) 
  = (A(1)+A(2)+…+A(p))(B(1)+B(2)+…+B(q)) 

   = A(1) B(1)+A(1) B(2)+A(2) B(1)+…+A(p) B(q) 
…(ⅱ) 

ここで，式(ⅱ)の分解された行列積どうし

の加算には，高精度な和を行う演算で加算さ

れる．処理(1)の分解の仕方を工夫することで，

処理(2)における行列積を無誤差の演算にす

ることができる． 

処理(1)の分解の過程で，入力行列の要素値

の散らばり度合い（レンジ）に依存し，疎行

列が生成される．このため密行列を入力とし

ても，分解の過程で疎度が大きくなる場合は，

密行列から疎行列化したほうがよい．すなわ

ち，「疎行列‐密行列積」，および，「疎行列‐

疎行列積」の演算に切り替えるほうが，全体

の計算量（実行時間）の縮減が期待できる．

ただし，一般の数値計算ライブラリは，「疎行

列‐密行列積」，および，「疎行列‐疎行列積」

に特化した実装は提供されていないので，新

規開発が必要である．また，この並列化は単

純でないことが予想されるので，コードの独

自並列化が必要となる． 

 
3  Batched BLAS 
 Batched BLAS[2] は，複数の行列の演算に

ついて，同種の BLAS演算を並列に実行するイ

ンタフェースを提供する．ここではその中の

GEMM演算について記載する．このインタフェー

スにより従来の BLASライブラリにおいて計算

資源を十分に使い切れない，小規模サイズの行

列積を多数行う演算でも，まとめて計算するこ

とで，小さな GEMM 計算を単に連続して呼び出

す性能に対して高い性能が期待できる． 

したがって並列計算を行う場合に，個別の

GEMM の次元が小さくプロセッサ側の並列度

が使い切れない場合でも全体としては十分使

い切れると考えられる． 

 

4  「疎行列-密行列積」の実装方式 
行列-行列積 A Bを行う場合，行列の要素値の

幅が大きい場合，無誤差変換により，行列 Aと
行列 Bが疎行列になることが予想される．その

場合，密行列演算を行うと多くが 0演算となる

ため，無駄に計算量を増加させることになる．

そこで，無誤差変換時に疎行列と判定される場

合において，密行列から疎行列へ変換する実装

を考える． 

一般に，行列 Aと行列 Bで，双方とも疎行列

になる可能性がある．しかし，行列-行列積演

算 A B を疎行列-ベクトル積で行う場合の演算

効率を考慮し，ここでは行列 Aの疎度を判定し

て疎行列化することとする． 

式(ⅲ)の計算をスレッド並列化する方法に
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ついて，様々な方法が存在する[3]．その中で

今回，CPU環境での性能評価では SpMVの行単位

の並列性を利用して，SpMV内でスレッド並列化

する方法の実装を用いて行った． 

 

5 性能評価 
今回，性能評価は東京大学情報基盤センター

設置のスーパーコンピュータ Reedbush-H[4]を

利用した． 

性能評価では行列-行列積 C = AB を計算する．

試験行列として，A は，単位行列と，ある疎度

分の要素に対して 0～1 の範囲で生成した値

で置き換えた行列とする．Bは Aの逆行列とす

る．今回，疎度を 90%に設定した．また尾崎の

方法によって分解された行列 A の疎度が，90%

以上になる場合に疎行列-密行列形式（SpMV）

を利用するようにした． 

Batched BLAS を適用させた場合の結果につ

いては，発表の際に掲示する． 

図１に，疎行列-密行列形式を利用した場合

において，CPU環境と GPU環境でのルーチン全

体の演算時間を載せる． 

ここでルーチン全体の時間とは，無誤差変換

時間及び疎行列形式への変更時間の実際の計

算時間である．無誤差変換時間を error_free，

疎行列の crs形式への変換時間を setmat，GPU

へのメモリ転送時間等も含めた SpMV 演算ルー

チン時間を crs，その他の時間を otherとした．

その結果を図 1に示す．サイズが小さいときと

大きいときの実行時間の差が大きかったため，

対数グラフであることに注意されたい． 

図 1から，行列サイズが 1000より大きい場

合では，GPU環境の方が，ルーチン全体の演算

時間が短いことが分かった．これは，行列サイ

ズが小さいときには，GPUデバイスへのメモリ

転送コストが計算時間に対して大きなものと 

なっていたが，行列サイズが大きくなることで，

メモリ転送のコストが相対的に下がったから

であると考えられる．今回，サイズが N=10000

の時，CPU 実行に対して、GPU 実行では，最大

で 42.8%まで全体の実行時間が短縮された． 

今後の課題を以下に述べる．まずBatched 

BLAS を適用させた場合における，行列-行列

積演算部分の性能チューニングがある．特に，

GPU の利用では，行列サイズが小さい場合は，

CPU で実行するほうが高速である．行列サイ 

ズとGPU の性能を事前に評価したうえで，

図 1 疎行列-密行列形式の 

ルーチン全体の実行時間 

実行時に CPU 実行か GPU 実行かを動的に選

択する実装が有効になると思われる．この観点

では，自動性能チューニングの適用が有力であ

ると考えられる．  
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分散並列計算環境における疑似多倍長精度演算を用いた行列・ベクトル積
の実装と評価
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1芝浦工業大学 システム理工学部 数理科学科
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1 研究目的

本研究では疑似多倍長演算を用いて行列・ベ
クトル積を計算するルーチンを分散並列計算環
境用に提案する. メモリの分散に対応するため，
ベクトルの総和や内積計算を任意の順序で行う
高精度計算アルゴリズムを提案し，その誤差評
価を行う.また，実装したプログラムを理化学
研究所の京コンピュータと名古屋大学のFX100

を使用して性能評価を行う.

2 浮動小数点数に関する表記と先行研究

本発表では IEEE 754 [1]が定める浮動小数
点数を使用する. また数値計算中に, アンダー
フローやオーバーフローが起きないとする. 浮
動小数点数の集合をF (⊂ R)とし, u = 2−p (単
精度 : p = 24, 倍精度 : p = 53) を単位相対丸め
とする. fl(a ◦ b)は a, b ∈ Fの浮動小数点演算
結果とする. エラーフリー変換アルゴリズムを

[x, y] = TwoSum(a, b), x = fl(a+ b),

[x, y] = TwoProdFMA(a, b), x = fl(a · b),

と表記する．ここでは y ∈ Fである．
文献 [2]では, エラーフリー変換アルゴリズ

ムを使用したベクトルの総和計算アルゴリズム
Sum2や内積計算アルゴリズム Dot2などの高
精度計算アルゴリズムが提案されている. 文
献 [3]では Sum2や Dot2といった逐次計算モ
デルのアルゴリズムを基にした並列計算環境用
のアルゴリズムが提案されている. 今回実装を
行う分散並列計算環境では, MPIと OpenMP

による階層を持った並列計算を行い, ペアノー
ド間によるリダクション処理も行うため, 先行
研究で提案されたアルゴリズムを拡張する必要
がある.

3 提案手法

任意の順序でベクトルp ∈ Fnの総和を高精度
で計算するアルゴリズム Sum2fをAlgorithm 1

に示す. またベクトル pの Pairwiseなリダク
ションを高精度で行うアルゴリズムをSum2pと

する（本稿では省略）. なお, Sum2pは Sum2f

に包括される.

Algorithm 1 Sum2f

1: function res = Sum2f(p)

2: Λ = {1, . . . , n}
3: while n(Λ) ≥ 2 do

4: i ̸= ϕ, i ∈ Λ

5: j ̸= ϕ, j ∈ Λ \ i, Λ = Λ \ j
6: [pi, q̃i] = TwoSum(pi, pj)

7: qi = fl(qi + (qj + q̃i))

8: end while

9: i ̸= ϕ, i ∈ Λ

10: res = fl(pi + qi)

11: end function

次に Sum2fを使用したベクトル x, y ∈ Fnの
内積を高精度で計算するアルゴリズムDot2fを
提案する. Algorithm 2にアルゴリズム Dot2f

を示し, 定理 1に誤差評価を示す. ここでは,

Sum2fの返し値はAlgorithm 1の10行目 [pi, qi]

とし, Sumfはベクトルの総和を任意の順序の
浮動小数点演算で計算する関数とする.

Algorithm 2 Dot2f

1: function res = Dot2f(x, y)

2: for i = 1 : n do

3: [hi, ri] = TwoProdFMA(xi, yi)

4: end for

5: [pn, qn] = Sum2f(h), sn = Sumf(r)

6: res = fl(pn + (sn + qn))

7: end function

定理 1. x, y ∈ Fnに対してDot2fを実行すると

|res− xT y| ≤ u′|xT y|+ (n− 1)2ũ2(1 + u′)|xT ||y|

が成り立つ. u′ = u/(1 + u), ũ = u′(1 + u′)と
する.

定理 1は, Dot2の誤差評価式 [2]

|res− xT y| ≤ u|xT y|+ γ2n|xT ||y|

より過大評価が小さい. ここではnu < 1, γn =

nu/(1− nu)とする.
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分散並列計算環境に対応する高精度内積計算
アルゴリズム PDot2を提案する. なお, PDot2

はDot2fに包括される. Sumpは, Sum2pと同
様の順序でリダクションを行う関数である.

Algorithm 3 PDot2

1: function res = PDot2(x, y)

2: %begin MPI M nodes parallel%

3: %begin OMP m threads parallel%

4: [p̃1, r̃1] = TwoProdFMA(x̃1, ỹ1)

5: for i = 2 : n′ do

6: [h̃i, r̃i] = TwoProdFMA(x̃i, ỹi)

7: s̃i = fl(r̃i + r̃i−1)

8: [p̃i, q̃i] = TwoSum(p̃i−1, h̃i)

9: q̃i = fl(q̃i + q̃i−1)

10: end for

11: p̂id = p̃n′ , ŝid = s̃n′ , q̂id = q̃n′

12: %end OMP m threads parallel%

13: for id = 2 : m do

14: ŝid = fl(ŝid + ŝid−1)

15: [p̂id, q̌id] = TwoSum(p̂id, p̂id−1)

16: q̂id = fl(q̂id + (q̂id−1 + q̌id))

17: end for

18: pId = p̂m, sId = ŝm, qId = q̂m
19: %begin MPI Communication%

20: [p1, q1] = Sum2p(p, q), s1 = Sump(s)

21: %end MPI Communication%

22: %end MPI M nodes parallel%

23: res = fl(p1 + (q1 + s1))

24: end function

4 実装方法

Algorithm 3を用いた行列・ベクトル積計算
ルーチンをPDDot2MVと呼ぶこととする. スー
パーコンピュータへの実装は, 次の点に注意し
て行った.

1. ペアノード間によるMPI通信
2. ホットスポットに対するインライン展開
とループアンローリング

3. PBLAS形式への対応

1.では, 図 1のような通信をノード間で行い
ながらリダクション処理をすることで，各ノー
ドにリダクション処理を分散させた.

PDDot2MVでは,各ノードにおける各スレッ
ドが担当するベクトルの要素の積とリダクショ
ン処理部分がホットスポットとなることが分かっ
た. 2.では, Algorithm 3内の TwoProdFMA,

TwoSumをインライン展開し, ループアンロー

図 1. ペアノード間によるMPI通信

リングすることで高速化に成功した.

3.では, PBLASの関数 PDGEMVを今回提
案するPDDot2MVに置き換えての使用を可能
にするため, データ分散をブロックサイクリッ
ク分散とし, 計算時に必要となるベクトルの並
び替えの実装を行った. また, 転置や定数倍, 先
頭ポインタの指定オプションも加えて実装した.

5 数値実験結果

今回提案するルーチンPDDot2MVの性能評
価を行った. 比較対象として PBLAS のルー
チン PDGEMV を使用し, 実行時間比を京コ
ンピュータと FX100を用いて確認した. なお,

PDDot2MVの計算回数は PDGEMVの 10倍
程度である.

A ∈ FnM×nM , x ∈ FnM に対して, Ax = y

の計算を行った. なお, nをノード当たりの行
列サイズ, M2をノード数とする.

京コンピュータでは, n = 15000, M2 = 1002

において 12.5倍程度の実行時間であった. ま
た FX100では, n = 20000, M2 = 202におい
て 3.9倍程度の実行時間であった. 大規模な分
散並列計算環境では, PDDot2MV内の通信時
間の割合が全体の 10%～20%であることを確
認した.
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戸田格子におけるポアンカレ不変量
佐々 成正
日本原子力研究開発機構・システム計算科学センター
e-mail : sasa.narimasa@jaea.go.jp

1 はじめに
これまで我々は, シンプレクティック数値解
法と運動量保存則の関係について議論を行って
きた. シンプレクティック数値解法はハミルト
ン系における正準変換そのものであり, 正準変
換は相空間内の面積和を変えない. さらに, そ
の面積和が偏微分方程式系の運動量に一致する
事から, 運動量保存が言えた.

元来, この相空間内の面積和, あるいはポア
ンカレ不変量と呼ばれる量は力学的な量ではな
く, 統計力学的な量として与えられる. すなわ
ち, 1つの時間発展から決まるのではなく, 無限
個の時間発展を集めて初めて定義される量であ
る. しかし, 我々は幾つかの仮定の下で, 偏微分
方程式系の 1つの時間発展において, ポアンカ
レ不変量が力学的な量として十分な精度で与え
られることを示した [1].

本講演ではこの手法を偏微分方程式ではない
系, 例として 1次元格子系に応用し, ポアンカ
レ不変量を計算する手法を提案する.

2 仮想的周期格子系
1次元の周期的N 粒子格子系に対し, ポアン

カレ不変量を与える理論的枠組みを考えよう.

1次元格子系のハミルトニアンを,

hN (q, p) = hN (q1, · · · , qN , p1, · · · , pN ), (1)

で与えるとする. 系の時間発展は,

dqj
dt

=
∂hN
∂pj

,
dpj
dt

= −∂hN
∂qj

, (2)

である (1≤ j≤N).

いま, 格子系 (1)と同じものをM セット用意
し, ∆x (=1/M)づつずらして並べた仮想的周
期格子系,

H =

M∑
i=1

hN (q(i), p(i)), (3)

を導入する (1≤ i≤M). まず, (q
(1)
j , p

(1)
j )は系

(1)そのもの, すなわち, q
(1)
j = qj , p

(1)
j = pj で

あるとする. さらに, q
(1)
j を基点として, q

(i)
j の

右隣の∆xずれた位置に q
(i+1)
j が位置する様に

粒子が配置されると考える. 系 (3)の自由度は
NM であり, 時間発展は,

dq
(i)
j

dt
=

∂H

∂p
(i)
j

,
dp

(i)
j

dt
= − ∂H

∂q
(i)
j

, (4)

で与えられる. 仮想的に∆x間隔で並んではい
るが, 格子間隔が 1離れた (q

(i)
j , p

(i)
j )同士でし

か相互作用していないことに注意しよう.

発展方程式 (4)にシンプレクティック数値解
法を適用した離散的時間発展を

(q
(i)
j (t+∆t), p

(i)
j (t+∆t))

= Ŝ(∆t) (q
(i)
j (t), p

(i)
j (t)) (5)

で表すことにする. ここで, ∆tは時間メッシュ
であり, S(∆t)は∆tに対し r次の解法である
とする.

系 (3)は系 (1)に対するM個の異なる初期値
問題を同時に解いている系と解釈できる. また,

系 (3)に対する初期値は,系 (1)に対する初期値
を補間することで決定する. この時, 系 (3)を
離散化された偏微分方程式系と見なすことで,

これまで我々が用いてきた計算手法を使って系
(1)のポアンカレ不変量を計算することができ
る [1]. その際, Mを十分大きく取れば格子間隔
∆x (=1/M)が小さくなり, ポアンカレ不変量
に対して十分な精度を確保することができる.

3 ポアンカレ不変量
系 (3)にシンプレクティック数値解法を適用
して得られる離散時間発展 (5)では, 正準変換
の性質から, ポアンカレ不変量,

I =
∑
i,j

∫ ∫
Dij

dq
(i)
j dq

(i)
j , (6)

が保存される. ここで, Dijは (q
(i)
j - p

(i)
j )平面に

与えられた閉領域である. 今, 離散フーリエ変
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換を,

um =

√
1

L

L/2−1∑
ℓ=−L/2

aℓe
ikℓ(m−1)∆x, (7)

uM(j−1)+i = q
(i)
j + ip

(i)
j , kℓ =

2πℓ

L∆x
, (8)

で定義すると, 式 (6)で定義した I は

I = π

L/2−1∑
ℓ=1

ℓ(|aℓ|2 − |a−ℓ|2), (9)

と表せることがわかっている [2]. 但し, L =

NM である.

4 戸田格子方程式
本講演では周期的戸田格子方程式,

d2qn
dt2

= e−(qn−qn−1) − e−(qn+1−qn), (10)

を例に取って考察する. 式 (10)において 1 ≤
n ≤ N とし, qnに対して周期的境界条件, qN+1 =

q1, q0 = qN を課すとする.

方程式 (10)の一番簡単な周期解は,

qn = Sn − Sn+1, (11)

Sn = ln θ0(n/L− νt+ δ0), (12)

で与えられる. ここで, θ0(v)は楕円テータ関
数, ν=θ0(1/N)/θ0(0)sn(2K/N)/2K である.

この周期解 (11)に対するポアンカレ不変量
(9)は,

I = −8π2Lν
∞∑
ℓ=1

sin2
πℓ

N
(

2qℓ

1− q2ℓ
)2, (13)

と計算できる. 但し, q は式 (12)の θ0 に対す
る nomeであり, 式 (9)においてM→∞として
いる.

この解析的な結果を踏まえ, 講演ではこれら
に対する数値計算結果の詳細について議論する.

参考文献
[1] N. Sasa, J. Phys. Soc. Japan 83 (2014),

123003-1-123003-4.

[2] N. Sasa, J. Phys. Soc. Japan 86 (2017),

074006-1-074006-6.
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ベルヌイ分布と正規分布を重ね合わせた制約ボルツマシンにおける相転移
と秩序パラメータ

舘崎 優人 1, 上村 佳嗣 1, 小池　正史 1, 矢嶋 徹 1

1宇都宮大学大学院工学研究科情報システム科学専攻
e-mail : mt176528@cc.utsunomiya-u.ac.jp

1 はじめに

ニューラルネットワークには機械学習と連想
記憶の 2つの用途がある. 機械学習のモデルに
は深層学習や制約ボルツマンマシン (RBM) が
ある. RBMは可視層と隠れ層の間のみ結合す
るモデルである [1]．その素子の状態はベルヌイ
分布やガウス分布等の確率分布に従うとする．
一方，連想記憶のモデルにはアソシアトロン

やホップフィールトモデル (HM) がある. HM

は完全グラフであり，ベルヌイ分布を仮定して
いる [2]．HMでは，イジングモデルを利用し
て，連想記憶を扱うモデルで系の振る舞いを解
析し，記憶容量を評価した研究がある [3]．
RBMとHMは一見異なるが，等価性がある
ことが分かっており [4]，HMを解析してRBM

の振る舞いを議論できる．本研究では，この等
価性を通して想起相-スピングラス相の相転移
を解析し，RBMの記憶容量を評価する．RBM
のスピンは，ベルヌイ分布と正規分布を重ねた
分布に従うとする．等価なHMはハミルトニア
ンを一般化した一般化ホップフィールドモデル
(GHM) になる．重ね合わせの重みを変化させ
ることで多様なモデルを系統的に解析できる．

2 GHMとRBMの等価性

RBMは可視層と隠れ層の 2部グラフの構造
をもつ．可視層はN1個，隠れ層はN2個の素
子からなり，それぞれ {σi}N1

i=1, {τµ}
N2
µ=1 と表

す. いずれの素子もベルヌイ分布と正規分布
を重み Ω ∈ [0, 1] で重ね合わせた分布 p(s)∝∑

ε=±1 exp
[
(s − ε

√
1− Ω)2/(2Ω)

]
に従うとす

ると，配位 (σ, τ ) の出現確率は

P (σ,τ |ξ) = 1

Z
p(σ)p(τ )

×exp

(√
β

N1 +N2

N1∑
i=1

N2∑
µ=1

ξµi σiτµ

)
(1)

となる．ただしZは分配関数，β = 1/T は逆温
度，p(σ)≡

∏
p(σi)，p(τ )も同様. 記憶するパ

ターン {ξµi }も分布 p(ξµi )に従う. 重みはそれぞ

れΩσ, Ωτ ,Ωξとする．便利のため δ ≡
√
1− Ωξ

とする. 分布 p(s)は二峰性で，Ω → 0 でベル
ヌイ分布 (s ∈ {−1, 1})，Ω → 1 で 正規分布
(s ∈ R) を再現する．記憶容量は負荷パラメー
タ α ≡ N2/(N1+N2) の臨界値αcで評価する．
以下これを臨界容量と呼ぶ．
分配関数 Z を τ で周辺化すると GHMの分
配関数を得る [4]．これがRBMとGHMの等価
性である.得られるGHMのハミルトニアンは

H ≡ −
N2∑
µ=1

u
(ξµ ·σ√

N1

)
, u(x)≡ lnEτµe

xτµ (2)

である．配位 σ は確率 P (σ|ξ) ∝ p(σ)e−βH

で出現する．(δ,Ωτ ,Ωσ) = (1, 1, 0) で標準の
HM[2]を再現する．GHMの記憶容量は負荷パ
ラメータ α ≡ N2/(N1 +N2) で議論する．

3 秩序パラメータを用いた相転移の解析

標準のオーバーラップ

mµ(σ)≡ 1

N1
ξµ ·σ, ni(τ )≡ 1

N2
ξi ·τ (3)

とレプリカのオーバーラップ

qab≡ 1

N1
σa ·σb, rab≡ 1

N1
τ a ·τ b (4)

を用いて秩序パラメータの鞍点方程式

m=
⟨
ξ⟨σ⟩σ|z,ξ

⟩
z,ξ

, n=
⟨
ξ⟨τ⟩τ |η,ξ

⟩
η,ξ

(5)

q=
⟨
⟨σ⟩2σ|z,ξ

⟩
z,ξ

, r=
⟨
⟨τ⟩2τ |η,ξ

⟩
η,ξ

(6)

Q=
⟨
⟨σ2⟩σ|z,ξ

⟩
z,ξ

, R=
⟨
⟨τ2⟩τ |η,ξ

⟩
η,ξ

(7)

を導出する.m，nはそれぞれ σ スピンと τ ス
ピンの標準の秩序パラメータ，q，rは式 (4)が
a ̸= b のときの秩序パラメータ，対してQ，R

は a = b のときの秩序パラメータである.ただ
し，z, η ∼ N(0, 1)，ξ は分布 p(ξ)に従う．平
均化された σ, τ の確率密度関数 P (σ), P (τ)は

P (σ)∝p(σ)eβᾱΩτmξσ+
√
βαrzσ+

βα(R−r)σ2

2 , (8)

P (τ)∝p(τ)eβαΩαnξτ+
√
βᾱqητ+

βᾱ(Q−q)τ2

2 (9)
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である．ただし，ᾱ ≡ 1−αとする. σスピンの
GHMで想起相 (m ̸= 0, q ̸= 0) -スピングラス
相 (m = 0, q ̸= 0) の相転移を数値計算し記憶
容量を評価するため，mの値に着目する．記憶
させるパターン ξ，隠れ層のスピン τ，可視層
のスピン σの分布とそれぞれ変えて記憶容量を
評価する．解析は以下の通り行う．0 ≤ T ≤ 1,

0.00 ≤ 0.15 の範囲で鞍点方程式 (5)–(7)を数
値計算で解く．T を固定したとき，m ̸= 0 の解
が存在する範囲 α < αc を求め，(αc, T )を図
示して相図を作る．

4 結果

図 1に相図を示す．図 1 (a) は Ωσ = 0.000,

Ωτ = 1.0 と固定し，δ = 0.80, 0.85, 0.90, 0.95,

1.00と変化させて記憶するパターンの状態の
分布を変えた．どの分布でも，T = 0.0 で記
憶容量が最大になった．ベルヌイ分布の場合
(δ = 1.00) に記憶容量が最大で，正規分布を導
入するにつれ急激に容量は小さくなる．T = 0.0

で比べると，δ = 1.00 で αc = 0.122 に対し,

δ = 0.90 で αc = 0.031 と 25% 程度になる．
想起相が開くのは T < 1.0 (= Ωτ ) の場合で，
δの値によらない．これは解析的にも式 (5)で
α → 0 の極限から導ける．
図 1 (b) では Ωσ = 0.000, δ = 1.00 と固

定し，Ωτ = 0.6, 0.8, 1.0と変化させて隠れ層
のスピン分布を変えた．どの場合でも T = 0.0

で αc は最大値 αc = 0.122 をとる．これは方
程式 (5)–(7)で T → 0 の極限から導ける．(a)

とは逆に，正規分布の場合 (Ωτ = 1.0)に記憶
容量が最大で，ベルヌイ分布を導入するにつれ
記憶容量は小さくなる．T = 0.4 で比べると，
Ωτ = 1.0 で αc = 0.070 に対し，Ωτ = 0.8 で
αc = 0.034 と 49% 程度になる．
図 1 (c) では δ = Ωτ = 1.0 と固定し，Ωσ =

0.000, 0.007, 0.020, 0.100と変化させて可視層
のスピン分布を変えた．顕著な特徴は，Ωσ > 0

のとき，T > 0で αcが極大値をとることであ
る．例えば，Ωσ = 0.007 では T = 0.10 で αc

が極大になる．T → 0 では αc → 0 になった．
分布の変化に対しては (a)と同様で，ベルヌイ
分布の場合 (Ωσ = 0.0) に記憶容量が最大とな
り，正規分布を導入するにつれ記憶容量は小さ
くなる．T = 0.4 で比べると，Ωσ = 0.000 で
αc = 0.119 に対し，Ωσ = 0.007 で αc = 0.106

と 89% 程度になる．
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図 1. RBMの相図．横軸α，縦軸 T .曲線は転移線である．
それぞれの δ,Ωτ ,Ωσ の値に対し，転移線の左側の領域は
想起相 (R)，右側の領域はスピングラス相 (SG) ．(a)：
Ωσ = 0.000, Ωτ = 1.0 とし，δ = 0.80,0.85, 0.90, 0.95,
1.00と変化させた場合．(b)：Ωσ = 0.000, δ = 1.00とし，
Ωτ = 0.6, 0.8, 1.0 と変化させた場合．(c)：δ = Ωτ = 1.0
とし，Ωσ = 0.000, 0.007, 0.020, 0.100 と変化させた
場合．

5 まとめと今後の課題

本研究では，RBMの記憶容量を，GHMと
の等価性を用いて解析し，評価した. 記憶させ
るパターンの分布に正規分布を導入するにつれ
急激に記憶容量は小さくなる．隠れ層のスピン
分布にベルヌイ分布を導入するにつれ記憶容量
は小さくなるが，絶対零度では分布によらない
値となる．可視層では正規分布を導入するにつ
れ記憶容量は小さくなる．臨界容量が最大とな
る温度があり，その値は分布により異なる．い
ずれも標準の HMの分布から離れると想起す
ることが難しい．
今後の課題は，臨界容量が極大になる条件を
さらに追究することにより，記憶させるパター
ンに最適なRBMおよび温度の設定を明らかに
することである，
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正多面体上のハミルトン閉路に対応する離散ソボレフ不等式の最良定数

山岸 弘幸 1，亀高 惟倫 2，關戸 啓人 3

1都立高専，2阪大名誉教授，3京大
e-mail : yamagisi@metro-cit.ac.jp

1 正多面体とハミルトン閉路

5つのプラトンの正多面体の，面の数 F，頂
点の数N，辺の数Eを図 1でまとめている．本
稿では正多面体を図 1に示した記号を用いる．

多面体 記号X 面 F 頂点N 辺E

正 4面体 R4 4 4 6
正 6面体 R6 6 8 12
正 8面体 R8 8 6 12
正 12面体 R12 12 20 30
正 20面体 R20 20 12 30

図 1 正多面体

図 2∼6は正多面体の展開図である．外枠の
左右を筒状に合わせ，上下それぞれに適切な面
を貼ると，立体を構成できる．丸は頂点，丸内
の数値が頂点の番号，線は辺を表す．0番目の
頂点から太い線を追っていくと 1, 2, · · · , N − 1
を経て 0に戻る．この様な，グラフのすべての
頂点を含む初等的な道（有向道，閉路，有向閉
路）をハミルトン閉路と呼ばれている．正多面
体Xのグラフに対応する離散ラプラシアン行列

A =
(

a(X; i, j)
)

を導入する．図 2∼6において，太い線で表示し
たハミルトン閉路上にある辺の両端の組 (i, j)
の全体を h(X)，細い線で表示したハミルトン
閉路上にない辺の両端の組 (i, j)の全体を e(X)
と置く．Aの成分 a(X; i, j) (0 ≤ i, j ≤ N − 1)
を次の様に導入する．

a(X; i, j) =


d (i = j)
−b (i, j) ∈ h(X)
−c (i, j) ∈ e(X)
0 (else)

(0 < b, c < ∞)

ここで対角成分 (i = j)は

a(X; i, i) = d =


2b + c (X = R4, R6,R12)
2b + 2c (X = R8)
2b + 3c (X = R20)

である．AはN ×N 実対称非負定値行列で固
有値 0をもつ．E0をAの固有値 0の固有空間
への射影行列とすると，擬グリーン行列は

G∗ = lim
a→+0

(
(A + aI)−1 − a−1E0

)
となる．ベクトルδj = t(δ(−j), δ(1−j), · · · , δ(N−
1 − j)), δ(k) = 1 (k = 0), 0 (k 6= 0)を導入
する．

2 離散ソボレフ不等式の最良定数

本稿では正 4,6,8面体での離散ソボレフ不等
式の最良定数を記述する．

定理 1 u(0)+u(1)+· · ·+u(N−1) = 0をみた
す任意のu = t(u(0), u(1), · · · , u(N−1)) ∈ CN

に対し，uによらない正定数Cがあって，離散
ソボレフ不等式(

max
0≤j≤N−1

|u(j) |
)2

≤ C u∗Au

が成り立つ．C のうち最良のものは C0(X)は

C0(X) = max
0≤j≤N−1

tδjG∗δj = tδj0G∗δj0

であり，具体的には次のように表される．

C0(R4) =
5b + c

16b(b + c)

C0(R6) =
(3b + c)(7b2 + 15bc + 7c2)
16b(b + 3c) (2b2 + 3bc + c2)

C0(R8) =
35b2 + 60bc + 9c2

72b (b2 + 4bc + 3c2)

上の不等式で C を C0(X) で置き換えるとき，
u = G∗δj0 で等号が成り立つ．

パラメーター b, cが (b, c) = (1, 1)の場合，5
つの正多面体 [1, 2]，5つの切頂正多面体 [3, 4, 5]
の離散ソボレフ不等式の最良定数は求められて
いる．さらに，(b, c) = (1, 0)とすると正多角
形の問題 [6, 7]となり，こちらも求められてい
る．(b, c) = (2, 1)として，ハミルトン閉路で
はないが，2重結合を加えた正多面体の問題 [8]
も考えてきた．本稿はハミルトン閉路上の辺と
そうでない辺での重みを一般化した問題となっ
ている．
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情報伝達長を考慮したピラミッド組織構造の２階層リエゾン配置モデル

澤田 清

流通科学大学 経済学部 経済情報学科
e-mail : Kiyoshi Sawada@red.umds.ac.jp

1 はじめに

筆者は，高さHの完全K分木型ピラミッド
組織構造に，組織内の情報交換や調整を専門的
に行うリエゾンを配置する場合に，すべての組
織メンバー間の情報伝達が最も効率的となるよ
うなリエゾンの配置方法を求めるモデルを提案
してきた [1, 2]．
本研究で扱うモデルでは，リエゾンを 2 人

配置し，異なる 2 つの階層それぞれの全メン
バーと関係追加を行う．すなわち，高さH (H =

2, 3, . . . )の完全K 分木 (K = 2, 3, . . . )型組織
構造に，2つのリエゾン頂点を追加し，1つの
リエゾン頂点を深さM (M = 1, 2, . . . , H − 1 )

の全頂点と隣接化させ，他の 1 つのリエゾン
頂点を深さN (N = M + 1,M + 2, . . . , H )の
全頂点と隣接化させる．ここで，完全K 分木
は，すべての葉の深さが同じで，かつすべての
内部頂点の子の数が K である K 分木を指す．
また，深さは根からその頂点までの経路の長さ
を表す．このモデルに対して，筆者はすでに，
リエゾン頂点を除く全頂点間の最短経路長の総
和である総頂点間経路長を最小にする最適深さ
の対 (M,N)∗を求めている [3]．リエゾン頂点
との間の最短経路長を総頂点間経路長に含めな
いのは，リエゾンが情報交換などの調整役であ
るからである．
上述したモデルは，完全K 分木の各辺の長

さとリエゾン頂点との間に追加する辺の長さ
が同じであると仮定している．しかし，組織内
メンバー間とリエゾンと組織内メンバーの間
では，情報伝達長が異なると考えられる．本研
究では，完全K分木の各辺の長さ 1に対して，
リエゾン頂点と隣接化させる追加辺の長さを
L(0 < L < 1)とする．本稿では，リエゾンを
配置する最適深さの対 (M,N)∗ を求めるため
に，リエゾン頂点との間に辺を追加することに
より総頂点間経路長が短縮される長さである総
頂点間短縮経路長を定式化する．
2.でリエゾンを１階層に１人配置する場合の

総頂点間短縮経路長の定式化を示し，3.でリエ
ゾンを２階層に１人ずつ配置する場合の総頂点

間短縮経路長の定式化を行う．

2 １階層リエゾン配置モデル

ここでは，高さH (H = 1, 2, . . . )の完全K

分木 (K = 2, 3, . . . )に，1つのリエゾン頂点を
追加し，深さ T (T = 1, 2, . . . , H )の全頂点と
隣接化させたときの総頂点間短縮経路長の定式
化を示す．ただし，前述したように，完全K分
木の各辺の長さを 1，リエゾン頂点との間に追
加する辺の長さを L(0 < L < 1)とする．
ここで，深さT 以上の頂点間の短縮経路長の
総和は，

αH(T ) = {W (H − T )}2KT (K − 1)

×
T∑
i=1

(i− L)Ki−1 (1)

で与えられる．ただし，W (h)(h = 0, 1, 2, . . .)

は，高さ hの完全K 分木の頂点数を表す．ま
た，深さ T 以上の頂点と深さ T 未満の頂点と
の間の短縮経路長の総和は，

βH(T ) = 2W (H − T )KT (K − 1)

×
T−1∑
i=1

(i− L)(T − i)Ki−1 , (2)

深さ T 未満の頂点間の短縮経路長の総和は，

γ(T ) = KT (K−1)
T−2∑
i=1

i∑
j=1

(j−L)(i−j+1)Kj−1

(3)

となる．ただし，
0∑

i=1

· = 0，
−1∑
i=1

· = 0 と定義

する．
以上より，深さT の全頂点とリエゾン頂点を
隣接化させたときの総頂点間短縮経路長σH(T )

は，

σH(T ) = αH(T ) + βH(T ) + γ(T ) (4)

と定式化される．

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

159



3 ２階層リエゾン配置モデル

ここでは，2.の１階層リエゾン配置モデルの
定式化を拡張し，高さH (H = 2, 3, . . . )の完全
K分木 (K = 2, 3, . . . )に，2つのリエゾン頂点
を追加し，それぞれ深さM (M = 1, 2, . . . , H−
1 )と深さN (N = M + 1,M + 2, . . . , H )の各
階層の全頂点と隣接化させたときの総頂点間短
縮経路長の定式化を行う．ここでも，完全K分
木の各辺の長さを 1，リエゾン頂点との間に追
加する辺の長さを L(0 < L < 1)とする．
深さM 未満の頂点の集合を V1，深さM 以
上N 未満の頂点の集合を V2，深さN 以上の頂
点の集合を V3と書くことにする．
このとき，V3 内の頂点間の短縮経路長の総

和は，式 (1)を用いて，

AH(N) = αH(N) (5)

と与えられる．また，V1と V3の頂点間および
V2とV3の頂点間の短縮経路長の総和は，式 (2)

を用いて，

BH(N) = βH(N) (6)

となる．さらに，V1 内の頂点間の短縮経路長
の総和は，式 (3)を用いて，

C(M) = γ(M) , (7)

V1とV2の頂点間の短縮経路長の総和は，式 (2)

を用いて，

D(M,N) = βN−1(M) (8)

と定式化される．V2 内の頂点間のうち，深さ
M の頂点を根とする部分木内の頂点間の短縮
経路長の総和は，式 (3)を用いて，

E(M,N) = γ(N −M)KM (9)

と与えられる．さらに，V2内の頂点間のうち，
深さM の頂点を根とする異なる部分木間の頂
点間の短縮経路長は，次のように定式化される．
すなわち，深さM の頂点とリエゾン頂点との
隣接化のみによる短縮経路長の総和は，式 (1)

を用いて，

F (M,N) = αN−1(M) , (10)

深さM の頂点とリエゾン頂点との隣接化によ
る経路長短縮後に，さらに深さ N の頂点とリ

エゾン頂点との隣接化により短縮される経路長
の総和は，

G(M,N)

= (KM − 1)
N−M−2∑

i=1

KN−i

×
N−M−i−1∑

j=1

KN−M−j(N −M − i− j)

(11)

となる．ただし，ここでも，
0∑

i=1

· = 0，
−1∑
i=1

· = 0

と定義する．
以上より，2つのリエゾン頂点をそれぞれ深
さM と深さN の各階層の全頂点と隣接化させ
たときの総頂点間短縮経路長 SH(M,N)は，

SH(M,N)

= AH(N) +BH(N) + C(M) +D(M,N)

+E(M,N) + F (M,N) +G(M,N)

(12)

と定式化される．
なお，総頂点間短縮経路長SH(M,N)を最大
にする最適深さ対 (M,N)∗に関する考察は，発
表時に報告する．
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非二部的Dulmage-Mendelsohn分解とBerge双対の束構造

喜多 奈々緒

東京理科大学
e-mail : kita@rs.tus.ac.jp

1 Introduction

TheDulmage-Mendelsohn decomposition, or

the DM decomposition, is a classical canoni-

cal decomposition in matching theory [3] ap-

plicable for bipartite graphs and is famous not

only for its application in the field of matrix

computation, but also for providing a proto-

typal structure in matroidal optimization the-

ory [4]. The DM decomposition is stated and

proved using the two color classes of a bipar-

tite graph, and therefore generalizing this de-

composition for nonbipartite graphs has been

a difficult task. In our study, we obtain a

new canonical decomposition that is a gen-

eralization of the DM decomposition for arbi-

trary graphs using a recently introduced tool

in matching theory, the cathedral decomposi-

tion [1]. Our new DM decomposition enables

us to understand all known canonical decom-

positions in a unified way. Furthermore, we

apply our result to derive a new theorem re-

garding barriers [3]. The duality theorem for

the maximum matching problem is the cele-

brated Berge formula [3], in which dual opti-

mizers are known as barriers. Several results

regarding maximal barriers have been derived

by known canonical decompositions; however,

no characterization has been known for gen-

eral graphs. In our study, we provide the first

full characterization of the family of maximal

barriers in general graphs, in which the known

results are developed and unified.

2 Notation

We use the basic notation given by Schri-

jver [5]. For basics of matching theory, we

follow Lovász and Plummer [3]. Let G be

a graph in the following. A graph in gen-

eral comprises disjoint subgraphs called fac-

tor components [3] and edges joining them.

The set of factor-components of G is denoted

by G(G). Factor-components serve as buld-

ing blocks of a graph in matching theory. We

denote by D(G) the defect part of the Gallai-

Edmonds decomposition [3].

3 Cathedral Decomposition of Graphs

The theory of cathedral decomposition [1]

is made up of three central concepts regard-

ing factor-components: the partially ordered

structure between factor-components given by

Theorem 3.2, the partition of each factor com-

ponent given by Theorem 3.4, and the inter-

relationship between these two concepts given

by Theorem 3.5.

Definition 3.1. A setX ⊆ V (G) is said to be

separating if there exist H1, . . . ,Hk ∈ G(G),

where k ≥ 1, such that X = V (H1) ∪ · · · ∪
V (Hk). For G1, G2 ∈ G(G), we say G1 ▹ G2 if

there exists a separating set X ⊆ V (G) with

V (G1) ∪ V (G2) ⊆ X such that G[X]/G1 is a

factor-critical graph [3].

Theorem 3.2. For a graph G, the binary re-

lation ▹ is a partial order over G(G).

Definition 3.3. For u, v ∈ V (G) \D(G), we

say u ∼G v if u and v are identical or if u and

v are factor-connected and deleting u and v

from G makes the size of a maximum match-

ing smaller by two or more edges.

Theorem 3.4. For a graph G, the binary re-

lation ∼G is an equivalence relation.

From the definition of ∼G, for each H ∈
G(G), the family {S ∈ P(G) : S ⊆ V (H)}
forms a partition of V (H) \ D(G). We de-

note this family by PG(H). We denote by

UG(H) the set of vertices contained in the up-

per bounds of H ∈ G(G).

Theorem 3.5. Let G be a graph, and letH ∈
G(G). Then, for each connected component

K of G[UG(H)], there exists S ∈ PG(H) such
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that NG(K) ∩ V (H) ⊆ S.

Under Theorem 3.5, we denote by UG(S)

the set of vertices contained in factor-components

from UG(H) “assigned to” S. We denote UG(H)\
S \ UG(S) by

⊤UG(S).

4 TFR Posets

We introduce a new set system as follows.

Definition 4.1. Let X be a set, and let ≼
be a partial order over X. Let ⌣ be a binary

relation over X such that,

(i) for each x, y, z ∈ X, if x ≼ y and y ⌣ z

hold, then x ⌣ z holds (transitivity);

(ii) for each x ∈ X, x ⌣ x does not hold

(nonreflexivity); and,

(iii) for each x, y ∈ X, if x ⌣ y holds, then

y ⌣ x also holds (symmetry).

We call this poset endowed with this addi-

tional binary relation a poset with a transitive

forbidden relation or TFR poset in short, and

denote this by (X,≼,⌣).

5 Nonbipartite DM Decomposition

In the following, we present the DM decom-

position for general graphs.

Definition 5.1. A generalized DM component

is a subgraph of the formG[S∪⊤UG(S)], where

S ∈ P(G), endowed with S as an attribute

known as the base. For a DM component C,

the base of C is denoted by π(C). We denote

by D(G) the set of DM components of G.

Definition 5.2. We define binary relations

≼◦ and ≼ over D(G) as follows: for D1, D2 ∈
D(G), we let D1 ≼◦ D2 if D1 = D2 or if

NG(
⊤UG(S1)) ∩ S2 ̸= ∅; we let D1 ≼ D2 if

there exist C1, . . . , Ck ∈ D(G), where k ≥ 1,

such that π(C1) = π(D1), π(Ck) = π(D2),

and Ci ≼◦ Ci+1 for each i ∈ {1, . . . , k} \ {k}.

Definition 5.3. We define binary relations

⌣◦ and ⌣ over D(G) as follows: for D1, D2 ∈
D(G), we let D1 ⌣◦ D2 if π(D2) ⊆ V (D1) \
π(D1) holds; we let D1 ⌣ D2 if there exists

D′ ∈ D(G) with D1 ≼ D′ and D′ ⌣◦ D2.

Theorem 5.4. The triple (D(G),≼,⌣) is a

TFR poset for any graph G.

For a graph G, the TFR poset (D(G),≼,⌣)

is uniquely determined. We call this structure

the nonbipartite Dulmage-Mendelsohn (DM)

decomposition of G. This is a generalization of

the classical DM decomposition for bipartite

graphs. This structure can be computed in

O(|V (G)| · |E(G)|) time.

6 Characterization of Barriers

We can define the notion of spanning legiti-

mate ideals of a TFR posets as an analogue of

ideals in ordinary posets. For (D(G),≼,⌣),

we can define the normalizaing operation [2]

using the Gallai-Edmonds decomposition [3].

Theorem 6.1. Let G be a graph. A set of

vertices X ⊆ V (G) is a maximal barrier if and

only if it is of the form
∪
{π(C) : C ∈ I} for

a spanning legitimate normalized upper ideal

I of the TFR poset (D(G),≼,⌣).

謝辞 This work is partly supported by JSPS

KAKENHI 15J09683. The reader is referred

to the paper [2].

参考文献

[1] Nanao Kita, New canonical decomposi-

tion in matching theory, arXiv preprint

arXiv:1708.01051, under review.

[2] Nanao Kita, Nonbipartite Dulmage-

Mendelsohn decomposition for Berge du-

ality, Lecture Notes in Computer Sci-

ence 10976 (2018), 293–304.
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幾何学的最適化に基づく
対称性をもつ連続時間線形システムの新しい同定法

佐藤 寛之 1, 佐藤 一宏 2, Tobias Damm3

1京都大学，2北見工業大学，3University of Kaiserslautern

e-mail : hsato@amp.i.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに

対称性を備えた連続時間線形システムの同定
は，電気回路網やマルチエージェントシステム
など多くのシステムのモデル化において重要で
ある．本稿では，対象とする連続時間システム
に対応する離散時間システムの同定問題をリー
マン多様体上の最適化問題として定式化し，幾
何学的な共役勾配法に基づく新たな同定法を提
案する．なお，本稿は [1]の研究結果に基づく
ものである．

2 対象とするシステム同定問題の定式化

本稿では次の連続時間線形システムの同定を
目標とする：

˙̂x(t) =Fx̂(t) +Gû(t),

ŷ(t) =Cx̂(t). (1)

ここで，x̂(t) ∈ Rn, û(t) ∈ Rm, ŷ(t) ∈ Rpはそ
れぞれシステムの状態，入力，出力を表す．ま
た，Sym(n)を n次対称行列全体の集合とする
と，F ∈ Sym(n), G ∈ Rn×m, C ∈ Rp×nであ
る．本稿では，システムを特徴付けるこれらの
行列を同定するためのアルゴリズムについて議
論する．なお，システム同定の基本的な事柄に
ついては [2]を参照されたい．
システム (1)は行列F に関して対称性をもち，

前節で述べたように多くの応用をもつ．与えら
れた入出力データ {(u(kh), y(kh))}k=0,1,...,N を
利用して，(1)に対応する離散時間システム

x̂k+1 =Ax̂k +Bûk,

ŷk =Cx̂k (2)

を同定することで，元のシステムを同定したい．
ここで，hはサンプリング周期であり，x̂k :=

x̂(kh), ŷk := ŷ(kh)である．また，行列A,Bは

A := exp(Fh),

B :=

(∫ h

0
exp(Ft)dt

)
G

で与えられる．ここで，Aは正定値対称行列で
ある．したがって，十分大きなサンプリング周
期 hを固定した上でA,Bを推定できれば，

F = logA/h,

G =

(∫ h

0
exp(Ft)dt

)−1

B

によって F,Gを得ることができ，元のシステ
ム (1)の同定が達成される．しかしながら，シ
ステム (2)に対する既存の同定法ではAに正定
値対称性をもたせることができず，連続時間シ
ステム (1)の同定法も提案されていなかった．
そこで，n次正定値対称行列全体を Sym+(n)

とし，多様体M := Sym+(n)×Rn×m×Rp×nを
考えよう．本稿ではシステム (2)の同定をΘ :=

(A,B,C) ∈ M についての次の最適化問題とし
て定式化する：

問題 2.1

minimize f(Θ) := ∥e(Θ)∥22,
subject to Θ ∈ M.

ただし，e(Θ)は

e(Θ) :=
(
y⊤1 − ŷ⊤1 (Θ) . . . y⊤N − ŷ⊤N (Θ)

)⊤

と定義される予測誤差であり，上式における
ŷk(Θ) は (2) の ûk に uk を代入して得られる
ŷkである．
また，n次直交群O(n)のM への作用を，任

意の U ∈ O(n)および Θ = (A,B,C) ∈ M に
ついて

U ◦Θ := (U⊤AU,U⊤B,CU) (3)

と定義すると，条件 x̂0 = 0の下で

f(U ◦Θ) = f(Θ), Θ ∈ M, U ∈ O(n)

が成り立つ．この不変性に着目し，(3)で定義
される群作用に基づいてM の商多様体を定義
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すると，問題 2.1をその商多様体上の最適化問
題として定式化することができる．詳細は割愛
するが，得られる商多様体は元の多様体M よ
り次元が小さく，より効率的な探索が可能とな
ることが期待される．以下の議論では積多様体
M のみを扱うことにする．

3 積多様体M 上の共役勾配法

積多様体M = Sym+(n)×Rn×m×Rp×n上の
最適化を行うには，Mに，リーマン計量とよば
れる，各点の接空間における内積を与える対称
テンソル場 gを定め，リーマン多様体 (M, g)上
で目的関数の勾配などを計算する必要がある．
その際，Sym+(n)については自然なリーマン
計量が知られており，それと行列空間における
標準内積に基づいて，M にリーマン計量 gを
導入する．すなわち，任意のΘ = (A,B,C)お
よび (ξ1, η1, ζ1), (ξ2, η2, ζ2) ∈ TΘM に対して，

gΘ((ξ1, η1, ζ1), (ξ2, η2, ζ2))

:= tr(A−1ξ1A
−1ξ2) + tr(η⊤1 η2) + tr(ζ⊤1 ζ2)

と定義する．さて，問題 2.1の目的関数をユー
クリッド空間全体R := Rn×n ×Rn×m ×Rp×n

に拡張した関数を f̄ とし，f̄ のユークリッド勾
配を∇f̄ : R → R : (A,B,C) 7→ (GA, GB, GC)

とすると，リーマン計量 gにより定義される f

のリーマン勾配 grad f は，Θ ∈ M に対して

grad f(Θ) = (A sym(GA)A,GB, GC)

となる．ここで，sym(·)はX ∈ Rn×nに対して
sym(X) := (X + X⊤)/2と作用する．ユーク
リッド勾配∇f̄(Θ)を計算する際に必要なGA,

GB, GC の具体的な形は [1]を参照されたい．
問題 2.1にリーマン多様体上の共役勾配法を

適用することで，新たな同定アルゴリズムを導
出しよう．点列 {Θk}, Θk = (Ak, Bk, Ck) ∈ M

を生成することを考える．点Θk ∈ MおよびΘk

における探索方向 ηk = (A′
k, B

′
k, C

′
k) ∈ TΘk

M

が与えられたとき，次の点 Θk+1 をM 上の指
数写像 Expによって

Θk+1 := ExpΘk
(A′

k, B
′
k, C

′
k)

=(Ak exp(A
−1
k A′

k), Bk +B′
k, Ck + C ′

k) (4)

と計算する．行列 Ak に単に A′
k を加えるだけ

では正定値性が保たれるとは限らないが，(4)

のように計算することでその保証ができ，多様
体M 上の自然な点の更新が達成されている．

また，共役勾配法での多様体M上の点Θk+1

における探索方向 ηk+1 ∈ TΘk+1
Mは，Θk+1に

おける勾配 grad f(Θk+1)と 1つ前の反復での
点Θk ∈ M における探索方向 ηk ∈ TΘk

M を用
いて，k ≥ 0のとき

ηk+1 = − grad f(Θk+1) + βk+1PΘk,Θk+1
(ηk)

と計算する [3]．ここで，βk+1は実パラメータで
ある．なお，η0 = − grad f(Θ0)とする．また，
PΘk,Θk+1

(ηk)は，ηk = (A′
k, B

′
k, C

′
k)の Θk =

(Ak, Bk, Ck)から Θk+1 = (Ak+1, Bk+1, Ck+1)

への測地線に沿った平行移動であり，次のよう
に計算することができる：

PΘk,Θk+1
(A′

k, B
′
k, C

′
k)

=((Ak+1A
−1
k )1/2A′

k((Ak+1A
−1
k )1/2)⊤, B′

k, C
′
k).

なお，計算コストが比較的小さいMOESP法
とよばれる手法を事前に適用することで良い近
似解を計算し，それを提案アルゴリズムの初期
点 (A0, B0, C0) ∈ M とすることが効果的であ
る．ただし，A0が正定値対称行列になるよう
に修正されたMOESP法を用いる必要がある
ことに注意する．このような初期点を選ぶこと
で，ランダムに選んだ (A,B,C) ∈ M を初期点
に用いるよりも良い結果が得られる．
講演では，提案アルゴリズムの詳細を述べる

とともに，既存手法であるN4SID法やMOESP

法によるシステム同定結果との比較についても，
数値実験結果を示し議論する．
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あるマスター方程式から導出される
期待値方程式に対する接触幾何学的記述
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1 概要

本講演では、離散状態が目的分布であるよう
な系を実現するためのマルコフ連鎖モンテカル
ロ法の微分幾何学的記述を行う。特に、あるク
ラスのマスター方程式から期待値が満たす力学
系を厳密に求め、その系の非平衡状態を接触幾
何学を用いて記述する。その力学系を接触多様
体上のベクトル場で記述し、かつ計量を導入し、
緩和への収束が指数関数的になることを示す。

2 導入

マルコフ連鎖モンテカルロ (MCMC) 法は指
定した分布関数やそれに付随する期待値を系統
的な手段により数値的に得る手法として、理工
学の様々な分野で用いられる。特に近年、応用
研究が目覚しい機械学習及びベイズ統計等にお
いては、パラメーター推定を行う際に MCMC

法がふんだんに用いられる。またどのアルゴリ
ズム設計でも求められるように、計算時間の短
縮や誤差評価のためには精密な基礎理論の構築
が欠かせない。そのため、現在まで主に確率論
や統計的手法を援用することによりMCMC法
の基礎的研究が行われてきた。
MCMC 法に限らず理工学の基礎理論を固め

る方法として、微分幾何学を用いた理論の定式
化がある。例えば、量子力学における幾何学的
位相の定式化やゲージ理論の構成、数理統計学
の微分幾何学による記述、などが挙げられる。
これら微分幾何学の援用は、見かけ上異なった
問題達の数理的共通部分を抜き出し、問題に対
する統一的なアプローチを提供し、異分野交流
の架け橋になってきた。例えば、数理統計学と
物理学の物性分野においては、スピン系の情報
幾何学を通じて両者から論じることが可能に
なった。ここで情報幾何学とは数理統計学の幾
何学化として知られ、学際的研究分野をなして
いる学問体系のことである。また、著者の一人
が明らかにした電気回路系と平衡熱力学の間の
幾何学を介したある種の類似性は、両者を統一
的に論じることを可能にした。これは接触幾何
学と呼ばれる幾何学を用いたことによる効果で

ある。ここで接触幾何学とは、古典ハミルトン
力学の幾何学化のシンプレクティック幾何学の
奇数次元版として知られている。
MCMC 法のクラスを限れば、確率論や統計

的手法以外の手法でも基礎理論の構築を押し進
めることも可能であるだろう。MCMC 法の中
で熱浴法と呼ばれるクラスは決定論的力学系、
特にマスター方程式、で記述される。そのため、
確率論や統計的手法による研究に加え、力学系
理論を主体にした研究も自然で、進展させるべ
きであると考えられる。著者の知る限り、そう
いった研究は未発達である。
以上を踏まえ本研究は、あるクラスのマス

ター方程式を提案し、期待値の時間発展を表す
力学系を厳密に導出する。そして、その力学系
が接触多様体上のベクトル場として表現でき、
十分時間が経過し、緩和した後は情報幾何学で
状態が記述できることを示す。また、接触多様
体に情報幾何学で用いられるフィッシャー計量
テンソル場と矛盾しない計量テンソル場に関
し、力学系の緩和時間を議論する [1]。

3 可解な熱浴法

本章では、本研究で用いる主マスター方程式
と双対マスター方程式を導入し、その基本的性
質を述べる。本稿ではΓを離散状態集合とする。
まず、マスター方程式を次のように導入す

る。p : Γ × R → R≥0 を時間依存する関数
で p(j, t) dtが時間間隔 [t, t+dt] の間に状態が
j ∈ Γ である確率とする。更に w(j|j′) ∈ I は
状態 j′から jへの遷移確率である (I = [0, 1])。
この時、分布関数はマルコフ過程に従うものと
すると、

∂ p(j, t)

∂t
=

∑
j′(̸=j)

[w(j|j′) p(j′, t)−w(j′|j)p(j, t)],

(1)

とモデル化され、マスター方程式と呼ばれる。
十分時間が経てば pは目的分布に漸近するこ
とが証明され、目的分布は平衡分布とも呼ば
れる。これを本稿では p eq

θ (j)と表す。ここで
θ = {θ 1, . . . , θ n} ∈ Θ ⊆ Rn は目的分布を定め

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

165



るパラメーター集合である。
本稿では (1)における wを次のように選ぶ。

定義 3.1. 式 (1)において w(j|j′) = p eq
θ (j)と

選んだ方程式を (可解)主マスター方程式と呼
ぶ。また wを w θ(j|j′) = p eq

θ (j)と書く。

注意 3.1. 主マスター方程式の解は以下である:

p(j, t; θ) = e − tp(j, 0) + (1− e − t) p eq
θ (j).

また limt→∞ p(j, t; θ) = p eq
θ (j)が成立。

主マスター方程式の “双対” を以下の理由に
より導入する。(i)離散分布は指数分布族に属
すため、情報幾何で云うΨ eqポテンシャルが存
在。(ii)微分 η a = ∂Ψ eq/∂θ a により期待値標
座標を導入することが可能。なお、θ aと η aは
一対一。(i),(ii)を踏まえ、以下を導入する。

定義 3.2. 主マスター方程式に現れる θを η =

{η 1, . . . , ηn} で書きなおした方程式を双対マス
ター方程式と呼ぶ。なお、解を p(j, t; η)と書く。

4 観測量の時間発展

まず種々の期待値を定義する。

定義 4.1. O a : Γ → R, (a ∈ {1, . . . , n}) をあ
る関数とする。この時、

⟨O a ⟩ θ (t) :=
∑
j∈Γ

O a(j)p(j, t; θ)

⟨O a ⟩ eqθ :=
∑
j∈Γ

O a(j)p
eq
θ (j)

をそれぞれO aの pによる期待値、p eq
θ による

期待値と呼ぶ。

注意 4.1. 以下が成立 :

⟨O a ⟩ eqθ =
∂Ψ eq

∂θ a
, lim

t→∞
⟨O a ⟩ θ (t) = ⟨O a ⟩ eqθ

なお、Ψ eqは平衡状態に対して定義されてい
た。これを以下のように非平衡状態に拡張する:

Ψ(θ, t) =

 1

J 0

∑
j∈Γ

p(j, t; θ)

p eq
θ (j)

Ψ eq(θ),

ここでJ 0 :=
∑

j 1。以上の準備のもと、⟨O a ⟩ θ
等に対する力学系が近似なしに導出される。

命題 4.1. θを時間依存しないパラメーター集
合 (dθ a/dt = 0) で目的分布をパラメタライズ

する。すると以下が成立:

d

dt
⟨O a ⟩ θ = −⟨O a ⟩ θ + ⟨O a ⟩ eqθ ,

d

dt
Ψ = −Ψ+Ψ eq.

5 観測量の接触幾何学的記述

接触多様体とは奇数次元の多様体 Cに接触 1

形式と呼ばれる 1形式 λ が備わったペア (C, λ)
のことである。ここで dim C = 2n + 1とする
と、λは次を満たす: λ ∧ dλ ∧ · · · ∧ dλ︸ ︷︷ ︸

n

̸= 0。

接触多様体の座標を (x, y, z)とする。ただし、
x = {x a}, y = {y a}でかつ λ = dz − y adx

a

(これ以降アインシュタインの規約を用いる)。
接触多様体上のベクトル場で接触ハミルトン力
学系と呼ばれるクラスが存在する。シンプレク
ティック幾何学と同様に、接触ハミルトニアン
と呼ばれる関数を指定すると、一意的に接触ハ
ミルトン力学系が定まる。以下が証明できる。

定理 5.1. [1]. 命題 4.1での力学系はある接
触ハミルトン系として記述できる。ここで接触
多様体 (C, λ)は C ∼= R2n+1、λ = dz − y adx

a

で、(x, y, z)は座標で x a = θ a, y a = ⟨O a ⟩,
z = Ψ, とおいた。更にその接触ハミルトニア
ンを hとすると、h(t) = exp(−t)h(0)が成立。

注意 4.1等から平衡状態は情報幾何学で記述
できることが分かり、ルジャンドル部分多様体
と呼ばれる部分多様体に軌道の流れが漸近する
することも証明される。
定理 5.1での Cに計量テンソル場を導入する:

G =
1

2
[ dx a ⊗ dy a + dy a ⊗ dx a] + λ⊗ λ.

また同じ定理内の力学系を C上のベクトル場と
みなし、γ̇ ∈ TC と表すと、以下が証明される。

命題 5.1. [1]. (目的分布からの距離)∫ t

∞

√
G(γ̇, γ̇) dt = |h(t)| = exp(−t) |h(0)|.

なお、これらの議論は双対マスター方程式を
出発点にしても可能である。

参考文献

[1] S. Goto and H. Hino, “Contact

and information geometric description
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1 概要
Hamiltonian Monte Carlo (HMC)はHamil-

ton系のダイナミクスをサンプル生成に利用し
たMCMC法であり，Hamilton系の性質を利用
して高いサンプリング効率を実現している．本
研究では，計算時間を抑えながらサンプリング
効率を高めるために，ダイナミクスの時間発展
の中でサンプルを生成するタイミングを “extra

chance”を用いて適応的に制御する手法を提案
する．サンプリング途中でのHamilton系の数
値積分の数値誤差を用いて，無駄な計算を避け
ながらサンプルの棄却率を下げられることを数
値実験で確認する．

2 背景:Hamiltonian Monte Carloの
ダイナミクスとサンプルの棄却

2.1 Hamiltonian Monte Carloの概要
Hamiltonian Monte Carlo [1] は確率分布に

したがうサンプルを得るためのサンプリングア
ルゴリズムである．近年，[2]などでダイナミク
スを用いた決定論的なサンプリングアルゴリズ
ムが提案されているが，HMCは決定論的なサ
ンプリングアルゴリズムと乱数を用いたサンプ
リングアルゴリズムの中間とも呼べる手法であ
る．MCMC法の基本形のひとつに，確率密度関
数の対数が定数を除いて与えられれば利用でき
るランダムウォーク型のMetropolis法があり，
HMCはこれを改良したものである．Metropo-

lis法ではランダムウォークのステップ幅が狭い
とサンプル間の距離が狭くなり収束が遅くなる
という欠点があるが，HMCは Hamilton系の
ダイナミクスを利用することでランダムウォー
ク的な振る舞いを抑えて遠くのサンプルをとれ
る．これによりサンプルが確率分布が定義され
ている空間を広く移動し，効率の良いサンプリ
ングが出来る．
アルゴリズムの概要を説明する．サンプリン
グしたい確率分布の密度関数を

P (q) ∼ exp(−V (q)) (q ∈ Rd)

とする．HMCでは補助変数 p ∈ Rdを標準正規

分布に従う変数として導入し，(q, p)のサンプ
リングを行う．K(p) = p⊤p/2としてH(q, p) =

V (q)+K(p)とおくと，HMCは q, pの同時分布

exp(−V (q)) exp(−K(p)) = exp(−H(q, p))

からサンプリングする．
HMCはMetropolis法の提案分布を Hamil-

ton系の時間発展で置き換えた手法である．H(q, p)

をHamiltonianにもつHamilton系の時間発展
の微分方程式を数値的に解いて，初期値 (q(0), p(0))

からある決まった時刻 T まで時間発展させて
(q(T ), p(T ))まで進める．刻み幅 ϵ，step数 L

で時間 ϵLだけHamilton系の時間発展をさせる
写像をΨL

ϵ とすると，n番目のサンプル (qn, pn)

から次のサンプルの候補 (q∗n+1, p
∗
n+1)を

(q∗n+1, p
∗
n+1) = ΨL

ϵ (qn, pn)

によって提案する．このΨL
ϵ がHamilton系のい

くつかの良い性質を保存するとき，HMCは詳
細釣り合いを満たし目的分布を定常分布として
持つマルコフ連鎖を構築することが示される．

2.2 サンプルの棄却とダイナミクス
HMCはMetropolis法の一種であるため，作

られるサンプルは確率密度関数の値に応じた確
率で棄却される．サンプルが棄却されると一つ
前のサンプルを次のサンプルとして再利用する
ことになるため，棄却率が高いとサンプル間の
相関が高くなりサンプリング効率が悪くなる．
それに加えて，一般化HMCと呼ばれるHMC

の拡張アルゴリズム [3]ではサンプルが棄却さ
れるとHamilton系のダイナミクスが中断され，
次の数値積分ではそれまで移動してきた経路を
遡る方向にサンプルが移動するため，サンプル
間の相関がさらに高くなる．
サンプルの棄却率が上がる要因は，Hamilton

系の数値積分におけるHamiltonian H(q, p)の
数値誤差である．H(q, p)が増大すると棄却率が
上がる．積分を解析的に実行できる場合H(q, p)

は保存されるが，とても簡単な例を除いて解析
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的には解けない．そのため数値積分が用いられ
るが，HMCに用いられる数値積分スキームで
はH(q, p)は保存されない．
数値積分中にH(q, p)の値が振動する現象が

しばしば見られるが，その場合H(q, p)が再び
小さくなるまで待てば棄却率は下がる．一方，
数値積分の数値誤差が増大しH(q, p)が発散し
ていく場合には，積分をそれ以上進めても棄却
率が下がることは望めないので，無駄になる積
分はせずに計算を切り上げるべきである．通常，
HMCでは数値積分を進める長さ ϵLはサンプ
リングを始める前にあらかじめ設定する必要が
あり，H(q, p)の値に応じて数値積分中に変え
ることはできない．

3 Adaptive Extra Chance HMC

本研究では，積分の step数をこの先サンプル
が acceptされる見込みがあるかを判断しなが
ら適応的に変える枠組みを提案する．HMCの
サンプリングの正当性を保証している詳細釣り
合い条件を壊さずに，パラメータをサンプリン
グ実行中に変えられることがポイントである．
提案アルゴリズムは，extra chance HMC

(EHMC) [4]というHMCの改良になっている.

Extra chance HMCは，サンプルが採択される
まで数値積分をある決められた時間までは延長
可能にするアルゴリズムである．棄却されても
積分を延長して新たなサンプルを提案すること
により，棄却率を下げられることが数値実験で
確認されている．一方で，積分を延長した結果
サンプルが棄却された場合，計算が無駄になる
という欠点がある．本研究で提案するアルゴリ
ズムではこの点が改良されている．
アルゴリズムの概要を述べる．パラメータ
は積分の刻み幅 ϵ，step数 L，数値誤差に関す
るパラメータ C である．L は偶数にする．n

番目のサンプル (qn, pn)から次のサンプルの候
補 (q∗n+1, p

∗
n+1)を生成する．通常のHMCでは

(q∗n+1, p
∗
n+1) = ΨL

ϵ (qn, pn) と提案するが，提案
アルゴリズムでは積分の中間地点において

|H(ΨL/2
ϵ (qn, pn))−H(ΨL/2+1

ϵ (qn, pn))| < C

(1)

が満たされなければ積分を中断し (q∗n+1, p
∗
n+1) =

(qn, pn)とする．(1)が成り立てば (q∗n+1, p
∗
n+1) =

ΨL
ϵ (qn, pn)とし，密度関数の値に応じた確率で
棄却/採択する．採択されれば (qn+1, pn+1)が
決まる．棄却されれば，(L+1) step目から積分

を再開し上記の手順を繰り返す．これをサンプ
ルが採択されるか (1)に基づいて積分が中断さ
れるまで続ける．サンプルの棄却は積分を中断
して作られた候補が棄却されたときのみ起こる．

4 数値実験
3つの正規分布を混ぜた 1次元の混合正規分

布からサンプリングを行った．3つの正規分布
の平均はそれぞれ −3.5, 0, 3.5で，標準偏差は
0.3, 0.5, 1である．104サンプルあたりのEffec-

tive Sample Size (ESS)というサンプルの相関
の小ささを示す量と計算時間を表 1に示した．

表 1. ESSと計算時間 (sec.)

Method ESS time ESS/Time

(sec.)

提案手法 2305.7 17.1 134.8

EHMC 2709.6 34.1 79.3

HMC 10.5 6.8 1.6

提案手法のESSはextra chance HMC (EHMC)

よりも 15%程度小さいが，計算時間は 1/2ほ
どになっているので，ESS/計算時間は 1.7倍程
度になっている．ESS/計算時間はスタンダー
ドなHMCにおいて最も小さく，この実験の設
定では数値積分の延長はサンプル間の相関を下
げるために有効であると言える．提案手法は計
算時間を抑えながら効率的にサンプル間の相関
を下げていることが確認された．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP18J10499の助
成を受けたものです。
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1 概要

Orthogonal Frequency Multiple Access
(OFDM)は 4G/LTEやWifiなどに用いられて
いるシステムであり、広く使われている無線通
信システムである。この OFDMシステムには
Peak-to-Average Power Ratioが大きいという
問題がある。一般にPAPRは累積確率分布によ
り測られるため、この曲線の理論値、近似値を求
めることは非常に重要な課題である。特に、送信
シンボルがある分布から独立に選ばれるような
場合に関しては近似曲線が求められている。し
かしながら、そうではなく、例えば誤り訂正符号
使用時などといった場合は求まってはおらず、複
雑な上界が求められているだけである。本研究
では、この PAPRの累積確率分布の上界を、送
信シンボルの統計量を用いて表す。これは、送信
シンボルのセットさえ分かれば、事前に PAPR
の曲線の上界を知ることができることを表して
いる。

2 OFDM信号とPAPRの定義

本節では OFDM信号と PAPRの定義を行
う。OFDM信号は

s(t) =
K∑
k=1

Ak exp

(
2πj

k

T
t

)
(1)

と表すことができる。ここでKはキャリアの本
数、Ak ∈ Cは送信シンボル、jは純虚数、T は
シンボル長である。この信号を用いてPAPRを
次のように定義する。

PAPR(c) = max
0≤t<T

|s(t)|2

Pav
(2)

ここで c = (A1, . . . , AK)⊤、PavはOFDM信号
の平均のパワーである。
一般には PAPRは符号語 cに依存し、かつ

cはランダムに選ばれると考えられるため、累
積確率分布 Pr(PAPR > γ)を考えることができ
る。この符号語 cが独立に同分布から選ばれる
ような場合には、中心極限定理を用いて曲線を
近似的に求めることが可能である [1]。しかしな
がら、誤り訂正符号使用時などといった実用的
なシチュエーションにおけるPAPRは求めるこ
とが困難である。そこでPAPR累積分布の上界
を求める研究があるが、式が複雑で計算のため
にさらなる仮定を必要とするものがほとんどで

ある [2]。そこで本研究では計算可能な上界を求
めることを考える。

3 提案する上界

本節では次の定理を証明する。

定理 1

Pr(PAPR > γ)

≤K(2K − 1)

2P 2
avγ

2

K∑
k=1

E{(c∗Gkc)
2 + (c∗Ĝkc)

2}

ただし E{X}はX の期待値である。
この定理が示すように、PAPRの累積確率分

布は、送信シンボルの 4次モーメントを用いて上
から抑えることができることを表している。文
献 [2]に、PAPRの累積確率分布は、高次モーメ
ント (4次や 5次)を用いて上から抑えることが
示されているが、この証明には仮定を要し、仮
定の是非については示されていない。本定理に
はそういった仮定は要しない。
証明には次の補題を用いる [3]。

補題 2

max
t

|s(t)|2 ≤ ρ(0) + 2

K−1∑
k=1

|ρ(k)|

ただし ρ(i) =
∑K−i

k=1 AkA
∗
k+i, ρ(K) = 0。

さらに ρ(i)に関して次が成り立つ [4]。

補題 3

|ρ(0)|2 + 2
K−1∑
k=1

|ρ(k)|2

=
K−1∑
k=0

|ρ(k)|2 +
K−1∑
k=0

|ρ(K − k)|2

=
1

2

{
K−1∑
k=0

|ρ(k) + ρ(K − k)|2

+ |ρ(k)− ρ(K − k)|2
}

=
K

2

K∑
k=1

(c∗Gkc)
2 + (c∗Ĝkc)

2
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ただし Gk = V ∗DkV, Ĝk = V̂ ∗DkV̂ で,

Vm,n =
1√
K

exp
(
−2πj

mn

K

)
,

V̂m,n =
1√
K

exp

(
−2πjn

(
m

K
+

1

2K

))
,

Dkは (k, k)番目の要素が 1で他の要素が 0であ
るような対角行列である。

これらの補題を用いて定理を証明する。
証明 まず、補題 2と 3を用いて

max
t

|s(t)|2

≤ρ(0) + 2
K−1∑
k=1

|ρ(k)|

≤
√
2K − 1

√√√√|ρ(0)|2 + 2
K−1∑
k=1

|ρ(k)|2

=

√
K(2K − 1)

2

√√√√ K∑
k=1

(c∗Gkc)2 + (c∗Ĝkc)2

と評価できる。ここで2番目の不等式はCauchy-
Schwarzの不等式である。
この結果を用いて

Pr(PAPR > γ)

=Pr(PAPR2 > γ2)

=Pr(max
t

|s(t)|4 > P 2
avγ

2)

≤
E
{
maxt |s(t)|4

}
P 2
avγ

2

≤K(2K − 1)

2P 2
avγ

2

K∑
k=1

E{(c∗Gkc)
2 + (c∗Ĝkc)

2}

最初の不等式はMarkovの不等式によるもので
ある。
定理の中に期待値を含むため、計算のために

は送信シンボル cの分布を知る必要がある。一
般には符号語 cは符号語の集合 Cから一様に選
ばれると考えることができるので [5]、定理は次
のように書き換えることが可能である。

Pr(PAPR > γ)

≤K(2K − 1)

2P 2
avγ

2

1

M

∑
c∈C

K∑
k=1

(c∗Gkc)
2 + (c∗Ĝkc)

2

ただしM = |C|であり、符号語の総数である。

4 結論

本研究では、PAPRの累積確率分布の計算可
能な上界を求めることを達成した。従来研究に
も高次モーメントを用いて上界を導くものが存
在したが、本研究における上界は何の仮定も課
されていない。その意味でも従来研究の正しさ
を本研究が少なからず示したことになる。現在
に至るまで、PAPRの抑制技術は多数存在する
が、なぜ PAPRが抑制されたかというメカニズ
ム自体はあまり明らかになってはいない。もし
PAPRの曲線に送信シンボルのモーメントと深
く関わりがあるならば、送信シンボルのモーメ
ントを調べることでPAPR自体が明らかになる
可能性がある。
定理では Markov の不等式を用いたが、よ

りタイトな評価をするためにはChernoffの不等
式を用いることがあげられる。しかしながら、
Chernoffの不等式を用いるとパラメータがひと
つ増えるため、評価をするためにはパラメータ
をどのように選ぶかが大きな問題となる。
これからの課題としては、PAPRの累積確率

分布の上界値ではなく、近似値を求めることが
あげられる。そのためにも、符号語のモーメン
トとPAPRの関係を明らかにすることが必要で
ある。
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普遍超一般化中心極限定理

梅野　健

京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻
e-mail : umeno.ken.8z@kyoto-u.ac.jp

1 概要

本稿は、最近得られた超一般化中心極限定理
を更に異なるべき指数のべき則の和に適用でき
る様に拡張したので、その新定理の内容 (普遍
超一般化中心極限定理) と証明の概略を示すこ
とを目的とする。

2 超一般化中心極限定理とその拡張

まず、本稿の研究で中心的な役割を果たす安
定分布について説明する。安定分布S(x;α, β, γ, µ)

とは、以下の式で与えられる特性関数 ϕ(t) の
フーリエ変換

S(x;α, β, γ, µ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ϕ(t)e−Ixtdx

で書ける４つのパラメータ (α, β, γ, µ)を持つ
分布関数である。但し、特性関数 ϕ(t)は

ϕ(t) = exp{iµt− γα|t|α(1− iβsgn(t)w(α, t)}
(1)

w(α, t) =

{
tan(πα/2) if α ̸= 1

−2/π ln |t| if α = 1

で与えられる。ここでパラメータ α, β, γ, µは
それぞれ、べき指数、歪度、尺度母数、平均値
の意味を持ち、0 < α ≤ 2,−1 ≤ β ≤ 1, γ > 0

である。α = 2の時、β = 0の安定分布 Sはガ
ウス分布に一致し、α = 1, β = 0の時、安定分
布 Sはコーシー分布に一致する。
条件 (超一般化中心極限定理)

1) C+ > 0, C− > 0 がそれぞれ確率分布
Pc+(c), Pc−(c)に従う正値確率変数とし、
以下の様に平均が存在するとする。

E[C+] < ∞,E[C−] < ∞

2) 各確率変数 Xi は同一のべき指数 α(0 <

α < 2)を持つべき分布であり、その確率
密度関数 fi(x)は、漸近的に

fi(x) ≃

{
c+ix

−(α+1) for x → ∞
c−i|x|−(α+1) for x → −∞

(2)

となる。但し、c+i,c−iは i毎に異なると
し、それぞれそれぞれ 1)の確率密度関数
Pc+(c), Pc−(c)に従う。この条件の元で
以下の定理が成立する。

定理 1 (超一般化中心極限定理,2018[1])

Sn =

∑n
i=1Xi −An

n
1
α

d→ S(x;α, β∗, γ∗, 0) for n → ∞.

但し、確率変数Xiは条件 (超一般化中心極限分布)

を満足する独立な確率変数であり、AnはXiの
特性関数φi(t) = E[exp(ItXi)]とℑY :複素数 Y

の虚数部分という定義の下、式

An =


0 if 0 < α < 1

n
∑n

i=1ℑ ln(φi(1/n)) if α = 1∑n
i=1 E[Xi] if 1 < α < 2

で決定され、安定分布のパラメータ β∗,γ∗は,

βi =
c+i − c−i

c+i + c−i
, γi =

{
π(c+i + c−i)

2α sin(πα/2)Γ(α)

} 1
α

の重み付き平均で、

β∗ =
EC+,C− [βiγ

α
i ]

EC+,C− [γ
α
i ]

, γ∗ = {EC+,C− [γ
α
i ]}

1
α

(3)

で与えられる。ここで、EC+,C− は確率密度関
数 fiの漸近的特性を示すパラメータC+, C−の
確率分布 Pc+,Pc−に関する平均である。

証明 [1]参照。

3 普遍超一般化中心極限定理

ここでは、前節の超一般化中心極限定理の更
なる拡張（一般化）を考える。一般化とは、超
一般化中心極限定理の条件 (超一般化中心極限
定理)を満足する同一のべき指数 αを対象とす
る確率変数の和から、異なるm(0 < m < ∞)

個のべき指数 0 < α1 < α2 < · · · < αm < 2を
持つべき分布

fi(x;αk) ≃

{
c+ix

−(αk+1) for x → ∞
c−i|x|−(αk+1) for x → −∞

(4)
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に従う確率分布を持つ独立な確率変数Xiの和
を考えることである。m = 1の場合は、同一の
べき指数αの分布の和であり超一般化中心極限
定理 (2018)に一致する。よってm ≥ 2の場合
を考える。
条件 (普遍超一般化中心極限定理)

1) 確率変数 Xi の確率密度関数は、べき指
数 0 < α1 < α2 < · · · < αm < 2のいず
れかのべき指数αkを持ち条件 (超一般化
中心極限定理)に従う。

2) 確率変数Xiが小さい順に並べたべき指数
0 < α1 < α2 < · · · < αm < 2について
αk(1 ≤ k ≤ m)を持つ確率が qαk

であり、
0 < qαk

< 1を満足し、
∑m

k=1 qαk
= 1で

ある。

定理 2 (普遍超一般化中心極限定理,2018)

Sn
d→ S(x;α1, β

∗[α1], γ
∗[α1]{qα1}

1
α1 , 0).

但し、確率変数Xiは条件 (普遍超一般化中心
極限定理)を満足する独立な確率変数であり、

Sn ≡
∑n

i=1Xi −An

n
1
α1

は、確率変数 Xi の和から、各 αk で決まる超
一般化中心極限定理に於けるサンプル平均の和
Anqαk

[αk]の総和An、つまり

An =

m∑
k=1

Anqαk
[αk] (5)

を引いたものである。パラメータ β∗[α1]及び
γ∗[α1]は、最小のべき指数α1を持つnqα1個の
確率変数に対して超一般化中心極限定理 (nqα1 →
∞) を適用した時に収束する安定分布のパラ
メータ β∗, γ∗ であり, べき指数 α1 によって決
まる。従って、β∗[α1], γ

∗[α1]と書ける。

証明 n個の確率変数Xiの和
∑n

i=1Xiを各べ
き指数 αk 毎の n(k)個からなる確率変数の和∑n(k)

j=1 Xj [αk] に分解する。ここで、{Xj [αk]}
は、{Xi}の中で特にべき指数αkを持つものを
抽出し並び変えたものであり、その個数をn(k)

とすると、limn→∞
n(k)

n
= qαk

である。よって

nが十分大きなところで、n(k) → nqαk
個のべ

き指数αkの確率変数 {Xj [αk]}の和となりこの

分解は n → ∞で

n∑
i=1

Xi =
m∑
k=1

n(k)∑
j=1

Xj [αk] →
m∑
k=1

nqk∑
j=1

Xj [αk]

(6)

となる。ここで超一般化中心極限定理の結果を
使うと、各 αk(1 ≤ k ≤ m)で n, n(k) → ∞
の時、

∑nqαk
j=1 Xj [αk]−Anqαk

{nqαk
}

1
αk

d→ S(x;αk, β
∗[αk], γ

∗[αk], 0)

(7)

が成立する。特に k = 1の時、∑nqα1
j=1 Xj [α1]−Anqα1

{nqα1}
1
α1

d→ S(x;α1, β
∗[α1], γ

∗[α1], 0)

(8)

となる。例えば α2(> α1)に着目すると、n →
∞の極限で∑nqα2

j=1 Xj [α2]−Anqα2

{nqα1}
1
α1

=

∑nqα2
j=1 Xj [α2]−Anqα2

{nqα2}
1
α2

{nqα2}
1
α2

{nqα1}
1
α1

=

∑nqα2
j=1 Xj [α2]−Anqα2

{nqα2}
1
α2

· 1

n
1
α1

− 1
α2

· q
1
α2
α2

q
1
α1
α1

→ 0.

但し、式 (7)および
1

α1
− 1

α2
> 0を用いた。同

様に、一般の αk(k ≥ 2)で
1

α1
− 1

αk
> 0及び

∑nqαk
j=1 Xj [αk]−Anqαk

{nqα1}
1
α1

→ 0 for n → ∞

が成立するので、式 (5),(6),(7),(8)よりn → ∞
の極限で∑n

i=1Xi −An

{nqα1}
1
α1

d→ S(x;α1, β
∗[α1], γ

∗[α1], 0).

よって
∑n

i=1Xi −An

n
1
α1

d→ S(x;α1, β
∗[α1], γ

∗[α1]{qα1}
1
α1 , 0).

参考文献

[1] M. Shintani and K. Umeno, ”Super

Generalized Central Limit Theorem -

Limit Distributions for Sums of Non-

identical Random Variables with Power

Laws-”, J. Phys. Soc. Jpn. (Letters)

vol. 84, 043003 (2018).

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

172



三体8の字解と，それから分岐する解の線形安定性
藤原俊朗 1, 福田宏 1, 尾崎浩司 2

1北里大学一般教育部，2東海大学理学部
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1 概要
三体 8の字解は，等質量平面三体問題の周期

解の一つで，8の字の形をした閉じた曲線の上を
3つの質点が等しい時間間隔で追いかけっこを
する解である．このような解は choreographic

解と呼ばれている．粒子間のポテンシャルを
1/rαに一般化すると，三体 8の字解は−2 < α

の範囲で存在する．α = −2は調和振動子，1

はNewtonポテンシャルである．
αを変化させると，三体 8の字解は様々な分
岐を起こす．この講演では，5周期分岐に着目
し，分岐する解のうち choreographicなのもの
について，分岐点の α，解の対称性と安定性を
数値計算で調べた結果を報告する．

2 5周期分岐に着目する理由：三体 8の
字解とスラローム解
我々が周期倍分岐でも他の分岐でもなく 5周

期分岐に着目する理由は，スラローム解と呼
ばれる choreographic解の存在について興味を
持ったからである．以下に概略を述べる．
三体 8の字解はMoore[1]によって数値的に
発見され，ChencinerとMontgomery[2]によっ
て存在が証明された．この解は角運動量がゼロ
で，X軸，Y軸に対して対称な軌道を持つ．図 1

参照．その後，ŠuvakovとV. Dmitrašinović[3]

図 1. 三体 8の字解．

は，8の字解が k解繰り返したのと同じホモト
ピークラスに属す choreographicな解を多数発
見し，これらをスラローム解と名付けた．k =

5, 7, 14, . . . が見つかっている．最小の kは 5で
あり 3つの解が存在する [4]．図 2参照．
我々は，スラローム解は三体 8の字解からな
んらかの意味で分岐したものに違いないと仮説
を立てた．そこで，スラローム解のうちもっと
も単純な k = 5スラローム解をポテンシャル
の指数 αを変えて追跡すれば，8の字解から分

図 2. k = 5 スラローム解．Choreographic で三体 8 の
字解と同じ対称性を持つ．α = 1では 3つ存在する．

岐する現場をとらえることができるだろうと考
えた．
逆に，三体 8の字解の 5周期分岐の発生点を
調べれば，自然にスラローム解の発生する様子
がわかるだろうと考えた．それが 5周期分岐に
着目した理由である．

3 結果 1：三体 8の字解の 5周期分岐
三体 8の字解の 5周期分岐を調べてわかった
ことは，大きく分けて 2つ．I) α = 1で k = 5

スラローム解は 3つあるが，そのうち 2つは三
体 8の字解から分岐したものではない．図 2右
端の 1つだけが三体 8の字解の 5周期分岐で生
じた解である．II) 三体 8の字解の 5周期分岐
は，choreographicな解に限っても，三体 8の
字解と同じ対称性を持つ解以外に，Y軸対称性
が壊れた解や，X軸 Y軸対称性が両方とも壊
れた解を生じる．図 3は対称性が壊れた分岐解
の例を示している．

図 3. α = 1.75付近で三体 8の字解から 5周期分岐した
解．Choreographicである．赤点は時刻ゼロでの 3質点，
青点は 1/2周期後の 3質点を表す．上の解は Y軸対称性
が壊れ X軸対称性を持つ．角運動量はゼロではない．下
の解は X 軸対称性も Y 軸対称性も壊れ，原点対称性を
持つ．角運動量はゼロ．

これらの choreographic解は，三体 8の字解
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が 5回繰り返したのと同じホモトピークラスに
属するので，k = 5スラロームと呼ぶことがで
きる．しかしながら，α = 1まで生き延びるの
は図 2の 3つ（三体 8の字解から分岐したもの
に限れば右端の 1つ）のみである．

4 結果 2：三体 8の字解と分岐した解の
線形安定性

図 4. 三体 8の字解のフロケ行列の固有値 µ．横軸は α．
オレンジは µの偏角，青は 10−1 log |µ|．α = 1付近では
4つの固有値が |µ| = 1，α = 1.5付近では 2つが |µ| = 1，
2つが |µ| ̸= 1 であることを示している．

5周期分岐はフロケ行列の固有値 µの偏角が
2πn/5，n = 0,±1,±2, . . . となる αで生じる．
図 4は三体 8の字解の µの変化を示したもので
ある．
分岐した解が choreographic 解となるのは，
このうち 4か所, α = 0.91, 1.10, 1.14, 1.75付近
の分岐のみである．
α = 1.10, 1.14 付近で分岐する解は，三体

8 の字解と同じ対称性を持つ解であり，α =

0.91, 1.75付近では，図 3のような対称性の低
い解である．
これらの解の安定性については，講演の中で

報告する．
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確率的レイリー・プレセット方程式の変分的定式化と分岐現象の解析
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1 緒言
レイリー・プレセット方程式はキャビテーショ

ン現象の基礎となる単一気泡のモデルとして知
られる．この方程式は，周期的に変動する周辺
圧力に対して，振幅をパラメータとして周期倍
分岐を起こし，やがてカオスへと至る非線形系
の数理モデルとして知られている．
　本研究では，気泡半径速度場に揺らぎとして
白色ノイズを与えた場合のモデルとして確率
的レイリー・プレセット方程式を提案する．ま
た，確率的レイリー・プレセット方程式に見ら
れる振幅パラメータ分岐現象が速度場の揺らぎ
によってどのような影響を受けるかについて調
査・検討を行う．

2 変分法に基づくレイリー・プレセット
方程式の定式化
気泡を図 1に示すような球形であると仮定し，

その半径をR(t)，中心からの距離 rにおける流
速を u(t, r)で表す．周囲は非圧縮性の液体で
満たされており，その密度を ρL，粘性率を µL，
表面張力をSで表す．気泡から遠く離れた液体
の圧力を p∞(t)，温度を T∞ とし，T∞ は一定
であるとする．気泡内部は断熱変化をする不凝
縮性ガスと蒸気で満たされており，分圧を各々
pG，pv，全圧を pBとする．気泡内部の温度は
遠方温度 T∞と一様等温とする．さらに，気泡
界面での質量移動は無視できるものとする．
　以上の仮定のもとで，通常のレイリー・プレ

図 1: 球形単一気泡のモデル

セット方程式を変分法により定式化する．流体
の連続の式より u(t, R) = R2Ṙ/r2 が導かれ，
これより運動エネルギー T は T = 2πρLR3Ṙ2

で与えられる．ここに， ˙( )は時間微分を表す．
ポテンシャルエネルギー U は，気泡界面の境
界条件から U = 4π{SR2 + (p∞ − pv)

R3

3 −
pG0R

3
0

3(1−κ)

(
R0
R

)3(κ−1)} と与えられる．但し，κは
比熱比，pG0 , R0は，それぞれ初期ガス分圧，初
期気泡半径を表す．さらに，非保存力として働
く流体の粘性力 F は F = −16πµLRṘ とし
て与えられる．以上から，ラグランジアンを
L(R, Ṙ) := T (R, Ṙ)−U(R)として定義し，ラ
グランジュ・ダランベール原理

δ

∫ b

a
L(R, Ṙ)dt =

∫ b

a
F (R, Ṙ) · δRdt

より，両端固定条件 δR(a) = δR(b) = 0のも
と，停留点R(t), t ∈ [a, b]が満たすべきラグラ
ンジュ・ダランベール方程式として下記のレイ
リー・プレセット方程式を定式化できる．
pv − p∞

ρ
+

pG0

ρ

(
R0

R

)3κ

= RV̇ +
3

2
V 2 +

4µLV

ρLR
+

2S

ρLR

(1)

但し，V := Ṙと置いた．

3 確率的レイリー・プレセット方程式
次に，気泡半径速度場に揺らぎを与えた場合
の運動を考えよう．気泡界面での流速u(t, R)に
揺らぎ g(t)を考え，速度場をV (t) := u(t, R(t))

= Ṙ(t) + g(t) と置くと，ラグランジュ・ダラ
ンベール原理を用いて導出したレイリー・プレ
セット方程式，式 (1)は
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dV =
3cV

R
dW +

[
− 1

R

{
3

2
V 2 +

4µLV

ρLR

+
2S

ρLR
− pv − p∞

ρL

−pG0

ρL

(
R0

R

)3κ
}

+
6c2V

R2

]
dt

dR = V dt− cdW

(2)
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のように変形できる．但し，cはノイズの強度，
W はウィーナー過程を表す．

4 気泡挙動と分岐の揺らぎによる影響
ここで p∞ = p0{1 − A sin(2πft)}のように

周期的な変動を伴う場合を考え，確率微分方
程式 (2)を用いて振幅比 Aをパラメータとし
た分岐を調査する．気泡周囲の液体を水と仮
定して，表 1 のパラメータのもと，数値積分
法にはオイラー・丸山法を用いて，時間刻み
5.0× 10−7[μ s]で数値計算を行った．遠方圧
力の変動振幅パラメータ A = 2.8 に固定し，
ノイズの強度を c として，ノイズのない場合
（c = 0）とノイズがある場合（c = 5.0× 10−5）
の各々に関する気泡半径の時間応答挙動を図 2

に示す．また，図 3に圧力振幅パラメータAに
関する分岐図を示す．まず，図 2を見ると，ノ
イズのない場合 (a)では，明らかに２周期的挙
動を呈している一方，小さなノイズがある場合
(b)では，気泡半径挙動に揺らぎが加わって２
周期解の構造が壊れている様子が見て取れる．
このことは，パラメータ Aに関する分岐図を
見るとより明確となる．すなわち，図 3を見る
と，ノイズのない場合 (a)では，周期倍分岐の
構造が明確に見て取れ，例えばA = 2.8におい
ては２周期解となっているが，ノイズがある場
合 (b)を見ると，ほんの僅かなノイズが加わっ
ただけでも１周期から２周期への周期倍分岐の
構造そのものが壊れていて，A = 2.8において
は既に不規則な挙動へと遷移していることが分
かる．

表 1: 数値計算に用いたパラメータ
記号 値

加振周波数 f 4.0 [MHz]

初期気泡半径 R0 1.0 [µm]

初期気泡半径速度 V0 0.0 [m/s]

大気圧 p0 101325 [Pa]

水密度 ρL 998.2 [kg/m3]

水の粘性率 µL 0.0010016 [Pa·s]
飽和蒸気圧 pv 3026.028 [Pa]

水の表面張力 S 0.072736 [N/m]

比熱比 κ 1.4

5 結言
単一気泡に関するレイリー・プレセット方程

式の変分的定式化に関連して，速度場に揺らぎ

(a) c = 0 (b) c = 0.00005

図 2: 気泡半径の挙動（A = 2.8）

(a) c = 0 (b) c = 0.00005

図 3: 圧力振幅Aに関する分岐図

を考慮した場合の確率的レイリー・プレセット
方程式の導出を行った．その上で，確率的レイ
リー・プレセット方程式を用いて，ノイズを加
えた場合の気泡半径挙動について考察した．そ
の結果，僅かなノイズを加えただけで，周期倍
分岐の構造は壊れてしまい，周期的な挙動から
ランダムノイズの影響を受けた不規則な挙動へ
と遷移することが分かった．
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SU(p, q)上の自由剛体の力学系に関する安定性解析
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1 概要

この講演では，MishchenkoとFomenko[1]に
よって定式化された一般化された自由剛体の完
全積分可能なHamilton力学系をSU(p, q)の場
合に考え，平衡点の安定性を解析した結果に
ついて報告する．SU(p, q)とは符号数 (p, q)の
Hermite内積に関するユニタリー行列全体のな
す Lie群である．Lie環 su(p, q)のCartan部分
環ごとに可積分なHamilton力学系が SU(p, q)

上に定まり，そこから対称性によって誘導され
る Lie環上の Euler方程式により力学系の挙動
が記述できる．この講演では，Euler方程式の
孤立平衡点の安定性を解析し，ルート系の言
葉を用いるとCartan部分環ごとに安定性が決
定されることを示す．時間が許せば，付随する
SO(p, q)上の自由剛体についても触れる．

2 su(p, q)のLie環論

Lie群 SU(p, q)およびその Lie環 su(p, q)を
考える:

SU(p, q) =
{
g ∈ Cn×n | g∗Ip,qg = Ip.q

}
,

su(p, q) =
{
X ∈ Cn×n | X∗Ep,q + Ip,qX = 0

}
.

ただし，n = p+ q, g∗ = ḡT, X∗ = X̄T, Ip,q =(
Ip 0

0 −Iq

)
である．（Ip，Iq は各々p次，q次の

単位行列である．）以下一般性を失わず p ≤ q

とする．
Cartan部分環（対角化可能な行列のなす極大

可換部分環）h ⊂ su(p, q)をとり，Killing形式
κ : su(p, q) × su(p, q) ∋ (X,Y ) 7→ 2nTr (XY )

に関する直交補空間をmと記す：h⊕m = su(p, q).

複素化 su(p, q) ⊗ C ∼= sl (n,C) の Cartan

部分環 h ⊗ Cに関してルート系 ∆(h⊗ C) ⊂
(h⊗ C)∗を考える．
ルート系∆(h⊗ C)には次のような基とよば

れる部分集合Π = {α1, · · · , αn−1}が存在する：
Πはベクトル空間 (h⊗ C)∗ の基底である．ま
た，任意のルート α ∈ ∆(h⊗ C)は α1, · · · , αr

の整数係数一次結合 α =

n−1∑
i=1

miαi で表され，

全ての i = 1, · · · , n−1について一斉にmi ≥ 0

となるか一斉にmi ≤ 0となるかいずれかであ
る．前者のルート全体を∆+ (h⊗ C)と表す．
ルートα ∈ ∆(h⊗ C)が実であるとはα (h) ⊂

Rとなることである．ルート β ∈ ∆(h⊗ C)が
純虚であるとは β (h) ⊂ iRとなることである．
実でも純虚でもないルートを複素ルートという．
実単純Lie環 su(p, q)のCartan部分環は，以
下のいずれかに共役である（[2]）．

h0 =


n∑

j=1

sj
√
−1Ejj | sj ∈ R

 ,

h
(r)
0 =


p+q∑
j=1

sj
√
−1Ejj +

r∑
i=1

ti (Ei,i+p + Ei+p,i)∣∣∣∣∣∣sj , ti ∈ R,
p+q∑
j=1

sj = 0, si = si+p(i = 1, · · · , r)

 .

ここで，r = 1, · · · , p. また，Eij は n× n行列
単位で，(i, j)成分が 1でそれ以外の成分は 0で
ある．以後，h

(0)
0 = h0とする．

それぞれのCartan部分環に付随するルート
は以下のように書き表すことができる．ただし，
次の線型汎函数 fk（k = 1, · · · , n）, gℓ（ℓ =

1, · · · , r）を用いる：

fk : h
(r)
0 ⊗ C → C,

fk

 n∑
j=1

sjEjj +
r∑

i=1

ti (Ei,i+p + Ei+p,i)

 = sk,

gℓ : h
(r)
0 ⊗ C → C,

gℓ

 n∑
j=1

sjEjj +

r∑
i=1

ti (Ei,i+p + Ei+p,i)

 = tℓ.

命題 1. Cartan部分環 h
(r)
0 に対応するルート

系の部分集合∆+

(
h
(r)
0

)
に含まれるルートのう

ち，純虚ルートは fk − fℓ（r + 1 ≤ k < ℓ ≤ p

または r+1 ≤ k ≤ p, p+r+1 ≤ ℓ ≤ p+qまた
は p+ r+1 ≤ k, ℓ ≤ p+ q）の (p+ q− 2r)(p+

q−2r−1)/2個, 実ルートは 2gi（i = 1, · · · , r）
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の r個, 複素ルートは fi − fi′ ± gi ± gi′（1 ≤
i < i′ ≤ r, (fi − fk) ± gi（i = 1, · · · , r, k =

r+1, · · · , p, p+r+1, · · · , p+q）の2r(p+q−2r)

個ある．（複合は順不同である．）特に，h(0)0 = h0
は純虚ルートのみをもつ． □

3 SU(p, q)自由剛体のEuler方程式と随
伴軌道上の孤立平衡点の安定性解析

SU(p, q)上の自由剛体の力学系はT ∗SU(p, q)

上の左不変なHamilton函数をもつHamilton力
学系であるから，Lie-Poisson簡約によって本
質的に su(p, q)上のEuler方程式で記述される：

d

dt
X = [X,φa,b,D(X)] , X ∈ su(p, q). (1)

Killing形式について対称な線型作用素 φa,b,D :

su(p, q) → su(p, q)は次のように定義される：
a, b ∈ h

(r)
0 を全ての α ∈ ∆(h⊗ C) に対して

α(a) ̸= 0ととり，D : h
(r)
0 → h

(r)
0 を対称な線型

作用素とする．このとき，Killing形式に関する
直交直和分解 su(p, q) = h

(r)
0 ⊕m

(r)
0 に沿って任

意のX ∈ su(p, q)をX = X
h
(r)
0

+X
m

(r)
0

, X
m

(r)
0

∈

h
(r)
0 , X

m
(r)
0

∈ m
(r)
0 と書き，φa,b,D(X) = ad−1

a ◦
adb(Xm

(r)
0

) +D(X
h
(r)
0

)と定める．

命題 2. Euler方程式 (1)は Lie-Poisson構造

{F,G} (X) = κ (X, [∇F (X),∇G(X)]) ,

（F,G ∈ C∞ (su(p, q))）に関するHamilton函数

H(X) =
1

2
κ (X,φa,b,D(X))に対応するHamil-

ton系である． □

命題 3. 時間 t に依存しない複素パラメータ
λ ∈ Cをとる．Euler方程式 (1)は Lie-Poisson

構造と整合的な Poisson構造

{F,G}a,λ (X) = κ (X + λa, [∇F (X),∇G(X)]) ,

（F,G ∈ C∞ (su(p, q))）に関するHamilton函数

Ha,λ(X) =
1

2
κ (X + λa, φa,b,D(X + λa))

+ λκ (b−D(a), X + λa)

に対応するHamilton系である． □

このため，Euler方程式 (1)は双Hamilton構
造をもつといわれる．
BolsinovとOshemkovの双Hamilton系に関

する結果 [3]を用いると，Euler方程式 (1)の一

般の随伴軌道 O ⊂ su(p, q)上への制限の可積
分性が証明される．さらに，軌道 O上の孤立
平衡点の集合が h

(r)
0 ∩ Oであることも示され，

次のことがわかる．

命題 4 ([3]). 孤立平衡点X ∈ O∩h
(r)
0 が非退化

であるためには，
n(n− 1)

2
個の数 α(X)/α(a),

α ∈ ∆+

(
h
(r)
0

)
が互いに異なることが必要十分

である． □

非退化孤立平衡点の（Lyapunov）安定性は，
線型化方程式の安定性により判定できる（[4]）．
実際，Euler方程式 (1)の随伴軌道Oへの制限
の線型化行列を接空間 TXOの適当な基底に関
して計算すると，∆+

(
h
(r)
0

)
に含まれる実ルー

トごとに実固有値をもつ 2× 2行列，純虚ルー
トごとに純虚固有値をもつ 2× 2行列，2組の
複素ルートのごとに実でも純虚でもない複素固
有値をもつ 4× 4行列をとって直和したものに
なる．

定理 5. Cartan部分環 h
(0)
0 = h0に関して定ま

るEuler方程式 (1)の一般の随伴軌道O上への
制限について，その孤立平衡点X ∈ O ∩ h0は
全て Lyapunov安定である．一方，Cartan部
分環 h

(r)
0 （r = 1, · · · , p）に関して定まるEuler

方程式 (1)のO上への制限についての孤立平衡
点X ∈ O ∩ h0は全て不安定である．
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1 概要

正則なラグランジアンに対するハミルトンの
変分原理から導かれるオイラー・ラグランジュ方
程式は，接バンドル上でwell-definedなフロー
を自然に誘導することができる．これを離散系
へ拡張し，いわゆる離散ハミルトンの原理から
離散オイラー・ラグランジュ方程式を導くこと
ができるが，この変分的積分法は離散化された
シンプレクティック構造を保存する積分法とな
る．本研究では，非線形かつ非ホロノミックな
拘束を受ける非平衡熱力学系の変分的定式化に
対して，離散的な変分公式を導き，離散化され
たシンプレクティック構造を一般化した構造的
性質を有する積分法であることを示す．

2 非平衡熱力学系と変分的定式化

有限次元の単純非平衡熱力学系を考えよう
[4]．いま，エントロピーをS ∈ Rとし，Qを力
学変数に対応する有限次元の配位空間として，
ラグランジアン L = L(q, q̇, S) : TQ × R → R
が与えられているとする．ここに，TQはQの
接バンドルである．また，系には外力，及び摩擦
力が作用しており，それぞれ F ext, F fr : TQ×
R → T ∗Qとして与える．特に，F fr := −rq̇

として与えられているとする (r ∈ R+)．また，
系は断熱閉鎖系であるとする．この時，曲線
(q(t), S(t)) ∈ Q× R, t ∈ [0, T ] ⊂ Rが

δ

∫ T

0

L(q, q̇, S)dt+

∫ T

0

⟨
F ext(q, q̇, S), δq

⟩
dt = 0 (1)

なる変分条件を満たす時，非平衡熱力学系の変
分的定式化の解曲線であるという [1]．但し，変
分 δq(t)と δS(t)は

∂L

∂S
(q, q̇, S)δS =

⟨
F fr(q, q̇, S), δq

⟩
(2)

及び，端点条件として δq(t1) = δq(t2) = 0を
満たし，曲線 (q(t), S(t))は，非線形非ホロノ
ミックな現象論的な拘束

∂L

∂S
(q, q̇, S)Ṡ =

⟨
F fr(q, q̇, S), q̇

⟩
(3)

を満足するものとする．

上記の変分的定式化により，断熱的に閉じた
有限次元の単純非平衡力学系のダイナミクスは

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= F ext(q, q̇, S) + F fr(q, q̇, S),

∂L

∂S
Ṡ =

⟨
F fr(q, q̇, S), q̇

⟩ (4)

で与えられる．エネルギーEL =
⟨
∂L
∂q̇ , q̇

⟩
−Lは

解曲線 (q(t), S(t))に沿って，ĖL = < F ext, q̇ >

を満足する（第１法則）．また，第２法則として，⟨
F fr(q, q̇, S), q̇

⟩
≤ 0より，I = − 1

T

⟨
F fr, q̇

⟩
≥ 0

が得られる．ここに，T = −∂L
∂S は温度である．

3 非平衡熱力学のフローと構造的性質

L(q, v, S)に関するルジャンドル変換は FL :

TQ×R → T ∗Q, FL(q, v, S) :=
(
q, ∂L∂v (q, v, S)

)
で与えられ，各 Sを固定した時の写像 (q, v) ∈
TQ 7→ FL(q, v, S) ∈ T ∗Q が微分同相写像であ
るとき，L(q, v, S)は正則であるとする．この
時，力学系 (4)のフローFt : TQ×R → TQ×R
は Ft(q0, v0, S0) = (q(t), v(t), S(t)) ∈ TQ × R
と表される．また，このフロー Ftに関連して

F ∗
TΩL = ΩL −

∫ T

0
F ∗
t (dθ

fr+ext+τ ) dt

が成り立つ．ここに，θfr(q, v, S) ·(δq, δv, δS) =⟨
F fr(q, v, S), δq

⟩
, θext(q, v, S) · (δq, δv, δS) =⟨

F ext(q, v, S), δq
⟩
, θτ (q, v, S) · (δq, δv, δS) =

T (q, S)δSであり，θfr+ext+τ := θfr + θext + θτ

と置いた．

4 非平衡熱力学の離散的変分法

次に，上に述べた変分的手法に関する離散化
を考えよう．時間刻み幅 hを固定し，時間間隔
[0, T ]を離散化した時間の点列 {tk = kh | k =

0, ..., N} を定義する. 離散化ラグランジアン
Ld : (Q×Q)× (R× R) → Rは

Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1) =

∫ tk+1

tk

L(q(t), q̇(t), S(t))dt

として定義される．但し，q(ti) = qi, S(ti) =

Si, i = k, k + 1である．次に，式 (3)に関連し
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て，関数 P : T (Q× R) → Rを

P (q, q̇, S, Ṡ) =
∂L

∂S
(q, q̇, S)Ṡ−

⟨
F fr(q, q̇, S), q̇

⟩
と定義した上で，CK ⊂ T (Q × R)に対して，
離散的拘束Cd

K ⊂ (Q×Q)× (R×R)を以下の
ように定義する．

Cd
K = {(q0, q1, S0, S1) | Pd(q0, q1, S0, S1) = 0}

ここに，Pd : (Q×Q)× (R×R) → Rは Pd :=

P ◦φである．ここに，N0(∆Q)をQ×Qの対
角∆Qの近傍，T0Qを TQの零切断の近傍とし
て，離散化写像 φ = φQ × φR : N0(∆Q×R) →
T0(Q× R)を用いた．

定義 1 [3] 離散曲線 (qd, Sd) = {(qk, Sk)}Nk=0

に対して，以下の離散変分公式を定義する．

δ
N−1∑
k=0

Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)

+
N−1∑
k=0

[⟨
F ext−(qk, qk+1, Sk, Sk+1), δqk

⟩
+

⟨
F ext+(qk, qk+1, Sk, Sk+1), δqk+1

⟩]
= 0

に対して，変分 δSk, δqkが拘束

D3Ld(· · · )δSk +D4Ld(· · · )δSk+1

=
⟨
F fr−(· · · ), δqk

⟩
+

⟨
F fr+(· · · ), δqk+1

⟩
を満たし，かつ，離散曲線 (qd, Sd) = {(qk, Sk)}Nk=0

が現象論的拘束

(qk, qk+1, Sk, Sk+1) ∈ Cd
K

を満たすものとする．

定理 2 (qd, Sd) = {(qk, Sk)}Nk=0 が変分公式の
解であるための必要十分条件は離散方程式

D1Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1) +D2Ld(qk−1, qk, Sk−1, Sk)

+(F fr− + F ext−)(qk, qk+1, Sk, Sk+1)

+(F fr+ + F ext+)(qk−1, qk, Sk−1, Sk) = 0,

(qk, qk+1, Sk, Sk+1) ∈ Cd
K

を満たすことである．

5 離散的変分法の構造的性質

定理2の離散発展方程式のフローFLd
: Cd

K →
Cd
K , (qk, qk+1, Sk, Sk+1) 7→ (qk+1, qk+2, Sk+1, Sk+2)

は全ての r=(q0, q1, S0, S1) ∈ Cd
Kに対して行列

J =
[

D2D1Ld(r) +D2F
−
d (r) D4D1Ld(r) +D4F

−
d (r)

D2Pd(r) D4Pd(r)

]

が正則であるとき，well-definedである．ここ
に，F−

d := F fr− + F ext−である．

定理 3 well-definedな離散発展方程式のフロー
FLd

: Cd
K → Cd

K は以下の構造的性質を持つ．(
F

(N−1)
Ld

)∗
Ω+
Ld,Fd

− Ω−
Ld,Fd

= −d

N−1∑
k=0

(
F

(k)
Ld

)∗
θfr+ext+τ
d

ここに，θfr+ext+τ
d は離散外力場の 1形式１形式

であり，θfr+ext+τ
d = 0の時，離散シンプレク

ティック構造の保存が導かれる．

6 結言

断熱閉鎖的な非平衡熱力学系に対して，まず
連続系の枠組みで一般的な変分公式を示した．
特に，変分公式から導かれる発展方程式のフ
ローから導かれる構造的性質を示した．その上
で，離散化写像を導入して，断熱閉鎖的な非平
衡熱力学系に対する離散的な変分公式を導い
た．連続系の場合と同様に，離散発展方程式の
フローに関連する構造的性質を明らかにした．
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1 概要

リッジレット変換とは，ラドン変換の像をさ
らに１次元ウェーブレット変換した変換である．
現在この変換は，ニューラルネットなどの人工
知能などの分野でも研究されている．
今回，通常のラドン変換を窓ラドン変換で置

き換え，２つの窓に関するリッジレット変換を
提案する．また，その再生公式も得られたので
報告する．

2 ２つの窓に関するリッジレット変換

本研究では，画像処理への応用を念頭に置い
ているため，主に２次元上の関数に対する変換
を考える．
f ∈ S(R2)に対して，ラドン変換（X-ray変
換）Xf とは，

Xf(t, θ) =
∫
R2

x

f(x)δ(x · γθ − t)dx (1)

で定義される（[1]参照）．X-ray変換は現在で
も，CT画像再構成法などにも応用されている．
また１次元ウェーブレット変換Wψf を

Wψf(b, a) =
1

|a|1/2

∫
Rt

ψ
( t− b

a

)
f(t)dt (2)

で定義する．これらの変換を考えて，リッジレッ
ト変換Rψf は，(1)，(2)を合成した変換：

Rψf(b, a, θ) =
1

|a|1/2

∫
R2

x

ψ
(x · γθ − b

a

)
f(x)dx

で与えられる（[2]参照）．さらに，窓ラドン変
換（窓X-ray変換）WXψf とは，

WXψf(b, a, ω) =

∫
Rp

ψ(p)f
(
b+ paγ⊥

ω

)
dp

で定義される（[3]参照）．ここで ω ∈ (−π, π]
であり，γ⊥

ω = (sinω,− cosω)とする．
　今回，我々は窓X-ray変換のパラメータbを
bγθ（γθ = (cos θ, sin θ)，θ ∈ (−π/2, π/2]）と

して表し，bに関して１次元ウェーブレット変
換した変換WRψ,ψ̃f を提案する．つまり，

WRψ,ψ̃f(b,a, ω)

:=
1

|a1|1/2

∫
Rq

ψ
(q − b

a1

)
|a2|1/2

×WX ψ̃f(qγθ, a2, ω)dq (3)

=
∣∣∣a2
a1

∣∣∣1/2 ∫
Rq

ψ
(q − b

a1

)
×
∫
Rp

ψ̃(p)f
(
qγθ + pa2γ

⊥
ω

)
dpdq

を考え，WRψ,ψ̃f を２つの窓 ψと ψ̃を持つ２
重窓リッジレット変換と呼ぶことにする．

3 主結果

(3)の定義式を出発にして，我々は次のWRψ,ψ̃f

に関する別な表現式を得ることができた．

定理 1 ψ, ψ̃ ∈ L2(R1)とする．この時，f ∈
L2(R2

x) に対してWRψ,ψ̃f は，

WRψ,ψ̃f(b,a, ω)

=
|a1a2|1/2

(2π)2

∫
R2

ξ

eib·ξψ̂(a1γθ · ξ)
ˆ̃
ψ(a2γ⊥

ω · ξ)f̂(ξ)dξ

=
1

|a1a2|1/2γω · γθ

×
∫
R2

x

ψ
(γω · (x− b)

a1γω · γθ

)
ψ̃
( γ⊥

θ · x
a2γω · γθ

)
f(x)dx

と表すことができる．

　上の表現式をもとにして我々はWRψ,ψ̃f の
いくつかの場合の再生公式を得られたので報告
する．まず，ψ, ψ̃が許容条件を満たすとは，

Cψ :=

∫
R

|ψ̂(s)|2

|s|
ds, Cψ̃ :=

∫
R

| ˆ̃ψ(s)|2

|s|
ds

が有限値になることである．[3]や [4]によれば，
許容条件を満たす窓X-ray変換は L2上でユニ
タリー作用素になることが知られている．この
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ことと１次元ウェーブレット変換の逆変換公式
から以下の形の再生公式の結果が得られた．

命題 1 ψ, ψ̃ ∈ L2(R)は許容条件を満たすとす
る．WRψ,ψ̃f の再生公式は，

CψCψ̃f(x)

=

∫
R2

a

∫
R2

b

ψ̃
( γ⊥

θ · x
a2γω · γθ

)
ψ
(γω · (x− b)

a1γω · γθ

)
× WRψ,ψ̃f(b,a, ω)

γω · x dbda

|a1a2|5/2(γω · γθ)2

で与えられる．

　また，[5]では許容条件を満たさないウェーブ
レットに対しての再生公式を得ている．今回，
我々は許容条件を満たさないようなウェーブレッ
トをもつWRψ,ψ̃f に対しての再生公式につい
ても発表する．
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1 周波数の特定

FFTでは時間幅の逆数より細かく周波数を
見ることができないが, 例えば楽譜において半
音の基本周波数の差が音の長さの逆数より細か
いということがあった. この場合でも音名を特
定したい為まず簡単な信号から瞬時周波数 [1]

を求めた. 無変化の純音の瞬時周波数, 複数の
純音を含む信号の周波数成分ピークごとの各瞬
時周波数, 雑音入り信号の閾値以下の周波数を
無視した場合の瞬時周波数を調べた. 以降, 2

節で瞬時周波数の求め方, 3節でMATLABで
の実装, 4節で評価について述べる.

2 瞬時周波数

2.1 瞬時周波数

ある時点の瞬時における周波数を瞬時周波数
と呼ぶ. 実信号で振幅 a(t)と位相 ϑ(t)の組み
合わせが簡単に分かる場合は位相 ϑ(t)を微分
することで瞬時周波数 ωϑ(t)が簡単に求まる.

ωϑ(t) = ϑ′(t) (1)

しかし大体は無限の組み合わせが考えられる.

その場合, 2.2小節で述べる解析信号を求める
ことで振幅A(t)と位相 φ(t)が簡単に一意に定
まる為, 位相φ(t)を微分することで瞬時周波数
ω(t)が一意に定まる.

ω(t) = φ′(t) (2)

次の 2.2小節で解析信号とその利点について
説明する.

2.2 解析信号

原信号のパワースペクトルの平均と分散で，
原信号の周波数の中心と広がりを求めることが
できる．しかし，原信号が実信号の場合, 周波
数成分は 0を軸に対象となる為, パワースペク
トルの平均は 0, 分散は正と負のピーク間の距
離となり，これらの数値を原信号の周波数の中
心と広がりと見なすことは無理がある．そこで

実信号を式 (3)のように振幅 a(t)と位相ϑ(t)の
組み合わせで表すことができれば, 2.1小節の
通り位相から周波数を求めることができる.

s(t) = a(t) cos(ϑ(t)) (3)

しかし，原信号を式 (3)で表現する方法は無
数にある．そこで原信号の非負の周波数成分を
残し負の周波数成分は 0にして時間成分に戻し
た信号を作る. これを解析信号と呼ぶ. 解析信
号は非負の周波数成分のみを残すことでパワー
スペクトルの平均, 分散は非負のピークについ
ての平均,分散となり,原信号の周波数の中心と
広がりを求めることができる．また解析信号は
複素信号であり, 式 (4)の振幅A(t)と位相φ(t)

は簡単に一意に定まる. 何故なら, 複素信号の
実部と虚部は一意に定まる為である.

z(t) = A(t)e(jφ(t)) = sr(t) + jsi(t) (4)

3 MATLABでの実装

数値実験として時不変の純音 (式 (5)), 時不
変の二つの純音の和 (式 (6)), 雑音付き時不変
の純音 (式 (7))について瞬時周波数を調べた.

s(t) = a sinωt (5)

s(t) = a1 sinω1t+ a2 sinω2t (6)

s(t) = a sinωt+ v(t) (7)

手順を図 1に示す. まず前処理として原信号
に FFTし, 該当する信号のパワースペクトル
を求め, 雑音除去, パワースペクトルのピーク
ごとの分割を行う. 雑音除去は今回純音と白色
雑音の組み合わせでパワースペクトルの値が正
規分布となっていた為, 平均, 分散を求め平均
と分散の 2倍及び 3倍の和を各々閾値として下
回る値を 0とした. パワースペクトルのピーク
ごとの分割はピーク間の最小値を 1/2にして左
右を分ける.

次に解析信号を作成する. 正の周波数成分は
2倍, 0の周波数成分は 1倍, 負の周波数成分は
0にした配列を IFFTして得る [2].

その後, 複素平面上の角度を調べることで各
時点の位相を求め, 各々1時点前との差分を取
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る [3]. 各時点はサンプルレートの逆数分離れ
ているのでサンプルレートを掛け, 2πを割る.

このデータ列から, 時不変の信号なら平均, 中
央値を取る. 時不変の信号で位相の差分の平均
を取ることは傾き 0, つまり周波数が変化しな
い直線の最小二乗推定である.

図 1. 瞬時周波数を求める手順

4 原信号の周波数との二乗誤差

時不変の純音は A0～9,E1～10, 振幅は 1, 5,

二つの純音はA0～9もしくはE1～10の範囲で
1オクターブ違いで振幅は二つとも 1, 雑音付
き時不変の純音は時不変の純音と雑音のパワー
スペクトルの和を取り, SNRを 0, 10dBとして
調べた.

時不変の純音は真値が目盛に近い値ほど平均,

中央値共に真値に近くなった. 真値と最も近い
目盛の差と平均, 中央値と真値の誤差の相関係
数は各々0.6078, 0.5806であり正の相関がある
と言える [4]. 異常値の影響を受けない為, 20例
中 19例が中央値との誤差の方が小さい. また,

周波数が高いほど誤差が大きい. 振幅による誤
差の差が中央値に比べ, 平均が大きい. 異常値
の値の違いはあるが, 異常値の数は変わらない
為である.

時不変の二つの純音は 36例全てが中央値と
の誤差の方が小さい.

雑音付き時不変の純音は目盛に当たる値であ
れば閾値を平均と分散の 3倍の和とした信号の
位相の差分の中央値との誤差が 36例全てで一
番小さい. 他の 44例では 28例で 1番, 残る 16

例でも 2番である.

5 課題

今回は簡単な時不変の信号について周波数を
求めた. 今後の課題は楽音処理に対応する為の
時変やより多くの周波数成分を持つ信号におい
ての瞬時周波数の解析が挙げられる.

謝辞 この研究は, JSPS科研費 JP17K05363

の助成を受けたものです.
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画像分離問題における回転角度と平行移動量の同定について

守本 晃 1, 芦野 隆一 1, 萬代 武史 2

1大阪教育大学，2大阪電気通信大学
e-mail : morimoto@cc.osaka-kyoiku.ac.jp

1 はじめに

図 1 にあるような，元画像を回転・平行移動
して重み付き重ね合わせをおこなった画像を複
数枚観測する．観測画像から，元画像の枚数，
回転角度，平行移動量，重みを推定する問題を
考えたい．本講演では，3枚の観測画像から，元
画像の枚数，回転角度，平行移動量を推定する．

y
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図 1. 観測画像 y1, y2, y3.

2 混合モデル

画像 f ∈ L2(R2) に対して，平行移動 Tc と
回転 Rθ を

Tcf(x) = f(x− c), c ∈ R2,

Rθf(x) = f(P−θx), θ ∈ [0, 360) degree

とする．ただし，Pθ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
は回

転行列である．
ここで，元画像を sn ∈ L2(R2), n = 1, . . . ,

N とする．観測画像 yj は，混合モデル

yj =

N∑
n=1

aj,nTcj ,nRθj,nsn, j = 1, 2, 3

で与えられる．本研究では，y1, y2, y3 から，元
画像の枚数 N と角度と平行移動量を求める．

3 推定アルゴリズム

混合モデルの yj1 と yj2（j1, j2 は，1, 2, 3）
から，元画像 sn に着目すると，

sn : R−θj1,n
T−cj1,n

yj1 ∼ R−θj2,n
T−cj2,n

yj2

である．したがって，

yj1 ∼ Tcj1,nRθj1,n
R−θj2,n

T−cj2,n
yj2

= Tcj1,n−Pθj1,n
−θj2,n

cj2,n
Rθj1,n−θj2,n

yj2

である．そこで，観測画像 yj1 と TcRθyj2 の
内積をフーリエ空間で計算すると，∫

R2

yj1(x) TcRθyj2(x)dx

=
1

(2π)2

∫
R2

[
ŷj1(ξ)Rθ ŷj2(ξ)

]
e−ic·ξ dξ

となる．これは，
[
. . .
]
のフーリエ変換である．

次のアルゴリズム 1 から，

相対角度：θj1,j2n = (θj1,n − θj2,n) mod 360,

相対平行移動量：cj1,j2n = cj1,n − P
θ
j1,j2
n

cj2,n

が求まる．

アルゴリズム 1 ([1]). 　
1) 同心円状のバンドパスマスクを BP(ξ)と
し，フーリエ変換をとる．Fj1,j2(c, θ) =∫

BP(ξ) ŷj1(ξ)Rθ ŷj2(ξ) e
−ic·ξ dξ.

2) Hj1,j2(θ) = max
c

|Fj1,j2(c, θ)|を図示する．

3) Hj1,j2(θ) のピークの数 Ñ を元画像の数
N の推定値とする．ピークを取る角度を
相対角度 θj1,j2n , n = 1, . . . , Ñ とする．

4) 相対角度 θj1,j2n に対して，

cj1,j2n = arg max |Fj1,j2(c, θ
j1,j2
n )|

で相対平行移動量を推定する．
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図 1 の観測画像 y1, y2, y3 に対して，アルゴ
リズム 1 を用いると，図 2 に示した H1,2(θ),

H2,3(θ), H3,1(θ) がえられる．それぞれのグラ
フは 4 個のピークを持つので，元画像の枚数
を Ñ = 4 と推定する．相対回転角度をピーク
を取る角度で推定すると，表 1 をえる．この
表 1 では，ピークの高い順に番号を振った．
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図 2. H1,2(θ), H2,3(θ), H3,1(θ). 赤丸：グラフのピーク
（推定値），赤×：モデルパラメータ．

表 1. 相対角度の推定

θ/n 1 2 3 4

θ1,2n 208.5 118 84.5 36.25

θ2,3n 33.75 47.75 106.5 247.5

θ3,1n 45 241.75 194.25 76.5

ピークを取る相対角度 θj1,j2n に対して，
|Fj1,j2(c, θ

j1,j2
n )|を描く．たとえば，j1 = 1, j2 =

2, θ1,24 = 36.25 の場合には，図 3 をえる．図 3

がピークを取る座標 (−107, 417) が相対平行移
動量 c1,24 の推定値である．

4 元画像を対応させる

表 1で求めた相対角度は，図 2のピークの高
い順に選んだ角度なので，θ1,2n と θ2,3n が同じ元
画像に対応した角度かどうかは，分からない．
もし同じ元画像に対する相対回転角度ならば，

θ̃1,2n + θ̃2,3n + θ̃3,1n ≡ 0 mod 360

図 3. |F1,2(c, θ
1,2
4 )|, θ1,24 = 36.25.

を満たす．上式を満たすように，相対角度を並
べ替えると表 2 になる．

表 2. 相対角度の対応と並び替え

θ/n 1 2 3 4

θ1,2n 208.5 118 84.5 36.25

θ2,3n 33.75 47.75 106.5 247.5

θ3,1n 45 241.75 194.25 76.5

⇓
θ̃/n 1 2 3 4

θ̃1,2n 208.5 118 84.5 36.25

θ̃2,3n 106.5 47.75 33.75 247.5

θ̃3,1n 45 194.25 241.75 76.5

謝辞 この研究は，JSPS科研費 JP16K05216,

JP17K05298, JP17K05363 の助成を受けたも
のです．
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厳密な固有値・特異値がわかる行列の生成法

尾崎 克久 1, 荻田武史 2

1芝浦工業大学，2東京女子大学
e-mail : ozaki@sic.shibaura-it.ac.jp

1 はじめに

真の解が事前に与えられる問題を用いて数値
計算結果の精度を検証することは，数値計算で
はよく行われる．本研究では，真の固有値がわ
かるテスト行列を数値計算のみを用いて生成
する方法を提案する．ジョルダン細胞を対角ブ
ロックに並べた行列D ∈ Rn×n（上 2重対角行
列），正則な行列X ∈ Rn×nを与え，

A := X−1DX (1)

と行列 Aを生成すれば，Aの固有値はすべて
わかる．数値計算では，浮動小数点数とその演
算を用いるため，(1)における行列積の計算中
に丸め誤差が発生し，数値計算により得られた
行列の固有値とDの対角成分が一致しないこ
とがある．
著者らは，(1)における行列Xの候補として

アダマール行列を用いた．さらに行列Dに摂動
を加えることで，行列積の計算中に丸め誤差を
発生させずにテスト行列を生成する方法を提案
した [1]．本発表では，X の候補をアダマール
行列に限定せずに，一般的な行列を用いてテス
ト行列を生成する手法を提案する．次に，行列
Xの候補にアダマール行列を用いた場合のアル
ゴリズムを改良したものを紹介する．本手法は，
厳密な特異値が事前にわかる行列A ∈ Fm×nの
生成にも応用可能である．

2 表記

IEEE 754規格 [2]によって定められる，ある
固定精度における浮動小数点数の集合をFとす
る．fl(·)は，括弧内に存在するすべての 2項演
算を浮動小数点演算で評価した結果を表す．こ
こでは，丸めのモードは最近点丸め（偶数丸め）
が採用されているとする．ufp(a), a ∈ Rは |a|
以下の最大の 2のべき乗数を返す関数とする．
すなわち，a ̸= 0のとき ufp(a) = 2⌊log2 |a|⌋で
ある．ただし，例外的に ufp(0) = 0とする．u
は単位相対丸めとする．倍精度浮動小数点数で
あれば，u = 2−53となる．

3 提案手法

表記の簡略化のためにX−1を Y と置く．本
研究の目標は

Y D′X = fl((Y D′)X) = fl(Y (D′X))

となる D の近似行列 D′ ∈ Fn×n を得ること
である．ここから，提案手法に用いるいくつか
の定数を定義する．xij ̸= 0 に対して ϕij を，
yij ̸= 0に対して ψij を

xij ∈ ϕijZ, xij ̸∈ 2ϕijZ,
yij ∈ ψijZ, yij ̸∈ 2ψijZ

(2)

となる 2のべき乗数とする．例外的に xij = 0

のとき ϕij = 0，yij = 0のときψij = 0とする．
定数 β, γ, θ, ωを

β = max
i,j,k,ϕij ̸=0

ϕkj
ϕij

,

γ = max
i,j,ϕij ̸=0

ufp(xij)

ϕij
,

θ = max
i,j,k,ψij ̸=0

ψik
ψij

,

ω = max
i,j,ψij ̸=0

ufp(yij)

ψij

(3)

と定義する．これらのすべては 1以上の 2のべ
き乗数となる．このとき，次の定理を得る．

定理 1 対角ブロックにジョルダン細胞を並べ
た行列をD ∈ Fn×nとする．(3)で定義された
β, γ, ω, θを用いて浮動小数点数 σ ∈ Fを

σ = 12ufp(α)βγθω ∈ F,
F ∋ α ≥ n(max

i
|dii|+ 1)

と定める. D′ ∈ Fn×nを

d′ij =

{
fl((σ + dij)− σ), i = j

dij , i ̸= j

と求めたとき，2u · ufp(σ) ≤ 1ならば

fl((Y D′)X) = fl(Y (D′X)) = Y D′X

が成立する．
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定理 2 行列D ∈ Fn×nを対角行列とする．(3)

で定義された β, γ, ω, θを用いて浮動小数点数
σ ∈ Fを

σ = 12ufp(α)βγθω ∈ F,
F ∋ α ≥ nmax

i
|dii|

と定める．対角行列D′ ∈ Fn×nを

d′ii = fl((σ + dii)− σ)

と求めたとき，4nuβγθω ≤ 1ならば

fl((Y D′)X) = fl(Y (D′X)) = Y D′X

が成立する．

提案手法は，どのような計算順で計算をして
も丸め誤差が発生しないため，再現性がある手
法と言える．また，dii = djj ならば d′ii = d′jj
であるため，重複固有値を設定することができ
る．一方で，dii ̸= djj であっても d′ii = d′jj と
なる場合があり，近接固有値の設定には失敗す
ることがある．特に絶対値が相対的に小さい固
有値が重複する可能性がある．

4 行列の候補

式 (1)における行列 X ∈ Fn×n の候補につ
いていくつか紹介する．I を単位行列とする．
まず，XTX = XXT = cI でかつ，すべての
(i, j)の組み合わせにおいて xij ∈ {−1, 0, 1}と
なるweighing行列は非常に便利な行列である．
Xがweighing行列であるとき，(3)における定
数は β = γ = ϕ = ω = 1となる．特に c = n

のとき，X はアダマール行列である．

ここで X−1 =
1

c
W T となるが，cが 2のべ

き乗数ではない場合，除算において丸め誤差
が発生する場合がある．よって，fl(D/c)に対
して摂動を加えた行列 D′ を得て，行列 A =

fl((W TD′)W ) = fl(W T (D′W ))を得る．この
とき，Aの固有値は cd′iiとなるが，この積にお
いても丸め誤差が発生する可能性があるため注
意が必要である．
目標とする固有値を並べたベクトル v ∈ Fn，

Dの副対角の情報が入ったベクトルをw ∈ Fn−1

とする．行列Aの固有値が pi + qiとなるA ∈
Fn×n, p, q ∈ Fn を出力するアルゴリズムを以
下に示す．アルゴリズムは疑似的なMATLAB

コードとして記述している．ここでは2u·ufp(σ) ≤

1が満たされていると仮定する．

1 : function [A, p, q] = test mat(v, w)

2 : n = length(v);

3 : H = hadamard(n);

4 : feature(′setround′, Inf)

5 : s = 12 ∗ n ∗ ufp(max(abs(v/n)) + 1);

6 : feature(′setround′, 0.5)

7 : y = (s+ v/n)− s;

8 : A = spdiags([y[1;w]], 0 : 1, n, n) ∗H;

9 : A = H ∗ full(A);
10 : [p, q] = TwoProduct(y, n);

11 : end

コードの10行目にある [p, q] = TwoProduct(y, n)

は，すべての iにおいて

yin = pi + qi, pi = fl(yin)

を満たす p, q ∈ Fnを求める関数とする．
式 (1)におけるXの候補として，浮動小数点
数の仮数部のビットに 1が埋まっていないユニ
モジュラ行列も良い行列である．例えば，

(
0 1

1 1

)
,

 −1 −1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 (4)

などは，その逆行列のすべての成分が−1, 0, 1

で表せられるため，weighing行列と同様に β =

γ = ϕ = ω = 1となる．行列のサイズが素数
であるときに (4)のような行列を用意し，それ
らに対してクロネッカー積を用いれば，行列X

とX−1が容易に求まる．

5 今後の課題

行列の構造を指定したテスト行列の生成法の
提案や，複素固有値へと議論を拡張したい．ま
た，大規模分散並列環境において本手法を実装
し，高速にテスト行列を生成できる環境を構築
する．
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一般化エルミート固有値問題の周回積分型精度保証付き部分固有値計算
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1 Introduction.
Consider verifying the m eigenvalues λi,

counting multiplicity, of the Hermitian gener-
alized eigenproblem

Axi = λiBxi, xi ∈ Cn \ {0}, (1)

i = 1, 2, . . ., m in a prescribed interval Ω =
[a, b] ⊂ R, where A = AH ∈ Cn×n, B = BH ∈
Cn×n is positive semidefinite, and the matrix
pencil zB−A (z ∈ C) is nonsingular. Here, we
assume that the number of eigenvalues in the
interval Ω is known to be m and there do not
exist eigenvalues of (1) at the end points a, b ∈
R of the region Ω. We denote the eigenvalues
outside Ω by λi, i = m+1, m+2, . . ., r, where
r = rankB.

Verification methods for generalized eigen-
values problems are presented in [1, 3, 5, 8].
There are two kinds: the ones in [3, 5] rigor-
ously enclose all eigenvalues, and the others
in [1, 8] rigorously enclose partial eigenvalues.
In particular, the method in [1] is based on
the variational principle and the method in
[8] is based on a perturbation theory using
the LDLT decomposition.

We present a verification method for partial
eigenvalue using an eigensolver based on con-
tour integrals, the block Hankel-type Sakurai–
Sugiura (block SS) method [2].

2 Block Hankel-type SS method.
We review the block SS method, which is

the basis of the proposed verification method.
The block SS method has input parameters:
L, M ∈ N+, V ∈ Rn×L is a random matrix,
and (γ, ρ) ∈ R×R are the scaling parameters
for the eigenvalues. For p = 0, 1, . . . , 2M − 1,
let

Mp = 1
2πi

∮
Γ

(z − γ)p V HB(zB − A)−1BV dz

(2)

be the p th complex moment in CL×L defined
on the closed Jordan curve Γ through the end
points of the interval Ω = [a, b], where i is
the imaginary unit and π is the circle ratio.
Denote the block Hankel matrices consisting
of the moments (2) by

H<
M = (Mi+j−1) ∈ CLM×LM ,

HM = (Mi+j−2) ∈ CLM×LM ,

i, j = 1, . . ., 2M . Then, the following theorem
shows that the block SS method can compute
the eigenvalues in the prescribed domain [2].

Theorem 1 Denote an eigenvalue of the reg-
ular part of the matrix pencil zHM − H<

M by
θi. If rank(HM ) = m, then the eigenvalue of
(1) is given by λi = γ + θi, i = 1, 2, . . . , m.

Next, we review the quadrature error of the
complex moment [6]. Denote the Weierstrass
canonical form of the matrix pencil zB −A by
Y −1(zB − A)X = zI0 − Λ, where the columns
of X are the eigenvectors of (1), I0 is a block
matrix whose leading r×r principal submatrix
is the identity and the trailing (n−r)×(n−r)
principal submatrix is zero, and Λ is a diag-
onal matrix whose leading r diagonal entries
are the eigenvalues of (1) and the trailing n−r

diagonal entries are one. Then, the complex
moment (2) is expressed as

Mp =
r∑

k=1

1
2πi

∮
Γ

(z − γ)p

z − λk
Vkdz

=
r∑

k=1
(λk − γ)pVk, (3)

where Vk = V HBxkxH
k BV ∈ CL×L. In this

study, we set the domain of the integration Γ
in (2) to the circle with radius ρ = (b−a)/2 >

0 and center at γ = (b + a)/2 ∈ R. We ap-
proximate the complex moment (2) by using
the N -point trapezoidal rule with the equi-
distributed quadrature points zj = γ + ρeiθj
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with θj = 2π/N(j − 1/2) for j = 1, 2, . . . , N

as follows

M(N)
p =

r∑
k=1

Vk

 1
N

N∑
j=1

ρp+1ei(p+1)θj

ρeiθj − (λk − γ)

 .

(4)
Using the sum of geometric series, the quan-
tity in the parentheses in (4) is written as

1
N

N∑
j=1

ρp+1ei(p+1)θj

ρeiθj − (λk − γ)
=

(λk − γ)pαk,

(λk − γ)pβk,

(5)
where

αk = 1

1 −
(

λk−γ
ρ

)N
, k = 1, 2, . . . , m,

βk =
−

(
ρ

λk−γ

)N

1 −
(

ρ
λk−γ

)N
, k = m + 1, . . . , r.

It follows from (4), (5) that the approximated
complex moment M(N)

p is split into the two
terms M(N)

p = M(N)
p,in + M(N)

p,out. Together with
(3), we have the quadrature error

Mp − M(N)
p =

m∑
k=1

(λk − γ)p(1 − αk)Vk

−
r∑

k=m+1
(λk − γ)pβkVk.

3 Bound of the complex moment for
verification.

Since the eigenvalues of the block Hankel
matrix pencil consisting of the complex mo-
ment Mp is invariant with respect to a multi-
ple of a real number, the Hankel matrix pencil
zHM − H<

M consisting of Mp and the Han-
kel matrix pencil zH in

M − H<,in
M have the same

eigenvalues. Hence, we derive an enclosure of
M(N)

p,in instead of an enclosure of Mp. Denote
an approximation of M(N)

p by M̄(N)
p for floating

operation arithmetics. Then, it follows from
M(N)

p,in − M(N)
p = M(N)

p,out that the inequality

|M(N)
p,in − M̄(N)

p | ≤ |M(N)
p,out| + |M(N)

p − M̄(N)
p |

holds. Therefore, we can enclose M(N)
p,in by us-

ing the quantity M(N)
p,out of the complex mo-

ment outside Γ and computing the approxi-
mated complex moment M(N)

p for interval arith-
metics.

4 Verification method.
As described above, the eigenvalues λi ∈ Ω

are computed by solving the small eigenprob-
lem of the Hankel matrix pencil zH in

M − H<,in
M

consisting of M(N)
p,in (M(N)

p,in/ρp+1 in the imple-
mentation). To rigorously enclose the eigen-
values, we set m = LM , verify each block en-
try M(N)

p,in of the Hankel matrices by enclosing
each entry M(N)

p,in/ρp+1 of the block Hankel ma-
trices, and then apply a verification method
such as in [4, 7] to the small eigenproblem of
regular matrix pencil zH in

M − H<,in
M .
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1 概要

本稿では，列フルランク行列に対する thin-

QR分解のアルゴリズムついて述べる．近年の
計算機環境における数値計算において，通信量
の低減が重要となる場合がある．CholeskyQR

アルゴリズムは thin-QR分解の一つとして知ら
れ，HouseholderQRアルゴリズムなどと比べ
て計算量が大きいが，通信量が小さいため高速
に計算できる場合がある [1]．しかし，他のアル
ゴリズムに対して，比較的小さい条件数で破綻
することが知られている．我々はCholeskyQR

の前処理に LU分解を用いた手法の丸め誤差解
析を行った．

2 準備

次に本稿で用いる記号について説明する．u

を単位相対丸めとする（倍精度演算の場合 u =

2−53 ≈ 10−16）．また，入力行列のサイズは
m × n,m ≥ nとする．本論で紹介するアルゴ
リズムはMATLABの形式に従うものとし，全
て倍精度最近点丸めで計算されるものとする．
ここで，数値計算では簡単のためアンダーフ
ローやオーバーフローは発生しないものとす
る．また，X を列フルランク行列としたとき，
κ2(X) = σmax(X)/σmin(X)とする．

3 CholeskyQRアルゴリズム

入力行列 X ∈ Rm×n に対する CholeskyQR

アルゴリズムを用いたQR分解とその誤差解析
が提案されている．

Algorithm 1

function [Y,R] = CholQR(X)

A = X ′ ∗X %A← XTX

R = chol(A) %Cholesky decomposition

Y = X/R %Solve linear system

end

このとき，計算結果 Y ∈ Rm×n, R ∈ Rn×nは，
それぞれ近似列直交行列，上三角行列である．

次に，CholeskyQRアルゴリズムで得られた
行列の直交性の精度を改善する CholeskyQR2

アルゴリズムが提案されている [1]．

Algorithm 2

function [Z,R] = CholQR2(X)

[Y,R1] = CholQR(X)

[Z,R2] = CholQR(Y )

R = R2 ∗R1

end

ここで得られる Z に対する直交性ついて，以
下の結果が知られている．まず，

δ := 8κ2(X)
√

mnu+ n(n+ 1)u ≤ 1 (1)

を仮定する．この仮定は，少なくとも κ2(X) ≤√
u−1 であることを意味する．このとき，

∥Y TY − I∥2 ≤
5

64
δ2

∥ZTZ − I∥2 ≤ 6(mnu+ n(n+ 1)u)

が成り立つ [2]．

4 LU-CholeskyQRアルゴリズム

本章では，LU分解を用いたCholeskyQRア
ルゴリズを紹介する．行列Xに対するDoolittle

の LU分解は，PX = LU と分解する．ただ
し，単位下三角行列 L ∈ Rm×n，上三角行列
U ∈ Rn×n，P は置換行列である．次にこれら
の行列を用いたCholeskyQRアルゴリズムを紹
介する．

Algorithm 3

function [Y,R] = LU CholQR ver1(X)

[L,U, P ] = lu(X) %LU decomposition

A = L′ ∗ L
S = chol(A) %Cholesky decomposition

R = S ∗ U
Y = X/R %Solve linear system

end
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Algorithm 4

function [Y,R] = LU CholQR ver2(X)

[L,U, P ] = lu(X) %LU decomposition

A = L′ ∗ L
S = chol(A) %Cholesky decomposition

Y = L/S %Solve linear system

Y = P ′ ∗ Y
R = S ∗ U

end

先行研究において，丸め誤差の影響が大きく
なる原因は，行列XTXの条件数が大きくなる
ためである．それに対して，経験的にκ2(L) ≈ n

が知られており，LU-CholeskyQR は X の悪
条件性の影響が小さい．Algorithm 3と Algo-

rithm 4の直交性 ∥Y TY −I∥と残差 ∥Y R−X∥
の比較を行う．直交性は，Algorithm 4が良い
場合が多く，Xの悪条件性の影響が小さい．し
かし，残差はAlgorithm 3が良く，Algorithm 4

はLU分解の残差 ∥LU−PX∥の影響が大きい．
次に，Algorithm 3に関する再直交化のアル

ゴリズムを示す．

Algorithm 5

function [Z,R] = LU CholQR2 ver1(X)

[Y,R1] = LU CholQR ver1(X)

[Z,R2] = CholQR(Y )

R = R2 ∗R1

end

このとき，Y の条件数が小さいため，再直交化
は通常の CholeskyQRアルゴリズムで十分で
ある．
次に，Algorithm 4に関する再直交化を行う

アルゴリズムを考える．Algorithm 4で得られ
る Y について Q = Y (I − E)を満たす列直交
行列Qと上三角行列Eを考える．このとき，

I = (I − ET )Y TY (I − E)

Y TY − I ≈ ETE + ET + E ≈ ET + E

である．ここで，Y は比較的に直交性が良い
ため

(I − E)−1 ≈ I + E, ETE ≈ O (2)

であると仮定している．これより，以下の再直
交化手法を提案する．

Algorithm 6

function [Z,R] = LU CholQR2 ver2(X)

[Y,R1] = LU CholQR ver2(X)

S = Y ′ ∗ Y − I

E = diag(0.5 ∗ diag(S)) + triu(S, 1)

Z = Y − Y ∗ E
R = R1 + E ∗R1

end

この再直交化手法をAlgorithm 3で得られた行
列 Y,Rに用いた場合，悪条件下では式 (2)の傾
向を満たさないために精度の改善が小さい．
最後に，Algorithm 5の直交性∥ZTZ−I∥2に
関する誤差解析の結果を紹介する．仮定として

δ1 := 8κ2(L)
√

mnu+ n(n+ 1)u ≤ 1 (3)

δ2 := 64n2uκ2(L)κ2(U) ≤ 1 (4)

を与える．このとき

∥Y TY − I∥2 ≤
7

64
max(δ21 , δ2)

∥ZTZ − I∥2 ≤ 6.3(mnu+ n(n+ 1)u)

が成り立つ．式 (1)と比較し，式 (3)はκ2(L)が
κ2(X)に依存しないため，悪条件問題に対して
も仮定を満たし易い．また，式 (4)の κ2(U)は
κ2(X)に依存するが，係数部分はO(n2u)であ
るため，仮定を満たし易い．よって，誤差解析
における上限は先行研究が良いが，提案手法は
κ2(X) < u−1 程度まで計算が可能である．発
表にて残差と直交性，計算性能の数値実験の結
果を詳細に示す．
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行列積に関する計算順序の特定法とその応用
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1 概要

本発表では, 行列積に対する数値計算を扱う.

計算結果は, 浮動小数点演算の順序に依存する
ため, 計算機環境や使用するライブラリが異な
れば, 同じ入力に対しても異なる計算結果を得
ることがある. そのため, 行列積の計算方法が
分からない場合は任意の計算順序に対応する誤
差評価を使用する必要がある. そこで, 計算方
法が分からない問題に対して例題を与え, 演算
結果から順序を特定する方法を幾つか紹介する.

またそれらの応用として, 異なるBLAS間で同
一の計算結果を得ることも可能である．

2 前提条件

ここで紹介する計算手法や変換方法は, 次の
条件を前提としている.

• 計算順序は入力した値に依らない
• 同じ入力に対して，何回実行しても同じ
計算結果を得る
• 分割統治法は用いられていない

また, 本稿では IEEE 754規格 [1]に基づいた浮
動小数点数を扱う. Fをある固定された浮動小
数点数の集合とし, uを単位相対丸め (倍精度
では 2−53), fl(·)を括弧内を浮動小数点演算で
評価する関数とする. 行列の表現として, Oを
零行列, Eを全ての要素が 1である行列, Iを単
位行列とする. また, 丸めの方式は最近点丸め
（偶数丸め）を採用しているものとする.

α, β ∈ F, A ∈ Fm×p, B ∈ Fp×n, C ∈ Fm×n

(m,n, p ∈ N)に対して BLASの gemmは次の
計算を行う.

C ← αAB + βC

3 計算順序の特定法

BLASで行列積を計算する際に, postloadか
preloadか, FMAが使われているかどうか,ブロ
ック行列積が使われているかを特定する．post-
loadと preloadは図 1, 2のように行列 Cの要
素を足すタイミングの違いを表しており, FMA

は a, b, c ∈ Fに対して, ab + cを最近点に丸め

る演算である. ここでは fma(a, b, c)は ab + c

を FMAで評価したものとする.

・ for k=1:p

・ C(i,j)=A(i,k)*B(k,j)+C(i,j);

・ end

図 1. preloadの例

・ store = 0;

・ for k=1:p

・ store=A(i,k)*B(k,j)+store;

・ end

・ C(i,j)=C(i,j)+store;

図 2. postloadの例

2つのベクトルを x, y ∈ Fn, pを順列とする.

xT y = fl(((xp1yp1 + xp2yp2) + xp3yp3) + . . . )

のような内積計算の事を逐次計算と呼ぶことに
する.

例題 1 α = 1, β = 0, B = E, C = O

aik =

{
1 (k = 1)

u (k ̸= 1)
(1 ≤ i ≤ m)

とする. gemmによって得られた結果がEであ
るとき, 行列積中の全ての内積計算で逐次計算
が行われている.

補題 2 α = β = 1, A = uE, B = E, C = O

であるとき, gemmによって得られた結果がE

であるならば, preloadが保証される.

例題 3 α = β = 1, B = E, C = Oとする.

また v = u/2⌈log2 p⌉, 1 ≤ i ≤ mとして, 行列A

を次の様に設定する.

aik =

{
u− (p− 1)v + 2u2 (k = p)

v (k ̸= p)

このとき gemmによって得られた結果が (1 +

2u)Eであるならば, postloadが保証される.
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例題 4 α = β = 1 + 2u, A = 3uE, B =

I, G = fl(AB), C = −3uとする. このとき,

gemmによって得られた結果によって, 次のよ
うに計算順が特定される．

• −2uE ⇒ fma(α, gij , (βC)ij)

• 2uE ⇒ fma(β, cij , (αG)ij)

• O 　⇒ {fl(αG+ βC)}ij

あるベクトル x, y ∈ Fnにおいて,

qi = fma(xi, yi, qi−1) (2 ≤ i ≤ n)

q1 = fl(x1y1)

とする．このように xT y = qnと計算したこと
を FMAを用いた逐次計算と呼ぶ.

例題 5 行列積中の内積計算全てが逐次計算で
ある前提のもと

aik =

{
1 (k = 1)

u+ 2u2 (k ̸= 1)

bkj =

{
1 (k = 1)

1− u (k ̸= 1)

であるとき, gemmによって得られた結果が (1+

2(k − 1)u)E であるならば, FMAを用いた逐
次計算が行われた. ただし, 2(k − 1)u < 1で
ある.

例題 6 α = 1, β = 0, B = E, C = O,

aik =


1 (k = q)

u (k = q + 1, q + 2) (1 ≤ q ≤ p− 2)

0 (k ̸= q, q + 1, q + 2)

とする．ブロック行列積が行われていると仮定
する．このとき，gemmによって得られた結果
が 1 + 2uであるならば, 行列 Aのブロックの
堺は q列目と q + 1にあると推測できる.

同じ行列サイズに対して, qがある周期ごと
に現れたとき, ブロック行列積が用いられたと
推測される. しかし, 以下の条件が保証されて
いるとは限らない.

(1) ブロック行列同士の積は逐次計算か
(2) 想定したブロック行列サイズで計算して
いるか

(3) ブロック行列間で要素の入れかえがない
か

よって, 例題 6によって推定できたブロック行
列のサイズが上記の条件を満たしているかの確
認方法を紹介する.

例題 7 nb 個のブロック行列により行列 A が
構成されているとする. それぞれのブロック
行列は 1 ≤ s ≤ nb, d = p/nb = ⌈p/nb⌉ の
とき As = A(:, (s − 1)d + 1 : s ∗ d) のよう
に表されるとする. このとき, ある行列の組
Az, Aw (z ̸= w)に対して,

(Az)ik =

{
1 (k = 1)

u (k ̸= 1)

(Aw)ik =

{
θ (k < d)

−u
2 − (d− 1)θ − u2 (k = d)

とおく. ただし, θ = −u
2 /2

⌈log2 d⌉とする. α =

1, β = 0, B = E とし, Az, Aw 以外のブロッ
ク行列が零行列であるとき, gemmによって得
られた演算結果が 1−uであるならば, Azで条
件 (1)が保証され, Az と Aw 間で条件 (2), (3)

が保証される.

全てのブロック行列で条件 (1)(2)(3)を満たすに
は,例えばnb = 2であれば (z, w) = (1, 2), (2, 1),

nb = 3であれば (z, w) = (1, 2), (2, 3), (3, 1)の
ようなブロック行列の組み合わせの全てを試行
する必要がある.

4 計算方法の変換

前章で紹介した例題をあるBLAS上で試行を
行い,計算順序や方法が推定できたとする. 幾つ
かの条件が揃えば, これを利用してある BLAS

を用いながら，別の BLASで計算した結果を
得るエミュレーションを行える. 例えば，Oc-

tave (OpenBLAS)を用いた場合の計算結果を
MATLAB (Intel Math Kernel Library) で再
現することが条件付きで可能である．または，
MATLABと Octaveで同じ結果を得る計算ア
ルゴリズムの構築も可能である．

5 今後の課題

今後は，各例題の証明の簡略化と，例題 7を
改良し，試行回数を削減できる手法の開発を行
いたい．

参考文献
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1 はじめに
高橋・薩摩により 1990年に導入された箱玉系

[1]は，任意の状態がソリトンに分解可能という
顕著な性質を有するオートマトンであり，超離
散可積分系の最も基本的なモデルである．箱玉
系については，可積分系の理論のみならず様々
な観点から研究されてきた．特に，Korteweg–

de Vries (KdV) 方程式 [2]：

∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂x
+

∂3u

∂x3
= 0

と箱玉系は，KdV方程式の可積分差分の一つ
として知られる離散KdV格子 [3]：

1

u
(t+1)
n+1

− 1

u
(t)
n

= δ
(
u
(t)
n+1 − u(t+1)

n

)
との直接的な対応関係が確立されており [4,5]，
本手法はトロピカル幾何学とも関係し [6, 7]，
超離散極限あるいは超離散化として可積分系
にとどまらず幅広い分野への応用が図られてい
る [8, 9]．ggggggggggggggwggggggwwwggggggggggggggwggggwwwggggggggggggggggwggwwwgggggggggggggggggwwgwwgggggggggggggggggwwwggwggggggggggggggggwwwggggwggggggggggggggwwwggggggwgggggggggggggg
図 1. 箱玉系：2ソリトン相互作用 (時間軸は下から上へ)

2 箱玉系とランダムウォーク
本発表では，箱玉系とランダムウォークとの

間の関係を明らかにし，ランダムな初期列に対
する箱玉系の時間発展について調べる．
玉の数を有限 (

∑
n∈Z ηn < ∞) に限定した 0

と 1からなる無限列 η = (ηn)n∈Z ∈ {0, 1}Zに
対する箱玉系の時間発展 T : {0, 1}Z → {0, 1}Z

は

(Tη)n = min

{
1− ηn,

n−1∑
m=−∞

(ηm − (Tη)m)

}

により与えられる．ここで，

S0 = 0, Sn = Sn−1 + 1− 2ηn (∀n ∈ N)

により，パス S = (Sn)n∈N0={0,1,2,...}を導入す
る．このとき，箱玉系の時間発展 Tηに対応す
るパスは

(TS)n = 2Mn − Sn − 2M0, (1)

で表される．ここで，Mnは nまでに現れたパ
スの最大値

Mn = sup
m≤n

Sm.

でり，パス S に対する変換 T は “過去の最大
値に対する鏡映変換”を表す．この変換 (1)は，
確率過程の理論において Pitman 変換 [11]と
して知られているものである．

0 50 100 150 200 250 300

0
10

20
30

40
50

図 2. サンプルパスの例：S (黒), M (赤), TS (青)

箱玉系をパスに対する変換とみなすことで，
玉の数を必ずしも有限に限定しない両側無限列
に対する箱玉系を導入することができる．ここ
では，箱玉系の時間発展ルールが定義可能な配
置空間を特徴づけるため，時間反転可能かつ任
意の時刻 t ∈ Nの時間発展が計算可能となる初
期配列の集合について議論する．

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

195



図 3. ランダムな初期配列に対する箱玉系の時間発展の例

さらに，箱玉系の時間発展の下で，ランダム
な初期配列に対して分布が不変となるいくつか
の十分条件を与える．具体的な例についても口
述する予定である．これに関連する先行研究と
して，箱玉系の玉の密度を 1/2未満とした時の
ベルヌーイ分布の不変性や不変測度に対するソ
リトン分解などに関する Ferrari らの研究 [10]

が報告されており，時間が許せば発表の中で紹
介したい．また，単純ランダムウォークのスケー
ル変換の極限からブラウン運動を得ることがで
き，連続空間上の箱玉系を導入することも可能
であり，あわせて紹介する予定である．
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番号付き・運搬車付き箱玉系のもう 1つの一般化

前田一貴
関西学院大学理工学部
e-mail : kmaeda@kmaeda.net

1 概要

箱玉系 [1]は 2種類の時間発展方程式を持つ
ことが知られている．1つは超離散KdV方程式
であり，その従属変数は各箱に入っている玉の
数を表す．もう 1つは超離散有限戸田格子であ
り，その従属変数は各玉列・空箱列の長さを表
す [2]．前者を箱玉系の Euler表現，後者を有限
戸田表現と呼ぶことにする．箱玉系の拡張系で
ある番号付き箱玉系，運搬車付き箱玉系につい
ても同様のことが知られていたが，最近，講演
者はさらに，超離散有限ハングリー戸田格子の
非自励化を研究し [3]，導出した方程式が既知
の番号付きかつ運搬車付き箱玉系 [4]の有限戸
田表現を与えていることを示した．
講演者はさらに，双直交多項式のスペクトル

変換の両立条件として得られる超離散有限ハン
グリー戸田格子のもう 1つの非自励化について
も研究し [5]，これが番号付き箱玉系および運搬
車付き箱玉系の両者を含む一般化であるが，既
知の番号付きかつ運搬車付き箱玉系とは異なる
ソリトン・セル・オートマトンの有限戸田表現
を与えていることを見出した．また，そのEuler
表現も非自励離散KP格子の簡約化により導出
することができる（もちろん簡約の仕方は既知
のものとは異なる）．本講演ではこのことにつ
いて簡単に説明し，さらに（予稿では割愛する
が）Euler表現・有限戸田表現の方程式それぞ
れに対して解を与える．

2 セル・オートマトン

無限の長さを持つテープの上を一方向に動く
有限状態機械を考える．以下では𝑀をある正整
数とする．テープは無限個のセルに分割され，
各セルには 0から𝑀までの整数のどれかが書
かれている．ただし，そのうち正整数が書かれ
ているセルは有限個であるとする．テープの上
を機械がスタート地点から，残りのセルが全て
0で書き込むこともなくなるまで動く過程を何
度も行い，この反復の回数を時刻 𝑡とする．
機械はℤ𝑀+1の元で表される内部状態をもつ．

時刻 𝑡+1への読み書き中に 𝑛番目のセルを読み

書きする直前の状態を (𝑉 (0,𝑡)
𝑛 , 𝑉 (1,𝑡)

𝑛 , … , 𝑉 (𝑀,𝑡)
𝑛 )

とする．初期状態は (0, 𝑆(𝑡), 𝑆(𝑡), … , 𝑆(𝑡))で与
える．ここで，時刻 𝑡毎に与えるパラメータ𝑆(𝑡)

は正整数か +∞であるとする．𝑉 (𝑘,𝑡)
𝑛 を 𝑘の書

き換え可能回数と呼ぶ．
初期状態を持つ機械はスタート地点から順に
各セルの整数を読み取っていく．𝑛番目のセル
から読み取った整数を 𝑘とするとき，

• もし 𝑉 (𝑘,𝑡)
𝑛 ≥ 1ならば，セルの上の 𝑘を

𝑘 − 1（𝑘 = 0のときは𝑀）に書き換え，
𝑉 (𝑘,𝑡)

𝑛+1 = 𝑉 (𝑘,𝑡)
𝑛 − 1, 𝑉 (𝑘−1,𝑡)

𝑛+1 = 𝑉 (𝑘−1,𝑡)
𝑛 + 1

とする．ただし，任意の𝑛について𝑉 (−1,𝑡)
𝑛 =

𝑉 (𝑀,𝑡)
𝑛 としている．

• もし 𝑉 (𝑘,𝑡)
𝑛 = 0ならば何もしない．

図 1も参照．図 2はこのルールによる読み書き
の繰り返しを時間発展とみなしたときに，得ら
れるテープの例を示している．図の左側のEuler
表現から，箱玉系と類似したソリトンの走る様
子・相互作用が見てとれる．

3 Euler表現

このセル・オートマトンの Euler表現の時間
発展方程式は次で与えられる：

𝑈 (𝑘,𝑡+1)
𝑛 = 𝑈 (𝑘,𝑡)

𝑛 − 𝑋(𝑘,𝑡)
𝑛 + 𝑋(𝑘+1,𝑡)

𝑛 , (1a)

𝑉 (𝑘,𝑡)
𝑛+1 = 𝑉 (𝑘,𝑡)

𝑛 − 𝑋(𝑘,𝑡)
𝑛 + 𝑋(𝑘+1,𝑡)

𝑛 , (1b)
𝑋(𝑘,𝑡)

𝑛 = min(𝑈 (𝑘,𝑡)
𝑛 , 𝑉 (𝑘,𝑡)

𝑛 ). (1c)

ここで，𝑈 (𝑘+𝑀+1,𝑡)
𝑛 = 𝑈 (𝑘,𝑡)

𝑛 かつ 𝑉 (𝑘+𝑀+1,𝑡)
𝑛 =

𝑉 (𝑘,𝑡)
𝑛 である．各変数の意味は次の通り．
• 𝑈 (𝑘,𝑡)

𝑛 ：時刻 𝑡の 𝑛番目のセルに書かれて
いる 𝑘の数．𝑘 = 0, 1, … , 𝑀のどれかで
のみ 1で，それ以外の 𝑘では 0．

• 𝑉 (𝑘,𝑡)
𝑛 ：時刻 𝑡への読み書き中に，機械が

𝑛番目のセルに書かれた整数を読み取る
直前の 𝑘の書き換え可能回数．

4 有限戸田表現

このセル・オートマトンの有限戸田表現の時
間発展方程式は次で与えられる：𝑘 = 1, 2, … , 𝑀
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011123000

(0, 2, 2, 2) →
001123000

(1, 1, 2, 2) →
000123000

(2, 0, 2, 2) →
000123000

(2, 0, 2, 2) →
000113000

(2, 1, 1, 2) →
000112000

(2, 1, 2, 1) →
000112300

(1, 1, 2, 2) →
000112330

(0, 1, 2, 3) →
000112330

(0, 1, 2, 3)

図 1.書き換えルールの説明．𝑀 = 3, 𝑆(𝑡) = 2としている.上がテープの状態の遷移（下線は機械の位置），下が機械の
内部状態（書き換え可能回数）の遷移を表す．

𝑡 = 0: .1222333...11223...133............................ 1 3 3 3 2 2 1 3 1 0 2
𝑡 = 1: ..1122233....11233..223........................... 2 3 2 4 2 1 2 2 0 2 1
𝑡 = 2: ....1122233....12233112........................... 2 3 2 4 1 2 2 0 2 1 0
𝑡 = 3: ......1122233...1122..1333........................ 2 3 2 3 2 2 0 2 1 0 3
𝑡 = 4: ........1122233...1133.2223....................... 2 3 2 3 2 0 2 1 0 3 1
𝑡 = 5: ..........1122233...22311123...................... 2 3 2 3 0 2 1 0 3 1 1
𝑡 = 6: ............1122233.112...12333................... 2 3 2 1 2 1 0 3 1 1 3
𝑡 = 7: ..............112223..1333.12223.................. 2 3 1 2 1 0 3 1 1 3 1
𝑡 = 8: ................112233.2223.11123................. 2 2 2 1 0 3 1 1 3 1 1
𝑡 = 9: ..................1122311223...12333.............. 2 2 1 0 2 2 1 3 1 1 3
𝑡 = 10: ....................112..122333.122233............ 2 1 0 2 1 2 3 1 1 3 2
𝑡 = 11: ......................133.122223.111223........... 1 0 2 1 1 4 1 1 3 2 1
𝑡 = 12: .......................223.111123...122333........ 0 2 1 1 4 1 1 3 1 2 3
𝑡 = 13: .......................112.....12333.1222233...... 2 1 0 5 1 1 3 1 1 4 2
𝑡 = 14: .........................133....12223.1112223..... 1 0 2 4 1 3 1 1 3 3 1
𝑡 = 15: ..........................223....11123...1122333.. 0 2 1 4 3 1 1 3 2 2 3

𝑄1
0 𝑄2

0 𝑄3
0 𝐸1

0 𝑄1
1 𝑄2

1 𝑄3
1 𝐸1

1 𝑄1
2 𝑄2

2 𝑄3
2

図 2.提案するセル・オートマトンの（左）Euler表現と（右）有限戸田表現の時間発展の対応例．𝑀 = 3, 𝑆(𝑡) = 2とし
ている．‘0’の代わりにピリオド ‘.’を用いている．

について

�̃�(𝑘,𝑡)
𝑛 = min(𝑄(𝑘,𝑡)

𝑛 , 𝐴(𝑘,𝑡)
𝑛 ), (2a)

�̃�(𝑀+1,𝑡)
𝑛 = min(𝐵(1,𝑡)

𝑛 , 𝐸(1,𝑡)
𝑛 ), (2b)

𝑄(𝑘,𝑡+1)
𝑛 = 𝑄(𝑘,𝑡)

𝑛 − �̃�(𝑘,𝑡)
𝑛 + �̃�(𝑘+1,𝑡)

𝑛 , (2c)

𝐴(𝑘,𝑡)
𝑛+1 = 𝐴(𝑘,𝑡)

𝑛 − �̃�(𝑘,𝑡)
𝑛 + �̃�(𝑘+1,𝑡)

𝑛 , (2d)

𝐸(1,𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(1,𝑡)

𝑛 − �̃�(𝑀+1,𝑡)
𝑛 + �̃�(1,𝑡)

𝑛+1 , (2e)

𝐵(1,𝑡)
𝑛+1 = 𝐵(1,𝑡)

𝑛 − �̃�(𝑀+1,𝑡)
𝑛 + �̃�(1,𝑡)

𝑛+1 . (2f)

ただし，有限格子境界条件は

𝐴(𝑘,𝑡)
0 = 𝑆(𝑡), (2g)

𝐵(1,𝑡)
0 = min(𝑄(1,𝑡)

0 , 𝑆(𝑡)), (2h)

𝐸(1,𝑡)
𝑁−1 = +∞ (2i)

である．各変数の意味は次の通り．
• 𝑄(𝑘,𝑡)

𝑛 ：時刻 𝑡の 𝑛番目の正整数からなる
ブロックに書かれている 𝑘の数．

• 𝐸(𝑘,𝑡)
𝑛 ：時刻 𝑡の 𝑛番目と 𝑛 + 1番目の正
整数からなるブロックの間にる 0が書か
れたセルの数．

• 𝐴(𝑘,𝑡)
𝑛 ：時刻 𝑡 + 1への発展において，機
械が 𝑛番目の正整数からなるブロックに
到達する直前の 𝑘の書き換え可能回数．

• 𝐵(𝑘,𝑡)
𝑛 ：時刻 𝑡 + 1への発展において，機
械が 𝑛番目の正整数からなるブロックを
読み書きし終わった直後の 0の書き換え
可能回数．

5 既知の一般化箱玉系との関係

𝑀 = 1とすると，(1)は非自励超離散mKdV
格子，(2)は非自励超離散有限戸田格子となっ
て，運搬車付き箱玉系の時間発展方程式が得ら
れる．また，𝑆(𝑡) = +∞とすると自励系，つま
り (1)は超離散ハングリー KdV格子，(2)は超
離散有限ハングリー戸田格子となって，番号付
き箱玉系の時間発展方程式が得られる．
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成を受けたものです．
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時間2階max方程式の解について

山本 惇太郎、　高橋 大輔

早稲田大学 基幹理工学研究科 数学応用数理専攻
e-mail : jmsa.1245@moegi.waseda.jp

1 はじめに

max表現はECAなどのセルオートマトンの
状態値を実数に拡張するために用いることがあ
る。その結果 0,1などの離散状態値では見えな
い解の仕組みが見えるようになる。以前に時間
1階空間 3近傍のmax方程式について解の構造
の報告がなされている [1]。本研究では時間の
階数を上げ時間 2階のmax方程式について解
の構造を分析した。

2 max演算の公式

本研究にて用いたmax演算の公式で重要な
ものを以下に挙げる [2]。

max(A,min(A,B)) = A

min(A,max(A,B)) = A

max(A1, · · · ,min(B1, · · · ), · · · ) =
min(max(A1, B1, · · · ), · · · )

上記の公式などを用いて複雑なmax方程式の
解の表現を簡略化し、その解の構造を解析する。

3 初期値問題

時間 2階の max方程式の例として un+2
j =

min(−un+1
j−1 ,−unj ) を取り上げて説明する。な

お u = 0, 1の 2値に限定する際は従属変数変換
により、−uを 1− uに置き換える。

図 1. 時間発展 (0,1)

図 2. 時間発展 (実数)

このとき時間発展は初期値を 0,1に限定した場
合は図 1のようになり、さらに実数の場合は図
2のようになる。初期値からこの式を再帰的に
代入し、max公式で整理していくことでコン
パクトな表現の一般解を求めることが可能であ
る。その結果は次のようになる。

u2j = min(−u1j−1,−u0j )

u3j = min(−u2j−1,−u1j )

= min(−min(−u1j−2,−u0j−1),−u1j )

= min(max(u1j−2, u
0
j−1),−u1j )

u4j = min(−u3j−1,−u2j )

= min(−min(max(u1j−3, u
0
j−2),−u1j−1),

−min(−u1j−1,−u0j ))

= min(max(−max(u1j−3, u
0
j−2), u

1
j−1),

max(u1j−1, u
0
j ))

= min(max(min(−u1j−3,−u0j−2), u
1
j−1),

max(u1j−1, u
0
j ))

= min(min(max(−u1j−3, u
1
j−1),max(−u0j−2, u

1
j−1)),

max(u1j−1, u
0
j ))

= min(max(−u1j−3, u
1
j−1),max(−u0j−2, u

1
j−1),max(u1j−1,

u0j ))

−minと−maxをそれぞれmaxとminに置き
換え、下線部でmaxとminの入れ替えを行っ
ている。以下同様の手続きで時間発展を考える
と、無視できる項を削除することにより、一般
解は n ≥ 1で以下となる。

u2j = min(−u1j−1,−u0j )

u3nj = min(max(u1j−n−1, u
0
j−n),−u1j−n+1)

u3n+1
j = min(max(−u1j−n−2, u

1
j−n),max(−u0j−n−1, u

1
j−n),

max(u1j−n, u
0
j−n+1))

u3n+2
j = min(max(u1j−n−3, u

0
j−n−2,−u1j−n),max(−u0j−n,

u1j−n+1),−u1j−n−1)

この周期 3で右へずれていく解は時間 1階の方
程式では知られていない。
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図 3. min(max(−un+1
j−1 ,−un

j ), u
n+1
j ) 時間発展 (実数)

図 4. min(max(−un+1
j−1 ,−un+1

j ), un
j ) 時間発展 (実数)

図 5. ECA19時間発展 (実数)

4 解の例

他の解の例を紹介する。図3はmin(max(−un+1
j−1 ,

−unj ), u
n+1
j )の時間発展であり、同様に初期値

から再帰的に代入し整理すると以下となる。

u2j = min(max(−u1j−1,−u0j ), u
1
j )

u3j = min(max(−u2j−1,−u1j ), u
2
j )

= min(max(−u1j−1,−u1j , u
1
j−2),max(−u1j−1,

− u1j , u
0
j−1),max(−u1j−1,−u0j ), u

1
j )

u4j = min(max(−u3j−1,−u2j ), u
3
j )

= min(max(min(u1j−2, u
1
j−1,−u1j−3),min(u1j−2,

u1j−1,−u0j−2),min(u1j−2, u
0
j−1),−u1j−1,min(u1j−1,

u0j ),−u1j ), u
3
j )

= u3j

よって一般解は、

u2j = min(max(−u1j−1,−u0j ), u
1
j )

un+2
j = min(max(−u1j−1,−u1j , u

1
j−2),max(−u1j−1,

− u1j , u
0
j−1),max(−u1j−1,−u0j ), u

1
j )(n ≥ 1)

このように n = 2の場合のみ解が異なるケース
も現れる。一方で、図4はmin(max(−un+1

j−1 ,−un+1
j ),

unj )の時間発展であり、整理すると以下となる。

u2j = min(max(−u1j−1,−u1j ), u
0
j )

u3j = min(max(−u2j−1,−u2j ), u
1
j )

= min(max(min(u1j−2, u
1
j−1),−u0j−1,min(u1j−1,

u1j ),−u0j ), u
1
j )

= min(max(−u0j−1,−u0j , u
1
j−1), u

1
j )

u4j = min(max(−u3j−1,−u3j ), u
2
j )

= min(max(−u1j−1,−u1j , u
0
j−2, u

0
j−1),max(−u1j−1,

− u1j , u
0
j−2, u

0
j ),max(−u1j−1,−u1j , u

0
j−2),max(

− u1j−1,−u1j , u
0
j−1),max(−u1j−1,−u1j , u

0
j−1, u

0
j ),

max(−u1j−1,−u1j ,−u1j−2, u
0
j−1),max(−u1j−1,−u1j ,

− u1j−2, u
0
j ),max(−u1j−1,−u1j ,−u1j−2),max(−u1j−1,

− u1j ), u
0
j )

= min(max(−u1j−1,−u1j ), u
0
j ) = u2j

u5j = min(max(−u4j−1,−u4j ), u
3
j )

= min(max(−u2j−1,−u2j ), u
3
j )

= min(max(−u0j−1,−u0j , u
1
j−2, u

1
j−1),max(−u0j−1,

− u0j , u
1
j−2, u

1
j ),max(−u0j−1,−u0j , u

1
j−1),max(−u0j−1,

− u0j , u
1
j−1, u

1
j ),max(−u0j−1,−u0j , u

1
j−1), u

1
j )

= min(max(−u0j−1,−u0j , u
1
j−1), u

1
j ) = u3j

この場合の一般解は nが偶数時は,

un+2
j = min(max(−u1j−1,−u1j ), u

0
j )

nが奇数時は,

un+2
j = min(max(−u0j−1,−u0j , u

1
j−1), u

1
j )

図 5のように ECAにおいても偶奇で交互に解
が決まる時間発展は現れる。このように時間に
関して拡張することで解の構造や時間発展がど
う変化するのかを本研究では紹介する。
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Laurent双直交多項式に付随する可積分系とその正値解について

小林克樹 1,辻本諭 2,前田一貴 3

1,2京都大学大学院情報学研究科，3関西学院大学理工学部
e-mail : kobayashi.katsuki.74a@st.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに

可積分系と (双)直交関数系の間には密接な関
係がある [1, 2]. 例えば直交多項式のスペクト
ル変換から,可積分系の代表である離散戸田方
程式が導出されることは良く知られている. そ
の他にも様々な直交性を持つ関数系から,対応
する可積分系が導出されている [3]. 本発表で
は Laurent双直交多項式を用いて正値性を持っ
た離散可積分系を導出し,その正値解を構成す
る. またこの可積分系が, ある行列に対する一
般化固有値計算アルゴリズムとなっていること
を示す. さらにこの可積分系の超離散化とソリ
トン・セルオートマトン (SCA)の関係について
述べる.

2 Laurent双直交多項式に付随する離散
可積分系

C[z, z−1]を C上の Laurent多項式全体から
なる線型空間とし, L : C[z, z−1] → Cを線型汎
関数とする. このとき多項式列Φn(z), Ψn(z) ∈
C[z] (n = 0, 1, ...)で

1) Φn(z)およびΨn(z)はそれぞれモニック
n次多項式,

2) L[Φn(z)Ψm(z−1)] = hnδn,m, hn ̸= 0,

を満たすものを, Lに関する Laurent双直交多
項式 (LBP)と呼ぶ. 汎関数に対して時間変数 k
を

L(k+1)[P(z)] = L(k)[zP(z)],

により導入する.
Φ(k)

n (z), Ψ(k)
n (z)をL(k)に関する LBPとする

と,これらの多項式は次の関係式をみたす:

zΦ(k+1)
n (z) = Φ(k)

n+1(z) + q(k)n Φ(k)
n (z), (1)

Φ(k+1)
n+1 (z) = Φ(k)

n+1(z)− e(k)n Φ(k)
n (z). (2)

関係式 (1), (2)の両立条件から非線形な方程式

系,

q(k+1)
n + e(k+1)

n−1 = q(k)n + e(k)n ,

q(k+1)
n e(k)n−1 = q(k)n−1e(k+1)

n−1 , (3)

e(k)−1 = 0,

を得る. (3)に境界条件 e(k)N−1 = 0を導入し, さ

らに補助変数 d(k)n := q(k)n + e(k)n−1とおくと, (3)
と等価な方程式系

d(k+1)
n = q(k)n + e(k)n ,

e(k+1)
n = e(k)n

d(k+1)
n+1

d(k+1)
n

,

q(k+1)
n = q(k)n−1

d(k+1)
n

d(k+1)
n−1

, (4)

e(k)−1 = e(k)N−1 = 0,

を得る. 我々は方程式系 (4)の解の族

τ
(k)
n = ∑

0≤r0<r1<...<rn−1≤N−1

n−1

∏
j=0

wrj z
k−n+1
rj ∏

0≤i<j≤n−1
(zrj − zri )

2,

(5)

q(k)n =
τ
(k+1)
n+1 τ

(k)
n

τ
(k)
n+1τ

(k+1)
n

, e(k)n =
τ
(k+1)
n+2 τ

(k)
n

τ
(k+1)
n+1 τ

(k)
n+1

, d(k)n =
τ
(k−1)
n τ

(k+1)
n+1

τ
(k)
n+1τ

(k)
n

,

を得た. 解 (5)に含まれるパラメータw0, w1, ...,
wN−1, z0, z1, ..., zN−1を全て正に選ぶことによっ
て (4)の正値解が得られる. また z0, z1, ..., zN−1

が 0 < z0 < z1 < ... < zN−1を満たすとき,

lim
k→∞

q(k)n = zrN−1−n (6)

lim
k→∞

e(k)n = 0 (7)

が示せる.

3 一般化固有値計算アルゴリズム

離散可積分系 (4)は二重対角行列に対する一
般化固有値計算アルゴリズムとして解釈できる.
関係式 (1), (2)はベクトルと行列を用いて,

zΦ(k+1) = R(k)Φ(k) + ΦN
(k), (8)

Φ(k) = L(k−1)Φ(k−1), (9)
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とかける. ただし,

R(k) :=



q(k)0 1
q(k)1 1

q(k)2 1
. . .

. . .

q(k)N−1


,

L(k) :=



1
−e(k)0 1

−e(k)1 1
. . .

. . .

−e(k)N−2 1


,

Φ(k) :=


Φ(k)

0
Φ(k)

1
...

Φ(k)
N−1

 , ΦN
(k) :=


0
0
...

Φ(k)
N

 ,

であり, q(0)0 , ..., q(0)N−1 および e(0)0 , ..., e(0)N−2 は全
て正の実数であるとする. (8), (9)の両立条件は

R(k+1)L(k) = L(k+1)R(k) (10)

とかける. (10)は離散可積分系 (3)と等価であ
る. ここで,次の一般化固有値問題を考える:

λL(0)v = R(0)v, λ ∈ R, v ∈ RN (11)

X(k) := zL(k)−R(k)とおくと, (10)とdet L(k) =

1から, det X(k+1) = det X(k) が示される. こ
れは, (11)の一般化固有値が (4)による時間発
展で保存することを意味する. 一方, (6)と (7)
から, k → +∞で R(k) の対角成分は左上から
zN−1, zN−2, ..., z0に収束し, L(k)は単位行列に収
束することがわかる. 以上より,(11)の一般化固
有値 z0, z1, ..., zN－ 1を計算する手続きが与え
られた．

4 超離散化

(4)の超離散化により超離散方程式系,

D(k+1)
n = min

(
Q(k)

n , E(k)
n

)
,

E(k+1)
n = E(k)

n + D(k+1)
n+1 − D(k+1)

n ,

Q(k+1)
n = Q(k)

n−1 + D(k+1)
n − D(k+1)

n−1 , (12)

E(k)
0 = E(k)

N−1 = +∞, Q(k)
0 = 0,

が得られる. (12)の解は (5)の超離散化によって,

T(k)
n =

min
0≤r0<...<rn−1≤N−1

(
n−1

∑
j=0

(
Wrj + (k − n + 1)Zrj

)
+ ∑

0≤i<j≤n−1
2Zrj

)
,

Q(k)
n = T(k+1)

n+1 + T(k)
n − T(k)

n+1 − T(k+1)
n ,

E(k)
n = T(k+1)

n+2 + T(k)
n − T(k+1)

n+1 − T(k)
n+1,

D(k)
n = T(k−1)

n + T(k+1)
n+1 − T(k)

n+1 − T(k)
n . (13)

と与えられる. 次に超離散方程式 (12)と SCA
の関係について説明する. 0と 1から成る片側
無限列 un ∈ {0, 1}, (n = 1, 2, ...) で, un =

0 (n ≫ 1)となるものを考える. 列 unにおいて
1が連続する部分をブロックと呼ぶ. 時間発展
un =: u(0)

n → u(1)
n を以下の規則で定める.

1) 左から 1番目のブロックの 1を, 1番目と
2番目のブロックの間にある 0と交換で
きるだけ交換する。このとき交換できな
かった 1は保留しておく.

2) ステップ 1を全てのブロックについて行
う.

3) 左から i番目のブロックで保留した 1を
i + 1のブロックに全て移す.

図 1はこの SCAの時間発展例である.

u(0) : 1111000011100001000000000
u(1) : 0000111100011100100000000
u(2) : 0000000111001110110000000
u(3) : 0000000001101100111100000
u(4) : 0000000000100111000011110

図 1. 上記 SCAの時間発展の例

このとき,変数 Q(k)
n , E(k)

n を

• Q(k)
n :時刻 kにおける左から n番目のブ
ロックの玉の個数

• E(k)
n :時刻 kにおける左から n番目と n +

1番目のブロックの間の空き箱の個数
と定めると, 超離散方程式系 (12)は上記 SCA
の時間発展を記述していることがわかる.
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超収束するHDG法の開発

及川 一誠

早稲田大学理工学術院
e-mail : oikawa@aoni.waseda.jp

1 はじめに

モデル問題として，以下の連立系の Poisson

方程式を考える．

q +∇u = 0 in Ω,

∇ · q = f in Ω,

u = 0 on ∂Ω．

ここで，Ω ⊂ Rd(d = 2, 3)は有界な凸多角形あ
るいは多面体領域とし，f ∈ L2(Ω)は与えられ
た関数とする．Ωの多角形あるいは多面体分割
を Th と表し，Th の各要素K の辺あるいは面
の集合を Ehと表す．辺あるいは面の和集合を∪

K∈Eh e (skeletonと呼ぶ)を，本来は区別され
るべきであるが，簡単のため同じ記号を用いて
Eh と表す． 区分 Sobolev空間をHk(Th)と表
し，skeleton上の L2空間を L2(Eh)と表す．
通常の混合有限要素法では，u, qの近似関数

uh, qhを導入するが，Hybridizable Discontinu-

ous Galerkin (HDG)法では，さらに uの Eh上
へのトレースに対する近似関数 ûh（数値トレー
ス）を用いる．HDG法の近似解は以下の方程
式の解として定義される: Find (qh, uh, ûh) ∈
Vh × Wh × Mh such that, for all (v, w, µ) ∈
Vh ×Wh ×Mh,

(qh,v)Th − (uh,∇ · v)Th + ⟨ûh,v · n⟩∂Th = 0,

−(qh,∇w)Th + ⟨q̂h · n, w⟩∂Th = 0,

⟨q̂h · n, µ⟩∂Th = 0.

ただし，q̂hは数値流束 (numerical flux)と呼ば
れるもので，安定化パラメータ τ > 0を用い
て，以下のように定義される．

q̂h · n = qh · n+ τ(uh − ûh). (1)

さらに，内積の記号は

(w, v)Th =
∑
K∈Th

∫
K
wvdx,

⟨w, v⟩∂Th =
∑
K∈Th

∫
∂K

wvds

と定義されているものとし，各近似空間は以下
のように定義されているとする．

Wh = {w ∈ H1(Th) : w|K ∈ W (K)∀K ∈ Th},
Vh = {v ∈ H1(Th)d : v|K ∈ V (K)∀K ∈ Th},
Mh = {µ ∈ L2(Eh) : µ|e ∈ M(e)∀e ∈ Eh}.

ただし，W (K),V (K)は各要素Kごとに定義
された有限次元空間，M(e)は各辺あるいは面
ごとに定義された有限次元の関数空間とする．
通常は，一様な k次多項式が用いられる．
HDG法においては，定式化の際にはuh, qh, ûh

の 3つを未知関数として用いるが，各要素ごと
に uhと qhは消去することができ，最終的には
ûh のみの離散化方程式が得られる（静的縮小
法）．これにより，係数行列のサイズは不連続
Galerkin法に比べてかなり小さくなる．詳細に
ついては [1]あるい [2, 3]などを参照されたい．

2 HDG法の超収束性

HDG法はある特定の場合，例えば Thは三角
形分割かつ Vh,Wh,Mhとして区分 k次多項式
を用い，τ = O(1)と選択した場合，以下の意
味で超収束性を示すことが知られている [5]：あ
る射影ΠV および ΠW が存在し，以下の不等
式が成り立つ．

∥q − qh∥ ≤ 2∥q −ΠV q∥,
∥ΠWu− uh∥ ≤ Ch∥q −ΠV q∥.

この結果はより一般化され，M -decomposition

という概念が得られている [4]．M -decomposition

理論は HDG 法が超収束するための十分条件
を等式の形で与えており，Vh,Wh,Mh がその
等式をみたせば，逐一誤差解析を行うことな
く，HDG法が超収束することがわかる．さら
に，与えられたVh,Wh,Mhに対して，HDG法
が収束しない場合でも，場合によっては，M -

decomposition理論の等式をみたすように Vh

とWhを適切に拡大することで新たな超収束す
るHDG法を導出することも可能である．
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3 Lehrenfeld-Schöberl stabilization

超収束HDG法は，上で述べたM -decomposition

理論による手法の他に，安定化項にMhへのL2

直交射影PM を施すことによっても得られるこ
とがわかっている．具体的には，数値流束を次
のように定義する:

q̂LSh · n = qh · n+ τ(PMuh − ûh).

ただし，安定化パラメータは τ = O(1/h)と選
ぶこととする．この安定化はしばしばLehrenfeld-

Schöberl (LS) stabilization [6]と呼ばれる．こ
れにより，任意の多角形あるいは多面体要素に
関して，超収束するHDG法が得られる．誤差解
析は [7]で示されている．[8]では LS stabiliza-

tionを一般化したスキームが提案されている.

4 数値流束が未知関数のHDG法

従来のHDG法では，ハイブリッドの未知関
数を数値トレース ûhに選んでいたが，[9]では，
ûhの代わりに数値流束 q̂hを用いる方法が述べ
られている: Find (qh, uh, q̂h) ∈ Vh×Wh×Nh

such that, for all (v, w,ρ) ∈ Vh ×Wh ×Nh,

(qh,v)Th − (uh,∇ · v)Th + ⟨ûh,v · n⟩∂Th = 0,

−(qh,∇w)Th + ⟨q̂h · n, w⟩∂Th = 0,

⟨ûh · n,ρ · n⟩∂Th = 0.

ただし，Nh = {ρ ∈ L2(Ω)d : (I −n⊗n)qh =

0}と定義し，ûh は未知関数ではなく，ûh :=

uh + τ−1(qh − q̂h) · n.と定める．本講演では
ûhと q̂hの両方が未知関数であるような HDG

法を提案する:

Find (qh, uh, ûh, q̂h) ∈ Vh ×Wh ×Mh ×Nh

s.t., for all (v, w, µ,ρ) ∈ Vh×Wh×Mh×Nh,

(qh,v)Th − (uh,∇ · v)Th + ⟨ûh,v · n⟩∂Th = 0,

−(qh,∇w)Th + ⟨q̂h · n, w⟩∂Th = 0,

⟨τ(uh − ûh) + (qh − q̂h) · n, µ⟩∂Th = 0,

⟨τ(uh − ûh) + (qh − q̂h) · n,ρ · n⟩∂Th = 0.

さらに，FreeFem++による数値計算結果につ
いても述べる．
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非定常性を考慮した熱弾性場の形状最適化
○片峯 英次 1, 広瀬 智史 2

1岐阜工業高等専門学校 機械工学科，2岐阜工業高等専門学校 専攻科学生
e-mail : katamine@gifu-nct.ac.jp

1 はじめに
熱伝導場と弾性場を連成させた熱弾性場の形

状最適化は，工作機械あるいは電子機器等の熱
変形を伴う機器の形状設計における重要課題の
一つである．
本研究では，これまでに著者らによって検

討されてきた定常熱弾性場の形状最適化問題
[1][2][3]を非定常問題へ拡張する．本論文では，
任意時間内において剛性が最大となるように
形状を決定する問題を取り上げ，平均コンプラ
イアンス最小化問題について定式化を行い，形
状更新のための感度となる形状勾配関数を理
論的に導出する．導出した形状勾配関数に基づ
き，力法 [4]（あるいはH1勾配法）を適用し，
Freefem++を利用して解析した数値解析結果
を紹介する．

2 平均コンプライアンス最小化問題
2.1 問題の定式化
Rd(d = 2, 3) の熱弾性場領域 Ω は境界 Γ =

Γϕ ∪ Γq ∪ Γh = ΓP ∪ ΓU から構成されている．
時間 [0, T ] における非定常熱弾性場において，
温度分布ϕと熱変位分布 uとしたときの剛性最
大化を目的とした平均コンプライアンス最小化
問題を考える．領域の大きさの上限値を M に
制限した形状最適化問題は次のようになる．

Given M and

k, ϕo, q, h, ϕf , Q, C, uo α, P, f (1)

find Ω (2)

that minimizes

∫ T

0

{
aεϕ(ϕ, ε(u)) + lε(u)

}
dt

(3)

subject to∫ T

0

{
b(ϕ,t, φ) + aϕ(ϕ, φ)− lϕ(φ)

}
dt = 0

ϕ ∈ Φt ∀φ ∈ Ψt (4)∫ T

0

{
aε(ε(u), ε(v))− aεϕ(ϕ, ε(v))− lε(v)

}
dt = 0

u ∈ Ut ∀v ∈ Vt (5)∫
Ω

dx ≤ M. (6)

式 (4)は熱伝導場，式 (5)は熱弾性場における
支配方程式の弱形式であり，φは随伴温度，v

は随伴変位を表している．支配方程式における
それぞれの項は次のように定義されている．

b(ϕ,t, φ) =

∫
Ω

ϕ,tφdx, (7)

aϕ(ϕ, φ) =

∫
Ω

kϕ,jφ,j dx+

∫
Γh

hϕφdΓ, (8)

lϕ(φ) =

∫
Ω

Qφdx+

∫
Γh

hϕfφdΓ −
∫
Γq

qφ dΓ,

(9)

ここで，

aε(ε(u), ε(v)) =

∫
Ω

Cijklεkl(u)εij(v) dx,

(10)

aεϕ(ϕ, ε(v)) =

∫
Ω

Cijklϕαklεij(v) dx, (11)

εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i)， (12)

lε(u) =

∫
Ω

fiui dx+

∫
ΓP

Piui dΓ. (13)

kは熱伝導率，ϕoは温度，qは熱流束，hは熱
伝達率，ϕf は既知境界温度，Qは発熱量，Cは
剛性テンソル，uoは変位， αは熱膨張係数テ
ンソル，P は表面力，fは体積力を表している．

2.2 形状勾配
この問題は Lagrange 乗数法，あるいは随伴
変数法によって制約条件のない停留化問題に書
き換えることができる．Lagrange関数 Lを定
義し，領域の変動に対する Lの導関数 L̇を計
算して停留条件を導くと，∫ T

0

{
b(ϕ,t, φ

′) + aϕ(ϕ, φ
′)− lϕ(φ

′)
}
dt = 0

(14)∫ T

0

{
aε(ε(u), ε(v

′))− aεϕ(ϕ, ε(v
′))

−lε(v
′)
}
dt = 0 (15)∫ T

0

{
b(ϕ′

,t, φ) + aϕ(ϕ
′, φ)− aεϕ(ϕ

′, ε(u))

−aεϕ(ϕ
′, ε(v))

}
dt = 0 (16)
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∫ T

0

{
aε(ε(u

′), ε(v))
}
dt

−
∫ T

0

{
aεϕ(ϕ, ε(u

′)) + lε(u
′)
}
dt = 0 (17)

Λ ≥ 0,

∫
Ω

dx ≤ M, Λ(

∫
Ω

dx−M) = 0

(18)

ただし， ˙( · ) は物質導関数，( · )′ は空間座標
に固定した分布関数の領域変動に対する導関数
(形状導関数) を表し，Λは領域制約のための
Lagrange乗数である．ここで，弾性場の支配
方程式 (15)と随伴弾性場の支配方程式 (17)を
比較すると，自己随伴関係 u = v が成立し，式
(16)は次のようになる．∫ T

0

{
b(ϕ′

,t, φ) + aϕ(ϕ
′, φ)− 2aεϕ(ϕ

′, ε(u))
}
dt = 0 (19)

またこの問題に対する形状修正のための分布
系感度を表す形状勾配密度 Gは次のように導
出できる．

G = G0 +G1Λ, (20)

G0 =

∫ T

0

{
2Cijklϕαklεij(u) + 2fiui −

∂ϕ

∂t
φ

−kϕ,iφ,j +Qφ− Cijklεkl(u)εij(u)
}
dt (21)

G1 = 1 (22)

G0 および G1 はそれぞれ平均コンプライアン
ス最小化，および領域の大きさ制約に対する形
状勾配密度を表す．
このようにして形状勾配関数を導出できれば，

力法を適用することが可能になる．

3 解析例
図 1 に示す曲がり梁モデルに対して解析を
行った. 熱伝導解析の境界条件は, 既知温度境
界 Γϕ を設け, ϕ=273[K]とし，熱伝達境界 Γh

を設け, 熱伝達率 h=300[W/m2 ·K], 外気温度
623[K]として，その他の境界は断熱境界とし
た. 熱弾性解析の境界条件は, 下面境界を完全
拘束とした．設計境界を穴境界の断熱境界に設
定した. 簡単のため，表面力，体積力は無視
した．平面ひずみ問題と仮定し, 領域の大きさ
制約は，初期形状の面積以下に設定した．材料
特性は縦弾性係数を 210[GPa], ポアソン比を
0.3[−], 熱膨張係数を α=1.2 × 10−5[m/m ·K],

熱伝導率を 50[W/m2 ·K]とした．時間 [0, T ]

に関して，T=1 × 10−3[s](Case:A) と T=1 ×
10−2[s](Case:B) に対する最適形状を図 2に示
す．設定した時間 [0, T ] に応じて異なった最適

A B C

Γφ

Γ
h

図 1. Numerical model

(a) Case:A (T=1× 10−3[s])

(b) Case:B (T=1× 10−2[s])

図 2. Results : Optimum shapes

形状が得られていることが確認できる．最適形
状では，面積一定の下，初期値を 100%とした
式 (3)の平均コンプライアンスの値は，Case:A,

Case:B に対して，それぞれ約 45%, 約 30%ま
で減少し収束した．
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1 Introduction

FreeFem++[1] is an integrated numerical

computation environment to treat partial dif-

ferential equations by finite element methods.

For a linear PDE written in a weak formu-

lation, simple commands performs (1) mesh

generation on the domain, (2) discretization

in specified finite element spaces, (3) solving

systems of linear equations, and (4) visual-

ization of numerical solutions. In the pro-

cess, solving the system of linear equations (3)

requires large computational resources (time

and memory). Although MPI (Message Pass-

ing Interface) is equipped with FreeFem++

for the sake of parallel computation, the use

of other parallel computation environments is

still efficient to solve large scale discretiza-

tion problems. The present work shows a dy-

namic loading module technique to obtain the

system of linear equations Ax = b generated

in FreeFem++ in Harwell-Boeing file format

(HB format)[2] which is one of popular for-

mats to store a sparse matrix.

2 Usage of the Proposed Dynamic

Loading Module SaveHB

Figures 1 and 2 show typical examples of

the proposed module SaveHB to store real and

complex problems respectively. After a decla-

ration of a problem as the verf (variational

form) type, FreeFem++ links the module file

SaveHB.so (Unix and Linux), SaveHB.dylib

(MacOSX), or SaveHB.dll (Windows), which

should be located in one of directories listed

in the environment variable FF LOADPATH. Fi-

nally the generated matrix A and the vector b

are saved to the file filename.hb in HB for-

mat with the title given by the fourth argu-

ment of the method.

border C(...){...}

mesh Th =...;

fespace Vh(Th ,...);
varf vP(u,v)= int2d(Th )(...)

+ on(C,u=...);

matrix A=vP(Vh,Vh);
real[int] b=vP(0,Vh);

load "SaveHB"

SaveHB(" filename.hb", A, b, "Title");

図 1. Usage of Proposed Method SaveHB

border C(...){...}

mesh Th =...;
fespace Vh(Th ,...);

varf vP(u,v)= int2d(Th )(...)

+ on(C,u=...);

matrix <complex > A=vP(Vh,Vh);

complex[int] b=vP(0,Vh);

load "SaveHB"
SaveHB(" filename.hb", A, b, "Title");

図 2. Usage of SaveHB for Complex Formulation

3 Extending FreeFem++ by Dynamic

Loading Modules

FreeFem++ provides dynamic loading mod-

ule mechanism, with which user can extend

the functionalities of FreeFem++. A mod-

ule is supposed to be written in the program-

ming language C++, and to be complied with

ff-c++ command in the FreeFem++ package.

Numerous file formats have been proposed

to store a matrix in storage. Among them,

we adopt HB format since it is suitable for a

sparse matrix A and it can store the vector b

together in a single file. HB format adopts the

compressed column storage (CCS) format [3]

as default, while FreeFem++ holds sparse ma-

trices in compressed row storage (CRS) for-

mat. Thus it is required to convert CRS into

CCS with manipulating data structures. Fig-

ure 3 shows both interface to a CRS matrix
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#include "ff++.hpp" // provided in FreeFem ++ distribution

#include "AFunction_ext .hpp" // provided in FreeFem ++ distribution

template <typename R>
long SaveHB(string *const &hb_filename , Matrice_Creuse <R> *const &sparse_mat ,

KN_ <R> const &b, string *const &hb_title )

{

MatriceMorse <R> *A = sparse_mat ->A->to_MatriceMorse ();

const int N = A->N; // number of unknowns

const int M = A->M; // number of equations , assert( N == M )

const int NONZEROS = A->nbcoef; // number of non -zero entries in A

const R *const val = A->a; // These three present CRS format.

const int *const col_ind = A->cl; // See [3].

const int *const row_ptr = A->lg; //

// b->N(); // length of vector b

// b[i]; // i-th element of b

// converting CRS into HB, and saving HB to file in the standard C++

delete A;

return ...;

}

static void Load_Init ()

{

Global.Add(" SaveHB", "(", new OneOperator4_ <long ,string *,
Matrice_Creuse <double >*, KN_ <double >,

string * >(SaveHB));

Global.Add(" SaveHB", "(", new OneOperator4_ <long ,string *,

Matrice_Creuse < std:: complex <double > >*, KN_ < std::complex <double > >,
string * >(SaveHB));

}

LOADFUNC (Load_Init )

図 3. Interface to CRS Matrix in FreeFem++ and Adding Methods as Dynamic Loading Module

in FreeFem++ and the constructor to add im-

plemented C++ functions as dynamic loading

modules. We also note that array indices in

FreeFem++ (A->cl and A->lg in Fig. 3) start

from zero as C++ manner, on the other hand

they start from one in HB format as Fortran

manners.

Saving it in SaveHB.cpp and compiling it as

$ ff-c++ -std=c++11 SaveHB.cpp

the module file SaveHB.so is obtained.

The implemented source code and samples

are available in the examples++-load direc-

tory in FreeFem++ v3.61-1 or later.
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1 はじめに
半導体問題では静電場に対して電子と正孔分
布に関するドリフト拡散方程式を扱う. 有限体
積法と同様の保存則を満すために, 混合型有限
要素法近似を用いる. 電子/正孔密度分布とその
勾配の要素剛性行列は静電場に指数関数で依存
する係数関数の積分が必要である. FreeFem++
が備える多項式オーダーの数値積分公式では近
似精度が不足する可能性があるため, 指数関数
の定積分を用いる計算法を検討する.

2 半導体ドリフト拡散モデル
半導体のドリフト拡散モデル [1]は,静電ポテ
ンシャル ',電子密度 n ,正孔密度 pに関する連
立系であるが, 定常状態は無次元化された次の
系で記述される. 2次元領域 Ω の境界 Γ = @Ω
はDirichelt 条件を課す Γ

D

と Neumann 条件
を課す Γ

N

からなるものとする, Γ = Γ
D

[Γ
N

.
∫ を Γ

N

での外向き単位法線とする.

°∏24' = °n + p + C , (1)

°r · J
n

= 0 , J
n

= rn° nr' , (2)

r · J
p

= 0 , J
p

= °(rp + pr') . (3)

境界条件は

' = '
D

on Γ
D

, r' · ∫ = 0 on Γ
N

,

n = n
D

on Γ
D

, rn · ∫ = 0, J
n

= 0 on Γ
N

,

p = p
D

on Γ
D

, rp · ∫ = 0, J
p

= 0 on Γ
N

.

である. C(x, y)はN型, P型の半導体で決まる
不純物のドーピング分布であり既知の関数であ
る. ∏ > 0 は Debye 長と呼ばれる定数である.

3 混合型の弱形式
正孔密度勾配は Slotboom 変数 ª = e'p を
導入すると

rª = r(e'p) = e'r' p + e'rp = °e'J
p

となる. ' 2 H1(Ω) を既知として, (2) 式を
u = J

p

と p による混合型の弱形式で記述する

ため, 次の関数空間を準備する

H(div;Ω) = {u 2 L2(Ω)2 ;r · u 2 L2(Ω)} ,

V = {u 2 H(div;Ω) ; u · ∫|ΓN = 0} ,

Q = L2(Ω) .

部分積分により, 8(v, q) 2 V £Q に対して
Z

Ω
e'u · v °

Z

Ω
ªr · v = °

Z

ΓD

ª
D

v · ∫ ,

Z

Ω
r · u q = 0

(4)

を満たす (u, ª) 2 V £Q を求める問題になる.
ª
D

= e'p
D

である. Dirichlet 境界条件は境界
積分によって取り扱う. Slotboom変数を正孔密
度の変数 pに戻すと問題 (4)は8(v, q) 2 V £Q

に対して
Z

Ω
e'u · v °

Z

Ω
e'pr · v = °

Z

ΓD

e'p
D

v · ∫ ,

Z

Ω
r · u q = 0 (5)

を満たす (u, p) 2 V £Q を求めよとなる.

4 混合型有限要素近似
有限要素近似空間は V に 0 次の Raviart-

Thomas 要素 RT0, Q に P1 要素を用いるこ
とを考える. この要素ペアはr· に関する下限
上限条件を厳密には満さないため, 要素分割に
依っては (5) 式から得られる剛性行列が逆を持
たない可能性がある. しかし, 像の空間に解を
求めることで, チェッカーボード状の核のベク
トルを除去できる. V

h

£Q
h

には 1次のRT1要
素 と P1 要素を用いることが望ましいが, 指数
関数重みの取扱いは共通するので, 本稿では計
算コストの低いRT0/P1 近似について述べる.

K を要素, {E
i

}
i=1,2,3 をその辺, ~∫

i

を E
i

の
外向き単位法線とする. RT0 要素は各辺に自
由度を持つベクトル値の空間であり,

RT0(K) = (P0(K))2 +~xP0(K) Ω (P1(K))2 .

~v 2 RT0(K) とすると次が成り立つ

~v|
Ei · ∫

i

2 P0(E
i

), r · ~v 2 P0(K) .
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RT0 の基底関数は P
i

を E
i

に対する頂点とす
ると

~Ψ
i

(~x) = æ
i

|E
i

|
2|K|(~x°

~P
i

)

となる. ~E
i

を辺 E
i

固有の単位法線として,
æ

i

= ~E
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· ~∫
i

2 {°1, 1} であり, |K| は要素の
面積, E

i

は各辺の長さである. K の面積座
標を {∏

k

}
k=1,2,3 ∏1 + ∏2 + ∏3 = 1とすると
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より, RT0 の要素質量行列は
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となるため, Kでの 2次の多項式の積分となる.
静電ポテンシャル ' を P1 要素で近似する

場合, 各頂点 P
i

での値を '
i

とすると, '
h

=P
i=1,2,3 '

i

∏
i

である. Exponential fitting[1]と
呼ばれる近似は係数の要素での平均をとる

µ
1

|K|

Z
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e'h

∂ Z
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~Ψ
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.

これは有限体積法の Schafetter-Gummelスキー
ムで用いられる近似と同種であるが, 本稿では

Z

K

e'h ~Ψ
j

· ~Ψ
i

を直接計算することを考える. この積分値は
Z

K

e'1∏1+'2∏2+'3∏3∏
l

∏
m

l,m 2 {1, 2, 3}

の和から計算することができる. この値を
m({'

i

}
i=1,2,3, l, m ; K) と書く.

√
j

をスカラー値の P1基底関数とする.
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は次の値から計算できる

b({'
i

}
i=1,2,3, j ;K) =

Z

K

e'1∏1+'2∏2+'3∏3∏
j

.

5 指数関数重み係数の要素積分
定積分を書き下すため, 次の表記を準備する.

exp1(x) = (ex ° 1) /x

exp2(x) = (ex ° 1° x) /x2

exp3(x) =
°
ex ° 1° x° x2/2

¢
/x3

exp2(1)(x) =
d

dx
exp2(x) = exp2(x)° 2exp3(x)

1/exp1(x) =
x

ex ° 1
は Bernoulli 関数と呼ば

れ, Schafetter-Gummelスキームで利用される.
1

|K|

Z

K

e'1∏1+'2∏2+'3∏3 =

2e'1

'2°'3
(exp1('2°'1)° exp1('3°'1)) ,

m({'
i

}
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4|K|e'1

'2°'3
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i

}
i=1,2,3, 1, 2 ;K) =

2|K|e'1

'2°'3
exp2(1)('2°'1)°

2|K|e'1

('2°'3)2
(exp2('2°'1)° exp2('3°'1)) ,

b({'
i

}
i=1,2,3, 1 ; K) =

2|K|e'1

'2°'3
(exp2('2°'1)° exp2('3°'1))

となる. これらの計算で '2 ' '3 の場合, 計算
精度が落ちるため, 各々の項を '3°'1 のまわ
りで Taylor 展開することで近似計算を行う.

6 FreeFem++での実装
三角形要素分割を mesh Th とすると, RT0

の有限要素空間は fespace Vh(Th, RT0)と記
述される. l

i

=Th[k][i] を k 番目の要素の頂
点 P

i

の節点番号, m
i

=Vh(k,i) を辺 E
i

の大
域的番号, 即ち V

h

の自由度として基底関数は
~Φ

mi(~x) = sgn(l
i+2 ° l

i+1)(~x° ~P
i

)/(2|K|)

と定義されている. 辺 E
i

固有の法線の向き ~E
i

と ~∫
i

の方向の一致を示す æ
i

の代りに大域的
な頂点の番号付の情報が用いられている. また
辺の長さ |E

i

|は上の定義に含まれていないこ
とに注意する.
FreeFem++の要素積分では数値積分公式が用

いられており, 既定値の積分公式は 7点の積分
点を用い 5次までの多項式を厳密に積分できる
qf5pT である [2]. このため静電ポテンシャル
'

h

の値が大きく変化する要素近辺で近似精度
が不足する可能性が高いが, 本手法はその誤差
は生じない.
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排除体積効果を伴う2体相互作用におけるパターン形成について
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1 概要

新生血管は，追い越しや入れ替わりを伴う複
雑な血管内皮細胞の遊走によって形成されるこ
とが，細胞運動のタイムラプス撮影により明ら
かになってきた [1]．また講演者らはこれまで
に，血管新生を記述する数理モデルも 1次元に
おいて考察してきた [2]．本講演では数理モデ
ルの 2次元への拡張を行い，マウスの大動脈組
織を用いた in vitro実験により得られる 2次元
面上での内皮細胞の運動との比較からモデルの
パラメータ推定と妥当性を検証した [3]．その
結果，二体間力を仮定したモデルにより，仮足
長程度の距離での引力および近距離斥力の存在
が示唆された．近距離での斥力は排除体積効果
によるものと考えられるため，本講演では細胞
を質点ではなく楕円形状で近似した離散方程式
モデルを提案し，そこで形成されるパターンと
挙動を紹介する．特に新生血管に見られる樹状
伸長に類似したパターンへの，細胞形状に由来
する排除体積の影響を報告する．

2 1次元松家モデル [2]の 2次元化

時刻 tにおける i番目の細胞 (細胞 iと呼ぶ)

の位置を zt
i = (xti, y

t
i)

T ∈ R2, 速度を vt
i =

(vtx,i, v
t
y,i)

T ∈ R2としたとき (T は転置を表す)，
二体力Fi,jの和として表される次の運動方程式

zt+1
i − zt

i = vt
i ,

vt+1
i − vt

i = −γvt
i +

∑
j ̸=i

F t
i,j

(1)

において，力の大きさが相対距離のみに依存し
相対ベクトル方向に作用する

F t
i,j = F

(
∥zt

i − zt
j∥
)
eti,j

を 2次元松家モデルと定義する．ここで中心間
の単位相対ベクトルを eti,j := (zt

i − zt
j)/∥zt

i −
zt
j∥とおいた．
培養された大動脈組織のタイムラプス撮影画

像の例を図 1に示す．各時刻各細胞の座標位置
に対し，2次元松家モデルを仮定すると図 2に

図 1. 樹状伸長する血管内皮細胞のタイムラプス撮影画
像の例（分枝の一部分を拡大）

図 2. (左)最小二乗法により推定された関数 F (x)，およ
び (右)その積分ポテンシャル −

∫ x

0
F (µ)dµ.

示す関数F が得られた．およそ 0 ∼ 8µmの領
域で斥力，8 ∼ 30µmの領域で引力を受けてい
ることがわかる．実際にはそれぞれ，排除体積
に由来する近距離斥力および仮足を通じた細胞
間の情報伝達が引き起こす細胞運動の活性化に
由来する自己駆動力が原因と考えられる．

3 楕円形状の細胞モデル

血管内皮細胞は仮足をある方向へ長く伸ばす．
その伸ばした仮足と他の細胞や細胞外基質との
相互作用が，その細胞に自己駆動力を発生させ
ると仮定することは妥当である．この細胞形状
に応じた異方性が血管形成に及ぼす影響を取り
入れるため，次のモデルを考える．2次元松家
モデルでは細胞を質点としているが平面上の楕
円形とし，細胞 iの長軸半径を ai，短軸半径を
bi，長軸のなす角を φi ∈ [0, π)とする．この予
稿では ai, bi は共通 (∀i, ai = a, bi = b)とし，
扁平率 f := 1− b/aのみへの依存性をみるため
ab = 1と面積をスケールした．細胞 iに付随す
る楕円上の点は次の媒介変数表示を持つ (Rは
回転行列)：(

x

y

)
= zi +R(φi)

(
a 0

0 b

)(
cos θ

sin θ

)
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この楕円上に D ∈ Z>0, k ∈ [0, 1, . . . , D − 1],

θ ≡ θk = 2πk/Dとして，D個のサンプリング
点をとる．時刻 tにおいて細胞 iが細胞 jから
受ける力として，式 (1)に次の 3種類を取り入
れたモデルを提案する：

引力: 中心間距離 ∥zt
i −zt

j∥がRa以下の場合に
のみ，中心間力として F t

i,j = −fae
t
i,j

斥力: 細胞 jの楕円内部に細胞 iのサンプリング
点が存在する場合，中心間力としてF t

i,j =

+fre
t
i,j

回転力: 細胞 j の楕円内部にある細胞 iのサンプ
リング点 kすべてに対し次の和をとる

φt+1
i − φt

i = −
∑
k

′

fp sin 2θk

引力と斥力は同一直線上に作用し相殺しうるの
で，排除体積効果のために fr > fa > 0を仮
定する．また，楕円は xと y の 2次式である
から，ある点が細胞内部にあるかどうかは容易
に判定ができる．回転力は 2細胞が接触した際
に，長軸が接触を避ける向きへ回転する効果を
与えている．Dの値は実験した限り次節の結果
に対して定性的に大きな影響を与えないため，
D = 16と固定した．

4 細胞パターンの扁平率依存性

シミュレーション結果を図 3に示す．初期状
態として細胞のない状態から始め，図 3 のそ
れぞれ中央に 10ステップごとに細胞を供給し
た．図は時刻 t = 5000での細胞の分布パターン
であり，それぞれ 500細胞が分布している．い
ずれもパラメータは Ra = 5, fa = 0.005, fr =

0.02, fp = 0.005, ab = 1, γ = 0.1である．細胞
の扁平率の変化が細胞の広がり方や分布パター
ンに大きな影響を及ぼしていることが見て取れ
る．Box-Countingによる次元は上からそれぞ
れおよそ 1.8, 1.5, 1.2であり，細胞形状が細長
くなるにつれ 1次元的に成長することを示して
いる．講演時には細胞の向きなどの相関性や，
扁平率による運動性の変化などについても紹介
する予定である．

参考文献
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図 3. 時刻 t = 5000での細胞の分布パターン．扁平率 f
はそれぞれ，(上) f = 0，(中) f = 0.3，(下) f = 0.7．
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拡散効果を取り入れた病原体・免疫モデルの漸近挙動
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1 概要

Nowak and Bangham [1] のウイルス・ダイ
ナミクス・モデルに空間拡散の効果を取り入れ
たモデルの解の漸近挙動を考える. このモデル
は, 未感染細胞, 感染細胞, ウイルス, 細胞性免
疫の相互作用を記述するもので, 三つの空間一
様な平衡解を持つ. 一つ目は, 感染が無い状態
に対応する平衡点 (E0), 二つ目は細胞性免疫の
変数が 0 となる平衡点 (E1), 最後はすべての
変数が正の平衡点 (内部平衡点 E2) である. 基
礎再生産数 R0 が 1 以下のとき, 解は t → ∞
のとき E0 に収束し, 内部平衡点 E2 が存在す
る時は, 解は E2 に収束し, それ以外の時には
E1 に収束する.

証明は, Sasaki and Suzuki [2]と同様に, Lya-

punov 関数と Lp-Lq 評価などを用いて行なう.

2 病原体・免疫モデル

未感染細胞の密度を u1(x, t), 感染細胞の密
度を u2(x, t), ウイルス密度を u3(x, t), 細胞性
免疫の強さを u4(x, t)とし, u = (u1, u2, u3, u4)

とする. ここで, t ≧ 0 は時刻で, 空間変数 x は
Rn の有界な領域 Ω に含まれているとする. ま
た, Ω の境界 ∂Ω は滑らかとする. 病原体・免
疫モデルとして

∂u1
∂t

= d1∆u1 + λ−mu1 − βu1u3

∂u2
∂t

= d2∆u2 + βu1u3 − au2 − κu4u2

∂u3
∂t

= d3∆u3 + aru2 − bu3

∂u4
∂t

= d4∆u4 + qu2u4 − du4

(1)

を考える. これに対応する空間一様モデルは

du1
dt

= λ−mu1 − βu1u3

du2
dt

= βu1u3 − au2 − κu4u2

du3
dt

= u3 + aru2 − bu3

du4
dt

= u4 + qu2u4 − du4

(2)

であるが, その平衡点は (1) の空間一様平衡点
と同じで, 感染の無い平衡点 E0(u

◦
1, 0, 0, 0), 免

疫変数が 0 の平衡点 E1(u
•
1, u

•
2, u

•
3, 0), 内部平

衡点E2(u
∗
1, u

∗
2, u

∗
3, u

∗
4) の三つである. ただし,

u◦1 =
λ

m
, u•1 =

b

βr
, u•2 =

βλr − bm

βar
,

u•3 =
βλr − bm

βb
, u∗1 =

λbq

bmq + βadr
, u∗2 =

d

q
,

u∗3 =
adr

bq
, u∗4 =

1

κ

(
βλaqr

bmq + βadr
− a

)
である.

常微分方程式系 (2)に対しては, Pang, Wang

and Wang [3] が Lyapunov 関数を与えている.

関数 Φ を Φ(s) = s− log s− 1 とおくと, 平衡
点 E0, E1, E2 に対する Lyapunov 関数は, そ
れぞれ

U(u) = u◦1Φ

(
u1
u◦1

)
+ u2 +

1

r
u3 +

κ

q
u4,

V (u) = u•1Φ

(
u1
u•1

)
+ u•2Φ

(
u2
u•2

)
+

u•3
r
Φ

(
u3
u•3

)
+

κ

q
u4

W (u) = u∗1Φ

(
u1
u∗1

)
+ u∗2Φ

(
u2
u∗2

)
+ u∗3Φ

(
u3
u∗3

)
+

u∗4
r
Φ

(
u4
u∗4

)
で与えられる. これらの Lyapunov 関数の解に
沿った導関数は, それぞれ R0 ≦ 1, 1 < R0 ≦
1+βadr/(bmq), 1+βadr/(bmq) < R0 の時に
非正となる. ここで, R0 = βλr/(bm) は基礎再
生産数である
これらの Lyapunov関数を反応拡散系 (1)に
応用する. ここで, 解の初期値

u(x, 0) = u0(x) (3)

はなめらかで, 非負かつ u0 ̸≡ 0 とする. また,

境界条件として斉次 Neumann 条件

∂u

∂n
= 0 on ∂Ω (4)
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を課す. ただし, n は境界の外向き単位法線ベ
クトルである. (1) の解 u(x, t) に対して U , V,
W を

U(u) =
∫
Ω
U(u(x, t)) dx

V(u) =
∫
Ω
V (u(x, t)) dx

W(u) =

∫
Ω
W (u(x, t)) dx

とおくと, その時刻 t に関する導関数は, 常微
分方程式系 (2) の時と同じ条件下で非正とな
る. このことから以下が証明される.

命題 1 u は (1), (3), (4) の解とする. このと
き, 定数 C が存在して

∥ui(·, t)∥L1(Ω) ≦ C (t > 0, i = 1, 2, 3, 4)

が成り立つ.

これを用いて, Lp-Lq 評価を繰り返し用いる事
より, 次を証明することが出来る.

命題 2 u は (1), (3), (4) の解とする. p ∈
[1,∞) に対して, 定数 C が存在して

∥ui(·, t)∥Lp(Ω) ≦ C, ∥∇ui(·, t)∥Lp(Ω) ≦ C

(t > 0, i = 1, 2, 3, 4)

が成り立つ.

これにより, 軌道のコンパクト性を示す事が出
来, Lyapunov 関数を用いた ω-極限集合の議論
により以下の定理を示すことが出来る.

定理 3 u は (1), (3), (4) の解とする. この
とき,

u(·, t) → û in C(Ω̄;R4) as t → ∞

が成り立つ. ただし, R0 ≦ 1 のとき û = u◦,

1 < R0 ≦ 1 + βadr/(bmq) のとき û = u•,

1 + βadr/(bmq) < R0 のとき û = u∗ である.
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BZ反応振動子系への大域的フィードバック制御
大野 航太 1,3, 小川 知之 1,2,3, 末松 J. 信彦 1,2,3

1明治大学大学院先端数理科学研究科，2明治大学総合数理学部，
3明治大学先端数理科学インスティチュート (MIMS)

e-mail : kota ohno@meiji.ac.jp

1 概要
生理学や生態学，化学反応において見られる
多種多様な現象は，反応拡散系を元にした理論
で理解されてきた [1]．しかし振動場で見られ
る現象に関しては十分に理解されているとは言
い難い．この問題に対して「フィードバック」
を用いてダイナミクスの理解を試みたい．
振動する化学反応としてよく知られるBelousov-

Zhabotinsky (BZ) 反応は様々なパターンダイ
ナミクスのモデル実験として扱われるが，特に
Ru(bpy)3Cl2触媒を用いることで，光刺激によ
り振動が抑制される光感受性の系が制御系とし
てよく用いられている．Vanag らは光感受性
BZ反応に対して，振動空間パターンから得た
情報を元に光強度を制御した光刺激を与えると
いう大域的なフィードバック制御を導入してい
る [2]．彼らは実験より Standing wave振動へ
の変化を観察しており，また数理モデルにおい
ても同様のパターンへの変化を再現したことを
報告しているが，その詳細な解析までは至って
いない．そこで我々は Vanagらの様な時空間
の系を単純化した例として，BZ反応の拡散結
合振動子系において，理論と実験と繋ぐ学際的
な研究を試みた．
理論的な面では，光フィードバック刺激の項

を導入した 3変数Oregonatorモデルを用いた．
パラメータを変えることで 3種の同期パターン
を観察した．まず 1つは「同相同期」である．残
り 2種は逆相同期した振動パターンであるが，
一方は通常の「逆相同期」である．もう一方は，
一つの振動子が強い振幅で振動した時に，もう
一つの振動子が弱い振幅で振動することを，二
つの振動子が互いに繰り返す「交互振動」が見ら
れた．さらに交互振動の周期は，同相同期や逆
走同期の周期と比べて 2倍に伸びる特徴が見ら
れた．数理モデルの数値分岐解析により，交互
振動のパターンは周期倍分岐が関係しており，
2種の逆相同期した振動パターンは振動子間の
結合強度に依存して現れることが理解された．
実験ではBZ反応溶液を一つの振動子と見な

し，ポンプによって拡散結合した系に対し，光
フィードバック刺激を与えることで，数値計算
結果や分岐構造の変化を再現する様な結果が得
られた．

2 数理モデル
3変数のOregonatorモデルに，フィードバッ
ク刺激の効果を次の様に導入した．

u̇i =
1

ε
(qvi − uivi + ui(1− ui)) +Du(uj − ui),

v̇i =
1

δ
(−qvi − uivi + fwi + sϕ) +Dv(vj − vi),

ẇi =ui − wi +Dw(wj − wi),

ϕ =
w1 + w2

2
.

(i, j = 1, 2, i ̸= j)

変数はそれぞれ，活性因子 ui = [HBrO2]，抑制
因子vi = [Br−]，酸化された触媒wi = [Ru(bpy) 3+

3 ]

を表す．またϕはフィードバック変数として設
定しており，wi の平均値に等しい．これは実
験においても得られる情報はRu(bpy) 3+

3 の濃
度に相当するものと考えられるからである．ま
た光刺激は抑制因子である Br− を増やす様に
作用する為，ϕは vの式に作用させた．
この数理モデルの挙動は図 1の様なものが得
られ，特に図 1(a-2)の様な逆相同期した振動が
見られた．この逆相同期パターンは，強い振幅
と弱い振幅の振動を二つの振動子が交互に繰り
返し，かつ周期が同相同期と比べて 2倍に伸び
ている為，交互振動であることが理解された．
詳細な分岐構造を調べてみると，交互振動は同
相同期から周期倍分岐を起こすことで現れた解
であることが分かった．
この分岐構造は拡散結合係数Du，Dv，Dwを
変化させることで大きく変化する (図 1(b))．特
に拡散係数の比較的小さい範囲では周期倍分岐
から伸びる解が逆相同期の解の枝では無いこと
に加え，同相同期と逆相同期の解の共存領域が
sの小さい範囲まで存在する．この時の振動は
周期が同位相解とほとんど変わらない通常の逆
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相同期である (図 1(b-1))．
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図 1. 数理モデルの数値計算結果と分岐図．(a)Du，Dv

，Dw = 0.3．(a-1)s = 0.0．(a-2)s = 1.0．(b)Du，Dv

，Dw = 0.0．(b-1)s = 0.3．分岐図 (a)(b)において，黒:
同相同期，赤:逆相同期した解，緑:別の周期解群，実線:
安定，破線:不安定をそれぞれ表す．

3 実験
実験では図 2の様なシステムを構築した．二

つのBZ反応溶液の酸化還元電位を測定し，その
数値データから輝度情報を作り LEDライトに
送信することで，フィードバック制御された光
刺激をBZ反応溶液に返す様なシステムである．
輝度情報を作る制御演算として，二つの酸化還
元電位の平均値を算出し，同じ輝度情報をLED

ライトに送信した．つまり，ある時刻 tにおけ
る各BZ溶液の酸化還元電位をVi(t) (i = 1, 2)

とすると，輝度情報 I(t)は

I(t) = σ
V1 +V2

2

と表される．この時，σ(≥ 0)はフィードバッ
クの強度を表すパラメータである．この様な
システムで実験を行なった結果が図 3である．
σ = 0.2と小さい値では同相同期が見られたが，
σ = 0.5と値を大きくすることで逆相同期した
振動へと変化した．その周期を見てみると，同
相同期と比べておよそ 2倍になり，周期に関し
て図 1(a-2)に相当する様な交互振動が観察さ
れた (図 3(a-2))．
二つの溶液間の結合強度となるポンプの流量

を変えると，見られた同期パターンに変化が生
じた．図 3(b)の様に流量を減らすことで周期
が倍ではない逆相同期が得られたとともに，σ

の小さい範囲で同相同期と逆相同期が共存する
領域が見られた．
以上の実験結果より図 3(a)(b)は，それぞれ
図 1(a)(b)に対応すると考えられる．本講演で

はこの分岐構造の変化と，その特徴から説明で
きる実験結果との比較をより詳細に紹介する．

LED light

Arduino

PC
power supply

peristatic pump

magnetic stirrer 

図 2. 光フィードバックシステムの模式図．

3002001000

0.8

0.4

sec.

 (
V

)

(a-1)

3002001000

0.8

0.4

sec.

 (
V

)

(a-2)

(a)

0.60.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

70.0

10.0

20.0

30.0

40.0

50.0

60.0

p
er

io
d

 (
se

c.
)

3002001000

0.8

0.4

sec.

 (
V

)

(b-2)

3002001000

0.8

0.4

sec.

 (
V

)

(b-1)

(b)

0.60.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

70.0

10.0

20.0

30.0

40.0

50.0

60.0

p
er

io
d

 (
se

c.
)

図 3. 実験結果．(a)ポンプ流量 350mL/h，(a-1)σ = 0.2，
(a-2)σ = 0.5，(b)ポンプ流量 150mL/h，(b-1)σ = 0.3，
(b-2)σ = 0.6．◦:同相同期，□:逆相同期した振動をそれ
ぞれ表す．
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1回繁殖型戦略における周期性と生活環恒常性の進化

今　隆助 1

1宮崎大学工学教育研究部
e-mail : konr@cc.miyazaki-u.ac.jp

1 概要

ヒトの様に一生の間に複数回繁殖する戦略を
多数回繁殖型戦略 (iteroparity)という．一方で，
多くの昆虫や一年生植物のように，一生の間に
1度しか繁殖せず，繁殖後直ちに死亡するよう
な戦略を 1回繁殖型戦略 (semelparity)という．
いずれの繁殖戦略をとる生物も，その個体群動
態はしばしばLeslie行列モデルと呼ばれる次の
差分方程式で記述される．

xk+1 = L(xk)xk (1)

ここで，xk = (x1,k, x2,k, . . . , xn,k)
⊤,

L(x) =


f1 f2 · · · fn−1 fn
s1 0 · · · 0 0

0 s2 · · · 0 0
...

...
...

...

0 0 · · · sn−1 0


である．ただし，f1, f2, . . . , fn, s1, s2, . . . , sn−1

は一般にxの関数である．xiは i歳の個体の数，
fi は i歳の繁殖率，si は i歳の生存率を表す．
1回繁殖型戦略の場合には，f1 = f2 = · · · =
fn−1 = 0である．f1, f2, . . . , fn, s1, s2, . . . , sn−1

が定数の場合には，(1)は線形の Leslie行列モ
デルと呼ばれ，その振る舞いは単純であるが，
個体数 x1, x2, . . . , xnに依存する場合には，(1)

は非線形の Leslie 行列モデルと呼ばれ，カオ
スのような複雑な振る舞いを示しうることが
知られている [1]．Bulmer [2]やHoppensteadt

and Keller [3]はこのような非線形の 1回繁殖
型Leslie行列モデルを用いて，周期昆虫と呼ば
れる昆虫が示す周期性について研究している．
周期昆虫 (periodical insects)とは，寿命の長

さが，例えばn年 (n ≥ 2)に，固定されており，
成虫が n年に 1度の周期で羽化するような昆
虫のことをいう．代表的な周期昆虫はアメリカ
東部に生息する周期ゼミであるが，周期ゼミ以
外にもさまざまな周期昆虫が知られている [4]．
Bulmer [2]は，非線形の 1回繁殖型 Leslie行列
モデルを用いて，周期昆虫が周期性を獲得する
には，同じ年齢の個体同士の競争よりも，異な

る年齢の個体同士の競争の方が激しいことが重
要であることを明らかにした．また，このよう
な年齢特異的な競争の他にも，捕食者飽和と呼
ばれる効果が，同様の効果をもたらすことを，
Hoppensteadt and Keller [3]が明らかにしてい
る（[5]も参照）．
周期昆虫の特徴は，Bulmer [2] や Hoppen-

steadt and Keller [3]が着目した周期性に加え
て，寿命の長さが環境に依らず一定に固定され
ているという生活環の恒常性も特徴の 1つであ
る．周期性と生活環の恒常性は，一方を仮定す
ればもう一方が進化しうることは容易に示せそ
うである．実際，周期性を仮定すれば，生活環
の恒常性を失った個体は大多数の個体とは異な
る年に羽化してしまうので，適当な捕食圧の元
では，そのような個体は淘汰されやすいと考え
られる．また，生活環の恒常性を仮定すれば，
Bulmer [2]や Hoppensteadt and Keller [3]が
示したように，年齢特異的な種内競争や，捕食
者飽和が周期性を作り出すことが知られてい
る．しかしながら，周期性や生活環の恒常性が
ない状態から，それの進化を促すメカニズムは
分かっていない．実際，Bulmer [2]は “There

is some difficulty in seeing how the constancy

of the life cycle and periodical behavior could

have evolved together since each presupposes

the other, but I shall not pursue this problem

here.” と述べており，未解決の問題として残さ
れている．本発表では，周期性と生活環の恒常
性の進化を考察するための数理モデルを紹介し，
周期性や生活環の恒常性を前提とせずに，それ
らの進化を促すメカニズムについて考察する．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP16K05279の助
成を受けたものである．
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結晶方位差と三重点による結晶粒界の発展方程式

Epshteyn Yekaterina1, Liu Chun2, 水野 将司 3

1The University of Utah, 2Illinois Institute of Technology, 3日本大学理工学部
e-mail : 3 mizuno@math.cst.nihon-u.ac.jp

1 結晶粒界モデルの導出

結晶粒界とは, 多結晶体の結晶同士の境目の
ことで, 物質の強度, 延性, 電導性や熱電導率
などと関係がある. 多結晶体の例は金属や鋼,

合金などであり,数学的取り扱いは Mullins と
Herring の研究によるところが大きい ([1, 2]).

とりわけ, Mullins方程式から導かれる曲率流
方程式は, 材料工学からの要請のみならず, 数
学的に興味深い問題であったことから, 数多く
の研究が行われてきた.

図 1. 結晶粒界のモデルの模式図

ところで,

結晶はその
結晶一つ一
つに結晶の
方位が定め
られており,

その結晶の
方位のずれ,

特異性が結
晶粒界でお
きている. し
たがって, 隣り合う結晶の結晶方位の差は, 結
晶粒界エネルギーを考えたときに考慮に入れる
べき状態変数である. なぜならば, 結晶中の原
子, 分子の配列は完全ではなく (格子欠陥とい
う), 結晶方位差は結晶中の原子, 分子が完全な
配列になることを阻害するからである. しかし,

曲率流方程式の非線形性, 数学解析の困難さか
ら,結晶方位差はエネルギーに寄与しない仮定
をおいて研究が進められてきた. そこで, 結晶
方位差を考慮に入れた結晶粒界エネルギー

E = E(t) =
3∑

j=1

∫
Γ(j)

σ(n(j),∆α(j))

を考える. ここで, Γ(j) (j = 1, 2, 3) は結晶粒
界とし, 結晶粒界エネルギー密度 σ = σ(n, α) :

Rn×R → Rは非負値でnについて正一次斉次,

すなわち λ > 0 に対して, σ(λn, α) = σ(n, α)

を仮定する. n(j) = n(j)(s, t) は結晶粒界 Γ(j)

の法ベクトル, ∆α(j)(t) = α(j−1)(t) − α(j)(t)

は結晶方位差である. さらに, 三つの Γ(j) は三

重点 a(t)で交わることを仮定して, もう一方の
端点は Dirichlet境界条件 x(j)を課す. この結
晶粒界エネルギー E に対して変分原理から方
程式を導出する (cf. Liu-Kinderlehrer [3]).

粒界 Γ(j) の法速度を v
(j)
n として

v(j)n = −µ
δE

δΓ(j)
(M)

を仮定する. µ > 0 はモビリティパラメータで
ある. 結晶粒界エネルギー密度 σ は n につい
て正一次斉次を仮定したので, n の偏角を θ と
おけば, (M)はMullins方程式

v(j)n = µ(σθθ(n
(j),∆α(j)) + σ(n(j),∆α(j)))κ(j)

となる. ただし, κ(j) は Γ(j) の曲率である.

結晶方位 α(j) は変分原理

dα(j)

dt
= −γ

δE

δα(j)
(O)

に従うと仮定する. ただし, γ > 0 は正定数で
ある. α のみたす方程式は σα の積分に依存す
る, 粒界の非局所項が現れる.

三重点は三つの結晶粒界 Γ(j) が集中する点で
あり, 応力テンソルT(j) := σ

(j)
θ n̂(j) + σ(j)b̂(j)

の和が重要な役割をはたす. ここで, b̂(j)は a(t)

から x(j) へ向かう a(t) での単位接ベクトル,

n̂(j) はn(j) の正規化ベクトルである. 応力テン
ソルがつりあう条件, すなわち

∑3
j=1T

(j) = 0

を Herring条件という. この条件は, 平衡状態
では必要条件として導かれる条件である. 他方,

動的問題を考えるときは, 三重点に何らかの条
件を課さなければ方程式が閉じない. 我々は,

三重点に動的境界条件

da

dt
= η

3∑
j=1

T(j) (T)

を課す. ただし, η > 0 は正定数である. 我々の
仮定 (M), (O), (T) からエネルギー消散評価式

d

dt
E(t) = −

3∑
j=1

(
1

µ

∫
Γ(j)

|v(j)n |2

+
1

γ

∣∣∣∣∣dα(j)

dt

∣∣∣∣∣
2)

− 1

η

∣∣∣∣dadt
∣∣∣∣2 (ED)
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が得られる. 動的境界条件 (T)を課したことに
より, エネルギーの消散率に三重点の時間微分
が含んでいることに注意する. また, (M), (O),

(T) はマルチスケールの構造を持つことに注意
する. 実際に, (M)は粒界の局所的性質, (O)は
結晶の大域的性質から得られたものである.

2 結晶成長ネットワークモデル

図 2. 結晶粒界ネットワークの模式図

1 節の議
論を結晶方
位 {α(k)}k
と三重点{a(l)}l
をもつ結晶
成長ネット
ワーク{Γ(j)

t }j
に拡張する
ことを考え
る. 以下, 結晶方位α(k) と単結晶を同一視する.

結晶粒界エネルギーは

E(t) =
∑
j

∫
Γ
(j)
t

σ(n(j),∆(j)α)

で与えられる. ここで, ∆(j)α は結晶粒界 Γ(j)

に隣りあう結晶の方位差である. 1節の議論と
同様に変分原理を用いると,

v(j)n = µ(σθθ(n
(j),∆α(j)) + σ(n(j),∆α(j)))κ(j)

dα(k)

dt
= −γ

δE

δα(k)
,

da(l)

dt
= η

∑
a(l)∈Γ(j)

t

T(j)

(GBN)

が得られる. ただし, µ, γ, η > 0 は正定数であ
る. 第一式は, Mullins方程式であり結晶粒界
の局所的性質から決まる方程式である. 第二式
は, 結晶粒界の大域的性質によって決まるもの
であり,粒界結晶エネルギー E の α(k) に関す
る第一変分は α(k) に隣り合う結晶の結晶方位
差で決まる. 例えば, 図 2において

δE

δα(7)
=

6∑
j=1

∫
Γ
(j)
t

σα(n
(j), α(7) − α(j))

となる. 第三式は三重点における動的境界条件
であり, 緩和極限 η → 0 をとると Herring条
件となる. この方程式系 (GBN) においても,

(ED)と同様のエネルギー消散式が得られる.

3 結晶成長モデルの可解性

これまでの, 結晶粒界ネットワークモデルの
可解性は, 粒界の形状をもとにした方程式, つ
まり, 緩和極限 γ = η → ∞ をとった平均曲率
流のネットワーク解が主に考察されてきた. 本
研究では, 結晶成長における結晶方位差と三重
点の効果をみるために, 結晶粒界エネルギー密
度を σ(∆α) := 1 + 1

2(∆α)2 とおき, 緩和極限
µ → ∞をとる. すなわち, 粒界の形状を考えな
いことにする. すると, 結晶粒界の曲率が 0 と
なるため, Γ(j) : a(t) + sb(j)(t) (0 ≤ s ≤ 1),

b(j)(t) = x(j) − a(t) と表示できる. 簡単のた
めに, γ = η = 1 とすると, (GBN)から対応す
る常微分方程式系が得らえる. 例えば, 図 1に
対応する常微分方程式系は

dα(j)

dt
= −(|b(j+1)|+ |b(j)|)α(j)

+ |b(j+1)|α(j+1) + |b(j)|α(j−1),

da

dt
=

3∑
j=1

(
1 +

1

2

(
∆α(j)(t)

)2
)

b(j)

|b(j)|
,

である. b(j) = 0 となるときに, 方程式が意味
を持たなくなる. これは, 三重点同士が衝突し
て, 結晶粒界の位相変化がおこることに対応す
る. 我々は平衡解に十分近い初期値に対して,

結晶粒界ネットワークの時間局所解を得た.

定理 1. 結晶方位を考えた結晶粒界ネットワー
クにおいて, 初期三重点が平衡解に十分近いと
き, (GBN)は一意な時間局所解を持つ.
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受けたものである. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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ODEとコネクトーム 
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1  導入 
 ここでは脳科学，特に計算脳科学

(Computational Neuroscience)における数値

解法を扱う．近年の高度な生体計測・医療画

像処理技術開発などから脳神経系全体の巨大

ネットワーク（コネクトーム）が現実の研究

対象になった．このコネクトーム内に流れる

化学的電気信号は，神経細胞(Neuron)に関し

て非線形 ODEである Hodgkin-Huxley(HH)モデ

ルにより局所的にはうまく扱えるとされる．

しかし HHモデルはコネクトームに対する数値

解法としては非効率で，そのため高速で信号

の再現性に優れた別の非線形 ODEモデルが提

案された[1]．コネクトームの巨大な非線形

ODEネットワークの解析的アプローチを困難に

している別の要因は，Neuronの非常にバラエ

ティーに富む発生電位（電流）波の種類であ

る．先の[1]はモデル式（1）において 4つの

パラメーター(a, b, c, d)で，この種々の波をお

およそ全て再現できる，としている．𝑉は発生

電位で信号は不連続となる．Iは別の発火

Neuronからのシナプス入力の重み合計，𝑈は𝑉

の復元変数である.  

  �̇� = 0.04𝑉2 + 5𝑉 + 140 − 𝑈 + 𝐼 

  �̇� = 𝑎(𝑏𝑉 − 𝑈)                  (1)          

 if  𝑉 ≥ +30 [𝑚𝑉]  ,   then    

 𝑉 ← 𝑐 ,   𝑈 ← 𝑈 + 𝑑 

以下，図 1，図 2に(1)を用いた典型的な興奮

性 Neuronの発火パターンを示す． 

 

図 1．(1)のパラメーターと発生波形(概形) 

 

図 2．興奮性 Neuronの発火パターン 

 

ところで現在適用報告されている神経波の

混在計算はせいぜい 2種までであり，特に多

様な同期現象に対しては未熟である．色々な

課題が山積みであり，シナプス可塑性

(STDP:Spike-Timing-Dependent Plasticity)

に絡む Hebbian, Non-Hebbainな Neuron間で

の扱いや，軸索周辺細胞との関係など，今後

も生体計測分野からの最新の研究報告に合わ

せ解析的な手法も修正して行かねばならない

段階である．本研究報告では，特に脳波の発

生が多数の Neuronからなるネットワーク上の

電気信号の同期現象[2]と捉えた数値解法に関

するものである． 

 

2  モデルと計算手法 
以下の図 3は(1)式を用い，文献[1][3]によ

るプログラムを，数値(時間)積分法の部分を

異なるものに換え比較計算した結果である．

図 3 a)は初期値，b)は Euler法，c)は予測子

(陽的)法を用いた十分な時間経過後の計算結

果である．表示は[1][3]と同じとした．横軸

は時間，縦軸は計算に用いた Neuronの数に対

応した番号，発火している Neuronをプロット

した． 

各図縦軸の Neuron番号 800番までは，興奮

性 Neuron，801-1000番は抑制性 Neuronの状

態を示し，2種 Neuronの混合ネットワークと 

b 

c V(t) 

U(t) 

d 

a 

30 [𝑚𝑉] 
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図 3．初期値と計算経過後 a), b) c) 

 

し，各 Neuronは他のランダムに選んだ 100個 

の Neuronとシナプス結合し，軸索の長さによ

る神経信号の遅れや，シナプス可塑性も簡易

ながら考慮し計算を行った． 

 

3 計算結果と考察 
図 3 a)は睡眠状態に表れるデルタ波が 1000

個の Neuronの同期現象として現われる初期状

態設定がされている．この初期状態を用い，

b),c)では充分な時間経過後にガンマ波が

Neuronの同期現象として再現できている．こ

れは[1][3]のアプローチにより脳波を多数の

Neuronの同期現象で説明する[2]の計算機によ

る再現可能性が示されたことになる．しかし

コネクトームを対象とする場合の課題も示さ

れた．これは b)と c)の違いである．別の同期

状態への到達時間と再現される同期の分布

が，数値積分法により幾分異なる．b)は同期

がうなり状に発生し，c)では一様に分布して

いる．巨大なネットワークのコネクトーム

は，同期が多様なスケール・時間で発生す

る．そのため同期の発生タイミングは複合同

期に対し正確でなければ，脳機能の特徴を計

算機で再現できない． 

この課題の克服には，巨大な非線形 ODEネ

ットワークの多重・多様な同期現象を正確に

再現できる数値積分法の考案が必要である． 

また生体計測分野による脳ネットワーク解析

からの最新情報も導入しつつマクロモデルと

して構成すべきである．本報告はその入り

口，紹介程度でしかない． 
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船体転覆モデルに対するリアプノフスペクトルを用いた解析手法の検討
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1 はじめに

船体転覆現象への知見を得るため，船体横揺

れを表す運動方程式の非線形性を解析すること

が本研究の目的である．

船体運動及び転覆現象において，入力となる

波浪に代表される外力と出力となる横揺れとの

間に強い非線形性が生じることが知られている．

この非線形性を定量的に解析することは船舶の

安全性を考えていく上で重要となる．そこで，

この運動を解析的または幾何学的に扱うことに

よって解釈する試みがなされてきた [1][2]．

本研究においては，復原項に非線形の項を持

つ強制ダフィング方程式を船体転覆モデルとし

て主に扱った．そもそも船舶の横揺れを表す運

動方程式は復原項に負係数の非線形項を取り入

れた以下の形で一般化できる．

I¢d
2Á

dt2
+N ¢dÁ

dt
+W ¢GM ¢Áf1¡ (Á=Áv)

2g
= M0 +Mr cos(!t+ ±) (1)

式 (1)について，直立時の横揺れ固有周波数を

!0 = (W ¢GM=I)
1
2，時間を s = !0t，横揺れ角

を Ã = Á=Ávでそれぞれ変換し，無次元化する

ことで式 (2)へと簡略化することができる．

d2Ã

ds2
+ º

dÃ

ds
+ Ã ¡ Ã3 = B0 +B cos(s+ ")

(2)

この数理モデルは条件如何でカオス運動や解の

爆発を生じ，非常に複雑な挙動を示す．また，

この解の爆発は船体運動の大傾斜もしくは転覆

に相当する．本研究では，このモデルが持つ非

線形性をカオス解析で知られるリアプノフスペ

クトルを用いて解析を行った．

2 リアプノフスペクトルの推定

リアプノフ指数 ¸は軌道不安定性を定量化す

る指標である．また，リアプノフ指数は系の次

元数だけ存在し，これらの組をリアプノフスペ

クトルと呼ぶ．3次元力学系ではリアプノフス

ペクトルは f¸1,¸2,¸3gとなり，各方向への指数
的拡大（縮小）率を意味する．

リアプノフスペクトルは各符号の組み合わせ

によって，系の特徴を推定することができる．

例えば，符号の組み合わせが (0;¡;¡)のとき

系は周期運動に対応し，系がカオス運動となる

とき符号は (+; 0;¡)となる．

本研究ではWolfの論文 [3]中に紹介されてい

るアルゴリズムを基に，島田・長島らのリアプ

ノフスペクトル計算法 [4]を用いた．式 (2)を

3次の自励系微分方程式に変換した式 (3)を用

いて基本のトラジェクトリーを，さらに式 (3)

を線形化した運動方程式から軌道差の微小変位

をそれぞれ求めた．なお，本手法では正規直交

化にGram-Schmidt法を用いている．

dÃ

ds
= u

du

ds
= ¡ºu¡ Ã + Ã3 +B cos µ

dµ

ds
=  (3)

また，数値計算には主に 4次のルンゲクッタ法

を用い，刻み値 dt = 0:01でリアプノフスペク

トルを推定した．

その結果，転覆モデルで見られる周期運動と

カオス運動のリアプノフスペクトルを正しく推

定することができ，理論通りの結果が得られた．

また，解の爆発（転覆）が生じる際にはリアプ

ノフスペクトルもほぼ同じ計算時間で値が発散

することも確認できた．さらに，計算開始から

解の爆発が生じるまでにある程度の時間を有す

る場合，値が発散する前段階で一度リアプノフ

指数のひとつが正の値を取ることも分かった．

以上の結果を基に，リアプノフスペクトルを

後述の初期値平面・制御平面に応用することを

考えた．

3 初期値平面・制御平面への応用

船体転覆モデルは初期値鋭敏性を有し，初期

値毎で転覆の有無に差が生じる．このことを利

用し，転覆領域と非転覆領域で構成される初期

値平面が得られる．具体的には，モデルを解い

て転覆したか否かで色分けしてプロットし，こ

の工程を初期値を次々と変えて繰り返すことに
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図 1. Initial value plane (¸3, B =0.255,  =0.63)

より作成される．白い領域が転覆領域である．

制御パラメータについても同様にして，制御平

面が得られる．初期値平面は横軸を初期傾斜角

Ã，縦軸を初期角速度 _Ãで, 制御平面は横軸を

入力周波数 ，縦軸を入力振幅 B でそれぞれ

表される．

解の爆発が生じるときリアプノフスペクトル

も発散することから，¸1，¸2，¸3 をそれぞれ

初期値平面及び制御平面上の垂直方向へプロッ

トすることで，¸i値の高低差を色で識別した．

これによって得られた初期値平面・制御平面の

カラーマップから，非転覆領域中にフラクタル

なパターンをはじめとする特徴的なパターンが

確認された．

4 各平面におけるパターンの分析

これまでに，初期値平面の非転覆領域中に生

じる転覆領域のフラクタル的浸食の始まる限界

点を，メルニコフの手法を用いることで解析的

に見積もる方法が提案されてきた．しかし，浸

食が始まる以前の非転覆領域の変化を捉えるこ

とは出来ていなかった．

本研究ではカラーマップ化した初期値平面に

よって，浸食後の転覆領域のパターンが浸食の

始まる直前に，非転覆領域中で確認された．つ

まり，浸食以前の非転覆領域の変化を捉えるに

至った (図 1，2)．このことから，本研究におけ

る初期値平面がフラクタル的浸食の始まりを捉

えるだけでなく，浸食が生じるメカニズムを調

べることにも有効であると考えられる．

カラーマップ化した制御平面についても，非

線形の共振曲線のピーク値と近い挙動を示すパ

ターンを確認するに至っている．このパターン

は減衰項のパラメータや軟化バネ系，硬化バネ

図 2. Initial value plane (¸3, B =0.256,  =0.63)

系に関わらず確認されいる．今後はこれらのパ

ターンが形成されるメカニズムや何を示してい

るのかさらに調べていく必要がある．

5 まとめ

以上のことを踏まえ，リアプノフスペクトル

に着目することで従来法では捉えられなかった，

船体転覆モデルにおける非線形性に起因する特

徴を捉えることができた．メルニコフの手法な

ど従来法とリアプノフスペクトルで得られるカ

ラーマップ化した初期値平面・制御平面を併用

することによって，船体転覆モデルの非線形性

への理解をさらに深めていくことができると考

える．
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ある遅延微分方程式の陽的な周期解について

中田行彦

概要. 本発表では、ある非線形な遅延微分方程式（分散型の時間遅れをもつ Hutchinson-Wright方程式）
が、平衡点が不安定な場合、周期 2の周期的解をもつことを示す。Kaplan and Yorke（1974）のアイデ
アに倣って、ある可積分な二階の常微分方程式から、ヤコビの楕円関数で表される陽的な周期解を構成し
た。関連する感染症モデルに関する結果にも言及する。

1. Hutchinson-Wright equation with distributed delay

We consider the existence of a periodic solution of the following delay differential equation

(1.1)
d

dt
x(t) = rx(t)

(
1−

∫ 1

0

x(t− s)ds

)
,

where r is a positive parameter, r > 0. The delay differential equation (1.1) can be seen as a
variant of the Hutchinson-Wright equation (1.2). The author’s motivation to study (1.1) is that
the equation appears as a limiting case of an infectious disease model with temporary immunity, as
it is explained below. See also [2, 15] and references therein for studies of logistic equations with
distributed delay.

The Hutchinson-Wright equation is a mathematical model for a single species population and is
a delayed logistic equation having a form of

(1.2)
d

dt
x(t) = rx(t) (1− x (t− 1)) .

Jones investigated the existence of a periodic solution of Wright’s equation in [7, 8] by the fixed-
point theorem. Nussbaum then established a general fixed-point theorem and study the existence
of periodic solutions for a class of functional differential equations in [12]. Many extensions of
the Hutchinson equation (1.2) have been investigated, see [4, 15, 2] and references therein. The
Hutchinson-Wright equation still poses mathematical challenges [6, 17].

For the equation (1.1), the existence of periodic solutions does not seem to be well understood.
The periodicity, which may explain the recurrent disease dynamics, is a trigger of this study.
Differently from the discrete delay case, the distributed delay is an obstacle, when one tries to
construct a suitable Poincare map to find a periodic solution. Here we follow the approach by
Kaplan and Yorke [9]: we find a periodic solution of a differential equation with distributed delay,
considering a system of ordinary differential equations. In the paper we prove the following theorem
for the equation (1.1).

定理 1. Let r > π2

2 . Then the delay differential equation (1.1) has a nontrivial periodic solution of
period 2, i.e., x(t) = x(t− 2), t ∈ R, satisfying

x(t)x(t− 1) = Const,
∫ 2

0

x(t− s)ds = 2

for any t ∈ R.
1
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図 1.1. Bifurcation of the equilibrium. The equilibrium x = 1 is asymptotically
stable for r < π2

2 and is unstable for r > π2

2 . At r = π2

2 a Hopf bifurcation occurs
and the periodic solution appears.

The existence of the periodic solution is proven, solving a corresponding ordinary differential
equation, which turns out to be equivalent to the Duffing equation. The periodic solution, explicitly
expressed in terms of the Jacobi elliptic functions, appears at r = π2

2 , as the positive equilibrium
(x = 1) loses stability via Hopf bifurcation, see Figures 1.1 and 1.2.

We also discuss the application of the the proof to a class of differential equation, namely

d

dt
x(t) = −rf

(∫ 1

0

x(t− s)ds

)
,

where f is an odd function satisfying some conditions.

2. An epidemic model with temporary immunity

The delay differential equation (1.1) can be related to an epidemic model that accounts for
temporary immunity ([1, 5, 3, 16]). Let us derive the delay differential equation (1.1) as a limiting
case of the following SIRS type epidemic model with temporary immunity

d

dt
S(t) = −βS(t)I(t) + γI(t− τ),(2.1a)

d

dt
I(t) = βS(t)I(t)− γI(t),(2.1b)

d

dt
R(t) = γI(t)− γI(t− τ).(2.1c)

Here S(t), I(t) and R(t) respectively denote the fraction of susceptible, infective and recovered
populations at time t. The model (2.1) has three parameters: transmission coefficient β > 0, the
recovery rate γ > 0 and the immune period τ > 0.

We choose the initial condition such that S(t) + I(t) + R(t) = 1, t ≥ 0, implying that the total
population is 1. Since it also follows

(2.2) R(t) = γ

∫ τ

0

I(t− s)ds, t ≥ 0,
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ある遅延微分方程式の陽的な周期解について 3

図 1.2. Time profile of the periodic solution for r = 5 and r = 10.

we derive the following scalar delay differential equation

(2.3)
d

dt
I(t) = I(t)

{
β

(
1− I(t)− γ

∫ τ

0

I(t− s)ds

)
− γ

}
.

Letting x(t) = I(t)
Ie

, where Ie is a nontrivial equilibrium of (2.3) and considering a nondimensional
time so that the immune period is 1, we obtain

d

dt
x(t) = (β − γ)x(t)

(
1−

x(t) + γτ
∫ 1

0
x(t− s)ds

1 + γτ

)
.

If we fix r = β − γ and let γτ → ∞ then we formally obtain the equation (1.1). Local stability
analysis for (2.3) can be found in [5, 3]. See also [14] for the application of the mathematical model
to explain the periodic outbreak of a childhood disease.
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ウェーブレット解析による聴性定常反応波形高速加算法の検証

井川 信子 1, 守本 晃 2, 芦野 隆一 2

1流通経済大学，2大阪教育大学

e-mail : ikawa@rku.ac.jp

1 概要

40-Hz聴性定常反応（auditory steady-state

response, ASSR）は 40-Hzサイン波上の振幅変

調音刺激によって誘発される聴覚中枢系脳波で

ある (詳細は [1]参照)．この脳波を被験者自身

できこえを応答するのではない他覚的聴力検査

に用いるためには，より迅速で正確な検出が必

要である．現在は，検出に長時間を要している．

我々はこれまで，ウェーブレット解析を用いる

などで，検出時間の短縮を目指してきたが，本

稿では特に，Galambosらによる 40-Hz event

related potential (40-Hz ERP) に関する報告

([2]参照)を応用して，聴性定常反応波形の高

速加算処理法を提案する．ウェーブレット解析

を用いて，その妥当性と有効性の比較検証を試

みた結果について報告する．

2 40-Hz ASSRの測定法

40-Hz ASSRの測定は独自開発装置 (詳細は

[3]参照)による．正弦波的振幅変調音（sinu-

soidally amplitude-modulated tone : SAM）を

刺激音に用い，覚醒時，搬送周波数（carrier fre-

quency : CF）を 1000 Hz，変調周波数（mod-

ulation frequency : MF）を 40 Hzとした．計

測波形のサンプリング周波数は 1024 Hz，サン

プリングポイント 512 点（500 ミリ秒，周波

数分解能：2 Hz）を，1 epochとする．従来は

音刺激開始をトリガとして 1 epochごとに脳

波を記録するが，本装置では音刺激を連続して

（高い音圧では 10 秒，閾値付近では 20 秒ま

たは 30 秒）提示し，同時にその間の脳波を測

定した．また，40-Hz ASSRの反応の有無の判

定は，Fridmanらが提案したCSM(component

synchrony measure)を計算する位相スペクトル

解析法を用いた．今回の解析では本装置で収録

し，CSMにより反応ありと判定された誘発脳

波と音刺激なしの自発脳波を用いて行った．解

析時間は 10秒の場合である．

3 1次元複素連続ウェーブレット解析

本稿では，一次元複素連続ウェーブレット解

析 (the one-dimensional complex continuous

wavelet analysis, 略して CCWA)を適用する．

すなわち，マザーウェーブレット：ψ ∈ L2(IR) :∫ +∞
−∞ ψ(t) dt = 0. 通常, 正規化され，∥ψ∥ = 1

　で，t = 0が中心である．a > 0 and b ∈ IR

に対して，次のように定義する.

ψa,b(t) =
1√
a
ψ

(
t− b

a

)
. ただし，∥ψa,b∥ = 1.

(a, b)に対する x ∈ L2(IR)における連続ウェー

ブレット変換を次式で定義する．

Wψ[x (t)](a, b) = C (a, b) = ⟨x , ψa,b⟩

=　

∫ ∞

−∞
x(t)ψ∗

a,b(t) dt,

ここで ψ∗ は ψ の複素共役を示す. マザーウ

ェーブレットとして，次式で定義する複素モル

レ (complex Morlet) ウェーブレット関数 ψ(t)

を選択する (図 1に表示する)．

ψ(t) =
1√
2πσ2

e−
t2

2σ2 eiω0t, ψ(t) の実部 ℜψ(t)

は t = 0で線対称である. ψ(t) の虚部 ℑψ(t)
は原点 (0, 0)で点対象である. ここで，σ =

√
3
2 ,

ω0 = 2π とおき次の MATLAB 関数を用いる:

[PSI,X] = cmorwavf(LB,UB,N,FB,FC)

ただし，LB=-5, UB=5, N=1000, FB=1.5, FC=1.

以降，上記 Morletウェーブレット関数を用い

たウェーブレット解析を単にCCWAというこ

とにする.

4 加算法の提案とCCWA比較

従来は，計測脳波を 512点ごとに切り出し加

算した．

ASSRN =
1

N

N∑
k=1

Epochk

N = 19のとき，CCWAを適用した例を図 2に

表示する．この結果からは 40-Hz ASSRが検出

できているとは，判定できない．

一方，我々の提案法は epochごとの波形の切

り出しを 1周期 (40 Hz)シフトして切り出す方
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図 1. The complex Morlet wavelet.

図 2. Example results of conventional averaging.

法である．40-Hz ASSRの成立機序は，Galam-

bosらによる 40-Hz ERPである．40-Hz ERP

は40-Hz ASSR同様に中間潜時反応 (middle la-

tency response : MLR)であるので，この反応

を 25ミリ秒ずつ位相を遅らせながら加算する

と，40 Hzのサイン波形に類似した反応として

得られるだろうということによる．計測波形の

サンプリングデータ D = {d[t] | t = 0, 1, 2, . . .}
and m ≥ 1に対して，

a⃗k = (d[26(k − 1)], d[26(k − 1) + 1], . . . ,

d[26(k − 1) + 511]), k = 1, . . . ,m.

とするとき，M ≤ (m−20)に対して，提案法の

加算式は, s⃗M =
1

M

M+20∑
k=21

a⃗k.となる．従来法と

同一計測データに適用した結果を図 3に示す．

周波数 40 Hz 付近に明るい黄色の帯が観察さ

れ，顕著な反応が得られた．さらに，Galambos

らによる”po+pa+pb” 生成法を図 4の左図に，

この方法による”po+pa+pb”を自発脳波 (赤線)

と誘発脳波 (青線)から求めた結果を図 4に重

ね書きした．図 2の表示では反応判定が難し

いが，図 4では，特に pa潜時が両者で異なり，

確かに反応があるともいえる．

図 3. Example results of proposed averaging.

ms

図 4. Example results of 40-Hz ERP.

5 まとめ

40-Hz ASSRの発生機序がMLR，すなわち

40-Hz ERPであるから，40-Hz ASSRにおい

て，計測した脳波から epochごとの切り出しを

40-Hz ERPのように 1周期（25ミリ秒）シフ

トして加算する本提案手法の適用は妥当とみて

よい結果が得られた．自発脳波にも 40-Hz 成

分があり，音刺激により誘発される 40-Hz成分

との違いを説明する鍵が，図 4にあると思うの

で，さらなる分析は今後の課題とする．

謝辞 実験の際，千葉大学 CFME の支援を受

けたことに感謝する．また，本研究は JSPS科
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両側四元数フーリエ変換と右側四元数フーリエ変換に関するいくつかの注
意
芦野隆一
大阪教育大学 数理情報
e-mail : ashino@cc.osaka-kyoiku.ac.jp

1 概要
四元数は非可換なため，四元数値関数のフー

リエ変換の定義にはいくつかの流儀がある．採
用するフーリエ変換の定義に応じて，成立する
性質が異なる．この講演では，両側四元数フー
リエ変換と右側四元数フーリエ変換を紹介し，
いくつかの成立する性質の違いについて説明
する．

2 四元数の基本的性質
2 次元平面における運動（平行移動と回転）

が複素数で表現できるため，ハミルトンは 3次
元平面における運動（平行移動と回転）を表す
ことができる複素数の一般化を考えた．それが，
以下の関係：

ij = −ji = k,

jk = −kj = i,

ki = −ik = j,

i2 = j2 = k2 = ijk = −1

を満たす 3 つの虚数単位 i, j, k を持つ四元数
H = {q = q0+iqi+jqj +kqk | q0, qi, qj , qk ∈ R}
である．
四元数 q ∈ H に対し，q0 を q のスカラー部
分と呼び，Sc(q) で表し，iq1 + jq2 + kq3 を q

のベクトル部分と呼び，q で表す．積 qp は

qp = q0p0 − q · p + q0p + p0q + q × p

と表せる．ここで，

q · p = (q1p1 + q2p2 + q3p3),

q × p = i(q2p3 − q3p2) + j(q3p1 − q1p3)

+ k(q1p2 − q2p1)

である．
四元数 q の共役を,

q̄ = q0 − iq1 − jq2 − kq3, q0, q1, q2, q3 ∈ R

で定義する．
qp = p̄q̄

が成り立つ．四元数 q のノルムを

|q| =
√

qq̄ =
√

q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3

で定義する．|qp| = |q||p| であり，

q−1 =
q̄

|q|2

であることがわかる．四元数 q を

q = q+ + q−, q± =
1
2
(q ± i q j)

と分解できる．ここで，

q± = {(q0 ± q3) + i(q1 ∓ q2)}
1 ± k

2

=
1 ± k

2
{(q0 ± q3) + j(q2 ∓ q1)}

である．これにより，

|q|2 = |q−|2 + |q+|2

が示せる．

3 四元数値関数のフーリエ解析
カラー画像は，Red, Green, Blueの 3色で表

すことができる．そこで，これらの値のなすベ
クトル (r, g, b) を四元数の (qi, qj , qk) に対応さ
せると，カラー画像は四元数値関数と見なせる
（[1] を参照）．このため，四元数値関数の様々
なフーリエ解析が考えられてきた．このとき，
3 つの虚数単位 i, j, k の非可換性から，1 変数
複素数値関数のフーリエ変換を定義する基本的
な波形 e−iωx をどのようにとるべきかが問題と
なる．ここでは，両側四元数フーリエ変換（[2]
を参照）と右側四元数フーリエ変換（[3] を参
照）の定義を紹介し，これらの四元数フーリエ
変換に関するいくつかの注意を述べる．

定義 1 (両側四元数フーリエ変換). 四元数値関
数 f ∈ L1(R2; H) に対して，f の両側四元数
フーリエ変換 FQ,b{f} を

FQ,b{f}(ω)

=
1√

(2π)2

∫

R2
e−iω1x1 f(x) e−jω2x2 dx
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で定義する．

複素数値関数に対する内積をそのまま四元数
値関数に拡張した場合，パーセヴァルの定理は
成立しないが，以下に定義する対称実スカラー
積についてはパーセヴァルの定理が成立する．

定義 2 (対称実スカラー積). 対称実スカラー
積を

⟨f, g⟩ =
1
2

∫

R2

(
g(x)f(x) + f(x)g(x)

)
dx

= Sc

∫

R2
f(x)g(x) dx,

で定義する．

定義 3 (Lp-ノルム).

|f | =
√

f2
0 (x) + f2

1 (x) + f2
2 (x) + f2

3 (x)

とおき，Lp-ノルムを

∥f∥p =
(∫

R2
|f(x)|p dx

)1/p

, 1 ≤ p ≤ ∞,

で定義する．

定理 4 (両側四元数フーリエ変換に関するスカ
ラーパーセヴァルの定理). f , g ∈ L2(R2; H) に
対して，

⟨f, g⟩L2(R2;H) = ⟨FQ,b{f},FQ,b{g}⟩L2(R2;H)

が成り立つ．特に，f = g のとき，プランシュ
レルの定理

∥f∥2
L2(R2;H) = ∥FQ,b{f}∥2

L2(R2;H).

が成り立つ．

定義 5 (右側四元数フーリエ変換). f ∈ L1(R2; H)
に対して，f の右側四元数フーリエ変換 FQ,r{f}
を

FQ,r{f}(ω) =
1√

(2π)2

∫

R2
f(x) e−iω1x1 e−jω2x2 dx

で定義する．

定義 6 (右側四元数逆フーリエ変換). g ∈ L1(R2; H)
に対して，g の右側四元数逆フーリエ変換を

F−1
Q [g](x) =

1√
(2π)2

∫

R2
g(ω) ejω2x2 eiω1x1 dω

で定義する．

定義 7. X, Y は H-ベクトル空間とする．作
用素 T : X −→ Y が，

T (αx + βy) = αT (x) + βT (y), x, y ∈ X

を満たすとき，T は左 H-線形であるという．
左 H-線形のときには，スカラー α, β ∈ H を
左からのみかけることに注意すると，線形作用
素 T のノルム ∥T∥ や，随伴作用素（または共
役作用素）T ∗ などが，実あるいは複素ヒルベ
ルト空間のときと同様に定義できる．

以下では，X(H) を左 H-ヒルベルト空間と
する．

補助定理 8. S, T は左 H-ヒルベルト空間 X(H)
上の自己共役作用素とする．このとき，

∀u ∈ D([A,B]);

∥Tu∥∥Su∥ ≥ 1
2
|([T, S]u, u)|.

ここで，[A,B] = AB−BA（交換子）である．

定理 9. S, T は左 H-ヒルベルト空間 X(H) 上
の自己共役作用素とする．このとき，

∀a, b ∈ H, ∀u ∈ D([A,B]);

∥(T + a)u∥∥(S + b)u∥ ≥ 1
2
|([T, S]u, u)|.

定理 10 (パーセヴァルの定理).

∀f, g ∈ L2(R2; H);

(FQ{f},FQ{g})L2(R2;H) = (f, g)L2(R2;H).
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2階楕円型作用素に対する逆作用素ノルム評価の改良
渡部 善隆 1, 木下 武彦, 中尾 充宏 2

1九州大学，2早稲田大学
e-mail : watanabe.yoshitaka.003@m.kyushu-u.ac.jp

1 Problem

Let Ω ⊂ Rd be a bounded polygonal or poly-

hedral domain (d = 1, 2, 3), and for some in-

teger m, let Hm(Ω) denote the complex L2-

Sobolev space of order m on Ω. We define the

Hilbert space

H1
0 (Ω) := {u ∈ H1(Ω) | u = 0 on ∂Ω}

with the inner product (∇u,∇v )L2(Ω) and the

norm ∥u∥H1
0 (Ω) := ∥∇u∥L2(Ω), where (u, v )L2(Ω)

implies L2-inner product on Ω. Let

H(∆;L2(Ω)) := {u ∈ H1
0 (Ω) | ∆u ∈ L2(Ω) }

be a Banach space with respect to the graph

norm ∥u∥L2(Ω) + ∥∆u∥L2(Ω). Since Ω belongs

to a class of the bounded domain with a Lip-

schitz continuous boundary, the embedding

H(∆;L2(Ω)) ↪→ H1
0 (Ω) is compact by the Rel-

lich compactness theorem.

Consider the linear elliptic operator

L u := −∆u+ b · ∇u+ cu (1)

from H(∆;L2(Ω)) to L2(Ω) for b ∈ L∞(Ω)d,

c ∈ L∞(Ω) with norms

∥b∥L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

√
|b1(x)|2 + · · ·+ |bd(x)|2,

∥c∥L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|c(x)|,

respectively.

The aim of this talk is to provide a com-

putable M > 0 satisfying

∥L −1g∥H1
0 (Ω) ≤ M∥g∥L2(Ω), ∀g ∈ L2(Ω).

(2)

as well as the invertibility proof of L . The

constant M of (2) stands for an upper bound

of the operator norm: ∥L −1∥L(L2,H1
0)
.

For example, when one try to find u in

H(∆;L2(Ω)) satisfying nonlinear problems:

−∆u(x) = f(x, u,∇u), x ∈ Ω (3)

with certain properties for f : H1
0 (Ω) → L2(Ω)

and apply infinite-dimensional Newton or

Newton-Kantrovich-type verification approach

for u, an explicit bound M > 0 satisfying (2)

plays an essential role [1, 2, 3, 4], and it is

desirable to obtain M as small as possible.

2 Proposed approach

The authors have been proposed some nu-

merical verification approaches obtaining M

of (2) [1, 5, 6, 7]. They are based on some or-

thogonal projections to Galerkin approxima-

tions in H1
0 (Ω) with constructive a priori error

estimations, and are able to be applied to the

case which the operator L is non-self-adjoint.

The approach in [1, 5] transforms the prob-

lem L u = g for g ∈ H−1(Ω) (which is the

dual space of H1
0 (Ω)) into an equivalent fixed-

point problem on H1
0 (Ω) and constructs a val-

idated bound M satisfying

∥L −1g∥H1
0 (Ω) ≤ M∥g∥H−1(Ω), ∀g ∈ H−1(Ω).

(4)

Then the upper bound for (2) can be implied

by M = CpM, where Cp > 0 is the Poincaré

or Rayleigh-Ritz constant which satisfies

∥u∥L2(Ω) ≤ Cp∥∇u∥L2(Ω), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

(5)

Although many computer-assisted proofs show

the effectivity of the approach in [1, 5], it has

a restriction such that the lower bound of M

is not less than Cp and does not converge to

the exact operator norm of L −1.

In [7], we present an alternative method

to compute M in (2) which is based on the

perturbation theory of linear operator. Even

though the criterion for the invertibility of L

is the same as [1, 5], it has no limitation such

as the lower bound of M is not less than Cp.

In [6] the authors considered another es-

timation for M of (2). The procedure pre-

sented by [6] avoided fixed-point formulation
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and H−1-type estimation such that (4), and

showed that it is expected to converge, as the

Galerkin space increases, to its exact opera-

tor norm ∥L −1∥L(L2,H1
0)

under suitable as-

sumptions. However, it is reported on that,

for some linear differential operators, the cri-

terion of invertibility for the approach in [6] is

harder than the criterion in [1, 5, 7].

This talk presents some improvements for

our previous approaches in [6, 7] obtaining (2)

as well as an alternative invertivility criterion

for L . Our proposed approaches are based on

constructive L2-norm estimates of Laplacian

for second-order elliptic operators with Dirich-

let boundary condition and applications of the

authors’ previous result related to a posteri-

ori estimates of inverse operators which use

projection and a priori error estimations.
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微分方程式の爆発解の精度保証付き数値計算：
ケーススタディ — 指数関数非線型項を持つ場合

松江 要 1, 高安 亮紀 2

1九州大学マス・フォア・インダストリ研究所 / 九州大学カーボンニュートラル・エネルギー
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1 始めに

本稿は指数関数非線型項を持つ微分方程式の
爆発解を扱う. 考察の基礎とする方程式は
ut = uxx + eu, (t, x) ∈ R>0 × (0, 1),

u(0, x) = u0(x), x ∈ (0, 1),

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ≥ 0

(1)

の空間離散近似である. 具体的には, N を区間
[0, 1]の分割数として,

u′1 = N2(−2u1 + u2) + eu1 ,

u′i = N2(ui−1 − 2ui + ui+1) + eui , (2)

(i = 2, · · · , N − 2)

u′N−1 = N2(uN−1 − 2uN−2) + euN−1 ,

を考える. ただし, ′ = d
dt である. このような

指数関数非線型項が寄与するダイナミクスとし
ては, 固体燃料燃焼の発火過程 (e.g., [1])や, 化
学反応における熱暴走が挙げられる. 特に, 化
学反応速度論におけるアレニウス則が, 系の指
数関数的非線型項に寄与する.

ごく近年, 多項式が無限遠方にて支配的とな
るベクトル場に対して, 爆発解の精度保証付き
数値計算や力学系的解釈の理論構築を行ってき
た (e.g., [2, 4]). そこでは, ベクトル場の漸近的
な意味での擬斉次性や時間スケール特異点解消
を使って爆発解を幾何学的に解釈し, 精度保証
計算のテクニックであるリャプノフ追跡により
爆発直前の解を tの代わりにリャプノフ関数の
値Lによるパラメータ付けを施し, 爆発時刻の
陽な評価を行っている. 指数関数非線型項は,

この枠から外れる. にも関わらず, (2)では指数
増大項が斉次に現れていることから, 従来のア
イデアを素直にアレンジすることで従来の議論
をそのまま適用し, 爆発解の考察を数学的・数
値的に行うことが可能となると期待される.

2 特異点解消ベクトル場

先行結果 (e.g., [2])に従い, 無限遠方を発散
方向も含めてうまく取り扱えるように適切なコ
ンパクト化を施す. 今回の場合は, 以下のよう
な斉次指向的コンパクト化を施す：

uN/2 = s−1, ui = s−1xi (i ̸= N/2). (3)

注意 1. 指向的コンパクト化 (3)は, 区間の中心
点の方向に従っている. この選び方は, (1)の解
の（数値的）振る舞い方を反映している. 図 1.

に, (2)でN = 128, u0 = 2.5(1− cos(2πx))と
した時の計算例を載せている. この図を見ると,

中心点にて爆発しているように見える.

図 1. (2)の爆発解プロファイル例

このコンパクト化により (uN/2-成分におけ
る)無限遠が {s = 0}なる部分空間に対応する.

この部分空間を地平線と呼ぶことにする. (3)

による変換を受けたベクトル場は, s → 0で発
散する. そこで, 次の時間スケール特異点解消
を施す：

dτ

dt
= se1/s. (4)

この時, τ -時間スケールで次のベクトル場を得
る. これは, {s = 0}も込めて正則なベクトル
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場となっている1:

ṡ = −N2e−1/s(xN/2−1 − 2 + xN/2+1)− s

≡ fN/2(s, x),

ẋi = −N2xis
−1e−1/s(xN/2−1 − 2 + xN/2+1)

− xi +N2s−1e−1/s(xi−1 − 2xi + xi+1)

+ e(xi−1)/s

≡ fi(s, x)(i ̸= 1, N/2, N − 1), (5)

ẋ1 = −N2x1s
−1e−1/s(xN/2−1 − 2 + xN/2+1)

− x1 +N2s−1e−1/s(−2x1 + x2)

+ e(x1−1)/s

≡ f1(s, x),

ẋN−1 = −N2xN−1s
−1e−1/s(xN/2−1 − 2 + xN/2+1)

− xN−1 +N2s−1e−1/s(xN−2 − 2xN−1)

+ e(xN−1−1)/s

≡ fN−1(s, x).

ここで, ˙ = d
dτ . ベクトル場 (5)を (2)の特異点

解消ベクトル場と呼ぶことにする. (5)の時間
大域解に対して, 元の微分方程式 (2)の最大存
在時間は

tmax =

∫ ∞

0
s−1(τ)e−1/s(τ)dτ

で定められる.

3 精度保証付き数値計算

(5)について, 地平線 {s = 0}上の平衡点へ
の時間大域解を求めることで, 爆発解を求める.

基本的な計算法は, [4]と全く同じである：

1) 地平線上の平衡点を求め, その {s ≥ 0}
内の近傍N を一つ定めてN 上のリャプ
ノフ関数 Lを構成する.

2) 初期データを適当に定めて, (5)の初期値
問題を解き, τ = τN < ∞でN ∩{s > 0}
内に含まれるような解を構成する.

3) tN :=
∫ τN
0 s−1(τ)e−1/s(τ)dτとして, tmax−

tN の上界 tmaxを Lを使った評価式で計
算する.

上記は全て精度保証付き数値計算可能であり
(e.g., [4]),これらの計算により tmax ∈ [tN , tmax]

である爆発解を得られる.

1ただし, 任意の i = 1, · · · , N − 1に対して xi ≤ 1を
要求される.

実際の計算においては, h(s) ≡ s−1e−1/s の
扱いに気をつけなければならない. この関数は
s ≥ 0でC∞であるが (s → +0のとき, h(s) →
0), 数値計算ではゼロ除算を伴うため, 直接区
間演算を実行できない. しかし, s ∈ [0, 1]にお
いて h(s)は sの単調増大関数であるため, 0 ≤
s̄ ≪ 1で h(s)の値は [0, h(s̄)]という区間で包
含できる. hの微分も同様である. 指数減衰効
果により, s̄がある程度大きくても h(s̄)は非常
に小さくなることが期待される. 今回 N = 8,

初期データを u0(x) = 2.5(1 − cos(2πx))の空
間一様離散化とし, 以下の結果を得た. 図 2も
参照せよ：

tmax ∈ 0.0138452309558059470398.

図 2. 数値検証できた (2)の爆発解プロファイル

注意 2. [3]の議論に従うと, 今回精度保証計算
できた爆発解は t → tmaxで次の漸近挙動を持
つことが示される：

uN/2(t) = C log{(tmax − t)−1}(1 + o(1)).
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フーリエ係数の時間発展方程式に対する解の精度保証付き数値計算

高安 亮紀 1

1筑波大学システム情報系
e-mail : takitoshi@risk.tsukuba.ac.jp

1 概要

周期境界条件を課した偏微分方程式の初期値
境界値問題をスペクトル法で数値計算する際,

未知関数のフーリエ級数の各係数に関する時間
発展方程式の解を数値計算する. この問題に対
して解の精度保証付き数値計算を実行するには,

点列空間上に定義された可算無限個の常微分方
程式系の初期値問題を厳密に解く必要がある.

本講演では, この常微分方程式系に対する解の
精度保証付き数値計算法を紹介する.

2 フーリエ係数の時間発展方程式

簡単のため, 区間 (0, 1)上で周期境界条件を
課した偏微分方程式の初期値境界値問題を考え
る. この問題をフーリエ級数を用いるスペクト
ル法で数値計算する際, 方程式の未知関数を

u(t, x) =
∑
k∈Z

ak(t)e
ikωx, ω = 2π

とフーリエ級数展開した各係数 (ak(t))k∈Z を
フーリエ係数と呼び (cf. [1, 2]), 実際の数値計
算ではフーリエ係数の近似を, 最大波数がN と
して, (ãk(t))k≤N という形で得る.

さて, ここで a(t) = (ak(t))k∈Zとし, 対象の
偏微分方程式が次のようなフーリエ係数に関す
る無限次元の常微分方程式系に書き換えられる
ことを仮定する.

d

dt
a(t) = La(t) +N (a(t)),

ここで Lはある閉作用素, N は点列 a(t)に対
する非線形作用素である. 本研究ではこのよう
な常微分方程式系に対して時間発展する解を,

スペクトル法で得られた近似解の拡張 ã(t) :=

(. . . , 0, 0, ã−N (t), . . . , ãN (t), 0, 0, . . . )を基に,適
切な関数空間X の下で, 近似解近傍

B(ã, α) := {a ∈ X : ∥a− ã∥X ≤ α}

内での局所一意存在を数値計算によって厳密に
証明する. 基本方針は点列 aに関する作用素方

程式

(F (a))(t) :=
d

dt
a(t)− La(t)−N (a(t)) = 0

(1)

の簡易ニュートン写像

(T (a))(t) := a(t)−A(F (a))(t)

を考え, a = T (a)をみたす不動点 aが（tに対
して一様に）存在することを数値計算により検
証する. そのためには

• 検証する関数空間X を決定
• 簡易ニュートン写像の作用素Aを決定

する必要がある.

3 複素ギンツブルク-ランダウ方程式

本研究の詳細を説明する具体例として, 複素
ギンツブルク-ランダウ方程式

ut = eiγ
(
uxx + u2

)
, x ∈ (0, 1), t ≥ 0, (2)

に周期境界条件を課した初期値問題を考える.

定数 γ ∈ (0, π/2), 初期関数は u(0, x) = 50(1−
cos(2πx)). これは岡本ら [3]によって藤田方程
式に対する解の複素時間挙動の一つとして紹介
された. フーリエ級数展開により得られる無限
次元の常微分方程式系は k ∈ Zに対して
d

dt
ak(t) = eiγ

[
−k2ω2ak(t) + (a (t) ∗ a (t))k

]
(3)

である. ここで b ∗ cは点列 b = (bk)k∈Z, c =

(ck)k∈Zに対するコーシー積を表し,

(b ∗ c)k =
∑
m∈Z

bk−mcm, k ∈ Z

で定義される. 掛け算作用素 Lを

La :=
(
−k2ω2ak

)
k∈Z

と定義すると, 作用素方程式 (1)をみたす作用
素 F は

(F (a))(t) :=
d

dt
a(t)− eiγ (La(t) + a (t) ∗ a (t))

(4)
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と与えられる. 本問題で不動点の存在を検証す
る関数空間Xは以下の考察により決定する. 方
程式 (2)の解はコーシー=コワレフスカヤの定
理より解析関数である事が期待できる. 従って,

点列空間 ℓ1 :=
{
a = (ak)k∈Z :

∑
k∈Z |ak| < ∞

}
を考え, この点列を係数にもつフーリエ級数が
解析関数となる Paley-Wienerの結果を利用す
る. よって, 数値検証する関数空間はバナッハ
空間

X = C((0, t); ℓ1).

このノルムのもとで近似解の近傍

B(0,t)(ã, α) :=
{
a ∈ X : ∥a− ã∥C((0,t);ℓ1) ≤ α

}
を定義し,この中の任意の元aに対して, ∥T (a)−
ã∥X(≤ ∥a − ã∥X) ≤ α が成立し, T の縮小
性も成立すれば, バナッハの不動点定理から
T (a) = a をみたす不動点が B(0,t)(ã, α) 内に
存在することがいえる.

4 作用素A

簡易ニュートン写像 T (a) = a − AF (a)に
おける作用素 Aを決定するには, 斉次な初期
値問題の解作用素を考える. 以後, 点列 c(t) =

(ck(t))k∈Zを単に cと書く.

c = (. . . , 0, c−N , . . . , cN , 0, . . . )

+ (. . . , c−N−1, 0, . . . , 0, cN+1, . . . )

=: c(N) + c(∞)

と分け, さらに上で定義した ãを使って,(
ã ∗ c(N)

)
k
:=

∑
k1+k2=k

|k1|,|k2|≤N

ãk1c
(N)
k2

(
ã ∗ c(∞)

)
k
:= (ã ∗ c)k −

(
ã ∗ c(N)

)
k

とする. 作用素Aは関数列 cに対して, 次の斉
次な初期値問題

d
dtck + eiγ

{
k2ω2ck − 2

(
ã (t) ∗ c(N)

)
k

}
= 0

(|k| ≤ N),
d
dtck + eiγ

{
k2ω2ck − 2

(
ã (t) ∗ c(∞)

)
k

}
= 0

(|k| > N)

の解を, c = A · 0と与える解作用である. これ
は初期値 c(0)に対して c(t) = U(t, 0)c(0)と与
える発展作用素 U を使うとA · 0 = U(t, 0)c(0)

と表現できる. この初期値問題は有限次元部分
と無限次元部分に分けられて, A ·0 = A(N) ·0+
A(∞)·0 = U (N)(t, 0)c(N)(0)+U (∞)(t, 0)c(∞)(0)

と表せる. 従って, 有限次元部分U (N)は常微分
方程式の言葉でいう基本解（fundamental so-

lution）で表し, 無限次元部分U (∞)は ã(t)が t

変数に依存するため, 時間依存する作用素が生
成する発展作用素となる.

5 時間局所包含について

不動点形式 a(t) = T (a)(t)に対して, 近似解
ã(t)近傍の評価を得る. 以後, tは固定し, (t)は
省略する.

T (a)− ã

= T (a)− T (ã) + T (ã)− ã

= a−AF (a)− (ã− F (ã))−AF (ã)

= a− ã−A (F (a)− F (ã))−AF (ã)

= A
{
A†(a− ã)− (F (a)− F (ã))

}
−AF (ã)

ここでA†はAA† = I となる作用素で, 前節で
解作用素 Aを考える際に定義した斉次な初期
値問題の微分作用素に対応する. 上式を関数空
間X のノルムで評価して出てきた不動点の存
在条件が数値計算を利用して検証する解の時間
局所包含のための十分条件となる.

講演では十分条件の詳細、およびそれを利用
した結果について紹介したい.

謝辞 本研究は科研費（課題番号:16H03950, 18

K13453）の助成を受けたものである.
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3 次元領域における Navier-Stokes 方程式の定常解の検証
Approach to the Stationary Solution Verification for the Navier-

Stokes Equation in 3D Domain

Xuefeng LIU1, Mitsuhiro NAKAO2, and Shin’ichi OISHI3

1 Niigata University, Niigaga, Japan, 2 Kyusyu University, Kyusyu, Japan, 3 Waseda Uni-

versity, Tokyo, Japan

e-mail : xfliu@math.sc.niigata-u.ac.jp

The verified computing, as a new approach

to investigate the solution existence to nonlin-

ear equation systems, is drawing attention of

researchers. In the past decades, there have

been several fundamental results as the mile-

stones to the objective of the solution verifi-

cation for non-linear equations; see [1, 2, 3].

As a success case, the solution verification of

Stokes’ wave of extreme form is given in [4].

In this talk, we consider the solution verifi-

cation for the stationary Navier-Stokes equa-

tion over a non-convex 3D domain Ω,

−∆u+ (u · ∇)u+∇p = f

div u = 0 in Ω

u = 0 on ∂Ω

The verification is under the frame of Newton-

Kantorovich’s theorem along with the quan-

titative error analysis for the finite element

methods. Such technique has been success-

fully applied to various non-linear equations,

for example, the semilinear elliptic equation

[5].

For the two kernel problem required in ap-

plying Newton-Kantorovich’s theorem, we take

the following schemes.

• To bound the norm of the inverse of a

differential operator, the algorithm based

on the fixed-point theorem [2] is uti-

lized; a reformulation of this algorithm

can be found in [5].

• To give the a priori error estimation of

the projection from solution existing space

to finite element spaces, the hypercircle

method [6, 7] is adopted. Particularly,

for the related Stokes equation, the di-

vergence free finite element solution is

constructed by using the Scott-Vogelius

type FEM over a special mesh proposed

in [8].

Verification example

Let Ω = (0, 2)3 \ [1, 2]3, f = (0.95 − y, x −
1, 1− (z − 1)2). We calculate the approxima-

tion solution uh and then verify the solution

existence in the neighbourhood of uh; see Fig-

ure 1. The following FEM space settings are

used in the computation.

• Conforming Lagrange finite element space

of degree 2;

• Raviart-Thomas space of degree 1 (piece-

wise quadratic polynomial);

• Discontinunous element of degree 1 (piece-

wise linear polynomial).

Figure 1: 3D mesh and approximate solution

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

239



参考文献

[1] M. Plum, Computer-assisted existence

proofs for two-point boundary value

problems, Computing, 46:1, 19–34,

1991.

[2] Y. Watanabe, N. Yamamoto, and M.

T. Nakao, A numerical verification

method of solutions for the Navier-

Stokes equations, Reliable Computing,

5(3), 347-357, 1999.

[3] S. Oishi, Numerical verification of exis-

tence and inclusion of solutions for non-

linear operator equations, J. Comput.

Appl. Math, 60:1, 171–185, 1995.

[4] K. Kobayashi, Computer-assisted

Uniqueness Proof for Stokes’ Wave of

Extreme Form, Nankai Series in Pure,

Applied Mathematics and Theoretical

Physics, Vol.10, pp.54-67, 2013.

[5] A. Takayasu, X. Liu, and S. Oishi, Ver-

ified computations to semilinear elliptic

boundary value problems on arbitrary

polygonal domains, Nonlinear Theory

and Its Applications, IEICE, 4(1), 34-

61, 2013.

[6] X. Liu and S. Oishi, Verified eigen-

value evaluation for the Laplacian over

polygonal domains of arbitrary shape,

SIAM J. Numer. Anal., 51(3), 1634–

1654, 2013.

[7] F. Kikuchi, and H. Saito, Remarks on a

posteriori error estimation for finite el-

ement solutions, Journal of Computa-

tional and Applied Mathematics, 199,

329–336, 2007.

[8] S. Zhang, On the P1 powell-sabin

divergence-free finite element for the

stokes equations, Journal of Computa-

tional Mathematics, vol. 26, no. 3,pp.

456–470, 2008.

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

240



A
(2)
2 型クラスター代数の生成元について
野邊 厚
千葉大学教育学部
e-mail : nobe@faculty.chiba-u.jp

1 概要
ランクnのクラスター代数の生成元の全体X
は、初期種子Σ0 = (x0, B0)に対してあらゆる
方向のミューテーション µk（k = 1, 2, . . . , n）
を繰り返し適用することで得られるすべての種
子 Σl = (xl, Bl)に含まれるクラスター変数の
和集合として定義される [1]：

X =
∪
l∈Tn

xl

ここで、Tn は各辺が 1, 2, . . . , nでラベル付け
された n正則木である。一般に X は無限集合
となるため、有限型でないクラスター代数に対
してX を具体的に書き下すのは容易ではない。
本講演では、クラスター代数のミューテーショ
ンを離散力学系の時間発展と見なすことで、と
くにA

(2)
2 型のクラスター代数に対して、その離

散可積分構造を用いてX を具体的に構成する。

2 A
(2)
2 型クラスター代数

n = 2として、初期種子 Σ0 = (x0, B0)を次
のように与える：

x0 = (x1, x2) , B0 =

(
0 −4

1 0

)

k = 1, 2方向のミューテーション µkに対して、
クラスターおよび交換行列はそれぞれ次のよう
にミューテーションするものとしよう：

x2m
µ17−→ x2m+1

µ27−→ x2m+2,

B2m
µ17−→ B2m+1

µ27−→ B2m+2

また、各成分を次のようにおく：

xl = (x1;l, x2;l), Bl =
(
blij

)
このとき

Bl =

{
B0 l even,

−B0 l odd.

であり、対応する一般化Cartan行列A(Bl)は
すべての lに対して

A(Bl) :=
(
2δij −

∣∣∣blij∣∣∣) =

(
2 −4

−1 2

)

のように A
(2)
2 型となるため、このクラスター

代数はA
(2)
2 型とよばれる。

3 離散可積分系へ
クラスター xl の k方向のミューテーション

は次のように与えられる：

xj;l+1 =


∏
x
[blik]+
i;l +

∏
x
[−blik]+
i;l

xk;l
j = k,

xj;l j ̸= k,

命題 1 t ≥ 0に対して、zt および wt を zt =

x1;2t、wt = x2;2tとおく。また、z0, w0 ∈ P2(C)
と仮定する。このとき、ミューテーション列
µ1, µ2, µ1, µ2, . . .は双有理写像力学系

ψvh : P2(C) → P2(C);
(zt, wt) 7→

(zt+1, wt+1) =

(
wt + 1

zt
,

(
zt+1

)4
+ 1

wt

)
(1)

を導く。 □

ここで

(zt, wt) = (x1;2t, x2;2t)
µ17−→

(zt+1, wt) = (x1;2t+1, x2;2t+1)
µ27−→

(zt+1, wt+1) = (x1;2t+2, x2;2t+2)

であり、µ2 ◦ µ1 を１回の時間発展としている
ことに注意しよう。
双有理写像力学系ψvhは離散可積分系である。

実際、γλを次で与えられる平面曲線とする：

γλ := (f(z, w) = 0) ,

f(z, w) := (w + 1)2 + λz2w + z4,

ただし、λはパラメータである。このとき、γλ
は (0,−1)に特異点をもつ特異曲線であるが、
ψvhの不変曲線になっている。
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定理 2 特異 4次曲線 γλ は双有理写像力学系
ψvhの不変曲線であり、λは保存量である。□

曲線γλの特異点を解消するために、点 (0,−1)

においてブローアップする。

π̃ : (u, v) 7→ (z, w) = (v, uv − 1)

このとき、γλは狭義引き戻し

γ̃λ :=
(
f̃0(u, v) = 0

)
,

f̃0(u, v) := u2 + λ(uv − 1) + v2

と例外曲線 v = 0へ写り、双有理写像ψvhは次
の共役な双有理写像 ψ̃dvへ変換される：

ψ̃dv = π̃−1 ◦ ψvh ◦ π̃;

(ut, vt) 7→ (ut+1, vt+1) =

(
(ut)3 + vt

utvt − 1
, ut
)

4 線形化と一般解
命題 3 双有理写像 ψ̃dvは線形化できる：

(ut+1, vt+1) =
(
−λut − vt, ut

)
ただし、次のようにおく：

λ = −(u0)2 + (v0)2

u0v0 − 1

（証明）不変曲線 γ̃λを用いて

ut+1 =
(ut)3 + vt

utvt − 1

=
−ut

{
λ(utvt − 1) + (vt)2

}
+ vt

utvt − 1

= −λut − vt

となる。 □
双有理写像 ψ̃dvの線形化とブローダウン π̃−1

により、双有理写像ψvhで与えられる力学系の
一般解を求めることができる。はじめに

λ = −
(
w0 + 1

)2
+
(
z0
)4

(z0)2w0
,

Λ = log
(
−λ+

√
λ2 − 4

)
− log 2

とおく。さらに、次のようにおく：

ρ1(t) =
2√

λ2 − 4

×
(
w0 + 1

z0
sinh(Λt)− z0 sinh(Λ(t− 1))

)

定理 4 A
(2)
2 型クラスター代数のミューテーショ

ンから導かれる有理写像力学系 (1)の一般解は

zt = ρ1(t),

wt = ρ1(t+ 1)ρ1(t)− 1,

で与えられる。 □

5 A
(2)
2 型クラスター代数の生成元

もう一つの非自明なミューテーション列

µ2, µ1, µ2, µ1, . . .

は (z1, w0) 7→ (z1, w1) 7→ (z2, w1) 7→ · · · に対
応する。ρ1の z0を (z1, w0)を用いて書き直し、
改めて z1を z0とおいたものを ρ2とする：

ρ2(t) =
2√

λ2 − 4

×
(
z0 sinh(Λt)− w0 + 1

z0
sinh(Λ(t− 1))

)
このとき次を得る。

定理 5 A
(2)
2 型クラスター代数の生成元全体の

集合 X は次で与えられる：

X = {ρi(t), ρ(t+ 1)iρi(t)− 1 | t ≥ 0, i = 1, 2}

ただし、z0 = x1および w0 = x2とおく。 □
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要素指定逆固有値問題に関する一意解の II型離散ハングリー系を用いた解
法

上田 純也 1, 近藤 弘一 1

1同志社大学大学院理工学研究科
e-mail : ctwc0368@mail4.doshisha.ac.jp

1 はじめに
逆固有値問題 (IEP: Inverse Eigenvalue Prob-

lem)とは，すべて，または一部の指定されたス
ペクトルデータから行列を復元する問題のこと
である（詳細は [1]を参照）．物理，工学上の応
用では，行列の固有値は固有振動数や，共振周
波数に相当し，行列の要素はモデルに含まれる
素子の物理パラメータに相当する．IEPはモデ
ルの要求仕様から素子の値を定める問題といえ
る．IEPは問題設定としては単純ではあるが，
系統的に研究が始まるのは 1950年代以降であ
る．比較的新しい分野であり，今後の発展や応
用が期待される分野である．行列の構造を制約
した際には，問題の難易度も大きく変化する．
そのため，解決された問題の総数がまだ少ない
ことが，最大の課題である．
IEPの解法においては，線形代数学的な手法

を利用することが基礎となる．1980年代には，
ラックス表示をもつ常微分方程式を利用した解
法が提案されている [1]．近年の研究において
は，離散ソリトン方程式の解を利用した解法が
提案されている [2, 3, 4]．本研究においては，
この成果を発展させ，II型離散ハングリー系を
利用して，次の要素指定逆固有値問題 (PIEP:

IEP with Prescribed entries)の解法を行う．

問題 1 (下ヘッセンベルグ型帯行列のPIEP)

m,N を自然数とし，ℓent = N(m− 1), ℓmax =

ℓent +m とおく．非零な複素定数 {λi}i=1,...,m

と，非零な実定数 {sℓ}ℓ=1,...,ℓent が与えられてい
るとする．このとき，次の条件 (i)–(iii)をみたす
実下ヘッセンベルグ型帯行列 A ∈ Rm×m を求
めよ．(i)行列AはA = L(0)L(1) · · ·L(N−1)R(0)

の形とする．ただし，L(n), R(0) はそれぞれ下
２重対角行列，上２重対角行列

1

e
(n)
1 1

. . .
. . .

e
(n)
m−1 1

 ,


q
(0)
1 1

q
(0)
2

. . .

. . . 1
q
(0)
m



の形であり，全ての要素は非零とする．(ii) 行
列 Aの固有値は，定数 {λi}i=1,...,m と等しい．
(iii) 行列Aに含まれる全ての変数 e

(n)
k , q

(0)
k を

foreach ℓ = 1, 2, . . . , ℓmax do

k = νℓ = floor((ℓ− 1)/(N + 1)) + 1;

n = σℓ = mod(ℓ− 1, N + 1);

if n = 0 then vℓ = q
(0)
k ;

if n > 0 then vℓ = e
(n−1)
k ;

の順序で並び替えた変数をvℓ (ℓ = 1, 2, . . . , ℓmax)

とおくと，要素の一部はvℓ = sℓ (ℓ = 1, . . . , ℓent)

をみたす．

問題 1における行列Aは，帯幅がmin(N +

1,m)+1の帯行列である．Aに含まれる変数 vℓ
の個数は ℓmax であり，Aが取り得る自由度は
ℓmax である．条件 (iii)により ℓent 個の変数は
確定する．残る未知変数は ℓmax − ℓent = m個
となり，条件 (ii)によりm個の固有値が指定さ
れる．残る未知変数 vℓ (ℓ = ℓent + 1, . . . , ℓmax)

の一意解の存在性とその求解法を議論する．

2 II型離散ハングリー系
本研究課題では，II型離散ハングリー系

q
(n+1)
k = q

(n)
k + e

(n)
k − e

(n+N)
k−1 ,

e
(n+N)
k = e

(n)
k q

(n)
k+1/q

(n+1)
k

の一般解を求め，初期値と一般解に含まれる任
意定数との 1対 1対応を議論する．その結果と
して，問題 1の一意解に関して，次の定理が得
られる．

定理 1 問題 1の行列Aは，条件

τ
(n)
k ̸= 0, (k, n) ∈ Ω1 ∪ Ω2,

Ω0 = {(k, n) | k=0, 1, . . . ,m; n=0, 1, . . . , N},
Ω1 = {(νNm+1, n) ∈ Ω0 |σNm+1 ≤ n ≤ N},
Ω2 = {(k, n) ∈ Ω0 | νNm+1<k≤m, 0≤n≤N}

をみたすときに限り，一意な解をもつ．ただし，
τ
(n)
k = det(fn+i+j−2)i,j=1,2,...,k である．数列
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{fn}n=0,...,nmax は，

fn =


1, if 0 ≤ n < N ,

−
∑ν′n

i=1 b
(n)
i fn−iN , if N ≤ n < Nm,

−
∑m

i=1 aifn−iN , if Nm ≤ n < nmax

である．ただし，ν ′n = floor((n−N)/(N+1))+

1, nmax = (N + 1)m− 1 とする．係数 b
(n)
i は，

b
(n)
0 = 1であり，0 ≤ n < N のとき b

(n)
0 = 1

であり，N ≤ n < Nm, i = 1, 2, . . . , ν ′nのとき
b
(n)
i = b

(n−1)
i −sn−N+1b

(n)
i−1であり，それ以外の

添え字の場合は0とおく．係数{ai}i=1,...,mは多
項式 P (z) =

∑m
i=1(z − λi) を展開した P (z) =

zm +
∑m

i=1 aiz
m−i の係数とする．

定理 2 定理 1が成立するとする．このとき，未
知の要素 vℓ (ℓ = ℓent + 1, . . . , (N + 1)m) は次
で定まる：
foreach r = 1, 2, . . . , (N + 1)m do

k = νr; n = σr;

if r ≤ N

τ
(n)
k = 1;

elseif N < r ≤ Nm

τ
(n)
k = τ

(0)
k

k∏
j=1

sr−(N+1)j+1 if n = N ;

τ
(n)
k = τ

(n+1)
k−1

k−1∏
j=1

sr−(N+1)j+1 if n < N ;

else

τ
(n)
k = det(fn+i+j−2)i,j=1,2,...,k;

foreach ℓ = ℓent + 1, ℓent + 2, . . . ,m do

k = νℓ; n = σℓ;

q
(0)
k =

τ
(0)
k−1τ

(N)
k

τ
(0)
k τ

(N)
k−1

if n = 0;

e
(n−1)
k =

τ
(n)
k+1τ

(n+1)
k−1

τ
(n)
k τ

(n+1)
k

if n > 0;

3 数値例
Inputs: 行列サイズm = 4，行列帯幅N = 3，
指定固有値 {λi}i=1,...,4 = {1, 2, 3, 4}, 指定要素
{sℓ}ℓ=1,...,9 = {4, 1, 6, 7, 9, 10, 9, 10, 10}.
Step 1. 固有多項式P (z) = z4−10z3+35z2−
50z+24の係数{aj}j=1,...,4 = {−10, 35,−50, 24}.
Step 2. 係数 {{b(n)j }i=1,...,ν′n}

n=3,...,12 =

{{1,−4}, {1,−5}, {1,−11}, {1,−18}, {1,−27,36},
{1,−46,185}, {1,−56,365}, {1,−66,635,−360}}.
Step 3. モーメント {fn}n=0,...,15 = {1, 1, 1,
4, 5, 11, 72, 99, 321, 2572, 3719, 14561, 23376,

33951, 134901, 147244}
Step 4. τ

(0)
4 = −61225760, τ

(1)
4 = 70249680,

τ
(2)
4 = −252748800, τ

(3)
4 = −147018240.

Step 5. Step 4の全ての τ
(n)
k が非零であるの

で行列Aが存在．
Outputs. 未知の要素 v10 = e

(0)
3 = −2836/7,

v11=e
(1)
3 =10841/21, v12=e

(2)
3 =−17552/105,

v13=q
(0)
4 = 1/15 が得られ，

A =


4 1 0 0

56 23 1 0

772 454 39 1

−102096 −48342 −3096 −56


と求まる．

4 まとめ
本発表では，主定理の証明と，計算量を削減

したアルゴリズムについて示す．また，その数
値実験例として，MATLAB用多倍長演算
https://github.com/amath-doshisha/libis

を利用した結果を示す．
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FreeFem++ 講習会 : 流体構造連成問題 – 弱連成形式での力の釣り合い
と領域の変形

鈴木 厚 1, 高石 武史 2

1大阪大学 サイバーメディアセンター, 2武蔵野大学
e-mail : 1 atsushi.suzuki@cas.cmc.osaka-u.ac.jp, 2 taketaka@musashino-u.ac.jp

流体構造連成問題
非圧縮性流体が占める正方形領域の ΩF の上
に線型弾性体が占める長方形領域の ΩS が載っ
ている流体構造連成問題を考える (図 1). 弾性
体の両側は固定されており, 下面は流体に支え
られている. 重力により弾性体は変形するが,
流体との境界で流体の応力と弾性体の応力が釣
り合う. 弾性体の変形は未知であるが, 弾性体
にかかる応力を, 変形後の領域での Stokes 方
程式の解から得られる応力から計算し, 逐次反
復により定常状態の釣り合いを求める.
弾性体方程式の導出では Cauchy応力テンソ
ルを, Piola 変換により写した参照領域での第
二 Piola-Kirchhoff 応力テンソルの線型化によ
り, Navier方程式が得られる. 参照領域の境界
での応力は, Piola 変換を考慮することで, 変形
後の領域の境界の応力の変換により記述できる.
流体の近似解を直接微分し座標変換を考慮す
ることで参照領域での応力を計算するものと,
変形後の領域での部分積分を通して応力境界を
課す剛性行列と流体の近似解の積からデータを
取り出すものの二種を概観する.

弾性体方程式と非圧縮流れ方程式
参照領域を ΩS , x 2 ΩS での弾性体の変位を

u(x) = (u1(x), u2(x))T ,変形を '(x) = x + u(x)
とする. 変形後の領域は '(ΩS) となる. 矩形
の参照領域 ΩS の境界は 4つの部分から成る:

図 1. 弾性体の三角形要素分割と流体の流線

@ΩS = Γ(L)
S [Γ(B)

S [Γ(R)
S [Γ(T )

S . 参照領域での混
合型の境界条件を課す境界値問題は第二 Piola-
Kirchhoff 応力テンソル Σ(x) = r'(x)°1T (x)
により記述される. E(u(x)) = (ru + (ru)T +
(ru)T (ru))/2をGreen-St Venant応力テンソ
ル, ∏とµを Lamé定数, Σ(x) = Σ̌(E(u(x))) =
∏(trE) + 2µE + O(||E||)とすると変位に関す
る二階の偏微分方程式は

°r ·
°

(1 +ru) Σ̌(E(u))
¢

= f in ΩS ,

u = 0 on Γ(L)
S [ Γ(R)

S ,

(I +ru) Σ̌(E(u))n = 0 on Γ(T )
S ,

(I +ru) Σ̌(E(u))n = h on Γ(B)
S

となる. n は参照領域の境界での外向き単位
法線である. 弾性体にかかる荷重 f は重力に
よるものであるので, 重力の係数を g として
f = (0,°g)T である. h は下面で接している流
体から受ける応力である. 線型弾性体近似は歪
みテンソル e(u) = (ru + (ru)T )/2 を用い

°r · (∏tr (e(u)) I + 2µe(u)) = f in ΩS ,

u = 0 on Γ(L)
S [ Γ(R)

S ,

(∏tr(e(u))I + 2µe(u))n = 0 on Γ(T )
S ,

(∏tr(e(u))I + 2µe(u))n = h on Γ(B)
S

となる. 弱形式は左右の境界に斉次 Dirichlet
条件を課す関数空間

VS =
n

u 2 H1(ΩS)2 ; u = 0 on Γ(L)
S [ Γ(R)

S

o

に対し次を満たす u 2 VS を見つけよ, となる.

∏

Z

ΩS

r · ur · v dx + 2µ

Z

ΩS

e(u) : e(v) dx =
Z

ΩS

f · v dx +
Z

Γ(B)
S

h · v da 8v 2 VS .

流体との力の釣り合いは変形後の境界 '(Γ(B)
S )

で考える必要がある. CofA を行列 A の余因
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子行列 detAA°T とする. T (x) = r'(x)Σ(x)
は T'(x'), x' = '(x) 2 '(ΩS) の Piola 変換

T (x) = T'(x')Cofr'(x)

であるため, 発散に関して次が成り立つ.

r·T (x) = detr'(x)r' ·T'(x') 8x' = '(x)

r · T (x) の領域積分に部分積分を適用すると

det(r'(x))r'(x)°T n da = n' da'

が得られる [1]. 変形後の座標系 x' = '(x), x 2
Ω では外力 f'(x') と境界での応力 h'(x')は

f(x) = detr'(x)f'(x') ,

h(x) = detr'(x)|r'(x)°T n|h'(x')

となる. 変形後の領域では

°r' · T' = f' in '(ΩS),

u' = 0 on Γ(L)
S [ Γ(R)

S ,

T'n' = 0 on '(Γ(T )
S ),

T'n' = h' on '(Γ(B)
S )

となる. v'('(x)) = v(x) とすると流体から受
ける応力の境界積分に関して次が成り立つ.
Z

Γ
(B)
S

h · v da =
Z

'(Γ
(B)
S )

h' · v' da' =

Z

Γ
(B)
S

detr'(x)|r'(x)°T n|h'('(x)) · v'('(x)) da .

流体部分では変形後の領域 ΩF で Stokes 方
程式を考える. 正方形領域の上部が弾性体に接
しているためその境界は弾性体の変位により変
形している. @ΩF = Γ(L)

F [ Γ(B)
F [ Γ(R)

F [ Γ(T )
F

で上部は Γ(T )
F = '(Γ(B)

S ) である. (uF , pF ) を
流速, 圧力の変数として, 応力テンソルは
æ(uF , pF ) = 2e(uF )°pF I であり, 左の側面に
流れ uF0を与える Stokes 方程式は

°r · æ(uF , pF ) +rpF = 0 in ΩF

r · uF = 0 in ΩF

uF = uF0 on Γ(L)
F

uF = 0 on Γ(B)
F [ Γ(R)

F [ Γ(T )
F

となる. 流体領域上部の境界での応力は nF を
境界Γ(T )

F の外向き単位法線としてæ(uF , pF )nF =
2e(uF )nF °pF nF であり, 弾性体との力の釣り
合いはつぎのようになる.

h' + æ(uF , pF )nF = 0 on Γ(T )
F = '(Γ(B)

S ) .

応力の計算法とFreeFem++ による記述
変形後の領域での応力を参照領域に反映させ

る二種のアルゴリスムを考える.

アルゴリズム 1 (参照領域での応力に変換)
弾性体の変形は y 方向のみに起こると近似す
る. '(x) = x + (0, u2(x))T . この場合

Cofr'(x) =

"

1 + @2u2 °@2u1

°@1u2 1 + @1u1

#

であることと, 参照領域の境界 Γ(B)
S の外向き

単位法線が n = (0,°1)T であることより

|Cofr'(x)n| = |(@2u1, (°1° @1u1))T | = 1

となり, h(x) = h'('(x)), x 2 Γ(B)
S を流体の

有限要素解 (uF , pF )から流速の一階微分をとる
ことで直接計算することができる ([2],例 9.29).

アルゴリズム 2 (変形後の領域での境界積分)
参照領域の境界 Γ(B)

S での境界積分は
Z

Γ
(B)
S

h · v da = °
Z

Γ
(T )
F

æ(uF , pF )nF · v' da'

となる. 離散版では v(x) は有限要素基底をと
るが, x' = '(x) により Γ(B)

S の有限要素節点
は '(Γ(B)

S ) の有限要素節点に写り, v'(x') は
変形後の領域での有限要素基底となる.
流体の応力の境界積分は部分積分により領域

積分に変換できる.
Z

Γ
(T )
F

æ(uF , pF )nF · vF =

2
Z

ΩF

e(uF ) : e(vF )°
Z

ΩF

r · vF pF .

ここで, (uF , pF ) は境界 Γ(T )
F に斉次 Dirichlet

条件を与えて求めた解であり, vF は境界 Γ(T )
F

に自由度を持つ有限要素基底をとる. その基底
に関する境界積分の値をまとめた数ベクトルは
境界 Γ(T )

F の自由度を含めた流体の剛性行列と
有限要素解の積から計算できる.
要素分割が弾性体側の '(Γ(B)

S ) と流体側の
Γ(T )

F で一致するように構成し, 共有する節点
での弾性体の変位と流体の流速の自由度の対応
関係を FreeFem++のスクリプトで記述する.

参考文献
[1] P. G. Ciarlet, Mathematical Elasticity,

Vol.1 North-Holland 1988.
[2] F. Hecht et al., FreeFem++ manual,

http://www.freefem.org/ff++
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非独立なマーケット・マイクロストラクチャ・ノイズを考慮した
実現ボラティリティの状態空間モデル

石渡 哲哉 1, ⃝谷野 徹 2

1芝浦工業大学システム理工学部，2芝浦工業大学理工学研究科
e-mail : mf17068@shibaura-it.ac.jp

1 概要

ボラティリティとは株価の変動の大きさを表
す指標であり,ファイナンスにおいて重要な量
であるが,観測不能であり,株価等の観測可能な
データから推定される. 実現ボラティリティ(以
下, RV)は分単位のような高頻度データから計
算されるボラティリティの推定量でしかし高頻
度データはマーケット・マイクロストラクチャ・
ノイズ (以下, MN)と呼ばれる観測誤差を含む
ことが知られており, これから計算される RV

もMNの影響を受ける.

これに対し, [NW2015]は, 独立なMNを仮
定し, RVに含まれるMNによるバイアスのモ
デルを特定した. 彼らの手法により, 観測した
RVからMNの影響を除き,真のボラティリティ
の推定・予測を行うことができる.しかしなが
ら, MNは独立ではなく, 株価との相関や自己
相関を持つことが [HL2006]で報告されており,

このタイプのMNの影響を除去することがRV

研究の最も重要な課題の一つとなっている.本
講演では, このタイプのMNを仮定し, RVに
含まれるバイアスの時系列モデリングを行う.

2 モデルの背景

2.1 実現ボラティリティ

p(t)を時刻 tの資産価格の対数値とし,これ
が次のモデルに従うとする.

dp(t) = µ(t)dt+ σ(t)dW (t). (1)

W (t)は標準ブラウン運動, µ(t), σ(t)は F(t)-

適合過程とする. ここで,第 t日の累積ボラティ
リティIVt (Integrated Volatility,以下, IV)を
次で定める.

IVt =

∫ t

t−1
σ2(s)ds.

第 t日にm個の式 (1)の離散点 p(ti), (ti = t−
i/m, i = 1, . . . ,m)を観測しているとする.第 t

日の実現ボラティリティRV
(m)
t を次で定める.

RV
(m)
t =

m∑
i=2

(p (ti)− p (ti−1))
2 .

以上の下,古典的な確率解析から次が知られて
いる.

RV
(m)
t → IVt in P (m → ∞).

2.2 マーケット・マイクロストラクチャ・
ノイズ

以上から, RVは IVの一致推定量となるが,

実際の観測価格 p∗(ti)は市場のミクロ構造に起
因する観測誤差MNを含み,式 (1)の p(t)と乖
離する.観測価格 p∗(ti)を,

p∗(ti) = p(ti) + ε(ti)

と表すと,この p∗(ti)から計算される RV
∗(m)
t

はMNによるバイアス u
(m)
t を含む.さらに統

計的な推定誤差を d
(m)
t とすると, RV

∗(m)
t は次

のように表される.

RV
∗(m)
t = RV

(m)
t + u

(m)
t + d

(m)
t .

前述したように日中観測回数m → ∞のと
き, RVは IVに確率収束するが, u

(m)
t はmに

比例して大きくなる. 一方, mを小さく取れば
今度は標本数の減少により d

(m)
t の分散が大き

くなる.

3 RVの時系列モデリング

3.1 p(t)の仮定と IVtのモデル

Square Root Stochastic Auto-Regressive

Variance(以下, SR-SARV)モデルを仮定する.

dp(t) = σ(t)dW (t), σ2(t) = σ2 +

p∑
i=1

ωiPi(f(t)).
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W (t)は標準ブラウン運動, f(t)はW (t)と独立,

Pi(f(t)), Pj(f(t)) (i ̸= j)はそれぞれ無相関で
平均 0,分散 1の AR(1)過程とする.このモデ
ルは σ2(t)を p個のAR(1)モデルの和で記述す
る一般的な p-factorモデルであり, p-factorの
HestonモデルやGARCHモデル等のよく知ら
れたモデルを含む.

[BS2002]は, dtが IVtと独立なホワイトノイ
ズであること示し, [M2003]は, この σ2(t)に対
して, IVtが ARMA(p, p)表現を持つことを示
した.彼らは,

RV
(m)
t = IVt + d

(m)
t , IVt ∼ ARMA(p, p)

とした状態空間モデルにより, RVから IVをモ
デルベースで推定・予測する方法を提案・検証
している.これを BSMモデルと呼ぶ.

3.2 MNの仮定と u
(m)
t のモデル

[NW2015]は, MNの存在下での BSMモデ
ルを拡張した. 彼らはMNが他の変数と独立
な iidノイズであるという仮定の下, u

(m)
t の自

己共分散を求め, MA(1)表現を持つことを示し
た. 彼らは,

RV
(m)
t = IVt + u

(m)
t + d

(m)
t ,

IVt ∼ ARMA(p, p), u
(m)
t ∼ MA(1)

とした状態空間モデルにより, RVからMNの
影響を除き, IVを推定・予測する方法を提案し,

BSMモデルと比較検証している.以下,これを
NWモデルと呼ぶ.

3.3 主結果：非独立なMNと提案モデル

我々は [HL2006]型のMNとして, (1)有限次
の自己相関, (2) p(t)との相関を仮定し,この仮
定の下, u

(m)
t の自己共分散, d

(m)
t との共分散を

求め,これから bt := u
(m)
t +d

(m)
t がARMA(p, 1)

表現を持つ示唆を得た：

RV
(m)
t = IVt + bt,

IVt ∼ ARMA(p, p), bt ∼ ARMA(p, 1).

これが提案モデルである.

4 実データへの適用とモデル比較

各モデルは観測データRV ∗
1:T から,カルマン

スムーザ・フィルタによってモデルベースで
IV1:T , u

(m)
1:T (b1:T )の推定・予測ができる.

0
5

10
15

20

RV(data)
est IV

0 500 1000 1500 2000

−
0.

5
0.

5
1.

0
1.
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0 est b

図 1. 提案モデル (p = 2)適用結果 (上：IVt 推定値,デー
タ RV ∗

t ,下：bt 推定値)

[NW2015]の方法に従い, 2000年から 2007年
のTOPIXの 1分足価格をデータ, IVの代理変
数を 5分足価格から推定される RVとして, 提
案モデルとNWモデルの IV推定・予測精度の
比較を行ったところ, 推定・予測精度共に提案
モデルが優位な結果となった.
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再生核補間を用いた後退確率微分方程式の数値解析

田中 俊介 1, 中野 張 1

1東京工業大学情報理工学院数理・計算科学系
e-mail : tanaka.s.bm@m.titech.ac.jp

1 設定

後退確率微分方程式 (以降 BSDEと呼ぶ)の
近似解を求める決定的な解法はまだない。本研
究では、再生核補間を用いて近似解を求める。
d次元ブラウン運動Btで生成されるフィルター
付き確率空間 (Ω,F , {Ft}0≤t≤T ,P)を置く。前
進要素Xtを以下のように定義する。

dXt = b(s,Xt)dt+ σ(s,Xt)dBt (1)

そして、この前進要素を含んだ以下の確率微分
方程式を BSDEと呼ぶ。{

−dYt = f(t,Xt, Yt, Zt)dt− ZtdBt

YT = g(XT )
(2)

本研究では、関数 b, σ, f, gはリプシッツ条件を
満たすと仮定し、この過程の下、(1)と (2)は
それぞれ唯一の解Xtと Yt, Ztが存在する。
また、この BSDEを時間分割数 nで

0 = t0, t1, · · · , tn = T のように離散化すると、Ŷti=E
[
Ŷti+1+f(ti,X̂ti ,Ŷt+1,Ẑti)h

∣∣∣Fti

]
Ẑti=

1
hE

[
Ŷti+1Bti,ti+1

∣∣∣Fti

] (3)

ここで、h = T/n,Bti,ti+1 = Bti+1 − Bti と定
義し、オイラー丸山近似で時間離散化した X̂ti

を用いる。
本研究では、カーネル関数にガウスカーネル

Kσ(x, y) = exp
(
− |x−y|2

σ

)
を用いて、正則化付

き再生核補間を以下のように定義する。選択点
Γ = {x1, x2, · · · , xN}に対して、関数 f を近似
するような関数 sは次の問題を解くことで得ら
れる。

argmin
s∈NKσ (O)


N∑
j=1

[f(xj)− s(xj)]
2 + λ||s||NKσ (O)


ここで、λは正則化項、NKσ はガウスカーネル
によって生成される再生核ヒルベルト空間とす
る。この問題の解は次のように求めることがで

きる。fΓ = {f(x1), f(x2), · · · , f(xN )}として、

s∗ = Iλ(f) =

N∑
j=1

{
(A+ λI)−1(f |Γ)

}
j
Kσ(·, xj)

これを用いて、(3)の条件付き期待値の部分を
近似する。

2 アルゴリズムの設計

[1]より、以下の定理が示せる。

定理 1 Xtのマルコフ性より、

Yt = u(t,Xt), Zt = v(t,Xt)

を満たす連続関数 u, v : [0, T ] × Rd → Rが存
在するが存在する。

これより、(3)は以下のように書き換えること
ができる。ui(x)=E

[
ui+1(X̂

ti,x
ti+1

)+f(ti,x,ui+1(X̂
ti,x
ti+1

),vi(x))h
]

vi(x)=
1
hE

[
ui+1(X̂

ti,x
ti+1

)Btiti+1

]
ここで、u(ti, x) = ui(x)とする。vも同様。ま
た、X̂ti,x

ti+1
は時刻 tiでの値 xを表している。

次に点を取る範囲を決めるために、以下の切
り取り前進要素を定義する。

• X̃ti+1 = X̃ti+b(ti, X̃ti)h+σ(ti, X̃ti)B̃titi+1

• Xti の範囲：Rti{
Rti+1 = c0(1 + rm)(1 +Rti) (c0 > 0)

Rt0 > 0

最後に、再生核補間を用いて Yt0 , Zt0 を求め
るアルゴリズムを次のように設計する。
ūi(x)=E

[
ũi+1(X̃

ti,x
ti+1

)+f(ti,x,ũi+1(X̃
ti,x
ti+1

),ṽi(x))h
]

ũi(x)=I
λ(ū)(x)

v̄i(x)=
1
hE

[
ũi+1(X̃

ti,x
ti+1

)Btiti+1

]
ṽi(x)=I

λ(v̄)(x)

期待値はモンテカルロ法 (サンプル数= 105)で
求める。本研究の主定理では、

∆ui = ||ũti − uti ||∞,∆vi = ||ṽti − vti ||∞

の評価をする。
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3 主結果

まず、主定理を示すための補題を示す。時刻 ti
における選択点Γtiに対して、以下を定義する。

hΓti ,Rti
= sup

x∈Rti

max
xj∈Γti

||x− xj ||2

[2]より、次の補題を示す。

補題 2 有界集合Oと選択点Γ = {x1, · · · , xN} ∈
ON とする。f ∈ NKσ(O)と任意の自然数 kに
対して、以下の不等式を満たす σ, hΓ,O,Oに依
存しない定数 Lが存在する。

|f(x)−Iλ(f)(x)|≤Cσ−k exp(
σ2

8
)h

k− d
2

Γ,O ||f ||NKσ (O)

ここで、正則化項 λの値を

√
λ ≤ (4k)k exp(−k)σ−k exp(

σ2

8
)

としている。

この補題より、正則化付き再生核補間の誤差評
価を考えることができる。
次に、有界集合 Oに対して関数 f ∈ L2(O)

における積分作用素を以下のように定義する。

LKσf(x) =

∫
O
Kσ(x, y)f(y)dy

[3]より、以下の性質を満たす。

補題 3 上で定義した積分作用素LKσ は以下の
性質をもつ。

• 任意の f ∈ L2(O) に対して、LKσf ∈
NKσ(O)

• 任意の f ∈ L2(O)と g ∈ NKσ(O)に対し
て、⟨LKσ , g⟩NKσ (O) = ⟨f, g⟩L2(O)

• 任意の f ∈ L2(O)に対して、

||LKσf ||NKσ (O) ≤ (
√
πσ)

d
2 ||f ||L2(O)

この性質より再生核ヒルベルト空間NKσ とL2

の比較をすることが可能になる。
これまでの仮定、補題を用いて以下の主定理

が示せる。

定理 4 誤差∆ui,∆viに対して、以下の不等式
を満たす hΓti ,Rti

, Rtiに依存しない定数Cが存
在する。

∆ui+
√
h∆vi≤C

(
R0r

ne−βr+

{
2+exp

(
(σ∗)2

8

)}
σ∗
)

ここで、σ∗ = h
2k−d

2k+d+2

Γti ,Rti
R

d+2
2k+d+2

ti
である。

4 数値結果

一次元 Black-Scholesモデルを考える。まず
Xtは次の確率微分方程式とする。{

b(t,Xt) = µXt

σ(t,Xt) = ηXt

さらに、BSDEを次のように設定する。f(t,Xt, Yt, Zt)=−
{
yr+(µ−r)z

σ +min
(
0, y− z

σ

)
(R−r)

}
g(XT )=max(0, XT−K1)−2max(0, XT−K2)

この時、変数は次のように設定する。

µ η r R T X0 K1 K2

0.05 0.2 0.01 0.06 0.25 100 95 105

選択点 Γtiを [80, 130]から S個を選ぶ。結果
は近似解/解析解で表す。

S 10 20 50 100 300

ũt0 1.0069 1.0039 1.0072 1.0098 1.0023

ṽt0 1.101 0.908 1.028 1.208 0.932

5 まとめと今後の課題

数値結果から再生核補間という関数近似で上
手く後退確率微分方程式の近似解を求めること
ができ、正則化を施した再生核補間における誤
差評価を理論的に計算することができた。課題
としては、この誤差評価通りに近似解が解析解
に収束することを確認する必要がある。また、
正則化で行列 Aを安定化させるのではなく特
異値分解を用いて安定させた場合の誤差評価を
考えたい。
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バーゼル III適格Additional Tier1債券（AT1債）に対する構造型プラ
イシングモデルの改良と実証分析
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e-mail : hnakagawa@hub.hit-u.ac.jp

1 概要

バーゼル III適格Additional Tier１債券（AT1

債）は，普通社債に比して高水準のクーポン
が設定されている一方，Tier1 資本を補完する
「AT1 資本」として規制自己資本に算入できる
という資本性を担保するために，様々な契約条
件が付されている．そのため投資家は，発行体
のデフォルト（債務不履行）リスクに加えて，
AT1債が有する各種契約条件を考慮した上でプ
ライシングをおこなうことが求められる．本論
文では，先行研究を拡張して二種類の強制元本
削減トリガー条項（「財務トリガー（Account-

ing Trigger）」および「PONVトリガー（Point

Of Non-Viability Trigger）」）を考慮した AT1

債プライシングモデルを設定し，実際に発行さ
れている AT1 債の市場価格データを用いた実
証分析の概要を通じて，提案するプライシング
モデルの有用性について検討することを主眼と
する.

なお，本稿のフルペーパーが以下URLで公
開されている．詳細はそちらを参考にしていた
だきたい．（URL:https://goo.gl/HGmQVx）．

2 プライシングモデルの設定

連続時間 [0,∞) の設定で，フィルター付き
確率空間 (Ω,G, (Gt),Q) を導入し，すべての確
率過程がフィルトレーション G-適合であると
いう前提をおく．また，不完全情報の概念を定
式化するため，(Gt) の部分フィルトレーション
(Ht) も導入する．Q はリスク中立確率測度を
表すと仮定する．
次に，発行体の資産価値を表す確率過程 (Vt)

を，時刻 0 における資産価値は以下で与える．

dVt = (r − δ)Vtdt+ σV VtdWt, V0 > 0. (1)

ここで，r はリスクフリーレート，δは発行体
の資産価値の外部流出率，σV は資産価値のボ
ラティリティ，(Wt) は Q の下での (Gt)-標準
ブラウン運動である．また「全ての時点 t ≥ 0

において，資産価値 Vt は Ht-可測でない」と
仮定しておく．
デフォルトの閾値を「発行体の負債額面」K ∈

(0, V0) で与えて，デフォルト時刻 τ を

τ := inf{t > 0 | Vt ≤ K}. (2)

と定義する（inf ∅ = ∞ とする）．
次に，財務トリガーとは，発行体のCET1比

率（CET1資本の額をリスクアセット額で割っ
たもの）が一定水準以下となったときに発動さ
れるイベントと定義する．
CET1 比率を表す確率過程 (CET1Rt) は，

Rösler [1] に倣い，次の式で与えられると仮定
する．

CET1Rt = ec1
{
1

β

(
1− K

Vt

)}c2

(3)

ただし，c1 ∈ R, c2 > 0 は推定すべきパラメー
タとする．
CET1比率に対する財務トリガー発動の閾値

を，正の定数 KACC で表し，財務トリガー抵
触時刻 θACC を

θACC := inf{t ∈ Tqtr | CET1Rt ≤ KACC}

で定義する．ここで，Tqtr := {0.25k− t0 | k ∈
N} (∃t0 ∈ [0, 0.25))を四半期決算発表時点の集
合とする．
もう一つの「PONVトリガー」は，実際に

は監督当局に基づく外生的なイベントである
が，発行体の資産価値が負債価値近くまで低
下したことを確認して，監督当局が強制的に
発動するイベントと見なす．そこで，正の定数
KPONV (V0 > KPONV ≥ K) を 発行体の資産
価値過程に対する PONVトリガー閾値として，
PONVトリガー抵触時刻 θPONV を以下のよう
に定義する．

θPONV := inf{t > 0 | Vt ≤ KPONV}.

なお，デフォルト時刻 τ , 財務トリガー抵触
時刻 θACC, PONVトリガー抵触時刻 θPONV は
いずれも (Ht)-停止時刻であると仮定する．
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さて，満期 T の AT1債に関して，ℓ は時点
t = 0から債券の満期 T までの間の利息の総支
払回数，ti は t = 0 から見て i 回目の利息支払
い時点，ci は i 回目の支払利息額，N は債券
の元本とする．デフォルト発生またはトリガー
抵触発生のいずれかが起こった時点以降は，当
該債券からのキャッシュフローは発生せず，元
本は 100%削減されると仮定する．なお，AT1

債は通常は満期がない永久債として発行される
が，実際には初回償還可能日に償還されるので，
初回償還可能日を満期時点 T と見なしている．
このとき，トリガーや完全情報／不完全情報

の設定に応じて AT1債の理論価格式はいくつ
かの形で与えられる．例えば「財務トリガーと
PONVトリガーの両方を考慮した場合の，不
完全情報下でのAT1債のモデル価格式」は，以
下で与えられる（θtrigger := min{θACC, θPONV}
とする）．

ℓ∑
i=1

1{t≤ti}e
−r(ti−t)ciQ(θtrigger > ti | Ht)

+ 1{t≤T}e
−r(T−t)NQ(θtrigger > T | Ht).

いずれの価格式についても「条件付生存確率」
の計算に帰着されることが分かる．
なお，Frey et al. [2] を参考にして，Ht 条

件下で，Vt −K は対数正規分布 LN(log(ṽt −
K), σ2

AN ) に従うと仮定する（ṽt(> K) は Ht-

可測な確率変数で，時点 t において観測される
発行体の資産価値を表すものとし，σAN は観
測値 ṽ に対して生じる何らかの「ノイズ」を
表すパラメータ）．

3 実証分析

AT1債プライシングモデルを用いて，日本
と欧州で実際に発行された次の二つの AT1債
のモデル価格を算出し，その特徴について考察
する．
一つ目の「MUFG AT1 債」の主な条件は，

2015年 3月 23日発行，初回償還可能日 2020

年 7 月 15 日，利払い年 2 回，利率は当初年
2.70%（固定金利），財務トリガー閾値 CET1

比率 5.125%，PONVトリガーあり．
二つ目のバンコ・ポプラール（スペイン）の

AT1債「POP AT1債」の主な条件は，2015年
2月 12日発行，初回償還可能日 2020年 4月 10

日，利払い年4回，利率は当初年8.25%（固定金
利），財務トリガー閾値 CET1比率7%，PONV

図 1. MUFG AT1 債のモデル価格式と市場価格の日次
推移：財務トリガーのみ・完全情報 (上方の青点線)，財
務&PONV トリガー・完全情報 (中央の緑実線)，財務
&PONVトリガー・不完全情報 (下方の紫実線)．AT1債
の市場価格は太い橙実線で表示．会計情報ノイズ σAN =
10%.

トリガーあり．
本研究では，モンテカルロ・シミュレーショ

ンを用いてモデル価格式の中に現れる「条件付
生存確率」を算出した．
モデルに含まれるパラメータの設定法やシ

ミュレーションのアルゴリズムについては，本
論文を参照されたい．

4 結果

図は，MUFG AT1債について，モンテカル
ロ・シミュレーションで得たモデル価格と市場
価格を比較しているグラフである．
モデル価格と市場価格が，ある程度整合的に

推移している状況がいくつか観測された一方で,

両者の水準や推移の様態に大きな乖離が生じて
いる局面も見られた．
他の結果や詳しい考察については，本論文を

参照されたい．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP17K01248 の
助成を受けておこなわれた．
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Inequality of Realization of a Stochastic Economic Dynamics

based on the Erdős Discrepancy Problem
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1 Abstract

Since Pikkety (2014) empirically demonstra-

tes the inequality of several sources of income,

the theoretical models that provide justifica-

tion for it are explored in some researches.

This paper proposes a stochastic dynamics mo-

del in which people who are endowed with dif-

ferent discount factors buy the capital stock

periodically and are exposed to randomness

at arithmetic progression times. We prove

that the realization of a stochastic equilibrium

may render the people quite unequal bene-

fits. Its proof is based on Erdős Discrepancy

Problem that an arithmetic progression sum

of any sign sequence goes to infinity, which

is recently solved by Terence Tao (2016). The

result in this paper implies that in some cases,

the sources of inequality come from pure luck.

2 Model

Let N denote the set of natural numbers.

Denote the stochastic productivity by at ∈
{a, a} for t ∈ N with a > a > 0. The pro-

ducers’ behavior is described as the following

maximization problem.

max
Lt

atLt − wtLt.

where Lt means the aggregate labor and wt is

the wage rate.

We normalize EP [at] = 1 where P is a prob-

ability appropriately defined.

Consumers buy the capital stock and di-

rectly obtain the utility from it and supply la-

bor that yields disutility. Let xt be the quan-

tity of capital and denote the labor supply by

lt ∈ [0, 1] at t. The quantity of initial cap-

ital x1 > 0 decays at the depreciation rate

of 0 < δ < 1. So the stock remains like

x1, δx1, δ
2x1, · · · as the time passes until the

period written by t = t1. Consumers buy the

new capital and replace the old one at t =

t1+1. We assume that in the period t = t1+1

no capital is available. Next, the new capital

is installed after one period at t1+2. Then by

the same manner xtn+2 for n = 1, 2 · · · decays
as xtn+2, δxtn+2, δ

2xtn+2, · · · until t = tn+1.

Consumers buy the new capital and replace

the old one at t = tn+1 + 1, and the new cap-

ital is installed after one period at tn+1 + 2.

In what follows, we assume that the utility

function u and disutility one v: R+ → R+ are

linear, u(x) = x, v(l) = ηl, η > 0.

For convenience, we write down the con-

sumers’ maximization problem by setting the

length of the remaining period of stock, tn −
(tn−1 + 2) =: kn, namely the period between

the beginning of newly installed capital, tn−1+

2 and the end of it, tn. Note that the period

at which no capital is not yet available is writ-

ten by tn + 1 =
∑n

i=1(ki + 2). Denote the set

of time at which the capital is existent by

T := N \
{ n∑

i=1

(ki + 2)
∣∣∣ n = 1, 2, · · · ,

}
.

Denote the set of nonnegative integers by Z+

(namely N∪ {0}). Then the consumers’ max-

imization problem is written as follows;

max
{ki}i=1,2,···⊂Z+, {(xt,lt)}t

EP

[ ∞∑
n=0

{
ρ
∑n

i=1(ki+2)

kn+1∑
m=0

[
x∑n

i=1(ki+2)+1(ρδ)
m

− ηρml∑n
i=1(ki+2)+m+1

]
− ηρ

∑n+1
i=1 (ki+2)−1l∑n+1

i=1 (ki+2)

} ]
subject to

St∆θt = wtlt, t ∈ T
xt + St∆θt = wtlt, t /∈ T

where
∑0

i=1 =: 0, St is the price of stock,

which are used for financing the capital or sav-

ing, and θt means the quantity of the stock at
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t.

We assume that the price of stock has no

trend. EP [St] = S1 > 0 for some S1 > 0.

Thus consumers prefer buying at most capital

to saving something at the periods in T due to

the linearity of utility, presence of discounting

ρ and no trend of stock prices. They save only

when being in T and buy the capital using all

the savings and current wages in other than

T. We can see

lt = 0 for t ∈ T and lt = 1 for t /∈ T.

We further find that the all optimal ki, i =

1, 2 · · · must be the same. So we denote them

by k∗. It holds that for n = 1, 2, · · ·

x(k∗+2)n+1 = w(k∗+2)n = a(k∗+2)n.

By imposing several parametric assumptions,

we conclude that k∗ = 0 for ρ ∈ [ (η+ δ)/(1−
δ), ρ ), k∗ = 1 for ρ ∈ [ ρ1, (η + δ)/(1 − δ) ),

k∗ = 2 for ρ ∈ [ ρ2, ρ1 ), · · · , k∗ = i for ρ ∈
[ ρi, ρi−1 ), · · · .
Let φi := [ρi, ρi−1). A consumer who has

a discount factor in φi selects k∗ = i, i =

0, 1, 2, · · · . For people who belong to φi, the

supply of labor is one when t = (i + 2)n, n =

1, 2, · · · , which is the unique opportunity of

receiving wages and being exposed by uncer-

tainty, for example, φ0-people who select k∗ =

0 supply one labor at t = 2, 4, · · · 2n, · · · , φ1-

people who select k∗ = 1 provide one labor

at t = 3, 6, · · · 3n, · · · , φ2-people who select

k∗ = 2 supply one labor at t = 4, 8, · · · 4n, · · · ,
and so on.

3 Realization of Stochastic Process

This section concerns the realization of stochas-

tic capital process. at is the exogenous pro-

ductivity stochastic process each individual con-

sumer face taking value a or a.

At this point, we introduce the monumental

mathematical theorem, known as Erdős Dis-

crepancy Problem, long time being conjecture

from around 1932, proved by Terence Tao in

(2016). It states that for any sign sequence

f : N → {−1, 1},

sup
n,d∈N

∣∣∣ n∑
j=1

f(jd)
∣∣∣

is infinite. Formally, for any C > 0 and f ,

there exist n and d such that∣∣∣ n∑
j=1

f(jd)
∣∣∣ ≥ C.

We apply this Erdős Discrepancy Problem

to the exogenous {at}, which is equal to {wt}
in equilibrium. In the model in the previous

section, consumers are exposed to randomness

periodically, namely, φi-people encounter the

randomness at (i + 2)n, n ∈ N periods for

i ∈ Z+. By redefining f : N → {a, a} and

reinterpret (i + 2)n = d, we can say the fol-

lowing theorem.

Theorem. For arbitrary large number, C >

0, and any realization of {at}, there exists a

long period of time, N ∈ N, and φi-people

who face the high wages or low wages that out-

numbers the other ones by difference C > 0,

namely,

φi-people encounter
#a−#a ≥ C (lucky people case)

or

#a−#a ≥ C (unlucky people case)

for t = 1, 2, · · ·N .

Roughly speaking, even under random envi-

ronment, there may be a fixed member of the

society who is almost always lucky or unlucky

for large period of time.
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Intel AVX-512命令を用いた複数の整数除算の高速化
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1 はじめに

整数除算は多くのアプリケーションで広く用
いられている演算の一つである．一般的に除算
は加減乗算に比べて遅いことが知られている．
多くのプロセッサでは整数加減乗算の SIMD命
令がサポートされているが，整数除算の SIMD

命令をサポートしているプロセッサはほとんど
存在しないのが現状である．
Intel 64命令セットの div命令は 128ビット

の被除数と 64ビットの除数に対する符号なし
整数除算を行う．Intel SVML（Short Vector

Mathematical Library）にはベクトル化された
整数除算の組み込み関数が含まれているが，被
除数および除数は 8ビットから 64ビットまでで
あり，128ビットの被除数と 64ビットの除数に
対する符号なし整数除算には対応していない．
また，逆数を用いて整数除算を求めるアルゴ

リズム [1, 2, 3]が提案されているが，ベクトル
化は考慮されていない．
本論文では，Intel AVX-512命令を用いて複
数の 128ビットの被除数と 64ビットの除数に
対する符号なし整数除算を高速化し，性能評価
を行った結果について述べる．

2 提案手法

符号なし整数除算は被除数をA，除数をBと
すると，商 Q = ⌊A/B⌋および剰余 R = A −
BQ (0 ≤ R < B)で定義される．提案手法は複
数の 128ビットの被除数と 64ビットの除数に
対する符号なし整数除算を再帰除算 [4]により
行う．Algorithm 1に再帰除算アルゴリズム [5]

を示す．被除数が 128ビットで除数および商が
64ビットの符号なし整数除算は，Algorithm 1

において β = 232，n = m = 2，A < βmBと
すると，96ビットの被除数と 64ビットの除数
に対する符号なし整数除算を 2回行うことで計
算することができる．
96ビットの被除数と 64ビットの除数に対す

る符号なし整数除算を行う際には，上位 64ビ
ットの被除数と上位 32ビットの除数に対する
符号なし整数除算で商を近似する．除数 B が

Algorithm 1 RecursiveDivRem [5]

Input: A =
∑n+m−1

0 aiβ
i, B =

∑n−1
0 bjβ

j ,
βn/2 ≤ B < βn, n ≥ m

Output: quotient Q and remainder R of A
divided by B

1: if m < 2 then return Q := AdivB,
R := A mod B

2: k ← ⌊m/2⌋, B1 ← B divβk, B0 ← B mod βk

3: (Q1, R1)←RecursiveDivRem(Adivβ2k, B1)
4: A′ ← R1β

2k + (A mod β2k)−Q1B0β
k

5: while A′ < 0 do Q1 ← Q1−1, A′ ← A′+βkB
6: (Q0, R0)←RecursiveDivRem(A′ divβk, B1)
7: A′′ ← R0β

k + (A′ mod βk)−Q0B0

8: while A′′ < 0 do Q0 ← Q0− 1, A′′ ← A′′+B
9: return Q := Q1β

k +Q0, R := A′′.

βn/2 ≤ B < βnに正規化されている場合，正
確な商を Qとすると商の近似値は Q，Q + 1，
Q+2のいずれかになる [4]．したがって，剰余
R = A−BQが 0 ≤ R < Bの範囲に収まるよ
うに商の近似値を補正することにより正確な商
が得られる．
提案手法に基づく複数の 128ビットの被除数
と 64ビットの除数に対する符号なし整数除算の
ベクトル化の例を図 1に示す．除数のNumber

of Leading Zero（NLZ）を計算して，被除数と
除数をそれぞれ左に NLZビットシフトするこ
とで，正規化を行うことができる．この NLZ

の計算は Intel AVX-512CDの vplzcnt命令を
使うことでベクトル化することが可能である．
図 1のプログラムでは正規化を行う際に，変
数 an1への代入において a0[i] >> (64 - s)

ではなく (a0[i] >> (63 - s)) >> 1として
いる．これは Intel 64命令セットおよび Intel

AVX-512命令セットの 64ビットオペランドに
対するシフト命令がシフト幅を下位 6ビットし
か見ないため s = 0 の場合でもプログラムが
正しく動くようにするためである．
また，64ビットの被除数と 32ビットの除数
に対する符号なし整数除算 an1 / b1および r

/ b1を Intel C compilerでコンパイルすると，
Intel SVMLのベクトル化された整数除算の組
み込み関数が呼び出される．
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#include <stdint.h>
#include <immintrin.h>

void vdivq(uint64_t *q, uint64_t *a0,
uint64_t *a1, uint64_t *b)

/* q[:] = (2^64 * a1[:] + a0[:]) / b[:].
Requires a1[:] < b[:]. */

{
uint64_t an0, an1, bn, b0, b1, q0, q1, r, t0, t1;
int64_t vs[VLEN];
int i, s;

for (i = 0; i < VLEN; i += 8)
_mm512_store_epi64(&vs[i],
_mm512_lzcnt_epi64(_mm512_load_epi64(&b[i])));

for (i = 0; i < VLEN; i++) {
s = vs[i]; bn = b[i] << s;
b1 = bn >> 32; b0 = bn & 0xFFFFFFFF;
an1 = (a1[i] << s) | ((a0[i] >> (63 - s)) >> 1);
an0 = a0[i] << s;
q1 = an1 / b1; r = an1 - q1 * b1;
t0 = (r << 32) | (an0 >> 32);
t1 = q1 * b0; r = t0 - t1;
if (t0 < t1) {

q1--; r += bn;
if (r >= bn) {

q1--; r += bn;
}

}
q0 = r / b1; r -= q0 * b1;
t0 = (r << 32) | (an0 & 0xFFFFFFFF);
t1 = q0 * b0; r = t0 - t1;
if (t0 < t1) {

q0--; r += bn;
if (r >= bn) {

q0--; r += bn;
}

}
q[i] = (q1 << 32) | q0;

}
}

図 1. 提案手法に基づく複数の 128ビットの被除数と 64
ビットの除数に対する符号なし整数除算のベクトル化の例

3 性能評価

性能評価にあたっては，複数の 128ビットの
被除数と 64ビットの除数に対する符号なし整
数除算の性能を，提案手法と Intel 64命令セッ
トの div命令で比較した．除数は 1 ∼ 264 − 1

の範囲の乱数とし，被除数は 0 ∼ 2127 − 1 の
範囲の乱数で商が 264 − 1以下になるものとし
た．256要素の符号なし整数除算を 100万回実
行し，その平均の経過時間から 1秒あたりの符
号なし整数除算回数（Mops）を算出した．
評価環境として，Intel Xeon Phi 7250の 1

コア，1スレッドを用いた．コンパイラは Intel

C compiler 18.0.3.222を用い，コンパイルオプ
ションは “icc -O3 -xMIC-AVX512”を用いた．
Intel Xeon Phi 7250における複数の 128ビッ

表 1. Intel Xeon Phi 7250 における複数の 128 ビット
の被除数と 64ビットの除数に対する符号なし整数除算の
性能

性能（Mops）
提案手法 32.763
div命令 13.985

トの被除数と 64ビットの除数に対する符号な
し整数除算の性能を表 1に示す．表 1から提案
手法が div命令よりも約 2.34倍高速であるこ
とが分かる．

4 まとめ

本論文では，Intel AVX-512命令を用いて複
数の 128ビットの被除数と 64ビットの除数に対
する符号なし整数除算を高速化し，性能評価を
行った結果について述べた．再帰除算アルゴリ
ズムを用いるとともにベクトル化を行うことで，
Intel 64命令セットの符号なし整数除算命令に
比べて高速に整数除算が行えることを示した．

謝辞 本研究の一部は，JSPS科研費16K00168
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1  概要 
 高精度演算が必要かどうかは，対象とする問

題，使用するアルゴリズム，解に要求する精度

によって異なる．状況によっては高精度演算の

使用が計算時間の浪費になりうるため，まずは

高精度演算の有効性をテストすることが重要

であろう．GMP のような可変精度演算プログラ

ムは汎用的であるが，プログラム作成の労力が

大きいことと，ある精度に限定したプログラム

を高速に実行できないという問題がある． 

多倍長精度浮動小数点演算は，演算精度が基

本となる精度の２倍，４倍などに限定されるが，

ハードウェアで実装された高速な浮動小数点

数演算が利用できるため，高速に実行できるこ

とが多い．基本となる演算が単精度，倍精度，

４倍精度と変化すれば，それに応じた多倍長精

度演算が容易に実装できる． 

われわれは，倍精度浮動小数点数2つを組み

合わせた Double-double (DD)精度[1]，4 つを

組み合わせた Quad-double (QD)精度[2]を

Scilab と Matlab 上に Multiple Precision 

Arithmetic Toolbox (MuPAT)として実装した

[3]．MuPATは，異なる演算精度を容易に組み合

わせて使える環境になっている．本報告では，

「DD/QD 演算をどのように高速化するか」につ

いて述べる． 

 

2  DD演算とQD演算の高速化 
Matlabのような対話的環境では，素朴な実装

（Matlab関数の組み合わせ）はインタプリタ形

式での実行となる．ベクトルや行列のような複

数要素に同一の演算を施す場合は，その演算を

実行する外部関数を作成し，外部関数の実行環

境での高速化が現実的である．一方，単一要素

に対する演算は，外部関数を呼び出す際のオー

バヘッドのため高速化は困難である． 

DD/QD 演算には，約10～600 倍の倍精度演算

が必要になる．対話的な利用を想定し，一般的

なパソコンでどれだけ高速化できるかに興味

がある．4 コアのパソコンでは，FMA で 2 倍，

AVX2で4倍，OpenMPで4倍，全体で最大32倍

の高速化の可能性がある． 

2.1 FMA 

FMA(Fused Multiply and Add)[4]は，倍精度

の積演算と和演算の組み合わせ x=a*b+c を 1

演算として実行する演算であり，内積，行列ベ

クトル積の基本演算などはFMA演算1回で計算

できる．メモリアクセスは変わらないが，演算

回数が半減し，最大で2倍の性能向上が見込め

る． 

DD加算は倍精度加算11回，DD乗算は倍精度

加算15回，倍精度乗算9回なので，DD精度の

積和演算には 35 倍精度演算が必要である．そ

のうちFMAが利用できるのはsplit関数内に1

カ所，twoProd 関数内に 4 カ所あり，FMA を使

ったDD精度の積和演算は加算18回，乗算1回，

FMA 8回の27倍精度演算となる．35/27で約1.3

倍の高速化が期待できる．QD精度の積和演算で

は，加算91+171回，乗算46回の308倍精度演

算が，加算222回，乗算6回，FMA 40回の268

倍精度演算となり，約1.1倍の高速化が期待で

きる． 

2.2 AVX2 

Intel AVX2 (Advanced Vector Extensions 

2)[4]は，4つの倍精度浮動小数点数演算を同時

に実行する命令である．メモリアクセス数は変

わらず，4 倍の性能向上が見込めるが，常に 4

つの要素を用意する必要があり，入力データ数

が4の倍数でないときに付加的な操作が必要に

なる．FMA を併用できる． 

2.3 OpenMP 

OpenMP は共有メモリ上での並列化を可能に

するAPIであり，コアの数だけの性能向上が見

込める．実験では1コアに1スレッドを割り当

て，スケジューリングタイプをguidedとした． 

2.4 性能改善 

FMAの効果は，DD/QD演算で約1.1倍だった．

AVX2 の効果は，DD/QD とも行列-ベクトル積と

行列積が約4倍，QDの内積が約3.2倍，その他

が2倍以下だった．OpenMP の効果は，行列-ベ

クトル積はDDが2.6倍，QDが3.1倍，行列積

はDDが 3.7 倍，QD が 3.4 倍，行列和がDD/QD
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とも約3倍で，その他は2倍以下だった． 

FMA，AVX2，OpenMP のすべてを適用すると，

DD 行列和 2.8 倍，DD 行列-ベクトル積 9.9 倍，

DD 行列積 16.7 倍，QD 行列和 5.2 倍，QD 内積

5.1倍，QD行列-ベクトル積14.9倍，QD行列積

16.1倍である．高速化された場合は，理論ピー

ク性能の4～5割を達成している． 

 

3  DD演算のさらなる高速化 
 ベクトルに対する演算が高速化されないの

は，メモリからのデータ供給が演算に追いつい

ていないためである．CPU の並列化・高速化は

これからも続くと考えられるが，メモリアクセ

スの高速化はあまり期待できない．繰り返し使

用するようなプログラムを作成する場合は，多

倍長浮動小数点演算をより高速化することが

望ましい． 

3.1 係数行列の倍精度化 

 メモリアクセスが高速化のネックとなって

いるため，係数となる行列を倍精度のままとす

ることで高速化を図る．現時点では「計算の高

精度高速化」が目標であり，入力の高精度を先

送りする．多くの問題には影響がないが，必要

なメモリ量を半分にできる．Bytes per Flops

値は2.26から2.09に改善できる． 

3.2 疎行列格納形式とBCRS 

行列計算の高速化では，演算回数の削減が定

石であり，ゼロ要素は格納せず，演算もしない

のが一般的である．格納を非ゼロ要素だけにす

ると，要素へのアクセスにはインデックスを用

いたメモリに対する間接参照となる．行列の疎

度にもよるが，多くの場合，要素へのアクセス

が複雑になるデメリットより，データ量・演算

量の削減によるメリットのほうが大きい． 

行列を標準的な CRS (Compressed Row 

Storage) 形式で格納すると，AVX2 用に，不規

則に配置された4要素をまとめることが困難と

なる．AVX2 向けに，4*1， 2*2， 1*4 の小ブ

ロックからなるBCRS (Blocked CRS)形式を導入

する．4 要素からなるブロックを構成すること

で，ゼロ要素の部分も格納・演算することにな

り，最大4倍のメモリ容量と演算が必要になる． 

3.3 性能 

AVX2 と OpenMP による並列化に効果的だった

のは，4*1 のブロックを用いた BCRS(4,1)であ

る．転置行列-ベクトル積の場合は，列方向の

並列化を行う必要がある．ゼロ要素の増加によ

る演算量の増加と AVX2 と OpenMP による高速

化のトレードオフは問題による．テスト行列コ

レクションによる実験結果では，要素数は3倍

程度まで増えることもあるが，その場合でも倍

精度行列-DD 精度ベクトル積と倍精度転置行列

-DD 精度ベクトル積との性能は約 2～4 倍高速

化できた． 

 
4  まとめ 
 DD/QD演算は，データ量に比べて演算量が多

く，計算順序を変えることはできないが，複数

の要素は独立に計算できる．DD/QDを用いた多

倍長精度演算に対して，個々の演算に対する高

速化，ベクトルと行列に対する共有メモリ上の

並列化を行った．分散メモリ向けの並列化では，

使用するノード数とその際のデータ転送が問

題になるはずだが，Bytes per Flops の小さい

計算なので問題になりにくいと思われる． 

ここでの成果を疎行列に対するBiCG法に適

用すると，1反復の所要時間が倍精度演算の約

3倍となるが，アルゴリズムの高精度化によっ

て反復回数1/3になれば計算時間は同等になる．

少ない反復回数なりのメリットもある．また，

混合精度演算として，DD/QD演算の使用を減ら

すような利用法も現実的である． 
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4倍精度・高次数解法による常微分方程式の数値解法

平山 弘

神奈川工科大学　自動車システム開発工学科
e-mail : hirayama@sd.kanagawa-it.ac.jp

1 概要

ピタゴラス三体問題 (Baurrau’s problem)は、
1913年にC.Burrauによって研究され、1967年
にエール大学のSzebehely[1]らによって、Levi-
Civita変換を利用して数値計算によって解決さ
れた。
本論文では、4倍精度演算で、高次（24次）
の Taylor展開法を使えば、特別な変換を使わ
ないで、高精度な計算結果を得ることができる
ことを示す。

2 ピタゴラスの三体問題

ピタゴラスの三体問題とは、辺長 3,4,5 の直
角三角形の頂点の位置に、それぞれの対辺長に
比例する質量 3,4,5の質点を静止状態で配置し、
その状態を初期条件として、これらの質点が相
互の引力によって、この後どう運動するかを追
及する問題である。
質量 3,4,5 の質点をm3 、m4、m5とし、そ
の位置をそれぞれ (x3, y3), (x4, y4), (x5, y5)と
する。質点のmi 、mjの距離を rijとすると次
の式のようになる。

r34 =
√
(x3 − x4)2 + (y3 − y4)2

r35 =
√
(x3 − x5)2 + (y3 − y5)2

r45 =
√
(x4 − x5)2 + (y4 − y5)2

これらを用いると運動方程式は次のようになる。

d2x3
dt2

= 4(x4 − x3)r
−3
34 + 5(x5 − x3)r

−3
35

d2y3
dt2

= 4(y4 − y3)r
−3
34 + 5(x5 − x3)r

−3
35

d2x4
dt2

= 3(x3 − x4)r
−3
34 + 5(x5 − x4)r

−3
45

d2y4
dt2

= 3(y3 − y4)r
−3
34 + 5(x5 − x4)r

−3
45

d2x5
dt2

= 3(x3 − x5)r
−3
35 + 4(x4 − x5)r

−3
45

d2y5
dt2

= 3(y3 − y5)r
−3
35 + 4(x4 − x5)r

−3
45

初期条件は次のようになる。

x3 = 1, dx3
dt = 0, y3 = 3, dy3

dt = 0

x4 = 1, dx4
dt = 0, y4 = −1, dy3

dt = 0

x5 = 1, dx5
dt = 0, y5 = −1, dy3

dt = 0

3 常微分方程式の解のTaylor展開

ここでは簡単に、常微分方程式の Taylor展
開法について簡単に説明する。高階の常微分方
程式は１階微分方程式に書けるので、次のよう
に方程式、初期条件を仮定する。

dy

dx
= f(x,y(x)) y(x0) = y0

ここで、f 、yは、一般にベクトル関数で、十
分なめらかで必要な回数だけ微分可能とする。
初期条件の y0は定数ベクトルである。このよ
うな微分方程式は、次の Picardの逐次近似法
[2]によって解くことができる。

y0(x) = y0, yk+1(x) = y0+

∫ x

x0

f(t,yk(t))dt

Taylor展開式を上の式の被積分関数に代入し、
被積分関数をTaylor展開する。Taylor級数は、
k回目の反復計算の場合、k次までTaylor展開
[3]する。その k次のTaylor展開を積分し、定
数項 y0を加えて k+1次の解を計算する。1回
の計算で、最低 1次次数の高い解が得られる。

4 4倍精度計算

本計算に使ったMicrosoft社製の C++言語
は、4倍精度の数値は扱えない。ここでは、Bai-
leyの double-doubleアルゴリズム [4]で 4倍精
度の計算を行う。double-doubleアルゴリズム
では，4倍精度浮動小数点数 a(real16)を二つの
倍精変数 p(上位データ) および q(下位データ)

を用いて a = p + q (12ulp(p) ≥ |q|)と表す。
ここで、ulp(x)はxの最小ビット (unit in the

last place)を意味する。このとき，pおよび q

は通常の倍精度浮動小数点数である。このため
仮数部の精度は 53bitであり、２つの倍精度浮
動小数点数を利用することで 106bit の精度で
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表現できる．そのため，double-double アルゴ
リズムは IEEE754-2008の 4倍精度と比較する
と 8bit分だけ精度が劣る．しかし，IEEE754-

2008の 4倍精度はソフトウエアで作成されて
いるため、計算速度はハードウエアの計算をす
る部分が多い double-double型 4倍精度数が速
く計算が出来るので、実用的な方法であると言
われている。

5 三体問題の数値計算

方程式を初期条件を n次の Taylor級数を利
用して解いた。刻み幅 hは、最高次数項の係数
の絶対値が要求精度 ϵより小さくなるように決
定した。最高次数項の係数がゼロの場合は、そ
の一つ次数の低い項の係数を使う。その項の係
数がゼロならば、同様にさらに繰り返す。anが
n次の係数とすると、|an|hn <= ϵでなければ
ならない。すなわち、各Taylor級数に対して、
hを h = n

√
ϵ

|an| として計算する。その中で最小

の値を hとする。
今回の計算では、24次のTaylor展開式 (n =

24)を利用し、要求精度 ϵ = 10−28として計算し
た。その結果の小数点以下 13桁を表 1に示す。
この計算結果は長沢、桧山 [5]のLevi-Civita変
換を利用して計算した結果より高精度の結果で
あるが精度の範囲で完全に一致する。

表 1. 3天体の座標

t x3 y3
x4 y4
x5 y5

0.0 1.0000000000000 3.0000000000000

-2.0000000000000 -1.0000000000000

1.0000000000000 -1.0000000000000

20.0 3.0042926366964 0.5119252350247

-1.3886265375109 -0.4704760502527

-0.6916743520091 0.0692256991874

40.0 -0.6220036918011 1.8583181578998

0.1735445568164 -2.3684104432832

0.2343665696275 0.7797374598867

60.0 0.7438075001181 1.9399479510949

0.2640103346863 -0.7316243948700

-0.6574927678199 -0.5786692547609

80.0 12.4474428920319 36.6423087251151

-3.5558667150022 -12.3547812055635

-4.6237723632174 -12.1015602706182

6 数値計算検証

この計算結果を確かめるために、最終時間 t

の時点で速度を逆転 (v = −v)させて、同じ経
路を逆に計算し、初期値に戻るかを計算した。
初期条件から t = 80まで計算した。最大刻み
幅hmax = 0.1362、最小刻み幅hmin = 1.7092×
10−7で 10633回Taylor展開を計算する必要が
あった。その時点の速度の符号を変えた値を初
期値として t = 0 まで計算した。この計算には
10635回Taylor展開する必要があった。Taylor
展開の計算回数はほぼ同じだが、逆計算の方が
2回多かった。ここで計算した初期値と元の初
期値との差は最大で 2.23× 10−18で約 17桁一
致した。この結果から計算は 17桁程度正しい
と思われる。
さらに途中のエネルギーが保存されているか
どうかを確かめた。エネルギー E = −769

60 =

−12.81666 · · · との相対誤差は、最大で 1.2 ×
10−26であった。ほぼ 25桁の精度でエネルギー
が一定であった。他の計算より精度良くエネル
ギー保存則が成りたっていることがわかる。

7 結論

常微分方程式の初期値問題では、通常Runge-

Kutta法を使うがこの方法は、計算次数を自由
に選べないため、高次の計算するのが困難であ
る。Taylor展開法を使えば、容易に高次の計算
が可能で計算精度をあげれば、悪条件の方程式
も十分な精度で容易に解くことができる。
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協力行動に対するクラスタリングの効果 
   守田 智 
     静岡大学学術院術院工学領域数理システム工学系列 

     e-mail: morita.satoru@shizuoka.ac.jp 

 

1  概要 
 進化ゲームの概念は進化生物学において導

入されゲーム理論全般にも組み入れられた．行

動生態学、経済学、心理学など幅広い分野に大

きな影響を与えている．近年になって複雑ネッ

トワーク上の進化ゲームダイナミクスが着目

されてきている．その理由は，生物の行動と生

物間の関係性との相互作用が重要であると考

えられるからである[1,2,3]．また複雑ネット

ワーク上のダイナミクスの理論は統計物理学

の分野においても研究が進んでいる． 

 本研究では協力行動が関係性によってどの

ような影響を受けるかを考察する．Nowak と

May[4]の先駆的な研究によると格子上の各頂

点にプレイヤーを配置して隣接頂点間に囚人

のジレンマゲームを行った場合に協力行動が

保たれる．これは，協力者同士の固まった配置

が利己的な裏切り行為の侵入を妨げるためで

あると直感的に理解できる．ところが，Hauert

と Doebeli[5]は囚人のジレンマゲームを変形

したスノードリフトゲームにおいて格子構造

が協力行動を抑制する場合もあることを示し

た．このように空間的構造が協力行動にどのよ

うな影響を及ぼすかは必ずしも自明ではない． 

 そこで本研究ではネットワークのクラスタ

リング係数と呼ばれる指標に着目する．クラス

タリング係数とは個体の隣人を2人選んだとき

にその2人も隣人同士である比率によって定義

され，関係性の固まり具合を数値化したもので

ある．人間関係がバラバラであればクラスタリ

ング係数が低く 0に近い値を持つが，逆に少人

数のグループを主体とするような密接な人間

関係であれば 1に近くなると考えられる．クラ

スタリング係数を可変としたネットワークモ

デルによる数値計算とペア近似を駆使した理

論解析を行った． 

 その結果，クラスタリング係数の増加は 2戦

略が共存するパラメータ領域を狭くすること

が示された．すなわち囚人のジレンマゲームに

おいてクラスタリング係数は影響を与えない

がスノードリフトゲームでは多数派戦略がよ

り有利になることが示された[6]．  

 

 C D 

C 𝑏 − 𝑐 −𝑐 
D 𝑏 0 

単純化した囚人のジレンマゲーム 

 

 C D 

C 𝑏 − 𝑐/2 𝑏 − 𝑐 

D 𝑏 0 
スノードリフトゲーム 

 

2  モデル 
 𝑛個のノードからなるネットワークを考える．

クラスタリング係数の影響のみに着目するた

め各ノードの次数（隣接ノードの数）はすべて

等しくなる場合を考えよう．2 つのリンクをラ

ンダムに選びリンクの置き換えを試み，あらか

じめ指定したクラスタリング係数に近づく場

合のみ置き換えを実行する．この際，各ノード

の次数は保たれていることに注意する．十分時

間が経過した後の指定したクラスタリング係

数を持つネットワークが得られる． 

 上記のように得られたネットワーク上で囚

人のジレンマゲームまたはスノードリフトゲ

ームを行う．各ノードは協力（C）または裏切り

（D）の 2戦略のうち一方を取る．全隣接ノード

とゲームを行い．その平均点により適応度を与

える．適応度の低い戦略は適応度の高い戦略に

取って変わることになるが，その更新ルールに

は様々なものが知られている．ここでは代表的

なものとして以下の4つの更新ルールを用いる．  

1. Birth-death (BD):適応度に比例した確率

でノード xをランダムに選抜する．その隣

接ノード yをランダムに選ぶ．ノード yは

ノード xの戦略を採用する． 

2. Death-birth (DB):一様な確率でノード x

をランダムに選抜する．その隣接ノードの

中から適応度に比例した確率でノードyを

ランダムに選ぶ．ノード xはノード yの戦

略を採用する． 

3. Imitation (IM):一様な確率でノード xを

ランダムに選抜する．その隣接ノードとノ
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ードxの中から適応度に比例した確率でノ

ード yをランダムに選ぶ．ノード xはノー

ド yの戦略を採用する． 

4. Local competition (LC): 一様な確率でノ

ード xをランダムに選抜する．その隣接ノ

ードの中から一様な確率でノードyをラン

ダムに選ぶ．2 つのノードから適応度に比

例した確率で勝者を決め，敗者は勝者の戦

略を採用する． 

 
3  ペア近似解析 
平衡状態を近似計算するためペア近似を適

用する．𝑝cと𝑝dはそれぞれ協力者と裏切り者の

平衡状態での割合とする．リンクで結ばれた２

つのノードの状態は 3通りあり，それぞれの平

衡状態での割合を𝑝cc，𝑝cd，𝑝ddとおく．協力者

の隣が協力者である確率または裏切り者の隣

が裏切り者である確率は以下のように定義さ

れる．𝑋 = 𝑝c|c = 𝑝cc/𝑝c, 𝑌 = 𝑝d|d = 𝑝dd/𝑝d．

このとき𝑝c，𝑝d，𝑝cc，𝑝cd，𝑝ddは，𝑋と𝑌で陽

に表現できる．さらにトライアドの割合は 

𝑝∠ccd ≅ 𝑝cd𝑋/2 

𝑝∠cdd ≅ 𝑝cd𝑌/2 

と近似でき，トライアングルに関しては

Kirkwood近似[7]を適用して 

𝑝⊿ccd: 𝑝⊿cdd ≅ 𝑋:𝑌 

と近似する．その結果，クラスタリング係数を

𝐶とすると戦略の入れ替わりに不可欠な CD ペ

アのもう一方のノードに関する条件付確率が 

𝑝c|cd ≅ (1 − 𝐶)𝑋 + 𝐶𝑋/(𝑋 + 𝑌) 

𝑝d|dc ≅ (1 − 𝐶)𝑌 + 𝐶𝑌/(𝑋 + 𝑌) 

のように近似できる．これらの近似式を用いる

と4つの更新ルールそれぞれに対して協力者割

合の理論式が求まる．理論式を数値計算の結果

と比較するとよく合致していることが確認で

きる．これらの計算の詳細は Morita[6]を参照

されたい． 

いずれの更新ルールに対しても成立する式

として以下の関係式が得られる． 

𝐻 = 𝑝cd/𝑝c𝑝d = 1 − 1/(1 − 𝐶)(1 − 𝑧) 

この量は隣同士が異なる戦略を持つ傾向を数

値化したものでヘテロフィリシティと呼ぶこ

とにする．クラスタリング係数𝐶が大きくなる

とヘテロフィリシティ𝐻も増大する．その結果

として同じ戦略で固まることができなくなり，

2 戦略が共存するパラメータ領域が狭くなるこ

とがわかる． 

4  結論 
 ネットワーク上のゲームに関してペア近似

を駆使すると平衡状態の解析解が求まる．そ

の結果からクラスタリング係数の増加は戦略

のヘテロフィリシティーを増大させ，その結

果として戦略が共存すパラメータ領域が狭く

なることが示される．囚人のジレンマゲーム

の場合，共存領域が元々無いためクラスタリ

ング係数による影響を受けない．一方，スノ

ードリフトゲームの場合は共存領域の減少に

伴い，少数派であった戦略は絶滅する傾向が

ある．このような結果は，仲間内だけに限ら

れるようなグループ的な人間関係が多数派を

より有利にするかもしれないという興味深い

示唆を与える．しかし，本研究ではネットワ

ークは固定して行動によって変化しない状況

のみを扱った．ネットワーク構造と行動の共

進化的な研究は今後の課題としたい． 
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二重比例法による議席配分のシミュレーション分析

諸星 穂積

政策研究大学院大学
e-mail : morohosi@grips.ac.jp

1 はじめに

二重比例 (biproportinal)法は，[1, 2]で提案
された選挙区ごとの政党への議席配分を行う方
法である．通常の議席配分法は，人口または得
票数の非負ベクトル p = (pi)から議席数を表
す非負整数ベクトル a = (ai)を求める．二重
比例法では，選挙区毎の政党の得票数を表す非
負行列 V = (vij)（行を選挙区，列を政党とす
る）から議席数（当選者数）を表す非負整数行
列X = (xij)を求める．本稿では，二重比例法
による配分を一つの理想的な比例配分法だと考
えて，実際の議席数との比較を行うことで得ら
れた知見を報告する．利用したデータは，衆議
院に小選挙区比例代表並立制が導入された後，
1996年以降の総選挙の結果である．今回の発
表では，比例ブロックについて分析を行った．
図 1は，この期間に継続して存在していた主な
政党の得票と議席を示す．

図 1. 主な政党の得票数と議席数 (1996–2017)

2 二重比例法について

通常利用される除数法による配分では，丸め
関数 d(·)により ai = d(pi/D)とする．除数D

は総議席数が hになる条件
∑

i∈I ai = hを満
たすように決める（Iは選挙区または政党の集
合）．二重比例法の場合は，行和（各選挙区の
定数）ri と列和（各政党の当選者数）cj が与
えられ（

∑
i∈I ri =

∑
j∈J cj を仮定），各行各

列に対して 2種類の除数ベクトル λ = (λi)と
µ = (µj)を，

∑
j∈J d(pij/λiµj) = ri, ∀i ∈ I（I

は選挙区の集合），かつ
∑

i∈I d(pij/λiµj) = cj ,

表 1. シミュレーションの設定

集計単位
ブロック 全国

Jefferson 現行 (1)

Webster (2) (3)

∀j ∈ J ,（J は政党の集合），となるように決め
た上で，xij = d(vij/λiµj)とする．計算法につ
いては [3]参照してほしい．

3 シミュレーションの説明

現在の衆議院比例代表では，Jefferson法をブ
ロック毎に適用して各政党の当選者数を決めて
いる．本稿では，表 1に示す (1)～(3)の仮想状
況を考えて現実の結果と比較を行った．3つの
設定の詳細は以下の通りである．１）比例代表
をブロック毎ではなく，全国での得票に基いて
Jefferson 法で政党の議席数を決め，Jefferson

法による二重比例法で各ブロックに配分する．
２）ブロック毎での当選者をWebster法で計算
する．３）全国での得票に基いてWebster法で
政党の議席数を決め，Webster法による二重比
例法で各ブロックに配分する．

3.1 シミュレーション (1)の結果

この結果からブロック化によりどのような効
果が生じるかを見ることができる．図 2に，主
な政党毎に実際の当選者数と，シミュレーショ
ンで求まった数との差を示した． 図を見ると，

図 2. 全国集計した場合の政党議席数と実数との差
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図 3. ブロック別の各政党の議席数と実数との差

自民と民主がブロック集計により議席を多く得
ているのに対して，共産，社民やその他の政党
はかなり少ない配分になっている．
次にブロック毎の様子を見るために，同じ計

算結果をブロック別に各政党で合計したのが
図 3である．どのブロックでもだいたい傾向は
一緒で，違いはあまり認められない．

3.2 シミュレーション (2)の結果

現行の Jeffersion法をWebseter法に変えて
ブロック毎に各政党の議席数を計算したものが
図 4 である．グラフを比較すると（１）の結果
と似ている．

図 4. Webster法で計算した政党議席数と実数との差

3.3 シミュレーション (3)の結果

最後に，全国集計した政党別の得票数を基
にWebster法でブロックに配分した場合を計
算した．（２）と（３）の結果はよく似ており，
Webster法ではブロックを使っても全国集計と
似た結果になるようである．

4 まとめ

現行と 3 つの仮想的配分との違いを簡単に
見るため，以下のような距離を計算した．各

図 5. 全国集計をWebster法で計算した結果

年 k の総議席数 hk と 2つ配分法 X = (x
(k)
ij ),

X ′ = (x
(k)
ij

′
)に対して距離∆kを

∆k =
∑

i∈I,j∈J
|x(k)ij − x

(k)
ij

′
|/hk

で定義し，8回の選挙の∆kの平均を求めた．計
算結果を表 2に示す．現行（Jefferson法をブ
ロック毎に適用）と (1)の比較からブロック化
の影響が大きいことがわかる．また他の仮想的
方法からも離れている．(2)と (3)の比較より，
Webster法は Jefferson法に比べるとブロック
化の影響は小さいようである．

表 2. 手法による議席数の差を表す距離 ∆

現行 (1) (2) (3)

現行 0.127 0.129 0.142

(1) 0.070 0.066

(2) 0.055

3種のシミュレーションと比較しただけであ
るが，現行の比例代表制は偏りの大きい制度に
なっているように思われる．他の配分法との比
較は今後の課題としたい．
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選挙キャンペーンの決定と有権者の教育水準に関する因果関係の測定につ
いて

中川 訓範 1

1静岡大学
e-mail : nakagawa.kuninori@shizuoka.ac.jp

投票は０か１の二項選択であることが多い。
たとえば、特定の案件について是非を問う住民
投票などが、その典型である。特定の案件とは、
たとえば、市町村合併などが典型的な事例であ
る。その際に賛成派と反対派による激しい闘い
が起こることもある。こういった状況では両者
は分極化している。通常の選挙においては、こ
のような状況が頻繁に起こるわけではないが、
トランプ大統領が当選した2016年のアメリカ大
統領選挙はトランプ氏が大統領になることの是
非を問うような投票となってしまい、賛成派と
反対派に有権者が分極化された。このような状
況はアメリカにおいても憂慮されているようで、
様々な研究がおこなわれている。例えば、トラ
ンプ氏に投票する有権者の地理的な分布などは
近年のGISの進展により詳細な分析が行われて
いる。分析の切り口は様々であるが、経済学分野
からの切り口は貿易である。トランプ大統領は、
最近の中国との間で起こっている関税による経
済制裁でも明らかなように貿易について特定の
見解を有している。たとえば、Raul Hinojosa

Ojeda, Maksim Wynn and Zhenxiang Chen

（2016）はトランプ支持者が多く居住するカウ
ンティはメキシコからの移民の影響が相対的
に低いことを明らかにしている。トランプ大
統領に限らず、貿易の問題は政治的な問題と化
すことが多く、有権者の激しい分極化を引き起
こすことがある。たとえば、Christian Dippel,

Stephan Heblich, and Robert Gold (2015)は
ドイツにおける極右政党の得票は貿易の自由化
による当該地域へのインパクトに相関すること
を明らかにしている。Autor, David H., David

Dorn, Gordon H. Hanson, and Kaveh Majlesi

(2016) は中国との貿易によって直接的な競争
にさらされている地域では共和党が強くなって
いることを明らかにしている。
ところで、Autor et al. (2016)の中で、彼ら

は”A decreased likelihood that moderate politi-

cians win congressional elections in such lo-

cations.”という表現を使っている。平たく言え

ば、当該地域ではまともな政治家が当選しに
くくなっていると述べているわけだが、この原
因は誰にあるのだろうか。最も直接的な見解
は、有権者にあるという見解である。政治学者
の Arthur Lupiaは 2016年に“ Uninformed :

Why People Seem to Know So Little about

Politics and What We Can Do about It”とい
う著作を出した。このUninformedという語に
込められている意味は、有権者が分かっていな
いということである。そして、それに対する対
処としてCivic Educationの重要性を説いてい
る。この分かっていないという語には規範的な
判断を伴うニュアンスが込められているように
感じるが、この使い方はおそらく政治学固有の
ものであろう。というのも、経済学においては、
Uninformedという言葉に規範的なニュアンス
はなく、市場の情報（これは多くの場合、価格
情報を指す）を知らないという事実を指す。こ
の反対語が Informedである。これは取引され
る財に関する価格を含めた様々な情報を知って
いるという意味である。消費者は Informedで
ある状況の典型が完全完備情報の市場であり、
完全競争市場では一般に一物一価が成立する。
したがって、経済学的な関心は、市場にUnin-

formedな主体がいる場合に、一物一価がどの
ように崩れるかである。一物一価が成り立た
ない状況の理論的な分析は Salop and Stiglitz

(1977)やVarian (1980)などがよく知られてい
る。前者は地理的要因によって情報が分断され
る状況に注目し、後者は異なる２つのタイプの
主体がいることに注目する。いずれも、その結
果、一物一価が成り立たなくなる状況を示して
いる。
以上で見てきたように、経済学と政治学では

Uninformedという言葉の意味は若干異なる用
いられ方をしているが、いずれにしても、この
Uninformedとその対概念である Informedの
２つのタイプが存在するという仮説が、近年の
分極化した選挙を説明する有効な概念であるこ
とは間違いないと考えられる。
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本研究では、まず最初にUninformedな主体
がいる選挙で起こる状況について経済学的な側
面からの理論的考察を行なう。次に均衡分析の
枠組みの中で、Lupiaが提案するCivic Educa-

tionを分析可能な枠組みとして構成することに
ついて考える。最後に、そのモデルに対して計
量的な手法を適用して実証する試みについて報
告する。
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議席配分方式の偏りについて

一森 哲男 1
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e-mail : tetsuo.ichimori@oit.ac.jp

1 はじめに

アメリカ合衆国憲法では，下院議員は州の人
口に比例して配分されることが明記されてい
る．ただし，州には最低 1人の下院議員が保証
される．1790年に 1回目の国勢調査が実施さ
れ，その結果に基づき，ジェファソンは議席を
配分した．その際，人口 3万 3千人当たり 1議
席の割合で議席を配分した．例えば，人口が 9

万 9千人の州には 3議席を与えるが，人口 13

万人の州にも 3議席しか与えない．人口 13万
人を共通の除数 3万 3千で割り算をすると，商
は 3.93となるが，小数点以下の端数を切り捨
てて，3議席が与えられる．そのため，この配
分方式はジェファソン方式とか切捨方式と呼ば
れる．商が 1.99ならば 1議席，商が 9.99なら
ば 9議席が与えられるので，前者は商の約半分
しか議席に変換されないのに，後者は 9割近く
が議席になる．つまり，人口の多い州（大州）
が有利となる．ジェファソン方式は大州に有利
と批判され，新しい配分方式が模索された．ア
ダムズは商の端数の切り上げを考えたが，今度
は人口の少ない州（小州）が有利となる．そこ
で，ウェブスターは商の端数を四捨五入するこ
とにより，大州と小州のバランスを取ることに
した．
ウェブスターの時代，彼の方式が大州・小州

間のバランスを取ることは，直感的であり，あ
まり理論的なものとは言えない．それにもかか
わらず，ウェブスター方式は長年，偏りのない
方式と思われてきたのも事実である．1910年
頃，国勢調査局のヒルが新しい配分方式を考案
していたが，10年後，数学者のハンティントン
は議席配分方式をウェブスター方式からヒル方
式に変更するように強く求めた．ウィルコック
スはそれを阻止するため，ヒル方式は小州に有
利な偏りを有するが，ウェブスター方式にはそ
のような偏りがないことを実証した．やがて，
バリンスキーとヤングはウィルコックスの考え
を理論的に証明した．しかしながら，ウェブス
ター方式の偏りを平均ゼロにするには奇妙な仮
定が必要となった．

2 ウィルコックスの偏り

州の数を s，議席の総数を h，州 iの人口を
pi，総人口を π =

∑s
i=1 piとすると，州 iの取

り分，つまり，完全比例の議席数は qi = hpi/π

と書ける．また，π/hを基準人数と言うが，こ
れは取り分の値が 1に相当する．
配分方式の与える議席配分の偏りを計算する

には，人口の極端に少ない州を除去してから，
偏りを求める必要がある．アメリカの人口は現
在 3億人を超えており，下院議員の定数は 435

人に固定されている．すると，1議席当たりの
人口は 70万人ほどになる．だから，人口が 7

百人の州でも配分される議席数は 1であり，人
口が 7千人でも，7万人でも，70万人でも 1議
席が配分される．つまり，70万人以下では人
口と議席数が比例しない．そこで，ウィルコッ
クスは基準人数より少ない人口の州，言い換え
れば，取り分が 1未満の州を偏りの計算から除
外した．残りの州全体の人口の平均値を求め，
平均より人口の多い州を大州，小さい州を小州
と定義した．大州グループ全体の取り分と議席
数，小州グループ全体の取り分と議席数を比較
し，配分方式の偏りを求めた．多くの過去の人
口分布と配分結果からウェブスター方式の偏り
が他の除数方式より小さいと主張した [1]．

3 バリンスキーとヤングの偏り

非負の整数上で定義される除数方式の丸め関
数を d(k)とする．すなわち，d(0) = 0，k ≤
d(k) ≤ k + 1（k ≥ 1）を満たす関数 d(k)を
考え，記号 [x]（これはガウスの記号ではない）
を定義する．d(n − 1) < x < d(n)を満たす正
の整数 nが存在すれば [x] = nとする．また，
x = d(n)ならば [x] = nまたは [x] = n+1とす
る．人口ベクトル (p1, . . . , ps)と除数方式の除数
λを適当に定めたとき，ai = [pi/λ]（1 ≤ i ≤ s）
かつ，

∑s
i=1 ai = h を満たす議席配分ベクトル

(a1, . . . , as) を定める配分方式を除数方式 d(k)

と呼ぶ．
バリンスキ―らは理論的にウェブスター方式

d(k) = k+0.5の偏りが平均的にゼロであること
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を示すために以下のことを仮定した．除数方式
の除数λの値を固定したとき，配分 (a1, . . . , as)

が定まったとする．つぎに人口をランダムに変
化させる．このとき，商 pi/λ が d(ai − 1) ≤
pi/λ ≤ p(ai) を満たし，かつ，pi/λ ≥ 0.5 を満
たす一様乱数と仮定する．
また，実証的にウェブスター方式の偏りが他

の有名な除数方式より，偏りが小さいことを示
すため，取り分が 0.5より小さな州を偏りの計
算から除外した．さらに，除外されなかった州
の上位 3分の 1を大州，下位 3分の１を小州と
定義した [2]．
ここで，0.5という数字は彼らにとって都合

の良い数字となっている．そもそも，一般には
商と取り分は同じ値ではないので，両者の下限
を同一の 0.5と仮定するのも妙である．仮に商
と取り分の値が一致しても，配分を定める除数
の値はある程度の範囲が許されているので，商
の値もある程度の範囲が許されている．すると，
ある州は偏りの計算に入れられたり，入れられ
なかったりするので，実証的な偏りの計算では
偏りの値が一義的に定まらなくなる．その危険
性を避けるため，実証的な偏りの計算では，商
を取り分に置き換えたと推察される．さらに，
取り分の下限 0.5は，ヒル方式の違憲性を問う
裁判でも議論の対象となった．結論はでなかっ
たものの，裁判官は下限は 0.5から 1.5の間であ
ればどのような値でも妥当であると述べたが，
下限の値を特定にすることはできなかった．

4 著者の偏り

配分 (a1, . . . , as)に対する偏りを

s∑
i=1

[qi]− h

と定義する．配分方式の偏りの定義を，

s∑
i=1

qi = h, qi ≥ r(i = 1, . . . , s)}

を満たす取り分の集合Q(r)にわたる平均値と
する．ここで，取り分の下限 rは 0.5 ≤ r ≤ 1.5

を満たす．配分方式Mの持つ固有の偏りを

B(M, r) =

s∑
i=1

E
[
[qi]

]
− h

と定義する [3]．

5 安定しない偏り

ウィルコックスは計算から除去する州の基準
を，時代とともに変更をするなどしており，彼
の主張が常に正しいとは言えない．実際，彼の
定義通りに計算すると，ウェブスター方式の偏
りがヒル方式のそれよりも大きい場合がある．
バリンスキーらの計算も，商の分布の範囲を変
えたり，計算から除外する州の取り分の下限を
変更すると，ヒル方式の偏りがウェブスター方
式の偏りよりも小さくなる．つまり，理論的に
も実証的にも，配分方式の偏りに関する結果は
安定しない．一方，著者の偏りの定義は安定し
ており，常に，ウェブスター方式の偏りが小さ
くなる．
一見，これで問題解決のようであるが，実は，

これらの偏りの計算では，アメリカで使われた
議員定数 hと州の数 sが使われており，これま
での (h, s)の値では，この結論は妥当であるが，
実は，著者の偏りは hと sと rの関数であり，
r = 1に固定し，hを sに近づけると，偏りが最
小になるのはヒル方式であったり，アダムズ方
式であったりする．例えば，我が国の参議院議
員の配分の場合 h = 73，s = 45であり，r = 1

とした結果をながめてみると，ヒル方式の配分
結果が最も妥当なように思える．
著者は取り分の下限は r = 1と考えるが，す

べての (h, s)に対して，平均的な意味で，偏り
を小さくする配分方式は定めることはできない
と考える．
国勢調査が 10年に一度であることから，1人

が経験できる議席配分は数回しかなく，そのた
め，永遠の時間を要する平均的に好ましい性質
にはあまり意味があるとは思えない．偏りの大
きさでベストな配分方式を決定することは無理
と思われる．
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複素モーメント型教師あり次元削減法

今倉 暁 1, 松田 萌望 1, 叶 秀彩 1, 櫻井 鉄也 1

1筑波大学
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1 はじめに

本講演では，高次元特徴量を持つデータのク
ラスタリングやクラシフィケーション手法とし
て，行列のトレースの最大化・最小化に基づく
次元削減法のアイディアを基盤とした新しい複
素モーメント型の教師あり次元削減法を提案す
る．提案法は，分類性能の改善を目的とし，行
列のトレースと二乗誤差を組み合わせた新しい
目的関数を導入する．また，複数固有ベクトル
を含む複素モーメント型部分空間上の最小化問
題として定式化される．

2 行列トレースに基づく次元削減法

学習データ数をn，特徴量次元をmとし，学
習データセットをX = [x1,x2, . . . ,xn] ∈ Rm×n

とする．この時，m次元の学習データの特性
を反映した ℓ(< m)次元の低次元データ Y =

[y1,y2, . . . ,yn] ∈ Rℓ×nを構築する線形の次元
削減手法について考える．線形の次元削減法に
おいて，低次元データ Y は線形写像B ∈ Rm×ℓ

を用い
Y = BTX

のように構築される．代表的な B の計算法と
しては，教師なし学習（学習データの正解ラベ
ルを用いない）のPCA，LPP [1]および教師あ
り学習（正解ラベル情報を利用する）の FDA，
LFDA [3]，SELF [4]，LADA [5]などがある．
次元削減法はそれぞれ，対称行列A1 ∈ Rm×m

および正定値対称行列 A2 ∈ Rm×m を定義し，
射影行列Bは行列のトレースの最小化問題

min
B∈Rm×ℓ

Tr
(
BTA1B

)
s.t. BTA2B = I

または最大化問題

max
B∈Rm×ℓ

Tr
(
BTA1B

)
s.t. BTA2B = I

として定式化され，一般化固有値問題

A1ti = λiA2ti (1)

の ℓ個の固有ベクトルとして求解される．

3 複素モーメント型教師あり次元削減法

本節では，2節で示された行列のトレースの
最小化/最大化に基づく次元削減法を基盤とし，
分類性能改善のため正解ラベル情報 Z ∈ Rℓ×n

を用いた新しい次元削減法の概略を記す．
なお，提案法の詳細および数値実験結果は当

日示す．

3.1 基本的アイディア

行列 A1, A2 を次元削減法で用いられる行列
とする．また，TΩを一般化固有値問題 (1)の区
間Ω = [a, b] ⊂ R内部の固有値に対応する不変
部分空間であるとする．

TΩ := span{ti|λi ∈ Ω}, d := dim(TΩ).

ここで，d > ℓとし，区間Ωの端点 a, bに固有
値が無いものとする．線形写像B ∈ Rm×ℓの計
算法として，行列トレースおよび二乗誤差を用
いた以下の最小化問題を導入する．

min
B=[b1,b2,...,bℓ],bi∈TΩ

E(B),

E(B) = (1− µ)Tr
(
BTf(A1)B

)
+ µ∥Z −BTX∥2F

s.t. BTA2B = I. (2)

行列Bの各列ベクトルは部分空間 TΩのA2直
交基底である．ここで，µ ∈ Rは重みパラメー
タ，関数 f(·)は有理型関数である．
不変部分空間 TΩに対し，以下の定理が成り

立つ [2]．

定理 1 パラメータ L,M ∈ N+ を LM ≥ d =

|{λi|λi ∈ Ω}|とする．複素モーメント型部分空
間を

SΩ := R(S), S := [S0, S1, . . . , SM−1],

Sk :=
1

2πi

∮
Γ
zk(zA2 −A1)

−1A2V dz, (3)

と定義する．ここで，V ∈ Rm×L とし Γを領
域 Ωを囲む複素平面上の閉曲線であるとする．
この時，rank(S) = dの時，以下が成り立つ．

SΩ = TΩ := span{ti|λi ∈ Ω}.
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高い認識性能を実現するための提案法の基本
アイディアは以下のように概要される．

• 最小化問題 (2)の目的関数として，従来
の次元削減法で用いられる行列トレース
と正解データを用いた二乗誤差の項を用
いる

• 目的関数の最小化を，多量の固有ベクト
ルを含む複素モーメント型部分空間上で
行う．

3.2 アルゴリズムの導出

行列 U ∈ Rm×dを部分空間 TΩの A2直交基
底を列に持つA2直交行列とする．

U = [u1,u2, . . . ,ud], uk ∈ SΩ, UTA2U = I

ここで，d = |{λi|λi ∈ Ω}|を区間 Ω内部の固
有値数とする．この時，行列Bは

B = UC, CTC = I, C ∈ Rd×ℓ

と書くことができる．また，Tr(ATA) = ∥A∥2F
を用いると

∥Z −BTX∥2F = ∥Z − CTUTX∥2F,
Tr

(
BTf(A1)B

)
= Tr

(
CTf(UTA1U)C

)
= ∥f(T )1/2C∥2F,

が成り立つ．ただし，T = UTA1U である．ま
た，∥A∥2F+ ∥B∥2F = ∥[A;B]∥2Fを用いると，提
案法の最小化問題 (2)は直交制約付きの最小二
乗問題

min
C

F (C), F (C) =∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[

µ1/2ZT

O

]
−

[
µ1/2XTU

(1− µ)1/2f(T )1/2

]
C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

F

s.t. CTC = I (4)

として書き換えることができる．
直交制約付きの最小二乗問題 (4) は unbal-

anced orthogonal Procrustes (UOP)問題と呼
ばれ，反復法によって解くことができる [6].

実用上，周回積分 (3)はN点台形則等の数値
積分によって近似される．

Ŝ := [Ŝ0, Ŝ1, . . . , ŜM−1],

Ŝk :=

N∑
j=1

ωjz
k
j (zjA2 −A1)

−1A2V.

ここで，(zj , ωj), j = 1, 2, . . . , N は積分点と対
応する重みである．また，数値安定性改善のた
め，行列 ŜのA2内積空間上での特異値分解に
基づく低ランク近似

Ŝ = [Û , Û ′]

[
Σ̂

Σ̂′

][
ŴT

Ŵ ′T

]
≈ Û Σ̂ŴT,

ÛTA2Û = I, ŴTŴ = I,

を用いる．この時，UOP問題 (4)は

min
C

F̂ (C), F̂ (C) =∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[

µ1/2ZT

O

]
−

[
µ1/2XTÛ

(1− µ)1/2f(T̂ )1/2

]
Ĉ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

F

s.t. ĈTĈ = I,

のように書き換えられる．ここで，T̂ = ÛTA1Û

であり，写像行列はB = Û Ĉ である．
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相互作用型の残差スムージングによる積型BiCG法の収束性改善
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1 はじめに

大規模な非対称疎行列を係数に持つ連立一
次方程式 Ax = b, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn に
対して，双共役勾配（BiConjugate Gradient,

BiCG）法は代表的な基幹解法のひとつである．
これを改良した自乗共役勾配（Conjugate Gra-

dient Squared, CGS）法は，多く問題でBiCG

法の約 2倍の速さで収束する有効な解法である
が，残差ノルムが大きく振動する場合がある．
一般に，残差ノルムが振動すると丸め誤差が拡
大し，収束速度の低下や近似解精度の劣化に繋
がることが知られており，できる限り滑らかな
収束性を得ることが重要となる [1]．CGS法か
ら派生した安定化双共役勾配（BiCG STABi-

lized, BiCGSTAB）法は，BiCG法の残差に 1

次の安定化多項式を作用させることで，比較的
滑らかな収束性を示す．現在，BiCGSTAB法
などの積型 BiCG法は，広く利用されている．
ただし，これらは残差ノルムの振動そのものを
抑える手法ではないため，収束振る舞いは問題
に依存する傾向があり，振動による収束性の悪
化は解消しきれない課題である．
一方，残差ノルムの振動を直接的に抑える手

法として，残差スムージング [2]がある．これ
は，反復法で得られる近似解と残差の列をそれ
ぞれ {xk}, {rk}とするとき，次の関係を満たす
新たな近似解 xS

k と残差 rSk を生成するもので
ある．

xS
k = (1− ηk)x

S
k−1 + ηkxk,

rSk = (1− ηk)r
S
k−1 + ηkrk.

(1)

ただし，xS
0 = x0, rS0 = r0である．また，ηk

はパラメータであり，これを適切に与えると，
スムージング後の残差ノルム ∥rSk∥は，元の残
差ノルム ∥rk∥よりも小さくなり，かつ単調減
少する．しかし，浮動小数点演算において，ス
ムージング前後での収束速度は大きくは違わず，
また近似解の精度も同程度になることが明らか
にされている [3]．そのため，従来の残差スムー
ジングは，残差ノルムの振る舞いを滑らかにす
るものの，数値的な意味で収束性を改善するも

のではないという認識が一般的である．これに
対して，最近，残差スムージングの新しい計算
スキームが提案された [4]．これは，スムージ
ング前後の反復列を相互作用させることで，行
列ベクトル積から発生する丸め誤差の蓄積を抑
え，数値的な収束性を改善するものである．特
に，CGS法に適用すると，少ない計算コスト
で近似解の精度を大幅に改善できることが示さ
れている．
本発表では，文献 [4]の手法を BiCGSTAB

法など他の積型BiCG法に適用することを考え
る．特に，CGS法の場合とは異なり，素朴に適
用すると 1反復あたりの行列ベクトル積の計算
回数が増加してしまうため，それを回避する効
率的な実装法を提案する．

2 相互作用型の残差スムージング

元の近似解と残差は，適当な係数αk−1を伴っ
て，次のように更新されるとする．

xk = xk−1 + αk−1pk−1,

rk = rk−1 − αk−1Apk−1.
(2)

このとき，相互作用型の残差スムージング [4]

は以下のように実装される．
まず，ベクトル αk−1pk−1を用いて，補助ベ

クトル vS
k を次のように計算する．

vS
k = (1− ηk−1)v

S
k−1 + αk−1pk−1. (3)

ただし，vS
0 = 0である．次に，スムージング

後の近似解と残差を，漸化式

xS
k = xS

k−1 + ηkv
S
k ,

rSk = rSk−1 − ηkAvS
k

(4)

によって求める．ここで，(4)と (1)により生成
される近似解と残差は，数学的に等価である．
そして，(4)で得られるスムージング後の残差
rSk を用いて，元の残差 rkを

rk = rSk − (1− ηk)AvS
k (5)

と計算し，反復過程で使用する．なお，実装で
は元の近似解と残差の更新 (2)は不要となる．

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

271



以上の計算スキーム (3)–(5)は，Zhou-Walker

による実装法 [5]を改良したものであるが，従
来とは明確な違いがある．まず，Zhou-Walker

による実装法では，AvS
kに相当するベクトルを

漸化式によって計算するが，(4)ではベクトル
vS
k に Aを陽に掛ける．これにより，近似解の
精度に影響する residual gap（漸化式から求ま
る残差と真の残差の差）の大きさが，元の漸化
式 (2)を用いた場合よりも小さく見積もられる
[4]．また，(5)が新たに導入されている．通常，
スムージング後のベクトルは元の反復過程に影
響を与えることはないが，(5)を用いることで，
スムージング前後の反復列が相互作用する．こ
れにより，行列ベクトル積から発生する丸め誤
差を評価すると，残差に混入する局所的な誤差
が元の漸化式 (2)を用いた場合よりも相対的に
小さくなる [4]．

3 BiCGSTAB法への適用

本稿では，新しい残差スムージング (3)–(5)

を BiCGSTAB法に適用する．
BiCGSTAB 法の残差 rk は，安定化多項式

ϕk+1(λ) = (1−ωkλ)ϕk(λ)と，BiCG法の残差
rbicgk の積として，rk := ϕk(A)r

bicg
k と定まる．

この残差の更新は，rbicgk を更新して中間的な残
差 r′k = ϕk(A)r

bicg
k+1を求める過程と，1次多項

式を掛けて rk+1 = (I − ωkA)r
′
k とする過程に

別けられ，それぞれ BiCG partと polynomial

partと呼ばれる．すなわち，適当な補助ベクト
ル ukを用いて，次のように更新される．

r′k = rk − αkAuk, (BiCG part)

rk+1 = r′k − ωkAr
′
k. (polynomial part)

(6)

ただし，αk は BiCG法の残差多項式を定める
ひとつの係数であり，通常は初期シャドウ残差
r̃0に対して αk = (rk, r̃0)/(Auk, r̃0) と計算す
る．また，係数 ωkは ∥rk+1∥2を最小化するよ
うに ωk = (r′k, Ar

′
k)/(Ar

′
k, Ar

′
k)と計算する．

各partに対して，(3)–(5)を適用できる．しか
し，行列ベクトル積を伴うベクトルAuk, Ar′k
は，アルゴリズム中の他の部分でも使用される．
したがって，(5)を含めると行列ベクトル積は
通常の 2倍（1反復あたり 4回）必要となり，こ
のままでは実用的ではない．そこで，行列ベク
トル積数の増加を防ぐ工夫を行う．
係数ωkを求めるために，行列ベクトル積Ar′k

は欠かせないため，残差スムージングをBiCG

partに対してのみ適用する．具体的には，(6)

を BiCG partの残差を基準に縮約し，

r′k = r′k−1 −Apk,

pk := ωk−1r
′
k−1 + αkuk

(7)

として考える．そして，(7)により生成される
残差列 {r′k}に対して，(3)–(5)を適用する．
ここで，文献 [1]に倣い，さらに次の工夫を行

う．反復を開始する前に行列ベクトル積A⊤r̃0
を一度だけ計算して保持しておき，係数 αkの
分母は (uk, A

⊤r̃0)と求める．また，補助ベク
トルukの更新にベクトルAukが必要となるた
め，(5)の形式で r′kが計算された後に，Auk =

(rk − r′k)/αkと逆算する．結果として，1反復
あたりに必要な行列ベクトル積は，AvS

kとAr′k
の 2回となり，効率よく実装することができる．
以上のアイデアはGPBiCG法に対しても適

用できる．数値実験結果は当日に報告する．
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1 はじめに
ブロッククリロフ部分空間反復法は，複数本

の右辺ベクトルをもつ連立一次方程式：

AX = B, A ∈ Cn×n, X,B ∈ Cn×L (1)

の数値解法の 1つであり，反復回数，計算時間
の面でクリロフ部分空間反復法よりも優れた性
能を示すことがある．一方，右辺ベクトル数が
多い場合は，近似解の精度低下や，数値的不安
定性により残差が発散・停滞することがある．
本研究では，ブロッククリロフ部分空間反復

法の 1つであるBlock BiCGSTAB法 [1]の近似
解精度低下の原因を解析する．また，同法の近
似解と残差の group-wise更新 [2]による精度向
上法，及び数値的安定性向上法を提案する．

2 Block BiCGSTAB法と近似解精度低下
Xk+1 ∈ Cn×Lを Block BiCGSTAB法で生成

される連立一次方程式 (1)の (k + 1)番目の近
似解とし，Rk+1 ≡ B−AXk+1 ∈ Cn×Lを対応
する残差とする．これらは，以下の漸化式：

Xk+1 = Xk + Pkαk + ζkTk, (2)

Rk+1 = Rk − (APk)αk − ζk(ATk) (3)

で求められる．ここで，Pk, Tk ∈ Cn×Lは補助
行列，αk ∈ CL×L はある直交条件より定まる
行列で，ζk ∈ Cは残差ノルム ∥Rk+1∥Fが小さ
くなるように決められるパラメータである．
理論的に，漸化式 (3)で計算される残差と，

真の残差B−AXk+1は等しい．しかしながら，
数値計算においては両者の間に差が生じること
があり，これが近似解精度低下の原因となる．
式 (2), (3)を展開すると，以下の式が得られる．

Xk+1 = X0 +
k∑

i=0

(Piαi + ζiTi) , (4)

Rk+1 = R0 −
k∑

i=0

[(APi)αi + ζi(ATi)] . (5)

真の残差B − AXk+1は，式 (4), (5)より

B − AXk+1 = Rk+1 + Ek+1,

Ek+1 ≡
k∑

i=0

[(APi)αi + ζi(ATi)]

− A

k∑
i=0

(Piαi + ζiTi)

(6)

となる．但し，Ek+1 ∈ Cn×Lは誤差行列である．
∥Rk+1∥が十分小さくても数値的にEk+1 ̸= O

である場合は，∥B − AXk+1∥ ≈ ∥Ek+1∥とな
る．一般に，(APi)αiの計算誤差が ∥Ek+1∥の
増加に大きな影響を及ぼす．

3 近似解と残差の group-wise更新による
Block BiCGSTAB法の近似解精度向上
式 (6)より，誤差行列 Ek+1 は反復毎に蓄積

し，行列 (APi)αiの計算誤差が大きな影響を及
ぼす．本研究では，近似解と残差を group-wise
更新 [2]することで近似解精度向上を図る．

s (≥ 1)反復分の近似解更新量をグループ化
する．反復番号 kを k = ms + jとおく．但し，
m ≡ ⌊k/s⌋，0 ≤ j ≤ s − 1である．補助行列
U

(l,s)
q ∈ Cn×Lを，以下で定義する．

U (l,s)
q ≡

q−1∑
i=0

(Pls+iαls+i + ζls+iTls+i) .

このとき，近似解Xms+j+1は

Xms+j+1 = X0 +
m−1∑
l=0

U (l,s)
s + U

(m,s)
j+1 (7)

= Xms + U
(m,s)
j+1 .

残差Rms+j+1は，以下の漸化式で計算する．

Rms+j+1 = Rms − AU
(m,s)
j+1 . (8)

残差Rms+j+1の計算では，複数反復分の近似解
更新量U

(m,s)
j+1 に対してAを乗じることで (APi)αi

の計算を回避している．式 (8)を展開すると，

Rms+j+1 = R0 −
m−1∑
l=0

AU (l,s)
s − AU

(m,s)
j+1 . (9)
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真の残差B − AXms+j+1は，式 (7), (9)より

B − AXms+j+1 = Rms+j+1 + Gms+j+1,

Gms+j+1 ≡
m−1∑
l=0

AU (l,s)
s + AU

(m,s)
j+1

− A

(
m−1∑
l=0

U (l,s)
s + U

(m,s)
j+1

)

となる．但し，Gms+j+1 ∈ Cn×Lは誤差行列で
ある．もし，s → ∞，m = 0の場合は

Gj+1 = AU
(0,∞)
j+1 − AU

(0,∞)
j+1 = O

となり，誤差行列は発生しない．一方，sが大き
い場合は，残差の収束性が悪化することがある．

4 提案法における数値的安定性の改善
右辺ベクトル数Lが多い場合は，反復過程で

現れる n×L行列を構成する列ベクトル間の線
形独立性が数値的に失われ，残差の収束性が悪
化することがある．残差を構成する列ベクトル
を正規直交化することで，残差の収束性が改善
することが知られている [3]．
残差 Rk を Rk = R′

kξk と thin QR分解する．
但し，R′

k ∈ Cn×Lは列直交行列，ξk ∈ CL×Lは
上三角行列である．これを式 (8)に適用すると，

R′
ms+j+1τ

(m,s)
j+1 = R′

ms − AV
(m,s)
j+1 . (10)

但し，τ
(m,s)
j+1 ≡ ξms+j+1ξ

−1
ms ∈ CL×L，V

(m,s)
j+1 ≡

U
(m,s)
j+1 ξ−1

ms ∈ Cn×Lである．式 (10)の右辺を thin

QR分解することで，R′
ms+j+1と τ

(m,s)
j+1 が得ら

れる．Xms+j+1は以下の漸化式で求められる．

Xms+j+1 = Xms + V
(m,s)
j+1 ξms.

5 数値実験
残差の thin QR分解を適用した提案法とBlock

BiCGSTAB法の性能を比較する．テスト問題
は，格子量子色力学計算で現れる連立一次方
程式 [4]である．行列 Aは n次単位行列 I と
n次疎行列 D により，A = I − κD で構成さ
れる．κは実パラメータで，κ = 0.1359とし
た．行列のサイズは n = 1, 572, 864，非零要
素数は 80, 216, 064である．初期解 X0 は零行
列，右辺項は B = [e1,e2, . . . , eL]とした．但
し，ej (j = 1, 2, . . . , L)は n次元基本ベクトル
である．右辺ベクトル数は L = 20，提案法の

図 1. Block BiCGSTAB 法の結果．●：相対残差ノ
ルム ∥Rk∥F/∥B∥F，●：真の相対残差ノルム ∥B −
AXk∥F/∥B∥F，●：誤差行列の相対ノルム ∥Ek∥F/∥B∥F．

図 2. 提案法の結果．●：相対残差ノルム ∥Rk∥F/∥B∥F，
●：真の相対残差ノルム ∥B −AXk∥F/∥B∥F，●：誤差
行列の相対ノルム ∥Gk∥F/∥B∥F．

パラメータ sは s = 100とした．thin QR分解
にはCholesky QR法を用い，反復の停止条件は
∥Rk∥F/∥B∥F ≤ 10−16を満たした場合とした．

Block BiCGSTAB法では反復開始直後から誤
差行列の相対ノルムが増加し，最終的に 3.1 ×
10−12 となった．真の相対残差ノルムも 3.1 ×
10−12で停滞した（図 1参照）．一方，提案法
では 100回目の反復までは誤差行列の相対ノル
ムは 0であり，最終的に 9.0× 10−16となった．
真の相対残差ノルムも 9.0× 10−16まで減少し，
近似解精度が大幅に向上した（図 2参照）．
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1 概要

シルベスターの慣性則は通常対称固有値問題
に対して定義され，合同変換が（正，負，０）固
有値の数を保つことである．実数区間内の固有
値数を計算する等に応用できる．一般化固有値
問題に対しても，一つの行列が正定値であれば
同じ結果が適用できる．本研究では正定値でな
い一般化固有値問題に対しても近い結果が成り
立つことを示す．具体的には，合同変換は（正，
負，０）の固有値数を保存しないが，これらが
変化する度合いには非自明な上限下限が存在す
ることを示す．

2 シルベスターの慣性則

A = A∗ ∈ Cn×nを対称行列とする（複素エル
ミートでも同様，簡単のため以下対称と呼ぶ）．
Aの慣性指数 (inertia) [1]は

(n+(A), n0(A), n−(A)) ∈ N3 (1)

で定義される．ここで n+(A), n0(A),n−(A)は
それぞれAの正，負，０固有値の数を表す．当然

n+(A) + n0(A) + n−(A) = n,

n+(A) + n−(A) = rank (A)

が成り立つ．また，Aの signature を s(A) =

n+(A)− n−(A)で定義する．

定理 1 (シルベスターの慣性則 [2]) A = A∗, B =

B∗ ∈ Cn×nを対称行列とする．Aと Bが合同
であること，つまり正則行列 X ∈ Cn×n が存
在して A = X∗BX と書けることと Aと Bの
慣性指数が一致することは等価である．

シルベスターの慣性則はLDLT 分解によって
正負０固有値の数を求める他，実区間内にある
固有値の数を求める問題などに広く応用される．
また，特異値を高い相対精度で計算するアルゴ
リズム開発の基礎にもなっている [3, Ch. 5]．

3 一般化固有値問題へのシルベスターの
慣性則

シルベスターの慣性則は対称正定値一般化固
有値問題 Ax = λBx,B ≻ 0に対しても同様に

成り立つ．つまり，(A,B)の慣性指数と Aの
慣性指数は一致する．これは，対称行列B−1/2

を両側から掛けることから簡単に示される．
本研究では，シルベスターの慣性則を定値で

ない，一般の対称一般化固有値問題Ax = λBx

に拡張することを考える．シルベスターの慣性
則がそのまま成り立たないことは (A,B)が複
素固有値を持ちえることから簡単に分かり，こ
の事実は拡張が不可能であることも示唆する．
しかし，例えばBが定値に近い場合（負の固有
値を少ししか持たない場合）に，シルベスター
の慣性則に近い結果が成り立つことを示す．具
体的には，合同変換は（正，負，０）の固有値
数を保存しないが，これらが変化する度合いに
成立する非自明な上限下限を導く．

3.1 シルベスターの慣性則，別証明

出発点は，シルベスターの慣性則を通常とは
異なる方法で証明することである．ひとまず
B ≻ 0とする．具体的には，Rellichの固有関
数と呼ばれるA− tBの固有値を tの関数とし
て考える．B = I,B ≻ 0の場合について図 1-2

で表す．これらの関数の根が (A,B)の固有値で
あることが言える．これをもとに，簡単な解析
から (A,B)の固有値とAの固有値（t = 0での
高さ）の慣性指数が一致することが示される．
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図 1. 6 × 6 行列 A − tI の Rellichの固有関数．黒点は
Aの固有値であり，グラフと x軸の交点である．慣性指
数は (3, 0, 3)である．are (3, 0, 3) in both figures.
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図 2. A− tB に対して上図と同様．同じく黒点は (A,B)
の固有値であり，グラフと x軸の交点である．慣性指数
は (3, 0, 3)である．

この証明の利点は，Bが正定値でない場合に
も拡張可能なことである．

定理 2 A,Bをn×n対称行列とし，Bはn−k

個の正固有値を持つとする．すると (A,B)の
実固有値数 nR(A,B)は

n− 2k ≤ nR(A,B) ≤ n (2)

を満たす．更に，n− k ≥ |n−(A)− n+(A)| =
|s(A)|とすると，

n+(A)− k ≤ n+(A,B) ≤ n+(A) + k,

n−(A)− k ≤ n−(A,B) ≤ n−(A) + k
(3)

が成り立つ．

定性的には，B が正定値に近いと，Rellich

の固有関数は「大体減少関数」になっていて，
t = 0での慣性指数 (Aの固有値)と (A,B)の
固有値の慣性指数も大体一致する，という議論
になる．図 3で一例を示す．
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図 3. A − tB の Rellich 固有関数．B の慣性指数は
(6, 0, 1)．

また，(A,B)の区間 (a, b)内にある実固有値
の数を見積もりたい場合は，上の結果を二つの

一般化固有値問題 (A− aB,B)と (A, bB)に当
てはめることで，非自明な上界，下界を得るこ
とができる．
また，同様の議論で同様の結果を多項式固有

値問題，非線形固有値問題へも拡張することが
できる．図 4で二次 hyperbolic固有値問題に理
論を適用した際の様子を表す．
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図 4. P (t) = At2 + Bt + C の Rellich 固有関数．n 個
の正負固有値が存在することが A,C の慣性指数から分
かる．

また，対称行列組の合同正準形（Canonical

form under congruence）[4]をもとに同様の結
果を導くことも可能である．一般的な主張と証
明などの詳細は，[5]を参照されたい．
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船速最適化を実現する船舶スケジューリングに対する高速な列生成アルゴ
リズム

田中 未来 1, 小林 和博 2

1統計数理研究所，2東京理科大学
e-mail : mirai@ism.ac.jp, kkoba@rs.tus.ac.jp

1 概要

燃料消費量の最小化を実現するための船舶ス
ケジューリングを扱う．特に，各船舶が処理す
る輸送依頼の順番と，港間の船速を同時に求め
る方法を与える．問題全体を集合分割問題して
定式化するが，その制約行列の列を動的に生成
する．列を生成する際に，計算時間を短縮する
ためのアルゴリズムを提案する．

2 船速最適化を考慮した船舶スケジュー
リング

船舶スケジューリングは，複数の船舶を用い
て複数の輸送依頼を処理するスケジュールを作
成する問題である．制約を満たすスケジュール
の中で，利益を最大化したり移動距離や費用を
最小化することが目的である．ここでは，全て
の船舶の燃料消費量の合計を最小化すること
を目的とする．船舶はスケジュールの中で港か
ら港に航行するが，この際に燃料を消費する．
その消費量は，航行速度，すなわち船速に依存
する．したがって，おなじ 2港間を航行すると
しても船速を適切に設定することで燃料消費量
を低く抑えることができる．本研究では，スケ
ジューリングの際の決定変数として，輸送依頼
を処理する順序に加えて，スケジュール内での
2港間の移動速度も決定変数とする．船舶のス
ケジュールのことを，運航ルートまたはルート
ともいうことにする．
Norstadら [1]は，船速最適化を船舶スケジ

ューリングにおいて考慮するためのメタ解法を
提案した．具体的には，船舶スケジューリング
を解くためのメタ解法の近傍評価の際に，近傍
解における最適船速を求める方法を提案して
いる．

3 0-1整数最適化問題への定式化

輸送依頼の集合をC，船舶の集合を V，船舶
v ∈ V の実行可能ルートの集合を Rv とする．
また，船舶 vによるルート rを採用するときに
1，そうでないときに 0をとる 0-1変数を xrv，

輸送依頼 i ∈ C が採用されるどのルートにも
含まれないときに 1，そうでないときに 0をと
る 0-1変数を yiとする．さらに，船舶 vによる
ルート rを採用するときの費用を crv，輸送依
頼 i ∈ Cをどの船舶でも処理しないときのペナ
ルティを P，輸送依頼 iがルート rに含まれる
ときに 1，それ以外のとき 0をとる定数を ai,rv
とする．このとき，船舶スケジューリングは次
の 0-1整数最適化問題として定式化できる．

min
∑
v∈V

∑
r∈Rv

crvxrv +
∑
i∈C

Pyi,

s.t.
∑
v∈V

∑
r∈Rv

ai,rvxrv + yi = 1 (∀i ∈ C), (1)

∑
r∈Rv

xrv ≤ 1 (∀v ∈ V ), (2)

xrv ∈ {0, 1} (∀r ∈ Rv, ∀v ∈ V ),

yi ∈ {0, 1} (∀i ∈ C).

これは，集合 C を分割する集合分割問題に条
件 (2)を追加したものとみることができる．

4 実行可能ルートの生成

3で述べた定式化では，船舶vの実行可能ルー
トの集合Rvを用いた．しかし，その要素数は
膨大で全ての要素の列挙はできない．そこで，
必要な要素だけを生成する．そのために，部分
問題と呼ぶ最適化問題を解き，各Rvの要素を
反復的に生成する．こうして生成したルートか
らなる集合を R̃v とし，Rv を R̃v で置き換え
ることで近似最適解を得る．上記の問題におい
て，Rv をその部分集合 R̃v で置き換え，さら
に 0-1変数を連続緩和したものを，限定主問題
(RMP)と呼ぶことにする．反復的に列を生成
することによるアルゴリズムをAlgorithm 1に
示す．

5 部分問題

部分問題は，各船舶 v ∈ V に対して，有向
グラフ上の最適化問題として定式化される．ま
ず，各輸送依頼 i ∈ Cに対応して，積みを表す
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Algorithm 1 列生成アルゴリズム

R̃v = ∅ (∀v ∈ V )

すべての v ∈ V に対して部分問題を解く．
while 費用が負の最適解がある do

費用が負である最適解を R̃v に加える．
限定主問題を解く．
すべてのv ∈ V に対して部分問題を解く．

end while

(RMP)に変数の 0-1条件を追加し，解く．

ノード p(i)と揚げを表すノード d(i)を定義す
る．p(i)からなる集合をP とし，d(i)からなる
集合を Dとする．それらに加えて初期状態を
表すノード sと最終状態を表すノード tも定義
する．こうして定義したノードの集合を N と
表す．また，始点 sから各ノード p(i) ∈ P に枝
(s, p(i))を定義する．また，各ノード d(i) ∈ D

から終点 tに向けて枝 (d(i), t)を定義する．さ
らに，輸送依頼 iを処理した直後に輸送依頼 jを
処理するとき枝 (d(i), p(j))を定義し，各 i ∈ C

に対して枝 (p(i), d(i))を定義する．こうして定
義した枝の集合をEと表す．
枝 (p(i), d(i))に対しては，距離 d(p(i), d(i))

を定義する．これは，輸送依頼 iの積港から i

の揚港への距離を表す．同様に，枝 (d(i), p(j))

の距離 dd(i),p(j)を，輸送依頼 iの揚港から輸送
依頼 jの積港への距離を表す．
船速 vのときの単位時間あたりの燃料消費量

を vの関数として f(v)と表すと，枝 (p(i), d(j))

の表す航行の際のコストは，f(vij)·(dij/vij)で
表される．他の枝も適宜コストを定義すると，
部分問題は次の最適化問題となる：

min
∑

(i,j)∈A

f(vij) ·
dij
vij

−
∑
i∈C

λixp(i),d(i) + πv

s.t.フロー保存則 (∀(i, j) ∈ E),

vminxij ≤ vij ≤ vmaxxij (∀(i, j) ∈ E),

Ti +
dij
vij

xij ≤ Tj + (1− xij)M

(∀(i, j) ∈ E),

ei ≤ Ti ≤ ℓi (∀i ∈ N),

xij ∈ {0, 1} (∀(i, j) ∈ E).

ここで，Tiはノード iでのサービス開始時刻を
表す連続変数，vminと vmaxはそれぞれ船速の
最小値と最大値，M は十分に大きな値，ei と
ℓiはそれぞれノード iのサービスの最早開始時

刻と最遅開始時刻を表す．また，λiは限定主問
題における制約 (1)に対する双対変数，πvは制
約 (2)に対する双対変数の値とする．

6 高速な列生成アルゴリズム

関数 f(v)が vの 3次関数だと，部分問題は混
合整数 2次錐最適化問題となりソルバで解くこ
とができるが，計算時間が長くかかる場合があ
る．そこで，より高速な列生成アルゴリズムを
提案する．このアルゴリズムでは，船速最適化
問題 (SOP(P ))とルート最適化問題 (ROP(P))

を交互に解く．SOP(P )は，ルートP 上の船速
を最適化する問題である．一方，ROP(P)は，
目的関数における vijを argminf(v)に，制約条
件における vij を vmaxに固定したものであり，
P に含まれないルートの中で，緩和目的関数
が最小のものを求める問題である．SOP(P )は
小さな SOCP，ROP(P)は小さなMIPであり，
ソルバで高速に解くことができる．ROP(P)は
部分問題の緩和問題である．提案する高速な列
生成アルゴリズムをAlgorithm 2に示す．

Algorithm 2 高速な列生成アルゴリズム
θ̄ := ∞
while True do

ROP(P)を解き，得られたルート P を
表す変数を x∗ij，最適値を θ̃とする．

θ̃ > θ̄ なら終了，そうでなければ P に
対する SOP を解き，その最適値を θ̃∗，
θ̄ = max{θ̄, θ̃∗}とする．
P にルート P を追加する．

end while

(RMP)に変数の 0-1条件を追加し，解く．

謝辞 本研究は JSPS科研費 17K01271および
16K16357の助成を受けたものである．
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束上の DR-劣モジュラ性による部分空間選択
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1 導入

部分空間選択はデータに基づき良い部分空間
を選ぶ最適化問題である．具体的には，L(Rd)

をRdの線型部分空間のなす族，f : L(Rd)→ R
を目的関数，F ⊂ L(Rd)を制約条件としたとき，

maximize f(X)

subject to X ∈ F
(1.1)

と定式化される．この問題は特徴選択の一種
で，主成分分析（Principal Component Anal-
ysis; PCA）や疎辞書選択を含んでいる．PCA
が具体例であることは，{ui}i∈I ⊂ Rd をデー
タ，ΠX を部分空間Xへの射影，Fを k次元以
下の部分空間とし，

f(X) =
∑
i∈I
∥ΠXui∥2 (1.2)

と定義すると，(1.1)はPCAの定式化の一つに
なっていることから分かる．(1.2)は貪欲法で
最大化できることが知られている．
我々は「部分空間選択は一般には非凸で難し

いにもかかわらず，なぜ PCAや疎辞書選択は
貪欲法で解けるのか？どのような目的関数と制
約なら貪欲法で解けるのか？」という興味を持っ
た．これらの問いには，L(Rd)を離散化した上
で，劣モジュラ性やその変種を用いた解答が与
えられてきた [1–4]．本研究では，束論を用い
L(Rd)を直接扱うことで，より適用範囲の広い
解答を与える．部分空間の族L(Rd)は∧を共通
部分，∨を直和とすることでモジュラ束をなす．

2 束上のDR-劣モジュラ性

通常，束上には以下の不等式で劣モジュラ性
が定義される．

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∧ Y ) + f(X ∨ Y ).

(2.1)

しかし (1.2)は近似的にもこの定義を満たさな
いという問題がある．そこで本研究では，別の
よく使われている劣モジュラ性である DR-劣

モジュラ性 [5, 6]に注目する．整数束上の関数
f : Zd → RがDR-劣モジュラであるとは，

f(X + ei)− f(X) ≥ f(Y + ei)− f(Y ) (2.2)

が全ての X ≤ Y (全ての成分で不等号が成立)
と i ∈ {1, 2, . . . , d}で成り立つことをいう．こ
こで eiは第 i成分方向の単位ベクトルである.
本研究ではDR-劣モジュラ性を一般の束上に
拡張することを試みる．以降Lを束とし，最小
元 ⊥を持つことを仮定する．a ∈ Lが ∨既約
元であるとは，最小元ではなく，a = X ∨Y な
らば a = X か a = Y が成り立つことをいう．
∨既約元 aがX ∈ Lに対して許容的であると
は，a ̸≤ Xで，任意の a′ < aが a′ ≤ Xを満た
すことをいう．X ∈ Lに対し許容的な要素の
集まりを adm(X)と表す．このとき，(2.2)は
自然に拡張できる．

定義 1 (強 DR-劣モジュラ). f : L → Rが強
DR-劣モジュラであるとは，すべてのX,Y ∈ L，
a ∈ adm(X), b ∈ adm(Y )でX ≤ Y とa ≤ bを
満たすものに対し，以下が成り立つことをいう．

f(X ∨ a)− f(X) ≥ f(Y ∨ b)− f(Y ).

分配束において定義 1と同値なものが与えら
れている [7]．しかし (1.2)はこの定義を満たさ
ないという問題が再び生じる．そこで，強DR-
劣モジュラを弱化した次の定義を導入する．

定義 2 (下方DR-劣モジュラ). f : L → Rが下
方DR-劣モジュラであるとは, すべてのX ≤ Y

と b ∈ adm(Y )に対し，以下が成り立つことを
いう．

f(Y ∨ b)− f(Y )

≤ max
b′ : Y ∨b=Y ∨b′

min
a∈adm(X),a≤b′

f(X ∨ a)− f(X).

定義 3 (上方DR-劣モジュラ). f : L → Rが上
方DR-劣モジュラであるとは，すべてのX,Y ∈
Lと a ∈ adm(X)でX ∨ a ≤ Y を満たすもの
に対し，以下が成り立つことをいう.

f(X ∨ a)− f(X)

≥ max
b≥a

min
Y̊ :b∈adm(Y̊ ),Y=Y̊ ∨b,X≤Y̊

f(Y )− f(Y̊ )
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上方かつ下方 DR劣モジュラであることを，
方向性DR-劣モジュラと呼ぶ．方向性DR-劣モ
ジュラは PCA・疎辞書選択・カット関数の拡
張を扱える豊かな関数クラスである．

3 近似最大化アルゴリズム

方向性DR-劣モジュラ関数は貪欲法で近似最
大化できる．以下Lをモジュラ束とし，rをその
高さ関数とする．高さ制約F = {l ∈ L | r(l) ≤
k}を考える．

定理 4. 単調下方DR-劣モジュラ関数を高さ制
約 F の下で最大化する問題を考える．アルゴ
リズム 1 はこの問題の 1 − 1/e-近似アルゴリ
ズムである．

この定理は，PCAが貪欲法で最大化できる
ことを，方向性DR-劣モジュラの観点から説明
している．

アルゴリズム 1 単調高さ制約に対する貪欲法
1: X = ⊥
2: for i = 1, . . . , k do
3: Let ai ∈ argmax

a∈adm(X),X∨a∈F
f(X ∨ a)

4: X ← X ∨ ai
5: end for
6: return X

本研究では他にも以下のような状況で近似最
大化アルゴリズムを与えた．

• 一般の束上の単調下方DR-劣モジュラ関
数の高さ制約最大化．
• 一般の束上の単調下方DR-劣モジュラ関
数のナップザック制約最大化．
• モジュラ束上の方向性DR-劣モジュラ関
数の無制約最大化．

詳細は [8]を参照されたい．

4 まとめ

本研究では方向性DR-劣モジュラという束上
の新しい劣モジュラ性を定義した．この関数ク
ラスは PCA などを扱える豊かなものであり，
種々の制約下で近似最大化ができることを証明
した．
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展開型マッチングゲームにおける部分ゲーム完全均衡
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1 概要

本研究では，求人者と求職者の間のマッチン
グ市場を，展開型ゲームとして定式化する．具
体的には，逐次的にジョブオファーを受ける求
職者が，競合相手の戦略を考慮しながら自身の
戦略を決定する状況を扱う．各求職者が均衡戦
略に従った際に結果として得られるマッチング
(SPEマッチング)の性質を解析し，その計算複
雑度についての特徴付けを与える．また，得ら
れる SPEマッチングが安定マッチング [1]とな
るように，ジョブオファーの順序を適切に設計
できることを示す．本稿の内容は [2]に基づく．

2 モデル

展開型マッチングゲーム (I, σ)は，マッチン
グインスタンス I = (P,Q,E, (≻r)r∈P∪Q)とオ
ファー順 σ : {1, 2, . . . , |E|} → Eによって構成
される．ここで P , Qはそれぞれ求人者，求職
者の集合，E ⊆ P ×Qはオファー候補の集合を
表す．各求人者 p ∈ P (求職者 q ∈ Q)は求職者
(求人者)についての選好をもち，例えば q ≻p q

′

によって「pが q を q′ より好む」ことを表す．
求人者たちは，σに従い，好ましい候補者から
順にオファーをする．すなわち，各 p ∈ P に関
して，q ≻p q

′ならば σ−1((p, q)) < σ−1((p, q′))

を満たす．各求職者は各オファーを受けた際，
受理するか否かを即時に決めねばならず，その
決定はその後覆すことはできない．

本ゲームは求職者たちをプレイヤーとする展
開型ゲームで表される．ゲームの各ラウンドは
一つのオファー e = (p, q) ∈ Eに対応する．オ
ファーを受けた q は，ACCEPTか REJECTのど
ちらかのアクションを選ぶ．ACCEPTが選ばれ
た場合，pと qはマッチして，pと qおよびそれ
らに関わるオファー全てが削除されたものが部
分ゲームとして得られる．REJECTが選ばれた
場合，オファー e = (p, q)のみが削除されたも
のが部分ゲームとして得られる．プレイヤー q

は，e = (p, q)に対して ACCEPTを選ぶと，pと
マッチできることが確約される一方，将来起こ
り得る他のオファーを受けるチャンスを失う．
各ラウンドにおいてプレイヤーが最適戦略

に従うという仮定の下では，後ろ向き帰納法に
よって，最適戦略を一意に決定できる．全プレ
イヤーの最適戦略を表した戦略プロファイルを
部分ゲーム完全均衡 (SPE)と呼ぶ．

例 1. 求人者 p1, p2, p3 と求職者 q1, q2, q3 のオ
ファー候補に対する選好を，それぞれ

p1 : q1 q1 : p2 ≻q1 p1

p2 : q2 ≻p2 q1 ≻p2 q3 q2 : p3 ≻q2 p2

p3 : q3 ≻p3 q2 q3 : p2 ≻q3 p3

とし，オファー順 σを下記の順で定める：

(p1, q1), (p2, q2), (p2, q1), (p2, q3), (p3, q3), (p3, q2).

(p1, q1)

(p2, q2) (p2, q2)

(p2, q1)
(p2, q3)

(p2, q3)

(p3, q3)

(p3, q3)

(p3, q3)

(p3, q3)

(p3, q3)(p3, q2)

(p3, q2) (p3, q2) (p3, q2)

(p3, q2)

A

A A

AA

A

A

A

A

A

A

A

A A A

A

R

R R

RR

R

R

R

R

R

R

R

R R R

R

Figure 1: The tree representation of the game. The bold red edges indicate SPE.

other workers’ future actions, it is concluded that q1 would be unmatched in the outcome if
she rejects (p1, q1). Thus, ACCEPT is her best action in the first round. In this manner, we can
define the best action for each round. Fig. 1 shows all possible rounds, and red edges represent
the best actions. The SPE of this instance then results in an assignment that matches pairs
{(p1, q1), (p2, q3), (p3, q2)}. Note that this does not coincide with a unique stable matching
{(p1, q1), (p2, q2), (p3, q3)} [of][under?] this preference profile.

Recently, [the sequential matching game][a sequential game on a matching instance] has been
studied actively under various settings. In many of those settings, it has been shown that the
SPE leads to the proposed-side optimal stable matching. This fact implies that each player can
efficiently compute her best strategy by just computing the optimal stable matching. However,
such a characterization of the SPE does not hold in our setting. Indeed, the outcome matching of
the above example is unstable. Furthermore, unlike many other models, the outcome matching
of the SPE changes drastically depending on the order of offers in our model. These distinctive
features indicate the difficulty in capturing SPEs in our model.

This paper studies SPEs of the sequential matching game from two different perspectives:
equilibrium computation and [subgame perfect implementation][order (schedule) design/...?].
In the first part, we reveal the complexity of computing the outcome matching of the SPE.
That is, we analyze how hard it is to predict the market outcome assuming that all the workers
follow their best strategies. In the second part, we see our model in the light of [mechanism
design][social welfare?]. For a given preference profile, we consider designing an offering order
so that the outcome [ ][matching] of the SPE [has][enjoys] some socially desirable property, such
as stability. Here we describe the details of each part.

Equilibrium Computation

In the first part we consider the complexity of computing an SPE. Note that representing an
SPE itself obviously requires exponential time since the tree representation has exponential size.
Therefore, it is more reasonable to consider the following decision problem: given an instance
and a history (a possible sequence of actions), decide whether the next player selects ACCEPT

in the SPE. Note that each subgame of a given instance is again an instance of the sequential
matching game. Then, we would rather consider the following equivalent problem.

Problem 1.2 (SPEM). Given an instance of the sequential matching game, decide whether the
first offered worker selects ACCEPT or not in the SPE.

3

図 1. 例 1のゲーム木による表現．赤い枝は SPE戦略を表す．
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ゲーム中では σ(1), σ(2), . . . の順でオファーが
なされる．ただし，ある段階でマッチした求人
者・求職者に関わるオファーは，その後スキッ
プされる．図 1は，上記のゲームを根付き木で
表現したものである．SPEの下では，ゲーム
は根から赤線に沿って進行し，結果としてマッ
チング {(p1, q1), (p2, q3), (p3, q2)}が得られる．
ここで，(p2, q1)がブロッキングペアとなるた
め，このマッチングは安定でないことに注意さ
れたい．

ゲーム (I, σ)において，全プレイヤーが SPE

に従った際に結果として得られるマッチングを
SPEマッチングと呼び，SPE(I, σ)と記す．本
研究では，この SPEマッチングを解析する．

3 部分ゲーム完全均衡の計算複雑度

与えられたゲーム (I, σ)のSPEにおいて，最
初のオファー σ(1)が受理されるか否かを判定
する問題を SPEMと呼ぶ．この SPEMを解くこ
とと，SPEマッチングの計算をすることは，計
算複雑度の意味で等価である．正整数 s, tに対
して，(s, t)-SPEMを，入力に以下の制限を課し
た SPEMの部分クラスとする：各求人者 p ∈ P

は高々s人にしかオファーせず，各求職者 q ∈ Q

は高々t人からしかオファーを受けない．本研
究では，以下の二分定理を与えた．

定理 2. 判定問題 (s, t)-SPEMは，s ≤ 2もしく
は t ≤ 2ならば多項式時間可解であり，それ以
外の場合は PSPACE完全である．

この定理の証明のために，本研究では

• s ≤ 2もしくは t ≤ 2の場合に SPE(I, σ)

を効率的に求めるアルゴリズムとして，
Sequentially Fixing Deferred Acceptance

(SFDA)を提案してその正当性を示し，

• PSPACE完全問題 QUANTIFIED 3SATが
(3, 3)-SPEMに帰着できることを示した．

アルゴリズム SFDAは，ゲーム (I, σ)を入力
とし，以下の手順を繰り返す：

1) IのQ側最適安定マッチングMを計算し，
2) σ−1(e)が最小の e = (p, q) ∈ M をとり，
3) (I, σ)を，p, qとそれらに関わるオファー
を除去した部分ゲームに置き換える．

繰り返しの各段階で選ばれた eの集合が SFDA

の出力であり，s ≤ 2もしくは t ≤ 2という条
件の下では，これは SPE(I, σ)と一致する．

4 安定マッチングを導くオファー順序

中央機関によって統制がなされる 2部マッチ
ング市場では，マッチングの公平性の尺度とし
て安定性が用いられることが一般的である [3]．
しかし，各求職者が逐次的・戦略的に動く本研
究のモデルでは，均衡において得られるマッチ
ングは必ずしも安定性を満たさない (例 1参照)．
また，本モデルでは，固定された Iに対して σ

を変化させると，SPE(I, σ)も変化し得る．
本研究では，適切なオファー順を設定するこ
とによって，均衡におけるマッチングを安定に
導くことが可能であることを示した．

定理 3. 任意の I = (P,Q,E, (≻r)r∈P∪Q)に対
して，SPE(I, σ)がQ側最適安定マッチングと
なるようなオファー順 σ : {1, 2, . . . , |E|} → E

を多項式時間で構成できる．

所望のオファー順 σ は以下のように構成でき
る．まず，I のQ側最適安定マッチングM を
計算し，各求人者にとってM でのマッチ相手
よりも好ましい候補者へのオファーを集め，そ
れらを任意の順で σの先頭から並べて Iから除
去する．その後，求人者を以下のように順序付
け，それに沿って残りのオファーを並べる：現
状のインスタンスに求職者志向DAアルゴリズ
ム [1]を適用したときに，最終的なマッチ相手
となる求職者からのプロポーズを最も早く受け
る求人者 pを残りの中でのトップとし，pとマッ
チ相手およびそれらに関わるオファーを除去し
たインスタンスに対して同じ手順を繰り返す．
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非可換な変数をもつ多項式行列の行列式の次数の計算について
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1 イントロダクション

本発表では，変数 x = (x1, x2, . . . , xm)と体
K上の n次正方行列A0, A1, . . . , Amによって，

A = A0 +A1x1 + · · ·+Amxm (1)

とかける行列Aのランク計算とその拡張につい
て論じる．この問題は，あるクラスの組合せ最
適化問題の代数的一般化とみなせる．例えば，
カラークラスのサイズが等しい 2部グラフGを
考えるとき，Gの各枝 ek = ij (k = 1, 2, . . . ,m)

に対して，行列Akを (i, j)要素が 1，それ以外
をゼロと定める．そしてA0はゼロ行列とする．
すると，Aのランクは，Gの最大マッチング数
に一致する．したがって，この場合は，Aのラ
ンクはマッチングアルゴリズムによって多項式
時間で計算可能である．J. Edmondsは，これ
を一般化して，(1)のような変数付き行列のラ
ンクは多項式時間で計算できるか，という問題
を提示している（Edmonds問題, 1967年）．素
朴にやると，xiたちをシンボリックに扱わなけ
ればならず指数時間かかってしまう．もしも，
各変数xiに，Kの元を代入すれば，代入後のA

のランクは，ガウスの消去法によって効率的に
計算できる．Kのサイズが十分大きければ，そ
れは高い確率で，(代入前の)Aのランクであろ
う．この考えに基づき，L. Lovászは，Aのラ
ンクを求める乱択多項式時間アルゴリズムを与
えている（1979年）．しかし，決定性多項式時
間アルゴリズムは，限られたクラスの行列にし
か知られておらず，その存在性は，理論計算機
科学における重要な未解決問題となっている．

2 非可換ランク

最近，この問題が興味深い展開を見せている．
上の議論では，変数 xi たちが互いに可換であ
るものとして，Aを多項式環 K[x]上の行列と
みなし，そのランクは，有理関数体K(x)上で
考えていた．しかし，変数 xi たちが互いに非
可換であるとして，Aを自由環K⟨x⟩上の行列
とみることもできる．すると，K⟨x⟩は，自由

斜体K(⟨x⟩) と呼ばれる斜体（＝任意の非ゼロ
な元が逆元をもつ可換とは限らない環）に埋め
込まれる．この斜体上で，Aのランクが定義で
きて，これを非可換ランクという．
Garg et al. [1]は，K = Qのとき，Ivanyos

et al. [2]は，Kが一般の場合に，非可換ラン
クが多項式時間で計算できることを証明してい
る．前者は，Gurvitsの作用素スケーリングに
基づくもので，後者は，Wong列と呼ばれる２
部マッチングの交互道のベクトル空間アナログ
に基づくもので，どちらも大変興味深い．ここ
で，鍵となるのは，Fortine-Reutenaur [3]によ
る非可換ランクの公式である．それは，非可換
ランクが次の最適化問題の最適値に一致すると
いうものである：

Min. 2n− r − s (2)

s.t. (PAkQ)ij = 0

(0 ≤ k ≤ m, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s),

P,Q : K上の正則行列.

一般にランク≤非可換ランクであるが，(2)が
ランクの上界を与えることをみるのは容易い．
上述の 2部グラフの場合は，ランクと非可換ラ
ンクが一致し，問題 (2)は，最大マッチング数
の公式 (König-Egerváryの公式)を与える．
一方，これらの研究の流れとは独立に，行列

のブロック三角化の文脈から，Hamada-Hirai [4]

は，(2)を考察し，ベクトル部分空間のなすモ
ジュラ束上の劣モジュラ最適化として定式化す
ることで新しいアルゴリズムを与えている．

3 本研究の動機

組合せ最適化理論においては，「重み付き」の
問題を考えることは自然である．例えば，上述
の 2部グラフ Gにおいて，各枝 eに非負整数
重み ceが与えられていると仮定する．そして，
重みが最大の完全マッチングを求めたいとしよ
う．この場合も，完全マッチングの最大重みは
以下のような代数的な解釈を持つ．変数 tを用
意し，上で定義したAkに tcek をかける．そし
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て，AをK(x)[t]上の正方行列とみなす．この
とき，最大重みは，行列式detAの tに関する最
大次数 deg detAに一致する．このような行列
式の次数を用いる解釈は，より一般的な重み付
き線形マトロイド交差問題においても可能であ
る．したがって，式 (1)において，各Akを tに
関する正方多項式行列としたときに，deg detA
の計算は，重み付きの組合せ最適化問題の線形
代数バージョンといってよいだろう．
では，xi たちが互いに非可換，tとは可換，

とし，AをK⟨x⟩上の tに関する多項式行列と
みたときに，非可換ランクに対応するべき「行
列式の次数の非可換版」を考えることは自然で
あろう．本研究ではそれを以下のように定義す
る．F = K(⟨x⟩)を自由斜体とし，tに関する
多項式環 F[t]の有理関数斜体 (Ore商環) F(t)
を考える．そして，Aを斜体 F(t)上の行列と
みて，斜体上の行列式概念である Dieudonné

行列式DetAを考える．DetAの値は，乗法群
F(t) \ {0}の元をその交換子群で割ったもので
あるが，交換子の次数はゼロであることから，
DetAの次数 degDetA ∈ Zが自然に定まる．
我々の目標は，degDetAの計算であり，以下
の成果を得た [5].

4 本研究の成果

Fortine-Reutenaurの非可換ランクの公式の
拡張として，degDetAの値が，以下の最適化
問題の最適値に一致することを示した．

Min. −deg detP − deg detQ (3)

s.t. deg(PAkQ)ij ≤ 0

(0 ≤ k ≤ m, 1 ≤ i, j ≤ n),

P,Q : K(t)上の正則行列.

一般に deg det ≤ degDetであるが，問題 (3)

が deg detの上界を与えることは，組合せ緩和
による deg det計算の文脈 [6]で知られていた．
非可換ランクの問題 (2)がモジュラ束上の劣

モジュラ関数の最小化とみなせたことの拡張と
して，問題 (3)が「一様モジュラ束のL凸関数」
という離散凸関数の最小化とみなせることを示
した．これにより，L凸関数に対する最急降下
法が適用できる．ここで，最適性のチェック，す
なわち，最急降下方向を見つける問題は，問題
(2)に帰着することを示した．したがって，問題
(2)を解くアルゴリズムをサブルーチンとする
ことで degDetが計算できる．サブルーチンの

呼出し回数に対して，Aのスミス・マクミラン
標準形を用いた精密な評価を与えた．このアル
ゴリズムは，deg detを計算する組合せ緩和ア
ルゴリズム [6]（の変種）の拡張となっている．
A0を除く Ak がすべて K(t)上でランクが 1

のとき，deg detA = degDetAとなることを示
した．これは，ランクと非可換ランクが一致す
る場合の自然な拡張である．これによって，線
形マトロイドの最小重み基，重み付き２部マッ
チング，重み付き線形マトロイド交差，混合多
項式行列の deg det計算などが degDet計算と
解釈できることになった．さらに，貪欲アルゴ
リズム，ハンガリー法なども上述の最急降下法
の立場から自然に解釈できることを示した．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP26280004，お
よび，JP17K00029の助成を受けたものです．
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Max-Plus代数からトロピカル幾何へ，
最近の進展と工程計画問題への応用

小林 正典 1

1首都大学東京・大学院理学研究科・数理科学専攻
e-mail : kobayashi-masanori@tmu.ac.jp

1 はじめに

工程計画問題では最短完了時間として自然に
Max-Plus代数が現れる（例えば [1]）．各作業 i

には着手から完了までにかかる時間として非負
実数 tiが定まっており，作業には順序が定まっ
ていて各作業は直前の作業がすべて完了しない
と着手できないとする．このとき，作業 iに着
手できる時間は直前の作業たちの最短完了時間
の最大値になり，それに tiを加えたものが作業
iの最短完了時間である．帰納的に，各作業（し
たがって全行程）の最短完了時間は，tiたちか
ら最大値と加法で表すことができる．Max-Plus

代数では分配法則が成り立つので，最短完了時
間は tiたちのMax-Plus代数による多項式とし
て表せる．現れる項は，最初の作業 uから最後
の作業 yまでの経路と一対一に対応する．
通常の多項式の零点集合は超曲面という図形

になる．トロピカル多項式に対してもトロピカ
ル超曲面が定義され，最短完了時間の場合には，
トロピカル超曲面の補集合の連結成分が，ある
ただ一つのクリティカルパスを与える組 (ti)の
集合に一致する．すなわち，トロピカル超曲面
はクリティカルパスの相転移の遷移面にあたる．

2 トロピカル幾何

今世紀初め，Max-Plus代数に対応する代数
幾何を SturmfelsとMikhalkinが提唱し「トロ
ピカル幾何」と名付けた．対象となるトロピカ
ル多様体には以下で述べる特性がある（[2]等）．

2.1 代数多様体の極限

Max-Plus代数は通常の加法と乗法からトロ
ピカル化の手法でも得られる．トロピカル化
は，Bergman扇，Maslovの脱量子化，差分方
程式の超離散化，といった様々な起源をもつ．
座標 x1, . . . , xn が実数 t（t > 1）のべき乗で
あるとき，関数 f(x1, . . . , xn)に対しトロピカ
ル化 trop f を trop f := limt→∞ logt |f | と定め
る．Xi := trop(xi)とするとき，trop(x+ y) =

max{X, Y }，trop(xy) = X+Y となり，Max-

Plus代数が対応して現れる．ただしこのまま
では係数が自明なものしか出ないので，係数
体として tの Laurent級数体やその拡大である
Hahn級数の体K を用いる．最大値と加法の
分配法則は，通常の（非負実数に対する）加法
と乗法の間の分配法則からトロピカル化により
直ちに従う．0には−∞が対応するので，数体
系としてトロピカル半体 T := R∪{−∞}を考
える．
n変数トロピカル Laurent多項式 F に対し，

「トーラス」Rnにおけるトロピカル超曲面V (F )

を F のグラフが折れる点の集合として定義す
る．P ∈ V (F )とは，F (P )を最大値として与
える項（= P の重みによる F の先頭項）が複
数あることと同値である．この定義は幾何的に
は次で正当化される．

定理 1 (Kapranov) K係数Laurent多項式f

に対し，tropV (f) = V (trop f)が成り立つ．

2.2 組合せ論的構造

V (F )には次のように自然に重複度付き多面
体複体の構造が入り，概形がわかる．
べき指数に対し，その F における係数を対

応させる写像Zn → T を考える．Rn×T にお
いてグラフの凸包をとり，上側にある面を射影
することで，F のNewton多面体の正則多面体
分割を得る．双対として，各面での双対扇を貼
り合わせてできる多面体複体をとると，余次元
1骨格の台が V (F )である（n次元面は V (F )

の補集合の連結成分の閉包である）．V (F )に
含まれる余次元１の面には双対線分の格子長を
重複度として与える．定義は予稿では省略する
が，V (F )の重複度付き複体としての特徴付け
が次のように与えられている．

定理 2 (Mikhalkin) トロピカル超曲面＝法有
理的で釣合条件を満たす純余次元１の有限多面
体複体の台．
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2.3 可視化が容易

実代数多様体は身近な問題との関係が付きや
すいが，それにも関わらず代数幾何学ではまず
複素多様体を考える．理由の一つは精密な交点
理論が成り立つことである．例えば複素射影平
面において次の定理が成り立つ．

定理 3 (Bézoutの定理) 射影平面において，d
次曲線と d′ 次曲線の交点は，重複度をこめて
ちょうど dd′個ある．ただし無限個の点で交わ
るときは一方の式を少し変形するものとする．

トロピカル平面曲線に対しても，適切に交点
や交点数が定まり同様の定理が成り立つ [Sturm-

fels][梶原]．同じ交点数が半分の次元の図形で定
まるので，直観的に計算しやすい．Mikhalkin

は複素平面曲線の個数の数え上げ問題を平面
の折れ線図形の数え上げに帰着して別証明を与
えた．

3 工程計画問題への応用

この節ではMax-Plus代数の幾何との対応を
用いた応用に関する小田切真輔氏（秀明大学）
との共同研究（[3]等）について述べる．
プロジェクトネットワーク P の最短完了時

間 F は，P の各極大経路上のコストの和を項
とするトロピカル多項式である．F のNewton

多面体をN とする．

補題 4 P の極大経路はある非負点で単独でク
リティカルパスになる．次の一対一対応がある．

{P の極大経路 } ↔ {F の項 } ↔ {N の頂点 }

事故や改善により tiが変化すると，クリティ
カルパスも変化することがある．現在のクリ
ティカルパスから次に別のクリティカルパスに
遷移するとき，対応する (ti)の領域同士はその
二つだけで隣接する点をもつ．双対ではパスに
対応するN の頂点同士が辺でつながれていて，
さらに隣接点のすべての座標が非負であること
を意味する．これを辺とするグラフをP の極大
経路の「隣接グラフ」と呼び，クリティカルパ
スの遷移のしやすさを表していると考える．２
つの極大経路が交差するときクロス構造と呼ぶ．

定理 5 N の 2頂点に対し，次が成り立つ．(1)

N の辺で結ばれない ⇐⇒ 対応する極大経路
にクロス構造が存在する．(2) 隣接グラフの辺
で結ばれない ⇐⇒ 対応する極大経路に広義ク
ロス構造が存在する．

一般に凸多面体の 2頂点の隣接判定は 0/1多
面体と雖もNP困難であることが知られている．
しかし本問題では多項式時間での隣接判定アル
ゴリズムを見出したので，これによりプロジェ
クトネットワークの性質を調べることを考える．
0/1多面体∆に対し，あるアフィン部分空間

との交わりとして表せる格子多面体を ∆の切
片ということにする．

定理 6 (3次元以下の切片の分類) 最短完了時
間のNewton多面体の 3次元以下の切片は次の
何れかである：頂点，正則線分，正則三角形，
矩形，四面体，四角錐，三角柱，直方体．

対応するネットワークの幾何的分類も行った：
uと yを加えた上で，クロス構造に対し共通中
間元を追加・消去する操作と，順序を保つグラ
フの台のホモトピー同値とを加えて分類した．
これによりクリティカルパスの遷移の肝となる
ネットワーク構造が見て取れる．

4 展望

近年では，トロピカル化として副次的に現
れる図形でなく，最初からトロピカル多様体
を定義して使うことが多い．コンパクトリー
マン面と同様の Riemann–Rochの定理が，ト
ロピカル化を経由せず，一般の距離付きグラフ
に対して示された [Baker–Norine][Gathmann–

Kerber][Mikhalkin–Zharkov]．さらに，コンパ
クトリーマン面に倣ったモジュライの構成やゴ
ナリティの研究が進んでおり，トロピカル多様
体を用いて，位相幾何的情報にとどまらず深い
代数幾何的情報を取り出すことができるのでは
ないかと期待される．
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Max-Plus代数のダイナミクス

高橋 大輔
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1 はじめに

Max-Plus代数は大きい方の数を返すmax演
算を和，通常の数の四則演算の和 ‘+’を積とす
る代数であり，離散事象システム，トロピカル
幾何，古典・量子可積分系など，いくつかの分野
で重要な数学のツールや題材を提供している．
我々の研究グループでは，デジタル版のソリト
ン系がMax-Plus代数によって記述され，しか
もその系が超離散化と呼ぶ極限操作によって差
分ソリトン系から導出できるという文脈でしば
しば研究されている [1]．そこで重要となるの
は，極限公式

lim
ε→+0

ε log(eA/ε + eB/ε) = max(A,B)

と，max, min演算に関する数多くの公式，た
とえば

max(A,B) + C = max(A+ C,B + C),

max(A,min(A,B)) = A

などである．以下でいくつかの具体例を紹介
する．

2 ソリトン方程式

ソリトン性を保ったまま戸田格子方程式

d2uj
dt2

= euj+1 − 2euj + euj−1

の時間変数を差分化すると

∆2
n log(1 + unj ) = ∆2

j log(1 + δ2unj )

となり，unj = eU
n
j /ε − 1, δ = e−1/2εの変換を

経て ε → +0の超離散極限を取ると

∆2
nU

n
j = ∆2

j max(0, Un
j − 1)

というMax-Plus方程式が得られる [2]．この方
程式も完全ソリトン性を保っており，1ソリト
ン解は

Un
j = ∆2

j max(0, kj − ωn+ c)

という形式で表され，図 1の 3ソリトン解のよ
うに多ソリトン解も導出できる．Max-Plus方
程式の特徴として，変数や定数を整数に限定す
ると解も整数で閉じることができる．

....4..11.........3.....

....13..2........21.....

.....22.11......12......

......31.2......3.......

.......4.11....21.......

.......13.2...12........

........2211..3.........

.........312.21.........

..........4122..........

..........1431..........

..........1332..........

..........3.231.........

.........21.114.........

........12...213........

........3....1122.......

.......21.....2.31......

......12......11.4......

......3........2.13.....

.....21........11.22....

....12..........2..31...

図 1. 超離散戸田格子方程式の 3ソリトン解の例

3 最適速度モデル

超離散極限やMax-Plus代数は，一般的な数
学的枠組みを提供しているだけであり，適用の
しやすさ・しにくさはあるが，対象とする系の
物理的性質などとは基本的には無関係である．
交通流の自然渋滞形成の数理モデルとして有
名なものに，最適速度モデル

ẍk = A{V (xk+1 − xk)− ẋk}

がある．この方程式を超離散化するには，次式
のように「超離散化でき，かつ，連続系の近似
となるような」差分化を行う [3]．

∆2
nx

n
k = A{ log(1 + δ2V (xnk+1 − xnk))

− log(1 + δ(ex
n
k−xn−1

k − 1))}

差分方程式が重要なポイントで，あとは変数変
換と極限によって超離散方程式

∆2
nX

n
k = A{Ṽ (Xn

k+1 −Xn
k )

−max(0, Xn
k −Xn−1

k )}

を導くのみである．図 2に上式の数値計算例を
示す．

4 可解カオス

超離散化で用いられる指数関数型の従属変数
変換 u = eU/εは差分方程式の正値性を要求す
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図 2. 超離散 OVモデルの解の例

る．これがしばしば悩みの種となり，「正の問
題」と呼ばれる．それをうまく解決した例のひ
とつが Schröder写像

zn+1 =
4zn(1− zn)(1− k2zn)

(1− k2z2n)
2

の超離散化であり，変数変換

zn
1− zn

= eXn/ε,
√

1− k2 = e−1/2ε

と極限 ε → +0によってテント写像

Xn+1 = 1− 2
∣∣∣Xn − 1

2

∣∣∣
が得られ，解 zn = sn2(2nu0, k)も Xn = 1 −
2|{2nν0} − 1

2 |に変換される [4]．

5 Max方程式

超離散化は微分-差分-超離散の対応を考える
上では必要であるが，Max演算で作られる方
程式はそれ自体が面白く，常に超離散化の枠組
みが必要というわけではない．たとえば

unj−1u
n−1
j unj 111 110 101 100

un+1
j 1 0 1 0

011 010 001 000

0 0 1 0

というルール表で与えられる時間 2階のセル
オートマトンは

un+1
j = min(max(unj−1, u

n−1
j ), unj )

という Max 方程式でも定義できる [5]．（u は
1− uを表す．）さらに，この方程式の初期値問
題を解くと，解はO(n)の複雑度の式

unj = min(u1j ,

max(u0j , u
1
j−1),

. . . ,

max(u1j , . . . , u
1
j−n+3, u

1
j−n+2),

max(u1j , . . . , u
1
j−n+3, u

0
j−n+2, uj−n+1))

で表せる．u = 0, 1に限定すると元の 2進の
ルール表の解となるが，uが実数でもMax方
程式の解であり，2進の系を特別な場合として
含む実数の系が得られたことになる．図 3に解
の例を示す．

図 3. max方程式の実数解の例
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   山田 知典1 
     1東京大学大学院工学系研究科システム創成学専攻 

     e-mail: tyamada@sys.t.u-tokyo.ac.jp 

 
1  はじめに 
 1990 年代後半の汎用 3 次元 CAD ソフトウェ

アの普及と計算機性能の向上に伴い，製造業に

おける CAE の適用範囲は格段に拡大してきた．

1998 年に発足したメッシュ生成研究部会はそ

のような時代背景のもと，解析の実行自体は数

日で可能であるにもかかわらず，一方で，人手

を必要とし，数か月かかることもあったCAEの

モデリングプロセスを高度化することを目的

として設立された．当時CAEモデリングは世界

的にも注目を集めており，メッシュ生成手法の

みならず，き裂進展解析を対象としたメッシュ

レス法[1]，自由表面を有する流れ解析を対象

とした粒子法[2]などの多くの新たな手法が提

案され，近年では実用化の域に達している． 

次なるCAEのターゲットとして自動車の騒音

解析等の現実問題の流体構造連成解析が注目

を集めている[3]．救援活動等に利活用が期待

されている小型人工飛翔体の設計を目的とし

た羽ばたき運動の解析[4]は大領域変動を伴う

問題であり，CAE モデリング技術の進展が必要

不可欠な課題である．ここでは羽ばたき翼の界

面付近に複雑な流れ場が発生し，流れとの相互

作用により構造の運動や変形が変化するよう

なシミュレーションとなり，界面付近の解析精

度を上げるため，ALE 法に代表される界面追跡

法を用いて有限要素解析を行うことが多い．そ

の際にメッシュの歪みが大きくなり，その結果

として解析が破綻するケースが存在するので

ある． 

大領域変動を伴った流体構造連成解析を実

用的に行うためには，解析中のメッシュの歪み

を防止する合理的なメッシュ制御技術が必要

不可欠であるが，メッシュ制御法に関する既存

手法としては，例えば擬似弾性体スムージング

に 基 づ い た Jacobian-based stiffening 

technique(JBST)[5]などが存在する．擬似弾性

体スムージングでは，流体領域のメッシュを擬

似的に弾性体とみなし，界面の変位を強制変位

として与えて解析を行うことで，界面の移動に

追従した流体領域メッシュの制御を行う手法

である．JBST ではさらに各要素の Jacobian を

用いて，各要素の硬さを決定する．これにより

界面近傍の小さなメッシュの歪みを界面から

離れた位置にある大きなメッシュが吸収する

ような効果が得られる．本稿では近年のCAE技

術の新たな課題である大領域変動を伴った流

体構造連成解析を対象として JBST に改良を施

した新しいメッシュ制御手法[6]の適用につい

て述べる． 

 

2  メッシュ制御手法の概略 
擬似弾性体スムージングでは，流体領域のメ

ッシュ移動量を擬似的に次式であらわされる

線形弾性体の支配方程式に対し，連成界面の変

位を強制変位として付与して解くことで決定

する． 

𝛁 ∙ 𝛔 + 𝐟 = 𝟎       on Ω (1) 

ここで，𝛔は応力テンソル，𝐟は外力ベクトル，

Ωは流体領域を表す．境界条件は，界面上の節

点に対するDirichlet境界境界Γのみ与えるた

め，外力は存在せず，境界条件は次式により与

えられる． 

𝐲 = 𝐝       on Γ (2) 

ここで，𝐲は変位ベクトル，𝐝は界面上の強制変

位ベクトルを表す． 

有限要素解析では式(1)を弱形式化し，次式

のように要素ごとの要素剛性マトリクスを全

体剛性マトリクスに足し合わせていくことで

離散的に解く． 

න [⋯ ]𝑑Ω

 

ஐ

=  න [⋯ ]𝐽𝑑Ξ
 

ஆ

 (3) 

ここで，[⋯]は簡易的に被積分関数を表したも

のであり，Ξは有限要素解析領域全体を表す．ま

た，右辺の𝑒は要素番号を表す．𝐽は，局所座標

系を全体座標系に変換するための Jacobian と

呼ばれる値であり，2 次元解析においては，各

要素の面積に一致する． 

JBST では，この Jacobian を制御指標として

用いて各要素の硬さ次式により決定するが，新

しい最低要素高制御 [6]では要素の最低高さ
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を制御指標として用いる． 

 න [⋯ ]𝐽𝑑Ξ
 

ஆ

→   න [⋯ ]𝐽 ൬
1

𝐽
൰

ఞ

𝑑Ξ
 

ஆ

 (4) 

ここで，𝜒はメッシュの硬さとそれぞれの制御

指標との関係を表し，JBSTを例として考えると，

𝜒を大きく設定するほど面積の大きなメッシュ

がより柔らかく，小さなメッシュがより硬くな

るような効果が得られる． 

 
3  流体構造連成解析におけるメッシュ制
御事例 
前章で述べたメッシュ制御手法を用いて2次

元の羽ばたき運動に適用した事例を示す．図 1

に解析領域の概略図を示す．中央に位置する翼

（構造体）の左側端部を前縁として，前縁に対

して移動と回転の2種類の運動を付与した．比

較のため解析は JBST と最低要素高制御で行っ

た． 

解析中の流体の圧力場に注目すると JBST に

よる結果では図2の左に示すように，渦の形状

が円ではなくアスペクト比が非常に悪い要素

が存在する影響により，不揃いに鋭くなってい

ることがわかる．このような状況は他の時刻ス

テップにおいても確認され，圧力場が異なるた

めに両手法では渦の挙動とそれに伴う翼の変

形挙動に違いが生じることも確認できた． 

図1.解析領域概略図 

図2.解析中の圧力コンター図 

4  おわりに 
本稿では近年のCAE技術の新たな課題である

大領域変動を伴った流体構造連成解析のメッ

シュ制御手法について述べた．現在，機械学習

技術の発展により，CAE を学習データの生成器

として利活用する期待が高まっており，現実世

界にある複雑形状構造物を複合現象を考慮し

てロバストにシミュレートすることが必要不

可欠となっている．CAE モデリング技術にはよ

り一層の高度化が必要となるであろう．  
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き裂進展予測サロゲートモデルの構築 
 
   和田 義孝1 
     1近畿大学理工学部機械工学科 

     e-mail: wada@mech.kindai.ac.jp 

 
1  はじめに 
 ILSVRC 2012 におけるディープラーニング

（深層学習）[1]の有効性が画像認識において

示されその可能性に多くの人々が期待する状

況になって久しい．しかし，計算力学やCAEと

いった分野こそ，ディープラーニングとの親和

性が高いと期待するもののその応用方法・利用

方法については先行研究事例が少ない．一方で，

もともと多くのデータを必要とする分野（材料

設計，流体工学等）においては特徴量を抽出す

る多次元非線形マッピングの技術としてディ

ープラーニングの利用例が複数報告されてい

る[2]．本研究では重合メッシュ法によるき裂

進展データを大量に生成し，何をどのように学

習するのがサロゲートモデルの構築に有効な

のかを裂進展挙動を通して考察する． 

 

2  CAEにおけるサロゲートモデル 
 工学応用への問題を考えると，学習データを

どのように準備するのかが最大の問題となる．

物理現象は空間，物性，物理量（変位，速度，

ひずみ，応力，温度等）が入力または出力され

ることになる．物理量を学習（測定）する位置

の取扱いを一般化しなければ座標系依存の学

習となる．そこから法則を見出すことは困難で

ある．形状が決まっているのであれば，ノーマ

ライズを行うことが入力のパラメータを減じ

ることになる．ただし，ノーマライズを行った

係数は学習対象となる．また荷重に関しても同

様で特に弾性問題であれば単位力を想定して

学習させる． 

サロゲートモデルは代替モデルとして物理現

象を模擬するモデルである．したがって，微分

方程式を完全に代替するものではない．これま

でパラメトリックに問題を解いていた場合，変

数を可能な限り限定することにより現象の傾

向を把握していた．例えば，ニューラルネット

ワークを使ったサロゲートモデルであれば多

数の変数を用いて学習し，より自由度の高いサ

ロゲートモデルの構築が可能となる．しかし，

例えば非線形問題においては解析結果の取得

に時間が必要であることと解析精度の低さが

問題である．繰返しの応力ひずみ関係はヒステ

リシスループを示し１つのひずみ（変位）に対

して複数の応力（荷重）状態を示す．確実に学

習できるとすれば降伏局面や背応力自体を学

習させることである．しかし，実際の降伏現象

は等方硬化，移動硬化の混合で生じているうえ

に降伏局面が連続であるとは限らない．ディー

プラーニングによる学習はそういったモデル

化が困難な現象に対して学習できる可能性が

ある． 

 
3  き裂進展におけるサロゲートモデル 
疲労き裂進展を具体事例としてディープラ

ーニング技術を適用し，き裂進展挙動が予測で

きるかどうかを検証した．3 つのフェーズを想

定し，フェーズ1は応力拡大係数から進展方向

ベクトルおよび進展速度を学習，フェーズ2は

き裂先端近傍応力，変位から進展方向ベクトル

および進展速度を学習，フェーズ3は初期き裂

中心位置を原点としき裂先端位置およびき裂

が向いている方向ベクトルから進展方向ベク

トルおよび進展速度を学習である．実用上はき

裂先端の位置および進展方向のベクトルから

学習できることが望ましい． 

図1 き裂進展則[8,9] 

 

疲労き裂進展解析は，弾性計算（ポアソン方

程式），応力拡大係数，等価応力拡大係数，き

裂進展速度，き裂進展方向を微小ステップで解

析を行いその履歴（積分）として最終的なき裂

進展形状が計算される．図1に等価応力拡大係
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数，き裂進展速度およびき裂進展方向を決定す

る経験則による式を示す[3-5]．ディープラー

ニングによりこれら式を陰的に再構成される

かどうかが工学分野における応用のための提

示すべき具体例である． 

 

4  サロゲートモデルの評価 
 学習データは重合メッシュ法(以下s-FEM)に

よるき裂進展解析[5]を用い約5,000におよぶ

データを生成した．データをもとに，ノイズ混

入，ノード停止などのテクニックを用いて総学

習数12万回を行った．図2にき裂進展速度の

学習結果を示す．またその具体的な予測された

数値を表１に示す．s-FEMによるき裂進展解析

と同様にシミュレーションによるき裂進展速

度の予測は1サイクル当たりの進展量ではない．

理由は，1サイクル当たりの進展量は10-12のオ

ーダーのため，最小メッシュサイズあたりに何

サイクル必要か計算することで，き裂進展数値

シミュレーションを連続的に行う．図3から，

き裂進展開始直後では大きな差異が左右のき

裂先端部位でみられる．しかし，き裂進展が進

むにつれs-FEMの結果と一致する．荷重方向に

対して斜めに存在するき裂が繰返し荷重を受

けると急激にその向きを変え，その後ほぼ水平

に進展する．つまり，き裂の向きを変える学習

が少ない．進展方向を変える学習データ数は全

体の学習データ数の4％程度にしか過ぎない． 

図2 き裂進展数予測結果と重合メッシュ法に

よる結果の比較 

 

 本適用例は，CAEアプリケーション自体をデ

ータ生成のための手法として利用することの

提案である．近年の配列計算機環境およびクラ

ウドによる並列計算サービスの利用を考えれ

ばパラメトリックにバッチ処理を実行する技

術的困難さはほとんどない．このような，状況

を踏まえてCAEアプリケーションにデータを生

成されば，意図的に境界領域（考えている解空

間の端）およびデータ数の取得が相対的に少な

くなる箇所（本適用例ではき裂進展直後）を適

切に理解しデータの密度を適正化（必要なデー

タの密度の均質化）が可能となる． 

図3 裂進展予測結果と重合メッシュ法による

き裂進展（正解）：黒・初期き裂，赤・重合メ

ッシュ法，青・ニューラルネットワークによる

予測 

 

5  おわりに 

ディープラーニングおよびそれらを実用化

するための技術集積により実用化が進行して

おり，様々な分野の知見を適用することにより

より効果的・効率的なサロゲートモデルの構築

が可能となると考えられる．一方で現象の分析

と効果的な学習パラメータ選定など知見の獲

得が急務である． 
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粒子法による流体解析のための粒子・ポリゴン境界表現の開発 
 
   室谷 浩平 
     鉄道総合技術研究所 

     e-mail: murotani.kohei.03@rtri.or.jp 

 

1  概要 
 粒子法が開発された当初は、「固体壁を固体

壁粒子のみで計算する方法」が提案され、現在

でも最も広く使われている固体壁の計算手法

である。「固体壁を固体壁粒子のみで計算する

方法」は、複雑な形状の固体壁であっても精度

良く計算できるメリットがあるが、固体壁に一

様なサイズの粒子を配置するため、計算コスト

が大きくなるデメリットがある。CAE の普及に

伴い、実物大の機械や構造物を丸ごと解析する

ことが要求されるようになり、解析モデルが大

規模になってきた。計算コストを抑えるために、

固体壁の部分に固体壁ポリゴンを用いること

で、計算コストを抑える試みが行われるように

なっている[1]。 

 「固体壁を固体壁ポリゴンのみで計算する方

法」は、固体壁をポリゴンで扱うため固体壁の

部分に固体壁粒子が不要になり、本来計算に必

要とされる流体粒子のみ計算すればよくなる。

そのため、計算コストが大幅に低くなるメリッ

トがあるが、複雑な形状の固体壁では、固体壁

を計算するアルゴリズムが複雑になるデメリ

ットがある。 

 本研究では、「固体壁に固体壁粒子と固体壁

ポリゴンを併用する方法」を用いることにより、

精度良く、低計算コストで、単純なアルゴリズ

ムで計算することができる方法を提案する。 

 

2  粒子法の境界表現 
 流体シミュレーションにおいて、流体と接す

る固体壁に境界条件を設定する必要がある。流

体シミュレーションとして粒子法を用いた場

合、流体と接する固体壁を表現するために、図

１のような「固体壁を固体壁粒子の集まりとし

て扱う方法」と図２のような「固体壁を固体壁

ポリゴンで扱う方法」が存在している。流体シ

ミュレーションにおける粒子法では、計算対象

の粒子を中心とした影響半径内に入る粒子の

物理量を積分する必要がある。「固体壁を固体

壁粒子のみで計算する方法」の場合は、固体壁

付近の流体粒子は、影響半径内に入る固体壁内

部の物理量を積分する必要があるため、影響半

径内に入る固体壁粒子を積分点とみなして、固

体壁粒子がもつ物理量の重み付加算を行う。固

体壁内部の物理量は流体部分の物理量から決

まるため、固体壁粒子を配置して物理量を与え

る必要なく、流体部分の物理量から固体壁内部

の積分ができる。この原理をもちいるのが、「固

体壁を固体壁ポリゴンのみで計算する方法」で

ある。「固体壁を固体壁ポリゴンのみで計算す

る方法」の場合、流体粒子の影響半径内に固体

壁ポリゴンの面が唯一であれば、アルゴリズム

は単純であり精度良く計算できる。これは、固

体壁ポリゴンの面の十分に内部に限られる。一

方で、流体粒子の影響半径内に固体壁ポリゴン

の頂点や辺が含まれるような場合、固体壁ポリ

ゴン面が２つ以上存在するため、固体壁ポリゴ

ンを計算するアルゴリズムが複雑になる。 

 本研究では、図３にしめすように、固体壁の

大部分を占める固体壁ポリゴンの面の十分内

部には、計算コストの低い「固体壁ポリゴン」

を配置し、固体壁ポリゴンを用いた場合にアル

ゴリズムが複雑になる固体壁ポリゴンの辺や

頂点の部分には、精度が良く、計算が単純であ

る「固体壁粒子」を配置することで、計算コス

トが低く、アルゴリズムが単純で、精度が良い

「固体壁に固体壁粒子と固体壁ポリゴンを併

用する方法」を提案する。 

図１．固体壁粒子   図２．固体壁ポリゴン 

 
 
 
 
 

 

図３．固体壁粒子と固体壁ポリゴンの併用 
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3  解析例 
 本研究では、レール上に配置された水膜の上

を転がる車輪が通過した際の水膜の挙動を解

析するために用いる。図４は、車両が 20m/s

（72km/h）で等速に移動している状態を考え、

レール上に配置された水膜の上を転がる車輪

が通過した際の水膜の挙動を有限要素法によ

り解析した例である。車輪とレールのモデル形

状は新幹線用に準拠し、接触部分の要素サイズ

をレール側は 3mm、車輪側は 6.2277mmとした。

なお、車輪とレールの接触部分は、弾塑性解析

の結果により動的に変形するものとする。 

 図５は、車輪とレール間の水膜の挙動解析の

車輪とレールを全て固体壁粒子で表現して解

析を実施した場合の概念図である。粒子の直径

を 0.05mm とすると、流体粒子は 2560 万粒子、

車輪とレールの固体壁粒子は 9280 万粒子とな

った。図６は、車輪とレール間の水膜の挙動解

析の車輪とレールに固体壁粒子と固体壁ポリ

ゴンを併用する方法で表現して解析を実施し

た場合の概念図である。粒子の直径を 0.05mm

とすると、流体粒子は 2560 万粒子、車輪とレ

ールの固体壁粒子は 930万粒子となった。図７

は、レールを固体壁粒子と固体壁ポリゴンを併

用する方法で表現した例である。 

 本解析例では、車輪とレールに固体壁粒子と

固体壁ポリゴンを併用する方法を用いること

で、全て固体壁粒子を用いた場合と比べて、固

体壁粒子を1/10程度に減らすことに成功した。 

 

4  今後の課題 
 本研究では、車輪とレールに固体壁粒子と固

体壁ポリゴンを併用する方法を開発し、全て固

体壁粒子を用いた場合と比べて、固体壁粒子を

1/10程度に減らすことに成功した。今後は、効

果的な応用例へ適用していきたい。 

 

謝辞 本研究は JSPS科研費 17K05152の助成

を受けたものです．本論文の結果の一部は，理

化学研究所のスーパーコンピュータ「京」と名

古屋大学 FX100を利用 して得られたものです

（課題番号:hp170067, hp180014）． 
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図４．水膜の上を転がる車輪が通過した際の水
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図５．車輪とレールを全て固体壁粒子で表現し

た解析を実施した場合 

図６．車輪とレールに固体壁粒子と固体壁ポリ

ゴンを併用する方法で表現した解析 

図７．レールを固体壁粒子と固体壁ポリゴンを

併用する方法で表現した例 
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Bezier曲線を生成元としたVoronoi図の正確な隣接関係の決定

辻野 弘章 1, 今井 敏行 2

1和歌山大学大学院システム工学研究科，2和歌山大学システム工学部
e-mail : s185024@center.wakayama-u.ac.jp

1 概要

本研究では,Bezier曲線を生成元としたVoronoi

図 (勢力圏分割)の各勢力圏の正確な隣接関係
を,生成元の点列近似を用いることで求める.近
似算法であるため,計量情報の正しさは無視す
るが,位相情報すなわち隣接関係の正確性は保
証する.

2 準備

2.1 Voronoi図

平面上に n個の点 Pi(xi，yi)(i = 1，2，‥‥
，n)が与えられたとき，点 Piの勢力圏 V (Pi)を
点Pと点Piのユークリッド距離を表す d(P，Pi)

を用いて表すと

V (Pi) =
∩
j ̸=i

{P |d(P ,Pi) < d(P ,Pj )} (1)

となる [1]．この V (Pi)(i = 1，2，‥‥，n)に
よる分割の図をVoronoi図と呼ぶ．Voronoi図
の辺のことをVoronoi辺と呼び，Voronoi辺と
Voronoi辺の交点をVoronoi点と呼ぶ．n = 30

の時のVoronoi図の例を図 1に示す．

図 1. Voronoi図の例

2.2 Bezier曲線

Bezier曲線は，線分上に内分点を繰り返しと
ることにより得られる曲線であり，Adobeの Il-

lustratorのようなグラフィックデザインソフト
や広く工業製品などで使用されている曲線の表
現法の一つである．非常に自由度の高い曲線で
制御点を操作することで様々な曲線を描画でき

る．ベジェ曲線での次数Aは，A = (制御点の個数− 1)

となる.図 2に３次の Bezier曲線の例を示す．

図 2. 3次の Beier曲線の例

2.3 Voronoi図の隣接関係について

本研究で正確に求める隣接関係を表す情報は，
以下の２つの情報である．

1) どの勢力圏同士が隣り合っているか．
2) 各Voronoi点がどの３つの生成元に囲ま
れているか

3 先行研究

本章では，先行研究として線分と円のVoronoi

図の隣接関係決定に関する研究について述べる．

3.1 線分と円のVoronoi図の隣接関係決
定の研究

線分と円のVoronoi図の隣接関係決定に関す
る研究でそれぞれに用いられた手法の考え方は
同じで，明らかに生成元同士が離れている部分
では粗く生成元上に点を取り，より生成元同士
が近い部分では，細かく点を取る．従来手法 [2]

では，生成元上に隙間なく点を敷き詰め求めた
ことにより計算時間がかかっていた．しかし，こ
のようにすることにより従来手法よりも生成元
上にとる点の数を減らし，求めることができる．
これを満たすために，まず線分の場合両端の点，
円の場合中心点をそれぞれ用いてVoronoi図を
求める．そして図 3において「生成元 1，生成
元 2とのみ交わり，生成元 3，生成元 4とは離
れている空円が描ければその境界線の隣接関係
は正しい [3]」という判定条件を用いて隣接関
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係が正しいかどうかの判定を行う．誤った隣接
関係と判定されたとき，Voronoi点から最も近
い生成元上の位置に新たな点の付加を行い，付
加した点も含めて再び求めVoronoi図の書き換
えを行う．書き換えたものに対し，再び判定を
行い，すべての境界線上で隣接関係が正しいと
判定されるまで，点の付加，Voronoi図の書き
換え，判定を繰り返す． 以上の処理を行い求
められた隣接関係のみ正しい線分のVoronoi図
と円のVoronoi図を図 4に示す．

図 3. 判定条件の簡略図

図 4. 隣接関係のみ正しい線分と円の Voronoi図の例

4 提案手法

本研究で用いる手法は，先行研究の手法を
Bezier 曲線に対応するよう応用したものであ
る．つまり，Bezier曲線上にとる点の数を従来
手法よりも減らし，点のVoronoi図の作成アル
ゴリズムを用いて隣接関係を求める．以下の図
5に手順の例を示す．はじめに，生成元として与
えられたBezier曲線の始点と終点の制御点のみ
でVoronoi図を求める．この時に求められた隣
接関係が正しいか決定していないVoronoi図を
仮のVoronoi図と呼ぶ．そして，仮のVoronoi

図の隣接関係が正しいかどうかを，第 3節で示
した，「生成元 1，生成元 2とのみ交わり，生
成元 3，生成元 4とは離れている空円が描けれ
ばその境界線の隣接関係は正しい [3]」という条
件を用いて判定を行う．交差判定を行い，条件
を満たさなかった場合，生成元のBezier曲線の
中央付近上に新たに点の付加を行う．新しく付
加した点も含めて，仮のVoronoi図を求めなお
す．求めなおした仮のVoronoi図で再び判定を
する．すべての境界線上で条件を満たすか判定

をし，条件を満たせばそこで隣接関係が決定す
る．すべての境界線上で条件が満たされるまで，
再帰的に生成元上に点の付加と仮のVoronoi図
の求めなおしを行うことで，隣接関係の決定を
正確に行う．

図 5. 本研究の提案手法の手順の例

5 まとめ

本研究では，Bezier曲線が生成元のVoronoi

図の隣接関係のみを点列近似を用いることで求
める．ただし，近似計算のため，Voronoi点の
座標などの計量情報の正確性は無視し，位相情
報のみ正確に求める．本研究の手法でVoronoi

図を求めた場合，生成元である Bezier曲線上
に付加する点の数は従来手法よりも減少すると
考えている．その結果，計算時間も向上すると
想定される．

本研究の一部は，科学研究補助金の助成を受け
ている．
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視体積交差メッシュの接続性計算
森口 昌樹
明治大学 先端数理科学インスティテュート
e-mail : moriguchi@meiji.ac.jp

1 はじめに
視体積交差法とは複数のシルエット（形状の

輪郭を表す 2次元図形）から 3次元形状を構築
するための基本的手法で，シルエットを逆投影
して得られるボリュームの交差形状を抽出する
ものである．本研究では，その交差形状を視体
積交差メッシュと呼ぶ．視体積メッシュは 3次
元形状の再構成 [1]やシャドウアートの構築 [2]

などに利用されている．
Keirenらは，入力図形が三つのとき，視体積

交差メッシュの複雑度や接続性を計算するアル
ゴリズムの計算量を解析している [3]．そして，
「視体積交差メッシュの計算を避けることで，接
続性を効率的に計算することができるか」とい
う未解決問題を記述している．
本研究では，入力図形が二つの視体積交差

メッシュに限定して，交差形状の接続性を効率
的に計算する手法を提案する．提案手法は，計
算位相幾何学の二つのツール
• merge木（Reebグラフと類似した概念）
• persistence pairing

を利用する．

2 視体積交差メッシュ
本研究では，入力は二つの線画D1, D2と仮

定する．線画とはある平面上の直線分の集合で
ある．また，投影法は垂直投影を仮定し，二つ
の視線を v1と v2とする（D1は v1と垂直な平
面にのっており，D2は v2と垂直な平面にのっ
ている）．また，v1 × v2の方向に h軸をとる．
D1, D2は以下の仮定を満たすとする．
• D1を h軸に直交射影した像とD2を h軸
に直交射影した像は一致する．

• D1, D2はそれぞれ連結である．
このとき，D1 を v1 方向に逆投影した形状を
C1，D2を v2方向に逆投影した形状をC2とす
ると，

C1 = {x+ tv1 | xはD1上の点，tは実数 }

C2 = {x+ tv2 | xはD2上の点，tは実数 }

視体積交差メッシュはC1 ∩C1と表される（入
力は線画と仮定しているので，一般に，図 1の
ようにワイヤーフレームとなる）．

D1
D2

図 1. 線画 D1 と線画 D2 の視体積交差メッシュ（太線）

D1 または D2 が非連結なとき，視体積交差
メッシュは必ず非連結になる．D1, D2が上記
の仮定（連結かつ “高さが等しい”）を満たして
も，視体積交差メッシュは非連結になることが
ある．視体積交差メッシュの連結性を効率的に
計算することが，本研究の目的である．

3 接続性の効率的計算法
入力のサイズ（二つの線画の頂点数の和）をn

で表すと，視体積交差メッシュの計算にはO(n2)

の時間複雑度とO(n2)の空間複雑度がかかる．
そのため，視体積交差メッシュを陽に構築して
から接続性を計算するとO(n2)時間とO(n2)空
間が必要になる．
入力図形が二つのときは，merge木 [4]とper-

sistence pairing [5]を用いることで，視体積交
差メッシュを陽に計算しなくても視体積交差メッ
シュの接続性を判定することができる．
1) +h方向にD1のmerge木を計算する．
2) D1のmerge木の極小点と鞍点を persis-

tence pairingにより対応づける．
3) −h方向にD2のmerge木を計算する．
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4) D2のmerge木の極大点と鞍点を persis-

tence pairingにより対応づける．
5) D1 のmerge木の各 pair（極小点をm1，
鞍点を s1とする）とD2のmerge木の各
pair（極大点をm2，鞍点を s2とする）に
対して

s2 < m1 ≤ m2 < s1

を満たすpairの組が存在するか判定する．
そして，逆方向（−h方向のD1のmerge木，+h

方向のD2のmerge木）に対しても同様の計算
を行う．どちらの方向にも条件を満たす pairの
組が存在しなければ，またそのときに限り，視
体積交差メッシュは連結となる．
上記のように，視体積交差メッシュの接続性

は区間の交差計算により判定することができる．
区間はO(n)個あるので，素朴な算法だと交差
計算にO(n2)時間かかってしまう．しかし，領
域木 (range tree) [6]を利用すると，O(n log n)

時間とO(n log n)空間で接続性を判定できる．

4 錯視立体への応用
変身立体 (ambiguous cylinder) [7] は錯視立

体の一種で，
• 二つの特定の視点から観察すると，全く
異なる形に見える

という境界曲線を持つ “円柱”である．変身立
体の境界曲線は，円柱の側面に遮蔽されないよ
うに構築しなければならない．
二つの入力線画の視体積交差メッシュが連結

なときは，以下の方法で連結な変身立体を作成
できる．ただし，二つの入力線画をD1, D2，視
線を v1, v2とし，円柱の軸方向を d = α1v1 +

α2v2とする（α1, α2は正の実定数）．
1) D1とD2の視体積交差メッシュを構築す
る．

2) 視体積交差メッシュをd方向に押し出す．
押し出し操作によって得られた形状をCで表そ
う．CがD1, D2に対する変身立体になってい
る：C を v1方向から観察すると，C の境界曲
線はD1に見え，遮蔽もされない．同様に，C

を v2方向から観察すると，Cの境界曲線はD2

に見え，遮蔽もされない．
この作成法は [7]の作成法よりも入力線画に

対する条件が弱いので，より多くの入力線画に
対して変身立体を作成できる．

5 まとめ
本研究では，入力図形が二つのとき，視体積

交差メッシュの接続性を効率的に計算する手法
を提案した．視体積交差メッシュを陽に計算せ
ずに接続性を計算することで，効率的に計算す
ることができた．また，連結な視体積交差メッ
シュを用いた，変身立体の作成法も提案した．
入力図形が三つ以上の視体積交差メッシュに

対して効率的な接続性計算法を提案することは，
今後の課題である．
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多倍長計算環境 exflibの最新計算環境への対応と普及

藤原 宏志 1

1京都大学大学院 情報学研究科
e-mail : fujiwara@acs.i.kyoto-u.ac.jp

1 概要

本講演では，計算科学の可能性を拡げ得る多
倍長計算環境の中から，講演者らが開発を進め
る exflib [2]を対象とし，その普及と教育での利
用に重要な簡便なインターフェースの開発，お
よび並列計算環境への対応の現状を報告する．
科学・技術数値計算では種々の近似がなされ
るが，2進法に基く電子計算機上では，(0の近
傍にない) 実数とその演算は

(−1)s × 2e ×
(
1 +

p∑
i=1

bi
2i

)
, s, bi ∈ {0, 1}

の形の数の演算で近似される．これを浮動小数
点演算といい，符号 s，指数 e および小数部
1.b1b2· · ·bp の組により近似する．なお小数部に
mantissa の語をもちいる文献もあるが，浮動
小数点演算における学術用語としては誤用であ
ることが幾つかの文献で指摘されており (例え
ば [3, p.214], [4, p.14])，本稿でも小数部と記
す．小数部の p は計算に先立って決められる
が，今日の殆どの計算機が準拠する IEEE754

では，基本的に p = 23 の単精度，p = 52 の倍
精度のふたつを定めており，これらはそれぞれ
10 進で約 7.2桁，16.0 桁に相当する．
上述のとおり，浮動小数点演算では実数値を
有限桁で近似しており，丸め誤差とよばれる誤
差が混入する．一般的に丸め誤差は十分小さい
と思われ，数値解析の中心的話題となることは
少ないものの，その混入が意図しない結果を引
き起こすことが従来より指摘されている [5]．さ
らに先端の計算科学ではしばしば，不安定性を
有する問題や，特異性の高精度な数値的取り扱
いが必要となり，丸め誤差の影響で計算が破綻
する場合がある．これに対して，実数の近似精
度を任意に設定して丸め誤差の影響を軽減し得
る多倍長計算の有効性が示されている．
このような問題の中でも特に講演者を含む
研究グループでは，逆問題に現れる函数方程
式の高速・大規模計算のために多倍長計算環境
exflib の設計と実装，およびそれをもちいた解
析を進めてきた [6, 7]．これら逆問題は一般に

Hadamard の意味で非適切 (ill-posed) であり，
数値計算においては安定性の欠如のために，附
帯データや離散化の誤差のみならず，計算過程
で混入する丸め誤差も急激に増大し，数値計算
が破綻する．exflib では丸め誤差が増大しても
必要な桁まで達しないよう，小数部に予め充分
な精度を確保することで仮想的に丸め誤差の
ない数値計算を実現し，これにより IEEE754

では困難だった特異性の定量的高精度な取り扱
い [8]や，不安定スキームの定性的数学理論 [9]

を実現してきた.

今日，科学・技術向きの計算環境では倍精度
の利用が前提とされることが多く，多倍長計算
の利用に際しては，改めて利用方法の習得が
必要となる．多倍長計算の普及には (1) 簡便
なインターフェースの提供，(2) 特殊函数の実
装，(3) 高速化が重要と考えられるが，講演者
は exflib の開発にあたり (1) について，C++

言語や FORTRAN95 におけるクラスや演算子
オーバーロードの機能による改善を図った．一
方で，数値計算の利用の現場では商用ソフトウ
エアMATLABも広く利用されており，多倍長
計算の普及と (浮動小数点演算に関する丸め誤
差の影響に関する) 教育にはこれへの対応が有
効と考え，実装を進めている．また互換性のあ
る GNU Octave にも対応し，多倍長計算を容
易に利用できる環境を目指している．また，近
年ではマルチコア CPU が普及し，PC 単体で
も OpenMP によって並列計算が容易に実現で
きるようになっている．これにより exflibでも，
個々の四則演算ではなく，ループを含む計算全
体の高速化が可能となっており，上述の (3) の
改善を進めている．
これらの環境はいずれもホームページ [2]よ

りダウンロードして利用可能である．

2 MATLAB への対応

提案する実装は，MATLAB のクラス機能を
利用して多倍長数の型 exfloat を実装してお
り，ユーザはデータ構造の詳細を知らずとも多
倍長数を利用することができる．また exfloat

型は演算子オーバーロードの機能により，四則
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演算や基本的な組み込み関数について，exflib

のインターフェースを直接呼び出すことなく，
MATLAB の組み込み型と同様に演算の記述が
可能であり，容易に既存のプログラムを移植す
ることを目指している．
exflib の演算の中心部分はアセンブリ言語ま
たは C 言語で記述されており，MATLAB Ex-

ecutable (MEX) 機能を利用してMATLAB か
ら利用することが可能である．現在までに四則
演算，比較，10進での入出力，連立方程式の求
解などの機能を有している．一方，複素数型，
丸め方向の制御，特殊函数，行列の種々の分解
は今後実装の予定である．
表 1に，MATLAB の対応する多倍長計算機
能 Variable Precision Arithmetic (VPA) と提
案する環境で，連立一次方程式の求解の速度比
を示す．10進 100桁では 15倍から 20倍以上，
500桁では 4倍以上の高速化を実現している．

表 1. Computational Time in Solving Linear Equation
Ax = b.

unit : sec.

MATLAB C++

digits size VPA proposed ratio exflib

100 100 1.9 0.12 16 0.0066

200 13 0.73 17 0.056

400 101 5.1 20 2.0

800 838 37 22 16

1000 1647 71 23 31

500 100 2.5 0.53 4.6 0.018

200 17 3.9 4.4 1.4

400 129 30 4.3 11

800 1032 237 4.4 89

1000 2008 462 4.3 176

また，GNU Octave は多くの部分で MAT-

LABと互換性をもっており，上述と同様のMEX

をもちいて exflib の利用を可能としている．

3 OpenMP への対応

OpenMPでは，主として for文 (C++言語)，
DO 文 (FORTRAN) にディレクティブを付与
する並列計算が多い．exflibをもちいる場合も，
reduce 修飾詞を付与する場合を除き，組み込
みの型と同様の記法により for, DO 文の並列
実行を可能としている．今後，GNU Octave に
おいても並列化を試みる予定である．

講演では利用例やデモンストレーションを含
めて紹介する予定である

謝辞 本研究の推進にあたり，磯祐介教授 (京
都大学)から貴重なご助言を頂きました．また本
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PEZY-SC2上における倍々精度Rgemmの実装と評価

菱沼 利彰 1, 中田 真秀 2

1株式会社 PEZY Computing, 2理化学研究所
e-mail : hishinuma@pezy.co.jp

1 はじめに

計算科学において，数値演算に用いられる倍
精度浮動小数点数は演算精度が原因で解が得ら
れなかったり計算時間が増大することがある．
これまで様々な高精度演算手法を用いて誤差の
影響を低減し，応用が行われてきた [1]．今後，
計算機の進化に伴う解くべき問題の大規模化，
および小規模でも数値的に難しい問題を解くた
め，高精度演算の需要は高まると考えられる．
比較的低コストかつ高速に高精度演算が実現

可能な，倍々精度演算を用いる手法がある．倍
精度浮動小数点数を 2つをベクトルのように用
いてほぼ四倍精度を実現できる [2]．2つの倍精
度浮動小数点数について加算および乗算を行う
と一般に誤差が入る浮動小数点数同士の加算，
乗算および，誤差は倍精度演算だけで厳密に評
価でき，これを利用して倍精度演算 20から 40

回程度で処理できるため古くから広く用いられ
ている [3]．また，現在でもライブラリの開発
[2]や，アクセラレータ等による高速化 [4, 3]が
行われている．
我々は，MIMD型メニーコアプロセッサPEZY-

SC2向けに高精度演算ライブラリQD[2]の倍々
精度演算機能を移植し，最適化を行い，倍々精
度行列-行列積の性能評価を行い，倍々精度演
算のピーク性能の 74 %程度の結果を得た．

2 倍々精度ライブラリ pzqd

2.1 PEZY-SC2のアーキテクチャ

PEZY-SC2はMIMDアーキテクチャを採用
しており，2048個のコアが自身のプログラム
カウンタをもつことで各コア 8スレッドを別々
に動作させることが可能である．GPUなどと
比べて条件分岐などによる性能劣化が起こりに
くい．また，加算と乗算を 1命令で行うことが
できるMAD命令が使用可能である．
各コアにはスクラッチパッドメモリが搭載さ

れており，スレッドごとのスタック領域が確保
され，余剰領域をユーザがコア内共有のローカ
ルメモリ空間として使用可能である．

2.2 倍々精度ライブラリ pzqdの実装

PEZY-SC2上で動作するプログラムの開発
には，OpenCL ライクなプログラミング環境
である PZCLを使用する．PZCLではデバイ
スで動作するカーネルプログラムと，データ転
送やカーネル呼び出しなどの制御を行うホスト
CPU用のホストプログラムを分けて作成する．
我々は開発中の SDKの C++の構文を利用

し，QDのヘッダで定義された倍々精度の数学
関数・算術演算の演算子などをカーネルプログ
ラムで利用できる pzqdライブラリを開発した．
これにより，ホストプログラムから転送され
たQDライブラリの倍々精度型を，カーネルプ
ログラムから扱うことができる．

3 数値実験

3.1 実験環境

我々は実験にあたり Intel Xeon D-1571 を
ホストCPUとした 1984コアモデルの PEZY-

SC2プロセッサを使用した．PEZY-SC2の倍精
度ピーク性能は 0.7 [GHz] × 1984 [cores] × 2

(MAD演算) ≒ 2777 GFLOPSで，DDR4 2400

MHz, 64 GBメモリ (メモリ帯域 76 GB/s)と，
40 MBのLLCメモリ，コアあたり 20 KBのス
クラッチパッドメモリを搭載している．
OSはCentOS 7.2，ホストプログラムのコン

パイラは gcc 4.8.5，カーネルプログラムのコン
パイラは pzSDK4.0 + LLVM 3.6.2を用いた．
比較対象として，Intel Xeon E5-2618L@2.3

GHz, 8core, 64GBを用いた．

3.2 PEZY-SC2におけるRgemm

倍々精度のRgemmの核となる倍々精度積和
演算は倍精度加算 35回，乗算 9回から構成さ
れる. PEZY-SC2のピーク性能はMAD命令
で計算するが倍々精度演算は加算と乗算の回数
が不均一なため，(35 + 9)/2 = 22サイクルで
は処理できず，全ての乗算に対してMAD命令
を利用したとしても 35サイクルかかる．従っ
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て倍々精度の積和演算は 2777/35× 22 ≒ 1745

GFLOPSをピーク性能とした．
また，比較対象のCPUはAVX2を用いない
場合，理論ピーク性能は 73.6 GFLOPSで，上
述の倍々精度演算の加算，乗算の不均一さを考
慮すると，46 GFLOPSが倍々精度演算のピー
ク性能となる．
行列-行列演算の高速化のために 2 × 2のブ

ロック化を行い，ブロック化した小行列と倍々
精度演算に必要な中間変数をすべてローカルメ
モリ空間に確保するようにした．
このとき，行列サイズが大きくなると必要な

データサイズが増大し，ローカルメモリ空間
のサイズを超えてしまうケースがあったため，
SDKにスレッド数を減らす機能を実装しスタッ
ク領域を減らすことで，1スレッドが使えるロー
カルメモリ空間のサイズを増やせるようにした．

3.3 実験結果

図 1に倍々精度Rgemmの性能を示す．ホス
ト CPUと PEZY-SC2間のデータ転送時間は
含めていない．ローカルメモリを使用しない場
合の結果を “no localmem”に示した．また，実
験に用いた行列は乱数で生成された正方密行列
である．縦軸は性能で演算量は 44×N3として
求めた．横軸は行列サイズである．
このとき，高速化のために倍々精度の加算，乗

算をすべてインライン展開しているが，スタッ
クサイズが増大するため 8 スレッドではロー
カルメモリ空間にデータが置けず，行列サイズ
1900までしか計算できない．そのため，pzqd

ライブラリでは行列サイズに合わせてスレッド
数を変えるようにした．
また，CPUではブロック化，ループアンロー
リングを施したコードをOpenMPで 16スレッ
ド並列したものを用いた．
実験の結果，スレッド数，ローカルメモリ空

間の使用の有無にかかわらずCPUより高速で，
ローカルメモリ空間を使わない場合は性能は
150GFLOPS程度だが，ローカルメモリを用い
ることで，8スレッドで最大で 1291 GFLOPS

で，ピーク性能の 74%，倍々精度換算で約 53

GFLOPSとなった．行列サイズ 600でも 894

GFLOPS出ており，小さいサイズの問題でも
性能が高い．4スレッドにすることで行列サイ
ズに関わらず計算できるようになるが，8スレッ
ドと比べて 10 %から 20 %遅い．
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図 1. 倍々精度 Rgemmの性能 (カーネルのみ)

4 結論

我々はMIMD型メニーコアプロセッサ“PEZY-

SC2”上に高精度演算ライブラリQDの倍々精
度演算機能を移植し，それを用いて倍々精度
Rgemm を実装し，性能評価を行った．
スレッド数を減らしてローカルメモリ空間に
倍々精度演算に必要な中間変数や行列のブロッ
ク化をした小行列などを入れることで，どの
行列サイズでも計算できるようになり，性能は
倍々精度換算で最大 58GFlops，倍精度換算で
1291 GFlops，ピーク性能の 74 %程度の結果
が得られた．
今後の課題として，スタックサイズの削減や，

8スレッドでも計算できるサイズを大きくして
いくことが考えられる．
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コピュラを用いたVaR の推定について
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1 はじめに

Value at risk (VaR)は，定量的にリスクを
表す量として導入された．その概念が理解しや
すいこともあり，現在では，リスク管理におい
て基本的かつ重要な指標の一つとしてよく用い
られている (例えば [1]参照)．
一方，コピュラ (copula)あるいはコピュラ関

数は，リスク要因の間の，主に非線形の関係を
扱う手法として近年大いに研究されている．リ
スク管理では，各リスク要因の関係が重要であ
り，よって VaRにコピュラを用いることは自
然な発想と考えられる．
この講演では，コピュラを用いたVaRの推定

手法について考察する．先行研究の一つにH.P.

Palaro and L.K. Hotta [2]があるが，計算の詳
細は不明である．ここでは簡便な計算手法を提
案し，株式指数のportfolioに対する実際のデー
タのVaR推定の計算を実行した．

2 準備

まずVaRについて復習しておく．
X を確率変数とし，FX(x) = P (X ≤ x)を

分布関数，またF
(−1)
X (t) = min{x |FX(x) ≤ t}

をその逆関数とする．このとき，0 < α ≤ 1に
対して水準 αのVaRαとは

VaRα(X) := F
(−1)
X (α)

により定められる．一方，conditional VaRと
呼ばれる CVaRαは

CVaRα(X) :=
1

α

∫ α

0
F

(−1)
X (t) dt

により定められる．

次にコピュラ (copula)について復習しておく．
定義． I2 := [0, 1]× [0, 1]で定義され I := [0, 1]

に値をもつ関数 C がコピュラであるとは，次
の条件を満たすときにいう．
(i) 任意の (u, v) ∈ I2に対して

C(u, 0) = C(0, v) = 0,

C(u, 1) = u, C(1, v) = v.
(1)

(ii) u1 ≤ u2，v1 ≤ v2を満たす任意の (ui, vi) ∈
I2 (i = 1, 2)に対して

C(u1, v1)−C(u1, v2)−C(u2, v1)+C(u2, v2) ≥ 0.

(2)

条件 (2)は the 2-increasing conditionと呼ば
れている．コピュラは定義から連続である．
次の定理はA. Sklarにより最初に見いだされ，

コピュラの応用上の柔軟性を示すものである．
定理 (Sklar’s theorem)． H を 2変数の同時分
布で，その周辺分布をF，Gとする．すなわち

lim
x→∞

H(x, y) = G(y), lim
y→∞

H(x, y) = F (x).

このとき，RanF ×RanGにおいて一意に定ま
るコピュラ C で

H(x, y) = C(F (x), G(y)) (3)

を満たすものが存在する．逆に，Cを任意のコ
ピュラとし，F，Gを分布関数としたとき，上
の (3)で定められたHは，周辺分布がF，Gで
ある同時分布となる．
このSklarの定理により，同時分布は，コピュ

ラと周辺分布に分割されることが示された．
もしF，Gが独立ならば，C(u, v) = uvとな

り，これは積コピュラであり，コピュラの典型
例の一つである．
この講演では，次の SJC(symmetrized Joe-

Clayton)コピュラも用いる．例として挙げて
おく．

CSJC(u, v | τU , τL) =
1

2
CJC(u, v | τU , τL)

+
1

2
CJC(1− u, 1− v | τL, τU ) + u+ v − 1.

ただし，0 < τU , τL < 1であり

CJC(u, v | τU , τL) = 1− ((1− (1− u)κ)−γ

+ (1− (1− v)κ)−γ − 1)−1/γ)1/κ

は Joe-Claytonコピュラ，また

κ =
1

log2(2− τU )
, τ = − 1

log2 τL
.
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3 モデル

時系列 {Xi,t}i=1,2に対するモデルはAR(1)-

GARCH(1,1)，あるいはその類似AR(1)-

TGARCH(1,1)を用いる（[2, 3]参照）．

Xi,t = µi + ϕiXi,t−1 + εi,t

εi,t = σi,tηi,t (i = 1, 2)

σ2
i,t = αi + βiε

2
i,t−1 + γiσ

2
i,t−1.

ここで，{ηi,t}i=1,2は平均0分散1のwhite noise

過程であり，定数 αi, βi, γiは βi + γi < 1を満
たす．µi, ϕiは parameterである．データから
推定することになる．

4 数値計算の実行

水準 αの t− 1におけるVaRαは，簡単のた
め単純平均をとった

Zt =
1

2
X1,t +

1

2
X2,t

としたとき

P (Zt ≤ z∗) = α

を満たす z∗として得られる．ただし，P (Zt ≤
z)の計算は，コピュラを含んだ積分として与え
られ，ここの計算手法が問題となる．
計算はMatlabを用いて行われた．

5 おしまいに

VaRを求めることは実務的にも重要であり，
解析的なものから実用的なものまで多くの手法
が提出されている．本講演では，コピュラ関数
を含む場合に，株式指数の portfolioに対する
VaRの推定を，簡便な計算手法によって実行し
た．我々の手法は実際に有効であることが確か
められた．他のデータを用いて，この手法の有
効性を確認することが今後の課題の一つである．

謝辞 第 2著者の研究は，科研費基盤研究（Ｃ）
（15K04991）の研究活動の一環である．
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最大値に依存する金融商品のリスク計算について

中津 智則

芝浦工業大学
e-mail : nakatu.tomonori@gmail.com

1 概要

株価モデルを確率微分方程式の解とした時、
その解の最大値に依存する金融商品（例えば
ルックバックオプションやバリアオプション）
のリスク計算は非常に重要な問題である。この
問題は [1]によってデルタとガンマと呼ばれる
リスクが、[4]によってベガと呼ばれるリスク
がそれぞれ考察されている。
上記の論文では確率微分方程式の係数が時間

に依存しないもののみが扱われているが、より
現実的な Local Volatilityモデルでは、係数が
時間に依存する確率微分方程式を扱うことが自
然である。本講演では [1]と [4]の結果の一部
を、係数が時間に依存する確率微分方程式の場
合に拡張した結果を紹介する。

2 デルタの計算

X は

Xt = x0 +

∫ t

0
b(s,Xs)ds+

∫ t

0
σ1(s)σ2(Xs)dWs

の解とし、時刻 tにおける株価 Stを

St = eXt

で定義する。
仮定

(A1) 一様に b(t, ·) ∈ C1
b (R;R)である。

(A2) σ1(·) ∈ C0(R+;R), σ2(·) ∈ C2
b (R;R)

であり、さらにある C > 0が存在し
|σ1(t)σ2(x)| ≥ C が任意の (t, x) ∈ R+ ×
Rに対して成り立つ。

(A3) f(·, ·) ∈ C1
b (R2

+;R+)であり、あるa0 >

0が存在し、 f(x, y) = 0が全ての x <

a0, y ≥ 0に対して成り立つ。

注意 1. (A3)のペイオフ関数 f のサポートに
関する条件は以下の部分積分公式を導く為の技
術的な条件であり、例えばバリアオプションは
バリアを株価の初期値よりも高く設定するので
サポート条件は実用的には問題がない。

定理 2. ある確率変数H が存在し

∂

∂x0
EP

[
f

(
max
0≤t≤T

St, ST

)]
= EP

[
f

(
max
0≤t≤T

St, ST

)
H

]
が成り立つ。

注意 3. 右辺にはペイオフ関数の微分が現れな
い（部分積分公式）。
例えば f(x, y) = 1[U,∞)(x)(y−K)+の場合、

素朴に微分を計算するとインディケーター関数
の微分（デルタ関数）が現れ、計算が安定しな
くなる。

3 ベガの計算

Local VolatilityモデルではVolatilityは定数
ではなく、関数 (Volatility surface)で与えられ
る為、ベガを計算する為には関数の方向微分を
計算する必要がある。株価過程を{

dSε
t = b(t, Sε

t )dt+ σ1(t)(σ2 + εσ̂2)(S
ε
t )dWt

Sε
0 = S0

とし、(ある ε0 > 0が存在し ε ∈ (−ε0, ε0)と
する。)

Πε = EP

[
f

(
max
0≤t≤T

Sε
t , S

ε
T

)]
と定義し、∂Πε

∂ε |ε=0を計算する。
仮定

(B1) 一様に b(t, ·) ∈ C1
b (R;R)である。

(B2) σ1(·) ∈ C0(R+;R), σ2(·), σ̂2(·) ∈ C2
b (R;R)

であり、さらにある C > 0が存在し
σ1(t)(σ2(x)+εσ̂2(x)) ≥ Cが任意の (t, x) ∈
R+ × R と ε ∈ (−ε0, ε0) に対して成り
立つ。

(B3) f(·, ·) ∈ C1
b (R2

+;R+)である。

注意 4. • ∂Πε

∂ε |ε=0 は Volatility surface が
σ1(t)σ2(x)から σ1(t)σ̂2(x)の方向へ動い
た時のリスクを表している。（つまり、時
間の関数は固定して空間の関数の変化の
みをとらえている。）

305



• 以下のベガに対する式は部分積分公式で
はない。その為、ペイオフ関数 f に対す
るサポート条件は必要なくなる。

定理 5. ある確率変数H1,H2,H3が存在し

∂Πε

∂ε

∣∣∣
ε=0

= EP

[
∂1f

(
max
0≤t≤T

S0
t , S

0
T

)
H1

]
+ EP

[
∂2f

(
max
0≤t≤T

S0
t , S

0
T

)
H2

]
+ EP

[
f

(
max
0≤t≤T

S0
t , S

0
T

)
H3

]
が成り立つ。

注意 6. この式はベガが 3つのリスクに分解さ
れるということを示している。
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A Study on Ruin Probability of a Mortgage Loan with Risk Fac-

tors

Jirô Akahori1, Corina Constantinescu2, Yuri Imamura1,2

1Ritsumeikan University1，2University of Liverpool2，1,2Tokyo University of Science

e-mail : imamuray@rs.tus.ac.jp

1 Introduction

In the present paper we study a mathemat-

ical model of mortgage loan with risk from

lender’s side. The model is inspired by a frame-

work to hedge the so-called “double debt prob-

lem”, introduced by Hisashi Ohgaki [1]. Af-

ter the Great East Japan Earthquake, a lot of

people who lost their houses are still kept un-

der the due of the mortgage loan, which made

their recovery rather difficult. It is commonly

called double debt problem. As Japan is ex-

posed to the risk of further big earthquakes in

the future, Ohgaki proposed a practical frame-

work within the regime of Japanese system,

where the mortgage loan is combined with,

like a CAT bond, a marketized earthquake in-

surance.

Aiming to evaluate the risks associated with

his model, the present paper studies “ruin prob-

ability” of the loan based on a model that

can be seen as an exponentiation of Cramér-

Lundberg model, which is a classical model of

non-life insurance (see e.g. [2]).

Consider an initial loan u given to a cohort

of borrowers (as mortgages) that are paying it

back continuously at a constant rate c. Fur-

ther, consider that disasters occur at random

times Ti and after each disaster i only a ratio

e−Xi percentage of borrowers are left to repay

the loan. Thus, as time passes and disaster

occur we have fewer and fewer borrowers pay-

ing back the loan (at the same rate c.) We

define ruin as the event of the cash contribu-

tion process Ut never reaching u”, meaning

that the borrowers will never fully repay the

loan. Thus probability of ruin ψ(u) will be

the probability of the process Ut never cross-

ing the level u, and the ”survival probability”

will mean crossing level u for the first time.

2 A Mortgage Loan with Risk Fac-

tors

Let (Ti, Xi), i = 1, 2 · · · be a marked point

process and c be a positive constant. In our

model, the cash flow process of the mortgage

loan at time t is given by

Ut = c
∞∑
n=0

1[Tn,Tn+1)(t){(t− Tn)e
−

∑n
i=1 Xi

+
n∑

i=1

(Ti − Ti−1)e
−

∑i−1
k=1 Xk},

where we regard Ti as the occurrence time of

the i-th disaster and Xi as the rate of the bor-

rowers who survived the i-th disaster, with the

requirement Xi > 0 (it cannot be zero).

Let τu be the first hitting time of u > 0,

meaning the time the process U (which starts

at zero) reaches u for the first time, which

means the time the loan has been paid back

in full. We shall study the ”probability of non-

ruin” or probability of full loan repayment

ψ(u) := P (τu <∞),

and its ”probability of ruin”, or probability of

loan default

ϕ(u) := P (τu = ∞) = 1− ψ(u),

where τu is the first hitting time of U at u > 0.

3 Ruin Probability of a Mortgage

Loan

LetWi = Ti−Ti−1. We assume that (Wi, Xi),

i = 1, · · · , are independent and they all have

a common joint distribution with (W1, X1) =

(W,X). For a bounded measurable function

h, we set

Kh(u) := E
[
1{cW<u}h(e

X(u− cW ))
]
.

Then clearly K defines a linear transformation

on L∞(R+).
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Theorem 1 The survival probability ψ satis-

fies the equation

ψ = ψ0 +Kψ,

where

ψ0(u) := P (cW ≥ u), u ∈ R+.

Lemma 2 Suppose that X is non-zero with

positive probability. Then the linear operator

K is bounded with ∥K∥p < 1 for any p ≥ 1 .

Lemma 3 Suppose that the first moment of

W is finite. Then ψ0 ∈ ∩p≥1L
p(R+).

Theorem 4 Under the assumptions of Lem-

mas 2 and 3, we have that

ψ =
∞∑
n=0

Knψ0 ∈ L(∩p≥1L
p(R+)),

and

ϕ = 1−
∞∑
n=0

Knψ0.

Proposition 5 We assume that X and W

are independent and the laws of X and W

are Exponentially distributed with parameter

α and λ, respectively. Then ϕ is given by

ϕ(u) =
1

Γ(α+ 1)

∫ λu
c

0
zα exp(−z)dz.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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非線形固有値問題に対するblock Arnoldi法

長坂 英明 1, 野寺 隆 2

1慶應義塾大学理工学研究科，2慶應義塾大学理工学部
e-mail : 1123581321abc@keio.jp , 2nodera@math.keio.ac.jp

1 はじめに

非線形固有値問題を考える．ただし，扱う行
列はパラメーターに依存する．例えば，多項式
固有値問題から生じる高次な微分方程式がある．
この微分方程式は固体力学や流体力学などで登
場する．本発表は，この解法としてArnoldi法
を発展させた infinite Arnoldi法，それをブロッ
ク化した block infinite Arnoldi法，リスタート
を用いた restarted block infinite Arnoldi法に
ついて考える．その目的は反復回数の減少，計
算時間の短縮，メモリの節約である．
最初に，先行研究である infinite Arnoldi法

と，block infinite Arnoldi法とそのリスタート
の有効性について述べる．以下のような非線形
固有値問題：

M (λ)x = 0, Ω ⊂ C, M : Ω → Cn×n (1)

に対して，固有値と固有ベクトル (λ, x)を求め
ることを考える．

(λ, x) ∈ Ω× Cn\{0}

式 (1)の固有値問題を解くための解法として
Trefethen [1, pp. 250–255]で記載されている
Arnoldi法がある．これを発展させた方法として
Jarlebring [2]で提案された infinite Arnoldi法
がある．さらに反復回数や計算時間を短縮する
ための方法として，Saad [3, pp. 125-162] で提
案されたBlock Arnoldi法や，Van Beeumen [4]

で提案された low-rank infinite Arnoldi法があ
る．これは infinite Arnoldi法を改良した算法
であるが，すべての非線形固有値問題には適用
できない．
Infinite Arnoldi法は次の節で定義する作用

素Bを用いて計算することになる．一方，block
infinite Arnoldi法はブロック化して計算するこ
とで反復回数の減少や計算時間の短縮を見込め
る手法である．さらにリスタートを行うことで，
計算量の減少が期待出来る可能性がある．そこ
で本発表では，restarted block infinite Arnoldi

法を提案し，数値実験によりその有効性につい
て述べる．

2 線形作用素固有値問題

最初に，作用素Bを導入して，線形な固有値
問題の形式に (1) を変形する．行列 Bi,Miを
n× n行列として

B (λ) =

∞∑
i=0

Bi
λi

i!
,M (λ) =

∞∑
i=0

Mi
λi

i!

B (λ) :=
1

λ
M (0)−1 (M (0)−M (λ))

と置くと次式が得られる．

B (λ)x =
1

λ
x (2)

このとき，作用素 Bを導入すると， (2) の解
(λ, x) を求めることと，Bϕ = 1

λϕ の解 (λ, ϕ)

を求めることは同値である．これは文献 [4] を
参照しほしい．

3 線形作用素を用いたArnoldi法

ここからは，式 (2) の解 (λ, x) を求める代わ
りに，Bϕ = 1

λϕ の解 (λ, ϕ)を求めることを考
える．Infinite Arnoldi法では，作用素 Bを用
いると，クリロフ部分空間は次式のように記述
できる．

Kk (B, ϕ) := span{ϕ,Bϕ, · · · ,Bk−1ϕ}

作用素Bを行列形式で表し，Nを反復回数とす
る．ここで，xi ∈ Cn×1 (0 ≤ i ≤ N − 1) , yi ∈
Cn×1 (0 ≤ i ≤ N)を用いると，次式が得られる．

y0
y1
...

yN−1

yN

 =


B0 B1 · · · BN−1 BN

I 0I
2

. . .

0 I
N




x0

x1

...
xN−1

0


前の反復で生成された固有ベクトルにこの作
用素を作用させた時の流れが図 1 のようにな
る．これを展開して数式で表すと，次式のよう
になる．{[

y1 · · · yN
]
=
[
x0
1 · · · xN−1

N

]
y0 =

∑N−1
i=0 Bixi
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図 1. Finite Arnoldi method

Block infinite Arnoldi法はこれをブロック化
をしたもので，r をブロックサイズと置くと，
Xi ∈ Cnr×r(0 ≤ i ≤ N − 1), Yi ∈ Cnr×r

(0 ≤ i ≤ N)のようにになる．さらに，M = Nr

と置くと，次式が得られる．
Y0

...
YN−1

YN

 =


B0 B1 · · · BM

I 0
. . .

0 I
M




X0

...
XN−1

0


この後で，左辺の行列をブロック形式のまま
で直交化する．さらに，これをQR分解するこ
とで，ブロック化された固有ベクトルと，r× r

のブロックでブロック化されたヘッセンベルグ
行列が生成される．これを次の反復で使う．

4 リスタート

リスタートは次のように行う．最初にArnoldi

法で求めたヘッセンベルグ行列をシュール分解
し，これを行列 S とする．収束してる固有値
を行列 S の左上に移動させるために，Direct

swapping algorithm [5] を用いて変形する．こ
こで，収束している固有値の個数を s個とする
と，S11 ∈ C(s× s)となり，S22 ∈ C((k− s)×
(k− s))，S33 ∈ C((m− k)× (m− k))となる．
このm×m上三角行列の右下の部分を切り取
ると次式が得られる． S11 S12 S13

0 S22 S23

0 0 S33

 ⇒

(
S11 S12

0 S22

)
(3)

ただし，式 (3)は k × k の上三角行列であり，
2 × 2ブロック対角行列である式 (3)の右側の
小行列のみを用いることになる．これをヘッセ
ンベルグ行列の代わりに用いて，次の反復を行
えばよい．

表 1. infinite Arnoldi 法のブロック化とリスタート

Algorithm 実行時間（s) 反復回数（it)

IA 2.33 30

BIA 2.09 20

RIA 2.10 30

RBIA 1.38 20

5 数値実験

A0, A1, A2, A3 ∈ R1000×1000を三重対角行列
とし，次のM(λ)を係数とする問題を考える [4]．

M(λ) = A0 + λA1 +A2λ
4 +A3 sin(λ)

数値実験は linux(CentOS 6.9）を用いてCPU:

Intel(R) Core(TM) i7-4790 CPU @ 3.60GHz，
メモリ: 32GBを使用し，MATLAB 2017bを
用いて計算を行った．この問題に対する実験結
果を上の表 1 に示す．この表には，収束した固
有値が 10個出てくるまでの計算時間，反復回数
を記述した．表の上から，Infinite Arnoldi法，
Block infinite Arnoldi 法，Restarted infinite

Arnoldi法，Restarted block infinite Arnoldi

法である．それぞれの計算時間，反復回数を表
している．この表から計算時間，反復回数共に，
Restarted block infinite Arnoldi法が最も良い
ことがわかる．
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少数のレゾルベントの線形結合の多項式をフィルタとして用いた
一般固有値問題の解法
村上 弘 1

1首都大学東京
e-mail : mrkmhrsh@tmu.ac.jp

1 概要
複素エルミート対称定値一般固有値問題の固

有対で固有値が指定区間にあるものをフィルタ
を用いて解く．フィルタはうまく調整された「少
数のレゾルベントの線形結合の多項式」とする
が，ここでは設計と構成の簡易さから多項式に
はチェビシェフ多項式を用いる．レゾルベント
の作用を与える連立 1次方程式を直接法を用い
て解く場合には，その演算量の大部分を行列分
解が占めるので，用いるレゾルベントの数を少
なくすることが演算量の面からは有利になる．

2 はじめに
係数行列AとBが複素エルミート対称でB

は正定値である一般固有値問題 Av = λBvが
与えられたとき，固有値が区間 [a, b]にある固
有対をフィルタ対角化法を用いて求める（この
固有値問題の固有値はすべて実数なので，Aと
Bが実対称の場合のフィルタ解法と類似性が高
い）．いまシフト ρのレゾルベントをR(ρ) ≡

(A − ρB)−1B とする．レゾルベントの縦ベク
トルの組 V への作用 X = R(ρ)V は，係数が
C(ρ) = A−ρBで，右辺の組がBV の連立 1次
方程式 C(ρ)X = BV を解くことで実現する．
虚数シフトのレゾルベント 16～32個の線形

結合で非常に良い特性の楕円フィルタが得られ
る．もしも連立 1 次方程式を直接法で解くの
であればレゾルベントの数の半分の行列分解
が要る（Aと B の複素エルミート対称性から
C(ρ) = C(ρ)H であるのでシフトが複素共役対
の関係にある行列の分解はその片方があれば良
く，必要な行列分解の数は 8～16個になる）．
必要な行列分解の数を減らすために，フィル

タの構成として「実数シフトのレゾルベント 1

つの多項式」あるいは「複素共役な虚数をシフ
トとするレゾルベント 2個の項の和の多項式」
を採用すれば，必要な行列分解の数は 1つにな
るが急峻な遮断特性を得ることが難しい．そこ
でここではフィルタの構成を「少数のレゾルベ
ントの線形結合の多項式」とすることを試みる．

3 実数シフトのレゾルベント 1つの多項
式によるフィルタ
固有値が固有値分布の下端 [a, b]にある固有

対を求めるとする（a は固有値のある下界と
する）．シフト ρ のレゾルベントは R(ρ) =

(A−ρB)−1Bである．フィルタがレゾルベント
の多項式 F = Q (R(ρ))ならば，固有対 (λ,v)

に対しては Fv = f(λ)vであり，伝達関数は
f(λ) = Q(1/(λ− ρ))で λの有理関数である．

λ ∈ [a, b]と t ∈ [0, 1]の間の 1次変換 λ =

a + (b − a) tで λの正規化座標 tを定義する．
定義域 [0,∞)でパラメタ µ > 1と σ > 0を持
つ 1次有理関数を x(t) ≡ (µ + σ)/(t + σ)と
する．正規化座標 tで f(λ)を表した有理関数
g(t) ≡ f(λ)が，n次多項式 P を用いて g(t) =

P (x(t))と表わされるなら f(λ) = P (ℓ/(λ−ρ))

であり，フィルタはF = P (ℓR(ρ))となる，こ
こで ℓ ≡ (µ + σ)(b − a)，ρ ≡ a − (b − a)σで
ある．多項式 P とパラメタ µと σをうまく調
整して，フィルタF が固有値が区間 [a, b]にあ
る固有ベクトルは良く通過するが区間から離れ
た固有ベクトルは強く阻止されるようにする．

4 有理関数を合成した伝達関数
元の伝達関数 g(t)は定義域 [0,∞)で有界な実

有理関数とする．定義域 [0,∞)の通過域，遷移
域，阻止域への区分けをそれぞれ [0, 1]，(1, µ)，
[µ,∞) とする．そうして通過域 [0, 1]での g(t)

の最大値は 1に規格化し，最小値を gpとする．
また阻止域 [µ,∞)での |g(t)|の最大値を gs と
する．これら gpと gsを伝達率の閾値と呼ぶ．
関数合成に用いる実有理関数h(t)は，定義域

が [0,∞)で以下の 3条件を満たすとする．ただ
し±∞も関数値に含める．1) [0, 1]を [0, 1]全
体に写す．2) (1, µ′)で単調増加で，h(1) = 1，
h(µ′) = µ．3) [µ′,∞)では |h(t)+σ| ≥ |µ+σ|．

h(t)を g(t)に合成した関数 g′(t) = g(h(t))

も有理関数で，g′(t)を伝達関数とするフィルタ
F ′が構成できる．いま g′(t)の定義域 [0,∞)の
通過域，遷移域，阻止域への区分けをそれぞれ
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[0, 1]，(1, µ′)，[µ′,∞)とすれば，伝達率の閾値
gpと gsは g′(t)と g(t)で共通で，遷移域の幅は
g(t)では µ−1，g′(t)では µ′−1となる．さらに
h(t)が偶関数であれば g′(t)も偶関数になるの
で，定義域や各区域を原点対称に拡大できる．
電気回路理論の 4 種類の典型フィルタの型

Butterworth，Chebyshev，Inverse-Chebyshev

およびEllipticのうちで，今回は最後のElliptic

型を除いた 3種類の構成法を模倣する関数の合
成を「簡易構成」の伝達関数に対して行なう．
合成用の関数 h(t)は tの k次の有理関数で，

k が偶数のときには偶関数で通過域は [−1, 1]，
kが奇数のときにはその通過域を [0, 1]とする．

h(t) =



















tk （B-合成）
{1 + Tk(2t−1)}/2（C-合成，k が奇数）
{1 + Tk(t)}/2 （C-合成，k が偶数）
{1 + Tk(µ

′)}/{1 + Tk(µ
′/t)}（I-合成）.

5 合成されたフィルタの構成
伝達関数 g′(t) = P (x′(t))からのフィルタF ′

の構成は，x′(t) = (µ + σ)/(h(t) + σ)の部分
分数分解を x′(t) = c∞ +

∑k
j=1 cj/(t− tj)とす

るとき，対応する作用素X ′は，レゾルベント
の線形結合X ′ = c∞ I +

∑k
j=1 ℓjR(ρj)となり，

フィルタは F ′ = P (X ′)によって与えられる．
実関数x′(t)の実数の極には実数のシフトのレ
ゾルベントが対応し，複素共役な虚数の極の対
には複素共役な虚数シフトのレゾルベントの項
の対が対応する．いまたとえば作用素X ′の式
中に複素共役な虚数の対 ρと ρをそれぞれシフ
トに持つレゾルベントの項の対 ℓR(ρ)と ℓR(ρ)

が含まれるとする．それらの作用の計算に於い
て，いま C(ρ) ≡ A − ρB とおけば，シフト ρ

のレゾルベントはR(ρ) = C(ρ)−1Bであるが，
AとBの複素エルミート性からC(ρ) = C(ρ)H

なので，シフト ρ のレゾルベントは R(ρ) =

C(ρ)−HBとなる．いまC(ρ)のLU分解が既に
C(ρ) = LU と構成されていれば，関係C(ρ) =

C(ρ)HによりC(ρ)のLU分解はC(ρ) = UHLH

となり，分解計算を省ける（ピボット選択付き
の LU分解を用いる場合にも同様に省ける）．
シフト ρが実数の場合には，C(ρ)は複素エル

ミート対称なので，改訂コレスキー分解C(ρ) =

LDLHを用いて（困難が生じなければ）解ける．
よって行列分解の計算は，シフト ρが実数ま

たは虚部が正の複素数の係数行列 C(ρ)につい
てだけで良く，虚部が負のものについては省け
る．すると今回の典型的な 3種類の関数合成の

場合には，必要な行列分解の数は，kが奇数の
ときはシフトの虚部が正のもの (k−1)/2個と
シフトが実数のもの 1個であり，kが偶数のと
きはシフトの虚部が正のもの k/2個となる．そ
うしてフィルタは kが奇数のときは（実数のシ
フトが固有値と近づかないように）下端固有対
用，kが偶数のときは（虚数のシフトは固有値
から必ず離れているので）中間固有対用である．

6 合成された簡易構成の伝達関数
「簡易構成」の伝達関数（Tnは n次Cheby-

shev多項式）は g(t) = gs Tn(2x(t)−1)，x(t) =

(µ + σ)/(t + σ)である．これに k次（k ≥ 2）
の有理関数 h(t)を合成して，伝達率の閾値 gp，
gsを保って，遷移域の幅をµ−1からµ′−1に縮
小する．ここで h(µ′) = µである．合成された
伝達関数は g′(t) = gs Tn(2x′(t) − 1)，x′(t) =

(µ+σ)/(h(t)+σ)となる．標準のパラメタの 3

つ組 (n, µ, σ)を指定すると，g(t)と g′(t)が共
有する閾値 gsと gpは以下の式で計算できる．
{

gs ← 1/ cosh ( 2n sinh−1
√

µ/σ ) ,

gp ← gs cosh { 2n sinh−1
√

(µ−1)/(σ+1) } .

7 合成された簡易構成のフィルタの設計
合成前の簡易型フィルタFの伝達関数の式を

g(t)=gsTn(2x(t)−1)，x(t)=(µ+σ)/(t+σ)と
する．これは標準パラメタの 3つ組 (n, µ, σ)を
指定すれば決まる．合成用の有理関数h(t)が指
定されていれば，合成された簡易型の伝達関数
g′(t) = g(h(t))も決まる．しかし標準パラメタ
の組よりも形状パラメタの組 (µ, gp, gs)の方が
特性の把握には便利である．そこで合成の種類
（B，C，I）とその次数 kを先に指定して，g′(t)

の形状が与えられた形状パラメタの組になるべ
く近くなるように標準パラメタの組を求める．

8 合成された簡易構成のフィルタの作用
の実装
作用素 X ′ を有理関数 x′(t)に対応する恒等

作用素とレゾルベントの線形結合とする．Y ′ =

2X ′ − Iとおくと，合成された簡易構成のフィ
ルタはF ′ = gsTn(Y ′)である．そこで以下の 3

項漸化式で V (j) ≡ Tj(Y
′)V を計算する．

{

V (0) = V , V (1) = Y ′ V ,

V (j) = 2Y ′ V (j−1) − V (j−2) ( j ≥ 2 のとき)．
するとフィルタF ′の複素縦ベクトルの組 V へ
の作用は，V から漸化式を用いて求めた V (n)

を用いれば F ′ V = gs V (n)により与えられる．

312



対称固有値問題を解く反復射影法に対して収束を保証するリスタートにつ
いて

相島 健助 1

1法政大学
e-mail : aishima@hosei.ac.jp

1 概要

本発表では，対称固有値問題Ax = λx の数
値解法について議論する．応用上，A が疎行
列で大きい方（または小さい方）からいくつか
の固有値と対応する固有ベクトルを必要とされ
る場合は多く，そのような場合に有力な手法が
Rayleigh-Ritzの技法である．これは部分空間へ
の直交射影に基づく解法の総称であり，Krylov

部分空間を用いる場合が Lanczos法である．
このRayleigh-Ritzの技法を用いる反復法に

おいては，実用上は計算量の削減および安定
化のため，リスタートと呼ばれる技法が導入さ
れることが多いが，これにより収束の理論保証
が困難になる．これに対しCrouzeix, Philippe,

Sadkaneは，Lanczos法，Davidson法を含む枠
組みで収束証明を与えている [1]．さらに，本稿
の著者の最近の研究により，上の収束定理の証
明に基づき，Jacobi-Davidson法 [2]等に対し収
束を理論保証する定理が与えられている [3, 4]．
上記の収束理論は，A の大きい方（または

小さい方）からいくつかの固有値を計算する
アルゴリズムに対するものである．これらの固
有値は，固有値分布を考えたときに実軸の両端
に存在することに着目し，外部固有値と呼ばれ
る．これに対し，本稿では，内部固有値，特に
ある指定した実数に近い固有値を計算すること
を考える．この場合，シフト付きの逆反復法と
Rayleigh-Ritzの技法を用いるのが基本的な方
針になるが，逆反復法に関する計算が重いため
工夫を施すことが多い．その中で有力な方針の
一つが，調和Ritz値を用いる計算手法である．
本稿では，Rayleigh-Ritzの技法に対する最

新の結果 [3, 4]の収束証明を，調和Ritz値を用
いるアルゴリズムに応用し収束定理を与える．

2 Rayleigh-Ritzの技法

Rayleigh-Ritzの技法とは，部分空間を生成
し，直交射影に基づき固有対を近似的に求める
手法の総称である．この技法において計算する
Ritz値，Ritzベクトルを合わせてよくRitz対

と呼び，これにより求めるべき固有対を近似す
る．基本的には外部固有値に対応する固有対の
計算に用いられる．
Rayleigh-Ritzの技法は部分空間におけるあ
る意味での最適な近似固有対を与えることから，
反復射影法におけるリスタートの導入の際にも
よく用いられる．そのリスタート付きの反復法
は抽象化した形で以下のように記述される．

[Ritz対によるリスタート付き反復法]

1: ある m 次元部分空間の正規直交基底を
（反復的に）生成 V

(0)
m = [v

(0)
1 , . . . , v

(0)
m ]

2: for ℓ := 0, 1, . . . , do

3: B(ℓ) = V
(ℓ)
m

T
AV

(ℓ)
m

4: B(ℓ) の固有値 θ
(ℓ)
1 ≥ · · · ≥ θ

(ℓ)
m と 固

有ベクトル w
(ℓ)
1 , . . . , w

(ℓ)
m を計算

5: k 本の Ritz ベクトル u
(ℓ)
i = V

(ℓ)
m w

(ℓ)
i

(i = 1, . . . , k) を計算
6: [v

(ℓ+1)
1 , . . . , v

(ℓ+1)
k ] = [u

(ℓ)
1 , . . . , u

(ℓ)
k ]

7: v
(ℓ+1)
k+1 , . . . , v

(ℓ+1)
m を計算し新しい基底

V
(ℓ+1)
m = [v

(ℓ+1)
1 , . . . , v

(ℓ+1)
m ] を得る

8: end for

上の反復法はリスタート付き Lanczos 法お
よび Jacobi-Davidson法などの有力な固有値計
算アルゴリズムを含む枠組みと解釈でき，収束
性解析としては，部分空間がある種の条件を満
たすときに Ritz対は固有対に収束することが
証明されている．詳細は Crouzeix, Philippe,

Sadkane による [1] および著者による [3, 4] を
参照されたい．なお [1, 4]の収束解析は固有値
への収束は保証するものの，それらが大きい方
から k個の固有値になっていることは保証しな
い．これに対してリスタート付きLanczos法に
関しては，大きい方から k個の固有値への収束
が [3] にて証明されている．

3 調和Ritz値に基づく反復法

以下の議論では，前節の議論における外部固
有値では無く，内部固有値の計算手法を考える．
この場合は，Rayleigh-Ritzの技法とやや異な
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る以下の一般化固有値問題

Vm
TA2Vmw = θVm

TAVmw

の解を近似解とする．上式においてVmをAVm

が正規直交基底となるように取り替えると

(AVm)TA−1(AVm)w = θ−1w

のように変形できる．したがって上式はA−1に
対するRayleigh-Ritzの技法と解釈でき，形式
上Ritz値の逆数の計算に相当することから調和
Ritz値と呼ばれる．以下ではこの式のu = Vmw

を調和 Ritzベクトル，(θ, u) を調和 Ritz対と
呼ぶことにする．A−1を陽に計算する必要が無
いことがこの手法の計算上の長所である．調和
Ritz対を用いるリスタート付きの反復法は以下
のように定義される．

[調和Ritz対によるリスタート付き反復法]

1: ある m 次元部分空間の基底を（反復的
に）生成 V

(0)
m = [v

(0)
1 , . . . , v

(0)
m ]，ただし

V
(0)
m A2V

(0)
m = I となるように設定

2: for ℓ := 0, 1, . . . , do

3: B(ℓ) = V
(ℓ)
m

T
AV

(ℓ)
m

4: 調和 Ritz値，つまり B(ℓ) の固有値の
逆数の内で最大のもの θ

(ℓ)
1 と対応する

固有ベクトル w
(ℓ)
1 を計算

5: 調和 Ritzベクトル u
(ℓ)
1 = V

(ℓ)
m w

(ℓ)
1 を

計算
6: v

(ℓ+1)
1 = u

(ℓ)
1

7: v
(ℓ+1)
2 , . . . , v

(ℓ+1)
m を計算し新しい基底

を生成 V
(ℓ+1)
m = [v

(ℓ+1)
1 , . . . , v

(ℓ+1)
m ]，

ただし V
(ℓ+1)
m A2V

(ℓ+1)
m = I となるよ

うに設定
8: end for

4 収束性解析

本節にて調和 Ritz対によるリスタート付き
反復法の収束性を示す定理を与える．下記の定
理において span{V (ℓ+1)

m } は V
(ℓ+1)
m の列ベクト

ルの張る部分空間を表す．

定理 1 調和Ritz対によるリスタート付き反復
法において，初期行列 V

(0)
m は θ

(0)
1 > 0 となる

ように得られているとする．任意の ℓ に対し
て，ある ṽ(ℓ+1) ∈ span{V (ℓ+1)

m } が以下の条件

K1 ≤ |u(ℓ)1

T
A(A− θ

(ℓ)
1 I)ṽ(ℓ+1)| (1)

∥(A− θ
(ℓ)
1 I)ṽ(ℓ+1)∥ ≤ K2 (2)

を満たすような正の実数K1, K2 が存在すると
き θ

(ℓ)
1 , u

(ℓ)
1 は A の固有対に収束する．

上の定理において，̃v(ℓ+1) ∈ span{V (ℓ+1)
m }を

ṽ(ℓ+1) = (A− θ
(ℓ)
1 I)−1u

(ℓ)
1 (3)

で与えると，条件式 (1) に関して |u(ℓ)1

T
A(A−

θ
(ℓ)
1 I)ṽ(ℓ+1)| = |u(ℓ)1

T
Au

(ℓ)
1 | = 1/θ

(ℓ)
1 から

|u(ℓ)1

T
A(A− θ

(ℓ)
1 I)ṽ(ℓ+1)| ≥ θ

(0)
1

−1
,

また，条件式 (2) に関して

∥(A− θ
(ℓ)
1 I)ṽ(ℓ+1)∥ = ∥u(ℓ)1 ∥ ≤ ∥A∥−2

である．したがって，K1 ≤ 1/θ
(0)
1 かつ∥A∥−2 ≤

K2 となるようなK1,K2が必ず存在するので，
収束が理論保証される．式 (3) により部分空間
を構成する代表的なアルゴリズムには，内部固
有値を計算するための調和 Ritz対を用いるリ
スタート付き Jacobi-Davidson法 [2, §5] があ
る．ただし，上の計算は (3) を厳密に行う条件
下での収束を示しているが，この種の線形方程
式を内部反復に用いる固有値計算アルゴリズム
においては，線形方程式の解は GMRES法等
の反復法を適当な条件により停止することで得
られる近似解で置き換えるのが標準的である．
上の主定理がこのような場合も含めて収束を理
論保証している点は特筆に値する．

参考文献

[1] Crouzeix, M., Philippe, B., Sadkane,

M.: The Davidson method, SIAM J.

Sci. Comput. 15, 62–76 (1994)

[2] Sleijpen, G.L.G., van der Vorst, A.: A

Jacobi-Davidson iteration method for

linear eigenvalue problems, SIAM J.

Matrix Anal. Appl. 17, 401–425 (1996)

[3] Aishima, K.: Global convergence of the

restarted Lanczos and Jacobi-Davidson

methods for symmetric eigenvalue

problems, Numer. Math., 131, 405-423

(2015)

[4] Aishima, K.: On convergence of itera-

tive projection methods for symmetric

eigenvalue problems, J. Comput. Appl.

Math., 311, 513–521 (2017)

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

314



実対称疎行列に対する効率的三重対角化アルゴリズム
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1 はじめに

本発表では，与えられる n×n実対称疎行列
Aを以下のように変換（三重対角化）すること
を考える．

Y ⊤AY = T.

ここで，Y は n× n直交行列，T は n× n実対
称三重対角行列である．
三重対角化は行列の固有値問題求解の 1 ス
テップとして用いられる重要な行列計算である
[1, pp. 458–476]．しかしながら，Householder

法をはじめとする既存の三重対角化手法は，対
角要素，副対角要素以外の要素を消去する過程
で新たな非ゼロ要素が生じるため，Aが疎行列
であってもその非ゼロ要素のパターン（疎構造）
を十分に活かせないという問題がある．半帯幅
が小さい帯行列に対しては，新たに生じた非ゼ
ロ要素を都度消去して疎構造を保つ，効率的な
三重対角化の方法 [2, 3]が提案されている．し
かしながら，一要素であっても対角要素から遠
い（行，列インデックスの差の絶対値が大きい）
非ゼロ要素が存在する場合には半帯幅が大きな
値となり，効率の良い三重対角化ができない．
このため，多くの疎行列は帯行列向けの方法に
よって効率的に三重対角化することは難しい．
本発表では実対称疎行列に対する新しい三重

対角化アルゴリズムを提案する．提案法はある
種の疎構造をもつ行列に対して効率的に機能す
る．また，提案法を元にした，一般の実対称疎
行列の効率的な三重対角化に向けた展望につい
ても述べる．

2 疎行列の三重対角化アルゴリズム（提
案法）

提案するアルゴリズムは，Bischofらによっ
て提案された，帯行列からより半帯幅の小さい
帯行列への変換（帯-帯変換）アルゴリズム [3]

を元にしている．Bischofらの帯-帯変換アルゴ
リズムは，半帯幅 pから半帯幅 q (p > q)の帯
行列へ変換するとき，

���

��� ������� �����	

�

���������	

図 1. Bischof の帯-帯変換の流れ．着色部は行列の非ゼ
ロ要素を示す．

i = 3i = 2

��������

	
�����

�������

図 2. Bischof の帯-帯変換の途中状態（第 i 巡開始時の
疎構造）

1) 第 iブロック列，ブロック行の帯幅削減
を行い，

2) それによって生じた非ゼロ要素（バルジ）
の消去を左上から右下に向かって行う

という手順（図 1）を i = 1, 2, . . . , N（N =

n/(p−q)）と繰り返すことで，左上から帯幅の
縮小を行う．もちろん，アルゴリズムの変形に
よって帯幅の縮小が右下から左上に向かうよう
にすることも可能である．
提案法は，Bischofらの帯-帯変換アルゴリズ
ムの第 i巡の消去開始前の疎構造が，図 2のよ
うに密な対角ブロックと，長方形と三角形を組
み合わせた副対角ブロックからなるという点に
着目している．与えられる行列が図 2のような
疎構造をもつ場合には，その行列は帯-帯変換
の途中状態であるとみなしてBischofらの帯-帯
変換アルゴリズムを途中から適用できる．途中
（第M 巡）からアルゴリズムを適用する場合
の計算量は，最初から帯-帯変換を行う場合の
(M/N)2であり，大幅に計算量が削減される．
本研究では，この事実に着目し，図 2のよう
な疎構造をもつ実対称疎行列に対する効率的な
三重対角化アルゴリズムを提案する．提案法の
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図 3. 提案する疎行列の三重対角化

概要を以下示す．

1) 行列Aの疎構造を調べ，図 3左のように
半帯幅 pUから半帯幅 qUへの変換途中の
疎構造をもつ左上部（左上橙囲み），半
帯幅 pLから半帯幅 qLへの変換途中の疎
構造をもつ右下部（右下橙囲み），k× k

の三角構造を右上にもつ非対角部に分け
る．ただし，k ≤ qLかつ k ≤ qU．

2) 左上部を半帯幅 qUの帯行列に変換する．
その後，左上部を半帯幅 qU の帯行列か
ら半帯幅 kの帯行列に変換する．

3) 右下部を半帯幅 qLの帯行列に変換する．
その後，右下部を半帯幅 qLの帯行列から
半帯幅 kの帯行列に変換する．

4) 半帯幅 kの帯行列を三重対角化する．

手順 2), 3)の帯-帯変換は，k ≤ qLかつ k ≤ qU
であるので，非対角部に新たな非ゼロ要素を作
ることなく行える．また，手順 2), 3)は独立に
行える．
提案法は帯-帯変換を繰り返し行う．このた

め，三重対角化を固有値問題の直接解法の一部
として使う場合には，固有ベクトルの逆変換に
ついても繰り返し行う必要がある．したがって，
求める固有ベクトル数mが極めて多い場合に
計算量が大きく増大する欠点がある．しかしな
がら，1 ≪ m ≪ n（例えばm =

√
n）の場合

には，固有値問題に対する反復法を用いる場合
と比べ，提案法による三重対角化に基づく固有
値解法は有用であると考えられる．
提案法の詳細および数値実験による性能評価

結果は会議当日に示す．

3 一般の実対称疎行列の効率的な三重対
角化に向けた展望

第 2節で述べた提案法が効率的に機能するの
は図 3左のような疎構造をもつ行列に対して
のみである．一般の実対称疎行列に対して提案
法を効率的に機能させるには，図 4のように，
変換後の行列が望ましい疎構造をもつように適

図 4. 一般の疎行列に対する置換行列による前処理

当な置換行列 P を用いて P⊤AP と相似変換を
行う．
置換行列により望ましい疎構造をもつ行列に
変換するという考えは，実対称正定値疎行列に
対してCholesky分解を行う際と同様である．し
かしながら，Cholesky分解では置換後の行列
の profile [4, pp. 127–134]が Cholesky分解の
計算量を推定する良い指標となることが知られ
ているのに対して，疎行列の三重対角化ではそ
のような指標が確立されていない．このため，
置換を決定するための新たな最適化指標が必要
である．
最適な置換により疎行列の三重対角化の計算
量を最小化したとしても，A を密行列として
扱って三重対角化する場合と比べて計算量が削
減されるとは限らない．加えて，提案法は最適
化された密行列計算ライブラリを十分に活用で
きるとは限らず，密行列の三重対角化ほどの高
い性能が実現できない可能性がある．したがっ
て実用性の観点からは，行列の疎構造に応じて
より効率的なアルゴリズムを判定する技術の開
発もまた重要である．

謝辞 本研究は JSPS科研費 18K18061の助成
を受けている．
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1 はじめに

実対称行列の全固有値・固有ベクトルを求め

る問題は，量子化学をはじめとして様々な科学

技術計算で生じる基本的な問題である．この問

題に対し，荻田と相島は最近，全固有ベクトル

の近似値が与えられたときに，反復改良によっ

てより精度の高い固有ベクトルを求める新しい

アルゴリズムを提案した [1, 2]．本アルゴリズ

ムは，対象とする固有値が単純固有値か重複固

有値かを計算途中で判定して計算式を使い分け

る構造になっており，両方の場合について，局

所的 2次収束性が保証されている．

しかし実際の計算では，単純固有値と重複固

有値との正確な判別は難しく，互いに近接した

単純固有値を重複固有値と見誤って処理を行う

ことが起こりうる．このような状況では，収束

性が悪化し，固有ベクトルの修正量が単調減少

しなかったり，多数の反復が必要となる現象が

見られる [3]．

そこで本発表では，荻田・相島のアルゴリズ

ムにおける重複固有値の扱いを見直し，収束性

を改善する手法を提案する [4]．我々の手法で

は，反復改良の各ステップで前処理を行うこと

により，重複固有値か否かの判定を不要にする

ことが特徴である．

以下では，まず荻田・相島の固有ベクトル反

復改良法とそこでの重複固有値の扱いについて

紹介した後，提案手法について説明する．

2 荻田・相島の固有ベクトル反復改良法

A ∈ Rn×nを実対称行列，Aの固有ベクトル

行列の 1つとその近似行列をそれぞれX, X̂ ∈
Rn×nとする．また，行列E ∈ Rn×nを

X = X̂(I + E) (1)

により定義し，ϵ := ∥E∥2 < 1/
√
2が成り立っ

ていると仮定する．荻田・相島のアルゴリズム

では，Eの近似値 Ẽを求め，式 (1)式に代入す

ることで，Xのより良い近似値X ′を算出する．

まず，真の固有ベクトル行列 X は次の式を

満たすことに注意する．

X⊤X = I, (2)

X⊤AX = D. (3)

ただし，Iは単位行列，Dは固有値を対角成分

に持つ対角行列である．式 (2)，(3)に (1)を代

入して整理すると，次の式が得られる．

X̂⊤X̂ = (I + E)−⊤(I + E)−1, (4)

X̂⊤AX̂ = (I + E)−⊤D(I + E)−1. (5)

ここで，∥E∥2 < 1/
√
2より，(I+E)−1をノイ

マン展開して式 (4)，(5)に代入すると，

E + E⊤ = I − X̂⊤X̂ +∆1, (6)

D −DE − E⊤D = X̂⊤AX̂ +∆2. (7)

ただし，∆1，∆2は剰余項であり，∆1 = O(ϵ2)，

∆2 = O(∥A∥2ϵ2)である．式 (6)，(7)で∆1，∆2

を無視して得られる行列方程式の解を D̃，Ẽと

すると，

Ẽ + Ẽ⊤ = I − X̂⊤X̂ =: R, (8)

D̃ − D̃Ẽ − Ẽ⊤D̃ = X̂⊤AX̂ =: S. (9)

D̃ = diag(λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃n)とおき，式 (8)，(9)

を要素毎に書くと次のようになる．

ẽij + ẽji = rij , (10)

λ̃iδij − λ̃iẽij − λ̃j ẽji = sij . (11)

ただし，δijはクロネッカーのデルタである．式

(10)，(11)で i = jとおくと，

ẽii =
rii
2
, (12)

λ̃i =
sii

1− rii
(13)

が得られる．

λ̃i（i = 1, . . . , n）はAの固有値 λiの近似値

と見なせるから，荻田・相島のアルゴリズムで

は，これらを用いて単純固有値と重複固有値を

判別する．具体的には，ある基準値 δ > 0を定
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めて，|λ̃i − λ̃j | > δのとき λiと λj とは異なる

固有値であると判定し，式 (10)，(11)より，

ẽij =
sij + λ̃jrij

λ̃j − λ̃i

(i ̸= j) (14)

と計算する．一方，|λ̃i−λ̃j | ≤ δのときは，λ̃iと

λ̃jとは重複固有値であると判定する．この場合

は，重複固有値に属する固有空間内部での固有

ベクトルの回転の自由度を利用して，ẽij = ẽji
という条件を付け加え，これと (10)より，

ẽij = rij/2 (15)

と計算する．

ただし，この判定法では，λiと λj とが近接

する単純固有値であっても重複固有値と判定

され，後者の処理が採用される可能性がある．

この場合，本来存在しない回転自由度を使って

ẽij = ẽji という条件を課していることになり，

それにより収束が阻害されることがある．

3 提案手法

この問題を解決するため，重複固有値であ

るか否かの判定を不要にする前処理法を提案

する [4]．もともと，上記の判定を行う理由は，

|λ̃i− λ̃j | ≤ δのときに式 (14)を使うと，右辺の

分母が 0に近くなり，計算が不安定になるから

である．しかし，式 (10)，(11)に立ち戻って考

えると，もし rij = 0かつ sij = 0ならば，λ̃i，

λ̃jが何であっても，ẽij = ẽji = 0を解として採

用することができ，安定に計算を進めることが

できる．そこで，ある基準値α < 1を決めてお

き，反復前に各 i, j（i ̸= j）に対して ẽij，ẽji
を仮に計算して，|ẽij | ≥ αあるいは |ẽji| ≥ α

ならば，X̂の第 i列と第 j列との間で線形変換

を行って rij = rji = 0かつ sij = sji = 0とな

るようにする．それには，Rと Sの 2× 2主座

小行列を同時対角化すればよい．

より一般的に，|ẽikjk | ≥ αあるいは |ẽjkik | ≥
α（ik ̸= jk）となる添字ペアの集合を P =

{(ik, jk)}mk=1とする．このとき，X̂の列の間で

線形変換を行って rikjk = rjkik = 0かつ sikjk =

sjkik = 0（k = 1, 2, . . . ,m）となるようにした

い．いま，ペア (ik, jk)とペア (ik′ , jk′)が共通の

添字を含むとき，それらに対応する 2つの線形

変換は同じ列に作用するから，それらを独立に

行ったのではRとSの要素を正しく消去できな

い．この場合には，列集合 {ik, jk}∪{ik′ , jk′}に

対していっぺんに線形変換を行う必要がある．

一般には，線形変換の対象となる列番号の集

合 (
∪m

k=1{ik}) ∪ (
∪m

k=1{jk})を，(i, j) ∈ P の
とき iと jが同じ部分集合に属するように，最

も細かい部分集合 J1,J2, . . . ,Jp に分け，ℓ =

1, 2, . . . , pに対して，行・列集合Jℓに対応する

Rと Sの主座小行列を同時対角化する．

具体的には，X̂ から Jℓに属する列の集合を

抜き出してできる n× |Jℓ|行列を X̂Jℓ
とし，

R̄Jℓ
= X̂⊤

Jℓ
X̂Jℓ

, SJℓ
= X̂⊤

Jℓ
AX̂Jℓ

(16)

とおくと，I|Jℓ|−R̄Jℓ
，SJℓ

はそれぞれR，Sの

行・列集合 Jℓからなる主座小行列である．こ

こで，実対称定値一般化固有値問題

SJℓ
ZJℓ

= R̄Jℓ
ZJℓ

ΛJℓ
(17)

を解くと，固有ベクトル行列は Z⊤
Jℓ
R̄Jℓ

ZJℓ
=

I|Jℓ| を満たすように（R̄Jℓ
直交）取れるから，

式 (17)に左から Z⊤
Jℓ
をかけると，

Z⊤
Jℓ
SJℓ

ZJℓ
= Z⊤

Jℓ
R̄Jℓ

ZJℓ
ΛJℓ

= ΛJℓ
(18)

となり，R̄Jℓ
，SJℓ

は ZJℓ
により同時対角化さ

れる．したがって，i, j ∈ Jℓ，i ̸= jなる i, jに

対しては，ẽij = ẽji = 0としてよい．

提案手法に関する数値実験結果については，

当日報告する．
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On a construction of Ramanujan graphs
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1 概要

Ramanujanグラフは, ある程度の「連結性」
の高さが保証され, 一方で辺数が頂点数に比べ
大きくならない正則グラフである. このグラフ
は実際のネットワークで求められる条件を満た
すよいグラフとして Lubotzky, Phillips, Sar-

nakによって提案された. その構成は一つの重
要な問題であるが, 先行結果の多くは純粋数学
の非初等的な結果に依存している. 本講演では,

比較的初等的なRamanujanグラフの構成につ
いて述べる.

2 Ramanujanグラフとその背景

本稿では, 多重辺やループを持たない有限グ
ラフを扱う. また, V (G), E(G)でグラフGの
頂点集合, 辺集合を表す. グラフの構造などの
情報を得るために, 様々な角度からの研究が行
われているが, 代数的なアプローチの一つとし
て, グラフの頂点同士の隣接関係を記述する隣
接行列がしばしば着目される. ここで, グラフ
Gに対して, 隣接行列 A(G) = (au,v)u,v∈V (G)

は u, v 間に辺があれば au,v = 1, そうでなけ
れば au,v = 0として定義される. また, A(G)

の固有値の集合を Spec(G)で表す. k-正則グ
ラフG　 (各頂点に k本の辺が接続する) の場
合, A(G)の任意の固有値は区間 [−k, k]に値を
取り, 特に kを絶対値が最大の固有値としても
つことが, Perron-Frobeniusの定理から示され
る. いま,

λ(G) := max{|λ| | λ ∈ Spec(G), |λ| ̸= k}

と定義する. λ(G)は, Gをネットワークとし
てみなしたとき, Gが「よい」ネットワークで
あるかどうかを測る 1つの重要な指標とみなせ
る. 実際に, ネットワークの良さとして求めら
れる性質として, 例えば直径 (G内の最長道の
長さ)が短いこと, また断線に対する堅牢性な
どが挙げられる. そのため, 拡大定数とよばれ
る G内の局所的な「連結性」を測る指標がな
るべく大きな値をとることが望ましいが, 実際

には直径も拡大定数も λ(G)を用いて, それぞ
れ上と下からおさえられることが以下の定理か
らわかる.

定理 1 (Chung [1]). Gは n頂点を持つとし,

diam(G)でGの直径を表す. このとき,

diam(G) ≤ log(n− 1)

log k − log λ(G)
.

定理 2 (cf. 平松-知念 [2]). G の拡大定数を
c(G) := minU |NG(U)|/|U |で定義する. ただ
し, U は 1 ≤ |U | ≤ n/2なる頂点部分集合を
動くとし, NG(U)は U のある頂点にG内で隣
接するような V (G)\U 内の頂点の集合とする.

このとき,

c(G) ≥ 1

2

(
1− λ(G)

k

)
.

以上の定理から, λ(G)が次数 k に比して小
さな値をとる Gがよいネットワークとなるこ
とがわかる. その一方で, Alon-Boppanaの不
等式とよばれる λ(G)の漸近的な下界が成り立
つこともまた知られている.

定理 3 (Alon-Boppanaの不等式 cf. [3]). {Gi}i∈N
を |V (Gi)| → ∞ (i→ ∞)なる k-正則連結グラ
フの無限列とする. このとき,

lim inf
i→∞

λ(Gi) ≥ 2
√
k − 1.

この漸近的な下界に対する “extremal”なグ
ラフとして, A. Lubotzky, R. Phillips, P. Sar-

nakによって定義されたのが Ramanujanグラ
フである.

定義 4 (Lubotzky-Phillips-Sarnak [3]). k-正則
グラフGが λ(G) ≤ 2

√
k − 1をみたすとき, G

を Ramanujanグラフとよぶ

我々はいま巨大なネットワークに興味がある
ので, Ramanujanグラフの無限系列を構成する
問題が重要になる. さらに,頂点数に比して辺数
が少ない疎なネットワークがほしいので, 固定
された次数に対するRamanujanグラフの無限
列の構成が目標となる. そのようなRamanujan
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グラフの無限列の存在性は, 二部グラフの場合
には, 任意の次数 kに対して非明示的に示され
ている ([4]). また, 明示的構成により, いくつ
かの系列が整数論の高度な結果を用いて与えら
れている. (例えば [3], [5]など). しかし, それ
は非常に限られた次数と頂点数のパラメータに
ついてしか与えられていないのが現状である.

一方で, 少し条件を緩くして, 頂点数にともな
うある程度の次数の増大を許容して, 明示的に
無限列を与えた先行研究は多い (例えば, [6], [7]

など). ここでの一つの有効な構成法はうまい
Cayleyグラフを構成することである.

定義 5. Γを 1Γを単位元にもつ群とする. この
とき, 逆元について閉じている S ⊂ Γ \ {1Γ}に
対して, 以下で定義されるグラフCay(Γ, S)を
Γ上の Sに関する Cayleyグラフという.

V (Cay(Γ, S)) := Γ,

E(Cay(Γ, S)) := {{x, y} | xy−1 ∈ S}.

定義からCay(Γ, S)は |S|-正則グラフとなる.

また, 有限可換群上の Cayleyグラフについて
は, 簡単な計算から, その隣接行列の固有値が
Γの指標和の形で書けることが示せる.

命題 6. Γが有限可換群であるとき,

Spec(Cay(Γ, S)) =
{∑
s∈S

ψ(s) | ψは Γの指標
}
.

ただし, Γの指標とは Γから複素乗法群 C∗へ
の準同型写像を指す.

よって, 有限可換群上の Cayleyグラフを考
えるとき, その指標和を評価することで, Ra-

manujanグラフであるかどうかが判定できる.

3 主結果と関連する注意

以下では, 著者の主結果である次数の増大を
許すようなRamanujanグラフの新しい無限列
を与える. まず, 構成において着目するGalois

環の定義を述べる. Galois環は符号理論や情報
通信等で注目されてきた有限可換環である.

定義 7 (cf. [8]). pを素数, e, r ≥ 1を自然数と
する. monicな r次多項式h ∈ Zpe [x]は, xp

r−1

を割り切り, かつ法 pにおいて原始的であると
し, ξを hの解とする. このとき, GR(pe; r) =

Zpe [ξ]を位数 per, 標数 peのGalois 環とよぶ.

また, ξで生成される乗法部分群 T の位数は
pr − 1である (例えば [8]を参照). 以下では,

GR(pe; r)+はGR(pe; r)のなす加法群とする.

　以下が, 本稿における主定理である.

定理 8. p = e = 2とする. このとき, 任意の
r ≥ 2に対して, H4,r := Cay(GR(4; r)+, T ∪
(−T ))は頂点数4rの (2r+1−2)-正則なRamanu-

janグラフである.

命題 6と GR(4; r)+ の指標和の初等的な評
価によって, 定理が示される. また, rが奇数の
とき, H4,rの内周 (グラフ内の最短閉路の長さ)

が 4であることも, [9, Theorem 4.2]などから
得られる.
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完全多部四点木システムからの系統樹構築
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1 はじめに
有限集合 [n] := {1, 2, . . . , n}に対する系統
樹とは，木 T = (V,E)であって，T の葉の集
合が [n]であり，任意の葉でない頂点 v ∈ V \[n]
の次数が 3以上のものである．葉を生物種と対
応させ，葉でない頂点を種分化と対応させるこ
とで，系統樹は生物の進化の過程を表現する木
構造となる．系統樹の部分的な情報が複数与え
られたとき，それらに整合する [n]に対する系
統樹を構築する問題は，系統学において基本的
でかつ重要なものとして挙げられる．

2 Quartet Compatibility

本研究では，四点木 (quartet tree)の集合（＝
四点木システム）が「部分的な情報」として与
えられたとき，それに整合する系統樹を（存在
するならば）構築するQuartet Compatibil-

ityという問題を考える．問題の正確な定義を
以下で行う．
図1にあるように，四点からなる集合{a, b, c, d}
に対する系統樹は四種類存在する．aと b，cと
dがそれぞれ共通の頂点に接続している系統樹
（図 1の一番左の系統樹）を ab||cdと表す．ま
た，「ab||cdもしくは 5頂点のスターグラフの
どちらか」という状態を ab|cdで表す．ab||cd,
ac||bd, ad||bc, ab|cd, ac|bd, ad|bcのそれぞれの
ことを，{a, b, c, d}に対する四点木という．

a
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<latexit sha1_base64="zIGae2vdswjEBJ8KjjVM+dcEpek="></latexit><latexit sha1_base64="zIGae2vdswjEBJ8KjjVM+dcEpek="></latexit><latexit sha1_base64="zIGae2vdswjEBJ8KjjVM+dcEpek="></latexit><latexit sha1_base64="zIGae2vdswjEBJ8KjjVM+dcEpek="></latexit>

ad|bc
<latexit sha1_base64="8XP+bJCa4VhmqDzMwWyoMx/n+3k="></latexit><latexit sha1_base64="8XP+bJCa4VhmqDzMwWyoMx/n+3k="></latexit><latexit sha1_base64="8XP+bJCa4VhmqDzMwWyoMx/n+3k="></latexit><latexit sha1_base64="8XP+bJCa4VhmqDzMwWyoMx/n+3k="></latexit>

図 1. {a, b, c, d}に対する系統樹．ab||cd, ac||bd, ad||bcは
それぞれ左から一番目，二番目，三番目の系統樹に対応
する．ad|bcは，点線で囲まれた右の二つの系統樹に対応
する．

四点木は，より大きな系統樹の部分構造を表
現するのに用いられる．[n](∋ a, b, c, d)に対す
る系統樹 T が四点木 ab||cdを表示するとは，T

における a-bパスと c-dパスが交わらないこと
をいう．つまり，T を {a, b, c, d}に「制限」し

たとき，ab||cdとなるともいえる．また同様に，
T が ab|cdを表示するとは，T における a-bパ
スと c-dパスが高々一点で交わることをいう．
つまり，T を {a, b, c, d}に「制限」したとき，
ab|cdとなるともいえる．具体例は図 2を参照
されたい．四点木システム Qに含まれる任意

1<latexit sha1_base64="l5FmCoBAADIsVhULWyCieYbgD5Q="></latexit><latexit sha1_base64="l5FmCoBAADIsVhULWyCieYbgD5Q="></latexit><latexit sha1_base64="l5FmCoBAADIsVhULWyCieYbgD5Q="></latexit><latexit sha1_base64="l5FmCoBAADIsVhULWyCieYbgD5Q="></latexit>

2<latexit sha1_base64="T1kTc8u04ryOwpm8ZRNFaYPjyV4="></latexit><latexit sha1_base64="T1kTc8u04ryOwpm8ZRNFaYPjyV4="></latexit><latexit sha1_base64="T1kTc8u04ryOwpm8ZRNFaYPjyV4="></latexit><latexit sha1_base64="T1kTc8u04ryOwpm8ZRNFaYPjyV4="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="JBCuuDuggElwJTfOgFJ2Mfuhxjg="></latexit><latexit sha1_base64="JBCuuDuggElwJTfOgFJ2Mfuhxjg="></latexit><latexit sha1_base64="JBCuuDuggElwJTfOgFJ2Mfuhxjg="></latexit><latexit sha1_base64="JBCuuDuggElwJTfOgFJ2Mfuhxjg="></latexit> 4<latexit sha1_base64="nnPuPx1SR7dsXUAdQDlPLK5p9Xc="></latexit><latexit sha1_base64="cy8H0k65v5QdrfiaaRI3hkqUZbQ="></latexit><latexit sha1_base64="cy8H0k65v5QdrfiaaRI3hkqUZbQ="></latexit><latexit sha1_base64="cy8H0k65v5QdrfiaaRI3hkqUZbQ="></latexit>

5
<latexit sha1_base64="5oLn+erZHVEP/90AAF/UzClkCZs="></latexit><latexit sha1_base64="5oLn+erZHVEP/90AAF/UzClkCZs="></latexit><latexit sha1_base64="5oLn+erZHVEP/90AAF/UzClkCZs="></latexit><latexit sha1_base64="5oLn+erZHVEP/90AAF/UzClkCZs="></latexit>

6
<latexit sha1_base64="VHqul0O9i8JmMP7sXbCJ4lT8JzI="></latexit><latexit sha1_base64="VHqul0O9i8JmMP7sXbCJ4lT8JzI="></latexit><latexit sha1_base64="VHqul0O9i8JmMP7sXbCJ4lT8JzI="></latexit><latexit sha1_base64="VHqul0O9i8JmMP7sXbCJ4lT8JzI="></latexit>

7
<latexit sha1_base64="osjzTcSbEZD6HGoaiIsYqcD5kTQ="></latexit><latexit sha1_base64="osjzTcSbEZD6HGoaiIsYqcD5kTQ="></latexit><latexit sha1_base64="osjzTcSbEZD6HGoaiIsYqcD5kTQ="></latexit><latexit sha1_base64="osjzTcSbEZD6HGoaiIsYqcD5kTQ="></latexit>

8
<latexit sha1_base64="b5WgPzQQHAmK9moB5sR37wMgKgE="></latexit><latexit sha1_base64="b5WgPzQQHAmK9moB5sR37wMgKgE="></latexit><latexit sha1_base64="b5WgPzQQHAmK9moB5sR37wMgKgE="></latexit><latexit sha1_base64="b5WgPzQQHAmK9moB5sR37wMgKgE="></latexit>

9
<latexit sha1_base64="zut0mCoQJxbbB/YZpMUAKjKbKc0="></latexit><latexit sha1_base64="zut0mCoQJxbbB/YZpMUAKjKbKc0="></latexit><latexit sha1_base64="zut0mCoQJxbbB/YZpMUAKjKbKc0="></latexit><latexit sha1_base64="zut0mCoQJxbbB/YZpMUAKjKbKc0="></latexit>

13||79, 13|79
<latexit sha1_base64="qFkqVfUHIsWoidPrXDbVbIKT4bI="></latexit><latexit sha1_base64="qFkqVfUHIsWoidPrXDbVbIKT4bI="></latexit><latexit sha1_base64="qFkqVfUHIsWoidPrXDbVbIKT4bI="></latexit><latexit sha1_base64="qFkqVfUHIsWoidPrXDbVbIKT4bI="></latexit>

13|46, 14|36, 16|34
<latexit sha1_base64="YetqFweLo/hSc5GdZlNUuielxC0="></latexit><latexit sha1_base64="YetqFweLo/hSc5GdZlNUuielxC0="></latexit><latexit sha1_base64="YetqFweLo/hSc5GdZlNUuielxC0="></latexit><latexit sha1_base64="YetqFweLo/hSc5GdZlNUuielxC0="></latexit>

…
…

図 2. {1, 2, . . . , 9} に対する系統樹 T の例．この T は
13||79, 13|79, 13|46, 14|36, 16|34を表示する．

の四点木を T が表示するとき，T がQを表示
するという．
Quartet Compatibilityは以下のように
定式化される．
Given: 四点木システムQ
Problem: Qを表示する系統樹が存在する
か判定せよ．存在するとき，その系統樹
を出力せよ．

Quartet Compatibilityは計算生物学だ
けでなく，理論計算機科学分野においても盛ん
に研究されている．Steel [1]によりQuartet

Compatibilityの NP困難性が示されたのを
皮切りに，効率的なヒューリスティクス，近似
アルゴリズム，FPTアルゴリズムの研究が数
多くなされている．
一方，Quartet Compatibilityが多項式
時間で解けるような四点木システムQのクラス
に関する結果は非常に少なく，Bandelt–Dress [2]

やBryant–Steel [3]によるものしか知られてい
なかった．

3 主結果
本研究では，四点木システム Qのクラスを

新たに二つ導入し（complete A-partite性，full
A-partite性），それらに対してQuartet Com-
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patibilityが多項式時間で解けることを示し
た．

定理 1 入力の四点木システムが complete A-

partiteもしくは fullA-partiteであるとき，Quar-

tet Compatibilityは O(|A|n4)時間で解け
る．

ここで，A := {A1, A2, . . . , Ar} (|Ai| ≥ 2)は
[n]の分割である．以下では，complete/full A-

partite性を定義する．
まず，準備として四点木システム Q の full

性と complete bipartite 性を定義する．Q が
[n] 上で full であるとは，任意の異なる 4 点
a, b, c, d ∈ [n]に対して，ab||cd, ac||bd, ad||bcの
いずれか一つがQに含まれる，もしくは ab|cd,
ac|bd, ad|bcが全て Qに含まれることをいう．
Bandelt–Dress [2] は，入力 Q が [n] 上で full

のとき，Quartet Compatibilityが多項式
時間で解けることを示した．Qが [n]の二分割
{A,B} (|A| ≥ 2 ≤ |B|)に対して complete

bipartiteであるとは，以下が成り立つことを
いう：「任意の異なる a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B に対
して，Qが ab||a′b′, ab′||a′b, aa′|bb′のうちいず
れか一つを含む．また，Qに含まれる全ての四
点木は上記の形をしている．」
complete/full A-partite性を定義する．A :=

{A1, A2, . . . , Ar} (|Ai| ≥ 2)を [n]の分割とす
る．Q が complete A-partite であるとは，
{Ai, Aj}に対する complete bipartiteなQijを
用いて，Q =

∪
1≤i<j≤r Qij と表せることをい

う．また，Q が full A-partite であるとは，
complete A-partiteな Q0，Ai 上で fullな Qi

(i ∈ [r])を用いて，Q = Q0 ∪Q1 ∪ · · · ∪ Qrと
表せることをいう．

4 応用
fullな四点木システムは，以下のようにして

自然に生じる．[n]に対する系統樹Tの各枝長が
非負であるとし，δ(a, b)を T における a-b間の
距離として定義する．何らかの単一の手法で生
物種間の「距離」を測ることで δを推定したとす
る．このとき，ab||cd ∈ Q ⇔ δ(a, b)+δ(c, d) <

min{δ(a, c) + δ(b, d), δ(a, d) + δ(b, d)} として
fullな四点木システムQを構成できる．δを正
しく推定できたとき，そこから構成されるQを
表示する系統樹は，T に限られることが知られ
ている [2]．この T は，Bandelt–Dressのアル
ゴリズムにより多項式時間で構築できる．

一方，complete/full A-partiteな四点木シス
テムは，以下のようにして自然に生じる．生物
種の集合 [n]を r個のグループ A1, A2, . . . , Ar

に分割する．予算や技術的な要因から，異なる
グループに含まれる生物種間の距離を異なる手
法で測らざるを得ないとする．このとき，異な
る手法で測った距離の大小比較は意味を為さな
いことが予想される．つまり，

(
r
2

)
個の距離関数

δij : Ai×Aj → R+ (1 ≤ i < j ≤ r)を推定でき
るが，δij(a, b) < δi′j′(a

′, b′) ({i, j} ̸= {i′, j′})
は「a-b間より a′-b′間の距離の方が長い」こと
を意味しない．しかし，a, a′ ∈ Ai, b, b

′ ∈ Ajに
対して，ab||a′b′ ∈ Q0 ⇔ δij(a, b)+δij(a

′, b′) <

δij(a, b
′) + δij(a

′, b), aa′|bb′ ∈ Q0 ⇔ δij(a, b) +

δij(a
′, b′) = δij(a, b

′) + δij(a
′, b) とすることで，

complete A-partiteな四点木システムQ0を構
成することができる．
また，各ブロック Aiに含まれる生物種間の
距離もそれぞれ異なる手法で測定できるとす
る．つまり，δij に加えて，r個の距離関数 δi :

Ai × Ai → R+ (i = 1, 2, . . . , r)が与えられて
いる．このとき，先に述べたように各 δi から
Ai上で fullな四点木システムQiを構成できる．
よって，Q = Q0 ∪ Q1 ∪ · · · ∪ Qr として，full

A-partiteな四点木システム Qを構成できる．
このようにして得られた四点木システムQ0や
Qを表示する系統樹は，我々のアルゴリズムに
より多項式時間で構築できる．

謝辞 本研究は，JSPS科研費 JP26280004,

JP17K00029と特別研究員奨励費の助成をうけ
た．
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1 概要

正整数 t に対し, グラフ G の部分グラフ H

が t スパナーであるとは, 任意の 2頂点間の H

における距離が, G における距離の高々 t 倍で
抑えられていることをいう. 本稿では与えられ
たグラフの中で最小辺数の tスパナーを見つけ
る問題を扱い, この問題を最小 t スパナー問題
と呼ぶ. 一般グラフにおける最小 t スパナー問
題は, t ≥ 2 の場合にNP困難である [1, 2]. そ
の一方で, 平面グラフにおける最小 t スパナー
問題は, Brandes-Handke [3] によって, t ≥ 5

の場合に対してのみ NP 困難性が示されてお
り, t ∈ {2, 3, 4} の場合の計算複雑度は未解決
であった. 本研究では, t ∈ {2, 3, 4} の場合に,

平面グラフにおける最小 t スパナー問題が NP

困難であることを示す. また, この証明の中で,

次数の制限されたグラフにおける最小 t スパ
ナー問題の NP 困難性も得られており, これは
既存の次数制限を改善するものである. さらに,

取り除く辺数をパラメータとした最小 t スパ
ナー問題に対して, 固定パラメータアルゴリズ
ムを与える.

2 最小 t スパナー問題の困難性

本研究では, 各辺の長さが 1 である無向グラ
フのみを扱う. グラフ G = (V,E) とその頂点
u, v ∈ V に対して, u と v 間の最短パスの長さ
を dG(u, v) と表す. 正の整数 t に対して, G の
部分グラフ H = (V,EH) が t スパナーである
とは, dH(u, v) ≤ t · dG(u, v) が任意の u, v ∈ V

に対して成立することをいう. なお, t が非整
数である場合にも t スパナーを考えることは
できるが, t スパナーは必ず ⌊t⌋ スパナーでも
あることが確認できるため, 以下では t が正整
数の場合のみを考える. 本研究では, 与えられ
たグラフ中で最小辺数のスパナーを見つける問
題, すなわち, 正の定数 t に対して以下の問題
を扱う.

最小 t スパナー問題
入力: グラフ G = (V,E).

問題: G の t スパナー H = (V,EH) のうち,

辺数 |EH | が最小となるもの.

t = 1 の場合は, 単に G の多重辺を取り除
いて得られるグラフが最適解となるので, この
問題は自明に解くことができる. そのため, 以
下では t ≥ 2 の場合のみを考える. 一般グラ
フにおける最小 t スパナー問題は任意の t ≥ 2

に対して NP困難であることが知られているた
め [1, 2], この問題に対してはグラフクラスを
制限した際の多項式時間可解性が盛んに研究さ
れている [4, 5].

本研究では, まず入力グラフが平面的な場
合の最小 t スパナー問題を扱う. 1997 年に
Brandes-Handke [3] によって, t ≥ 5 の場合
に対しては, 平面グラフ上の最小 t スパナー
問題の NP困難性が示されている. それ以来,

t ∈ {2, 3, 4} の場合の計算複雑度は未解決で
あった. 本研究の一つ目の成果は以下の定理を
示したことである,

定理 1 任意の整数 t ≥ 2 に対して, 平面グラ
フ上の最小 t スパナー問題は NP困難である.

この定理の証明においては, 平面グラフ G =

(V,E) における最小の t スパナーが, その双対
グラフ G∗ = (V ∗, E∗) におけるある種の最小
支配集合と対応していることを示すことが鍵と
なっている. G における t スパナーは E の部
分集合であるのに対して, G∗ における支配集
合は V ∗ の部分集合, すなわち, G の面の集合
に対応している. この意味で, G における t ス
パナーと G∗ における支配集合は一見すると全
く無関係に見えるため, これらの集合の対応を
示したことは, それ自体興味深い結果であると
言える.

他の興味深いグラフクラスとしては, 次数の
制限されたグラフが挙げられる. Cai-Keil [6]

は, 最小 2 スパナー問題が, 入力グラフの次数
が高々 4 の場合には線形時間で解ける一方で,

最大次数が高々 9の場合には NP困難であるこ
とを示した. また, 最小 3 スパナー問題が, 入
力グラフの次数が高々 3 の場合には多項式時
間で解ける一方で, 最大次数が高々 8 の場合に
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は NP困難であることを示した. 我々の定理 1

の証明においては, 次数が制限されたグラフを
用いているため, 既存の次数の制限を以下のよ
うに改善することができる.

定理 2 最小 2 スパナー問題は, 最大次数 8 の
平面グラフにおいても NP困難である.

定理 3 t ∈ {3, 4} に対して, 最小 t スパナー問
題は, 最大次数 6 の平面二部グラフにおいても
NP困難である.

3 固定パラメータ容易性

本研究の二つ目の成果は, 最小 t スパナー
問題をパラメータ化した問題を扱い, 固定パラ
メータアルゴリズムを与えたことである. 一般
に, t スパナーは連結グラフとなり Ω(|V |) 本の
辺を持つため, 最小 t スパナーの辺数を問題の
パラメータとするのは適切ではない. この問題
に対しては, 最小 t スパナーを得るために取り
除いた辺の数がパラメータとして自然に考えら
れる. すなわち, 以下の問題が考えられる.

パラメーター化最小 t スパナー問題
入力: グラフ G = (V,E).

パラメータ: 正整数 k.

問題: |E′| ≥ k を満たす辺集合 E′ ⊆ E で,

H = (V,E \E′) が G の t スパナーとな
るもの, もしくはそのような E′ が存在
しないと出力.

本研究では, この問題に対する固定パラメー
タアルゴリズムを与えた. ただし,アルゴリズム
が固定パラメータアルゴリズムであるとは, そ
の計算時間がある関数 f を用いて, f(k)(|V |+
|E|)O(1) で抑えられることをいう. より正確に
は, 我々の結果は以下の通りである.

定理 4 t を正整数とする. パラメーター化最小
tスパナー問題に対して,計算時間が O(k(k2t(t+

1))k+1 + |V ||E|) となるアルゴリズムが存在
する.

アルゴリズムの概略は以下の通りである. そ
の正当性の証明等は本稿では省略する.

アルゴリズム
Step 1. 各辺 e ∈ E に対して以下を行う: e

の両端点を結ぶ G− e における最短パス
を計算し, その長さが t + 1 以上であれ
ば, e をグラフ G から取り除く.

Step 2. 残った辺の数が k2t(t+1)以上であ

れば, 必ず条件を満たす E′ が存在する
（そのような E′ を見つける多項式時間ア
ルゴリズムも存在する）.

Step 3. 残った辺の数が k2t(t+1)未満であ
れば, 全探索によって条件を満たす E′ が
存在するか否かを判定する.

4 まとめ

本研究では, 平面グラフと次数制限付きグラ
フにおける最小 t スパナー問題の NP困難性
を示した. 依然として計算複雑度が未解決な問
題の一例としては, 最大次数が k ∈ {5, 6, 7} の
場合の最小 2 スパナー問題が挙げられる. ま
た, 取り除く辺数をパラメータとした固定パラ
メータアルゴリズムの研究は, 本研究で扱った
最小 t スパナー問題に限らず, 他のネットワー
クデザイン問題においても興味深い課題である
と考えられる.

謝辞 本研究は, JST, ACT-I および 科研費
JP16K16010, JP16H03118 の支援を受けた.

参考文献

[1] L. Cai. NP-completeness of minimum

spanner problems. Discrete Applied

Math., 48(2):187–194, 1994.

[2] D. Peleg and A.A. Schäffer. Graph
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数理計画問題におけるmax-plus代数の活⽤ 〜制御⼯学から組合せ最適化
まで〜     五島 洋⾏1 
     1法政⼤学 
     e-mail: goto-h@hosei.ac.jp 

 

1  概要 
 Max-plus 代数[1], [2]は，複数事象の同期，
並列実⾏，容量制約，⾮競合性，などの制約や
特徴を持つ離散事象システムの記述と解析に
適した演算系である．本稿では基本的な⽇程計
画問題への適⽤から，各種のスケジューリング
問題への応⽤，組合せ最適化問題との融合まで，
数理計画問題における max-plus 代数の活⽤例
をいくつか紹介する． 
 実数全体をℝ で表し，ℝ୫ୟ୶ ൌ ℝ ∪ ሺെ∞ሻ
とする．⼆つのスカラ量𝑥, 𝑦 ∈ ℝ୫ୟ୶に対して，
加 算 ⊕ お よ び 乗 算 ⊗ を そ れ ぞ れ 𝑥 ⊕ 𝑦 ൌ
max ሺ𝑥, 𝑦ሻ, 𝑥 ⊗ 𝑦 ൌ 𝑥  𝑦と定義する．それぞ
れの演算⼦に対するゼロ元および単位元はെ∞
および 0 であり，各々𝜀および𝑒と書く．ベクト
ルや⾏列の加算および乗算も通常の代数系と
同じように定義し，ℝ୫ୟ୶を各要素に持つベク
トルは⼩⽂字・太字・斜体，⾏列は⼤⽂字・太
⽂字・斜体で表記する． 
 
2  ⽇程計画問題への適⽤ 
 タスクの⼀覧と実⾏時間，先⾏タスクが表 1
にように与えられたプロジェクトの⽇程計画
を考える．状態をノード，タスクをエッジで表
現した AOA(Activity on Arrow)ネットワーク構
造は，図 1 のように表せる．プロジェクトの開
始時刻を𝑡 ൌ 𝑢，終了時刻を𝑦，ノード𝑖における
最早結合点時刻を𝑥とすると，𝑥は次のように
表せる． 
𝑥ଵ ൌ 𝑢 , 𝑥ଶ ൌ 𝑥ଵ  𝑑 , 𝑥ଷ ൌ 𝑥ଶ  𝑑େ , 𝑥ସ ൌ
max ሺ𝑥ଶ  𝑑, 𝑥ଷ  0ሻ, 𝑥ହ ൌ 𝑥ସ  𝑑ୈ, 𝑦 ൌ 𝑥ହ 
複数タスクの同期は max 演算，時間の経過は＋
演算で表現され，それぞれ演算⼦⊕，⊗で置き
換えると， 
𝑥ଵ ൌ 𝑢 , 𝑥ଶ ൌ 𝑥ଵ ⊗ 𝑑 , 𝑥ଷ ൌ 𝑥ଶ ⊗ 𝑑େ , 𝑥ସ ൌ
𝑥ଶ ⊗ 𝑑 ⊕  𝑥ଷ, 𝑥ହ ൌ 𝑥ସ ⊗ 𝑑ୈ, 𝑦 ൌ 𝑥ହ 
となり，これらは𝑥と𝑢に関して線形な形をし
ている．右辺に現れる𝑥を𝑥 ሺ𝑖 ൏ 𝑗ሻに代⼊する 

表 1. 四つのタスクからなるプロジェクトの構成 
タスク名 所要⽇数 先⾏タスク 

A 𝑑 ― 
B 𝑑 A 
C 𝑑େ A 
D 𝑑ୈ B, C 

 
図 1. ４タスクプロジェクトの AOA 表現 

ことを繰り返すと，次のように⾏列表現できる． 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥ଵ
𝑥ଶ
𝑥ଷ
𝑥ସ
𝑥ହ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑒
𝑑

𝑑 ⊗ 𝑑େ
𝑑 ⊗ ሺ𝑑 ⊕ 𝑑େሻ

𝑑 ⊗ ሺ𝑑 ⊕ 𝑑େሻ ⊗ 𝑑ୈ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⊗ 𝑢, 𝑦 ൌ ሾ𝑥ହሿ 

 ⼀般的には，タスク数nのプロジェクトに対
し，タスクの先⾏制約を𝑭 ∈ ℝ୫ୟ୶

୬ൈ୬，所要⽇数を
𝒅 ∈ ℝ୫ୟ୶

୬ , 𝑷 ൌ diagሺ𝒅ሻ ∈ ℝ୫ୟ୶
୬ൈ୬，最上流タスク

の位置を表す⼊⼒ベクトルを𝒃 ∈ ℝ୫ୟ୶
୮ൈଵ ，最下流

タスクの位置を表す出⼒ベクトルを𝒄 ∈ ℝ୫ୟ୶
ଵൈ୯ ，

タスクの開始時刻を𝒖 ∈ ℝ୫ୟ୶
୮ と書くとき，各タ

スクの最早終了時刻𝒙 ∈ ℝ୫ୟ୶
୬ と最早完了時刻

𝒚 ∈ ℝ୫ୟ୶
୯ は次のように表せる． 

𝒙 െ 𝒅 ൌ 𝑭 ⊗ 𝒙 ⊕ 𝒃 ⊗ 𝒖, 𝒚 ൌ 𝒄 ⊗ 𝒙 
第１式左辺の𝒅を右辺に移項し，右辺第１項の
𝒙に右辺全体を代⼊することを繰り返すと，下
記のような表現形が得られる． 

𝒙 ൌ 𝑨 ⊗ 𝒃 ⊗ 𝒖, 𝑨 ൌ ሺ𝑷 ⊗ 𝑭ሻ∗ ⊗ 𝑷 
演算⼦∗はクリーネ閉包(Kleene star)と呼ばれ， 

𝑿∗ ൌ 𝒆 ⊕ 𝑿 ⊕ 𝑿⊗ଶ ⊕ ⋯ 
で定義される．隣接⾏列𝑿が有向グラフで，閉
路なしまたは重みが⾮負のみの閉路を持つ場
合，𝑿∗は有限項数の和で計算できる．紙⾯の制
約上詳細は割愛するが，⼆つの線形⽅程式 

1 2 4 5

3

A B D

C
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𝒙 ൌ 𝑨 ⊗ 𝒃 ⊗ 𝒖, 𝒚 ൌ 𝒄 ⊗ 𝒙 
に対して双対な⽅程式 

𝒙′ ൌ ሺ𝒄 ⊗ 𝑨ሻ ∖ 𝒚, 𝒖′ ൌ 𝒃 ∖ 𝒙′ 
は，各タスクの最早開始時刻とプロジェクトの
最早開始時刻を与える．これらを⽤いると，各
タスクの余裕時間など，PERT(Performance 
Evaluation and Review Technique)の⽇程計画
問題と同様な計算が，max-plus 代数系では簡素
な代数演算で⾏える．演算⼦∖は疑似的な左除
算を表すが，詳細は[2], [3]などを参照されたい． 
 
3  制御理論的な応⽤ 
 古典的な PERT では，開始状態と終了状態を
それぞれ⼀つのノードで表す 1 ⼊⼒ 1 出⼒系を
扱うが，max-plus 代数を⽤いれば，多⼊⼒多出
⼒系や，同⼀ジョブを繰り返し実⾏する⽣産シ
ステムなどの記述も容易である．イベントカウ
ンタと呼ばれる初期状態からの事象の発⽣回
数を𝑘とすると，事象の最早および最遅⽣起時
刻は，次のような⽅程式系で記述できる． 

𝒙ሺ𝑘ሻ ൌ 𝑨 ⊗ 𝒙ሺ𝑘 െ 1ሻ ⊕ 𝑩 ⊗ 𝒖ሺ𝑘ሻ 
𝒚ሺ𝑘ሻ ൌ 𝑪 ⊗ 𝒙ሺ𝑘ሻ 

 𝒙ᇱሺ𝑘ሻ ൌ 𝑨 ∖ 𝒙ᇱሺ𝑘  1ሻ ∧ 𝑪 ∖ 𝒚ሺ𝑘ሻ 
𝒖′ሺ𝑘ሻ ൌ 𝑩 ∖ 𝒙′ሺ𝑘ሻ 

１・２番⽬の⽅程式は，それぞれ状態⽅程式お
よび出⼒⽅程式と呼ばれ，現代制御理論の状態
空間表現と類似している．状態⽅程式は，𝑘 െ 1
番⽬の状態と𝑘番⽬の⼊⼒から𝑘番⽬の状態を
予測する式であり，この関係を繰り返し⽤いる
ことで，𝑘  1番⽬以降の事象の状態や出⼒時
刻が予測できる． 
 モデル予測制御の枠組みを援⽤した応⽤例
を⼀つ挙げる．予測ホライズンと呼ばれる予測
区間𝑁ሺ 1ሻに対し，𝑘  𝑖 ሺ0  𝑖  𝑁 െ 1ሻ 
番⽬の出⼒⽬標時刻𝒓ሺ𝑘  𝑖ሻを定め，さらに出
⼒予測時刻𝒚ሺ𝑘  𝑖ሻに対する遅延ペナルティや
運⽤コストを考慮した評価関数を定め，評価関
数を最⼩化するように最適な⼊⼒時刻𝒖ሺ𝑘  𝑖ሻ
やタスクの実⾏時間𝒅ሺ𝑘ሻを調整したりする．こ
のような応⽤により，外乱に対して頑健な JIT 
(Just In Time)スケジューリングが実現できる． 
 
4  組合せ最適化問題との融合 
 スケジューリング問題への応⽤に関する実
務的な要請として，タスクの実⾏時間が確率的
に変動する，タスクを実⾏できるリソースが限
られる，複数のリソースの⼀つを選択的に利⽤

する，場合の考慮などがある．これらは純粋な
max-plus 代数のみでは記述が困難であり，何ら
かの仮定や拡張，変換などが必要になる． 
 実⾏時間の確率変動に関しては，⼀般的な確
率分布の場合はタスク数分の多重積分が必要
である．良く知られた確率分布を仮定する場合
でも，タスクの直列／並列な配置で解析的に解
けるクラスが異なるため，両者とも現実的なア
プローチとはいえない．そこで著者らが近年着
⽬してきた⼿法は，Critical Chain Project Ma-
nagement (CCPM)[4]と呼ばれる⼿法で，複数
タスクの確率変動分を仮想な確定的タスクで
置き換え，メイクスパン最⼩化を⽬指す．最適
化問題として捉えると，タスクの実⾏順序選定
やボトルネックの検出に組合せ最適化が現れ
る NP 困難問題であるが，近年の汎⽤ソルバー
の性能向上により，タスク数が少ない場合は厳
密解を求めることも可能になっている．最適化
問題は max-plus 代数のみでは記述不可能であ
るが，最早・最遅時刻を求める主要な部分は
max-plus 代数で記述できる． 
 複数リソースの選択に関しては，選択に関す
る min 演算と同期に関する max 演算が混在す
る場合があり，扱いにくい．しかし max，min
演算のいずれも，⽬的関数の設定が不要な制約
充⾜問題に帰着可能である．(max, min, +)で記
述できる max-min-plus-scaling system は，これ
までのところ⼿計算で解析できる規模に限ら
れていたが，汎⽤ソルバーの進歩により，モデ
リングと解析の枠組みが整理され，より⼤きな
サイズのシステムが扱えるようになることが
期待される． 
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1 概要

フローショップスケジューリング問題に対し
て，Max-Plus代数における行列を使った新た
な定式化を与えた．これにより，線形代数との
関係性等を用いて，見通し良く計算することが
可能になる．また，メイクスパンを最小にする
同一並列 2機械問題の数学的構造が，Max-Plus

代数における“代数方程式”を解くことで明ら
かにできることが分かった．

2 Max-Plus代数

Max-Plus 代数
(
R̄,⊕, ⊙

)
は次のように定義

される．0l = −∞, 1l = 0として，

• R̄ := R ∪ 0l

• a, b ∈ R̄に対して，
a⊕ b := max[a, b], a ⊙ b := a+ b.

Max-Plus代数における行列演算も通常の行
列演算と同様に定義される．通常の線形代数に
おけるいくつかの性質（固有値，固有ベクトル
等）がMax-Plus代数においても存在すること
が知られている（例えば，[1]参照）．
また，Max-Plus代数における方程式（以下

「Max-Plus代数方程式」という．）

m⊕
k=0

A2k⊙Xn−2k =

m−1⊕
k=0

A2k+1⊙X
n−(2k+1),

n = 2m;
m⊕
k=0

A2k⊙Xn−2k =
m⊕
k=0

A2k+1⊙X
n−(2k+1),

n = 2m+ 1,

ここで，A0 ∈ R，Ai ∈ R̄ (i ∈ {1, ..., n})，の解
は簡単に求まることが知られている．例えば，
不等式 An⊙A−1

n−1 ≤ · · · ≤ A2⊙A
−1
1 ≤ A1 が成

り立つとき，解の集合は，{
An⊙A−1

n−1, . . . , A2⊙A
−1
1 , A1

}
.

3 フローショップスケジューリング問題

基本的なフローショップは，並んだm個の機
械，n個のジョブからなる．各ジョブは，最初の

機械1から最後の機械mに順に処理されていく．
機械 iによってジョブ jを処理するのに要する時
間を pi,j ≥ 0 (i ∈ {1, 2, ...,m}; j ∈ {1, 2, ..., n})
とする．
ここでは，全機械においてジョブを処理する

順序が同じである順列フローショップを扱う．
ジョブの処理順を σ = (σ(1), σ(2), ..., σ(n))と
すると，機械 iでジョブ jに対する処理が終了
する時刻 Ci,j は次のように計算できる．

Ci,σ(k) =
(
Ci−1,σ(k) ⊕ Ci,σ(k−1)

)
⊙pi,σ(k), (1)

ここで，C0,j = Ci,σ(0) = 1l(= 0)である．

3.1 ジョブを行列に対応させた定式化

C ′
j = (C1,j C2,j . . . Cm,j)

T とする．このと
き，式 (1)は以下のように書ける [2]．

C ′
σ(n) = Jσ(n)⊙ · · · ⊙Jσ(1)⊙C ′

0, (2)

ここで，

Jj =


p1,j 0l 0l · · · 0l

p1,j⊙p2,j p2,j 0l · · · 0l
...

. . .
...

p1,j⊙ · · · ⊙pm,j · · · pm,j

,

C ′
0 = (1l . . . 1l)T である．メイクスパン（全ジョ
ブの処理が終わるまでの時間）は，ベクトル
C ′

σ(n)の第m成分．
さらに，no-waitやblockingのフローショップ

については，別の行列 Jjを考えればよい（no-

waitについては既存研究あり [3]）．

3.2 機械を行列に対応させた定式化

Cσ
i =

(
Ci,σ(1) Ci,σ(2) . . . Ci,σ(n)

)T とする．
このとき，式 (1)は以下のようにも書ける [4]．

Cσ
m = Mσ

m
⊙ · · · ⊙Mσ

1
⊙Cσ

0 , (3)
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ここで, Mσ
i

=


pi,σ(1) 0l · · · 0l

...
. . .

...
. . . 0l

pi,σ(1)⊙ · · · ⊙pi,σ(n) · · · pi,σ(n)

,

Cσ
0 = (1l . . . 1l)T である．メイクスパンは，ベ
クトルCσ

mの第 n成分．
さらに，no-idleや busyのフローショップに

ついては，別の行列Mσ
i を考えればよい．

3.3 線形代数との関係

メイクスパンを最小にするフローショップ問
題は，式 (2)及び (3)の演算を普通の行列計算
と見なして，C ′

σ(n)又はCσ
mの p-ノルムを最小

にする置換σを見つける問題に対応する．Max-

Plus代数は，超離散化・トロピカル化を通じて，
非負で減法なしの普通の実数の代数と対応付け
られる点に留意．

4 同一並列 2機械問題

同一並列 2機械問題は，2個の同一機械，n

個のジョブからなる．各ジョブはどちらかの機
械で処理されればよく，その処理時間を pj >

0 (j ∈ {1, 2, ..., n})とする．このとき，メイク
スパン Cmaxは，aj ∈ {0, 1}として

Cmax = pa11 ⊙ · · · ⊙pann ⊕ p1−a1
1

⊙ · · · ⊙p1−an
n .

メイクスパンの最小値が，(p1⊙ · · · ⊙pn)1/2（普
通の代数では，全 pj の和の半分）に等しくで
きるかを判定したい．そこで，メイクスパンの
最小値が (p1⊙ · · · ⊙pn)1/2 に等しいとして方程
式を立てると，Max-Plus代数方程式が出てく
る．例えば，n = 5のときには，p1 ≥ · · · ≥ p5
として，p1のMax-Plus代数方程式

p101 ⊕ p81
(
p22p

2
3p

2
4p

2
5

)
⊕ p61

(
p42p

4
3p

4
4

)
⊕ p41

(
p62p

6
3p

2
4p

2
5

)
⊕ p21

(
p82p

8
3 ⊕ p82p

4
3p

4
4p

4
5

)
⊕ p62p

6
3p

6
4p

6
5

=p91 (p2p3p4p5)⊕ p71
(
p32p

3
3p

3
4p5

)
⊕ p51

(
p52p

5
3p

3
4p5

)
⊕ p31

(
p72p

7
3p4p5 ⊕ p72p

5
3p

3
4p

3
5

)
⊕ p1

(
p72p

5
3p

5
4p

5
5

)
を得る（⊙を略．以下同様）．この解は，p3 ≤
p4p5のとき，{p2p3p4p5, p2p3p4p−1

5 , p2p3p
−1
4 p5,

p2p
−1
3 p4p5, p

−1
2 p3p4p5}，p3 > p4p5のとき，

{p2p3p4p5, p2p3p4p−1
5 , p2p3p

−1
4 p5, p2p3p

−1
4 p−1

5 }．
このように，与えられた最大の p1が他の pj
から成る係数のMax-Plus代数方程式の解とな
るかどうかを判定する問題に等しいことが判明
した．この方程式は計算量は膨大であるものの
機械的に導出でき，その解も機械的に求まる．
nが大きくても同様の計算はできる．
なお，この問題は，分割問題（n個の自然数
を 2つのグループに分け，各グループ内の数の
和が等しくなるようにできるかどうかを判定す
る問題）と一致し，NP 完全であることが知ら
れている．今回示した我々の手法は，有名な未
解決問題であるP対NP問題に新たな視点を与
えるものと考える．

5 まとめ

いくつかのフローショップ問題を，Max-Plus

代数の行列を用いて定式化できた．ここでは紹
介できなかったが，この定式化により，既存結
果の拡張や別証明を与えることもできる．また，
メイクスパン最小の同一並列 2機械問題では，
Max-Plus代数方程式を調べることで，その構
造を明らかにできることが分かった．
以上のように，Max-Plus代数は，（一部の）
スケジューリング問題に対して有用である．他
のフローショップ問題を始め，様々なスケジュー
リング問題について，Max-Plus代数を用いて
分析することが今後の課題である．
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1 概要

Max-Plus代数とは，実数に負の無限大を加
えた集合上に，加法⊕としてmaxをとる演算，
乗法 ⊗として和をとる演算を定義した冪等半
環である．Max-Plus代数上での線形空間やそ
の基底は通常の線形代数の場合に倣って定義で
きるが，それらが持つ性質の中にはMax-Plus

代数に特有のものも存在する．その特徴的な例
の 1つとして，有限生成線形空間の基底が極と
いわれる元によって一意的に定まることが挙げ
られる [1]．そのため，Max-Plus線形代数にお
ける重要な問題は線形空間の極を求めることで
あり，生成系が与えられている場合 [1]，不等
式系で定義される空間の場合 [2]など，場合に
応じて種々のアルゴリズムが提案されている．
ここでは，線形空間としてMax-Plus行列の

(トロピカル幾何学の意味での)核に注目する．
行列のサイズが (n−1)行 n列の場合は，Max-

Plus代数におけるCramerの公式によって核に
含まれるベクトルの 1つが計算でき，特にすべ
ての (n− 1)次小行列が非特異であれば，核は
そのベクトルのみで生成されることが知られて
いる [3]．本講演では一般のサイズの行列を扱
い，(n − 1)次小行列に特異なものがあっても
との行列が退化している場合にもCramerの公
式を用いて行列の核の基底を特徴づけることが
できることを述べる．

2 Max-Plus代数

実数全体の集合 Rに−∞をつけ加えた集合
を Rmax と表す．a, b ∈ Rmax に対して加法 ⊕
と乗法⊗を以下のように定義する：

a⊕ b = max{a, b}, a⊗ b = a+ b.

このときRmaxは加法⊕について冪等な半環に
なり，これをMax-Plus代数という．
次にMax-Plus代数上の行列を考える．Rmax

の元を成分にもつm×n行列の全体をRm×n
max と

表す．特にRn×1
max = Rn

maxとする．行列の和，積，
スカラー倍については以下のように定義する：

1) A = (aij), B = (bij) ∈ Rm×n
max に対して

A⊕B = (aij ⊕ bij).

2) A = (aij) ∈ Rl×m
max , B = (bij) ∈ Rm×n

max に
対して

A⊗B =

(
m⊕
k=1

aik ⊗ bkj

)
.

3) A = (aij) ∈ Rm×n
max , c ∈ Rmaxに対して

c⊗A = (c⊗ aij).

3 Max-Plus線形空間

本講演では，Max-Plus代数上の線形空間と
して，Rn

maxの部分空間のみを考えることにす
る．ここで，V ⊂ Rn

maxが Rn
maxの部分空間で

あるとは，以下が成り立つことを意味する：

1) v, w ∈ V に対して v ⊕ w ∈ V．
2) v ∈ V, c ∈ Rmaxに対して c⊗ v ∈ V．

部分空間の基底についてはいくつかの定義の
仕方が知られているが，ここでは [1]に沿って
議論を進める．部分空間 V ⊂ Rn

maxの部分集合
S = {ui | i ∈ I} ⊂ V が V を生成するとは，任
意の v ∈ V が

v =
⊕
i∈I

ci ⊗ ui (ci ∈ Rmax)

と表せることである．また，Sが一次従属であ
るとは，ある uj ∈ Sが

uj =
⊕
i̸=j

ci ⊗ ui (ci ∈ Rmax)

と表せることである．ただし，いずれの場合も
ciは有限個を除いて−∞である．Sが一次従属
でないとき，一次独立であるという．さらに，S
が一次独立でかつ部分空間 V を生成するとき，
Sは V の基底であるという．部分空間の基底は
定数倍を除いて一意的に決まり，以下のように
特徴づけられる．まず，ベクトル v ∈ V が部分
空間 V ⊂ Rmax の極であるとは，v = v1 ⊕ v2
かつ v1, v2 ∈ V であれば v = v1または v2が成
り立つことである．
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命題 1 ([1]) 部分空間 V ⊂ Rmax が有限生成
であるとき，V の極の全体Eは V を生成する．
特に，Eに「v ∼ w ⇔ある c ∈ Rがあって v =

c ⊗ w」として同値関係を入れたとき，その同
値関係による同値類の完全代表系はSの基底で
ある．

4 Max-Plus行列の核とCramerの公式

どの列も有限な成分を含むような行列 A =

(aij) ∈ Rm×n
max に対して，斉次線形方程式 A ⊗

x = t(−∞, . . . ,−∞)は自明な解しか持たない．
そこで，行列 Aの核 ker(A)を，すべての i =

1, . . . ,mについて ai1⊗x1⊕· · ·⊕ain⊗xn が 2

つ以上で同時に実現されるような x ∈ Rn
maxの

全体として定義する．このように行列の核をト
ロピカル幾何学の意味で定義すると，通常の線
形代数との様々な類似が成り立つ．例えば，正
方行列 P = (pij) ∈ Rn×n

max の行列式を

det(P ) =
⊕
σ∈Sn

(p1σ(1) ⊗ · · · ⊗ pnσ(n))

と定義すれば，Max-Plus代数におけるCramer

の公式が成り立つ．

命題 2 ([3]) A ∈ R(n−1)×n
max に対して，Aから

j列目を除いた行列をA(j)とし，

xCram,A = t
(
det(A(1)), · · · ,det(A(n))

)
とする．このとき，xCram,A ∈ ker(A)であり，
特にA(1), . . . , A(n)がすべて非特異であるとき，

ker(A) = {c⊗ xCram,A | c ∈ Rmax}

である．ここで，行列が非特異であるとは行列
式がただ 1つの置換で実現されていることを
いう．

5 Max-Plus行列の核の基底

Max-Plus代数上の行列 A = (aij) ∈ Rm×n
max

に対して，ker(A)はRn
maxの有限生成部分空間

であるから，その基底を考えることができる．
このとき，基底に含まれるすべての成分が有限
であるベクトルは以下で特徴づけられる．

定理 3 A ∈ Rm×n
max に対して ker(A)の 1組の基

底Bを固定する．

1) m < n− 1のとき，B ∩ Rn = ∅．
2) m ≥ n− 1のとき，すべての v ∈ B ∩Rn

に対して，Aから n− 1個の行を取り出

した (n − 1) × n行列 Ãと c ∈ Rがあっ
て，v = c⊗ xCram,Ãと表せる．

例 4 正方行列

A =


3 4 −5 0

0 2 −4 0

−3 −2 −4 0

1 −1 −4 0


を考える．このとき，ker(A)の 1組の基底は

{t(−1,−2, 4, 0), t(−∞,−4, 4, 0), t(−3,−∞, 4, 0)}

である．図 1はこれらの基底の図形的な意味を
表している．いま，行列Aの 1, 2, 3行目からな
る行列を Ãとすると，

det(Ã(1)) = 0,det(Ã(2)) = −1,

det(Ã(3)) = 5, det(Ã(4)) = 1

だから t(−1,−2, 4, 0) = 1 ⊗ xCram,Ã となって
いる．

図 1. 例 4の ker(A)と x4 = 0の共通部分
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1 Voronin の定理
Riemann ゼータ関数とは、無限級数

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
(1)

によって定義される複素変数 s の関数であっ
て、この定義式の形では ℜs > 1 でしか収束し
ないが、全平面に解析接続され、s = 1 での１
位の極を除けば正則となる。そして、ℜs > 1

で成り立つもうひとつの表示、すなわち Euler

積表示

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

(2)

（積はすべての素数 pにわたる）を介して、素数
分布論と深く結びついている。そのため、Rie-

mann ゼータ関数は整数論の解析的研究におい
て中核的な役割を果たす、極めて重要な研究対
象である。
素数分布論は整数論の中では小さな一分野に

過ぎないが、整数論の他の分野においても、そ
れぞれその分野にふさわしい、Riemann ゼー
タ関数の種々の一般化や類似物が導入され、盛
んに研究されている。
Riemann ゼータ関数は、しかしまた、非常

に難しい研究対象でもある。例えばその零点分
布について考えると、ℜs > 1 では Euler 積表
示から零点を持たず、すると ζ(s) と ζ(1 − s)

を結びつける関数等式と呼ばれる基本的な等式
によって、 ℜs < 0 での零点の位置も確定でき
る。しかし、残された 0 ≤ ℜs ≤ 1 における零
点分布の研究は極端に困難である。この範囲の
零点の実部がすべて 1/2 であろう、というの
が有名な Riemann 予想である。この予想の真
偽は整数論に決定的な重要性を持つので、予想
に向けて膨大な研究が行われてきたが、未だに
解決の目処が全く立っていないのはよく知られ
ているところである。
関数等式から従う対称性により、Riemann予

想を証明するためには、0 ≤ ℜs ≤ 1 の右半分、
つまり 1/2 < ℜs ≤ 1 において ζ(s) ̸= 0 であ

ることを示せば良い。その右端である ℜs = 1

の線上で ζ(s) ̸= 0 であることはすでに 19世紀
に示された。（この事実は素数定理と同値であ
る。）しかし、それから 100年以上を経た今日に
おいても、その線の左側で ζ(s) ̸= 0 であるこ
とが示された領域はごく狭く、現状ではℜs > ρ

で ζ(s) ̸= 0 が成り立つような ρ < 1 の存在を
示すことさえできていない。
Riemann 予想はなぜこれほどにも困難なの
であろうか。その困難さの背景を、ある意味で
示していると思われるのが、Voronin の普遍性
定理と呼ばれる、次の定理である。

定理 1 (Voronin (1975)) K を 1/2 < ℜs < 1

のコンパクトな部分集合で、その補集合が連結
なものとする。関数 f(s) は K 上で定義され、
連続で零点を持たず、さらに K の内部では正
則とする。このとき、任意の ε > 0 に対して、

A(T ; f, ε)

=

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε

}
とおけば、

lim inf
T→∞

1

T
µ(A(T ; f, ε)) > 0

が成り立つ。ただし µ(·) は１次元 Lebesgue

測度。

A(T ; f, ε)に属する τ によって、ζ(s+ iτ)は
f(s)を K 上一様近似する。つまり上の定理は、
「勝手な正則関数を ζ(s) の平行移動によって一
様近似できる」という、目覚ましい結果なので
ある。
上の定理を見て、勝手な連続関数を多項式で
近似するWeierstrass の定理、あるいはその複
素版である、Mergelyanの定理（K が複素平面
内のコンパクト集合で、補集合が連結なものと
すれば、K 上連続で K の内部で正則な任意の
関数は多項式で一様近似できる）を想起される
方もいらっしゃるであろう。しかしWeierstrass

や Mergelyan の定理においては、近似の度合
いに応じて選ばれる多項式も変わってくるのに
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対して、 Voronin の定理では ζ(s) という単一
の関数でいかなる近似も賄える、というのが驚
嘆すべき点であろう。

2 普遍性
普遍性という概念は、本来はゼータ関数とは

無関係に、解析学の中で抽出されたものである。
その源流を辿れば、条件収束するが絶対収束は
しない無限級数は、和の順序を変更することで、
与えられた任意の値に収束したり、あるいは発
散したりするようにできる、という Riemann

の古典的な定理にまで遡ることができる。
この定理の「任意の値」を「任意の連続関

数」に置き換えたのが Fekete (1914/15) の結
果である。彼がその存在を証明した実無限級数∑∞

n=1 anx
n は、[−1, 1] 上定義された勝手な実

数値連続関数 f で、f(0) = 0 を満たすものに
対して、適当に正の整数列 m1,m2, . . . をとれ
ば、[−1, 1] 上で一様に

mk∑
n=1

anx
n → f(x) (k → ∞)

が成り立つ、という性質を持つ。
続いて Birkhoff は、整関数 ψ(z) で、「任意
の整関数 f(z) に対し、複素数列 a1, a2, . . . を
適当に選べば、Cの任意のコンパクト集合上で
一様に ψ(z+ ak) → f(z) (k → ∞) となる」と
いう性質を持つものの存在を証明した。この種
の現象を、Marcinkiewicz は一般に「普遍性」
と呼んだのである。
しかし、Voronin の定理以前は、普遍性を持

つ数列や関数は、極めて人工的に作られたもの
だった。Riemann ゼータ関数のような「自然
な」関数が普遍性を持つ、という発見は、当時
非常に衝撃的だったのである。

3 Bohr の値分布論
しかしそうは言っても、Voroninの定理も、や
はり全くの「無」から突然生み出されたわけで
はない。その前史として、Bohrに始まる、ζ(s)
の値分布論の詳しい研究があることを述べてお
こう。1914 年、Bohr と Courant は、任意の
σ ∈ (1/2, 1] に対し、集合 {ζ(σ + it) : t ∈ R}
は C 内で稠密であることを証明した。翌年に
は Bohr は、log ζ(σ+ it) も同様の性質を持つ
ことを示した。
この種の結果の証明の出発点は ζ(s)の Euler

積表示 (2) である。集合 {log p} (p は素数全体

をわたる）が Q 上一次独立であることにより、
Kronecker-Weyl の近似定理の応用として結論
が得られるのである。
Voronin は普遍性定理を証明する少し前に、

この Bohr らの結果の一般化として、任意の
σ ∈ (1/2, 1] に対し、

{(ζ(σ + it), ζ ′(σ + it), . . . , ζ(m−1)(σ + it)) :

t ∈ R}

が Cm で稠密であることを示した。これはす
でに普遍性定理にかなり近づいた結果である。
C上での Bohrらの結果を高次元化したのが上
の Voronin の結果であるとするならば、言わ
ば「関数空間上での稠密性」を意味する普遍性
定理は自然な次の段階とみなせるであろうし、
実際に上の Voronin の定理から、「弱い形の普
遍性」なら（関数の Taylor 展開を考えるだけ
で）比較的容易に導出することができる。
一方 Bohr 自身は、彼が得た結果の別方向へ
の発展として、1930 年代になって（Jessen と
の共著で）次のような定理に到達している。C

内の勝手な Jordan 可測集合 A に対して、

V (T,A) = {τ ∈ [0, T ] : log ζ(σ + iτ) ∈ A}

とおくとき、

定理 2 (Bohr-Jessen の極限定理) 任意の σ >

1/2 に対して、極限値

W (A) = lim
T→∞

V (T,A)

T

が存在し、それはある密度関数によって積分表
示できる。

今日ではこの定理は確率測度の弱収束の言葉
で定式化することが多い。すなわち、A を C

の Borel 部分集合とし、

PT,σ(A) =
1

T
µ({τ ∈ [0, T ] : ζ(σ + iτ) ∈ A})

で C 上の確率測度を定義すれば、これは T →
∞ のときある確率測度 Pσ に弱収束する。
Bohr-Jessenの定理は美しい定理なので、種々
の一般化や精密化が今日でも研究されている。
伊原康隆と筆者によるM 関数の理論などもそ
の一例である。しかしここでは、普遍性に深く
関わる方向として、Bagchi の研究を紹介する。
1980 年代になって Bagchi はこうした極限
定理を、関数空間上に持ち上げることに成功し
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た。以下、D = {s : 1/2 < ℜs < 1} とし、D
上の正則関数の全体（にコンパクト一様収束位
相を入れたもの）を H(D) と書く。空間 S の
Borel 部分集合の全体を B(S) で表す。C 内の
単位円周を γ と書き、Ω =

∏
p γp （ただしす

べての p について γp = γ）とおくと、これは
コンパクト位相 Abel 群になるので、全測度が
１の Haar 測度 mH が存在する。これによっ
て (Ω,B(Ω),mH)は確率空間となる。Ωの元 ω

の γp への射影を ω(p) と書き、

ζ(s, ω) =
∏
p

(1− ω(p)p−s)−1

と定義すると、これは D 上、almost all ω に
対して収束し、H(D) 値の確率変数となる。Pζ

をその分布、すなわち

Pζ(A) = mH(ζ−1(A)) (A ∈ B(H(D)))

で定まる H(D) 上の確率測度とする。また

PT (A) =
1

T
µ({τ ∈ [0, T ] : ζ(s+ iτ) ∈ A})

もやはり H(D) 上の確率測度を定めるが、

定理 3 (Bagchi) T → ∞ の時、PT は Pζ に
弱収束する。

Bagchi によるこの定理の証明は、まず ζ(s),

ζ(s, ω) をそれぞれ近似する有限級数を考え、
それらに対して特性関数を explicitに計算して
弱収束する測度の存在を示し、さらに確率論の
Prokhorovの定理やエルゴード理論の Birkhoff-

Khinchin の定理を援用する、かなり込み入っ
たものである。
Bagchi はこの定理を梃子にして、確率論的
な色彩の、普遍性定理の別証明を与えた。普遍
性定理の証明は Voronin の原証明など二、三
のものが知られているが、現在おそらくもっと
も標準的なのはこの Bagchi の方法なので、次
節でそのアイデアを簡単に紹介する。

4 Bagchi による普遍性定理の証明
Bagchi の証明のもうひとつの鍵となってい
るのは、「稠密性補題」と呼ばれる次の命題で
ある。s ∈ D と ap ∈ γ に対し、

fp(s) = − log(1− app
−s)

とおく。

補題 4 (Bagchi)
∑

p fp(s)の形の、H(D)で収
束する無限級数の全体がなす集合は、H(D) で
稠密である。

この証明も、整関数論やHilbert空間論、Hardy

空間論などの解析的手法に加えて、素数分布論
で知られている事実∑

p≤x

1

p
= log log x+ c1 +O

(
e−c2

√
log x

)
(3)

も用いるなど、簡単なものではないが、ここで
は省略する。
H(D) の元 φ で、その任意の近傍 G に対
し Pζ(G) > 0 となるものの全体を測度 Pζ の
support といい、Sζ と書く。すると補題 4 か
ら、次の結果が得られる。

補題 5 Sζ は D で零点を持たない φ すべてと
φ ≡ 0 からなる。

そこで f(s)を定理 1で与えられた関数とし、
まず f(s) が D 全体に解析接続されてそこで
零点を持たない場合を考える。条件

sup
s∈K

|g(s)− f(s)| < ε

を満たす g ∈ H(D) の全体を G と書けば、G
は f の開近傍で、定理 3 より

lim inf
T→∞

PT (G) ≥ Pζ(G) (4)

が成り立つ。一方、f についての仮定と補題 5

により f ∈ Sζ だから、support の定義により
Pζ(G) > 0 を得る。このことと (4) から定理
1 の結論を得る。一般の場合には、f(s) を近似
する多項式を Mergelyan の定理で作ってやる
ことにより、すでに述べた場合に帰着すること
ができる。これで定理 1 が証明された。

5 一般化と応用
冒頭で述べたように、今日では Riemannゼー
タ関数の多種多様な一般化や類似物が導入さ
れ、整数論やその他諸分野で研究が進められて
いる。こうした種々のゼータ関数、L関数に対
しても普遍性が成り立つかどうか調べる、とい
うのは自然な問題意識であろう。
Riemannゼータ関数の普遍性の証明では、そ
の Euler積表示 (2)が重要な役割を果たしてい
た。表示 (2)において、X = p−s とおけば各因
子は X の一次式である。このような形の Euler
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積を一次の Euler 積と呼び、その場合（例えば
Dirichlet のL関数）には ζ(s) の場合の普遍性
の証明がさほどの困難なく一般化できる。
しかし、応用上重要な多くのゼータ関数、L

関数は高次の Euler積を持つ。その典型例は二
次の Euler 積表示を持つ、SL(2,Z) およびそ
の合同部分群の保型L関数である。この場合の
普遍性は、positive density methodと呼ばれる
新機軸を導入することにより、Laurinčikas と
筆者によって証明された。この方法を用いて、
現在では一般の高次 Euler 積の場合でも普遍
性を示す手法は基本的には確立されている、と
言って良い。
しかし実は、Euler 積を持たないゼータ関数

についても普遍性が示せる場合がある。この方
向ではなお多くの困難が残されている。例えば
Hurwitz ゼータ関数

ζ(s, α) =

∞∑
n=0

(n+ α)−s

の普遍性は、α が有理数と超越数の場合には証
明されたが、代数的無理数の場合は未解決であ
る。Linnik や Ibragimov は、“reasonable” な
ゼータ関数はすべて普遍性を持つであろう、と
予言しているが、その予言の成否を確かめるに
はまだ時間がかかりそうである。
さらに、複数個のゼータ関数、L 関数によ

る同時近似（同時普遍性）という方向もあり、
Voronin以来研究が行われて来たが、Laurinčikas
と筆者による保型L関数の同時普遍性、次いで
見正秀彦による混合普遍性の発見などを契機と
して、近年大きく発展している。
普遍性定理の応用についても述べておこう。

Riemann ゼータ関数が代数的微分方程式の解
にはならないことは Hilbert も述べているが、
それを含む、より広く深い結果が普遍性定理か
ら簡単に導出できる。上述した Hurwitzゼータ
関数の普遍性からは、Hurwitz ゼータ関数の零
点分布の大域的な情報が得られる。普遍性と密
接に関係する、強回帰性の言葉によるRiemann

予想の同値条件も Bagchi によって示され、近
年になって中村隆や Pańkowskiによって進展さ
せられている。見正秀彦と名越弘文による、二
次体の類数への応用も興味深い。Dirichlet 多
項式の挙動について Ramachandra が提起し
た予想を、普遍性を用いて否定的に解決した
Anderssonの仕事もある。物理学者によって書
かれた、物理学への応用を扱った論文もある。

普遍性定理は、ζ(s+ iτ) (τ ∈ R)の軌道が関
数空間内で稠密であることを主張するものなの
で、大変エルゴード的な香りのする結果である。
この視点をより積極的に捉えた、エルゴード的
普遍性、という概念も近年 Steuding によって
提唱された。エルゴード理論や力学系の観点か
ら Riemann 予想に迫ろう、というアプローチ
は普遍性とは異なる立場からも Deninger らに
よって進められて来たが、普遍性はこうした方
向性の研究にも重要な示唆を与えることになる
のかもしれない。

注意　参考文献は特に本文中で引用してはい
ないが、標準的な教科書やサーベイ論文などを
挙げておいた。ご参考になれば幸いである。
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Lerch Zeta-function, Kluwer, 2002.

[3] 松本耕二、ゼータ関数の確率論的値分布
論、数学 53 (2001), 279-296.

[4] K. Matsumoto, A survey on the theory

of universality for zeta and L-functions,

in “Number Theory: Plowing and Star-

ring through High Wave Forms” (Proc.

7th China-Japan Sem.), M. Kaneko et

al. (eds.), World Scientific, 2015, pp.

95-144.

[5] J. Steuding, Value-Distribution of L-

Functions, Lecture Notes in Math.

1877, Springer, 2007.

[6] S. Takanobu, Bohr-Jessen Limit The-

orem, Revisited, MSJ Memoirs 31,

Math. Soc. Japan, 2013.

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

334



日本応用数理学会 2018 年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋)  Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会 

 

 

制限された空間での弾性薄膜の破壊 
 
   赤堀 裕介, 増田 千紘, 田中 良巳 
     横浜国立大学 

     e-mail: akahori-yusuke-ns@ynu.jp 

 

1  はじめに 
 紙やポリマーのシートは曲げやすく，伸びに

くい材料である。紙を机の上で裂く時のように，

平坦な基板面上に，数 cm の切れ込みを入れシ

ートを置き，左右に引っ張ると変形が平面に留

まらずに山のように跳ね上がりが生じる。この

操作を高さが数 mm 程度の空間で行うと，跳ね

上がりが抑制され，シワ状のパターンが形成さ

れることを見出した(図 1)。さらに，この時シ

ートの引き裂きに必要な荷重は，跳ね上がりを

拘束しない場合に比べ，著しく増加することが

分かった。本研究の目的は，この現象について

の力学的・幾何学的メカニズムを解析していく

ことである。 

図 1. 引き裂きの様子 

 

2  実験方法 
 弾性シートを半円と長方形から成る形状に

切り出し，2 枚のガラス板とスペーサーを用い

て作った空間内でシートを引き裂く(図 2)。シ

ートは，r/c = 3.5の比率で，相似的にサイズを

変えた5種類の試料を用意した(r = 49, 63, 77, 

91, 105 mm)。空間の高さ(抑え高さ)Hは 1, 2, 

3, 4, 5, 10 mmと設定し，高さを制限しない場

合とも比較した。各サイズ，の条件でシートに

発生するシワの観察や，ロードセルによる引き

裂き荷重の計測を行った。実験には電動 

図 2. 実験系の概略 

 

スライダ(Oriental Motor社製，EASシリーズ)

を使用し，等速で左右から引き裂きを実行した。

シートの材料として，一般的な印刷用紙(日本

製紙製)を用いた。 

 

3  実験結果 
 高さの制限がない場合とある場合(H = 1mm)

の，引き裂き荷重の振る舞いを比較したものが

図3である（横軸は，試料を左右に引張る変位）。

用いた試料のサイズはどちらも r = 105 mmであ

る。引き裂き荷重の最大値 Fmaxは，制限なしの

時に 1.75 N，制限あり(H = 1 mm)の時に約 20.7 

Nとなった。 

 
図 3.引き裂き荷重の比較 

 

図 4.最大引き裂き荷重と試料サイズ r の関係 
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試料の各サイズについて抑え高さ H を変え

ながら最大引き裂き荷重 Fmax をまとめたもの

が図 4である。ここで，高さH は試料のサイズ

r で除し，Fmax は制限がない時の最大引き裂き

荷重 F0で除して，規格化を行った。 

 また，それぞれの抑え高さH について，Fmax

と r の関係を示したものが図 5である。 

 

 

図 5. 試料のサイズと最大引き裂き荷重の関係 

 

 

4  考察 
 まず図 4から，H/r に対して Fmax / F0が概ね一

本のカーブに乗っていることが見て取れる。 

図 5において，H を固定した場合に r と Fmaxに

は線形の関係が見て取れ，試料のサイズが大き

いほど引き裂き荷重は大きくなることを示し

ている。 

 図 4の挙動は，``形状パラメータ" H/r が一

定であれば，システムサイズ r を変化させても

引き裂きに必要な荷重 Fmaxは一定であること

を示す。象徴的に書くと 

Fmax∝{システムサイズ}0 

が我々の結果の骨子である。 

一方，線形破壊力学では，き裂を含む弾性体

の破壊強度を応力拡大係数に基づいて評価す

る[1]。中央に亀裂を持つ有限のサイズを持つ

帯板に関する解析結果によれば，帯板を引張荷

重で破壊するのに必要な集中荷重 Pmaxと板の

幅Wとの間にPmax∝W1/2の関係が知られている

[1]。 
すなわち 

Pmax∝{システムサイズ}1/2 

となる。 

 破壊力学は平面応力状態を前提にしている

のに対して，本研究の実験系では弾性シートが

面外変形を起こしている。これによって上下の

拘束壁と接触を介した力学的な相互作用（シワ

の発生や複数方向への曲げ)が生じることが，

通常の線形破壊力学の予測との違いを生む原

因だと思われる。 

今後，面外変形に由来する拘束壁との接触が

どのように，引き裂き荷重の増大に繋がるのか

をより詳細に調査していく予定である。現在目

指しているのは，シートが上下方向に及ぼす荷

重の計測，シートと上ガラス板との接触面積の

計測などである。 
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Maxwell 型と Zener 型の粘弾性き裂進展モデルについて

高石 武史 1, 西浦 廉政 1, Avalos Edgar1 , Xie Shuangquan1, 赤木 和人 1

1武蔵野大学，2東北大学AIMR

e-mail : taketaka@musashino-u.ac.jp

1 粘弾性体のき裂進展

高分子材料は加工のしやすさ，耐食性など多
くの利点を持つが，その変形については非線形
弾性体としての扱いが必要であり，耐久性に関
して破壊の様子を調べるには複雑なモデルが必
要とされている．一方，粘弾性体として高分子
材料をとらえると，弾性バネと粘性を持つダッ
シュポット (ダンパー)を模式的に組み合わせて
単純化したモデルとして考えることができる．
高石と木村によって導出されたフェーズフ

ィールドを用いたき裂進展モデルは，き裂の進
展に伴う計算領域の変更が不要であるなど数値
計算に適した多くの性質を持っており，破壊靭
性分布に対応したき裂進展などが再現できるが
[1]，田中のアイデアを元にこのモデルのベー
スとなる Bourdin-Francfort-Marigo のエネル
ギー表式 [2]にダッシュポットの粘性を表す内
部歪み変数を導入することで，Maxwell流体に
おけるき裂進展現象を扱うモデルを導出できる
ことを示した [3]．このモデルではき裂の進展
に関して粘性係数の閾値が現れることを確認さ
れているが，非常にゆっくりした変形で無限に
引き延ばされてしまい，工業的に利用されてい
る高分子材料とは異なる特性を示してしまう．
そこで，このモデルを Zener 型に置き換え

ることで，実際の固体高分子材料により近い特
性を持った材料でのき裂進展を扱うモデルを導
出した．

2 Maxwell モデルとZener モデル

粘弾性体においてモード III(面外変形)でのき
裂進展を考える．x ∈ Ωにおいて，変位 u(x, t) ∈
R，フェーズフィールド z(x, t) ∈ R に加え，内
部歪 e(x, t) ∈ R2 を導入する．
弾性係数 µのバネと，粘性係数 η のダッシュ

ポットにおいて，応力 (stress) σ,歪 (strain)ε =

∇u はそれぞれ次の方程式を満たす，

[バネ] σ = µε

[ダッシュポット] σ = ηε̇

Maxwell モデル (図 1(a)) では，バネとダッ
シュポットが直列に結合しているため，e := ε2

µ1

σ1, ε1

η

σ2, ε2

σ, ε

µ1

σ1, ε1

η

σ2, ε2

σ, ε

σ0, ε0

µ0

σ, ε

図 1. (a) Maxwell model and (b) Zener model.

とおくことで応力を生み出す歪が内部歪みに
よって緩和される (ε → ε− e) と考え，系の自
由エネルギーを

E(u, z, e) = 1

2

∫
Ω
(1− z)2µ1|∇u− e|2 dx

+
1

2

∫
Ω
γ

(
ϵ|∇z|2 + 1

ϵ
z2
)

dx

(1)

と書ける．一方，Zener モデル (図 1(b)) では，
直列に結合したバネとダッシュポットに対して，
さらに並列にバネが結合している．このモデル
では，ゆっくりしたタイムスケールでは柔ら
かいバネ µ0 の性質が現れ，ダッシュポットの
応答よりも速いタイムスケールでは硬いバネ
µ1(> µ0) の性質が現れる．従って，素子全体
にかかる応力 σ とダッシュポットによる歪 (内
部歪) e に関して次の式が導かれる．{

σ = µ0∇u+ µ1(∇u− e)

ηė = µ1(∇u− e)
(2)

通常のバネと，応力を生み出す歪が内部歪み
によって緩和される (ε → ε−e)バネの 2種類が
つながっていると考え，系の自由エネルギーを

E(u, z, e) =
1

2

∫
Ω
(1− z)2

(
µ0|∇u|2 + µ1|∇u− e|2

)
dx

+
1

2

∫
Ω
γ

(
ϵ|∇z|2 + 1

ϵ
z2
)

dx

(3)

とすると，エネルギー勾配流の式として u, z, e
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の時間発展方程式が導かれる．

αu
∂u

∂t
= ∇ ·

(
(1− z)2(µ0∇u+ µ1(∇u− e))

)
αz

∂z

∂t
= ϵ∇ · (γ∇z)− γ

ϵ
z + 2(1− z)w(u, e)

αe
∂e

∂t
= µ1(1− z)2(∇u− e)

w(u, e) =
1

2

(
µ0|∇u|2 + µ1|∇u− e|2

)
(4)

ここで，αe = η で，µ0 → 0 で Maxwell モデ
ルとなる．
このモデルを 3次元弾等方性体の方程式に拡

張する．εij [u] = 1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi

)
, Cm

ijkl = λmδijδkl+

µm(δikδjl + δilδjk) とすると，系の自由エネル
ギーは

E(u, z, e) =
1

2

∫
Ω
(1− z)2

(
C0
ijklεkl[u]εij [u]

+C1
ijkl(εkl[u]− ekl)(εij [u]− eij)

)
dx

+
1

2

∫
Ω
γ

(
ϵ|∇z|2 + 1

ϵ
z2
)

dx,

(5)

となる．このとき，エネルギー勾配流の式とし
て u, z, e の時間発展方程式が導かれる:

αu
∂ui
∂t

=

∂

∂xj

(
(1− z)2

(
C0
ijklεkl[u]εij [u]

+C1ijkl(εkl[u]− ekl)(εij [u]− eij)
))

αz
∂z

∂t
=

ϵ∇ · (γ∇z)− γ

ϵ
z + 2(1− z)w(u, e)

αe
∂eij
∂t

=

(1− z)2C1
ijkl(εkl[u]− ekl)

w(u, e) =
1

2
(1− z)2

(
C0
ijklεkl[u]εij [u]

+C1
ijkl(εkl[u]− ekl)(εij [u]− eij)

)

(6)

3 Concluding remarks

Zener 型の粘弾性素子を考えることで，現実
の工業的材料に近い設定でのき裂進展を扱うこ
とができるようになった．Zener モデルでは 2

種類の周波数応答を持つ粘弾性体を表現してい
る (図 2)が，更に複雑な周波数応答へとモデル

 0
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 0.6

 0.8
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 0  2  4  6  8  10

R
e

(\
m

u
)

1/omega/tau1

Maxwell
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図 2. Frequency responce of Maxwell model and Zener
model, where µ0 = 0.05, µ1 = 1.0.

を拡張することは容易である．

E(u, z, e) =
1

2

∫
Ω
(1− z)2

(
C0
ijklεkl[u]εij [u]

+ΣnC
n
ijkl(εkl[u]− enkl)(εij [u]− enij)

)
dx

+
1

2

∫
Ω
γ

(
ϵ|∇z|2 + 1

ϵ
z2
)

dx,

(7)

その一方で，数値計算において桁違いのタイム
スケールを表現する場合は計算手法に工夫が必
要になる．今後はどのような数値計算手法が有
効であるか確認しながら，実際に近い周波数応
答でのき裂進展現象が再現できるか確かめてい
きたい．
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MREのための3次元粘弾性方程式に対するマルチスケール係数同定法

前川 秀 1

1京都大学　情報学研究科
e-mail : smaekawa@acs.i.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに

本講演では，MREの実現のために，time har-

monicな粘弾性方程式の係数同定逆問題に対し
て新しい係数同定法を提案し，その有効性を数
値計算により示す．

MRE[1]とは，生体の剛性率の非侵襲的な測
定法として提案された技術であり，癌の早期発
見や肝硬変の進行度診断のためにその実現が
期待されている．MREは，単振動する振動子
により生体表面で加振し，それにより励起され
た生体中を伝播する波をMR装置により観測
し，そのデータを元に剛性率を算出する．time

harmonicな粘弾性方程式がこの生体中を伝播
する波の数理モデルとされ，MREはこの方程
式の係数同定逆問題に相当する．
しかしながらこの問題の数値計算には困難が

伴い，剛性率分布が単純な問題設定であっても
望ましい結果が得られなかった．本研究ではこ
の困難さの原因が係数の近似空間の次元の高さ
にあると考え，大まかな係数推定 (次元の低い
近似空間) から始めて徐々に細かく同定 (近似
空間の次元を高く) すれば高精度な係数同定が
可能になるのではないかと着想した．
この着想に基づき，本講演ではマルチスケー

ルな係数同定法を提案する．本手法は係数の近
似空間の増大列をとり，各近似空間での係数同
定結果から次の近似空間における初期推定を与
えるものである．また，2次元問題に対しては，
本手法により高精度な同定結果を得ている．本
講演では，本手法が 3次元問題に対しても有効
であることを数値計算により示す．

2 time harmonicな粘弾性方程式の係
数同定逆問題

Ω ⊂ Rd, d = 2, 3を凸多角形領域 (d = 2の
場合) もしくは凸多面体領域 (d = 3の場合)と
し，uj , j = 1, . . . , dを Ω上の複素数値関数と
する．また，µを剛性率，ρを密度，ωを加振
周波数として，time harmonicな粘弾性方程式
は以下のように記述される．

−ρω2uj =
3∑

k=1

∂

∂xk

(
(µ + iωη) (

∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

)

)
+

∂

∂xj
(λdiv u) in Ω (j = 1, . . . , d),

+境界条件

ここで，u = (u1, . . . , ud)が粘弾性波を表して
いる．MREは，与えられた観測値 u0から剛性
率 µを再構成する問題として定式化される．
この再構成のために，XをL∞の適当な部分

集合とし，uGを係数推定G = (µ, λ, η)のもと
での粘弾性波として，次の最小化問題

minimize
G∈X

J ′(G) =
∥uG − u0∥2

2∥u0∥2

を考える．各係数には物理的要請により正値性
などの制約条件が課されるため，このままでは
一般的な勾配法が適用できない．そこで適当な
変数変換 F と  L∞の有限次元線型空間 Y を与
え，X = F−1(Y )とおいた最小化問題

minimize
G∈Y

J(G) =
∥uF−1(G) − u0∥2

2∥u0∥2
(1)

を考え，次のアルゴリズムに従い解く．

1) 観測値 u0と初期推定G0を与える．
2) 係数推定Gから uF−1(G)を計算する．
3) J(G)が十分小さければ終了する．
4) Gを更新し，2)へ戻る．

実用上は，例えば癌の早期発見などでは生体
組織の剛性率の局所的な変化を捉えることが重
要である．そのためには dimY を十分大きく設
定する必要があり，このような場合には通常望
ましい数値計算結果は得られない．この困難の
解決のために，本講演では次節で述べるマルチ
スケール係数同定法を提案する．
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3 マルチスケール係数同定法
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図 1. マルチスケール係数同定法の概略図

 L∞ の有限次元線型空間の増大列 Yk, k =

0, . . . , N をとる．本講演で提案するマルチス
ケール係数同定法とは，次のアルゴリズムに従
い最小化問題 1を解く手法である．

1) 観測値u0と初期推定G0を与える．k = 0

とおく．
2) 最小化問題

minimize
G∈Yk

J(G) =
∥uF−1(G) − u0∥2

2∥u0∥2
,

を，上述のアルゴリズムに従い解く．
3) J(G)が十分小さければ終了する．
4) kの値を 1つ増やし，2)へ戻る．

例えばΩを正方形として，Ωを格子状に 2k個の
正方形に分割し，その上の局所定数関数全体を
Ykとした場合の本手法の概略図を図 1に示す．

2次元問題に対しては，本手法により高精度
な同定結果を得ている．本講演では，本手法が
3次元問題に対しても有効であることを数値計
算により示す．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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共通ヌルクラインに基づく地震の最終滑り量の予測不能性

鈴木 岳人 1

1青学大理工
e-mail : t-suzuki@phys.aoyama.ac.jp

1 概要

動的地震滑り過程においては，摩擦発熱によ
る流体の高圧化（thermal pressurization）及び
空隙生成による流体の減圧化（dilatancy）が重
要な役割を果たしていると考えられる．それら
二つの素過程のうちどちらが支配的となるか，
という観点は相転移としてとらえられるが，そ
の転移点近傍で物理量同士の冪的振る舞いが見
出されている [1]．この数理的結果が物理的・地
震学的に示唆することは何か，過去の発表者の
モデルを基に考察を行った．特に地震の最終滑
り量の「数学的予測」と「物理的予測」の違い
は強調されなければならない．加えて，数理モ
デルの応用としてLotka-Volterraモデルの特別
なケースも考察した．

2 定式化及び相転移の発現

動的地震滑り過程において、thermal pres-

surization及び dilatancyを単一の枠組みで取
り扱う重要性が近年指摘されている [1, 2]．一
次元系を仮定すると，その支配方程式系は

v̇ = v(1− v)− βh(ϕ)v, (1)

ϕ̇ = h(ϕ)v, (2)

である [1]．ここで v (0 ≤ v ≤ 1)と ϕ (0 ≤ ϕ ≤
1)はそれぞれ正規化された滑り速度と空隙率で
ある．また βは正定数であり，h(ϕ)は空隙発展
則を記述する関数である．空隙が地震滑り過程
の間には回復しないという条件からϕの非負関
数とする．更にg(ϕ) ≡ 1−βh(ϕ)とし，g(0) < 0

を仮定する．正規化の定義から g(1) = 1であ
る．この系の解空間においては、点 (1, 1)に点
状のアトラクタが，ϕ軸上 {ϕr|0 ≤ ϕr ≤ ϕc}の
範囲に線状のアトラクタが生じる (g(ϕc) = 0)．
後者は v = 0が両方程式の共通のヌルクライン
であることから生じる．
どちらのアトラクタが出現するかという観点

は，一種の相転移ととらえられる．もし thermal

pressurizationが支配的となれば，滑り速度は
一定の値に達し，高速相が出現したとみなせる．
これは数学的には点状アトラクタに対応する．

一方 dilatancyが支配的となれば，滑りは自発
的に停止し，停止相が現れたと考えられる．こ
れは線状アトラクタの発現である．
これら二相に対して，どちらが発現するかを

決める臨界初期滑り速度 vc を見出すことがで
きた [1]．

vc = β e−βA(0)[B(ϕc)−B(0)]

− eβ[A(ϕc)−A(0)] + 1 (3)

ここで A(ϕ) ≡
∫ ϕ

dϕ∗/[1 − g(ϕ∗)], B(ϕ) ≡∫ ϕ
eβA(ϕ∗)dϕ∗である．初期滑り速度を v0とす

ると，v0 − vc が正（負）ならば高速相（停止
相）すなわち点状（線状）アトラクタが発現す
る．本研究では停止相すなわち線状アトラクタ
のみを考えるため，v0 − vc = −δv < 0を仮定
する（δv ≪ 1）．

3 普遍性－冪則－

ここで ϕ|t=0 = 0という条件に着目する．こ
れは，解軌道の始点が線状の集合となること
を意味している．すなわち線状アトラクタに吸
収される解軌道に関しては，軌道の始点と終点
の集合がともに線状の連続的な分布になる．点
(0, vc)から出発して線状アトラクタの右端の点
(ϕc, 0)に至る軌道が点状・線状アトラクタに吸
収される領域を分けるセパラトリクスであると
し，点 (0, vc − δv)から出発する軌道の終点が
(ϕc − δϕ, 0) になるとする（0 < δϕ ≪ 1）．こ
の時，δvと δϕの間に以下の冪則が成り立つこ
とが見出されている [1]：

δϕ = (δv)1/2

√
2eβ(A(0)−A(ϕc))

βg′(ϕc)
. (4)

加えて，初期滑り速度が vc（v0）の時の最終滑
り量をuc（u0）とする．この時，δu ≡ uc−u0と
δvの間にも δϕ = h(ϕc)δu = (1−g(ϕc))δu/β =

δu/βから

δu = (δv)1/2

√
2βeβ(A(0)−A(ϕc))

g′(ϕc)
. (5)

という冪則が成立する．
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例えば，Suzuki and Yamashita (2014)のモ
デル [3]

v̇ = v(1− v)− Su(1− ϕ)v, (6)

ϕ̇ = Ta(1− ϕ)v, (7)

を用いると（Su, Taは正定数），δu/ucは δv/vc
の１０倍程度まで大きくなる場合があることが
分かった（図１）．これは δv 中の不確定性が
δu中のそれに対して大きく拡大されることを
意味し，δuひいては地震の最終滑り量の正確
な予測が大変困難であると示唆する．

(a)

(b) (c)

図 1. Suzuki and Yamashita (2014)[3]のモデルに基づ
く数値計算結果．(a) δv と δuの関係，(b)(c) δu/uc と
δv/vc の関係．(b)は線形，(a)(c)は対数スケール．赤・
青・緑の線はそれぞれ (Su, Ta) = (1.5, 2), (2, 3), (2.5, 6)
を表す．

4 地震学的考察

ここで，物理的にどちらの相が発現するのを
予測できるのか考えてみたい．式 (3)より，β,

v0そして g(ϕ)が相の予測には必要であり，こ
れらが分かれば数学的にはその予測が可能であ
ることが分かる．しかし物理的視点から考えて
みると，g(ϕ)が空隙発展則 h(ϕ)に依存するこ
とは重要である．空隙発展則は確立したものは
得られておらず，まだ不確定な点が含まれてお

り，そのため相の発現の物理的予測は難しいで
あろうと結論付けられる．
加えて，δvも物理的不定性を持っていること

も強調したい．特にそれが初期流体圧 p0に依
存することが重要である．断層岩中の流体圧変
化は例えば含水鉱物の脱水反応等の化学反応に
よって引き起こされるであろうと考えられてい
る [4]．従ってそれは微視的現象であり、地震学
的データからの定量的見積もりは大変困難であ
ると言える．最終滑り量は流体圧分布の反映で
ありそれゆえその正確な予測が困難であると言
える．

5 数学的応用

最後に，本研究の取り扱いが他の系にも適用
可能であることを議論する．特にここでは競争
Lotka-Volterra（競争LV）モデルを扱う．競争
LVモデルはある共通の資源に関して競争する
種同士の数の動態を記述するものである．本研
究で構築された枠組みはその特殊な系を表現で
きる．具体的には有毒種とそれを捕食する種の
共存であり，発表ではこの系でどちらの種が生
き残るのか，定量的な評価ができることを示す．
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血管新生における血管内皮細胞の基本動態に関する数理モデル
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1 はじめに

血管新生とは，既存の血管から新しい血管網
をつくりだす現象である．既存の血管の基底膜
や壁細胞の一部が溶融し，そこから漏出した血
管内皮細胞が複雑な運動を行いながら初期の血
管形態を構築する．特に，新しく生じた血管の
伸長方向では，その先端付近に位置する内皮細
胞が次々と入れ替わり (cell-mixing)，非常に複
雑な運動を行うことが知られている [1]. 最近，
線維芽細胞や遺伝子ノックアウト処理を行った
内皮細胞との比較によって，内皮細胞の基本動
態として，2細胞間では，細胞接着により方向
性を維持する直進運動，および，相互作用によ
り運動の速度を亢進する回転運動の存在が示唆
された．
本講演では，内皮細胞の直進運動と回転運動

を再現する数理モデルについて紹介し，2細胞
の動態解析での観測結果と数値シミュレーショ
ン結果について比較検討を行う．

2 血管内皮細胞動態の数理モデル

２細胞の動態解析は，シャーレ内のコラーゲ
ン培養地上の血管内皮細胞が，細胞分裂によっ
て２細胞に分離した後の運動を観測しており，
実質的に２次元系と見なすことができるため，
血管内皮細胞の異方性を考慮し，各細胞を平面
上の楕円として表現する．また，細胞間の接触
によって接着分子が誘起されることを考慮して，
遺伝子発現状況を細胞の位相として表現する．
従って，内皮細胞の状態は，細胞の位置，速度，
向き，位相，によって指定される．時刻 tにお
ける i番目の内皮細胞 (以下，細胞 iと呼ぶ)の
位置を rti ∈ R2，速度を vt

i ∈ R2，向きとして，
長軸の水平方向に対する回転角を ψt

i ∈ [0, π)，
位相を ϕti ∈ [0, 2π) とする (i = 1, 2)．
細胞間の相互作用としては，松家らのモデル

[2]と同様に，「仮足長程度の領域での引力」お
よび「排除体積効果による斥力」を取り入れ，
内皮細胞の動態のモデルとして次の運動方程式

を考察した．

vt+1
i = vt

i +M(ϕti)
−1f̃

t+1
i (1a)

f̃
t+1
i ：= −γ(ϕti)vt

i + F t
i,j +Di

rt+1
i = rti + vt+1

i (1b)

ϕt+1
i = ϕti − γ1 sinϕ

t
i

+Λ(∥rti − rtj∥)(λ sin(ϕti − ϕtj) + ω0) + ξi
(1c)

ψt+1
i = ψt

i − γ2 sin
[
2
(
ψt
i − q(vt+1

i )
)]
(1d)

以下，各式内の記号について説明する．

質量M(ϕti)

M(ϕti)は細胞の動きにくさを表すパラメータで
あり，位相ϕtiの関数とする．今回は，ステップ

関数 θ(x)を用いてM(ϕti)
−1 =

1−θ(sinϕt
i−ε)

m0
と

した．m0, εは正の定数である．

外力 f̃
t
i

γ(ϕti) は摩擦力であり，接着力が強いとき細胞
は動かなくなる効果を与える．そのため，今回
は，γ(ϕti)M(ϕti)

−1 = γ + (1 − γ)θ(sinϕti − ε)

とした．また，Diは自己駆動力であり，楕円
の向き ψt

i の方向に働く．
F t

i,j は 2細胞間に働く相互作用である．

F t
i,j :=

∑
i̸=j

(
Fa

t
i,j + Fr

t
i,j

)
(2)

Fa
t
i,j は引力，Fr

t
i,j は斥力を表し，以下のよう

に定める．

・引力 Fa
t
i,j について (図 1[a])

各細胞ごとに引力領域 (破線の楕円)を定め，
細胞 iと細胞 jの引力領域が交わるとき，細胞

iに働く引力は中心力としてFa
t
i,j = fa

rt
j−rt

i

∥rt
j−rt

i∥
で与える (fa > 0)．

・斥力 Fr
t
i,j について (図 1[b])

この場合も各細胞ごとに斥力領域 (内側の楕
円)を定め，細胞 iと細胞 j の斥力領域が交わ

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

343



るとき，細胞 iが細胞 j から受ける斥力 Fr
t
i,j

は，交点 p0における楕円の内側を向く法線ベ

クトル nt
i,j(p0)を用いて，Fr

t
i,j = fr

nt
i,j(p0)

∥nt
i,j(p0)∥

とする (fr > 0)．

図 1. 2 細胞間の相互作用，実線の楕円が内皮細胞を表
す．[a]引力領域が交わると，中心間に引力が働く．[b]斥
力領域が交わると，交点 p0 の法線方向に斥力が働く．

(1c)式において，γ1 は正の定数，λは結合
定数，ω0 は角振動数，ξi はノイズ項である．
Λ(∥rti−rtj∥)は2細胞の中心間の距離によって定
まり，今回は，Λ(∥rti−rtj∥) = θ(r0−∥rti−rtj∥)
とした．r0は細胞間距離の閾値である．(1d)式
では，γ2は正定数，q(vt+1

i )は速度 vt+1
i のなす

角度である．(1d)式は，細胞が速度の方向を向
こうとする効果を示している．

3 数値シミュレーション結果

細胞を表す楕円の長径を a,短径を bとし，引
力 (斥力）が生じる楕円領域の長径と短径を各々
a1(a2), b1(b2) とする．次の 2つの場合 (i)λ =

0.0 と (ii)λ = 0.3 の結果を示す．どちらも λ

以外のパラメータは，a = 2.5, b = 1.75, a1 =

2.5a, b1 = 2.5b, a2 = 1.0a, b2 = 0.5b, γ = 0.01,

γ1 = 0.1, γ2 = 0.1, ω0 = 0.015, r0 = 5.0a,m0 =

1.0, ε = 0.2, fa = 0.0005, fr = 0.005, ∥Di∥ =

0.0001とした．

(i) (1c)式の結合定数 λが λ = 0.0の場合
これは，細胞同士が近くにいても，位相が同

期しない，つまり細胞接着による遺伝子発現が
起こらないことに相当する．このとき，2つの
細胞は楕円軌道を描くように運動することがわ
かる (図 2)．

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

図 2. 黒い線および緑の線は楕円の中心の軌跡．

(ii)λ = 0.3の場合
細胞同士が十分に近ければ，逆位相同期が起
こり，細胞の運動が周期的に変化する．このと
き，お互い進行方向を揃えながら交互に直進す
るような運動が見られる (図 3)．

図 3. 500ステップごとの各時刻における細胞の運動の様
子．黒い線および緑の線は楕円の中心の軌跡．

図 3では，角速度を ω0 = 0.015としていた
が，ω0 = 0.007すると逆相同期の周期が大き
くなり，その場合には図 4のように片方の細胞
に沿ってもう一方の細胞が周るような運動が見
られる．

図 4. 500 ステップごとの各時刻における細胞の運動の
様子．t = 0から t = 1500までは緑の楕円が黒い楕円に
沿って運動し，t = 2000から黒い楕円が緑の楕円に沿っ
て運動する．
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NF-κB非古典的経路における振動現象の数理的解析
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1 はじめに

NF-κBは免疫反応，炎症，細胞増殖などの
様々な生体内の機能の制御に関与している転写
因子である．NF-κBには 5つのサブユニット
があるが，それらのホモまたはヘテロ二量体を
形成し機能する．通常NF-κBはその阻害剤で
ある IκB(Inhibitor of NF-κB)と結合すること
によって，細胞質に係留され不活性な状態に保
たれているが、そこへ刺激が入ると IκBの分解
が誘導され，NF-κBが核移行し転写を活性化
する．
NF-κBの活性化経路は機能的に 2つに分類
される．一つ目は古典的経路といい，主に炎症
反応や細胞死の抑制に関与している．TNF-α

などの炎症性サイトカインにより IKK複合体
が活性化し，IκBのリン酸化，分解を誘導し，
NF-κB(RelA/p50)が活性化する．核内に移行
したNF-κBはサイトカイン産生やアポトーシ
ス抑制等を促進する．
もう一方は非古典的経路といい，リンパ組織

の形成や破骨細胞の分化に関与している．非
古典的経路においてNF-κBはRelB/p100で構
成されている．p100は IκBと同じ機能を持っ
ているため，RelBの核内移行を阻害している．
LTa1b2等の刺激が与えられるとNIK、IKKaが
活性化され，活性化した IKKaによって p100

の部分分解が誘導される．その結果RelB/p52

は核内へ移行しリンパ組織の形成や破骨細胞の
分化を促進する．
また，NF-κBシグナル伝達経路における重
要な性質として細胞質-核間の振動現象がある．
NF-κBの標的遺伝子の中にはNF-κBの核内濃
度が振動し，活性化が維持されることで初めて
発現誘導するものも存在する．
古典的経路においては様々な解析が行われて

おり，数理モデルも多数報告されている．しか
し非古典的経路においては，1細胞レベルでの
実験が困難であり，明らかになっていない点も
多い．さらに，古典的経路ではほぼすべての細
胞で同一の振動が確認されるのに対し，非古典

的経路では細胞によってNF-κBが振動せずに
1度だけ核移行するものや核内に維持される細
胞，無反応な細胞も存在している (図 1)．本研
究では非古典的経路の数理モデルを作成し，振
動機構と細胞ごとに異なる挙動の原因の解明を
試みる．

図 1. NF-κB 非古典的経路の概略図

2 結果

2.1 p100ノックダウンモデル

NF-κB非古典的経路において，p100がRelB

の核内移行を阻害していることから，p100を
ノックダウンすればRelBが核内に維持される
と予想される．しかし p100をノックダウンし
た細胞では無刺激時でもRelBが自律的に振動
することが実験で確認されている．すなわち，
RelBには持続的に振動する性質があり，p100

がRelBを細胞質に留めることで振動を制御し
ていると考えられる．また，RelBが核から細
胞質へ移行するためには IκBと結合すること
が不可欠であることも確認されている．そこで
まず p100をノックダウンした状態，すなわち
p52/RelBと IκBで構成されるシステムをモデ
ル化 (p100ノックダウンモデル)することで振
動現象の本質となる構造を捉える (図 2)．
平衡点の安定性解析と数値シミュレーション
を行った結果，このモデルは安定なリミットサ
イクルを持つことが確認された．p100をノッ
クダウンすると刺激が無くても持続的に振動
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するのはこのためである (図 3)．また，モデル
構築の課程で，p100ノックダウンモデルが安
定なリミットサイクルを持つためには核に入っ
た p52/RelBが IκBの生成を促進し IκBによっ
て p52/RelBが細胞質に引き戻されるというフ
ィードバックループの構成が必要不可欠である
ことが分かった．
しかしながら，実験では IκBが分解され生

成されるような濃度の増減は明確には確認され
ていない．したがって，非古典的経路において
は IκB と p52/RelB の結合の可否を制御する
因子が存在の存在が推測される．その因子には
次のような性質を持つことが考えられる．(1)

p52/RelBによって転写誘導される (2) IκBと
結合することで IκBを p52/RelBと結合できる
状態へ変化させる．

図 2. 非古典的経路のモデル図: 点線で囲った箇所が p100
ノックダウンモデルを表している

図 3. p100ノックダウンモデルにおける RelBの挙動

2.2 全経路モデル

続いて非古典的経路の全反応を含めたモデル
(全経路モデル)を構築するために，p100ノッ
クダウンモデルの拡張を行う．非古典的経路に
おいて細胞ごとに挙動が異なること関しては，
p100をノックダウンすると持続的に振動する
ことから，振動する状態が基本的な状態である
と考えた．そして，パラメータや初期条件など，
RelBの挙動に影響を与える原因を分析した．

全経路モデルでは活性化された IKKの濃度は
時間とともに減衰していく．この活性化 IKKに
注目しモデルの解析を行った結果，活性化 IKK

濃度をパラメータとしてHopf分岐が生じてい
ることが確認された．すなわち，活性化 IKK

の減衰に従って遷移的に安定なリミットサイク
ルが出現しており，それよってRelBの振動が
引き起こされる．この振動はリミットサイクル
の周期や振幅に依存するため，反応係数に変化
がなければ周期や振幅などの挙動に変化は現れ
ない．
次に，RelBの挙動に影響を与えるパラメー
タを見つけるために，各パラメータに対する感
度解析を行った (図 4)．この感度解析では，そ
れぞれのパラメータを 1/10倍から 10倍まで
変化させたときの挙動の変化を数値シミュレー
ションによって確認している．その結果，幾つ
かのパラメータがRelBの挙動に顕著に影響を
与えることが確認された．RelBの細胞ごとの
挙動の変化は一定の割合で生じているため，環
境的な要素もしくは細胞間の相互作用によって
いくつかのパラメータが制御されていることが
予測される．具体的なパラメータやその挙動の
変化に関しては本講演の中で詳しく述べる．

図 4. 細胞内の RelBの総量を変化させた際の挙動の変化
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数理解析を用いた中心体複製の開始制御機構の解明 
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 細胞内にはミトコンドリア、⼩胞体などの

様々な細胞内⼩器官が存在しており、細胞の

恒常性維持に関与することが報告されてい

る。微⼩管重合中⼼としての機能を持つ中⼼

体は、１対の⺟および娘中⼼⼩体と蛋⽩質複

合体 PCM によって構成される細胞内⼩器官

の 1 つである（図 1）。中⼼体は細胞分裂期

において双極性の紡錘体極として染⾊体

（DNA）の均等分配を担うことにより娘細胞

に正確な遺伝情報を受け継ぐ機能を持つ。中

⼼体数の異常は染⾊体の不均等分配（染⾊体

の異数性、⽋損、転座等）を誘発して癌の悪

性化を招くだけでなく 1,2、⼩頭症の⼤きな要

因となることが知られている 3。このため正

常細胞では細胞周期を通して中⼼体複製は

⼀度だけ起こる様に厳密に制御されており、

中⼼体数は 1 または 2 個に保持される。 

 Polo-like kinase 4（PLK4）は細胞周期

S 期において⺟中⼼⼩体の基底部に局在

して 4、中⼼体蛋⽩質 STIL などをリン酸

化することにより、娘中⼼⼩体の複製を

担う鍵分⼦であることが知れている 5（図

2）。しかし翻訳された細胞質の PLK4 が

中⼼⼩体複製の場となる⺟中⼼⼩体の基

底部に輸送される詳細な分⼦制御機構に

関しては未だ不明な点が多く残されてい

る。そこで今回我々は中⼼体複製に先⾏して

起こる中⼼体複製鍵分⼦ PLK4 の中⼼体移

⾏機構の解明を試みた。 

 まず我々は PLK4 の系統的⽋損変異体を

作成してその細胞内局在を観察することに

よ り PLK4 の 中 ⼼ 体 移 ⾏ に 必 要 な 領 域

（Centrosome localization site (CLS)と命名）

を特定した。次に CLS と特異的に結合する

分⼦を質量分析により網羅的に解析したと

ころ、中⼼体蛋⽩質 CEP152, CEP192 や微

⼩管輸送に関わる分⼦など PLK4 の中⼼体
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輸送に関わる分⼦を複数同定することに成

功した。更に PLK4 が多量体形成することに

より CLS 結合分⼦と PLK4 の結合が亢進し

て PLK4 の中⼼体輸送が誘導されることも

明らかにした。これらの実験結果を基に更に

PLK4 の中⼼体移⾏機構に関する数理モデル

を確⽴させて有限要素法を⽤いた数理シミ

ュレーションを⾏った 6。その結果この PLK4

の中⼼体移⾏機構に関わる分⼦の発現異常

が PLK4 の中⼼体輸送量を撹乱して中⼼体

の過剰複製を惹起し、癌などの発症に寄与す

ることを明らかにしたので、併せて報告した

い。 

謝辞 

 本研究は、⽇本学術振興会 科研費 新学術

領域研究「数理解析に基づく⽣体シグナル伝

達システムの統合的理解（数理シグナル）」、

拠点形成事業(A. 先端拠点形成型)、若⼿研究

および住友財団 基礎科学研究助成、上原記

念⽣命科学財団 研究奨励助成のサポートの

基に⾏ったものである。この場を借りて御礼

申し上げます。 

参考文献 

1. Ganem, N. J., Godinho, S. A. & 

Pellman, D. A mechanism linking extra 

centrosomes to chromosomal 

instability. Nature 460, 278–282 

(2009). 

2. Janssen, A., van der Burg, M., Szuhai, 

K., Kops, G. J. P. L. & Medema, R. H. 

Chromosome segregation errors as a 

cause of DNA damage and structural 

chromosome aberrations. Science 333, 

1895–1898 (2011). 

3. Marthiens, V. et al. Centrosome 

amplification causes microcephaly. Nat 

Cell Biol 15, 731–740 (2013). 

4. Nakamura, T., Saito, H. & Takekawa, 

M. SAPK pathways and p53 

cooperatively regulate PLK4 activity 

and centrosome integrity under stress. 

Nature Communications 4, 1775 

(2013). 

5. Ohta, M. et al. Direct interaction of Plk4 

with STIL ensures formation of a single 

procentriole per parental centriole. 

Nature Communications 5, 5267 

(2014). 

6. Hecht, F. New development in freefem. 

Journal of Numerical Mathematics 20, 

251–265 (2012). 

 



Hyperbolic symmetrization of Heston type
diffusion

Yuuki Ida and Tsuyoshi Kinoshita

In this talk, in view of application to pricing of Barrier options under a
stochastic volatility model, we study a reflection principle for the hyperbolic
Brownian motion, and we have already done numerical simulation of SABR
model transformed by Hyperbolic Brownian motion. We give some results
of numerical simulation for Heston model.

1 Introduction

In mathematical finance, Heston model is given by this stochastic differential
equation:

dSt = µStdt+
√
νtStdW

S
t

dνt = κ(θ − νt)dt+ ξ
√
νtdW

ν
t

(1)

where W S and W ν are Wiener process provided with the correlation ρ. S
is an asset price, ν denotes the volatility of S, θ and κ is constant, ξ is the
volatility of volatility.

2 Hyperbolic reflection principle

A hyperbolic Brownian motion is the unique solution to{
dXt = YtdW

1
t

dYt = YtdW
2
t ,

where W 1 and W 2 are independent Brownian motion. It is well known
that the hyperbolic Brownian motion and hyperbolic Brownian motion with
Möbius transformation have same distribution, that is :

1
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Proposition 2.1. Let f(z) =
az + b

cz + d
with

(
a b
c d

)
∈ SL(2,R). Then

(f(Xt, Yt)) and (Xt, Yt) are equivalent in law provided that f(X0, Y0) = (X0, Y0).

This proof is the following from
IKM
[2].

We consider the Heston model in this form:

dXt =
√
YtdW

1
t + µ1(Xt, Yt)dt,

dYt =
√
YtdW

2
t + µ2(Xt, Yt)dt

(2) Hes1

where W 1 and W 2 are independent Brownian motion. If we use complex
coordinate, the SDE (

Hes1
2) is rewritten as

dZt =
√

Im(Zt)dW
C
t + µ(Zt) dt, (3) SDE7

where WC := W 1 + iW 2 and µ(Z) = µ1(Re(Z), Im(Z)) + iµ2(Re(Z), Im(Z)).
In generally, we consider the next SDE defined on upper half plane:

dZt = σ(Zt)dW
C
t + µ(Zt)dt.

Theorem 2.1. Let π forms ΦA ◦ Φ0 where A ∈ SL(2,R) and Φ0(z) = −z̄,
suppose that σ and µ satisfies

σ(z) =
σ(z)

(cΦ0 ◦ π2(z) + d)
,

µ(z) =
Φ0 ◦ µ ◦ π(z)

(cΦ0 ◦ π(z) + d)2
,

(4) Hy

then (
Hes1
2) has a unique weak solution and then (π(Zt)) and (Zt) have the same

law as a stochastic process, provided that Z0 ∈ Invπ.

References
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ciated with hyperbolic reflection principle”, Pacific Journal of Mathe-
matics for Industry. 10:1.
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一次元におけるバリア・オプション型期待値の計算方法について
浅野　了
東京工業大学
e-mail : asano.r.aa@gmail.com

1 概要
本講演では、資産価格過程が一次元の確率過

程で表される場合の、バリア・オプション型期待
値の計算手法について紹介する。具体的には、
資産価格過程Xx(t)が次の伊藤型確率微分方程
式（SDE）に従うと仮定する：

Xx(t) = x+

d∑
i=0

∫ t

0
Vi (X

x(s)) dW i(s). (1)

ここで x ∈ R、W 0(s) = sであり、W = (W 1,

. . . ,W d)は d次元標準 Brown運動である。ま
た、Vi : R → Rは C∞級のベクトル場であると
する。今、β : [0, T ] → Rをバリアを表す連続
な関数として τXx(β)を次のように定義する：

τXx(β)
def
= inf {t ≥ 0 |Xx(t) ≥ β(t)} .

このとき、本研究の目的はペイオフ関数 f :

R → Rに対してバリア・オプションの価格に
対応する期待値

p = E
[
1[0,T ] (τXx(β)) f (Xx(T ))

]
の計算手法を確立することである。本講演では
特にドリフト項が affine型、すなわち

V0(y) = µy + ν (µ ̸= 0, ν ∈ R)

で与えられる場合を取り扱い、この場合に価格
pが計算可能な別表現を持つことを示す。なお、
バリア・オプションの価格の近似を取り扱った
先行研究として、[1]、[2]、[3]、[4]がある。[1]

は過程が多次元での Euler–丸山法による弱近
似誤差の理論的評価をしている。また、[2]は
一次元において killing functionと楠岡近似を
用いて数値計算を行なっている。[3]は一次元
において反射原理を用いて新しい数値計算手法
を導入しており、[4]はその反射原理を多次元
へ一般化している。

2 期待値の別表現の導出
Xxは強Markov過程であるから、フィルト

レーションの時刻 τXx(β)において条件付期待

値を取ることで価格 pが次の表現を持つことが
わかる：

p = E
[
1[0,T ] (τXx(β)) g (β (τXx(β)))

]
. (2)

ここで、g(t)
def
= E

[
f
(
Xβ(t)(T − t)

)]
である。

今、過程 X̃ を

X̃(t)
def
= (µXx(t) + ν) e−µt.

のように定義する。このとき、伊藤の公式より

X̃(t) = x̃+
d∑

i=1

∫ t

0
Ṽi

(
s, X̃(s)

)
dW i(s)

となる。ここで x̃
def
= µx+ νであり

Ṽi(t, y)
def
= µe−µt Vi

(
eµt

µ
y − ν

µ

)
である。以下では X̃ x̃ = X̃ と表記する。特に
X̃ x̃は local martingaleである。X̃ x̃を用いれば
τXx(β)は、β̃(t)

def
= (µβ(t) + ν) e−µtとして

τXx(β) = τ
X̃x̃

(
β̃
)

と書ける。
今、次の仮定を置く。

仮定 1. X̃ x̃の二次変動過程 ⟨X̃ x̃⟩(t)は⟨
X̃ x̃

⟩
(+∞) =

∫ +∞

0

∣∣∣Ṽ (
s, X̃ x̃(s)

)∣∣∣2 ds = +∞

を満たす。ここで Ṽ = (Ṽ1, . . . , Ṽd)であり、v =

(v1, . . . , vd) ∈ Rd に対し |v|2 =
∑d

i=1 |vi|
2 で

ある。

この仮定の下で、X̃ x̃に次の定理（time change）
を適用することができる。

定理 2 ([5, Chapter V Theorem 1.6]). M(t)

を初期値 x の実数値 local martingale とし、
⟨M⟩ (+∞) = +∞を満たすと仮定する。この
とき、あるフィルトレーションに関する初期値
xの 1次元標準 Brown運動Bx(t)が存在し

M (t) = Bx (⟨M⟩ (t))

を満たす。
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以下ではBx̃を X̃ x̃に対応するBrown運動と
する。

定理 3. τXx(β)は

σBx̃
def
= γBx̃

(
τBx̃

(
β̃ ◦ γBx̃

))
に一致する。ここで γBx̃ : [0,+∞) → Rは時間
依存の確率的ベクトル場

UBx̃(s) (γ)
def
=

∣∣∣Ṽ (
γ,Bx̃(s)

)∣∣∣−2

によって定まる積分曲線である。すなわち

γBx̃(t) =

∫ t

0
UBx̃(s) (γBx̃(s)) ds.

最後に、表現 (2)より次の定理を得る。

定理 4. Xxと独立な 1次元 Brown運動Bx̃を
用いて、pは次のように表現される:

p = E
[
1[0,T ] (σBx̃) f

(
Xβ(σBx̃) (T − σBx̃)

)]
.

3 楠岡近似への応用
ここでは楠岡近似の中でも二宮–Victoir近似

（NV近似） [6]への応用を紹介する。過程Xx

に対する NV近似過程X
x,(NV)
∆T は、区間 [0, T ]

の等分割 tk = kT
N , k = 0, 1, . . . , N に対して以

下のように定義される：

X
x, (NV)
∆(T ) (t0) = x,

X
x, (NV)
∆(T ) (tk+1) =

Λk exp
(

T
2N V̂0

)
exp

(√
T
N ζ1kV1

)
. . .

· · · exp
(√

T
N ζdkVd

)
exp

(
T
2N V̂0

)
X

x, (NV)
∆(T ) (tk)

+ (1− Λk) exp
(

T
2N V̂0

)
exp

(√
T
N ζdkVd

)
. . .

· · · exp
(√

T
N ζ1kV1

)
exp

(
T
2N V̂0

)
X

x, (NV)
∆(T ) (tk),

ここで、{Λk, ζk | k = 0, 1, . . . , N − 1}は独立
な確率変数族であり、Λkは等確率のBernoulli

分布、ζk は d次元標準正規分布にそれぞれ従
う。また、V̂0は SDE (1)を Storatonovich型に
変換した時のドリフト項である。exp(V )yは常
微分方程式 y(t) = y +

∫ t
0 V (y(s))dsの解 y(t)

の t = 1における値 y(1)である。NV近似はそ
の離散的な定義によりバリア・オプションの近
似に適用することはできない。しかし、定理 4

の表現を使うことでバリア・オプションに適合
したNV近似を定義することができる。

命題 5.

p
(NV)
N

def
=

E
[
1[0,T ] (σBx̃) f

(
X

β(σBx̃),(NV)

∆(T−σ
Bx̃ )

(T − σBx̃)

)]
.

とすると、f ∈ C∞
b (R → R)に対してある正の

定数 C が存在し、次の不等式が成り立つ：∣∣∣p− p
(NV)
N

∣∣∣ ≤ C

N2
, N ∈ Z≥1.

4 数値計算例
数値計算例として、解析解が与えられるBlack–

Sholesモデルに対して楠岡近似を適用した場合
の収束誤差を提示する。
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二回積分型カーネル関数を用いた偏微分方程式の数値解法について

家田 雅志
みずほ第一フィナンシャルテクノロジー株式会社
e-mail : mieda.acad@gmail.com

1 はじめに
偏微分方程式の数値解法としてカーネル関

数、特に動径基底関数 (RBF)の線型結合を用
いるメッシュフリー法がよく知られている。メッ
シュフリー法は広範に応用できる数値計算手法
であるが、数理ファイナンスに現れるポートフォ
リオ最適化に現れる Hamilton-Jacobi-Bellman

方程式など解く際には二階微分の近似が問題と
なり数値解を安定して得ることが難しいよう
に見受けられる。そこで、本講演では二階微分
をRBFで近似する方法を提案する。これを用
いて、同じ数理ファイナンスで現れ解析解の存
在する Black-Scholes方程式を解き微分係数の
近似精度や境界条件が与えられていない場合の
振る舞いについて解析解との比較を中心に議論
する。

2 メッシュフリー法概要
次のような放物型偏微分方程式を考える。
−∂tV (t, x)

+F
(
t, x, V (t, x), DV (t, x), D2V (t, x)

)
= 0,

(t, x) ∈ [0, T )× Rd,

V (t, x) = f(x), x ∈ Rd

ただし、F : [0, T ] × Rd × R × Rd × Sd → R、
Sdは d × d 実対称行列、Dは空間変数 xに対
する偏微分作用素である。紙面の関係上、非常
に大雑把な説明にはなるがメッシュフリー法で
は tk = kh, k = 0, · · · , n, h := T/n, ξkj ∈ R,
x̄j ∈ Rd, j = 1, · · · として、偏微分方程式の
解 V を

V (tk, x) ≃
N∑
j=1

ξkjΦ(x, x̄j)

により近似する。ここで、Φ : Rd × Rd → R
はカーネル関数と呼ばれるものである。RBF

本稿に示されている意見は、筆者個人に属し、筆者の
所属する組織の公式見解を示すものではない。また、あ
りうべき誤りはすべて筆者個人に属する。

はカーネル関数として良い性質を有しており、
メッシュフリー法において採用されるケースが
多い。つまり

Φ(x, x̄j) = ϕ(∥x− x̄j∥)

である。本講演では、multi-quadratic (MQ) RBF

[1]

ϕ(∥x− x̄j∥) =
√

1 +
∥x− x̄j∥2

ε2
, ε > 0,

を中心に議論を行う。
なお、メッシュフリー法の詳細については

[2][3] などを参照されたい。

3 Black-Scholes 方程式
まず、MQ RBFを用いてヨーロピアン・コー
ル・オプション価格の満たすBlack-Scholes 方
程式 {

F = rV − x∂V
∂x − 1

2x
2 ∂2V
∂x2

f(x) = (x−K)+

を解いた結果を示す。 ただし、r > 0は無リ
スク金利、K > 0は行使価格であり、d = 1と
設定した。数値計算結果は次頁の図 1～図 3の
通りである。赤色一点鎖線が解析解、青色実践
がMQRBFを用いた数値解である。両端に近
づくにつれデルタやガンマの計算精度に大きな
劣化が見受けられる。

4 二回積分型カーネル関数
前述の通り、微分の推定誤差は非線形偏微分
方程式と解く際に深刻な問題となる。これを改

本来のオプション価格算出であれば、定義域を
[0, xmax]として境界条件{

V (t, 0) = 0

V (t, xmax) = xmax −Ke−r(T−t)

を与える。この場合には計算領域両端での計算結果も改
善する。
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善するべく、下記のように 2階微分をMQRBF

で近似する方法を考える。

∂2V

∂x2
(tk, x) ≃

N∑
j=1

ξkj

√
1 +

(x− x̄j)2

ε2
,

これを与えるカーネル関数は

Φ(x, x̄j) =

(
−2ε2 + (x− x̄j)

2
)√

1 +
(x−x̄j)2

ε

6

+
ε(x− x̄j) sinh

−1
(
x−x̄j

ε

)
2

である。上記のカーネル関数を用いた数値計算
結果は図 1～図 3の緑色破線である。計算領域
両端に注目すれば近似精度の向上を確認するこ
とができる。

5 数値計算結果

表 1. 計算条件
計算領域　 [0.01, 30]

行使価格 K 10

満期 T 1Y

無リスク金利 r 5%

ボラティリティ σ 20%

空間グリッド数 N 50

時間グリッド数 n 1000

MQパラメーター ε 2.4

0 5 10 15 20 25 30

0

5

10

15

20 payoff
numerical_MQ
numerical_TwiceIntegratedMQ

図 1. ヨーロピアン・コール・オプション価格計算結果
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図 2. ヨーロピアン・コール・オプション・デルタ ∂V
∂x
計

算結果
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numerical_MQ
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図 3. ヨーロピアン・コール・オプション・ガンマ ∂2V
∂x2

計算結果
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日本のクレジット市場における信用サイクルの変動要因 
	
				 	廣中	 純	
					野村アセットマネジメント株式会社	
								e-mail:	jhironaka0817@gmail.com	

 
1  研究テーマ 
		市場で観測可能なファクター[マクロ経済要

因(GDP 成長率,金利,株価等)および過去の信用

イベントの影響(企業の倒産件数)]と,市場で

直接観測することができないあるファクター

(frailty と称する)とを考慮した,信用イベン

ト(格付機関による発行体格付の変更)の発生

しやすさ(強度)を表すモデルを提案し,日本の

クレジット市場全体の信用リスクの変動,すな

わち,信用サイクル(金融機関による信用供与

額の増減)の説明を試みる.	

 	
2  研究の動機 
銀行等の金融機関は,自己資本比率の国際的

な基準を定めるバーゼル規制の下で,自社が保

有する信用リスクのあるポートフォリオについ

て,デフォルト時の損失や信用VaR等の信用リス

ク量を算出する.2007 年のサブプライム問題や

2008 年のリーマン・ショックを契機に拡大した

グローバルな金融・経済危機における状況を鑑

み,金融機関の自己資本比率の安定的な維持を

目的に導入されたバーゼルⅢは,金融機関に対

して自己資本の質及び量の改善を要請している.

こうした新規制が金融機関の経営戦略や自社ポ

ートフォリオの信用リスク量の算出に及ぼす影

響は大きい.しかしながら,金融機関の自己資本

比率は経済や金融環境に大きく左右されるため,

その安定的な水準維持は容易ではない.一方,金

融機関が投資対象の信用リスク判断の基準の 1

つとする格付機関による格付は,短期的な景気

変動に格付水準が左右されない TTC 格付へと移

行している.また,昨年12月に公表されたバーゼ

ルⅢの最終規則では,信用リスクのあるポート

フォリオのリスク・ウエイト管理に,格付機関に

よる格付を従来に増して考慮すべき方針が示さ

れた.こうした背景により金融機関は,	バーゼ

ルⅢ以降の新規制への対応のため,マクロ経済

要因や信用サイクルとの関連性を踏まえた自社

ポートフォリオの信用リスク管理を行っていく

必要があると考える.本研究にて提案する信用

イベント発生強度モデルは,バーゼルⅢ最終規

則の主旨に則った信用リスク管理手法を提示す

るものであると考える.	

 
3  研究の内容 
本研究では,	 Yamanaka	 et	 al.(2012)や

Azizpour	 et	 al.(2018)にて示された強度モデ

ルを拡張し,市場で観測可能なファクター(マ

クロ経済要因+過去の信用イベントの影響)と

市場で直接観測できないファクター(frailty)

とを考慮した,信用イベント発生強度を表すモ

デルを提案する.また,信用サイクルの変動要

因を探るため,frailty と信用サイクルとの関

連性についても考察する.	

フィルトレーション付き完備確率空間:	

Ω, ℱ, ℱ$ , ℙ ,信用イベント:[ 		𝑖 = 1 (格上
げ),	𝑖 = 2(格下げ),𝑖 = 3	(デフォルト)]とし,
「格付け・格下げ・デフォルト」の3つの信用

イベントが発生する強度を表すモデルを考え

る.具体的には,格付機関による発行体格付の

変更が日本のクレジット市場全体の信用サイ

クルの代理変数であると仮定し,「マクロ要因	

+	frailty	(CIR過程)	+	過去の信用イベント

の影響(Hawkes過程)」の3ファクターから構成

されるモデル(下記)を構築する.	

	𝜆$- = 𝑒𝑥𝑝 𝑎2 + 𝑎4
5

467
𝑋4,$ + 𝑏𝑌$ + 𝛿 𝑒𝑥𝑝 −𝜅 𝑡 − 𝑇@-

@ABC
D

ℓ 𝑅@-  

上式の尤度関数を最大にするパラメーターを

最尤法により推定する. 具体的には, フィルタ
ー付きの強度	ℎ$ 

ℎ$- =
𝔼I∗ 𝜆$- 𝑒𝑥𝑝 𝑙𝑜𝑔 𝜆NO- 𝑑𝑁𝑠 + 1 − 𝜆N- 𝑑𝑠

$
2

$
2 |𝒢$

𝔼I∗ 𝑒𝑥𝑝 𝑙𝑜𝑔 𝜆NO- 𝑑𝑁𝑠 + 1 − 𝜆N- 𝑑𝑠
$
2

$
2 |𝒢$

	,					𝑎. 𝑠. 

について,異なるファクターの組み合わせから

なる4つのモデル	

①	 𝜆$- = 𝑒𝑥𝑝 𝑎2 + 𝑎45
467 𝑋4,$ + 𝑏𝑌$ + 𝛿 𝑒𝑥𝑝 −𝜅 𝑡 − 𝑇@-@ABC

D ℓ 𝑅@-  

②	 𝜆$- = 𝑒𝑥𝑝 𝑎2 + 𝑎45
467 𝑋4,$  

③	 𝜆$- = 𝑒𝑥𝑝 𝑎2 + 𝑎45
467 𝑋4,$ + 𝛿 𝑒𝑥𝑝 −𝜅 𝑡 − 𝑇@-@ABC

D ℓ 𝑅@-  

④	 𝜆$- = 𝑒𝑥𝑝 𝑎2 + 𝑎45
467 𝑋4,$ + 𝑏𝑌$ 

を想定し,各モデルのパラメーターおよび標準
誤差の推定や,強度	ℎ$の時間変更に対する適合
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度検定を,格上げ・格下げ・デフォルトの各モデ

ルに対して行い,95%水準にて統計的有意性を

検定する.	

また尤度比検定により,frailty や過去の信

用イベントの影響の考慮の有無によるモデル

の説明力の差異を検証する.		

主な結果として,1)信用イベントのうち格上

げ・格下げ強度のパラメーターの推定値は 95%

水準で統計的に有意であることが示された点,	

2)3 ファクターの全てを含むモデルは,日本の

クレジット市場の信用リスク変動要因をより

良く説明できる可能性がある点,および 3)過去

の信用イベントの影響およびfrailtyはともに,	

モデルのパラメーター推定値に大きく影響を

及ぼすと考えられる点を挙げることができる.

なお,マクロ要因を表す変数としてマネーサプ

ライや非流動性指標等を,過去の信用イベント

の影響を表す変数として企業の倒産件数を

各々追加・変更したことにより,モデルのパラ

メーターの推定精度がより向上した.	

	 次に,上述の信用イベント発生強度モデルに
基づき,信用サイクルの変動要因を考察する.日
本のクレジット市場における信用サイクルの

代理変数である総与信・GDP 比率に影響を及ぼ

す可能性があると考えられる「過去の信用イベ

ントの影響」および「frailty」のうち,frailty

と信用サイクルとの関連性について,1)レジー

ム・スイッチモデルによる,frailtyと信用サイ

クルのレジーム推移の比較,	2)信用サイクルを

構成する要素(GDP,総与信)を線形ガウス状態

空間モデル(2 次のトレンドモデル)で表現した

場合の各成分[水準(level)成分・傾き(slope)

成分]とfrailtyとの間で,グレンジャーの意味

での因果性の存在の有無,および 3)インパルス

応答関数による,信用サイクルの構成要素にシ

ョックを与えた場合におけるfrailtyの変化の

推移,	の3点について検証を行なった.	

まず 1)については,	 frailty と総与信・GDP

比率のレジームの推移の傾向はほぼ同様であ

ることが示された.その要因については更に精

緻な検証を要する.	

		次に 2)については,GDP の水準成分から

frailty に対して,5%有意水準にてグレンジャ

ーの意味での因果性があると考えられる.また,

総与信額の傾き成分から frailty,および総与

信・GDP比率の水準成分・傾き成分からfrailty

に対して,各々1%有意水準にてグレンジャーの

意味での因果性があると考えられる.なお

frailty から GDP,総与信額および総与信・GDP

比率の原系列および各成分に対しては,グレン

ジャーの意味での因果性は確認できなかった.	

	 最後に 3)については,GDP,総与信額および

総与信・GDP比率の各傾き成分がfrailtyに及

ぼす影響は長期間にわたると想定される.	

	

4  今後の課題 
  下記の点について検証を試みる. 
(1) GDP と総与信額の経時的な変化や景気の変
動に伴う,中長期的な frailty の振る舞い

と信用サイクルとの関連性	

(2) 信用サイクルの転換点(景気拡大や景気後
退の転換点)における本モデルの有効性の

検証	

(3) 本モデルのシステミック・リスク指標への
適用可能性の検証	
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反応拡散方程式に対する修正Strang splitting解法について

中野 航輔 1, 宮武 勇登 2, 剱持 智哉 1, 曽我部 知広 1, 張 紹良 1

1名古屋大学工学研究科，2大阪大学サイバーメディアセンター
e-mail : k-nakano@na.nuap.nagoya-u.ac.jp

1 はじめに

本研究では，Dirichlet境界条件下で，次の反
応拡散方程式の数値解法を考える：

ut(x, t) = uxx + f(u, ux), (1)

x ∈ (0, 1), t > 0,

u(0, t) = α0, u(1, t) = α1,

u(x, 0) = u0(x).

この方程式を数値計算する際，空間変数を標
準的な差分法で離散化して，時間発展に陽的
Runge–Kutta法などの陽解法を適用すると，拡
散項 uxx の影響から安定な数値計算は難しい．
そこで本研究では，分解解法（splitting解法），
特に Strang splittingと呼ばれる解法 [1]に着目
する（分解解法全般については [2]が詳しい）．
Strang splitting解法では，方程式を 2つの
方程式に分解する．分解には任意性があるが，
通常は拡散項などの線形項とそれ以外に分解す
るのが標準的であるから，ここでは次の分解を
考える：

ut = uxx, (2)

ut = f(u, ux). (3)

時間刻み幅を∆tとして，方程式 (1)に対する数
値解を u(n) ≈ u(n∆t)と表す．また，分解後の
方程式 (2)，(3)の∆t時間発展写像をそれぞれ
φa
∆t，φb

∆t と表す．Strang splitting解法では，
方程式 (1)に対する数値解の時間発展を次のよ
うに定義する：

u(n+1) = φa
∆t/2 ◦ φ

b
∆t ◦ φa

∆t/2(u
(n)).

Strang splitting解法は，通常，2次精度の近似
であり，実際の数値計算においては，2次精度
が担保される範囲で，φa

∆t，φb
∆tには適切な近

似を用いる．
Dirichlet境界条件が斉次（α0 = α1 = 0）の

場合，Strang splitting解法は時間離散化に関
して 2次精度だが，Dirichlet境界条件が非斉次
（α0 ̸= 0 または α1 ̸= 0）の場合，2次精度より
精度が劣化する．本研究では，この精度劣化に
対する改善法を提案する．

2 f が uのみに依存する場合

方程式 (1)の f が uのみに依存する場合，す
なわち

ut = uxx + f(u) (4)

については，Einkemmer–Ostermann [3]によ
り精度の劣化を改善する手法が提案されており，
以下にその概略を述べる．
まず，方程式 (4)を境界条件が斉次となるよ
うに書き換える．そのために，次の Laplace方
程式を考える：

zxx(x) = 0, x ∈ (0, 1),

z(0) = α0, z(1) = α1.

Laplace方程式の解 z(x) = α0(1− x) + α1xを
用いて，新たに変数 ũ = u－ zを定義すると，
方程式 (4)は ũに関して

ũt = ũxx + f(ũ+ z), (5)

ũ(0, t) = ũ(1, t) = 0

となり境界条件が斉次の方程式に書き換えら
れる．
次に，方程式 (5)を 2つの方程式に分解する
ことを考える．例えば，元の方程式を拡散項と
それ以外に分けた次の分解が自然であろう：

ũt = ũxx, (6)

ũt = f(ũ+ z). (7)

しかし，それぞれの方程式を斉次のDirichlet境
界条件下で解くことを考えると，例えば境界に
おいて方程式 (7)の左辺は 0，右辺は f(z)(̸= 0)

となり両辺が整合しない．実際，これが要因と
なり，Strang splitting解法を用いても 2次精
度は達成されない．そこで，この不整合さを改
善するために，分解 (6)，(7)の代わりに次の分
解を考える：

ũt = ũxx + f(z), (8)

ũt = f(ũ+ z)− f(z). (9)
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それぞれの方程式を斉次の Dirichlet境界条件
下で解くことを考えると，例えば境界において
方程式 (9)の左辺と右辺はともに 0となり両辺
が整合する．実際，この分解に対して Strang

splitting解法を適用すると，2次精度が達成さ
れる．

3 f が uxにも依存する場合

本研究では，Einkemmer–Ostermann [3]に
よるアイデアを，方程式 (1)のように f が ux
にも依存する場合へ拡張することを考える．
まず，前節と同様にLaplace方程式の解 z(x)

を用いて，新たに変数 ũ = u－ z を定義する
と，方程式 (1)は，

ũt = ũxx + f(ũ+ z, ũx + zx), (10)

ũ(0, t) = ũ(1, t) = 0

に書き換えられ，境界条件が斉次になる．
次に方程式 (10)の分解を考える．素朴な分解

ũt = ũxx, (11)

ũt = f(ũ+ z, ũx + zx) (12)

を考えた場合，前節と同様に，それぞれの方程
式を斉次のDirichlet境界条件下で解くことを考
えると，例えば境界において方程式 (12)の左辺
は 0，右辺は f(z)(̸= 0)となり両辺が整合しな
い．実際，これが要因となり，Strang splitting

解法を用いても 2次精度は達成されない．そこ
で，この不整合さを改善するために，次の分解
を考える：

ũt = ũxx + f(z, ũx + zx), (13)

ũt = f(ũ+ z, ũx + zx)− f(z, ũx + zx). (14)

実際，それぞれの方程式を斉次の Dirichlet境
界条件下で解くことを考えると，例えば境界に
おいて方程式 (14)の左辺と右辺はともに 0とな
り両辺が整合する．この分解 (13)，(14)に基づ
いて Strang splitting解法を適用した数値例を
次節で紹介する．また比較のため，分解 (11)，
(12)に基づいて Strang splitting解法を適用し
た結果も示す．

4 数値実験

本節では，数値実験の例題としてBurgers方
程式（f(u, ux) = uux）を扱う．解の初期値は
u0(x) = sin2(πx)+1，境界条件はα0 = α1 = 1

とする．空間は等間隔分割に基づく中心差分を
用いて離散化し，様々な時間刻み幅∆tで計算
した．図 1は t = 0.1における L∞ ノルムに
よる相対誤差をプロットしたものである．分解
(11)，(12)に基づく結果は，1次精度解法の振
る舞いに近く，前節で述べたように精度の劣化
が確認できる．それに対して，提案法である分
解 (13)，(14)に基づく結果では 2次精度が確認
できる．この例では，空間 1次元の問題でかつ
α0 = α1の場合を考えたが，α0 ̸= α1の場合や
さらに空間 2次元の問題の場合にも同様の結果
が得られている．

10−3 10−2

10−8

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

∆t

er
ro
r

分解 (11)，(12)

分解 (13)，(14)

図 1. 分解 (11)，(12)および分解 (13)，(14)に基づいて
Strang splitting解法を適用したときの t = 0.1における
L∞ ノルムによる相対誤差．
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1 はじめに

近年，血流などの流体シミュレーションにお
いて，流体とその周りの構造の相互作用を含め
て計算を行う FSIモデルの解析が盛んに行わ
れている．特に，血管のように壁が薄い円筒領
域を液体が流れる問題では，壁の厚さ方向の値
が同じと見なして計算を行う reduced-FSIモデ
ルを用いて計算を行っている．また，滑らかな
領域上の問題を数値計算で近似解を計算する場
合，有限要素法では領域を多角形や多面体で近
似して計算を行っている．このとき，領域の近
似の仕方によっては元の問題と異なる問題の近
似解を求めてしまうことがある．特に，境界条
件に微分が含まれる問題では，より一層の注意
が必要である．標準的な有限要素法では，様々
な境界条件の下で滑らかな領域に対する数値解
の誤差について解析されており，近年では，[1]

のように，reduced-FSIモデルの解析につなが
る動的境界条件の解析も行われている．一方，
Nitsche法や不連続Galerkin法 (DG法)ではそ
のような解析が行われていない．
本研究は，reduced-FSIモデルへのDG法の

適用を最終目標として，滑らかな領域上のRobin

境界条件を持つPoisson方程式に対し，Nitsche

法の適用とその解析を行う．

2 モデル方程式とスキーム

Ω ⊂ Rd (d = 2 または 3) とし，その境界
Γ = ∂Ωは十分滑らかだとする．次の Poisson

方程式を考える． −∆u = f in Ω
∂u

∂ν
+

1

ε
u =

1

ε
u0 + g on Γ ．

(1)

ここで，f ∈ L2(Ω), u0 ∈ L2(Γ), g ∈ H1/2(Γ)

であり，εは正定数である．(1)において ε → 0

とすると Diriclet境界条件であり，ε → ∞と
するとNeumann境界条件である．
領域 Ωに以下の仮定をする．(cf. [2])

仮定 1. 局所座標系 {(Ur, yr, ϕr)}Mr=1が存在し，

次を満たす．

(1) {Ur}は Γ = ∂Ωの開被覆である．
(2) yr = (yr1, . . . , yrn−1,yrn) = (y′r, yrn)は元
の座標 xを回転させたものである．

(3) ∆r := {y′r ∈ Rn−1 : |t′r| < α}上で ϕr は
滑らかであり，そのグラフは Γ ∩ Ur で
ある．

ここで，αは適当な正定数である．

Γのコンパクト性より，ある h0 > 0が存在
して，任意の x ∈ Γに対し，ある rが存在して
B(x, h0) ⊂ Ur となる．Γとの符号付き距離関
数 d(x)を次のように定める．

d(x) =

{
−dist(x,Γ) if x ∈ Ω

dist(x,Γ) if x ∈ Ωc

Γ(δ) := {x ∈ Rn : |d(x)| < δ}とする．δが十
分小さいならば，次を満たす関数 π : Γ(δ) → Γ

が存在する．

x = π(x) + d(x)ν(π(x))

ただし，νは Γ上の外向き単位法線ベクトルで
ある．
Thを計算領域 Ωhの正則な三角形分割とし，

Eh を対応する Γh = ∂Ωh の分割とする．以下
の条件を満たすと仮定する．

仮定 2. 1) メッシュサイズ hについて h <

min{h0, 1}となる．
2) r = 1, . . . ,Mに対し，Γh∩Urが関数ϕrh

のグラフにより表現される．
3) E ∈ Ehの頂点がすべて Γ上にある．

hを十分小さくとることで Γh ⊂ Γ(δ)上 πが
定義でき，E と π(E)が同じ開近傍 Ur に含ま
れる．このとき，π|Γh

は逆写像 π∗(x) = x +

t∗(x)ν(x)を持ち，∥t∗∥0,∞,Γ ≤ C0Eh
2となる．

滑らかな領域 Ω̃ ⊂ Rdを Ω,Ωh,Γ(C0Eh
2)を

含むように選び，P : Hs(Ω) → Hs(Ω̃)を有界
な拡張作用素とする．f̃ = Pf ∈ H2(Ω̃)とし，
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u0, gはそれぞれ Ω̃上の関数 ũ0, g̃ ∈ H3(Ω̃)の
Γへの制限であるとする．また，(1)の解 u ∈
H4(Ω)とする．
有限要素空間 Vhを次のように定める．

Vh := {χ ∈ C(Ω): χ|T ∈ P1(T ) ∀T ∈ Th}

このとき，射影 Πh : H
2(Ωh) → Vh が存在し，

T ∈ Th, m = 0, 1, 2, w ∈ H2(T )に対し，次を
満たす．

|w −Πhw|m,T ≤ Ch2−m ∥w∥2,T

(1)に対する Nitsche法のスキームを次のよう
に定める．

Find uh ∈ Vh s.t.

ah(uh, χ) = lh(χ)
∀χ ∈ Vh

(2)

ここで，

ah(w, v) = (∇w,∇v)Ωh

+
∑
E∈Eh

{
− γhE
ε+ γhE

(
⟨ ∂w
∂νh

, v⟩E + ⟨w, ∂v

∂νh
⟩E

)
+

1

ε+ γhE
⟨w, v⟩E − εγhE

ε+ γhE
⟨ ∂w
∂νh

,
∂v

∂νh
⟩E

}

lh(v) = (f̃ , v)Ωh

+
∑
E∈Eh

{
1

ε+ γhE
⟨ũ0, v − γhE

∂v

∂νh
⟩E

+
ε

ε+ γhE
⟨g̃, v − γhE

∂v

∂νh
⟩E

}
であり，hE = diamE，νhは Γhの外向き単位
法線ベクトル，γ > 0は十分小さな定数である．

3 スキームの解析

Hs(Ωh) (s > 3/2)に対し，以下の 2つのノ
ルムを定める．

∥v∥2h := ∥∇v∥20,Ωh
+

∑
E∈Eh

1

ε+ hE
∥v∥20,E

∥v∥2h,∗ := ∥∇v∥20,Ωh
+

∑
E∈Eh

1

ε+ hE
∥v∥20,E

双線形形式 ahについて次が成り立つ．

補題 1. w, v ∈ Hs(Ωh), (s > 3/2)に対し，

ah(w, v) ≤ C ∥w∥h,∗ ∥v∥h,∗

が成り立つ．さらに，γ が十分小さいならば，
χ ∈ Vhに対し，

ah(χ, χ) ≥ C ∥χ∥2h

が成り立つ．

補題 2. u, uhをそれぞれ (1)，(2)の解とする．
このとき，γが十分小さいならば，以下が成り
立つ．

∥ũ− uh∥h,∗ ≤ C

[
inf
ξ∈Vh

∥ũ− ξ∥h,∗

+ sup
χ∈Vh

|ah(ũ, χ)− lh(χ)|
∥χ∥h

]

∥ũ− uh∥0,Ωh
≤C

[
∥ũ− uh∥0,Ωh\Ω + h ∥ũ− uh∥h,∗

+ sup
z∈H2(Ω)

∥z∥−1
2,Ω

(
∥z −Πhz∥h,∗ ∥ũ− uh∥h,∗

+ |ah(ũ,Πhz)− lh(Πhz)|
)]

ただし，ũ = Pu，z̃ = Pzである．

これらより，以下の誤差評価が成り立つ．

定理 1. 補題 2の仮定のもとで以下が成り立つ．

∥ũ− uh∥h,∗ ≤ Ch(∥u∥3,Ω + ∥ũ0∥1,Ω̃ + ∥g̃∥
1,Ω̃

)

∥ũ− uh∥0,Ωh
≤ Ch2(∥u∥4,Ω+∥ũ0∥3,Ω̃+∥g̃∥

3,Ω̃
)

ただし，ũ = Puである．

講演時に簡単な証明およびいくつかの数値例
を示す．
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離散化誤差を考慮した常微分方程式の初期値推定について
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1 はじめに

常微分方程式で記述される現象において，観
測データをもとに初期値を推定するのはデータ
同化の基本的な問題である [1, 2]．この問題に
対して，Runge–Kutta法などで得られる数値
解を観測データに当てはめる方法が考えられる
が，数値解に含まれる離散化誤差が推定精度に
与える影響は明らかでない．たとえば，偏微分
方程式の空間離散化として現れるような高次元
の常微分方程式においては計算コストの観点か
ら時間刻みを十分小さくとれないため，離散化
誤差を無視できないと考えられる．
そこで本研究では，初期値推定の問題を重み

つき最小二乗推定として定式化し，重みと初期
値の推定を交互反復する手法を提案する．提案
手法は，離散化誤差が大きいと考えられるデー
タ点に対する重みを小さくし，数値解がより信
頼できるデータ点に対する重みを大きくするこ
とで，初期値推定におけるバイアスを軽減する．

2 問題設定

以下では，例として 1 変数の線形常微分方
程式

dx

dt
= λx

において観測データ

yk ∼ N(xk, τ
2) (k = 1, · · · , n)

をもとに初期値 θ = x(0) を推定する問題を
考える．ここで xk = x(kh)とおいた．また，
N(xk, τ

2)は平均 xk，分散 τ2 の正規分布を表
し，ここでは τ2は既知とする．
厳密解 x(t) = exp(λt)θをデータに当てはめ

る場合の最尤推定量（＝最小二乗推定量）は

θ̂exact = argmin
θ

n∑
k=1

(yk − exp(λt)θ)2

=

∑n
k=1 yk exp(λkh)∑n
k=1 exp(2λkh)

で与えられる．この推定量の標本分布は

θ̂exact ∼ N

θ, τ2

(
n∑

k=1

exp(2λkh)

)−1


であり，不偏推定量になっている．
実際には厳密解を用いることはできないの

で，数値解で代用することになる．たとえば，
時間刻み幅を hとした陽的 Euler法の数値解
xEuler(kh) = (1+λh)kθをデータに当てはめる
場合の最尤推定量（＝最小二乗推定量）は

θ̂Euler = argmin
θ

n∑
k=1

(yk − (1 + λh)kθ)2

=

∑n
k=1 yk(1 + λh)k∑n
k=1(1 + λh)2k

で与えられる．この推定量は

E[θ̂Euler] ̸= θ

よりバイアスをもつ．このように数値解に含ま
れる離散化誤差を無視してデータに当てはめる
と，推定量にバイアスが生じて推定精度が落ち
る．そこで，離散化誤差を考慮することでより
精度が良い推定量を構成するのが本研究の目的
である．

3 確率的数値解法

前節で数値解に基づいた最尤推定量はバイア
スをもつことを見たが，ベイズ統計の枠組みで
も同様の問題が生じる．すなわち，数値解に基
づいた尤度を用いて事後分布を構成すると真の
値に集中しない．この問題に対処するために，
確率的数値解法という方法が近年さかんに研究
されている [3, 4]．これは，数値解法の各ステッ
プで数値解に確率的な摂動を加えることで，離
散化誤差に由来する不確定性を表現するもので
ある．すなわち，一段解法Ψhに基づく確率的
数値解法は，ξk ∼ N(0, σ2)を用いて

Xk+1 = Ψh(Xk) + ξk

と定義される．確率的数値解法で多数のシミュ
レーションを行い離散化誤差を見積もることで，
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事後分布を構成する際の尤度をロバストにでき
る．この方法によって事後分布が真の値に集中
しない問題が軽減されることが実験的に確認さ
れている [3]．
[3]では点推定については論じられていない

が，確率的数値解法によって自然に初期値推定
量を構成することができる．たとえば，陽的
Euler法に基づく確率的数値解法を用いた推定
量は

θ̂pEuler =

∑n
k=1 v

−1
k yk(1 + λh)k∑n

k=1 v
−1
k (1 + λh)2k

,

vk = τ2 + σ2 (1 + λh)2k − 1

(1 + λh)2 − 1

で与えられ，θ̂Eulerに比べてバイアスが軽減さ
れる．しかし，この推定量で摂動の分散 σ2を
どう設定するかは明らかでなく，また多数のシ
ミュレーションを行うために多くの計算量を要
する．

4 提案手法

本研究では，前節で考えた確率的数値解法に
よる初期値推定量が

θ̂pEuler = argmin
θ

n∑
k=1

v−1
k (yk − (1 + λh)kθ)2

という重みつき最小二乗推定量として解釈でき
ることに着目し，新たな初期値推定量を提案す
る．一般に，重み w = (wk)に対応する重みつ
き最小二乗推定量

θ̂w = argmin
θ

n∑
k=1

wk(yk − (1 + λh)kθ)2

において，離散化誤差が大きいデータ点に対
する重みを小さくし，数値解がより信頼できる
データ点に対する重みを大きくすれば，より良
い推定量が得られることが期待される．そこで
提案手法では，推定量 θ̂wの平均二乗誤差が最
小になる重みw∗を「最適な重み」と定義し，初
期値 θと最適な重み w∗の推定を交互に反復す
る．ここで，重みの更新は二次計画問題を解く
ことに帰着し，効率的に計算することができる．
また，提案手法は確率的数値解法と異なり多数
のシミュレーションを要さない．数値実験の結
果，提案手法は確率的数値解法を用いた推定量
よりも推定精度が良いことが確認できた．
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微分代数方程式に対する離散勾配法の構築

佐藤 峻
東京大学
e-mail : shun sato@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 概要

微分代数方程式 (DAE: Differential-Algebraic

Equation) は常微分方程式 (ODE: Ordinary

Differential Equation) の一般化であり，各種
の現象のモデリングにおいて自然に現れる．拘
束条件付き機械系はその好例であり，力学的エ
ネルギー保存則が成立するため，この性質を受
け継いだ数値解法が構築・利用されている．こ
の研究は，ODEにおける保存的数値解法に関
する豊富な研究の観点からも自然なものである
が，DAEにおける研究は未だ黎明期にあり各
論に止まっている．本発表では，ある種の仮定
の下で，拘束条件と保存則を同時に保つ離散勾
配法を統一的に構築できることを示す．本発表
の内容は [1]の一部である．

2 DAEの基礎事項

本稿では，以下の形式のDAEを考える：

Aż = f(z) (1)

(z : [0, T ) → Rd, A ∈ Rd×d, f : Rd → Rd)．こ
こで，żは zの時間微分を表す．また，DAE (1)

の微分指数が (一様に)1であると仮定する．DAE

の微分指数に関する詳細は [2]に譲ることとす
るが，以下，この仮定の意味を説明する．
まず，DAE (1)は拘束条件を陽にはもたな

いが，陰的にもつことを示す．行列Aの像空間
range(M)の直交補空間の正規直交基底 {bi}ℓi=1

を束ねて行列B = (b1, . . . , bℓ)を構成する．こ
のとき，DAE (1)の解zについて0 = B⊤Mż =

B⊤f(z) が成立することに注意すると，拘束条
件G(z) = B⊤f(z) = 0をもつことが分かる．
つまり，DAE (1)の全ての解軌道は多様体

M = {z ∈ Rd | G(z) = 0}に含まれる．微
分指数が (一様に)1であるときには，さらに，
G(z0) = 0を満たす全ての z0 ∈ Rd に対して，
z0を初期値とする軌道が一意的に定まる．

3 ODEにおける離散勾配法

ODEにおける勾配流は ż = S(z)∇V (z)と
書かれ，S(z) ∈ Rd×dが歪対称行列であれば関

数 V : Rd → Rは不変量である：
d

dt
V (z) = ⟨∇V (z), ż⟩

= ⟨∇V (z), S(z)∇V (z)⟩ = 0.

ここで，⟨·, ·⟩はRdにおける通常の内積である．
このとき，離散勾配法 (z(n) ≈ z(n∆t))

z(n+1) − z(n)

∆t
= S∇V (z(n+1), z(n))

は離散保存則V (z(n+1)) = V (z(n))を満たす [3]．
ここで，S = S(z(n+1), z(n))は Sの歪対称性を
保つ近似であり，∇V は以下のように定義され
る離散勾配である (各種の構成法が存在する)．

定義 1. 関数 V : Rd → Rに対して，以下の 2

つの性質を満たす連続関数∇V : Rd×Rd → Rd

を離散勾配という：

• V (z)− V (z′) = ⟨∇V (z, z′), z − z′⟩；
• ∇V (z, z) = ∇V (z)．

離散保存則は，離散勾配の 1つ目の性質 (離
散連鎖律)と Sの歪対称性を用いて連続版と全
く同様に証明される．

4 DAEにおける勾配流

詳細は割愛するが，[1]では，

Aż = S(z)∇V (z) (2)

という形のDAE版の勾配流を提案し，V が不
変量になるための (A, Sについての) 十分条件
を導いた．実は，任意の関数 V を対象にして
十分条件を導くことは困難であり，以下で定義
する「プロパー」という仮定を置くことで困難
は解消される (命題 4の証明参照)．

定義 2. 関数V : Rd → Rが∇V (z) ∈ car(A) :=

null(A)⊥ (z ∈ M)を満たすとき，DAE (1)に
対してプロパーであるという．

注意 3. プロパーな関数は通常の関数の部分集
合に過ぎないが，DAE (1)の不変量を考える上
ではこれで十分である：任意の不変量 Ṽ に対
してM上での値が等しいプロパーな不変量 V

が存在する ([1, Proposition 4.2]に依る)．
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関数 V がプロパーであるとき，A†S の歪対
称性により，保存則は特徴付けられる (A†：A

のMoore–Penrose一般逆行列)．

命題 4. 関数 V がプロパーであり，A†S(z)が
任意の z ∈ Mに対して歪対称であるとする．
このとき，V は保存量である．

証明 Moore–Penrose一般逆行列の性質よ
り，DAE (2)の解 zに対して，ある e : [0, T ) →
null(A)が存在して ż = A†S(z)∇V (z)+ eと書
ける．よって，V の時間変化について，

d

dt
V (z) = ⟨∇V (z), ż⟩

= ⟨∇V (z), A†S(z)∇V (z)⟩+ ⟨∇V (z), e⟩

が成り立つ．最右辺について，第 1項はA†S(z)

の歪対称性から，第 2項は∇V (z) ∈ null(A)⊥

から 0であるため，命題は成立する．

5 指数 1のDAEに対する離散勾配法

勾配流 (2)における勾配を単に離散勾配に置
き換えるだけでは，離散保存則は成立しない．
命題 4の離散版を目指す際には，以下の 2点に
注意が必要である：

(A) 多様体Mの存在：
A†S(z)の歪対称性など，M上でのみ成
立する条件が存在する．このため，数値
解がMに属していなければ，同様の議
論はできない．

(B) プロパー性 ∇V (z) ∈ car(A)：
「(P)関数V がプロパーであり z, z′ ∈ M
のとき，∇V (z, z′) ∈ car(A)」は一般の
離散勾配において成立しない．このため，
数値解がMに属していると仮定しても，
この点に関しては不十分である．

5.1 (A)の対策：再定式化
勾配流 (2)に単に離散勾配を用いた場合には，

数値解は多様体Mから離れてしまう．これを
解決するために，以下のような拘束条件を陽に
表現する再定式化を行う：{

Aż = S(z)∇V (z) +
∑ℓ

i=1 cibi,

G(z) = 0.
(3)

ここで，ciは新たに導入した変数であるが，厳
密解においては恒等的に 0になる．「指数 1」と
いう仮定は，拘束条件を陽に表現する再定式化
を行うために必要である．

5.2 (B)の対策：特殊な離散勾配
実は，各種の標準的な手法によって構築され
る離散勾配は性質 (P) を満たさない．このた
め，[1, Section 7.1]にて，新規にその候補の一
例∇PV を与え，さらに V が狭義凸や 2次の場
合にはそれが連続写像になり，実際に離散勾配
を形成することを指摘した．連続性は結果とし
て得られるスキームの適合性の十分条件である
が，実際には z = z′の近傍で∇PV (z, z′)が連
続であればよい．この意味では，より一般の V

に関しても (極めて例外的な状況を除けば)問
題ないと考えられる．

5.3 提案手法と離散保存則
定式化 (3)を基に，離散勾配法を定義する：{
A z(n+1)−z(n)

∆t = S∇PV +
∑ℓ

i=1 c
(n+1)
i bi,

G(z(n+1)) = 0.
(4)

ここで，S = S(z(n+1), z(n))は z, z′ ∈ Mに
対してA†S(z, z′)が歪対称になるように定める
(例：S(z, z′) = (S(z) + S(z′))/2)．このとき，
以下の定理が成立する (証明は A†bi = 0に注
意すると命題 4と同様である)．

定理 5. z(n) ∈ Mであるとき，離散勾配法 (4)

の解 z(n+1)は以下を満たす：

• 拘束条件 G(z(n+1)) = 0 ⇔ z(n+1) ∈ M；
• 離散保存則 V (z(n+1)) = V (z(n))．
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ProVerifを用いたTLS1.3ハンドシェイクプロトコルの形式検証

荒井 研一 1, 岡崎 裕之 2, 布田 裕一 3

1長崎大学大学院工学研究科，2信州大学大学院理工学系研究科，
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1 概要

ProVerif[1, 2]はBlanchetらが開発した形式
モデル (Dolev–Yaoモデル)での暗号プロトコ
ルの安全性自動検証ツールである．ProVerifは
多くの暗号プロトコルに対してセキュリティ上
の欠陥を発見することに成功している [3]．
一方，TLS(Transport Layer Security)はイ
ンターネット上で安全な通信を提供するため
の暗号プロトコルであり，ハンドシェイクプロ
トコルは相手認証及び暗号化通信を確立する
ために必要なセキュリティパラメータのネゴシ
エーションを行うプロトコルである．TLS 1.3

は IETF(Internet Engineering Task Force)に
おいて 2014年より標準化の議論が進められて
おり，2018年 3月に draft–28[4]が標準規格と
して承認された．
講演者らは，これまでに ProVerifを用いて

TLS 1.3ハンドシェイクプロトコルを形式的に
記述し，その安全性検証を draft–06から継続
的に行ってきた [5, 6, 7]．本講演では，講演者
らのこれまでの取り組みを紹介する．
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standing Security) の活動に基づいて得られた
ものです．本研究を進めるに当たり専門知識
をご提供いただいた CELLOSメンバの皆様に
感謝いたします．本研究の一部は JSPS科研費
JP17K00182，JP15K00183の助成を受けたも
のです．

参考文献

[1] B.Blanchet(Project leader), “ProVerif:

Cryptographic protocol verifier in

the formal model.” Available at

http://prosecco.gforge.inria.fr/

personal/bblanche/proverif/.

[2] B.Blanchet, B.Smyth, and V.Cheval,

“ProVerif 2.00: Automatic Cryp-

tographic Protocol Verifier, User

Manual and Tutorial.” Available at

http://prosecco.gforge.inria.

fr/personal/bblanche/proverif/

manual.pdf.

[3] 情報通信研究機構 (NICT)，“Crypto-

graphic Protocol Verification Portal.”

http://crypto-protocol.nict.go.

jp/index.html.

[4] E.Rescorla, “The Transport Layer

Security (TLS) Protocol Ver-

sion 1.3. Internet-Draft 28 (work

in progress),” March, 2018.

https://tools.ietf.org/html/

draft-ietf-tls-tls13-28.

[5] 荒井 研一，渡辺 大，櫻田 英樹，
“ProVerifによる TLS1.3ハンドシェイ
クプロトコルの形式検証，” コンピュー
タセキュリティシンポジウム 2015論文
集，2015(3),pp.1003–1010，2015．

[6] 荒井 研一，徳重 佑樹，櫻田 英樹，
“ProVerifによるTLS 1.3ハンドシェイ
クプロトコルの形式検証（その 2），”

2016年 暗号と情報セキュリティシンポ
ジウム (SCIS2016)，1A1–4，2016．

[7] 荒井 研一，岡崎 裕之，布田 裕一，
“ProVerif における phase について，”

2017年 暗号と情報セキュリティシンポ
ジウム (SCIS2017)，2A1–1，2017．

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

365



　

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

366



ProVerifの検証過程の可視化
吉田 真紀
国立研究開発法人 情報通信研究機構
e-mail : maki-yos@nict.go.jp

1 概要
本研究では，一般にブラックボックスである

安全性検証ツールの検証過程を可視化すること
で検証結果の理解に貢献することを目的とする．
本稿では，安全性検証ツールとして ProVerif [1]
を対象とし，検証過程で生成される情報 (以降，
内部情報)の抽出と可視化の手法を提案する．内
部情報の抽出では，処理の順序や論理的構造を
木構造として表現する．可視化には，ソフトウェ
アバージョン管理可視化ツール Gource [2]を用
いてアニメーションとして表示する．ProVerif
のバージョンは 1.92，Gource のバージョンは
0.43とする．そして，暗号プロトコルの検証過
程を可視化した結果を示す．

2 検証過程可視化の枠組み
検証過程の可視化システムは，ProVerifの検

証過程抽出機能と視覚的表現表示機能を実現す
るプログラムから構成される (図 1参照)．

図 1. 検証過程可視化の枠組み

ProVerif の検証過程抽出機能を実現するプ
ログラム (以降，proverif-visual) は，検証対象
とする暗号プロトコルのモデルと安全性の記述
を ProVerif の入力形式の一つである pitype 形
式でうけとり，検証処理で生成される情報 (以
降，内部情報)を，処理の順序や論理的構造を
木構造として保持した JSON 形式のファイル
として出力する．これは，ProVerif に対し，検
証処理で内部情報を出力するように改変を加え

る形で実現する．ProVerifの視覚的表現表示機
能を実現するプログラム (以降，proverif-json-
gource) は，proverif-visualが出力した JSON
形式のデータがもつ木構造をディレクトリツ
リーに対応付け，Gourceへ与えるファイル更新
のログ形式 (GCL, Gource Custom Log 形式)
に変換し，出力する．GCL形式は複数の行か
ら構成され，各行が各更新ログを表す．各ログ
は，“|” で区切られた timestampe, username,
type (追加 A, 変更M, 削除 D), file, color の
フィールドからなり，最後のフィールドは省略
可能である．Gource は，GCL形式のログを入
力として受け取り，ディレクトリツリーの変化
をアニメーションとして表示する．

3 検証過程可視化の方針
ProVerifの検証処理 ProVerifの検証処理で
は，入力とした暗号プロトコルのモデルと安全
性 (Query)の記述から，表 1に示すようにルー
ル (Horn節)が生成され，それらを元に新たな
ルールが合成され，冗長なルールが削除される．
そして，生成・合成されたルールを元に Query
が満たされるか否かが判定される．なお，停止
性の確保のため，ユーザ指定によるルールの近
似を許している [3]．

表 1. ProVerif 1.92の主要な検証処理とその内容
検証処理 内容
main (main.ml:anal file) 暗号プロトコルのモデルの記述を読み

込み抽象構文木を生成する．
traslation (pitransl.ml:transl, pitranslweak.ml:transl) まず，全

ての宣言，phase, 型ごとにルールを生成する．その際，他の
ルールから導出可能なルールおよびトートロジを消去し，ルー
ル番号を振り直す．そして，プロセス記述からのルールを生成
する．

interference
analysis

(main.ml:interference analysis) 生成されたルールを元
に closing 処理を行う．closing 処理の完了したルールセット
のうち結論が bad のルールを全て抽出する．抽出結果からルー
ル導出の history を使い，導出に至るまでの fact とルールの
組み合わせを fact tree というデータ構造にする．reduction
処理を行い，プロセストレースを構成できた場合，その結果を
元にクエリが false か否かを判定し，結論を出力する．

closing (rules.ml:completion) ルールを合成し，新しいルールを生
成する．まず，ルールセットとルールキューを空とし，前ステッ
プで得た各ルールを最適化を施しながらルールキューに追加す
る．最適化とは，トートロジの消去や成立しない制約をもつルー
ルの消去，重複した hypothesis の削除などであり，最適化
後のルールがすでにルールセットに入っているか導出可能な場
合は，ルールセットに追加しない．すでにルールセットに入っ
ているルールのうち，新たに加えるルールから導出できるもの
は削除する．追加したルールとルールセットにあるルールから，
新たなルールを合成し，ルールキューに追加する．ルールキュー
への追加がなくなり，ルールキューが空になるまでくり返すこ
とによりすべての合成可能な組合せを合成する．

reduction (reduction.ml:do reduction,
reduction bipro.ml:do reduction)
与えられた fact tree に対応する攻撃トレースが実現
可能かどうか再構成を試みる．プロセスの様々な実行トレース
のうち，fact tree 内のすべての変数が攻撃者のもつ知識で
bind できるものがあるか調べる．
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Gourceでの可視化 Gource による可視化で
は，各処理ステップでルールが作成・削除される
ことを，ファイル更新者がディレクトリツリー
を構築・削除することで表す．ルールが合成さ
れた場合には，合成元となったルールのディレ
クトリツリーを合成後の子孫にコピーして残す．
ルールを表すディレクトリツリーの構成とルー
ルとの対応を表 2に示す．Query の判定で攻
撃が発見された場合，その判定の元となるルー
ルのディレクトリツリー (全体の部分木) の色
を変更させることで強調する．また，近似され
たルールは色を変更させることで他と区別でき
るようにする．

表 2. ProVerif 1.92の主要な検証処理を表すディレクト
リツリーの構成
構成要素 ルールとの対応
ディレクトリ ルール番号を名前とする．
ファイル「ルール」 ルール番号をファイル名とし，history 情報 (どの宣

言から生成されたかなど) を拡張子としてもつ．
ファイル「結論」 ルールの結論部分の term を名前としてもつ．
ファイル「前提」 ルールの前提部分の term を名前としてもつ．
ファイル「制約」 ルールに制約がある場合に，それを名前としてもつ．

可視化機能の実現 このような可視化を可能と
するため，proverif-visualは，ProVerif の各処
理ステップにおいて，ルールの生成，合成，削
除，あるいは Query 判定をした際に，処理ス
テップとルールの情報を JSON 形式で出力す
る．そして，proverif-json-visualでは，JSON
形式がもつ処理ステップとルールの情報 (生成，
合成，削除，Query 判定) から，Gource 入力
形式であるGCL形式のログを出力する．

4 検証過程可視化の例
ProVerifはTLS1.3やQUICなど様々な暗号

プロトコルの安全性検証に利用されている [4]．
本稿では，Cryptographic Protocol Verification
Portal [5]に掲載された形式検証ツールの代表
適用例の Yahalom-BAN simplifiedについて実
行速度を以下に示す．Yahalom-BAN simplified
は，共通鍵暗号の鍵サーバを用いた相互認証・
鍵交換プロトコルであり，ProVerif により，攻
撃として乱数 (ノンス) の共有に失敗させ，一
方になりすます手法が発見されている．実行
環境のプロセッサは 1.7 GHz Intel Core i7 で
あり，10回実行した平均で proverif-visual は
3.72秒，proverif-json-gourceは 17.72秒であっ
た．なお，検証過程の最初に生成されたルール
(initial clauses) は 41個，その後のルール合成
による新たなルールの追加は 3,042回，新たに

追加されたルールから導出できるルールの削除
は 1,153回，これらに対応するファイル更新ロ
グは 575,756個である．その可視化画面を図 2
に示す．

図 2. ProVerif1.92 の検証処理の translation が終わり，
interference analysis の closing が実行されている時点
の可視化画面．合成されたルールを緑のディレクトリ，そ
の元となっているルールを青のディレクトリツリーで表
示し，ルール削除ではディレクトリツリーを赤と紫で強
調した後，削除している．

今後の課題として，ProVerif による検証の
停止性に向けた対策の検討が挙げられる．例
えば，強制停止するまでに抽出した内部情報か
ら原因を特定し，pitype 形式の記述の工夫や，
ProVerif の検証に適した暗号プロトコル設計
の検討，検証処理の改善を目指す．
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Scyther toolの検証過程の可視化
吉田 真紀
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1 概要
本研究では，一般にブラックボックスである

安全性検証ツールの検証過程を可視化すること
で検証結果の理解に貢献することを目的とする．
本稿では，安全性検証ツールとして Scyther [1]
を対象とし，検証過程で生成される情報 (以降，
内部情報)の抽出と可視化の手法を提案する．内
部情報の抽出では，処理の順序や論理的構造を
木構造として表現する．可視化には，ソフトウェ
アバージョン管理可視化ツール Gource [2]を用
いてアニメーションとして表示する．Scyther
のバージョンは 1.1.3，Gource のバージョンは
0.43とする．そして，暗号プロトコルの検証過
程を可視化した結果を示す．

2 検証過程可視化の枠組み
検証過程の可視化システムは，Scyther の検

証過程抽出機能と視覚的表現表示機能を実現す
るプログラムから構成される．

図 1. 検証過程可視化の枠組み

Scyther 検証過程抽出機能を実現するプログ
ラム (以降，scyther-visual) は，検証対象とす
る暗号プロトコルのモデルと安全性の記述を
Scyther の入力形式である spdl 形式でうけと
り，検証処理の内部情報を，処理の順序や論理
的構造を木構造として保持した JSON 形式の
ファイルとして出力する．これは，Scyther に
対し，検証処理で内部情報を出力するように改
変を加える形で実現する．

Scyther 視覚的表現表示機能を実現するプロ
グラム (以降，scyther-json-gource)は，scyther-
visualが出力した JSON形式のデータがもつ木
構造をディレクトリツリーに対応付け，Gource
へ与えるファイル更新のログ形式 (GCL, Gource
Custom Log形式)に変換し出力する．GCL形
式は複数の行から構成され，各行が各更新ロ
グを表す．各ログは，“|” で区切られた times-
tampe, username, type (追加A, 変更M, 削除
D), file, color のフィールドからなり，最後の
フィールドは省略可能である．Gourceは，GCL
形式のログを入力としてうけとり，ディレクト
リツリーの変化をアニメーションとして表示
する．

3 検証過程可視化の方針
Scyhter の検証処理 Scyther の spdl 構文で
は，暗号プロトコルのモデルは，プロトコルの
実行主体である複数の Role がメッセージをや
り取りし，協調してプロトコルを実行する形態
をとる．個々の Roleの動作は，メッセージの送
信・受信・Claim からなる Trace と呼ばれるイ
ベントの列として構成される．安全性は Claim
イベントとして扱われ，検証処理は各 Claim
に対して個別に行われる． Scytherの検証過程
の各状態は Trace の集合からなる Pattern で
表される．Initial Pattern は，Cliam が属する
Trace から，送信・受信イベントのみを選択し
て作成される Trace と，Intruder の初期知識
を表す Trace から構成される．Pattern を構成
する Traceに属する受信イベントは，受け取る
メッセージの形式を表す Term をもつ．ある受
信イベントに対し，対応する送信イベントが同
一の Pattern に属する別の Trace のいずれに
も存在しない場合，その受信イベントが受け取
るメッセージの形式を表す Term は Unbound
な Term と言う．ある Pattern に属する全て
の Unboundな Termの集合をその Patternの
Goal と言う．ある Pattern の Goal が空の場
合，その Pattern を Realizable な Pattern と
言う．Scyther の検証処理では， Goal に含ま
れる Unbound な Term を Select し，Binding
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する試みを繰り返す．

Gource での可視化 Gource による可視化で
は，Selectと Binding試行を，ファイル更新者
がディレクトリツリーを構築することで表す．
全ての Goal が Bound された場合，すなわち，
攻撃が発見された場合 (Realizable Pattern)，
その判定の元となる Select と Binding 試行の
組み合わせ (パス) の色を変更させることで強
調する．

可視化機能の実現 このような可視化を可能と
するため，scyther-visualは，各処理ステップに
おいて，処理内容 (Select, Co(Old), Co(New),
DeEx, DeNew など, 表 1参照) とその対象の
情報 (Term) を JSON 形式で出力する．そし
て，scyther-json-visualは，ファイル更新ログ
において，処理ステップ名をユーザ名として，
処理内容とその対象の情報をディレクトリとそ
の直下のファイルに反映する (表 2参照)．

表 1. Scyther v1.1.3の主要な検証処理とその内容
検証処理 内容
Select Goal に含まれる Unbound な Term を 1 つ選び，Bindng

試行の対象とする．
Co(Old) Construction(Old)． Binding 試行の 1 つ．Unbound な

Term に対応する Term を送信する Send イベントをもつ既存
の Intruder の Trace を探す．

Co(New) Construction(New)． Binding 試行の 1 つ．Unbound な
Term に対応する Term を構成するような Intruder による
Trace を構成する．新規 Trace の構成により，新しい Unbound
な Term が Goal に追加されることがある．

DeEx Decryption chain from Existing．Binding 試行の 1 つ．
Unbound な Term に対応する Term を送信する Send イベ
ントをもつ既存の通常の (Intruder によるものではない) Trace
を探す．

DeNew Decryption chain from New．Binding 試行の 1 つ．Un-
bound な Term に対応する Term を送信する Send イベ
ントをもつ新規の Trace を構成する．新規 Trace は，対応す
る Send Event を含む Run のうち，先頭から対応する Send
Event までの Event から成る．新規 Trace の構成により，新
しい Unbound な Term が Goal に追加されることがある．

表 2. Scyther v1.1.3 の主要な検証処理を表すディレク
トリツリーの構成
構成要素 ルールとの対応
ディレクトリ Select か Binding 試行の種別を名前とする．
Claim ファイル Claim イベントの情報を名前としてもつ．
Term ファイル Select で選択された Term を名前としてもつ．
Goal ファイル ルールの前提部分の Term を名前としてもつ．
Message ファイル Binding 成功や失敗，繰り返し処理の枝切り

(Pruned) に関するメッセージを名前としてもつ．

4 検証過程可視化の例
Scytherは，ISO/IECで規定されたエンティ
ティ認証 (ISO/IEC 9798)など暗号プロトコル
の安全性検証に利用されている [3]．本稿では，
Cryptographic Protocol Verification Portal [4]
に掲載された形式検証ツールの代表適用例の
Yahalom-BAN simplified を選び，実行速度を
示す．Yahalom-BAN simplified は，共通鍵暗
号の鍵サーバを用いた相互認証・鍵交換プロト

コルであり，Scyther により，攻撃として通信
相手を認証できないようにし，一方になりすま
す手法が発見されている．実行環境のプロセッ
サは 1.7 GHz Intel Core i7 であり，10回実
行した平均で scyther-visual は 2分 26.96秒，
scyther-json-gource は 2分 25.62秒，検証過程
に対応するファイル更新のログ数は 3,074,318
個であった．
その可視化画面を図 2に示す．

図 2. Scyther v1.1.3の検証処理の可視化画面．Binding
試行が実行されるごとにディレクトリツリーが深くなり，
失敗した試行は灰色で表示されディレクトリツリーは深
くならない．

今後の課題として，Scyther による検証の停
止性に向けた対策が挙げられる．例えば，強制
停止するまでに抽出した内部情報から原因を特
定し，spdl 形式の記述の工夫や，Scyther の検
証に適した暗号プロトコル設計の検討，検証処
理の改善を目指す．

参考文献
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データ同化のためのアジョイント法の性能モデル構築の試み 
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1  はじめに 

データ同化の手法としてアジョイント法が

知られている．アジョイント法の実装ではステ

ンシル計算が行われることがあるが，その計算

に時空間ブロッキング[1]を行うことで高性能

化する手法が提案されている[2]． 

 本研究は，時空間ブロッキングの実行性能解

析を行い，実行時間に関する性能モデル（以降，

単に性能モデルと呼ぶ）を提案することを目的

とする．性能モデルは，計算時間の上限と下限

を見積もるのに必要であり，オートチューニン

グに利用することができる．本稿では，アジョ

イント法の計算の一部であるforward modelの

計算のみを取り扱い，空間ブロッキングのみの

モデル評価を行った． 

 
2  性能モデルの提案 
ステンシル計算の性能モデルに関する先行

研究として，７点ステンシル計算の空間ブロッ

キング時の性能モデル[1]がある．本研究では，

この先行研究をもとに性能モデルを提案する． 

いま，アジョイント法の問題の要素数を𝐸，

性能モデルに用いるベンチマークのループ長

を𝑊，アクセスの最初にメインメモリからキャ

ッシュラインにデータを持ってくる際のコス

トを𝐶𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡[𝑠𝑒𝑐]，データプリフェッチ時の立ち

上がりコストは短く無視できるものとして，デ

ータ読み込み時のコストを𝐶𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚[𝑠𝑒𝑐]とする

と，全体のコスト𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙[𝑠𝑒𝑐]は 

 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝐶𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡 + (⌈𝐸/𝑊⌉ − 1) ∗ 𝐶𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚 

となる.また，今回は解析対象のプログラムの

仕様上、𝐸 = 𝑊となっているため， 

 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝐶𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡 

としてモデル評価を行った.  

計算時間の上限と下限は，ステンシル計算に

必要な格子点に対するデータアクセス時に，どれ

だけキャッシュミスをしているかで設定する．下限

は，どの格子点もキャッシュミスをしないときであり，

読み込み 1回書き込み１回の合計2回となるため，

コストは2𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙となる．一方，上限は，計算対象の

格子点の左右の格子点の読み込み時にキャッシ

ュミスするときで，読み込み 3回，書き込み 1回の

合計 4回となるため，4𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙とした． 

ベンチマークとして，先行研究で用いている

Streamベンチマーク[3]に変更を加えたものを用

いた．図 1 に性能モデル評価に使用したベンチ

マークを示す．Stream ベンチマークからの変更

点は，OpenMP によるループのスレッド並列化を

行ったこと，および，アジョイント法の時間ステップ

数(STEP_NUMBER)の分 Stream ベンチマー

クをループとして実行するようにしたことである．ス

レッドごとに固定の空間ブロッキングサイズを設定

する実装のため，スレッド数を変化させることによ

り，空間ブロッキングの性能モデルとした．ベンチ

マークの計算時間を𝐶𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡として，上限と下限を算

出した． 

 

3  性能モデルの評価 

 性能モデルの評価をするために，名古屋大学

情報基盤センターに設置されている Fujitsu 

PRIMEHPC FX100（以降，FX100）及び

!$omp parallel private(i)                                                                                                    

do k=1, STEP_NUMBER, 1 

    !$omp do 

   do i=1, STREAM_ARRAY_SIZE , 1 

       A(i) = SCALAR*B(i) + C(i) 

   enddo 

   !$omp end do                                                                                                        

  enddo 

!$omp end parallel 

図 1. 性能モデルに使用したベンチマーク 

371



日本応用数理学会 2018 年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋)  Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会 

 

 

Fujitsu PRIMERGY CX400（以降，CX400）

を用いた．また，問題設定条件を表 1 に示す． 

表 1. 問題設定条件 

STEP_NUMBER 128 

STREAM_ARRAY_SIZE 1600×1600 

計測スレッド数(FX100) 1,2,4,8,16, 

20,25,32 

計測スレッド数(CX400) 1,2,4,8,14,16, 

20,25,28 

性能モデルの評価の結果として，FX100 と

CX400での計測結果を，それぞれ図 2，図 3に

示す．なお，アドジョイント法の計算のうち，

Forward 計算部分のみ測定している．図 2，図

3 では，測定した実際の forward計算時間（実

時間）が赤色のグラフで示されている．また，

ベンチマークから算出した下限が青色のグラ

フ，上限が緑色のグラフで示されている． 

 図 2から，FX100においては，スレッド数が

8 を超えると実時間が下限を下回る．計算時間

が最速となるスレッド数が，実時間では 16 ス

レッドであるが，性能モデルでは 4 スレッドで

あり異なる． 

 図 3から，CX400においては，スレッド数が

25，28の時に実時間が上限を上回る．計算時間

が最速となるスレッドは，実時間でも性能モデ

ルでも 28 スレッドであり，最速時間の予測の

観点では性能モデルはよい精度を示している． 

 性能モデルの予測精度という観点で見ると，

FX100もCX400でも実時間が下限と上限の範

囲内から外れる点があり，高精度な性能モデル

とは言い難いが，性能傾向を良く表せばよいと

いう尺度もあり，評価尺度の検討が必要である． 

なお，性能モデルの定量的な誤差評価結果は，

当日に発表する． 

まとめとして，性能パラメータを変化させた

時の性能傾向をつかむという観点で見ると，最

速となるスレッド数が28で一致したCX400で

は，性能傾向がつかめていると言える． 

 

4 おわりに 
 今回提案した性能モデルでは，FX100，

CX400 どちらにおいても実時間が上限と下限

の間に収まらなかった．高精度な性能モデルの

観点では，再検討が必要である．しかし，主に

オートチューニングで用いられる最適パラメ

ータの選択のための性能傾向をつかむという

観点で見ると，CX400では最適なスレッド数が

選択できた．今後の課題として，FX100 で最適

なスレッド数が得られない原因の究明と，性能

モデルの改善を行う． 
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図 2 . FX100での計測結果 
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1  概要 
 近年の計算機はマルチコア化が進んでおり，

メモリやキャッシュの構造の違いや GPU の有

無など，アーキテクチャが多様化している．数

値計算のソフトウェアが高い性能を発揮する

にはソフトウェアのチューニングが重要とな

るが，計算機環境に合わせた最適化はハードウ

ェアの専門知識も必要となり，手間と時間がか

かる．さらに，ある計算機環境に特化したチュ

ーニングを行ったプログラムは他の環境では

性能が低下する可能性があり，再びチューニン

グが必要となる．また，コンパイラ最適化はソ

フトウェア開発者にとって十分でないことが

多い． 

 この一方 ppOpen-AT[1]は自動チューニング

言語で，プログラムに自動チューニング機能を

付けるディレクティブを提供する．本報告は

OpenMP の対象ループを変更するループ変換と，

OpenMP のスレッド並列数をプログラム実行中

に変更する実装の性能評価を行い，ppOpen-AT

の機能として提案することを目的とする． 

 

2  自動チューニング言語 ppOpen-AT 
 ppOpen-AT は，次世代の科学技術アプリケー

ションの開発・実行環境 ppOpen-HPC[2]の自動

チューニング機構として開発された自動チュ

ーニング言語である．ppOpen-AT は，Fortran90 

とC言語のプログラムにディレクティブで最適

化候補の生成を指示し，プリプロセッサを使用

することで自動チューニング機能を付加した

コードを出力する．最適化候補のコード生成機

能としてループアンローリングや，ループ融合

(collapse)，ループ分解(split)，および，演

算順序変更機能を提供している． 

 

3  OpenMPの並列対象ループの変更 
3.1  提案手法 

 2 重以上の多重ループを OpenMP でスレッド

並列化する場合において，OpenMPのディレクテ

ィブの移動により並列化の対象ループを変更

するループ変換をppOpen-ATの新機能として提

案する． 

3.2  実験 

 提案手法の評価を行うため，ppOpen-AT のルー

プ変換と提案手法で同じループを変換し，それぞ

れの性能を比較する．計算機環境として，名古

屋大学情報基盤センターのスーパーコンピュ

ータ Fujitsu PRIMEHPC FX100 及び Fujitsu 

PRIMERGY CX400/2550，東京大学情報基盤セン

ターの Oakforest-PACS を使用した．それぞれ

1 ノードで使用可能なスレッド数のうち最速の

結果を使用し，ppOpen-AT による変換と提案手

法による変換がオリジナルのループに比べて

何倍速くなったかを評価した．ここでは，FX100

の結果を図 1に示す．  

 

図 1 変換による速度向上率（FX100） 

 図 1の結果では，提案手法によるループ 4が，

すべての行列サイズ nz においてオリジナルの

実行時間より速くなっている． 

 

4  OpenMP のスレッド数の動的な変更 
4.1  提案手法 

 ppOpen-ATによる自動チューニングでは性能

パラメタを設定し，計算機に合わせた最適なパ

ラメタを選択する．ここではチューニング対象

部分の OpenMP のスレッド数を性能パラメタと

する方法を提案する．スレッド数の変更にはサ

ブルーチン omp_set_num_threads を使用した． 
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4.2  実験 

 チューニングの対象となる部分のスレッド

並列数を動的に変更し，性能向上に効果がある

かを検証する． 

 使用するプログラムは有限差分法による地

震波シミュレーションコード Seism3D [3] を

原型とする ppOpen-APPL/FDM-AT ver.1.0.0 で

ある．計算機環境は名古屋大学情報基盤センタ

ー設置の FX100 の 8ノードを使用した． 

 ppOpen-APPL/FDMにはいくつか計算が集中す

るカーネルがあるが，今回は実行時間の約 35％

を占める計算を行う update_stress をチュー

ニングの対象とする．対象の計算を行う前後で，

サブルーチン omp_set_num_threads を使用し

てスレッド数を変更し，計算後に再びスレッド

数をもとに戻し，時間を計測する方法で行なっ

た．このときスレッド数を変更しない従来法と

実行時間を比較し，速度向上率のグラフを作成

し，図 2に示す．スレッド数はそれぞれのプロ

セス数で使用できる最大値とした．提案手法で

は最大のスレッド数から使用可能なすべての

スレッド数に変えて実行したうちで最速の結

果を使用した． 

図 2 スレッド数変更による全体の速度向上率 

 本実験ではスレッド数変更により，変更しな

い従来法と比較して，8プロセスで約 1.0014

倍，32プロセスで約 1.012倍の速度となった．

しかし，それ以外のプロセス数ではスレッド数

の変更により速度向上が得られず，速度が上が

ったプロセスでも上昇幅は僅かであった． 

 

5  まとめ 
 本研究では複雑化する計算機環境に合わせ

た自動チューニングを行うため，従来の 

ppOpen-AT に実装されていない自動チューニ

ング機能を検討し，予備評価を行った．  

 OpenMP の並列対象を変えるループ変換手法

の予備評価では3つの計算機環境を用いて実験

を行い，変換前のループや，ppOpen-AT の 

collapse により変換したループより高速とな

る場合があることを確認した． 

 OpenMP のスレッド数をプログラム中で変更

するチューニングの予備評価では，プロセス数

を変えて測定を行った中のいくつかの場合で，

従来の固定スレッド数での実行より高速とな

った．今回は ppOpen-APPL/FDM中の多数あるカ

ーネルのうち update_stress のみを対象カー

ネルとしてスレッド数を変更した．しかし，そ

の他のカーネルごとに最適となるスレッド並

列数があるはずである．そのため，提案手法が

有効となる可能性がある．  

謝辞 本研究の一部は，科学技術研究費補助

金，基盤研究（B），「通信回避・削減アルゴリ

ズムのための自動チューニング技術の新展開」

(課題番号：16H02823)による． 

参考文献 
[1] 片桐孝洋, “ppOpen-AT: ポストペタスケ

ール時代の数値シミュレーション基盤ソ

フト,” 数理解析研究所講究録 第 1791

巻(2012), pp.107-111 

[2] K. Nakajima, M. Satoh, T. Furumura, H. 

Okuda, T. Iwashita, H. Sakaguchi, T. 

Katagiri, M. Matsumoto, S. Ohshima, H. 

Jitsumoto, T. Arakawa, F. Mori, T. 

Kitayama, A. Ida and M. Y. Matsuo, 

“ppOpen-HPC: Open Source 

Infrastructure for Development and 

Execution of Large-Scale Scientific 

Applications on Post-Peta-Scale 

Supercomputers with Automatic Tuning 

(AT),” Optimization in the Real World, 

Mathematics for Industry 13(2016), K. 

Fujisawa et al. (eds.), Springer, 

pp.15-35 

[3] F. Mori, M. Matsumoto, T. Furumura,  

Performance of FDM Simulation of 

Seismic Wave Propagation using the 

ppOpen-APPL / FDM Library on the Intel 

Xeon Phi Coprocessor, Springer LNCS 

(2014)  

374



日本応用数理学会 2018 年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋)  Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会 
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1 概要 
 医用画像処理では，３次元画像を扱う特性上

データ容量と計算量が多くなるため，演算時間

の短縮が必須である．本研究では，医用画像処

理を行うプログラムであるNIXコードの並列化

とコード最適化を行うことで実行時間の短縮

を目指す．実行時間の大きな割合を占める，反

復計算である大変形微分同相写像(Large 

Deformation Diffeomorphic Metric Mapping)

に対する並列化とコード最適化を行った．並列

化には MPI (Message Passing Interface)，

OpenMPを用いた．コード最適化には，ループ融

合手法を用いての性能向上を行った． NIXコー

ドの並列化とコード最適化の効果を検証する

ため，名古屋大学設置の Fujitsu PRIMEHPC 

FX100 (以降 FX100)を用いて性能評価を行った． 

 

2  NIXコード 
 NIX コードは名古屋工業大学，本谷研究室に

よって開発された C++言語で記述されたプログ

ラムである．NIXコード[1]は大変形微分同相写

像(Large Deformation Diffeomorphic Metric 

Mapping)に基づいたアルゴリズムにより実施

される．微分同相写像は，準写像，逆写像も連

続かつ滑らかな 1 対 1 の写像を意味しており，

NIXコードでは LDDMMより，2つの 3次元の画

像データを入力すると，画像データ内の指定領

域を厳密に関連付けしたうえで，LDDMM 計算が

実施される． 

LDDMM 計算においては膨大な計算量を必要と

するため，並列性を高めた効率的な計算実行が

望ましい．そこで反復計算部分である，以下の

4 ステップにおいての並列性の向上を行い，ま

た計算量的に最も多くの割合を占める，以下の

ステップIIIの計算部分のコード最適化を行っ

た． 

I. ヤコビアンの計算 

II. Backward Integration 

III. 速度の更新 

IV. φと位置情報の更新 

 
3  並列化 
NIXコードには，MPIと OpenMPによる並列化

を実装した．MPI による並列化として，以下の

手順を新たに実装した． 
I. MPIの送受信をするためのメモリの確保 

II. MPIプロセスごとに，ループの長さを調

整し計算を実施 

III. 計算したデータを送信バッファに格納 

IV. 送信するデータを，MPI＿ALLGATHER を

用いて送受信 

V. 送信したデータを受信バッファに格納

し利用 

以上の手順を行うことで，異なるプロセス間

での通信を行い，並列化が可能となる．OpenMP

による並列化は for ループの並列化(parallel 

for指示節の記載)を施した．異なるスレッド間

で，タスクを分散させることにより，並列化が

可能となる．  

 

4  最適化 
 ループ融合は，複数のループを 1つにして，

ループ長を増やすコード最適化手法の１つで

ある．ループ融合は 3重ループを 1重ループ化

することや，2重ループ化することで実装され

る．実装例を図 1,2にまとめる． 

ループ融合によりループ長が伸びることで

高スレッド実行時の負荷分散の均等化と，コン

パイラによる最内ループのプリフェッチ処理

の増進といった，速度向上に資するメリットが

得られる． 

      for(int i=0;i<(int)x;i++) { 

 for(unsigned int j=0;j<y;j++) { 

   for(unsigned int k=0;k<z;k++) { 

//演算処理 }}} 

図 1. コード最適化前 
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for(unsigned int kk=xyzhead; kk<=xyztail; 

kk++) { 

 unsigned int i = kk / yz; 

 unsigned int j = (kk / z) % y; 

 unsigned int k = kk % z; 

//演算処理} 

図 2. コード最適化後 

 

5  性能評価 
ここでは，NIXコードにおいて，従来法(コー

ド最適化なし)，提案法 1(2重ループ融合)，お

よび，提案法 2(3重ループ融合)，の 3つの実

装方式を実装し，MPIプロセス 1-32までの台数

効果を調査することで性能評価を行った． 

 評価環境 

性能評価にもちいた FX100のスペックを表 1

に示す．なお，ノード形状は meshとし，利用

コア数は 32とした． 

表 1 FX100のスペック 

 
 

ハードウェア構成 

CPU 

プロセッサ Fujitsu SPARC64 XIfx 

動作周波数 2.2GHz 

コア数/ノード 32(+2アシスタントコ

ア) 

演算性能/ノード 1.126 TFLOPS   

全体性能 

総ノード数 2880 

総理論演算 3.2FLOPS 

ソフトウェア構成 

開発環境 富士通 Fortran， C/C++ 

，XPFortranコンパイラ 

MPI通信ライブラリ 富士通 MPI 

問題設定 

本実験では問題サイズ（3次元画像サイズ）

XxYxZを 100x100x100，反復計算回数を 200回

に固定し実験を行った． 

結果 

MPIプロセス数の増加による実行時間を図 3

に示す． 図 3より，従来法，提案法 1,2は MPI

プロセス数 1の時と比較して，台数効果により

最大で 1.355，1.657，1.437倍の高速化が示さ

れた． 

また従来法と比較して，提案法 1,2は MPIプ

ロセス数 1の時 0.88倍の低速化と 1.04倍の高

速化を示したが，MPIプロセス数 20においては，

それぞれ最大1.15倍1.18倍高速化されたこと

が示された．  

図 3. MPIプロセス数と実行時間の関係 

 

6  まとめ 
性能評価により，MPIプロセス数の増加によ

る台数効果および，最適化による影響を確認す

ることができた．また最適化によるスケーラブ

ルな高速化には，MPIプロセス数の増加が必要

となることが確認された．最適化は，ループ長

が長くなるため，MPIプロセスを増加させるこ

とにより，負荷分散の均等化され高速化された

と考えられるが，より詳しい評価が必要となる． 

現状の NIXコードの実装では，MPIによる通

信時間の割合は，全体の実行時間に対して 1割

を占める．そのため，通信実装の最適化を施す

ことによる，さらなる実行時間の短縮が今後の

課題となる． 

 

謝辞 

 本研究の一部は，科学研究費補助金新学術領

域研究（研究領域提案型）（課題番号：17H05290），

および，科学研究費補助金基盤研究（B）（課題

番号：18H03262）による． 

 

参考文献 
[1] Takahiro Katagiri，Tomoya Ikeda，

Hidekata Hontani，Creation of 

Large-scale and High-Performance 

Technology for Processes of 

Multidisciplinary Computational 

Anatomy by Utilizing Supercomputers 

 

376
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1 背景

数値計算技術の発展により，コンピュータを
活用した構造解析等のCAEの製品開発や研究
における重要性は増しており，より精緻なモデ
ルの解析を志向するようになっている．
線形ソルバは，有限要素解析を始めとした数

値解析において，計算負荷の大半を占める処理
である．その解法に注目すると，反復法は，直
接法と比較して，解くべき方程式の自由度の増
加に対して，計算リソース消費量の増加が緩や
かで，並列効率が得やすいことから [1]，特に
大規模並列解析では多用される．
近年のCPUの演算性能の向上は，コア数の

増加による影響が大きく，並列化が出来なけれ
ば十分にリソースを活用することが出来ない．
反復法の場合は，1台に搭載可能なメモリ量も
増え、メモリの制約なく，今までに以上に規模
の大きな問題が解けるようになっているが，直
接法の場合は，行列の自由度の増加によるo(n3)

の演算量の増加 [2]と、並列効率向上の困難さか
ら，規模の大きな問題への適用は簡単ではない．
近年の計算機性能は，メモリの帯域幅に比べ

て，CPU演算性能の向上が著しい．共役勾配法
を用いた線形ソルバでは、疎行列ベクトル積が
ホットスポットである。積和演算が 1回であり，
計算強度が低く、メモリ帯域幅によって律速さ
れる．ルーフラインモデル [3]によると，メモ
リが早くならない限り，性能向上は望めない。
近年では，回路の集積度の向上により，FPGA

で様々なアプリケーションに用いることができ
るようになりつつある．FPGAでは，任意に演
算装置を配置することができ，メモリの転送速
度に応じて，必要な分の演算機を，適切なバラ
ンスで設計できる．
本研究は，有限要素解析由来の疎行列に対し

て，有利となる計算機に必要な設計を提案する．

2 FPGAによる演算

FPGAは，ルックアップテーブルとフリップ
フロップ回路から構成される論理セルを中心に

数万から数百万個集積した集積回路である．こ
のルックアップテーブルに入出力の対応を保存
すること，すなわちビットストリームを読みこ
むで，論理回路を表現することができる．AND，
OR等の論理回路が表現出来ると，論理回路の
組み合わせで，加算器等を実装し，算術演算が
可能となる．

3 FPGAによるベクトル積演算

Aを疎行列，xを入力ベクトル，yを出力ベ
クトルとし，y = Ax{A ∈ Rn×n, x ∈ Rn, y ∈
Rn}を疎行列ベクトル積として，行列 Aの非
ゼロ要素数を nzとする．ここで、
Aは，非構造格子から得られる疎行列を前提
とし、1節点 3自由度であることから、3×3ブ
ロック列圧縮形式 (BCCS)で保持し，x, yは配
列とする。以下のように 1次元の配列でデータ
を保持する．

1) col(n): rowの各列の先頭位置
2) row(nz): valに格納された成分の行番号
3) val(9nz): Aの非ゼロ要素の値
4) x(3n): xベクトル
5) y(3n): yベクトル

配列valは、1節点3自由度であるため 3×3 = 9

倍のデータ量となる。
保存容量の観点から外部RAMを用いなくと
も保存できるものはベクトルx, yや，colに限ら
れる．参照及び書換の頻度の高いベクトル x, y

を FPGA内のブロック RAMに保存し，デー
タ量が多く参照が一度の行列Aは，外部RAM

に保存する．

1) col(n): 外部RAM

2) row(nz): 外部RAM

3) val(9nz): 外部RAM

4) x(3n): ブロックRAM

5) y(3n): ブロックRAM

ソフトウェアプログラミングと同様に，以下
の繰り返し処理を行うことになる．
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1) n, nzの値を読み，col配列を，n回分ア
ドレスを演算してアクセスする．

2) rowについて，その先頭のアドレスを col

の値から演算し，個数分取り出す．
3) val(9nz): rowの 9(= 3 × 3)倍分をアド
レスを指定して読み出す．

4) x(3n): xをブロックRAMから取り出し，
valに掛け合わせながら，

5) y(3n): yをブロックRAMから読み出し，
Axの演算結果を足し合わせる．

積和の演算回路だけであり，その規模は大き
くない．ボトルネックとなる部分は，外部メモ
リからの読込速度に律速されると予測される．

4 演算性能の見積もり

Arria 10 SoC 開発キット [4]では，DDR4-

2400メモリを搭載可能である．従って，19.2GB/s

(2× 64bits× 1.2GHz)の帯域が得られる．
立方体を x, y, z軸それぞれに 49, 49, 39分割
し，六面体一次要素から構成される，100,000節
点，93,639要素の有限要素解析から得られる疎
行列を考えると，大半の節点は，隣接節点が 6

とし，col, rowは 32ビット，x, y, valを 64ビッ
トとすると，行列のデータ量は，n = 100, 000，
nz ≃ (6 + 1)× n ≃ 700, 000であることから，

• x,y: 3n× 8(bytes) ≃ 2.4(MB)

• col: n× 4(bytes) ≃ 0.4(MB)

• row: nz × 4(bytes) ≃ 2.8(MB)

• val: 9nz × 8(bytes) ≃ 50(MB)

となる．疎行列AをDDR4メモリに乗せるこ
とができ，x, y は，ブロック RAMに足りる．
演算数は，valに対して，積和演算を，630万
回必要となる。理想的にはデータは 3ミリ秒で
転送されるため，各クロックで演算が出来ると
すると，300MHzで動作させるには，7個の積
和回路を並べれば良い．論理セルが十分に余る
ため，さらに演算器を並べてることでクロック
を下げることもできる．

5 まとめと今後の展望

本研究では，有限要素解析由来の疎行列につ
いて，FPGAを用いて専用演算機を検討した．
見積もりした演算性能は，シングルチャネル

のDDR4メモリの帯域が上限となるため，一般
的なPCの半分の性能となる。現状のFPGAで
は，メモリ帯域が狭く，CPUと比較して，FPGA

だけで現実的に十分なパフォーマンスを得るこ
とは困難である．一般に，FPGAは多段パイプ
ラインを組めることから，演算強度の高いほう
が有用性を高めやすい．ただし，このような演
算強度が低い問題に対しては，動作クロックを
抑えることで，消費電力で有利となりうる．つ
まり、データ転送速度、積和回路数、クロック
を調整して、対ピーク性能が 100％に近いとな
るように、演算機を作ることができ、必要のな
い電力を削減するという考え方である。一般に
CPUを用いた疎行列ベクトル積演算では、対
ピーク性能で 1%以下になる。これは CPU時
間のほとんどでデータを待っている状態が細切
れに続くため、アイドル状態とは異なり、消費
電力は削減が困難である。
今後の展望として，今回の設計では十分に論
理セルが余るため，前処理や内積演算などの前
後の処理をハードウェア化することや，ビット
幅を任意に変えられる特徴を生かしてデータ圧
縮することが考えられる．近く広帯域のHBM

メモリ搭載の FPGAがリリースされることか
ら，FPGAでも利用の場合でも性能向上が期
待できる．実用性からは，メモリチャネルをピ
ン数上限まで増やしたカスタム FPGAの作成
や，その設計を元にしたASIC化などをするこ
とで，反復法線形ソルバに特化したハードウェ
アを開発することができると考えられる．また，
メモリ容量の制約はあるものの，より演算強度
の高い直接法への適用も考えることができる。
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1 序論

動弾性の境界積分方程式法では、本来は積分
方程式の計算量と積分核格納メモリ (以下併せ
てコスト)とがO(N2M)で激増する。(N は境
界要素数、M は時間ステップ数)。先行研究 [2]

は、波動方程式のグリーン関数の平面波展開に
よる高速多重極展開を用い、原理的にはこれら
がO(N logN)(almost O(N))に削減可能であ
ることを示した。しかし、破壊問題での積分方
程式でのように積分核が複雑となると、上記手
法の適用は自明でない。積分核は数十行に及び、
パルス的な時間依存性とはならない項も生じう
る (例えば [3])からである。
我々は、複雑な積分核に対しても適用可能な

almost O(N)コストのアルゴリズム (高速領域
分割階層型行列法、FDP=H-matrix法)を構築
した [4]。この手法は、階層型行列 (H-matrix)

法 [5]と高速領域分割 (FDP)法 [1]とに基づく。
本研究で我々は、その手法概要を述べ、例題へ
の適用で手法の有効性を示す。

2 動弾性破壊問題での境界積分方程式法

一様等方弾性体中の、動的境界値問題を考え
る。位置 x,時刻 tの変位 u(x, t)は、以下の弾
性方程式に従う。

∂2
t ui(x, t) = ∂bσab(x, t), (1)

σab(x, t) = Cabcd∂cud(x, t), (2)

ここで、σab(x, t)は位置 x、時刻 tでの応力テ
ンソルの ab要素で、Cabcdは弾性係数テンソル
の abcd要素。弾性係数テンソルは、等方媒質
中で Cabcd = λδabδcd + µ(δacδbd + δadδbc)とな
る。ここで λ, µはそれぞれラメの第一・第二係
数、δab はクロネッカーのデルタ。破壊問題で
は、無限遠では放射条件が、断層面 (Γ)上では
以下の混合応力境界条件が課される。

Ta(ξ, τ) = fa(ξ, τ) (断層破壊時) (3)

∆u̇(ξ, τ) = 0 (非破壊時), (4)

ここでTa(ξ, τ)、∆u̇(ξ, τ)はそれぞれ位置 ξ,時
刻 τ での断層面上の牽力、食い違い変位の時

間偏微分 (すべり速度)。fa は、破壊面での応
力値を決める適当な関数であり、断層の破壊・
非破壊判定とともに、位置 ξ、時刻 τ ごとに適
当な応力条件に基づいて決まる。牽力は、応
力と位置 ξの断層法線ベクトル nb(ξ)に対し、
Ta(ξ, τ) = σab(ξ, τ)nb(ξ)を満たす。
この問題の応力の非超特異積分方程式は、テ
ンソルのコンポーネント依存性が省略される限
りで以下のように記述される [3]。

T (x, t) =

∫
Γ
dΣ(ξ)

∫
dτK(x, ξ, t− τ)∆u̇(ξ, τ),

ここで、Kは対応する積分核。この積分方程式
を、我々は応力評価に選点法を用い、すべり速
度を区分一定補間し、以下のように離散化する。

Ti,n =
∑
j,m

= Ki,j,mDj,n−m, (5)

ここで、Ti,nは要素 iの時間ステップ nでの応
力、Dj,n−mは要素 jの時間ステップ n−mで
のすべり速度、Ki,j,mは対応する積分核。

3 FDP=H-matrix法の概要

まず FDPMにより、積分核で P,S波の寄与
を表す項が有限となる時間 (ドメインF)、それ
に挟まれる時間 (ドメイン I)、S波以降の時間
(ドメイン S)へと、畳み込みの時間積分領域が
分割される。ドメイン I,Sではカーネルが時間
依存性を表す項と空間依存性を表す項の積に分
解され、高速化・メモリ削減が行われる [1]。
その後各ドメインに対してH-matrix法が適
用され、カーネルのメモリ消費が削減される。
またドメインFに沿ってカーネルは幾何減衰す
るため、ドメイン Fに沿ってH-matrix法が効
率的に機能する。このドメイン Fに沿った H-

matrix法がFDP=H-matrix法がalmost O(N)

を達成できる主要な理由である [1]。数値的な近
似であるため、複雑な積分核にも適用できる。
この他に、ドメイン分割時刻に対する近似と
ドメイン Iでの時間方向の近似とを組み合わせ
ており、FDP=H-matrix法は高精度を保ったま
ま almost O(N)のコストを達成している [4]。
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4 数値計算結果

数値計算結果比較の一例を図 1 に示す。面
外問題の平面断層での断層滑りに対するシミ
ュレーション結果を、オリジナルと FDP=H-

matrix法とで比べている。このシミュレーショ
ンでは、均一な応力場の断層面上に準静的にシ
ングルフォース力源を印加して自発的な破壊を
開始させた。元の解では破壊が力源印加箇所か
ら左右対称に破壊が進展している。元の解での
時空間発展は、FDP=H-matricesを適用した際
にも保持されている。その誤差は、シミュレー
ションの各時刻で一様に、0.3パーセント程度
に抑えられた。
また、計算結果でのコストのスケーリング例

を示したのが、図2である。総メモリ消費量と時
間ステップあたりの平均計算時間とを、境界要
素数の関数としてプロットした。これらは元々は
O(N2M)であったが、FDP=H-matrix法では
O(N logN)(より正確にはO(N log(N/N∗)),N∗
は定数)へと削減されている。

5 結論

我々は、クラック問題に [4]で提案された動
弾性境界積分方程式法の almost O(N)コスト
のアルゴリズムを適用する流れを説明した。二
次元面外問題へのアルゴリズム適用により、精
度とコストの両面で有効性が示された。

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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図 1. 解の比較の一例。すべり速度Dの空間 x、時間 t依
存性を示す。上パネルが元の解で、下パネルが FDP=H-
matrix法を用いた場合の解である。
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図 2. コスト比較の一例.上下パネルはそれぞれメモリ消
費および計算時間の要素数依存性を表す。
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境界要素法における
重心要素を用いないCalderónの前処理に関する一考察
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1 序論

近年境界要素法の前処理として，Calderónの
前処理を始めとする積分作用素や微分作用素の
性質を利用した前処理の研究が盛んに行われて
いる．これらの前処理では，一般に悪条件であ
ることが知られている作用素に対して，滑らか
さの異なる積分作用素や微分作用素を乗ずるこ
とで，作用素の積がコンパクト作用素を除いて
有界となるようにすることで前処理を行う．こ
の前処理法で得られた作用素の満たす式から前
処理行列を構成するためには，滑らかさの異な
る二つの作用素をそれぞれ離散化し，得られた
二つの行列の積を計算する必要がある．滑らか
さの異なる作用素はそれぞれ異なる滑らかさの
基底（例えば区分一定要素と区分線形要素など）
で離散化するのが自然である一方で，それらの
行列の積を計算する必要があるため，行列のサ
イズは同じでなければならないという矛盾が存
在する．この問題への対処法として，メッシュ
の重心分割を用ることで，滑らかさが異なるが
数が等しい 2種類の基底を構成する方法が知ら
れているが，メッシュの分割が必要であるため
計算量が増大する問題がある．
そこで本稿ではLaplace方程式に対する境界

要素法における前処理を例にとり，部分積分を
用いることで上記の問題を解決する手法につい
て論ずる．

2 定式化

滑らかな境界Γに囲まれた領域D内でのLaplace

方程式の Dirichlet 問題：∆u = 0 inΩ, u =

g onΓ を考える．この問題に対応する境界積
分方程式は

S ∂u

∂n
=

1

2
g +Dg (1)

で与えられる．ここにnはΓ上の外向き単位法
線ベクトル，Sv =

∫
ΓG(x− y)v(y)dSy, Dv =∫

Γ
∂G(x−y)

∂ny
v(y)dSy, G(x, y) = 1/(4π|x− y|) で

ある．

3 Calderónの前処理とその離散化

積分作用素 S は以下で与えられる Calderón

の式を満たすことが知られている．

NS = −1

4
I +D∗D∗ (2)

ここに，I は単位作用素，

N v =

∫
Γ
=

∂2G(x− y)

∂nx∂ny
v(y)dSy

D∗v =

∫
Γ

∂G(x− y)

∂nx
v(y)dSy

である．D∗はコンパクト作用素であるため，式
(2)よりNS は良条件であることがわかる．
NSが良条件であることより，(1)の代わりに

NSq = N (
1

2
g +Dg)

を解くことで前処理となることがわかる．作用
素N は超特異積分作用素である一方，Sは弱い
特異性を持つのみであるため，それぞれの作用
素を Galerkin法で別々に離散化する場合，例
えばN を区分線形要素，S を区分一定要素で
離散化するのが自然である．一方，それらの行
列の積を考えなければならないため，離散化し
て得られる行列のサイズは等しくなければなら
ない．そこで本稿では以下に示す方法で作用素
NS の離散化を行う．
まずN の超特異積分の計算でよく使われる
方法を用いて，作用素N に含まれる微分の一
つを作用素 S に移すことでNSv = D̃1D̃2vと
なる．ここに

D̃1v =

∫
Γ
eijkn

x
j

∂

∂xk
G(x, y)vi(y)dSy

D̃2v =

∫
Γ
eijkn

x
j

∂

∂xk
G(x, y)v(y)dSy

である．また eijkは 3階の交代記号であり，重
複する添字に対しては総和規約をとるものと
する．
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D̃1はベクトル値関数からスカラー値関数へ
の写像であり，D̃2はスカラー値関数からベク
トル値関数への写像であることに注意すると，
作用素 D̃1D̃2を以下に示す行列に離散化するこ
とが自然であると考えられる．

T−1
0 D̃1T−1

r D̃2

ここに行列 D̃1, D̃2, T0, Tr は，t
(0)
i を区分一定

基底，tRWG
i を Rao-Wilton-Glisson基底 [1]と

して

(D̃1)ij =

∫
Γ
nx × tRWG

i (x)

·
∫
Γ
nx ×∇G(x, y)t

(0)
j (y)dSydSx

(D̃2)ij =

∫
Γ
t
(0)
i (x)

∫
Γ
nx ×∇G(x, y)

·
(
ny × tRWG

j (y)
)
dSydSx

(T0)ij =

∫
Γ
t
(0)
i (x)t

(0)
j (x)dSx

(Tr)ij =

∫
Γ
tRWG
i (x) · tRWG

j (x)dSx

である．

4 数値計算結果

本研究では，以下の 4種類の解法について数
値計算を行った．

approach 1 式 (1)を区分一定基底で離散化
し，前処理なしで解く解法

approach 2 式 (1)に Calderónの式に基づ
く右前処理を行ない，区分線形基底で離
散化する解法 [2]

approach 3 3節の左前処理を行う解法
approach 4 3節の左前処理において，作用
素N をN + cI に変え，N の定数関数
に対する非自明性を取り除く解法 [2]

ただし approach 4においては，hをメッシュ
の三角形の代表辺の長さとして，c = 0.1

h とし
た．反復法は全てリスタート無しのGMRESで
あり，許容誤差は 10−6である．また各解法に
おける T0, Tr といった Gram行列の逆行列の
計算には，実装を容易にするために直接法を用
いた．Ωを半径 0.25の球とし，Dirichlet条件
u = x31−3x1x

2
2を与える問題を様々なメッシュ

（要素数Ne）で解いた際の，それぞれの解法によ
る解ベクトルの l2誤差をFig. 1に，GMRESの

反復回数をFig. 2にそれぞれ示す．要素数が増
加すると解の精度が良くなる一方で，Calderón
の前処理を施した解法では反復回数が安定して
削減できていることがわかる．
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5 結論

本論文では，Laplace方程式におけるCalderón

の前処理の分割メッシュを用いない離散化法に
ついて考察を行った．Laplace方程式において
は approach 1と提案手法である approach 3,4

の間に大きな違いは無いが，本稿で提案したア
イデアは特にapproach 1のような前処理が不可
能であるMaxwell方程式におけるCalderónの
前処理において重要であることが期待される．
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1 序論

境界積分法 (境界要素法)は波動問題の有力
な数値計算法と考えられているが，波動方程式
を時間域で扱った場合の安定性については未だ
に完全には解明されていない．例えば，変分法
に基づく定式化や，CQM に基づく方法，選点
法を用いた特別な問題などで安定性の証明が得
られる場合もあるが ([1]における文献参照)，実
用性の高い時間基底関数を用いた選点法におけ
る安定性の理解は十分に進んでいない．
一方，櫻井・杉浦法 [2]の登場以来，境界積分法

の非線形固有値問題を解くことが容易になった．
本報告では，2次元波動方程式の transmission

問題における境界積分法の安定性を非線形固有
値問題に帰着させて議論する．

2 定式化

D2をR2 の有界領域，D1 = R2 \ D̄2とする．
各領域Dν は弾性係数 sν，密度 ρν の物質で満
たされているとする (ν = 1, 2)．Dνで 2次元波
動方程式

∆u− 1

c2ν

∂2u

∂t2
= 0 in Dν × {t > 0}

Γ = ∂D2 で境界条件

u+ = u− (= u)

s1
∂u+

∂n = s2
∂u−

∂n (= q)
on Γ× {t > 0}

各領域での適切な斉次初期条件およびD1にお
いて散乱波 usca = u－ uincに対する放射条件
を満たす uを求める transmission問題を考え
る．ここに cν =

√
sν
ρν
は波速，上付きの+(−)

はD1(D2)から Γへの極限値，nはD1方向を
向いた Γ上の単位法線ベクトルである．
上記の問題の積分方程式は種々知られている

が，そのうち PMCHWT 定式化は次のように
書かれる．(

−(D1 +D2) 1
s1

S1 + 1
s2

S2

−(s1N1 + s2N2) DT1 +DT2

)(
u
q

)
= b

(1)

ここに，b = (uinc, s1
∂uinc

∂n )T であり，Sν , DTν ,
Dν , Nν は次の積分作用素である．

Sνq(x, t) :=

∫ t

0

∫
Γ
Gν(x− y, t− s)q(y, s) dSyds 　

Dνq(x, t) :=

∫ t

0

∫
Γ

∂Gν

∂ny
(x− y, t− s)q(y, s) dSyds

DTνq(x, t) :=

∫ t

0

∫
Γ

∂Gν

∂nx
(x− y, t− s)q(y, s) dSyds

Nνq(x, t) :=

∫ t

0

∫
Γ

∂2Gν

∂nx∂ny
(x− y, t− s)q(y, s) dSyds

また，Gν は 2次元波動方程式の基本解，qは
uの法線微分である．

3 時間域の積分方程式とその安定性

空間方向に離散化した時間域境界積分方程式

f(t) =

∫ t

0
K(t− s)u(s) ds (2)

について考える．ここにKはN ×N の正方行
列，u, f はN 次のベクトルである．(2)におい
て未知関数 u(s)を時間内挿関数 ϕm(s)を用い
て離散化すると，次の代数方程式を得る．

f(n∆t) =
n∑

m=1

∫ n∆t

0
K(n∆t− s)ϕm(s) ds um

(3)

ϕm(s) = ϕ∆t(s−m∆t) (ϕ∆t(k∆t) = δk0)

ここに∆tは時間増分，nは時間ステップ数，δij
はKronecker の deltaである．通常時間域の境
界積分法では (3)の形の代数方程式を un (n =

1, 2, · · · )について逐次解くことになる．
K(t) の Fourier 変換を K̂(Ω)と書くと，式

(3)の安定性は，次の非線形固有値問題の解か
ら定まる．

0 =

∞∑
m=−∞

1

∆t
K̂(Ω− 2mπ

∆t
)ϕ̂∆t(Ω− 2mπ

∆t
) u

(4)

すなわち，(3)を満たす非ゼロの uが存在する
ような Ω ∈ Cを求め，Im Ω > 0を満たす固
有値があれば，(3)は不安定，全ての固有値が
Im Ω ≤ 0を満たせば (3)は安定である．
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4 数値計算

式 (4)の安定性解析を一般の離散化行列に適
用するのは不可能ではなくても煩雑である．そ
こで，Γが単位円周のとき，時間方向にだけ離散
化を行った半離散化を仮定すると，例えば一重
層ポテンシャルのとき，K̂としてJn(k)H

(1)
n (k)

(0 ≤ n ≤ N) を考えればよい．ここにN は十
分大きい数であり，Jn(k)，H

(1)
n (k)はそれぞれ

Bessel関数，Hankel関数である．この様にし
て単位円周上の各ポテンシャルから導かれる積
分方程式の安定性を検討したところ，次のそれ
ぞれの形の積分方程式に時間方向に区分線形基
底を用いて離散化したものの数値的安定性が確
認された．(1) 1重層ポテンシャルの時間微分，
(2) 1重層ポテンシャルの法線微分の内外極限，
(3) 2重層ポテンシャルの内外極限，(4) 2重層
ポテンシャルの法線微分の時間積分．そこで，
これらのポテンシャルのみから構成される境界
積分方程式は数値的に安定との予想を立て，数
値計算を行った．
上記の 4つのポテンシャルのみを用いて書き

換えた PMCHWT定式化は次のようになる．(
−(D1 +D2) 1

s1
Ṡ1 + 1

s2
Ṡ2

−(s1M1 + s2M2) DT1 +DT2

)(
u̇
q

)
= b′

(5)

ここに b′ = (u̇inc, s1
∂uinc

∂n )T であり，Mν はNν

の時間積分である．
本研究では，時間域の積分方程式 (1)，(5)の

空間方向の離散化は区分一定要素，時間方向の
離散化は区分線形要素で行い，選点法を用いた．
境界 Γは単位円とし，入射波は以下の x1軸正
方向に進む平面波とした．

uinc =

{
0 (c1t− x1 − t0 ≤ 0)
(c1t−x1−t0)2

2 (c1t− x1 − t0 > 0)

ここに，t0 = 1 + 2∆tである．また境界の分
割数を 100，時間増分を∆t = 2π

100 とし時間ス
テップ数 n = 1000まで計算した．
定数を s1 = 1, ρ1 = 1, s2 = 0.2, ρ2 = 0.37

とし，時間域の積分方程式を解いた．図 1，図
2 はそれぞれ通常の PMCHWT((1))，新しい
PMCHWT((5))を解いた結果である．ここに横
軸は境界の分割点，縦軸は qの値であり，図は時
間ステップ 10ステップごとの値を重ねてプロッ
トしたものである．図から，従来のPMCHWT

は不安定であるが，新しい定式化では安定化が
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図 1. 境界積分方程式 (1)の解 q
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図 2. 境界積分方程式 (5)の解 q

実現していることがわかる．このことは固有値
解析からも示すことができる．また，円以外の
境界でも同様な安定化が実現できた．

5 結論

本研究では，2次元波動方程式の transmis-

sion問題における時間域境界積分法の安定性に
ついて検討した．新しい定式化を用いると，従
来不安定であった算法でも安定性が実現できる
ことが数値計算により確認できた．今後の課題
として，空間方向にも離散化した積分方程式の
固有値を求める方法の検討が挙げられる．

謝辞 本研究は科学研究費 18H03251の補助を
受けた．
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蕁麻疹の謎を解いた一行の方程式
李 聖林 1,2, 秀 道広 3, 高萩 俊輔 3、柳瀬 雄輝 3
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1 概要
医学的に蕁麻疹は膨疹、すなわち紅斑を伴う

一過性、限局性の浮腫が病的に出没する疾患と
して定義され、多くは痒みを伴う皮膚病の一つ
である。蕁麻疹は、ありふれた疾患でありなが
らその病態には未知の部分が多く、症状の現れ
方、および治療の内容も症例により大きな違い
がある [1]。その仕組みにおいても未だに知ら
れてない事が多く、皮膚マスト細胞が何らかの
機序により脱顆粒し、皮膚組織内に放出された
ヒスタミンを始めとする化学伝達物質が皮膚微
小血管と神経に作用して血管拡張（紅斑）、血漿
成分の漏出（膨疹）、および痒みを生じると考え
られている（図１）。しかし、その根本となる仕
組みについてはほとんど解っていない。特に、
医療の現場では、同じ仕組みに基づいてるはず
の蕁麻疹が患者において様々な形として現れる
症例が多く観察されているが、その原因や仕組
みについては全く謎のままに残されている。
　本講演では、極めて限られた臨床データと

患者の定性的な蕁麻疹データに基づいて数理モ
デルを構築し、数理モデルを通じて今まで医学
的に全く考えられなかった蕁麻疹発症の分子レ
ベルでの仕組みを提案する。極めて複雑に見え
る蕁麻疹の様々な形が如何にシンプルな数理モ
デルで再現できるかを示し、皮膚医学における
数理モデルの新しい可能性について議論する。

2 数理モデル
蕁麻疹発症の仕組みを捉えるため、以下の

ような最も簡単なモデル（と言えよう）を構築
した。

∂u

∂t
=D∇2u+ f(u)− g(u) + µ− α0u.

ここで、u(x, t)は空間 x ∈ R2 と時刻 tにおけ
るヒスタミン濃度、 Duは拡散係数、µはマス
ト細胞からのヒスタミンの基本放出率、α0 は
ヒスタミンの基本消滅率で、モデルのパラメー
ターはすべて正の定数である。f(u)と g(u)は、

Epiderm
i

s

マスト細
胞

血管

D
erm

is

ヒスタミン 血漿

蕁麻疹

図 1. 蕁麻疹の発症の模式図

それぞれマスト細胞から制御されるヒスタミン
のある二つの効果を表す関数である [2]。

3 結果と数値計算の結果例
本研究では、蕁麻疹の８つのパターン形成を
一つのモデルから再現することに成功した。そ
の例の一つを図２で示した。また、臨床データ
からヒスタミンの拡散係数を定量化し、蕁麻疹
の広がるダイナミクスを定量的にみることにも
成功した [2]。

蕁麻疹 ヒスタミン濃度

図 2. 数理モデルから導いた蕁麻疹模様の数値計算の一例

4 結論
本研究は、医学的に未解明であった蕁麻疹の
根本的な仕組みを、完全な発想転換に基づく数
理モデルの構築アプローチを通じて提示するこ
とに成功した。本研究は、皮膚医学における数
学の新しい役割と可能性を提示しただけではな
く、シンプルな反応拡散方程式が如何に多様な
パターンダイナミクスを持つことが可能である
かを改めて示せた研究でもある。今後のパター
ン形成研究における新たな展開を期待する。
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MCC Polar Cytoskeleton’s Self-organization Simulations using

Active Hydrodynamics in a Hexagonal Cell with PCP boundary

conditions

Franco-Medrano Fermin 1,2, 鈴木貴 1, 小西聡史 2, 矢野智樹 2, 月田早智子 2
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1 Abstract

Multiciliated Cells’ (MCCs) cytoskeleton, in

particular microtubules, tend to align in a se-

ries of grids and stripes, passing through sev-

eral stages. MCC’s ciliar basal bodies (BBs)

tend position themselves following the align-

ment of the cytoskeleton. Moreover, the BBs’

tend to orient their basal feet (BF) towards

the cytoskeleton bundles at an angle. In or-

der to model the alignment and orientation

of BBs we first model the alignment stages

of the cytoskeleton. Real cells have a chang-

ing irregular shape, approximately hexagonal.

So far, other existing simulations do not ac-

count for the cell shape, difficult to handle

by the method of Finite Differences. The Fi-

nite Element Method is suitable to handle dif-

ferent shapes and fine emerging structures in

the solutions. We propose a model for the

cytoskeleton dynamics using Active Hydrody-

namics Equations with a polarity field and

solve it using the FreeFEM++ language for

simulation. The simulations results show agree-

ment on the timescales of the alignment pro-

cess observed in experimental results.

2 Introduction

The cytoskeleton behaves like a polar ac-

tive viscous fluid because of the polymeriza-

tion/depolymerization and motor-induced dy-

namic remodeling of cytoskeletal filaments (mi-

crotubules). In [1] the authors proposed the

following model for the cytoskeleton dynam-

ics:

~u = ν1∇
2~u+ν2∇(∇·~u)+κc∇

(

c

1 + c

)

, (1)

∂c

∂τ
= ∇2c−∇ · (c~u) + κp − c, (2)

where ~u is the cytoskeleton velocity vector

(2D), c the cytoskeleton concentration (scalar),

ν1 the shear viscosity coefficient, ν2 the bulk

viscosity coefficient, κc the contractile strength

coefficient, κp the polymerization / depoly-

merization ratio, τ the dimensionless time and

c∗ the characteristic concentration. The mean-

ing of the terms in the above equations is

that ν1∇
2~u is the shear viscosity, ν2∇(∇ · ~u)

the bulk viscosity, κc∇
(

c

1+c

)

the cytoskeleton

contractile force, −~u a friction term, ∇2c the

concentration diffusion, −∇ · (c~u) the concen-

tration convection and κp−c the polimerization-

depolimerization.

3 Polarized cytoskeleton model

In [2] the theory of an active gel is intro-

duced to describe the polar behavior of the

cytoskeleton. We adapt such an approach to

the present case obtaining the following equa-

tion:

∂~p

∂τ
=

(

c∗ − c

c∗
+ β‖~p‖2 − v2(∇ · ~p)

)

~p

+K∇2~p−
v

2
∇

(

v‖~p‖2 −
c

κp

)

, (3)

where ~p is the cytoskeleton polarity vector

(2D), β is a stability coefficient, v is the po-

larity field velocity and K the Frank constant

(splay). The meaning of the terms in the

RHS of Eq. (3) is that the first term is the

order parameter of polarized states for non-

equilibrium flows, the second term is a viscous-

like term and the third term is a pressure-like

term. Equation (3) is added to the previously

described system formed by Eqs. (1) and (2)

to form the complete system describing the

concentration, velocity and polarity of the cy-

toskeleton. In order to solve this system, we
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derive from them the weak form equations and

rewrite them in the FreeFEM++ language for

simulating with finite elements. For the sim-

ulations, both the space (see Fig. 1) and time

discretizations were made adaptive to c|~u| and

the Courant number, respectively.

図 1. Adaptive mesh for frame 443 (τ = 44.3). Lower
half only for space reasons.

4 Results and discussion

The simulations were performed on a closed

Hexagonal domain with a 1:2 width to height

ratio. An early period (τ < 10) was considered

with no boundary condition for the concentra-

tion as well as a late period (τ ≥ 10) with an

upper boundary value of c(τ = 10) = κp and

asymptotically increasing to 10κp and a lower

boundary value of c(τ = 10) = κp asymptot-

ically decreasing to κp/1.25. A no slip con-

dition ~u = 0 at all boundaries at all times

was imposed. The parameters used were ν1 =

0.01, ν2 = 0.03, κp=3.5, κc=13.5, β = K =

1×10−6, v = 1×10−3 and c∗ = κp. The opti-

mum Courant number for the time adaptation

was set to 0.1 as a target for adapting the time

step. A number of mesh triangles of about

17k for the early stage and 40k for the late

stage was set. The linear symmetric velocity

equation was solved with the Conjugate Gra-

dient method and the nonlinear asymmetric

concentration equation as well as the polarity

equation were solved using the sparse solver

UMFPACK. The microtubules concentration

observed in the final stage of the analyzed sim-

ulation (Fig. 3) corresponds approximately to

a partial alignment stage. More computing

power and parameter calibration is needed to

図 2. Simulation snapshot frame 443 (τ = 44.3) of the
cytoskeleton polarized by regions. Lower half only for
space reasons.

achieve full alignment. The cytoskeleton po-

larity (Fig. 2) tends to orient itself parallel to

the longest stripe structures but this varies by

area since the alignment is only partial.

図 3. Simulation snapshot frame 443 (τ = 44.3) of the
cytoskeleton concentration. Lower half only for space
reasons.
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Modeling Immunity
HyungJu Hwang

1. Chemotactic effect in immune 
system

We study how chemotaxis affects the 
immune system by proposing a minimal 
mathematical model described in Fig. 1 , 
a reaction-diffusion-advection system, 
describing a cross-talk between antigens 
and immune cells via chemokines.

Fig. 1 A model for the immune system 
induced by chemotaxis 

Here   represents the antigen 
concentration,  is the chemokine 
concentration and   is the immune cell 
density or activity. Fig. 2 shows a 
simplified network of interactions between 
antigens and immune cells with 
chemokines. We explain about this 
interaction in our presentation more in 
detail.

Fig. 2 Network of interactions between 
antigens and immune cells with 
chemokines 

First, we discuss about the global-in-time 

well-posedness in one and two 
dimensional domains. Second, we 
consider the instability and local 
bifurcations of our system with control 
parameter  . We will show some 
numerical results about local bifurcations 
in our presentation. From the analytical 
and numerical results for our model, we 
explain not only the effective attraction 
of immune cells toward the site of 
infection, but also hypersensitivity when 
chemotactic strength is greater than 
some threshold.

2. Th cell regulation

CD4 + T cells are immune cells that play 
a major role in the immune system. They 
are also called as T helper (Th) cells 
because they help the other immune 
cells’ immune responses by releasing 
cytokines. Airway sensitization with 
polyinosinic:polycytidylic acid (poly I:C) are 
known to induce T helper cell responses. 
With a low dose of poly I:C, Th1 
responses are induced while a high dose 
of poly I:C induces Th17- or 
Th2-dominant responses. Fig.3 shows a 
diagram for relations between the model 
components and then we suggest an 
ODE model equation as Fig. 4.

Fig. 3  A diagram for relations between the 
model components. Solid lines are 
foractivation (arrow tips) and inhibition (bar 
tips), and double lines are for conversion 
between Th cell types
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Fig. 6 New PDE Model

Fig. 4 The model equations for T helper 
cells. 

Here  ,      are activities of Th1, 
Th17 and Th2 cells respectively,  is the 
value of poly I:C dose and the functions 

   


,       , 

with  representing the basal rate of 
production,  being the maximum rate 
of production by the activation of poly 
I:C, and  being the amount of poly I:C 
that produces half of the maximum. The 
analysis of the model shows the 
bistability of Th phenotypes when dose 
of poly I:C is high. The model also 
predicts switching behaviors between Th1 
and Th2 phenotypes in the presence of 
stochasticity, which cannot be observed 
by the system of ordinary differential 
equations.

3. Cell immunity

To understand the effect of heterogeneity 
and spatial aspects of host cells on the 
viral infection, we develop an 
experimental model system and its 
corresponding mathematical model. A 
virus is a small pathogen that replicates 
only inside the living cells. An infected 
cell produces more viral protein and 
generic material instead of its usual 
products and new viruses are released 
from the cell. in this process, the host 
cell may be destroyed so that these 
cause some diseases. The life cycle of 
viruses is described in Fig. 5.

Fig. 5 Life cycle of viruese. 1. 
Attatchment, 2. Internalization to the 
cell, 3. Replication by using the 
machinery and metabolism of a host 
cell, 4. Release 
(Source:http://www.bbc.co.uk/science/0/
21143412)

We did an experiment. Two different 
types of cells, one is more resistant to 
infection, and the other is more sensitive 
to infection, arranged on square plate 
with four different pattern. After printing 
cells to the plate, we put the influenza A 
viruses to the plate. After certain period, 
remove whole medium and then measure 
the amount of intracellular virus RNA. 
Then we see that there are more viral 
loads on more heterogeneous (larger 
chessboard size) pattered plain. About 
this experimental result, although there is 
the previous ODE model, we suggest a 
new PDE model for represent this 
experiment to consider the spatial effect 
and improve the heterogeneity of cells. 
And we see that the numerical results 
with our PDE model almost agree with 
the exprimental result and we will show 
these results in presentation.
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Risk-sensitive asset management with lognormal interest rates

畑　宏明

静岡大学教育学部
e-mail : hata@shizuoka.ac.jp

1 先行研究と本研究の目的

リスク鋭感的ポートフォリオ最適化問題を
扱った研究はたくさんあるが、それらの中で特
に明示的に解析された先行研究として、次があ
げられる。

• 線形 Gauss 型モデル [2, 4, 5, 6, 10]

• Cox-Ingersoll-Ross interest rate モデル
[3, 7]

• Wishart 行列確率ファクターモデル [8]

• 飛躍型Wishart行列確率ファクターモデ
ル [9]

本講演では、対数正規金利過程を用いたリスク
鋭感的ポートフォリオ最適化問題を扱う。この
問題は標準的なリスク鋭感的確率制御問題に
定式化される。動的計画アプローチを用いて、
Hamilton-Jacobi-Bellman方程式を導出し、こ
の方程式の明示解を得る。さらに、この明示解
を用いて、最適戦略を構成し最適値を得る。

2 概要

次の市場モデル (S0 は銀行預金過程、S は
危険資産価格過程、Y はファクター過程)を考
える。

dS0
t = S0

t r(Yt)dt, S0
0 > 0,

dSt = St {µ(t, Yt)dt+ edw(t)} , S0 > 0,

dYt = b(Yt)dt+ c(Yt)dw2(t), Y0 = y ∈ R.

ここで、 w(t) = (w1(t), w2(t))は 2次元標準ブ
ラウン運動である。今回、次の条件を仮定する。

(A1) µ(t, y) := r(y) + λ(y).

(A2) r(y) := y, λ(y) := λ0 + λ1y,

e :=
(√

1− ρ2, ρ
)
, b(y) := by and c(y) :=

cy with ρ ∈ [−1, 1], b, λ0, λ1,∈ R, c > 0,

and Y0 = y > 0.

πtを危険資産への投資比率 (投資戦略)とする
と、投資家の資産価値過程Xπ

t は次を満たす。

dXπ
t

Xπ
t

= (1− πt)
dS0

t

S0
t

+ πt
dSt

St
, Xπ

0 = 1.

本講演では、次の有限時間範囲のリスク鋭感的
ポートフォリオ最適化問題を扱う。

(RS) ΓT (γ) := sup
π∈AT

1

γ
logE [(Xπ

T )
γ ]

ここで、AT は許容な投資戦略全体。本講演で
はリスク回避的設定の場合を扱う。つまり、次
を仮定する。

(A3) γ ∈ (−∞, 0).

基本的な解法の手順は次のようになる。

⟨1⟩ 動的計画原理を用いて、形式的に (以下
で与えられている)HJB方程式 (1)を導
出する。(※ HJB方程式 (1)の sup

π∈Rm
[ ]

において、supを達成する π̌は最適投資
戦略の候補になる。)

⟨2⟩ HJB方程式 (1)に最適戦略の候補 π̌を代
入した方程式 (2)(以下で与えている)の
解の存在を証明する。

⟨3⟩ 方程式 (2)を用いて、Verification Theo-

rem (最適戦略の候補 π̌が本当に最適戦略
であることを保証する定理)を証明する。

動的計画原理から、(RS)に関連するHJB方
程式は次のようになる。

− ∂tv =
c(y)2

2

{
∂yyv + γ (∂yv)

2
}

+ sup
π∈R

[{b(y) + γρc(y)π} ∂yv + r(y)

+λ(y)p− 1− γ

2
p2
]
, v(T, y) = 0,

(1)

つまり、次のようになる。

− ∂tv =
c(y)2

2
∂yyv + {b(y)

+
γρ

1− γ
c(y)λ(y)

}
∂yv +

kc(y)2

2
(∂yv)

2

+ r(y) +
λ(y)2

2(1− γ)
, v(T, y) = 0.

(2)

ただし、

k = k(γ) :=
γ(1− γ + γρ2)

1− γ
< 0,
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今、次を定義する。

α1 := −
√

− γ

1− γ
|λ1| < 0,

α0 := − 1

α1

{
b

c

(
α1 −

γρλ1

1− γ

)
+ k +

γ

1− γ
λ0λ1

}
,

χ̂ :=
1

k

{
α2
0

2
+

γ

2(1− γ)
λ2
0

+

(
b

c
− c

2

)(
α0 −

γρλ0

1− γ

)}
,

ξ̂(y) :=
1

kc

{(
α1 −

γρλ1

1− γ

)
y

+

(
α0 −

γρλ0

1− γ

)
log y

}
,

G(t, y) :=
1

k

{
−δ2

2
c2t− 1

c

(
α0 −

γρλ0

1− γ

)
log y

}
+

1

k
log

∫
R
dz

∫ ∞

0
du exp

[
−1

c

(
α1 −

γρλ1

1− γ

)
　 · yez

1− α1
c yu

+

{
−1

c

(
α0 −

γρλ0

1− γ

)
+ δ

}
z

]
·
(
1− α1

c
yu

) 1
c

(
α0− γρλ0

1−γ

)
ηc2t(u, z),

ηt(u, z) :=
1

2u
exp

(
−2(1 + ez)

u

)
θ4ez/2/u(t/4),

θr(t) :=
r√
2π3t

e
π2

2t

∫ ∞

0
e−

ξ2

2t e−r cosh ξ

· sinh ξ sin
(
πξ

t

)
dξ,

δ :=
1

c2

(
b+ cα0 −

c2

2

)
.

このとき、次の結果が得られる。

定理 1 (A1) ∼ (A3)を仮定する。このとき、
次の結果が得られる。
1. (2) は正の明示解 v̂(t, y)をもつ。

v̂(t, y) = χ̂ · (T − t) + ξ̂(y) +G(T − t, y).

2. (RS)の最適戦略

π̂t =
1

1− γ
{λ(y) + γρc(y)∂yv̂(t, y)}

で構成され、ΓT (γ) = v̂(0, y)が成り立つ。
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Bitcoinにおけるマイニング業者の収益に関するモデリング

安田 和弘 1

1法政大学
e-mail : k yasuda@hosei.ac.jp

1 概要

2008 年に，Satoshi Nakamoto によって [1]

の論文が公開され，Bitcoinのアイデアが世の
中に知られた．その後，2009年からBitcoinの
運用が開始されている．Bitcoinの決済システ
ムを支える技術として，ブロックチェーン技術
があり，その維持にはマイニングと呼ばれる作
業が必要である．本講演では，そのマイニング
を業とするマイニング業者の収益に関するモデ
ル化を行い，各モデルの特徴等を述べていく．
モデルとしては，2種類考える．1つ目は，損
害保険数理を用いたアプローチで，特に損害保
険会社の収益を表すモデルとして知られている
Lundbergモデルに帰着させ，性質等を考察す
る．2つ目は，数理ファイナンスを用いたアプ
ローチで，アジア型オプションで現れる平均株
価に帰着させ，Yor[2]の結果を用いて性質等を
考察する．

2 Bitcoinとブロックチェーン

2008年に，Satoshi Nakamotoによって [1]の
論文が公開され，Bitcoinのアイデアが世の中
に知られた．その後，2009年からBitcoinの運
用が開始されている．それからおおよそ 10年が
経ち，仮想通貨Bitcoinに対して賛否あるもの
の，少なからず注目され，社会にもいくらか取
り入れられている．そのBitcoinの決済を支え
る技術として，[1]ではブロックチェーンと呼ば
れる分散型台帳技術を提案している．金融機関
等における決済や取引履歴の管理は，通常，当
該金融機関が中央に位置し，金融機関がコスト
をかけてすべてを管理している．しかしブロッ
クチェーンでは，全く異なるアイデアが提案さ
れている．ピア・トゥー・ピア型 (P2P)のネット
ワークで，Bitcoin取引の情報を共有している．
そのため，データの改ざんや紛失に強いシス
テムを可能にしている．そのブロックチェーン
を支えるのに，マイニングが必要である．マイ
ニングを行っている人や業者のことをマイナー
と呼ぶ．マイナーは，現在のBitcoin取引履歴
を束ね，また過去のブロックと紐づけをした新

しいブロックの作成をし，成功したときに報酬
を得ている (Proof of Work, PoW)．ブロック
の作成に必要な作業は，コンピュータを用いた
膨大な単純作業で約 10分に 1ブロック作られ
るように設計されている．ブロックの作成に成
功するかどうかは，競争となっているため，マ
イナーは非常に多数のコンピュータを用いてマ
イニングを行っている．したがって，マイナー
にとってコンピュータを稼働させるための電気
代が大きなコストとなっている．また，報酬は
Bitcoinで払われ，約 4年ごとに半分になるよう
に設計されている．2018年 7月では，1ブロッ
ク作成毎に 12.5BTCが払われている．仮に，得
たBTCを即座に換金するとしたら，2018年 7

月では 1BTCが約 75万円付近で取引されてい
るため，約 10分毎に競争に勝ったマイナーに
9, 375, 000円が払われていることになる．ここ
では，後のモデリングに必要な情報に留めてあ
るが，その他は昨今，多数出版されている書籍
やWebページなどを参照されると良い．また，
Bitcoin関係のデータは，BLOCKCHAIN[3]か
ら得られる．

3 最低のBitcoin価格を設定したモデル

本節では，考察する期間中の最低Bitcoin価
格を設定したモデルを提案する．

• マイニングの初期費用を x0円，
• 1単位時間辺りのコストを c円，
• 報酬額を aBTC，
• 最低 Bitcoin価格を ℓ円，
• 最低 Bitcoin価格を上回る収入を Yi円，
• 時刻 tまでにマイニングに勝った回数を
Nt回

とする．ただし，x0, c, a, ℓはすべて正の定
数とし，{Nt}は強度 λ(> 0)のポアソン過程，
{Yi}は Exp(1/µ) (µ > 0)に従う独立確率変数
列でNtとも独立とする．このとき，時刻 tに
おけるマイニング業者の損益は

Xt = −x0 − ct+

Nt∑
i=1

a(ℓ+ Yi)
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とモデル化できる．この右辺の符号を反転さ
せたモデルが，損害保険数理で研究されている
サープラス過程の特にLundbergモデルである．
1903年にLundberg [4]で考えられ始めて以降，
長く研究対象となっている．Asmussen et al.

[5]では，Lundbergモデルに関する結果が多く
紹介されており，本講演でも損害保険数理で得
られている結果からマイニング業者の損益Xt

に関する性質を紹介する．特に，上記の設定で
は ε(x0, ℓ) := Px0,ℓ(Xt ≥ 0)となる確率が具体
的に計算することが可能である．
次に，ここでのモデルにおける最大の難点で

ある，時刻 tまでのマイニングに勝った時刻に
おいて Bitcoin価格が ℓ円以上であることにつ
いて触れておく．ここではBitcoinの価格過程
として数理ファイナンスでも用いられるBlack-

Scholesモデル

dSt = mStdt+ σStdBt, S0 = s

を想定する．ただし，mは実数でBitcoin価格
の期待成長率，σは正の定数で Bitcoin価格の
ボラティリティ，{Bt}はブラウン運動，sは時
刻 0における Bitcoin価格で ℓ以上とする．ま
た，マイニングにどのタイミングで勝てるか不
明であるため，時刻 tまで Stが常に ℓ円以上で
ある確率を考える．StにBlack-Scholesモデル
を想定しているため，P(inf0≤u≤t Su ≥ ℓ)を具
体的に求めることが可能である．
講演では，以上のことを用いて確率

ε(x0, ℓ)× P
(

inf
0≤u≤t

Su ≥ ℓ

)
について理論，数値の両面から考察する．これ
は，時刻 tにおけるマイニング業者の損益が正
である確率の下限を与えるものである．

4 平均収入を用いたモデル

前節のモデルは，Bitcoin価格が ℓ円以上で
あるとし，各回の収入が独立同分布であること
を仮定した．しかし，現実的にはBitcoin価格
は確率過程であり，これらの仮定を満たさない．
その点を考慮したモデルを次に提案する．ここ
では，次のことを仮定する．

• a(t)BTCを時刻 tの報酬額とする．
• 時刻 tまでに勝つ回数 Nt は，平均回数
[λt]で近似する．ただし，[·]はガウス記
号とする．

• 時刻 tまで t/[λt] ≈ 1/λ =: ∆間隔でマ
イニングに勝つとする．

• 0 ≤ i < [λt]に対して，a((i+1)∆)S(i+1)∆∆

≈
∫ (i+1)∆
i∆ a(u)Suduと近似する．

以上のことを加味すると，マイニング業者の損
益を

Xt ≈ −x0 − ct+ (λt)
1

t

∫ t

0
a(u)Sudu

と近似的に考えられる．これは，時刻 tまでの
平均収益 1

t

∫ t
0 a(u)Suduに平均勝ち数λtを掛け

たかたちで収入部分を近似している．報酬額を
表す関数 a(t)は，[1]で提案されている通りで
あれば階段関数であるべきであるが，ここでは
a(t) = a0e

−a1tとする．ただし，a0, a1は正の
定数とする．a1 = 0.17程度に選ぶと 4年で報
酬額が半減する．
上記のモデルを想定したとき，1

t

∫ t
0 a(u)Sudu

は数理ファイナンスにおけるアジア型オプショ
ンに現れる式の類似の式であり，St に Black-

Scholesモデルを仮定したとき，ブラウン運動
に対するスケール則を用いることでYor[2]の結
果に帰着させられ，分布がある程度解析的に得
られる（Jeanblanc et al. [6]の Cor.6.6.2.4）．
講演では，上記のモデルに対しても理論，数
値の両面から考察した結果を述べる．
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連続制御と確率インパルス制御の混合制御問題に対する数値計算アルゴリ
ズムの数値実験を通じた比較

内藤　瞭介 1, 安田　和弘 2

1法政大学大学院理工学研究科，2法政大学
e-mail : ryousuke.naito.6g@stu.hosei.ac.jp

1 概要

連続制御と確率インパルス制御という 2つの
確率制御を混合した制御問題を考える．ファイ
ナンスにおいて確率制御論は，デリバティブの
ヘッジ問題やポートフォリオ最適化などに用い
られる数学的手法で，数理ファイナンス分野に
おいて重要な役割を果たしており，研究が活発
に行われている．
本研究では，上述の複数制御を持つ混合制御

に対する数値計算アルゴリズムを考察する．連
続制御は間接的に制御過程の方向性に寄与し，
確率インパルス制御は直接，制御過程に寄与す
る．確率インパルス制御では，行使する境界お
よび行使幅を決める必要がある．これらの最適
制御は，連続制御に関してはHJB方程式から，
確率インパルス制御は QVIから特徴づけられ
る．後者は，微分方程式の自由境界値問題と関
係する．本講演では，この問題に対して 2つの
数値計算アルゴリズムの比較を数値的に行う．
1つ目のアルゴリズムは，[1]で提案されている
確率インパルス制御だけの時に適用可能なアル
ゴリズムを，混合制御問題に拡張した [2]で提
案されたアルゴリズムを用いる．2つ目のアル
ゴリズムは [3]で述べられているアルゴリズム
を用いる．
ファイナンスにおける混合制御の応用例とし

ては, 中央銀行による為替レートの制御などが
ある. インパルス制御は，直接為替レートに影
響を与える為替介入を意味し, 介入するタイミ
ングと介入幅を決める必要があり, 連続制御で
は，金利平価説に基づいた, 金利を制御するこ
とで, 間接的に為替レートに影響を与える.

2 問題設定

制御過程として次の確率過程を考える．介入
がない時，

dXt = (µ+ καt)dt+ σdWt,

介入がある時は,

Xτi = Xτi− + ξi.

とし, X0 = xとする．ただし，µ, κは実数，σ

は正の定数，Wtはブラウン運動とする．為替
レートの制御としてとらえると，Xtは対数為
替レート，τiは i番目の介入時期, ξiは i番目の
介入幅, µは期待成長率，σはボラティリティ，
xは初期対数為替レート，α(t) = log( rtr )とし，
r̄はターゲット金利，rtは実際の金利，κは金
利による制御の度合いのパラメータである．
ここではコストとしてランニングコストと介
入コストを考える．Iを定義関数とする．無限
満期を考え，λを割引レートとし，コスト関数
はそれらを累積したものの期待値

J(x;α, T, ξ) = E
[ ∫ ∞

0
e−λtf(Xt, αt)dt

+

∞∑
n=1

e−λτnG(ξn)I｛τn<∞｝

]
　

と定義する. ただし，ランニングコストは,

f(x, α) = (x− ρ)2 + cα2

とし, ρは対数為替レートのターゲットレート
を表し, cは正の定数とする．介入コストは,

G(ξ) =


K + kξ,　 (ξ > 0のとき)

min(K,L) (ξ = 0のとき）　
L− lξ,　 (ξ < 0のとき)

とし, K,Lは固定コストを表し, k, lは比例コ
ストを表す．
この時, A(x)は admissible戦略の集合とす
ると，価値関数は次のように定義される．

V (x) = inf
（α,T,ξ)∈A(x)

J(x;α, T, ξ).

3 HJBQVI

本講演で扱う混合制御問題の解の特徴付けと
して，HJBQVIを考える．HJB方程式で連続
制御を特徴付け，QVIで確率インパルス制御を
特徴付ける．HJBQVIとは,

min

{
inf
α∈U

{Lαv(x) + f(x, α)}, Qv(x)− v(x)

}
= 0.
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ただし，Lαv(x)，Qv(x)はそれぞれ,

Lαv(x) =
1

2
σ2v′′(x) + (µ+ κα)v′(x)− λv(x),

Qv(x) = inf
ξ
{v(x+ ξ) +G(ξ)}.

4 数値計算アルゴリズム

4.1 1つ目のアルゴリズム

1つ目のアルゴリズムは [2]で提案されたア
ルゴリズムである．このアルゴリズムは，[1]で
提案された確率インパルス制御のみの場合に適
用可能なアルゴリズムを拡張したものである．
d < D < U < uとし，d, uを介入境界, D, U

は介入結果とする．このとき，Qv(d)−v(d) = 0

かつ ξ = D − d（同様に u, U も）より，

v(d)＝ v(D) +K ＋ k（D − d), ∀x ≤ d (1)

v(u)＝ v(U) + L＋ l（u− U), ∀x ≥ u (2)

が成り立つ．また，Lαv(x) + f(x, α) = 0よ
り，α = − κ

2cv
′(x)を得る．これを，Lαv(x) +

f(x, α) = 0に代入して得られる非線形微分方
程式を L̄v(x) = 0とする．得られる微分方程式
が非線形となったため，[1]で提案されているア
ルゴリズムを直接適用することが出来ない．[2]
では，非線形項を線形に近似し，[1]の方法を
適用しやすい式に変形したアルゴリズムを提案
している．非線形項を線形に近似した微分方程
式を L̃v(x) = 0とする．L̃v(x) = 0は，有限差
分法を用いて数値解を得ることが可能となる．
[2]で提案されたアルゴリズムを述べる．

1) 初期境界 d0 < D0 < U0 < u0 を設定
し，L0v(x) + f(x, 0) = 0 (x ∈ (d0, u0)),

(1)d0 , (2)u0を解き v0(x)を得る．ここで，
式番号の右下の添え字はそれぞれd = d0，
u = u0とした各式を用いるという意味で
ある．n = 0とする．

2) vn(x) の傾きが −k のところを dn+1，l

のところを un+1 とし，dn+1 < Dn <

Un < un+1 に対して，L̃v(x) = 0 (x ∈
(dn+1, un+1)), (1)dn+1 , (2)un+1 を解き
v̄n(x)を得る．

3) 次のようにDn+1, Un+1を得る．

Dn+1 = arg min
x∈(dn+1,un+1)

{v̄n(x) + kx} ,

Un+1 = arg min
x∈(dn+1,un+1)

{v̄n(x)− lx} .

dn+1 < Dn+1 < Un+1 < un+1に対して，
L̃v(x) = 0 (x ∈ (dn+1, un+1)), (1)dn+1 ,

(2)un+1を解き vn+1(x)を得る．n = n+1

とし，2)に戻る．

4.2 2つ目のアルゴリズム

2つ目のアルゴリズムは，[3]の Section 9.4

で紹介されているHowardアルゴリズムを用い
る方法を用いる．ここでは介入境界，介入幅，
連続制御の 3つの戦略を数値的に更新する．
[3]を参考に，アルゴリズムの概略を紹介する．

1) 初期関数v0(x)を設定する．n = 0とする．
2) vn(x)に対して，次の方法で戦略を更新．

αx
n+1 ∈ Argmin

α
{Lαvn(x) + f(x, α)} ,

ξxn+1 ∈ Argmin
ξ

{vn(x+ ξ) +G(ξ)} ,

Tn+1 = {x ∈ R;Lαx
n+1vn(x)

> vn(x+ ξxn+1) +G(ξxn+1)}.

ここで，Tn+1は行使領域を表す．
3) 2)で得られた戦略を用いて，

vn+1(x) = OTn+1,αn+1,ξn+1vn+1(x)

の解 vn+1(x)を得る．n = n + 1として
2)に戻る．ただし，

OTn+1,αx
n+1,ξ

x
n+1

vn+1(x)

=


Lαx

n+1vn(x) + f(x, αx
n+1)

x ∈ R\Tn+1,

vn(x+ ξxn+1) +G(ξxn+1)

x ∈ Tn+1.

講演では，これら 2つのアルゴリズムの特徴
や比較を行う．
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二項モデル下における Predictable Forward Performance Processes

を用いた期待効用に関する数値的考察

著者 佐藤 大地 1, 安田 和弘 2

所属 1法政大学大学院理工学研究科，2法政大学
e-mail : daichi.sato.6w@stu.hosei.ac.jp

1 概要

Angoshtari, Zarihopoulou and Zhou [1]で
は，新しいフォワードパフォーマンス過程とし
て可予測フォワードパフォーマンス過程 (Pre-

dictable forward performance processes, PFPP)

を導入し，数理ファイナンスにおける多期間最
適投資戦略を与えている．従来の動的計画法
(Dynamic programming, DP)の多期間最適投
資戦略では，時刻 0の時点で満期までのすべて
の市場の在り方を決め，その設定の下で最適戦
略を得ることとなる．しかし，現実的には満期
までに市場の状況は当初想定した在り方とは変
わってしまう．また，投資家のリスク許容度も
当初から一貫したものを考えることになるが，
現実的には富の状況によりリスク許容度も変化
するものと考えられる．PFPPは，各時刻にお
いて直近の 1期間に対してある条件を満たす最
適投資戦略を得て，それを満期まで繰り返すこ
とで投資戦略を考えていくため，各時刻におけ
る市場の状況や富の在り方を投資戦略に加味す
ることが可能となる．本講演では，市場に二項
モデルを想定し，多期間期待効用最大化問題を
考え，PFPPと従来のDPの戦略等との比較を
数値実験を通して行う．

2 可予測フォワードパフォーマンス過程
を用いた最適投資戦略

本節では，[1]で与えられている可予測フォ
ワードパフォーマンス過程 (PFPP)を用いた最
適戦略について述べていく．定式化や結果はす
べて [1]で与えられたものである．
(Ω,F ,P)を確率空間，{Ft}t≥0をフィルトレー
ションとする．{Xt}t≥0を富過程とする．X (t, x)

を，Xt = xで，任意の s ≥ tに対して Xs が
Fs-可測である許容可能な富過程 {Xu}u≥t全体
の集合とする．

定義 1 1) 関数 U : R+ → Rが効用関数と
は，U ∈ C2(R+)であり，U ′ > 0, U ′′ <

0で，稲田条件 limx→0+ U ′(x) = ∞,

limx→∞ U ′(x) = 0を満たすものとする．
効用関数全体の集合を U とする．

2) 任意の σ−加法族 G ⊆ F に対して，U :

R+×Ω → Rが G-可測効用関数とは，任
意の x ∈ R+ に対して U(x, ·)が G-可測
で，a.s. ωに対してU(·, ω)が効用関数で
あるときをいう．G-可測効用関数全体の
集合を U(G)とする．

2.1 可予測フォワードパフォーマンス過程

離散時間 0 = t0 < t1 < · · · < tn < · · · とし，
Xn = Xtn , Fn = Ftn (n = 0, 1, · · · )とする．

定義 2 ([1]のDefinition 1) 各時間の確率的な
関数の集合 {U0, U1, U2 · · · }が {Ft}に関して可
予測フォワードパフォーマンス過程 (PFPP)で
あるとは次の 3つの条件を満たすことである.

1) U0は確定的な効用関数で，n ≥ 1に対し
て Un ∈ U (Fn−1)を満たす．

2) 任意のx > 0と (許容可能な)富過程X =

{Xn}∞n=0 ∈ X (0, x)が,

Un−1 (Xn−1) ≥ EP [Un (Xn)|Fn−1]

を満たす．
3) 任意の初期資産 x > 0に対して，

Un−1

(
X∗

n−1

)
= EP [Un (X

∗
n)|Fn−1]

を満たす (許容可能な)富過程
X∗ = {X∗

n}
∞
n=0 ∈ X (0, x)が存在する．

注意 3 2)，3)を合わせると，PFPPを得るに
は期間 [tn−1, tn)において 1期間逆投資問題

Un−1(x) (1)

= sup
Xn∈X (tn−1,x)

EP[Un(Xn)|Fn−1]

を解くことが求められる．
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2.2 1期間逆投資問題と最適戦略

ここでは二項モデルに対する 1期間逆投資問
題を，[1]に従って述べていく．[1]ではより一
般の場合で定式化しているが，簡単のため二項
モデルの上昇率や下落率などを定数とした場合
で述べていく．また，安全資産の金利は 0とし，
以下では期間 [t0, t1)を考える．
二項モデルの上昇率を u > 1，下落率を 0 <

d < 1，また上昇（下降）する確率を 0 < p <

1, (1 − p)とし，収益率を Rとする．この時，
リスク中立確率は q = 1−d

u−d , 1 − q = u−1
u−d とな

る．ρu = q/p，ρd = (1 − q)/(1 − p)とし，プ
ライシングカーネールを

ρ1 = ρu1R=u + ρd1R=d

とする．ただし，1は定義関数とする．
初期の富をX0 = x > 0とし，リスク資産へ

の投資額を πとすると，時刻 t1での富はX1 =

x+ π(R− 1)となる．ただし，

π(x) := − x

u− 1
< 0, 0 <

x

1− d
=: π(x)

として，非破産制約が π(x) < π < π(x)と課
す．このとき，許容可能なポートフォリオは

A(x) = {π ∈ R : π(x) < π < π(x), x > 0}

とする．このとき，(1)の 1期間逆投資問題は，
初期効用関数 U0が与えられたときの

U0(x) = sup
π∈A(x)

EP [U1 (x+ π (R− 1))] (2)

を満たす効用関数 U1を探す問題に帰着する．
逆マージナル関数の集合をI = {I ∈ C1(R+) :

I ′ < 0, limy→∞ I(y) = 0, limy→0+ I(y) = ∞}
とする．U と Iは I = (U ′)−1を満たし，U は I

が逆マージナル関数であるための必要十分条件
である．U0, U1 ∈ U が (2)の関係を満たす時，
逆マージナル I0, I1は次の線形関係式で表され
ることが [1]の Theorem 3で示されている．

I1(ay) + bI1(y) = (1 + b)I0(cy); y > 0. (3)

ただし，a = 1−p
p

q
1−q , b = 1−q

q , c = 1−p
1−q．

[1]の Theorem 4では，得られた I1から U1

を求めると，

U1(x) = U0(c) + EP

[∫ x

I1(ρ1U ′
0(c))

I−1
1 (ξ) dξ

]

(x > 0, c > 0)と表される効用関数となり，(2)

の関係を満たすことが示され，また，このとき
の最適な富X∗

1 (x)と最適投資額 π∗(x)は，

X∗
1 (x) = X∗,u(x)1R=u +X∗,d(x)1R=d,

π∗(x) =
X∗,u(x)−X∗,d(x)

u− d

となる．ただし，X∗,u(x) = I1

(
q
pU

′
0(x)

)
，

X∗,d(x) = I1

(
1−q
1−pU

′
0(x)

)
とする．

[1]の Section 6では，追加の条件を課すこと
で方程式 (3)を解く方法も例示されている．

3 数値実験

本講演では，以下のようなべき効用の場合の
数値実験を行った．

U0(x) =

(
1− 1

θ

)−1

x1−
1
θ .

ただし，x > 0，1 ̸= θ > 0, θ ̸= − loga b, a, b, c

> 0．この場合，戦略等が明示的に与えられる
ことが [1]のCorollary 9で示されている．方程
式 (3)の解 I1は，δ = 1+b

cθ(a−θ+b)
とすると，

I1(y) = δy−θ, y > 0

と求まり，式 (2)を満たす次の時刻の効用関数
U1は，

U1(x) = δ
1
θU0(x), x > 0

で得られる．またこのときの最適投資額は，

π∗(x) =
δ(p/q)θ − 1

u− 1
x, x > 0,

となる．
これらの結果を用いた戦略や満期における期
待効用と，例えば [2]に書かれているDPを用い
た，二項モデルにおけるべき型の期待効用最大
化問題に対する最適戦略や満期における富に対
する期待効用の数値的な比較を講演では行う．
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非双曲型平衡点を持つ力学系におけるLyapunov関数の
精度保証による構成について

寺坂 元 1, 中村 正男 1, 新田 光輝 1, 山本 野人 1

1電気通信大学大学院情報理工学研究科
e-mail : t1731113@edu.cc.uec.ac.jp(寺坂 元)

1 概要

連続力学系の双曲型平衡点の近傍では二次形
式による Lyapunov関数が構成可能であり，精
度保証に依る構成法もいくつか知られている．
これに対し，非双曲型平衡点の近傍では，二次
形式の Lyapunov関数は原理的に構成すること
ができない．本講演では，固有空間に基底を取
り直し，そこから高次項を切り捨てた系を構成
する．その系から Lyapunov関数を構成，元の
力学系への適用を試みる．

2 問題設定

ここでは以下の自励系を対象とする：

du

dt
= f(u), 0<t<∞ (1)

u ∈ R
n, f : Rn → R

n.

また，f(u)は考えている領域で Cr(r ≥ 1)級
とし，平衡点 u∗が存在するものとする．

3 Lyapunov関数の定義と構成について

uの解軌道をϕ(t,u)とする．u∗の近傍DL ⊂
R
nでの Lyapunov関数とは，次の条件を満た
す C1級関数 L : DL → Rを指す [1]．

1.u ∈ DL\{u∗} について L̇(ϕ(t,u))<0

2.L(u∗) = 0, L̇(u∗) = 0

双曲型平衡点ならば，拡張 Lyapunov関数の候
補を f のヤコビ行列Df をもとに二次形式

L(u) = (u−u∗)TY (u−u∗) (Y は対称行列)

で構成し，精度保証を用いて定義域を検証でき
る [2]．その一方で，非双曲型平衡点ならば同
様の方法では Lyapunov関数を構成できない．
本研究の目的は非双曲型平衡点に対して局所的
にLyapunov関数となる関数を構成することで
ある．

4 非双曲型平衡点に対する考察

(1)について，平衡点 u∗が非双曲型であり，
u∗まわりの線形化行列が n+個の正の固有値と
n−個の負の固有値，n0個の実部 0の固有値を
持つとする．このとき，u∗ を原点に座標変換
し，固有空間に基底を取り直せば，(1)は次の
ように表せる [3]．

{

ẋ = Ax+ g(x,y),

ẏ = By + h(x,y) + k(x,y).
(2)

x ∈ R
n++n

− ,y ∈ R
n0 , A ∈ R

(n++n
−
)×(n++n

−
)

は実部 0でない行列，B ∈ R
(n0)×(n0)は全ての

固有値の実部が0の行列，deg(g) ≥ l,deg(h) =

m,deg(k) ≥ m+ 1(l,m ≥ 2)である．(2)にお
いて，g,kを切り捨てた系を考える．

{

ẋ = Ax,

ẏ = By + h(x,y).
(3)

(3)を簡約系と呼ぶことにする．簡約系につ
いて，行列Aをもとに二次形式を構成し，さら
に Lyapunov関数となるよう x,y についての
項を加える．これが元の系 (1)でも Lyapunov

関数となっていることを精度保証で確かめる．

5 数値例

以下の非双曲型の平衡点をもつ例題 [4]を対
象とした．










U̇ = V,

V̇ = 1
d
{P (U,C)V −Q(U,C)U} ,

Ċ = 1
σ
UC2

(4)

P (U,C) =
2

σ
UC2 − σ

Q(U,C) = − 2

σ2
U2C3 + 1− U

d, σはパラメータであり，今回は d = 2, σ = 3

とする．
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(4)には平衡点 (1, 0, 0), (0, 0, C∗)　 (C∗は任
意の実数)が存在する．ヤコビ行列の固有値に
ついては

(1, 0, 0) : λ = 0,
−σ ±

√
σ2 + 4d

2d
.

(0, 0, C∗) : λ = 0,
−σ ±

√
σ2 − 4d

2d
.

となり，どちらも非双曲型である．これらの平
衡点に対して Lyapunov関数の構成を試みた．

5.1 平衡点 (1, 0, 0)に対する構成

U − 1 = Sとして座標変換を行い，次の簡約
系を考える．










(

Ṡ

V̇

)

=

(

0 1

1/d − σ/d

)(

S

V

)

Ċ = C2/σ

(5)

既存の方法 [2]により二次形式を構成し，Lya-

punov関数の要件を満たすため単項式−Cを加
える．

L1(S, V,C) = (S V )Y1

(

S

V

)

− C (6)

(

Y1 =

(

−0.7276 −0.7276

−0.7276 0.7276

) )

(6)が元の系 (4)で (U, V,C) =

([0.875, 1.125], [−0.125, 0.125], [−0.125, 0.125])

の領域で Lyapunov 関数となることを確認で
きた．
検証方法については，Lの時間微分

L̇1 = (U−1 V )(GTY1+Y1G)

(

U − 1

V

)

−UC2

σ







G =

(

0 1

R 1
d
P (U,C)

)

,

R = 1
d
{Pu(U,C)V −Qu(U,C)U −Q(U,C)}







が (1, 0, 0)以外で負値となる領域を特定すれば
よい．そのためには，二次形式である第一項の
負定値を区間演算による精度保証を用いて検証
する．

5.2 平衡点 (0, 0, C∗)に対する構成

まず C∗ = 0の場合に焦点をあて, 次の簡約
系を考える．










(

U̇

V̇

)

=

(

0 1

−1/d −σ/d

)(

U

V

)

Ċ = C2U/σ

(7)

5.1節と同様にして二次形式を構成し，さらに
多項式を加える．導出については本講演にて報
告する．

L2(U, V,C) = (U V )Y2

(

U

V

)

− 1

3σ
C3U5 (8)

(

Y2 =

(

7.0000 9.0000

9.0000 13.0000

) )

(8)式が元の系 (4)で (U, V,C) =

([−0.125, 0.125], [−0.125, 0.125], [−0.125, 0.125])

の領域で Lyapunov 関数となることを確認で
きた．
検証方法については，

L̇2 = (U V )
(

GTY2 + Y2G−H
)

(

U

V

)

− 1

σ
C4U6

(

H =
5C3

6σ

(

0 U3

U3 0

) )

について，5.1節と同様に二次形式である第一
項の負定値性を精度保証を用いて示せればよい．
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精度保証付き数値計算による高次元力学系の安定・不安定多様体の捕捉に
ついて

新田 光輝 1, 山本 野人 1

1電気通信大学
e-mail : knitta@uec.ac.jp

1 はじめに

近年、精度保証付き数値計算を力学系分野に
応用した研究が盛んに行われており、Lyapunov
関数の構成やホモクリニック軌道やヘテロクリ
ニック軌道の存在証明などがその例である [1]。
そこで、本講演では、高次元の力学系の不安

定多様体や安定多様体の精度保証による検証法
を提案する。これは、Brouwerの一致点定理を
基に、写像度 [2]を利用した新しい精度保証法
であり、高次元力学系のホモクリニック軌道や
ヘテロクリニック軌道の精度保証への応用が期
待される。また、実際にR4の連続力学系に対
して本手法を適用し、数値実験を行う。

2 問題設定

次の自励系常微分方程式
dx

dt
= f(x), x,f ∈ Rn, t ∈ R (1)

により記述される連続力学系を考える。また、
この系が

• 双曲型平衡点 x∗を持つこと
• x∗ における Jacobi行列が実部負の固有
値を ν個、実部正の固有値を n− ν個持
つこと

を仮定する。特に 2つ目の仮定は x∗の安定多
様体の次元が ν、不安定多様体の次元が n− ν

であるということを意味している。

3 Lyapunov関数

Lyapunov関数とは平衡点 x∗ の近傍で定義
される次の条件

L(x∗) = 0,
dL

dt
(x∗) = 0

dL

dt
(x) < 0, ∀x ∈ DL\{x∗}

を満たす関数Lであり、平衡点周辺における解
析において有効な道具であると言われている。
本研究では x∗周辺における二次形式により記
述されるLyapunov関数を精度保証により構成
し [3]、これを利用している。

4 ホモクリニック軌道の存在検証のため
の精度保証法の構成方針

2節の問題設定の下、式 (1)で表される連続
力学系のホモクリニック軌道の精度保証法の構
成方針について記述する。

1) 考えている系に n− ν個のパラメータを
導入し、パラメータ領域 Dp ⊂ Rn−ν を
設定する。また、パラメータに依らない
n次元空間中の ν次元領域 γを設定する。
なお、平衡点 x∗ はパラメータに依存し
ないものとする。γの定め方は講演時に
述べる。

2) 平衡点x∗近傍に精度保証によりLyapunov

関数を構成し、これを用いて γ上の不安
定多様体の点 x0 ∈ γの同定を行う。

3) x0を初期点とし、Lyapunov関数の 0レ
ベルセットである L−1(0)に至るまでの
軌道φ(T (x0),x0)を精度保証を用いて計
算し、連続写像

H : Dp ∋ p 7→ φ(T (x0),x0) ∈ L−1(0)

を構成する。。
4) パラメータを変化させるとφ(T (x0),x0(p))

が変化する。H(p) = x∗ を満たすある
p ∈ Dpが存在することを Brouwerの一
致点定理により示す。そのためには写像
度の計算が必要になるが、これについて
も講演時に述べる。

以上が検証できれば、不安定多様体上の点から
出発し、平衡点に至る軌道、すなわちホモクリ
ニック軌道を持つようなパラメータの存在範囲
の同定を行うことができることになる。
本講演では上記手順の 1,2を行う精度保証法

を提案する。

5 不安定多様体の捕捉手順

以下では不安定多様体の捕捉を行う精度保証
法について記述する。なお、ここで言う捕捉と
は γにおける不安定多様体の通過範囲を同定す
ることを意味する。
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B0, B1を ν次元単位球、S0, S1をその境界と
し、以下の手順を実行する。

1) 通常の浮動小数点演算により近似ホモク
リニック軌道を計算し、近似ホモクリニッ
ク軌道上の点のうち、γ に属する点を x̃

とする。その時のパラメータを p̃ ∈ Dp

とする。
2) γ上に中心 x̃、半径 rの ν次元球B(x̃, r)

を考え、Φ0 : B0 → B(x̃, r)を考える。こ
のとき、Φ0は同相写像となる。

3) B(x̃, r)の境界 ∂Bを適当な区間

[∂B1], [∂B2], . . . , [∂Bk]

に分割し、各区間毎に常微分方程式を時
間逆向きに L−1(0)まで計算する。軌道
計算によるB(x̃, r)と L−1(0)の対応を

F1 : B(x̃, r) → L−1(0)

とすると、F1は初期点に関して連続写像
となる。

4) ある超平面 ΓA ⊂ Rν を考え、射影

PA : Rn → ΓA

を考える。ただし、

PAx = PAx
∗ ⇒ x = x∗

を満たすようにΓA, PAを定める。ΓA, PA

の具体的な構成法は講演時に述べる。
5) 平衡点の ΓAへの射影を

y∗ := PAx
∗ ∈ ΓA

とし、中心 y∗、半径 ϵの ν次元球
B(y∗, ϵ) ⊂ ΓAを考え、連続写像

F2 : ΓA ∋ PAF1(x) 7→ y ∈ B(y∗, ϵ)

を定義する。ただし、F2は retractionと
なるように定める。F2の具体的な構成法
は講演時に述べる。

6) Φ1 : B(y∗, ϵ) → B1を、y∗をB1の中心
に移す同相写像とする。

7) 連続写像 F をΦ0, F1, PΓA
, F2,Φ1の合成

として

F = Φ1 ◦ F2 ◦ PΓA
◦ F1 ◦ Φ0

により定義する。その定義域を S0 に制
限した写像を FS とすると、FS は Sν−1

上の連続写像である。
8) 連続写像 FS に対して、FS(S0) ⊂ S1 か
つ degFS ̸= 0 が満たされることを精度
保証により検証する [4]。

以上が確認できれば Brouwerの一致点定理に
より、F は平衡点 x∗ の PA による射影を像と

する写像Gと一致点を持つ。このことから

F2 ◦ PA ◦ F1(x) = PAx
∗

となる x0 ∈ B(x̃, ϵ)が存在する。さらに F2が
retractionであることから

PA ◦ F1(x0) = PAx
∗

が言え、PAの定め方より

F1(x0) = x∗

で、F1は解軌道に沿った写像であるからx0は
不安定多様体上の点となる。また不安定多様体
の通過領域X0は

X0 = B(x̃, r)

となる。また、上記の手順で構成した F はパ
ラメータに関しても連続となることが示せる。
実際の計算ではDp ⊂ [Dp]なる区間 [Dp]を用
いて計算することにより、∀p ∈ Dpをパラメー
タとする系の不安定多様体の通過範囲を同定で
きる。
上記の手順を実際にR4の連続力学系に対し

て適用し、不安定多様体の捕捉を行った。その
結果については講演時に述べる。

6 まとめと今後の課題

高次元力学系の不安定多様体の捕捉を行うた
めの精度保証法を提案した。今後の課題として、

• 平衡点がパラメータに依存する場合に本
手法を拡張すること

• 高次元力学系におけるホモクリニック軌
道の存在検証を行うための精度保証法を
完成させる

などが挙げられる。
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有限要素法による高次元半線形熱方程式の球対称解の数値解析
中西　徹 1, 齊藤　宣一 2

1東京大学大学院数理科学研究科博士課程 1年，2東京大学大学院数理科学研究科
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1 講演概要
本講演では，高次元半線形熱方程式の球対称

解を計算するために対称有限要素近似および非
対称有限要素近似を考え，その重み付き L2ノ
ルムと L∞ ノルムでの誤差解析の結果を報告
する．

2 はじめに
非線形偏微分方程式では，空間の次元に関係

した様々な臨界指数が研究されている．空間 4

次元以上の問題を数値計算することは現実的に
は難しいが，問題に球対称性を仮定すれば，数
値計算でも任意の N を扱うことができ，解析
的な研究の有力な手段となりうる．今回は，次
の偏微分方程式を考える．

Ut = ∆U + f(U), (t, x⃗) ∈ (0, T )× Ω

U = 0, (t, x⃗) ∈ (0, T )× ∂Ω

U(0, x⃗) = U0(x⃗), x⃗ ∈ Ω.

(P)

ここで，U : (0, T )×Ω → R，Ω ⊂ RN (N ≥ 2)

は滑らかな領域とし，f : R → Rは C1級の関
数で，f(s) ≥ 0 (s ≥ 0)なるものとする．
U を極座標変換した関数を uとすると，方程
式 (P)の球対称解が満たす方程式は，次のよう
になる．
ut = uxx +

N−1
x ux + f(u), (t, x) ∈ (0, T )× I

ux(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ (0, T )

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ I.

(S)

ただし，x = |x⃗|，Ω = B(1) = {x⃗ ∈ RN ; |x⃗| ≤
1}，I = (0, 1)，u(t, x) = U(t, x⃗)，ϕ(x) = U0(x⃗)，
x ∈ I とする．
本研究では (S)の近似スキームを考える．特

に，(S)に対する全離散有限要素スキームを提
案し，
• 正値性の保存
• fが大域的にLipschitz連続の場合の収束
解析・誤差解析

• f(s) = u|u|α (α > 0)の場合の収束解析・
誤差解析

などについての解析結果を報告する．線形非同
次の場合（すなわち，f = f(t, x)が既知関数の
場合）については，Eriksson–Thomée [1, 2]で
半離散（対称・非対称）有限要素スキームの収
束解析が報告されている．本研究は，[1, 2]の
非線形問題への拡張と言える．非線形（f(u) =

u|u|α）であっても，差分法については，収束性
が報告されている ([3])．なお，(P)に対しては，
N ≤ 3の場合に，有限要素スキームが研究さ
れている ([4])．

3 高次元半線形熱方程式の球対称解に対
する近似スキーム

I = (0, 1) とおく．節点 0 = x0 < x1 <

· · · < xj < · · · < xm = 1 を導入して，Ij =

(xj−1, xj)，hj = xj−xj−1，h = max
1≤j≤m

hjとお
く．そして，次の P1-有限要素空間を考える：

Sh(I) = {v ∈ H1(I) | vは Ij上一次以下の
多項式 (j = 1，· · ·，m), v(1) = 0}

次に，(S)に対する有限要素スキームを 2つ提
案する．(S)の両辺に xN−1と χ ∈ Ḣ1 = {v ∈
H1(I) | v(1) = 0}を掛けて，I上で部分積分し
た式を考えることによって次のスキームが考え
られる．

定義 3.1 (標準的対称有限要素スキーム)

Find unh(≈ u(tn, ·)) ∈ Sh(I)(n ≥ 0) s.t.
(
xN−1 u

n+1
h −un

h
τn

, χ

)
+A(un+1

h , χ)

= (xN−1f(unh), χ), ∀χ ∈ Sh(I),

u0h = vh.

対称形式 A を A(u, v) = (xN−1u′, v′) によっ
て定める．また，各 τj は時間刻み幅で，tn =∑n−1

j=0 τj(< T ) (n ≥ 1) と置いている (但し，
t0 = 0とする)．
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(S)の両辺に xと χ ∈ Ḣ1 を掛けて，I 上で
部分積分した式を考えることによって，次のス
キームが考えられる．

定義 3.2 (標準的非対称有限要素スキーム)

Find unh(≈ u(tn, ·)) ∈ Sh(I) s.t.
(
x
un+1
h −un

h
τn

, χ

)
+B(un+1

h , χ) = (xf(unh), χ)

u0h = vh, ∀χ ∈ Sh(I)

ここで，非対称形式BをB(u, v) = (xu′, v′) +

(2−N)(u′, v)によって定める．N = 2のとき
は，Bは対称形式となる．

4 主結果
ここでは，標準的対称 (非対称)有限要素ス

キーム (FEM)の正値性・収束解析・誤差解析
について結果を述べる．

定理 4.1 (標準的対称 FEMの正値性)

標準的対称有限要素スキームにおいて，
τn ≥ 1

4h
2を仮定する．このとき，vh ≥ 0なら

ば，unh ≥ 0 (n ≥ 1)が成り立つ． □

定理 4.2 (標準的対称 FEMの収束性 I)

f が大域的 Lipschitz 連続のとき，(S) の解が
[0, T ]× [0, 1]で十分に滑らかならば，次の誤差
評価が成り立つ：

sup
tn∈[0,T ]

∥x
N−1

2 (unh − u(tn))∥L2(I) ≤ C(h2 + τ).

ただし，C = C(T,M,K)は hに依存しない
定数，M は f のリプシッツ定数，K は uの滑
らかさに依存する定数である．また，初期値は
vh = Πhϕ と選んでいる (Πhϕは ϕのLagrange

補間である)． □

定理 4.3 (標準的対称 FEMの収束性 II)

f(u) = u|u|α (α > 0)とする．N < 4とし，
τh−N/2 ≤ c1h

σ を満たす正定数 c1, σの存在を
仮定する．このとき， (S)の解が [0, T ]× [0, 1]

で十分に滑らかならば，次の誤差評価が成り
立つ：

sup
tn∈[0,T ]

∥x
N−1

2 (unh − u(tn))∥L2(I) ≤ C(h2 + τ).

ただし，C = C(T, α,K)は hに依存しない定
数，Kは uの滑らかさに依存する定数で，初期
値は vh = Πhϕと選んでいる． □

定理 4.4 (標準的非対称 FEMの収束性 I)

f が大域的 Lipschitz連続のとき，vh = PBϕ

とする．ただし，PBv ∈ Sh(I)は，B(PBv −
v, χ) = 0, (∀χ ∈ Sh(I)) をみたす関数である．
さらに，δ = suptk∈[0,T ] |τk−τk+1|とおく． (S)

の解が [0, T ]× [0, 1]で十分に滑らかならば，次
の誤差評価が成り立つ：

sup
tn∈[0,T ]

∥unh − u(tn)∥L∞(I)

≤ C

(
log

1

h

) 1
2
(
h2 + τ +

δ

τ

)
.

ただし，C = C(T,M,K)は hに依存しない定
数，M は f のリプシッツ定数，Kは uの滑ら
かさに依存する定数である． □

定理 4.5 (標準的非対称 FEMの収束性 II)

f(u) = u|u|α (α > 0)とする．vh = PBϕと選
ぶ．さらに，時間一様メッシュ τ = τnを考え
る．このとき，(S)の解が [0, T ]× [0, 1]で十分
に滑らかならば，次の誤差評価が成り立つ：

sup
tn∈[0,T ]

∥unh−u(tn)∥L∞(I) ≤ C

(
log

1

h

) 1
2

(h2+τ).

ただし，C = C(T, α,K)は hに依存しない定
数，K は uの滑らかさに依存する定数である．
□
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数値積分を用いるLagrange–Galerkinスキームの収束性
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e-mail : su48@fuji.waseda.jp

1 はじめに
本報告では，Navier–Stokes (NS)問題のため

の数値積分を用いる Lagrange–Galerkin (LG)

スキームの収束性を述べる．
LG スキームは流れ問題のための強力な数値

計算手法である．しかし，従来のスキームは，
合成関数を含む項の積分のために，スキームに
忠実な実装は困難であった．[1]では，厳密に
実装できるスキームが開発され，収束性が示さ
れ，この問題が解決された．一方で，その合成
関数を含む項の積分を数値積分に置き換えたス
キームは広く使われていたが，その収束性は示
されていない．[1]においては，時間刻みの選
択によっては不安定になることが報告されてい
る．一方で，時間刻みを小さくすると安定性が
回復することも観察された．
本報告では，そこで観察されたことを定式化

する．要素の内部に積分点を持つ数値積分公式
を考え，時間刻みが小さいときに，スキームの
解の収束性を示す．

2 準備
(u, p) : Ω× (0, T ) → Rd×R を未知関数とす
る NS 問題

∂u

∂t
+ (u · ∇)u− ν∆u+∇p = f,

(x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∇ · u = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(·, 0) = u0, x ∈ Ω (1)

を考える．ここに，Ω は Rd (d = 2, 3) の多角
形または多面体領域，T > 0 は終了時刻，∂Ω
は Ω の境界, ν > 0 は粘性係数を表す定数，
f : Ω× (0, T ) → Rd と u0 : Ω → Rd は与えら
れた関数である．
双線形形式 a と b を

a(u, v) ≡ ν(∇u,∇v), b(v, q) ≡ −(∇ · v, q)

で定める．ここで (·, ·)は L2(Ω)i, i = 1, d, d×d

の内積を表す．また集合 K における L2 内積
を，(·, ·)K と書く．
∆t > 0 を時間刻みとする．w : Ω → Rd に
対して写像 X1(w) : Ω → Rd を次で定める：

(X1(w))(x) ≡ x− w(x)∆t.

また，記号 NT ≡ ⌊T/∆t⌋, tn ≡ n∆t, ψn ≡
ψ(·, tn) を用いる．◦ は関数の合成とする．す
なわち，(g ◦ f)(x) ≡ g(f(x)) である．
{Th}h を一様正則な三角形分割列とし，Vh×

Qh ⊂ H1
0 (Ω)

d×L2
0(Ω) を P2/P1 有限要素空間

とする．
g : K → R を連続関数，K ∈ Thを要素とす
る．

∫
K g dx の 数値積分 Ih[g;K] を

Ih[g;K] ≡ measK

Nq∑
i=1

wi g(ai),

で定める．ここで，Nq は積分点数で，(wi, ai) ∈
R ×K (i = 1, . . . , Nq) は重みと積分点の組で
ある．

3 スキームとその収束性
NS問題 (1)のための，数値積分を用いる LG

スキームを考える．

スキーム LG′. u0h を u0 の近似とする．n =

1, . . . , NT に対して，次を満たす {(unh, pnh)}
NT
n=1 ⊂

Vh ×Qh を求めよ：
1

∆t
(unh, vh)

− 1

∆t

∑
K∈Th

Ih[(u
n−1
h ◦X1(u

n−1
h )) · vh;K]

+ a(unh, vh)+ b(vh, p
n
h)

= (fn, vh), ∀vh ∈ Vh, (2a)

b(unh, qh) = 0, ∀qh ∈ Qh. (2b)

本スキームを以下の仮定Hの下で考える．

H. 数値積分公式 Ih は以下を満たす：
(i) 各積分点に対して ai ∈ int(K).

(ii) 各重みに対して wi > 0.

(iii) Ih は 6次以上の公式である．
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例えば 9次の 21点公式 [2]は仮定 H を満た
す．仮定 H の下，∆t が小さければ, 各積分点
aj とその移動先 [X1(u

n−1
h )](aj) は同じ要素に

あるので，Taylor展開により，(2a)は次の (3a)

に書き換えられる：

1

∆t

(
unh − un−1

h , vh
)
+ ((un−1

h · ∇)un−1
h , vh)

− ∆t

2

∑
K∈Th

(
(un−1

h )T (∇2un−1
h )un−1

h , vh

)
K

+ a(unh, vh) + b(vh, p
n
h)

= (fn, vh), ∀vh ∈ Vh, (3a)

b(unh, qh) = 0, ∀qh ∈ Qh. (3b)

ここで， ∇2un−1
h は Hesse 行列である. (3)を

スキーム SDEと呼ぶ．上記の条件下でスキー
ム LG′ と同値である．

定理. NS 問題 (1) の解 (u, p) は十分滑らかと
する．(uh, ph)をスキームLG′の解とする．u0h
を (u0, 0) の Stokes 射影の第一成分とし，数値
積分公式 Ih は仮定Hを満たすとする．このと
き，正定数 c0, h0, c が存在し，h ∈ (0, h0] と
∆t ≤ c0h を満たす h と ∆t に対して

∥uh − u∥ℓ∞(H1), ∥ph − p∥ℓ2(L2) ≤ c(h2 +∆t)

が成り立つ．

4 数値結果
[1] と同じ高レイノルズ数のテスト問題を扱
う．

例. NS問題 (1) において Ω ≡ (0, 1)2, T = 1,

ν = 10−4 とする. 関数 f と u0 は厳密解が

u1(x, t) = ϕ(x1, x2, t),

u2(x, t) = −ϕ(x2, x1, t),
p(x, t) = sin(π(x1 + 2x2) + 1 + t),

となるように与える．ここで，

ϕ(a, b, t) ≡ − sin(πa)2 sin(πb)

× {sin(π(a+ t)) + 3 sin(π(a+ 2b+ t))}

である．

N を Ω̄ の各辺の分割数とし，FreeFem++

[3] でそれに対応するメッシュを作成した．
N と∆tを変化させて，スキーム SDE で計
算し，ℓ∞(H1

0 )ノルムで計ったときの uの相対

誤差と ℓ2(L2)ノルムで計ったときの pの相対
誤差を表 1にまとめた．「発散」とは計算途中で
相対誤差が 1010 以上になったことを表す．い
ずれのN にも発散となる∆tがあるが，∆tを
小さくすると安定に計算できることが観察でき
る．∆t ≤ O(h) の下での収束が観察できる．

表 1. 相対誤差
N ∆t ℓ∞(H1

0 )(u) ℓ2(L2)(p)

8 0.002000 発散 発散
8 0.001000 1.82e+1 1.80e+0

8 0.000500 1.36e+1 1.25e+0

8 0.000250 1.46e+1 1.28e+0

16 0.001000 発散 発散
16 0.000500 2.00e+0 7.63e-2

16 0.000250 1.81e+0 6.57e-2

16 0.000125 1.75e+0 6.27e-2

32 0.000500 発散 発散
32 0.000250 4.29e-1 8.34e-3

32 0.000125 2.18e-1 5.65e-3

64 0.000250 発散 発散
64 0.000125 7.32e-2 4.70e-3

注意. 1. 定理は，スキーム SDEで同じ収束結
果を示すことで得られる．
2. 高レイノルズ数でないとき (例えば，ν =

10−1)，容易に良好な計算結果が得られる．

5 おわりに
要素の内点に積分点を持つ数値積分公式を考
え，時間刻みが小さいとき，Lagrange–Galerkin

スキームの収束性を述べた．定理に整合する数
値結果を得た．定理に出現する定数は粘性係数
νに依存するので，この依存性に注目した解析
は課題として残っている．
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1 概要

超特異楕円曲線間の同種写像核計算問題
（CSSI, Computational SuperSingular Isogeny

問題）に対しては現在，量子計算機でも指数
時間の攻撃法しか知られていない．そのため，
CSSI問題を安全性の根拠とする暗号方式であ
る同種写像暗号は，耐量子暗号の一つとして期
待されている．本稿では，CSSI問題に対する
Gröbner基底計算を用いた新しい求解方法を提
案する．さらに，Jaoらの提案した同種写像暗
号（SIKE [1]）に対して，提案した CSSI問題
求解法を用いた解読実験結果を報告する．

2 CSSI問題とVéluの公式 [2]

素数 p > 7に対し，q := pn (n ∈ N)とする．
有限体Fq上で式 y2 = x3+ax+b (4a3+27b2 ̸=
0)で定義される楕円曲線をE/Fqと表し，その
Fq-有理点群をE(Fq)(単位元はO)と表す．
2つの Fq上楕円曲線E, Ẽに対し，E(F̄q)か

ら Ẽ(F̄q)への写像 ϕが有理写像かつ群準同型
であるとき，ϕ を E から Ẽ への同種写像と
呼び，E, Ẽ は同種であるという．また，l :=

#ker(ϕ) < ∞のとき，ϕを l-同種写像と呼ぶ．
同種な 2つの Fq 上楕円曲線 E と Ẽ に対し，

E から Ẽ への l-同種写像 ϕはただ一つ存在す
る．ここで，q + 1 −#E(Fq) ≡ 0 (mod p)の
とき，Eを超特異楕円曲線と呼ぶとすると，次
の問題が考えられる．

CSSI問題. 2つの Fq 上超特異楕円曲線 E, Ẽ

と自然数 lに対し，Eから Ẽへの l-同種写像ϕ，
又はその ker(ϕ)を求めよ．

この問題に対しては，claw finding algo-

rithm [3]が現在最も有効であるが，量子計算
機でもO(p1/6)の時間が必要である [4]．
ここで，楕円曲線 E/Fq とその有限部分群

K (#K =: l)に対し，ker(ϕ) = K をみたす
l-同種写像 ϕ : E → Ẽ と楕円曲線 Ẽ/Fq はた
だ一つ存在し，この ϕと Ẽ は次で与えられる
（以下，E上の点 Sの x座標を xS で表す）．

命題 (Véluの公式 [2]). 楕円曲線 E/Fq : y2 =

x3+ ax+ b とその部分群 K (#K =: l)が与え
られているとき，多項式Dl(x), Nl(x)を

Dl(x) :=
∏

S∈K∖O(x− xS)

= xl−1 − s1x
l−2 + s2x

l−3 − · · ·+ sl−1, (1)

Nl(x)

Dl(x)
= lx− s1 − (3x2 + a)D′

l(x)/Dl(x)

− 2(x3 + ax+ b)
(
D′

l(x)/Dl(x)
)′

(2)

= x +h1/x + h2/x
2 + h3/x

3 + · · · (3)

と定める．すると，ker(ϕ) = KをみたすEか
ら Ẽへの l-同種写像 ϕは，

ϕ(x, y) =
(
Nl(x)/Dl(x), y (Nl(x)/Dl(x))

′ )
と表せる．また，Ẽ/Fq : y

2 = x3+ ãx+ b̃とす
ると，ã = a− 5h1, b̃ = b− 7h2である．

3 提案手法の概要

本稿では，上記の Véluの公式から連立方程
式を作成し，Gröbner基底による連立方程式求
解を用いて CSSI問題を解く手法を提案する．
以下では d = (l − 1)/2とし，

Fl(x) := xd + t1 x
d−1 + t2 x

d−2 + · · · + td

は Dl(x) = F 2
l (x)をみたす多項式とする．こ

のとき，t2, . . . , tdはAlg 1により a, b, ã, b̃, t1を
用いて表せる [5]．すなわち，ϕ を表す多項式
Dl(x), Nl(x)は a, b, ã, b̃, t1を用いて表せる．故
に，l-同種写像 ϕは，t1の値を計算することで
求まる．従って，命題 2からAlg 2を用いると
t1を計算できるため，ϕも計算可能である．

Algorithm 1 ti計算アルゴリズム [5]

INPUT: l ∈ Z, E, Ẽ/Fq の係数 a, b, ã, b̃

OUTPUT: t2, . . . , td ∈ Fq[t1]

1. hk = 3
(k−2)(2k+3)

∑k−2
i=1 hihk−1−i

− 2k−3
2k+3 a · hk−2 − 2k−6

2k+3 b · hk−3

より h1, . . . , hl−1を計算．
2. 式 (1)-(3)より s2, . . . , sl−1を s1で表す．
3. Dl = F 2

l で t2, . . . , tdを t1で表し，出力．
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Algorithm 2 t1計算アルゴリズム [6]

INPUT: l ∈ Z, E, Ẽ/Fq の係数 a, b, ã, b̃

OUTPUT: t1 ∈ Fq

1. Alg 1を用いて t2, . . . , tdを t1で表す．
2. Φx := Nl(x)/Dl(x) ∈ Fq[t1, x]を計算．
3. (x3 + ax+ b) (Φ′

x)
2 − (Φx)

3

− ã (Φx)− b̃ の xに関する
係多項式 c0, c1, . . . , cm ∈ Fq[t1]を計算．

4. 連立方程式 ci = 0の根 rを計算し，出力．

注意. 実際にAlg 1，Alg 2により t1を計算する
と，Alg 2の 4行目に時間がかかる．そのため，
十分 t1の候補が絞られる最小の方程式の取り方
を考える必要がある．そこで，Alg 2の 3行目で
作られる多項式の低次の項には，高次の項の情
報も含まれていると予想し，c0 = 0, . . . , c4 = 0

のみを用いて連立方程式求解を行った．

4 提案手法による SIKE解読実験

2011年 Jaoらは，CSSI問題の計算困難性に
基づく同種写像暗号 (SIKE [1])を提案した．そ
こで，今回提案したCSSI求解法を用いてSIKE

の解読実験を行った（実験環境：Intel Core i7-

6600U@2.60GHz, MAGMAVer. 2.20.10）．本
実験では，SIKEが量子計算機に対して 82-bit

安全性を持つパラメータ p = 22503159 − 1, q =

p2, E/Fq : y
2 = x3 + xを用いた．

表 1. l = 3e次CSSI問題に対する t1の計算時間（秒）及
びそのうちのAlg 1の計算時間とAlg 2の計算時間（秒）

e 合計時間 Alg1 step Alg2 step

2 0.047 – 0.047

3 0.516 0.016 0.500

4 5.406 0.391 5.015

5 83.078 31.546 51.532

図 1. p = 22503159 − 1, q = p2, E/Fq : y2 = x3 + xとし
たときの Alg 1による ti の計算時間

5 まとめと今後の課題

表１より同種写像の次数 l = 35のCSSI問題
は現実的な時間で解けることが分かった．しか
し，次数 l = 36のCSSI問題に対しては，12GB

のメモリを用いて60時間計算しても解くことが
できなかった．この主な原因は二つ考えられる．
一つ目は，同種写像の次数が大きくなると，
全ての tiを t1で表す計算に多くの時間がかか
るからである（図１参照）．二つ目は，tiを全
て t1で表せたとしても，大きな iに対しての ti
の次数は t1 変数に関して大きくなるため，連
立方程式構成ステップで次数の大きな多項式の
演算が必要となるからである．
従って今後は，一部の tiのみを t1で表して

Alg 1の 4行目で多変数の連立方程式を解く手
法や，より少ない数の方程式 ci から連立方程
式を構成する手法を考え，どこまで効率化でき
るか考察する必要がある．
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1 概要

格子暗号の安全性を支える最短ベクトル問題
(Shortest Vector Problem, SVP)の近似解の求
解法として，LLL[1]やBKZ[2]などが代表的で
ある．LLLの拡張であるDeepLLL[2]をBKZに
組込んだ“DeepBKZ”[3][4]を用いたDarmstadt

の SVPチャレンジの更新記録が SCIS2018で
報告されている．本稿では，DeepLLLの簡約
条件を強めた改良 DeepLLLと BKZに組込ん
だ改良DeepBKZを提案する．改良方式の有効
性を検証するため，格子基底簡約で見つけた短
い格子ベクトルとその実行時間について，既存
DeepLLLと改良版，既存 DeepBKZと改良版
のそれぞれを比較する.

2 数学的準備

格子 [5] n ∈ Nに対して，Rnの一次独立なベ
クトルb1, . . . ,bnの整数係数による線形結合全
体の集合L をRn上の n次元格子と呼ぶ．格子
Lの基底行列B = (b1, . . . ,bn)に対して，格子
Lの体積をvol(L) = det|B|で定める．格子基底
{b1, . . . ,bn}に対して，{b∗

1, . . . ,b
∗
n}をGram-

Schmidtの直交化ベクトルとする．(b∗
1 = b1,

b∗
i = bi−

∑i−1
j=1 µi,jb

∗
j , µi,j = ⟨bi,b

∗
j ⟩/∥b∗

j∥2)
任意の 1 ≤ i ≤ nに対して，πiを R-ベクトル
空間 ⟨b1, . . . ,bi−1⟩R の直交補空間への直交射
影とする．（ただし，π1は恒等写像とする．）
集合πk(L)は基底 {πk(bk), . . . , πk(bn)}を持つ
(n− k + 1)-次元格子であり，射影格子と呼ぶ．
その部分格子である基底 {πk(bk), . . . , πk(bl)}
を持つ (l − k + 1)-次元格子を L[k,l]と表す．

基底簡約と条件 基底 {b1, . . . ,bn}とユニモ
ジュラ行列Uに対して，{b1U, . . . ,bnU}も基底
となる. 基底簡約ではこの性質を利用し，最短
ベクトル問題を解くために短く互いに直交に近
い基底に取り替えていく．アルゴリズム評価の
ために，基底簡約の出力基底の先頭ベクトルb1

に対して，Hermite factor γ := ∥b1∥/vol(L)
1
n

がよく用いられる．
格子 L ⊂ Zn の基底 {b1, . . . ,bn}が，簡約パ

ラメータ 1
4 < δ < 1に対して条件 (1),(2)を

満たす時，基底 {b1, . . . ,bn}は δ-LLL簡約さ
れているといい，条件 (1),(3)を満たす時は δ-

DeepLLL簡約されているという．
(1) |µi,j | ≤ 1

2 (1 ≤ j < i ≤ n).

(2) δ∥b∗
i−1∥2 ≤ ∥πi−1(bi)∥2 (2 ≤ i ≤ n).

(3) δ∥b∗
i ∥2 ≤ ∥πi(bk)∥2 (1 ≤ i < k ≤ n).

また，2 ≤ β ≤ nに対して条件 (1),(4)を満た
す時は β-BKZ簡約されているという．
(4) 1 ≤ ∀k ≤ nに対して，ベクトル b∗

kが格子
L[k,l]上の非零な最短ベクトルである．
(l = min(k + β − 1, n))

3 改良DeepLLLの提案と比較報告

新しい条件 改良DeepLLLでは，DeepLLL簡
約条件である (3)を強めた (3′)に変更する．
(3′) δ∥b∗

i ∥2 ≤ ∥πi(bk + abl)∥2

(∀a ∈ Z, 1 ≤ i < l < k ≤ n)

A = ∥πi(bl)∥2，B =
∑l

j=i µk,jµl.j∥b∗
j∥2

(⌊x⌉ : xに近い整数)とすると，
∥πi(abl+bk)∥2 = A(a+ B

A )
2− B2

A +∥πi(bk)∥2

となるため a = −⌊BA⌉の時に (3′)の右辺は最
小となる．したがって，a = −⌊BA⌉ に対して
δ∥b∗

i ∥2 ≤ ∥πi(bk + abl)∥2が成り立つことは任
意の aについて成り立つことと同値である．

改良DeepLLL このアルゴリズムでは，
step1: DeepLLLアルゴリズム
step2: a = −⌊BA⌉ ̸= 0となる aを見つけ i番目

に bk + ablを挿入し，bkを取り除く.

という２つのステップを繰り返し行う．step2

でそのような aが見つからなければこのアルゴ
リズムは停止し，出力基底は簡約条件を満たす．
Darmstadt SVP challenge[6] seed0-9を用いた
DeepLLLとの比較結果を表 1に示す．

表 1. 平均停止時間と (γ
1
n の平均)比較

n DeepLLL 改良DeepLLL

100 44.5秒 46.5秒
(1.011084) (1.011032)

120 712.2秒 768.1秒
(1.010802) (1.010722)
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4 改良DeepBKZの提案と比較報告

BKZ内で呼ぶLLLの代わりに改良DeepLLL

を組込む「改良DeepBKZ」を提案する．
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

改良DeepBKZアルゴリズム（簡易版）
Input: 基底 {b1, . . . ,bn}，ブロックサイズ β

Output: β-BKZ簡約された基底 {b1, . . . ,bn}
1: j ← 0, z ← 0

2: while z < n− 1 do

3: j ← j mod (n−1)+1, k ← min(j+β−1, n)
h← min(k + 1, n)

4: 部分射影格子L[j,k]上の最短な非零ベクトル
πk(v)を見つける．

5: if ∥b∗
k∥ > ∥πk(v)∥ then z ← 0

6: k番目に vを挿入し一次従属性を取り除く.

7: else z ← z + 1

8: 基底 b1 . . .bhに対し改良DeepLLL簡約
9: end while

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

表 2，図 1，図 2に Darmstadt SVP challenge

seed0-9の平均停止時間，βを 20から 44まで 2

ずつ上げた時のγ
1
nの平均を示す. early-abort[7]

を採用する．（BKZ内の繰り返し回数を

N =

⌊
10

(
n
β

)2
(
log n+ log logmax

∥b∗
i ∥

vol(L)
1
n

)⌉
までに制限する．)

5 考察

今回提案した改良DeepLLLでは，DeepLLL

とあまり変わらない停止時間で短い基底ベクト
ルを見つけることが出来た．（表 1）さらに改良
DeepBKZでも，DeepBKZと比べて時間はか
かったが，短い基底ベクトルを見つけることに
成功した．（表 2，図 1,2）

図 1. n = 120, x軸（β:ブロックサイズ）, y 軸（γ
1
n の

平均（Darmstadt SVP challenge seed0-9））

図 2. n = 125, x軸（β:ブロックサイズ）, y 軸（γ
1
n の

平均（Darmstadt SVP challenge seed0-9））

表 2. n = 120（図 1）, n = 125（図 2）の時のブロック
サイズ β = 44までの平均停止時間比較

n DeepBKZ 改良DeepBKZ

120 9434秒 13621秒
125 17170秒 31107秒
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無誤差変換技法を用いた陽的補外法の精度改善

幸谷 智紀 1

1静岡理工科大学
e-mail : kouya.tomonori@sist.ac.jp

1 初めに

今回解くべき常微分方程式の初期値問題を下
記のように表記する．

dy

dt
= f(t,y)

y(α) = yα

積分区間 : [α, β]

(1)

常微分方程式 (ODE)の初期値問題において，
高精度な近似解を効率的に得るためには高次解
法を使用することが望ましい．しかし，多倍長
精度演算を用いると計算時間が増大するため，
通常の IEEE754演算を用いて精度を補填する
Møller法の利用が提案されている [1]．しかし，
精度の改善が必ずしも可能になるわけではない．
今回我々はQDライブラリ [2]で提供される

4倍精度 (Double-Double, DD)演算を用いて実
装した補外法と，BLAS1ベースの 2重精度演
算 [3]を取り込んだ補外法を実装し，その性能
評価を行った．その結果，ODEの関数 f(t,y)

を倍精度のまま利用し，それ以外の部分に 2重
精度演算を行ったものが最も効率的な計算を実
行でき，Møller法より精度の改善が図れること
が判明した．本稿ではその結果について述べる．

2 陽的補外法のアルゴリズム

ODE(1)に対し，各離散点 told ∈ [α, β]の近
似解 yold ≈ y(told)から，次の離散点 tnextの近
似値 ynext ≈ y(tnext)を，陽的中点法を用いた
補外法（陽的補外法）を用いて計算することを
考える．
補外法の初期系列Ti1を計算するための補助
数列を {wi}，最大段数 Lとし，停止条件とし
て相対許容度 εR，絶対許容度 εAを与える．今
回は補助数列としては下記の 2つを使用する．

Romberg数列: 2, 4, 8, ..., 2i, ...

調和数列: 2, 4, 6, 8, ..., 2(i+ 1), ...

初期系列Ti1 (i = 1, 2, ..., L)の計算は，下記
のように最初の y1を陽的 Euler法で計算した
後，以降は陽的中点法を用いて行う．

1. h := (tnext − told)/wi −→ tk := told + kh ∈
[told, tnext]

2. t0 := told, y0 ≈ y(t0)
3. 陽的 Euler法: y1 := y0 + hf(t0,y0)
4. 陽的中点法: yk+1 := yk−1+2hf(tk,yk) (k =

1, 2, ..., wi − 1)
5. 初期系列をセット: S(h/wi) := ywi

初期系列 Ti1 := S(h/wi)を用いて近似解の
次数を高めていく補外過程は次のようになる．

1. T11 := S(h/w1)
2. i = 2, ..., L

Ti1 := S(h/wi)

For j = 2, ..., i

補外過程:

Rij :=

((
wi

wi−j+1

)2

− 1

)−1

× (Ti,j−1 −Ti−1,j−1)

Tij := Ti,j−1 +Rij

収束チェック :

∥Rij∥ ≤ εR∥Ti,j−1∥+ εA

−→ ynext := Tij

3. ynext := TLL （収束しない場合）

3 無誤差変換BLAS1を用いた陽的補外
法のアルゴリズム

通常の丸め誤差を伴う倍精度四則演算を ⊕,

⊗, ⊖, ⊘と表現する．これに対して，倍精度加
算の結果 s := a◦bに含まれる誤差項 eを正確に
表現することのできる演算を無誤差変換（演算）
と呼ぶ．代表的なものとして，QuickTwoSum(|a|
≥ |b|の場合のみ)とTwoSum，TwoDiff，TwoProd，
FMA演算に対する FMAerrorがある．これら
の演算を用いて，AXPY演算とSCAL演算を無
誤差変換アルゴリズム化する．倍精度四則演算，
QuickTwoSum，TwoSum, TwoDiff, TwoProd，
FMAerrorはベクトルの要素ごとに実行するも
のとする．
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(y, ey) := AXPYerror(α, eα,x, ex,y, ey)
(y, e1, e2) := FMAerror(α,x,y)
ey := e1 ⊕ e2 ⊕ α⊗ ex ⊕ eα ⊗ x⊕ ey
return (y, ey)

(x, ex) := SCALerror(α, eα,x, ex)
(w1,w2) := TwoProd(α,x)
w2 := α⊗ ex ⊕ eα ⊗ (x⊕ ex)⊕w2

(x, ex) := QuickTwoSum(w1,w2)
return (x, ex)

f(tk,yk) := fkを誤差評価付きの f(tk+etk ,yk+

eyk
) = fk +efk に変更したとすると，無誤差変

換アルゴリズムを用いた陽的補外法は次のよう
になる．
陽的 Euler法：

(y1, ey1
) := (y0, ey0

)

(y1, ey1
) := AXPYerror(h, eh, f0, ef0 ,y1, ey1

)

陽的中点法：

(yk+1, eyk+1
) := (yk−1, eyk−1

)

(yk+1, eyk+1
) := AXPYerror(2⊗ h, 2⊗ eh, fk, efk ,

yk+1, eyk+1
)

補外過程は次のようになる．準備として，係
数はDD演算を行って (cij , ecij ) := 1/((wi/ wi−j+1)

2

−1)としておく．

(U1, eU1
) := (Ti,j−1, eTi,j−1

)

(U2, eU2
) := (Ti−1,j−1, eTi−1,j−1

)

(U3, eU3) := AXPYerror(−1, 0,U1, eU1 ,U2, eU2)

(U3, eU3
) := SCALerror(cij , ecij ,U3, eU3

)

(Tij , eTij
) := AXPYerror(1, 0,U3, eU3

,U1, eU1
)

4 性能評価

AMD Ryzen 1700 (3GHz, 8 cores)，GCC

5.4.0, QD 2.3.17, LAPACK 3.8.0という計算
環境の下で性能評価を行った．比較した陽的
補外法は，Double-double精度 (DD)，倍精度
Møller法 (double møller),倍精度EFT(DEFT,

f + ef を利用)，そして ef := 0とした倍精度
EFT(DEFT2)である．特に断らない限り εR =

εA = 0とした．
使用した問題は下記の斉次線形 ODE(n =

2048)である．

d

dt


y1
y2
...
yn

 =


−y1
−2y2
...
−nyn


=


f1
f2
...
fn




y(0) = [1 1 1]T , t ∈ [0, 1/4]

この場合，関数 f の各要素 fi (i = 1, 2, . . . , n)

の誤差評価付きの計算は次のようになる．

(fi, efi) := (−iyi,−ieyi) (2)

性能評価の結果をを図 1に示す．計算時間は
DDが最も大きく，次いでDEFTとDEFT2が
同程度，倍精度Møllerがそれに続き，倍精度
演算が最も少ない．それに対し，相対誤差は，
ちょうど逆の順になり，Møller法は精度改善の
効果が薄いのに対し，DEFT, DEFT2は倍精
度演算ギリギリの精度を維持できていることが
分かる．
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図 1. 線形 ODEの計算時間 (上)と相対誤差 (下)

従って，無誤差変換技法を用いることで，Møller

法より高い精度向上を達成でき，DD演算を用
いるより短い計算時間で済むことが判明した．
より詳細な性能評価結果は講演時に示す．
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Enclosing the Hermitian positive definite solution of the conju-

gate discrete-time algebraic Riccati equation

Shinya Miyajima
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1 Introduction

Consider the conjugate discrete-time alge-

braic Riccati equation

R(X) := X −AHX(I +GX)−1A−H = 0,

where A,G,H ∈ Cn×n are given, X ∈ Cn×n

is unknown, G and H are Hermitian posi-

tive definite (HPD), I, AH and X denote the

n× n identity matrix, conjugate transpose of

A, and complex conjugate of X, respectively.

Investigating R(X) = 0 is a parallel study

of the conjugate nonlinear matrix equation

X + AHX
−1

A = Q, which has an applica-

tion in the study of modern quantum theory

by means of consimilarity. The solution of in-

terest in R(X) = 0 is the HPD solution X+.

In [1], conditions for the existence and unique-

ness of X+ are elegantly derived, a fast itera-

tive algorithm for computing X+ is proposed,

and it is shown that the speed of convergence

can be of any desired order.

The work presented in this talk addresses

the problem of verified computation for X+,

specifically, computing an interval matrix which

is guaranteed to contain X+. To the author’s

best knowledge, the verification algorithm de-

signed specifically for R(X) = 0 has not been

written down in literature. As mentioned in

[1, Section 1], R(X) = 0 can be transformed

into the standard discrete-time algebraic Ric-

cati equation (DARE)

AH
1 XA1−X−AH

1 X(G−1
1 +X)−1XA1+H1 = 0,

whereA1 := A∆G,HA, G1 := G+A∆G,HGA
H
,

H1 := H + AHH∆G,HA and ∆G,H := (I +

GH)−1, which is a special case of the DARE

treated in [2, 3, 4]. Therefore, a solution to

R(X) = 0 can be enclosed by computing in-

tervals containing A1, G
−1
1 andH1, and apply-

ing a known algorithm in the DARE [2, 3, 4].

On the other hand, the algorithms in [2, 3]

do not verify that the contained solution is

Hermitian, so that we can not assert that the

solution is X+. If we apply the algorithms in

[4], we can prove the Hermitian property. By

incorporating a known verification algorithm

for the positive definiteness, therefore, we can

assert that the solution is X+. Alternatively,

this approach fails in many cases.

The purpose of this talk is to propose an it-

erative verification algorithm for X+. This al-

gorithm requires only O(n3) operations per it-

eration, and moreover verifies the uniqueness

of the contained solution. In order to reduce

the computational cost, we use the Perron-

Frobenius theory.

For M ∈ Cn×n, let Mij and ρ(M) be the

(i, j) element and spectral radius of M , re-

spectively, |M | := (|Mij |), ∥M∥ := maxi,j |Mij |,
and M ≻ 0 denote M is HPD. For M,N ∈
Rn×n, M ≤ N means Mij ≤ Nij , ∀i, j. Let

./ be the pointwise division. Define ∆G,X :=

(I + GX)−1, TX := ∆G,XA, T̂X := TXTX ,

Nn := {X ∈ Cn×n : X is nonsintular} and

Hn := {X ∈ Cn×n : XH = X}.

2 Verification theory

We firstly consider computing an interval

matrixX containing a solution X∗ ofR(X) =

0. Verifying X∗ = X+ and the uniqueness

will be discussed later. Let Xa ∈ Hn be a nu-

merical solution of R(X) = 0 such that I +

GXa ∈ Nn. The Fréchet derivative R′
Xa

(E) of

R at Xa applied to the matrix E can be writ-

ten as R′
Xa

(E) = E − TH
Xa

ETXa . If R′
Xa

(E)

is invertible, we can define the Newton op-

erator N (X) := X − (R′
Xa

)−1(R(X)), and

N (X) = X is a fixed point equation for X.

For computing X, we thus verify the invert-

ibility of R′
Xa

(E) and inclusion {N (X) : X ∈
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⟨Xa,Θ⟩} ⊆ ⟨Xa,Θ⟩ for given Θ ∈ Rn×n with

Θ > 0. If these are true, the Brouwer’s fixed

point theorem implies X∗ ∈ ⟨Xa,Θ⟩, so that

X∗ = N (X∗) ∈ {N (X) : X ∈ ⟨Xa,Θ⟩}. Hence,

an interval matrix including {N (X) : X ∈
⟨Xa,Θ⟩} can be regarded as X.

We verify the invertibility of R′
Xa

(E) by

the following idea: It is invertible if and only

if there uniquely exists E ∈ Cn×n such that

R′
Xa

(E) = M for arbitrarily given M ∈ Cn×n.

In view of [1, Lemma 2.2], we can prove the

existence and uniqueness if ρ(T̂Xa) < 1. From

[1, Theorem 2.1], we have ρ(T̂X+) < 1. There-

fore, if Xa is not too far from X+, we can

expect ρ(T̂Xa) < 1.

Lemma 1 If Xa ∈ Hn, T̂ ∈ Rn×n, λ ∈ R
and v ∈ Rn satisfy I+GXa ∈ Nn, T̂ ≥ |T̂Xa |,
T̂ T v ≤ λv, λ < 1 and v > 0, then the above

R′
Xa

(E) is invertible.

We verify the inclusion {N (X) : X ∈ ⟨Xa,Θ⟩}
⊆ ⟨Xa,Θ⟩ by computing a superset of {N (X) :

X ∈ ⟨Xa,Θ⟩}. The superset can be computed

by the following idea: The equality N (X) =

X−(R′
Xa

)−1(R(X)) is equivalent toR′
Xa

(N (X))

= R′
Xa

(X) − R(X). Thus, {N (X) : X ∈
⟨Xa,Θ⟩} is the set of all solutions to the pa-

rameterized equation R′
Xa

(NX) = R′
Xa

(X)−
R(X), where NX ∈ Cn×n is unknown and

X ∈ ⟨Xa,Θ⟩ is the parameter. Hence, the

superset can be obtained by enclosing the so-

lution set. The solution set can be enclosed

with only O(n3) operations.

Lemma 2 Let N (X) be as the above, Xa, T̂ ,

λ and v be as in Lemma 1, and Θ ∈ Rn×n

with Θ > 0 be given. With all the assump-

tions in Lemma 1, suppose I + GX ∈ Nn,

∀X ∈ ⟨Xa,Θ⟩, and J,Γ ∈ Rn×n satisfy J ≥
|R(Xa) + TH

Xa
R(Xa)TXa | and Γ ≥ |∆G,XG|,

∀X ∈ ⟨Xa,Θ⟩. Define K := |TXa |TΘΓΘ|TXa |+
T̂ TΘΓΘT̂ , σ := ∥(J + K)./(vvT )∥ and Ω :=

J +K + (σλ2/(1 − λ2))vvT . Then, {N (X) :

X ∈ ⟨Xa,Θ⟩} ⊆ ⟨Xa,Ω⟩.

Lemmas 1 and 2 yield a theory for enclosing

a solution X∗ to R(X) = 0.

Lemma 3 Under the conditions in Lemma 2,

let Xa be as in Lemma 1, Θ and Ω be as in

Lemma 2, ΩS ∈ Rn×n be given and X∗ be a

solution to R(X) = 0. If Ω ≤ ΩS ≤ Θ, then

⟨Xa,ΩS⟩ ∋ X∗.

We finally establish a theory for verifying

XH
∗ = X∗ and the uniqueness. If XH

∗ = X∗
is proved, we can narrow the enclosure such

that X∗ ∈ ⟨Xa, S⟩, where S ∈ Rn×n is defined

by Sij = min((ΩS)ij , (ΩS)ji). We can verify

X∗ ≻ 0 by checking X ≻ 0, ∀X ∈ Hn∩⟨Xa, S⟩
via a known algorithm.

Theorem 1 Let Xa be as in Lemma 1, ΩS

and X∗ be as in Lemma 3, and S be as the

above. With all the assumption in Lemma 3,

suppose T̂S ∈ Rn×n, λS ∈ R and vS ∈ Rn

satisfy T̂S ≥ |T̂X |, ∀X ∈ ⟨Xa,ΩS⟩, T̂SvS ≤
λSvS, λS < 1 and vS > 0. Then, XH

∗ =

X∗ and X∗ is the unique solution contained

in ⟨Xa,ΩS⟩. Moreover, X∗ ∈ ⟨Xa, S⟩.

Numerical results will be given at the talk.
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新しいタイプの2次と3次 IMEX RK公式

大野 博 1

1茨城大学
e-mail : hiroshi.ono.siam@vc.ibaraki.ac.jp

1 はじめに

常微分方程式の初期値問題
dy(t)

dt
= f(y(t)) + g(y(t)), t ∈ [t0, T ],

y(t0) = y0,

(1)

の数値解法を考える. ただし,関数f(y)とg(y)

は, Rm → Rmという写像で必要な所まで滑ら
かとする. f は non-stiff , gは stiff部分を表す.

このような微分方程式系の多くは, 偏微分方程
式を空間方向について離散化し, 時間方向の常
微分方程式に変換したときに現れる [4].

研究の背景を説明するために次の定義 1を与
える.

定義 1 3つの数字の組 (ŝ, s, p)を次のように
定義する. ŝは陰的解法部分の段数, sは陽的解
法部分の段数, pは数値解法全体の次数を表す.

1997 年から, IMEX RK 法 (implicit-explicit

Runge-Kutta methods)の陰的解法部分がA-安
定やL-安定性をもつ公式が提案された. U.Ascher

らが, forward Euler法と backward Euler法を
組み合わせた forward-backward Euler(1,1,1)

公式や修正オイラー法と 1段midpoint公式を
組み合わせた IMEX-midpoint(1,2,2)公式など
を提案した [1]. S.Boscarino らは, implicitly

stiffly accurate(ISA) や globally stiffly accu-

rate(GSA)な (4,4,2)公式と (4,5,2)公式と (7,8,3)

公式を提案した [2]. G.Izzoらは, A-安定やL-安
定な (6,6,3)公式と (8,8,4)公式を提案した [4].

我々は, 国際会議ANODE 2018で, IMEX RK

法の絶対安定領域の陰的部分を A-安定に固定
したときの陽的部分の絶対安定領域を正確に描
く方法を提案し, (1,3,2)公式と (2,4,3)公式の
絶対安定領域の面積とパラメータの関係を示し
た [5].

ここでの目的は,上記の (1,3,2)公式と (2,4,3)

公式について, 精度がよい公式を決定する.

2 IMEX RK法

Nを自然数,ステップ幅をh = (T −t0)/Nと
したとき,各時刻は ti = t0+ih, i = 0, 1, · · · , N
とかける. s段 IMEX RK法は次のように定義
する [2, 4].

Yi = yn + h
i−1∑
j=1

aijFj + h
i∑

j=1

aijGj ,

i = 1, 2, · · · , s (2)

yn+1 = yn + h
s∑

j=1

bjFj + h
s∑

j=1

bjGj .

ただし, Fj = f(Yj), Gj = g(Yj)とする [2,

3, 4].

3 IMEX RK法の絶対安定領域

テスト方程式を次のようにする.

y′ = λ0y + λ1y, λ0, λ1 ∈ C. (3)

上記のテスト方程式を (2)に適用すると, 次の
安定性関数R(z0, z1)が得られる.

yn+1 = R(z0, z1)yn. (4)

R(z0, z1)

= 1 + (z0b
T
+ z1b

T)(I− z0A− z1A)−1e

=
P (z0, z1)

(1− λz1)s
.

ただし, P (z0, z1)は z0 と z1 の多項式である.

z0 = hλ0, z1 = hλ1 である. 上記の安定性関
数から IMEX RK法の絶対安定領域が定義で
きる.

定義 2 IMEX RK法の絶対安定領域を次のよ
うに定義する.

A =
{
(z0, z1) ∈ C2 : |R(z0, z1)| ≦ 1

}
.

陰的部分の絶対安定領域をA-安定や L-安定に
固定して, 陽的部分の絶対安定領域を見るため
に, 次の定義を与える.
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定義 3 次の領域 S が空集合でない IMEX RK
法をA-安定な IMEX RK法とよぶ.

S =
{
z0 ∈ C : |R(z0, z1)| ≦ 1 for ∀z1 ∈ C−} .

また, A-安定な IMEX RK法に次の条件を付
け加えたものを, L-安定な IMEX RK法とよぶ.

lim
ℜ(z1)≦0,|z1|→∞

|R(z0, z1)| = 0.

4 (2,4,3) IMEX RK公式
A-安定な (2,4,3) IMEX RK公式を以下に示

す [5].

Y1 = yn

Y2 = yn + hc2f(Y1)

Y3 = yn + h
((3 +√

3

6
− a3,2)f(Y1)

+a3,2f(Y2) +
3 +

√
3

6
g(Y3)

)
Y4 = yn + h

((
a3,2 −

3−
√
3

6

)
f(Y1)

−a3,2f(Y2) +
3−

√
3

3
f(Y3)

−
√
3

3
g(Y3) +

3 +
√
3

6
g(Y4)

)
yn+1 = yn +

h

2
(f(Y3) + f(Y4) + g(Y3) + g(Y4)) .

2 つの自由パラメータ a3,2, c2 がある. A-

安定な公式の絶対安定領域 S が広くなる条件
a3,2c2 = 0.156を使う.

このときの主要離散化誤差の大きさ A4,1 と
c2との関係を図 1に示す.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

c2

A
4
,1

図 1. c2 と A4,1 との関係

5 数値例

図 1より, 離散化誤差の大きさが小さくなる
のが c2 = 0.3付近であることを以下の数値例
を使って確かめる.

例 1 (Burgers equation) ν = 0.0001とν =

0.1の外力が働くバーガース方程式を考える [6].

ut = νuxx + uux + φ(t, x),

−1 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ t ≦ 2.

ただし,

φ(t, x) = r(x) sin t,

r(t) =


0, −1 ≦ x ≦ − 1

3

3(x+ 1
3), −1

3 ≦ x ≦ 0
3
2(

2
3 − x), 0 ≦ x ≦ 2

3

0, 2
3 ≦ x ≦ 1

.

とする. 初期条件は次のものを使う.

u(0, x) = sinπ(x+ 1).

謝辞 茨城大学には, この研究をするために必
要な文献を提供してもらい, Mathematicaを使
わせてもらったことに感謝する.
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シミュレーションプログラムの微分可能化と自動微分したプログラムの動
作確認
堀端 康善
法政大学　理工学部
e-mail : horibata@hosei.ac.jp

1 はじめに
ソースプログラムを微分し，タンジェントプ

ログラムとアジョイントプログラムを生成する。
微分には，自動微分ツール TAPENADE[1]を
使用する。
気象データ同化を，大規模非線形最適化問題

として定式化すると，最適化アリゴリズムで
探索のたびに目的関数の勾配を必要になる。ア
ジョイントプログラムを利用すると，この勾配
を高速に計算できる。しかし，生成したアジョ
イントプログラムを使い，数値実験したが，最
適化の結果は決して満足できるものではなかっ
た [2]。アジョイントプログラムが不完全であっ
たためと推測する。
本論文は，ソースプログラムを微分するとき

の問題点を改善し，内積テストを行い [1]，生
成したプログラムの動作確認を行う。

2 ソースプログラム
ソースプログラムは大気の流れをシミュレー

ションする。大気速度，圧力，温位，水蒸気，
雨粒，雲粒，サブグリッドスケールの運動エネ
ルギーについての時間発展型の支配方程式を差
分法で積分する [3]。
ダウンバーストのシミュレーション結果を示

す。シミュレーション領域は両水平方向に20km，
鉛直方向に 10kmである。簡単のため，初期状
態は等温位 ( θ0 = 300K)であり，相対湿度は
0，無風であるとする。雨粒の球状に分布させ，
ダウンバーストを発生させる。6分間にわたり，
大気の運動をシミュレーションする。格子間隔
は ∆x = ∆y = 1250m, ∆z = 625m，時間刻
み幅は ∆t = 5s とする。
図 1 は，ダウンバースト発生 6分後の大気

速度である。雨粒の蒸発により，周囲の大気か
ら熱が奪われ，冷たくなった空気は重くなり，
下降気流が発生する。4分後には，最大 21 m/s
にもなる。下降気流は地面に当たると，水平方
向に拡がる。その速度は 6分後には 17 m/sに
なる。
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10

Y(km)

-10

-5

0

5

10

Z(km
)
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(        5m/s)

TIME = 6 min

図 1. ダウンバースト発生 6分後の大気速度

3 微分と動作確認
3.1 微分可能化

ソースプログラムには次のような実行文が
ある。

a = b ** 0.525

これを，タンジェントモードで自動微分すると，
次の実行文が生成される。

ad = 0.525 bd/b ** 0.475

したがって，xが 0のとき，ゼロ除算が起きる。
[2]では, ゼロ除算を回避するために，ラグラン
ジュ補間を用いる。3次の多項式で 4点を補間
し，区間 0 ≤ x ≤ 1.5 × 10−2全体を近似する。
x の最大値は約 1.5 × 10−2 である。
本論文では，エルミート補間を使い. x = 0

の近傍のみ近似する。次の 2点の間を補間する。

x1 = 0.0 x2 = 10−4

各点での関数値には，関数 x0.525 の値を使用す
る。すなわち

y1 = 0.0 y2 = x0.525
2
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x1 での微分係数 y′1 を 0とし， x2 での微分係
数 y′2 には，関数 x0.525 の微分係数値を使う。

y′1 = 0.0 y′2 = 0.525x−0.475
2

3次の多項式で，これらの関数値と微分係数値
を補間する。図 2 は，関数 x0.525 とエルミー
ト補間で近似した場合を比較する。この近似を
使っても，関数 x0.525 を使った場合に比較して，
シミュレーション結果にほとんど影響しない。

図 2. 関数 x0.525 の一部をエルミート補間で近似

3.2 微分したプログラムの動作確認

ベクトル独立変数 X ∈ Rm が与えられると，
ソースプログラムはベクトル関数 Y = F (X) ∈
Rl を計算する。自動微分で生成したプログラ
ムは，独立変数 X が与えられたとき，関数 F

の微分係数を計算する。タンジェントプログラ
ムは，入力 Ẋ に対し，Ẏ = F ′(X)× Ẋ を出力
する。アジョイントプログラムは，入力 Ȳ に
対し， X̄ = F ′∗(X)× Ȳ を出力する。ここで，
F ′(X) は関数 F (X) のヤコビ行列である。
スカラー変数 h の関数 g を

g(h) = F (X + hẊ)

と定義すると，次式が得られる。

lim
ϵ→0

F (X + ϵẊ) − F (X)
ϵ

= g′(0)

= F ′(X) × Ẋ = Ẏ (1)

したがって，プログラム F を X と X + ϵẊ

について２回実行することにより，タンジェン
トプログラムの出力 Ẏ を近似できる。

Ẏ をアジョイントプログラムの入力 Ȳ にす
ると，次式が得られる。

(X̄ · Ẋ) = (F ′∗(X) × Ẏ · Ẋ)

= Ẏ ∗ × F ′(X) × Ẋ

= Ẏ ∗ × Ẏ = (Ẏ · Ẏ ) (2)

2で紹介した計算結果について，3種類のノ
ルムを計算する。X は大気速度，圧力，温位，
水蒸気，雨粒，雲粒，渦粘性係数の初期値，Y

はそれらの変数の 6分後の値である。そして，
m = l = 37632 である。計算結果を表 1 に示
す。タンジェントノルム (Ẏ · Ẏ ) とアジョイン
トノルム (X̄ · Ẋ) は 15桁すべてが一致する。
差分近似 (F (X +ϵẊ)−F (X))/ϵのノルムはタ
ンジェントノルムと最初の 6桁まで一致する。

表 1. 3種類のノルムの比較 (ϵ = 10−10)

(F (X + ϵẊ) − F (X))/ϵ 0.153194571523625D+21

のノルム　　
(Ẏ · Ẏ ) 0.153194435697253D+21

(X̄ · Ẋ) 0.153194435697253D+21

4 おわりに
ソースプログラムの微分可能性を向上させ，

微分したプログラムについて内積テストを行っ
た。タンジェントノルムとアジョイントノルム
は完全に一致，差分近似ノルムは最初の 6桁が
一致する。生成したプログラムは正確である。
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筋肉における確率的挙動を示す分子モータと連続体の力学的連成の数理について 
 
   鷲尾 巧 
     所属 東京大学 フューチャーセンター推進機構, (株) UT-Heart研究所 

     e-mail: washio@ut-heart.com 

 
1  概要 

 筋収縮はサルコメアと呼ばれる長さ2µm程度

の構成単位の中に含まれる太いフィラメント

と細いフィラメント間の滑り運動により実現

されている. この滑り運動は熱揺らぎのもと

で確率的に動作する分子モータの 10nm 程度の

パワーストローク運動の繰り返しによる.ここ

では, 分子モータのパワーストローク運動と

サルコメアの運動、引いてはよりマクロな連続

体としての筋肉の運動を結び付ける計算手法

について考察する. 
 
2  分子モータとサルコメアの連成モデル 

図１に分子モータと半サルコメアモデルを示

す. サルコメアに対しては対称性を仮定して

その半分のモデルを扱うことにする. 分子モ

ータに関してはレバーアームのストローク長

𝑥𝑥𝛼𝛼,𝛽𝛽とロッドの伸び𝜉𝜉𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝛼𝛼:モータ番号, β:フィラメン

ト番号)は, 熱揺らぎによるランダム力𝑅𝑅 のもと細い

フィラメントに結合している際には 

 

�
𝛾𝛾𝑋𝑋 �̇�𝑥𝛼𝛼,𝛽𝛽 +

𝜕𝜕𝜑𝜑PS

𝜕𝜕𝑥𝑥 �𝑥𝑥𝛼𝛼,𝛽𝛽� +
𝑑𝑑𝑊𝑊rod

𝑑𝑑𝜉𝜉 �𝜉𝜉𝛼𝛼,𝛽𝛽� − 𝑅𝑅𝑋𝑋,𝛼𝛼,𝛽𝛽 = 0
               

𝜉𝜉𝛼𝛼,𝛽𝛽 − 𝜉𝜉𝛼𝛼,𝛽𝛽 
𝑡𝑡𝐴𝐴,𝛼𝛼,𝛽𝛽 − 𝑥𝑥𝛼𝛼,𝛽𝛽 + 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧 𝑡𝑡𝐴𝐴,𝛼𝛼,𝛽𝛽 = 0                         

(1)  

 
に、結合していない際には 
 

�
𝑥𝑥𝛼𝛼,𝛽𝛽 = 0

𝛾𝛾𝐷𝐷 �̇�𝜉𝛼𝛼,𝛽𝛽 +
𝑑𝑑𝑊𝑊rod

𝑑𝑑𝜉𝜉 �𝜉𝜉𝛼𝛼,𝛽𝛽� − 𝑅𝑅𝐷𝐷,𝛼𝛼,𝛽𝛽 = 0
                             (2) 

 

で表されるランジュバン方程式に従うものと

する. ただしランダム力は以下の条件を満た

す. 

 

�
〈 𝑅𝑅Θ,𝛼𝛼,𝛽𝛽 
𝑡𝑡 〉 = 0                                           
〈 𝑅𝑅Θ,𝛼𝛼,𝛽𝛽 
𝑡𝑡 , 𝑅𝑅Θ,𝛼𝛼,𝛽𝛽 

𝑡𝑡′ 〉 = �2𝛾𝛾Θ𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇 𝛿𝛿 𝑡𝑡−𝑡𝑡′   ,Θ = 𝑋𝑋,𝐷𝐷      (3)  

 

ここで𝑘𝑘𝐵𝐵はボルツマン定数, 𝑇𝑇は温度である. 𝜑𝜑PS

はパワーストロークを引き起こす自由エネルギー関

数であり, 𝑊𝑊rodはロッドのバネ部のひずみエネルギ

ーである. 𝑡𝑡𝐴𝐴,𝛼𝛼,𝛽𝛽はヘッドが結合したときの時間で, 

(1)式２行目の制約条件はフィラメントの滑り(𝑧𝑧の

変化)に依存してストローク長𝑥𝑥𝛼𝛼,𝛽𝛽とロッドの伸び

𝜉𝜉𝛼𝛼,𝛽𝛽が変化することを示している. 簡単のため半

サルコメアモデルがバネ定数𝐾𝐾𝑍𝑍のバネに接続

されているとすると以下のつり合い式が成立

する.  

 

𝛾𝛾𝑍𝑍 �̇�𝑧  + 𝐾𝐾𝑍𝑍 𝑧𝑧  − 𝑇𝑇act 
 = 0                                                  (4) 

 

ここで𝑇𝑇act 
 は結合した分子モータが生成するア

クティブな張力であり, 𝑆𝑆𝑆𝑆����をフィラメント一本

あたりの断面積とするとき以下で与えられる. 

 

𝑇𝑇act =
1

𝑆𝑆𝑆𝑆���� 𝑛𝑛𝐹𝐹
��𝛿𝛿𝐴𝐴,𝛼𝛼,𝛽𝛽

𝑑𝑑𝑊𝑊rod

𝑑𝑑𝜉𝜉 �𝜉𝜉𝛼𝛼,𝛽𝛽�                  (5)
𝑛𝑛𝑀𝑀

𝛼𝛼=1

𝑛𝑛𝐹𝐹

𝛽𝛽=1

 

 

図 1 半サルコメアモデル(a), 分子モータモデル(b), ポ

テンシャル関数(c) 
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2  多重時間ステップカップリング法 

筋肉の運動を解析する際には, 前述のサルコ

メアモデルを線維方向に沿って埋め込みマク

ロな有限要素法と連成させて解く必要がある.

このような大規模な計算では並列化が必須で

ある.  ランジュバン方程式(1),(2)は通常

∆𝑡𝑡=1ns程度の時間刻みを必要とするため,マク

ロな連続体問題も同じ時間刻み幅で解いた場

合には同期や通信によるオーバーヘッドが計

算時間のほとんどを占めるようになってしま

う. そこで連続体問題はより粗い時間刻み

∆𝑇𝑇 = 𝑛𝑛∆𝑡𝑡 で安定に解く解法が必要となる. こ

こでは簡単のため式(4)で表されるサルコメア

運動方程式との連成問題の解法を考える.  

 時刻𝑇𝑇から時刻𝑇𝑇 + ∆𝑇𝑇への進み方について

考える. まずは, 滑り𝑧𝑧について, 以下のよう

に外挿してランジュバン方程式(1), (2)を陽解

法で解く.  

 

𝑧𝑧 𝑇𝑇+𝑘𝑘Δ𝑡𝑡 = 𝑧𝑧 𝑇𝑇 + 𝑘𝑘Δ𝑡𝑡 �̇�𝑧 𝑇𝑇  ,𝑘𝑘 = 1,⋯ ,𝑛𝑛         

 

その後に仮のアクティブ応力 𝑇𝑇�act 
𝑇𝑇,Δ𝑇𝑇 を以下のよ

うに定める.  

 

𝑇𝑇�act 
𝑇𝑇,Δ𝑇𝑇 =

1
𝑆𝑆𝑆𝑆���� ∙ 𝑛𝑛 ∙ 𝑛𝑛𝐹𝐹

� 𝛿𝛿𝐴𝐴,𝛼𝛼,𝛽𝛽 
𝑇𝑇+𝑘𝑘∆𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊rod

𝑑𝑑𝜉𝜉 � 𝜉𝜉𝛼𝛼,𝛽𝛽 
𝑇𝑇+𝑘𝑘Δ𝑡𝑡 �

 

𝑘𝑘,𝛼𝛼,𝛽𝛽

 

 

さらにアクティブ剛性 𝐾𝐾act 
𝑇𝑇,Δ𝑇𝑇 を以下のように

定める. ここで𝑘𝑘𝐴𝐴,𝛼𝛼,𝛽𝛽は分子モータが結合した

ステップ番号で, 時刻𝑇𝑇より以前に結合している

場合にはゼロを代入する.  

 

𝐾𝐾act 
𝑇𝑇,Δ𝑇𝑇 =

2
𝑆𝑆𝑆𝑆���� ∙ 𝑛𝑛2 ∙ 𝑛𝑛𝐹𝐹

� 𝛿𝛿𝐴𝐴,𝛼𝛼,𝛽𝛽 
𝑇𝑇+𝑘𝑘∆𝑡𝑡 �𝑘𝑘

 

𝑘𝑘,𝛼𝛼,𝛽𝛽

− 𝑘𝑘𝐴𝐴,𝛼𝛼,𝛽𝛽�
𝑑𝑑2𝑊𝑊rod

𝑑𝑑𝜉𝜉2 � 𝜉𝜉𝛼𝛼,𝛽𝛽 
𝑇𝑇+𝑘𝑘Δ𝑡𝑡 � 

 

上記の剛性を利用して仮のアクティブ応力を

以下のように時刻𝑇𝑇 + ∆𝑇𝑇での滑り速度で修正し

たものを真のアクティブ応力として式(4)を陰解法

で解く.  

 

𝑇𝑇act 
𝑇𝑇+Δ𝑇𝑇 = 𝑇𝑇�act 

𝑇𝑇,Δ𝑇𝑇 +
∆𝑇𝑇
2  𝐾𝐾act 

𝑇𝑇,Δ𝑇𝑇 � �̇�𝑧 𝑇𝑇+∆𝑇𝑇 − �̇�𝑧 𝑇𝑇 �     

 

図2に上記アルゴリズムを適用してサルコメア

の自励振動を再現した例を示す. ここでは, 

∆𝑇𝑇 = ∆𝑡𝑡 = 1nsと同じ時間ステップ幅を適用し

た場合(a)と大きく異なるステップ幅

∆𝑇𝑇 = 5 × 106∆𝑡𝑡 = 5msを適用した場合(b)を

比較している. フィラメント数𝑛𝑛𝐹𝐹が小さい場

合は, ランダム力の影響で振動が不規則にな

り, 両者の解に食い違いが現れるが, ∆𝑇𝑇が大

きな場合でも振動の特性は捉えられている. 

フィラメント数𝑛𝑛𝐹𝐹が大きくなると振動が規則

的になり, 両者の解は msオーダーの比較では

よく一致している.このような解法を実際の心

臓の拍動に適用した例については参考文献[1]

をみられたい.  

図 2 サルコメア自励振動のシミュレーション結果 

(a) 𝑛𝑛𝐹𝐹=1, 𝑛𝑛𝑀𝑀=80 (b) 𝑛𝑛𝐹𝐹=24, 𝑛𝑛𝑀𝑀=80 黒: ∆𝑇𝑇 = ∆𝑡𝑡 = 1ns, 

黒: ∆𝑇𝑇 = 5 × 106∆𝑡𝑡 = 5ms 
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圧力Poisson問題と対応するStokes問題の境界条件

松井 一徳

金沢大学 自然科学研究科 数物科学専攻
e-mail : first-lucky@stu.kanazawa-u.ac.jp

1 概要

MAC法や射影法，粒子法などの非圧縮粘性
流体に対する数値計算解法では，圧力を計算す
る技法として非圧縮性の代わりに圧力 Poisson

方程式が用いられている．圧力Poisson方程式
を解くためには適当な境界条件を課す必要があ
り，本来の問題の方程式からすると多過ぎる境
界条件が課されることとなる．本講演では，定
常 Stokes問題を用いてこの問題について調べ
た結果を数値計算例と合わせて述べる．

2 Stokes問題と圧力Poisson問題

Ωを R3内の有界開領域で境界 Γはリプシッ
ツ連続とする．また，Γ1 を Γ の開部分集合，
Γ2 := Γ\Γ1で |Γ1|, |Γ2| > 0を満たすものとす
る．（ただし，病的なものは考えないものとす
る．）次の Stokes問題について考える．

−∆uS +∇pS = F in Ω,

div uS = 0 in Ω,

+ boundary condition for uS and pS .

(S)

ここで F ∈ L2(Ω)
3
, divF ∈ L2(Ω)とする．第

一式の発散を取ると，

divF = −∆(div uS) + ∆pS = ∆pS .

を得る．この方程式は圧力Poisson方程式と呼
ばれる [1, 2]．圧力Poisson方程式を用いて，次
の問題を考えることができる．

−∆uPP −∇(div uPP ) +∇pPP = F in Ω,

−∆p = −divF in Ω,

uPP = 0,
∂pPP

∂ν
= gb on Γ1,

Tν(u
PP , pPP ) = tb, pPP = pb on Γ2,

(PP)

ここで νは境界の単位法線ベクトルを表してお
り，gb ∈ L2(Γ1), t

b ∈ H1(Ω)
3
, pb ∈ H1(Ω),

Tν(u
PP , pPP )i

=

3∑
j=1

(
∂uPP

i

∂xj
+

∂uPP
j

∂xi

)
νj − pPP νi

(i = 1, 2, 3)とする．
また，第一式の−∇(div uPP )は応力境界条件
を課すために加えた項である．この問題 (PP)を
圧力Poisson問題と呼ぶこととする．この問題
はまず圧力ポアソン方程式を解くことで pPP ∈
H1(Ω)をまず得ることができ，得た pPP を用
いて第一式を uPP についてのポアソン方程式
と見ることでuPP ∈ H1(Ω)

3を得ることができ
る．(S)の代わりに (PP)を解くというアイデ
アは，Navier–Stokes方程式の圧力の数値解を
得る際に便利なために，MAC法や射影法，粒
子法などでよく使われている．もちろん一般に
div uPP は 0ではないので (S)の解とはならな
いのたが，工学などでは物理的に自然な境界条
件を課すために問題ないものとして扱われてい
る．本講演では，(S)と (PP)との比較からそ
のことについて観察する．

3 応力境界条件

(S)の境界条件として

uS = 0 on Γ1,

Tν(u
S , pS) = tb on Γ2

(1)

を課すと，解 (uS , pS) ∈ H1(Ω)
3 × L2(Ω)が一

意に存在することが知られている．これらの解
に対して次が成り立つことを示した．

定理 1. uS ∈ H2(Ω)3, pS ∈ H2(Ω)を仮定する
と，次を満たす定数 c = c(Ω)が存在する．

∥uS − uPP ∥H1(Ω)3 + ∥pS − pPP ∥H1(Ω)

≤ c

(∥∥∥∥∂pS∂ν
− gb

∥∥∥∥
L2(Γ1)

+ ∥pS − pb∥H1/2(Γ2)

)
.

このことから gbと pbをうまく取った場合に
は，(PP)の解は (S)+(1)の解の良い近似になっ
ていると言える．

4 圧力に対するDirichlet境界条件

(S)の境界条件として

uS = 0 on Γ1,

uS × ν = 0, pS = p0 on Γ2
(2)
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を課すと，Γが C1,1級または Ωが凸多面体の
とき，解 (uS , pS) ∈ H1(Ω)

3 × L2(Ω)が一意に
存在することが知られている [3]．この境界条
件は血管内での血流を取り扱う際に自然な境界
条件の１つである [4]．これらの解に対して次
が成り立つことを示した．

定理 2. uS ∈ H2(Ω)3, pS ∈ H2(Ω)を仮定する
と，次を満たす定数 c = c(Ω)が存在する．

∥uPP − uS∥H1(Ω)3

≤ c

(∥∥∥∥gb − ∂pS

∂ν

∥∥∥∥
L2(Γ1)

+ ∥tb − TS
ν ∥H1/2(Γ2)3

)
.

ただし TS
ν = Tν(u

S , pS)とする．

5 数値計算例

具体的にStokes問題と圧力Poisson問題の間
にどれほどの差があるのかを見るために、Y字
型領域 (図1)で，Γ0では固定境界条件uS = 0を
課しΓ1からHagen–Poiseuille流れで流入しΓ2

と Γ3から traction-free境界条件 Tν(u
S , pS) =

0で流出するような流れを考える．この境界条
件の下でまず Stokes問題をP2-P1要素で解き，
得られた圧力解を pS とする．新たに次の境界
条件

∂pPP

∂ν
= 0 on Γ0, pPP =

1

|Γi|

∫
Γi

pS on Γi,

(i = 1, 2, 3)を加えて，P1-P1要素で圧力Pois-

son問題を解く．講演の中で FreeFem++[5]を
用いて得た結果 (図 2，3)についての考察を述
べる．

図 1. Y字型領域
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剪断流における不変解の高レイノルズ数漸近展開解析	
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1		概要	
	 流れ場のレイノルズ数依存性は、流体力学に

おける最大の関心の一つである。例えば剪断流

中の乱流場が比較的きれいなスケーリング則

をもつことが、Navier-Stokes方程式を基礎とし
た数値シミュレーションにより知られている。

しかし、その理論的根拠は乏しい。 
	 高レイノルズ数での漸近状態を調べるには、

原理的には速度場をレイノルズ数で適当にス

ケールしてやればよい。しかし、数学的にはこ

のスケーリングは Navier-Stokes 方程式と整合
していなければならない。方程式をリスケール

し、微小パラメータを消去する数学的手法とし

て、接合漸近展開が知られている。この方法は

古典的ではあるが、非常に煩雑で、乱流状態に

対して実行することはほぼ不可能であろう。し

かしながら、以下に示すように、比較的単純な

構造を持つ不変解に対しては適用することが

可能である。剪断流においては不変解の多くは

不安定であるが、それらはNavier-Stokes方程式
を力学系と見なした時に相空間内で重要な役

割を果たすことが近年指摘されている(1)。 
	

2		二次元進行波解	
	 平面ポアズイユ流に空間二次元の線形不安

定が発達することはよく知られており、微小擾

乱からの乱流遷移を理解するための理想的な

試験場として頻繁に用いられてきた。Orszag
による精密な数値計算法の確立以前に Lin が
導出した接合漸近展開の結果(2)は、線形中立曲

線の極めてよい近似を与える。ここでは接合漸

近展開解析の非線形への拡張を行い、有限レイ

ノルズ数で得られた非線形進行波解との比較

を行う。 
	 粘性を無視した場合、線形安定性はRayleigh

方程式で記述出来る。中立波の速度と、背景速

度場が一致する臨界層においてこの方程式は

確定特異点を持つ。線形臨界層内においては粘

性効果を用いて流れ場の特異性を回避出来る

が、それは同時に外側での中立波の位相にずれ

をもたらし、壁での境界条件を満たすことがで

きなくなる。このずれは臨界層で背景速度場が

変曲点を持たない限り存在し、そのため平面ポ

アズイユ流では中立点は単純に Rayleigh 方程
式から見つけることはできない。Linは臨界層
が壁付近にある場合には位相のずれの影響が

小さくなることを見いだし、さらにこのときに

中立の漸近解が構成できることを示した。ずれ

の影響が十分小さければ、それは壁面のすぐ隣

に現れる Stokes層を介して解消できる。 
	 非線形効果は臨界層において最も強く現れ

る。それは中立波の振幅が大きくなると粘性効

果を卓越し、Kelvinの猫目渦が形成される。猫
目渦はEular方程式の解であり、振幅がそれほ
ど大きくない場合には解析解を求めることが

できる(3)。ここで問題となるのは、よく知られ

るように Eular 方程式を解くに際し渦度の流
れ関数依存性が自由度として残されることで

ある。この自由度は高次の粘性の効果を取り込

んだ上で、可解条件を用いて消去されなければ

ならない。流線が閉じている領域では、この条

件は Prandtl-Batchelor の定理と同値になり、
そこでは渦度が一定となる。さらに粘性の効果

で生じる位相のずれが Stokes 層で解消される
という接合条件から、レイノルズ数を完全にス

ケールアウトした閉じた系が得られる。 
	 得られた漸近解は、振幅がそれほど大きくな

い時には、Newton法で得られた進行波解と極
めてよい一致をすることが確かめられた(4)。し

かしながら、振幅がさらに大きくなると、漸近
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解は破綻するようである。これは猫目渦の厚み

が増大し、壁面境界層と Rayleigh 領域を介さ
ず直接相互作用するためである。臨界層型の漸

近解が破綻しても、有限レイノルズ数で計算さ

れた進行波解は存在し続ける。その流れ場には

Prandtl-Batchelor 領域を覆うように剥離した
境界層が見られ、そのためさらに複雑な局所解

析と接合条件が必要となると予想される。興味

深いことに、これは二次元乱流シミュレーショ

ンで得られる渦構造に酷似している(5)	

	
3		三次元進行波解	
		三次元の流れ場を考えた時には、さらに面白

いことが起こる。臨界層での特異性により増幅

された中立波は、レイノルズ応力の形で縦渦を

駆動し、それによりさらに背景速度場が変化す

る。これは中立波から背景速度場へのフィード

バック効果を取り込むことが可能であること

を意味し、これにより平面クエット流のように

基本流が安定であったとしても、中立波の生成

が起こりうる。VWI (vortex-wave interaction)
と呼ばれるこの漸近解(6)は、亜臨界遷移を生じ

る流れの相空間内において層流、乱流アトラク

ターの間に位置する進行波をよく近似する(7)。  
	 三次元漸近解がその振幅が大きくなると破

綻するという点は、二次元の場合と同様である
(8)。破綻が起きた後の有限レイノルズ数での進

行波解をみると、やはり平均渦度、 速度が一
定となるPrandtl-Batchelor領域が発達し、壁
面近傍での境界層と直接相互作用を起こして

いるように見える。このような流れ場はまさに

乱流を特徴づけるものであるが、はたして乱流

アトラクターの骨格となりうる進行波解ある

いは周期解が存在し、かつその漸近展開解析が

可能であるのだろうか？もしそうなら、乱流壁

面剪断率のレイノルズ依存性などを理論的に

導くことも不可能でないように思える。 
	  
3		おわりに	
	 不変解の漸近展開理論は、複雑な流れ場に現

れる素過程を最小の仮定を用いて第一原理か

ら導出する、という点においては、ある程度成

功しているといえる。煩雑な漸近展開理論を近

似に用いる理由は、それが「真の解との残差が

流れ場の全域で小さくなることを、レイノルズ

数が大きいという仮定のみを用いて示すこと

ができる」という点につきる。そのため、モデ

ル方程式系を閉じるための人工的仮定は必要

でないし、シミュレーションで得られたデータ

なども全く利用しない。しかしながら、完全に

発達した乱流状態の定量的な記述には、さらな

る研究が必要である。 
	

謝辞	 以上はProf. Philip HallとDr Andrew 
Waltonとの共同研究の結果を含む。 
	

参考文献	
[1] Kawahara,	G.,	Uhlmann,	M.	and	van	Veen,	
L.,	The	significance	of	simple	invariant	

solutions	in	turbulent	flows.	Annu.	Rev.	

Fluid	Mech.	44	(2012),	pp.	203–225.	

[2] Lin	C.	C.,	The	theory	of	Hydrodynamic	
Stability.	Cambridge	University	Press	

(1955).	

[3] Smith	F.	T.,	and	Bodonyi,	R.	J.,	
“Nonlinear	critical	layers	and	their	

development	in	streaming	flow	

instability”	J.	Fluid	Mech.	118	(1982),	

pp.	165–185.	

[4] Deguchi,	K.	and	Walton	A.	G.,	
“Bifurcation	of	nonlinear	

Tollmien-Schlichting	waves	in	a	

high-speed	channel	flow”	J.	Fluid	Mech.	

843	(2018),	pp.	53–97.	

[5] Jimenez,	J.,	“Transition	to	turbulence	
in	two-dimensional	Poiseuille	flow”	J.	

Fluid	Mech.	218	(1990),	pp.	265–297.	

[6] Hall,	P.	and	Sherwin,	S.,	“Streamwise	
vortices	in	shear	flows:	harbingers	of	

transition	and	the	skeleton	of	coherent	

structures”	J.	Fluid	Mech.	661	(2010),	

pp.	178–205.	

[7] Deguchi,	K.	and	Hall,	P.,	“On	the	
instability	of	vortex-wave	interaction	

states”	J.	Fluid	Mech.	802	(2016),	pp.	

634–666.	

[8] Deguchi,	K.	and	Hall,	P.,	“The	high	
Reynolds	number	asymptotic	development	

of	nonlinear	equilibrium	states	in	plane	

Couette	flow”	J.	Fluid	Mech.	750	(2014),	

pp.	99–112.	

424



半導体の抵抗率測定法の開発に現れるいつくかの応用数学の問題
The mathematics models in the semiconductor resistivity measurement
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新潟大学大学院自然科学研究科
e-mail : xfliu@math.sc.niigata-u.ac.jp

1 Introduction

To measure the resistivity of semiconducor

materials is one of fundamental problems in

the production of semiconductor field. Coop-

eratred with NAPSON company, which devel-

ops resistivity measurement machine, the au-

thor has been studying mathematical models

of resistivity measurement method and pro-

posed new computation algorithm to calculate

several fundamental quantities required by the

resistivity measurement.

In this research, it is interesting to find that,

to solve the problem of resistivity measure-

ment, various mathematical theories and com-

putation techiques are needed. For example,

the function analysis theory of Sobolev spaces,

the theory of Harmonic functions, the Dirc

delta function will be used to investigate the

affection of contact area of probes. Also, to

give trustable computation results, quantita-

tive error estimation of finite element method

and verified computation method are indis-

pensable.

2 Problem description

The four-point probe method is widely used

in the resistivity measurement. The principle

of the four-point probe method is illustrated

in Figure 1, where the equidistant four probes

A, B, C and D are aligned on the surface of

a semiconductor object and a constant cur-

rent IAD is imposed on (A,D) pair and the

floating potential VBC between (B,C) pair is

measured. Suppose the semiconductor object

has a constant resistivity ρ. The resistivity

of the semiconductor object is expected to be

calculated by using VBC and IAD,

ρ = F (
VBC

IAD
) = Fc ·

VBC

IAD
,

where the function Fc is a function to be deter-

mined and Fc is called by “correction factor”.

The factor Fc is dependent on the geometric

shape of the object, the position of the probes

and the distance among the points A, B, C

and D. The objective of this research is to

develop an efficient algorithm to calcualte the

value of factor Fc.

V

IAD

VBC

A  B  C  D

図 1. Four-point probe method for semiconductor re-
sistivity measurement

3 Various mathematical models upon

physical assumptions

The mathematical models to discuss vary

upon the assumptions adopted in setting up

models of the four-probe method.

Below, we show several reasonable assump-

tions (models) and discuss the relation be-

tween each other.

3.1 Preparation

Let Ω be the domain of the semiconductor

object. Let ΓA and ΓD be the contact area

of probe between the semiconductor and the

probe A, D, respectively. The potential inside

the semiconductor object is denoted by Φ .
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3.2 Model A

Basic assumption Suppose that the probes

contact with the surface of material at points

with zero contact area. That is, |ΓA| = |ΓD| =
0. Alghough this is not available in practical

measurement, it works as an ideal model to

solve the problem. Such a model has been

widely used in many resistivity measurement

products and was discussed in [?].

The equation of potential Φ is given by

∆Φ(r) = 2ρ IAD (δ(r− rD)− δ(r− rA))

where δ is the Dirac delta function in R3.

Also, on the boundary, we have,

∂Φ

∂n
= 0 on ∂Ω .

3.3 Model B

Basic assumption Suppose that the con-

tact area between probes and the material is

not zero. In this case, we further introduce

two assumptions about the current on the con-

tact area.

• Assumption B1 The current I on con-

tact area of each probe is uniform. This

is assumption is reasonable when the

contact area is very small.

• Assumption B2 The potential Φ has the

same value on the contact area of each

probe. This assumption is more close to

the practical physical conditions.

Under different assumptions, we will obtain

different models and equations.

Model B1:
−∆Φ = 0 in Ω
∂Φ
∂n = 0 on ∂Ω/(ΓA ∪ ΓD)
∂Φ
∂n = ρI

|ΓA| on ΓA

∂Φ
∂n = − ρI

|ΓD| on ΓD

Model B2:


−∆Φ = 0 in Ω
∂Φ
∂n = 0 on ∂Ω/(ΓA ∪ ΓD)

Φ = c on ΓA

Φ = 0 on ΓD

where c is the potential to be determined by

the given current IAD.

In the investigation of the behavior of so-

lutions to each model when the contact area

tends to zero, by using the theories of func-

tion analysis of Sobolev space, we can prove

that both the solution of mobel B1 and the

one of model B2 will converge to the solution

of A. We have also confirmed the behavior of

convergence of solutions from numerical simu-

lation. Both the theoretical analysis and

numerical computation have validated

the choice of model A in practical mea-

surement is reasonable. (In many resistiv-

ity measurement machines, the radius of the

head of probes is about 0.01mm.)

Also, to give more reasonable model for the

practical measurement, one can also assume

that the distribution of resistivity is not uni-

form. Then the optimiazation model will be

needed to find the distribution of resistivity

by using more measurements results on the

whole surface of the material. Such a model

will be tried in our future work.
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半導体製造プロセスにおける悪条件線形方程式の解法 
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1  概要 
 集積回路の製造工程においては，微細な回路

パターンを基板に転写するリソグラフィー工

程を高速かつ高精度にシミュレーションする

必要がある．ここで用いられているシミュレー

ションモデルは線形方程式で定式化されるが，

計測できる実験結果に制約がある為，悪条件に

なる．従って，いかに精度よく悪条件線形方程

式の推定解を得るかが課題となっている．本発

表では，特異値分解による打ち切り最小二乗解

が良好な結果を示した事，また，特異値分解の

高速化にはRSVDが有効であった事を報告する． 

 

2  背景 
 リソグラフィーとは，所望の回路パターンを

基板上に転写する工程である．具体的には，光

源，マスク(回路パターンに対応する遮光版)，

投影レンズ系で構成される露光装置を用いて，

マスクの回折光を投影レンズ系で集光し，基板

上に塗布されたフォトレジストと呼ばれる光

に反応する化学材料を感光させる事により，回

路パターンを基板上に転写する．半導体チップ

全体の回路パターンの転写不良を事前に予測

し修正する為には，高速かつ高精度なシミュレ

ーションモデルが必要である．光源から発せら

れた光が，マスク，投影レンズ系を経て，フォ

トレジストに照射されるまでの過程は，高速か

つ高精度な計算手法が確立されている[1]．し

かしながら，最終段階の，感光，現像を経て，

基板上に回路パターンが形成されるまでのレ

ジストプロセスと呼ばれる工程を高速かつ高

精度にシミュレーションするモデルは確立さ

れておらず，研究の対象となっている． 

 
3  レジストモデル 
 レジストモデルは，一定の閾値(現像閾値)に

おいて、実験と一致する輪郭(等高線)が得られ

るレジスト像分布𝑹(𝒙, 𝒚)を求める形に定式化

される．従来は，ガウス関数を用いたレジスト

モデル(ガウシアンモデル)が広く使われてき

た.光が照射されるとフォトレジスト中に酸が

発生，拡散する．酸の濃度分布が現像閾値以上

(または以下)の個所が現像時に溶解(または凝

固)し，マスクに対応する回路パターンが形成

される．このモデルでは酸の拡散がランダムだ

と仮定している．すなわち，この時間発展は最

終的に酸の初期分布とガウス関数の畳み込み

積分で表される．酸の初期分布は光学像強度分

布(基板上に照射された光の強度分布)に比例

するとみなすと，レジスト像分布は光学像強度

分布とガウス関数の畳み込み積分になる．この

方法は，厳密に拡散方程式を解く必要がなく，

高速に計算可能なため広く用いられている．し

かしながら，一部の回路パターンで精度不足と

なる問題がある．そこで新たに，レジスト像分

布𝑹(𝑥, 𝑦)を光学像強度分布𝑨(𝑥, 𝑦)と任意の積

分核𝑲(𝑥, 𝑦)との畳み込み積分で表現し，その積

分核を実験結果から推定する手法を開発した． 

𝑹(𝑥, 𝑦) = 𝑨(𝑥, 𝑦)⨂𝑲(𝑥, 𝑦) (1) 

畳み込み積分は連立一次方程式 

𝐀𝒙 = 𝒃 (2) 

の形式で表現できる．ここで行列Aは，各行ベ

クトルが，ある点を中心に切り出した光学像強

度分布で構成され，その各行ベクトルと積分核

である列ベクトル x との内積が，ある点のレジ

スト像分布つまり畳み込み積分の値になる．実

験結果とシミュレーション結果を一致させる

為には，実験で得られる回路パターンの輪郭上

の点で計算したレジスト像分布の値が現像閾

値と一致している必要がある．従って列ベクト

ル b の成分は現像閾値となる． 

実験で観測できるのは，基板上に転写された

回路パターン，つまりレジスト像分布を一定の

現像閾値で 2値化した輪郭しかなく，レジスト

像分布全体を観測する事は出来ない．この制約

により，(2)式は悪条件となり簡単に意味のあ

る解を求める事が出来ない．そこで解決策とし

て，特異値分解による打ち切り最小二乗解[2]

を用いた．また特異値分解は RSVD(Randomized 

Singular Value Decomposition)を用いて高速

化を図った． 
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図 1. 推定した積分核 

 

図２. 特異値 

 

4  実験結果 
 行列Aの大きさが M x N = 170,108×38,025

のとき，特異値分解の計算時間は 23938 秒

(Intel Xeon Gold 6136 3.00GHz)で，有効な特

異対は約 2.5%であった．シミュレーションの性

能は，全計測点での輪郭の予測誤差の二乗平均

平方根 RMS(Root Mean Square)を用いて評価し

た．結果は RMS=2nmと従来のガウシアンモデル

の RMS=5nmから改善した．図 1に推定した積分

核(最小二乗解)を示す．推定した積分核の外形

は，中心から遠ざかるにつれて減衰しており，

ガウス分布から大きく逸脱しておらず物理的

に妥当な結果だと考えられる．また図２に特異

値のグラフを示す．グラフが示す様に 1000 付

近から特異値が急減に減少しており悪条件で

あることがわかる．有効な特異対の数が少ない

ので，RSVDを適用し高速化を図った結果，計算

時間が 583秒と大幅な短縮が可能であった．な

お RSVD では使用する特異値の数の 2 倍の特異

値を計算した． 

 

5  まとめ 
 レジストモデルを光学像強度分布と任意形

状の積分核との畳み込み積分で精度よく表現

できる事が分かった．特異値分解による打ち切

り最小二乗解が良好な結果を示した．また特異

値分解の高速化には RSVDが有効であった． 
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1  概要 
 スーパーコンピュータは学術研究の発展だ

けではなく，ものつくりや新素材開発などの業

競争力の強化にとっても重要な基盤となって

いる．  

このような背景から，名古屋大学情報基盤セ

ンター（以降，本センター）では，社会貢献の

一環として，先端的大規模計算シミュレーショ

ンプログラム利用サービス（文部科学省先端研

究施設共用イノベーション創出事業・平成 19

～20年）や，先端的大規模計算利用サービス（文

科省先端研究施設共用促進事業・平成 21 年～

22年）として民間企業の研究課題に対してスー

パーコンピュータの提供を行ってきた[1]． 

本センターでは，これら事業の終了後におい

ても，社会貢献の一環として産業利用の取り組

みを継続しており，自主事業として民間利用サ

ービスを推進している． 

民間企業が様々な課題を解決し，イノベーシ

ョンに資する成果を創出し，我が国の国際競争

力を高めていくためには，産業界のニーズに適

した利用形態を提供することが重要になると

考えている． 

本発表では，本センターのスーパーコンピュ

ータ民間利用[2]の制度の紹介，および，平成

27 年度以降に開始されたセンター独自の民間

利用制度の利用状況について紹介する． 

 

2  名古屋大学におけるスーパーコンピュ
ータ民間利用制度 
[概要] 

本センターでは，現システムは，平成27年9

月に実施した計算資源の大幅な増強（Phase2

（最終フェーズ））によって，京コンピュータ

型のFujitsu PRIMEHPC FX10から最新鋭の同型

スーパーコンピュータである Fujitsu 

PRIMEHPC FX100 へとシステム更新を行うこと

で，大規模な計算資源の確保を行った．そのた

め，民間企業等に提供可能な資源量を増加させ

るとともに，新しい制度である，成果非公開型

の民間利用制度を新たに開始した．このことで，

企業ニーズに適した民間利用サービスへと発

展させてきた． 

[民間利用制度] 

 平成 30 年度現在，本センターの民間利用制

度の形態は以下の２つがある． 

 成果公開型： 

 申込書，誓約書，および概要を提出後，専門

委員会による審議を経て，承認される．採択後，

企業名と課題が公開される． 

 平成30年度では，基本負担金（1口，180,000

円，10 ユーザまで）を負担することにより，1

口当たり 60,000 ポイントの計算資源が与えら

れる．また，4 月～6 月の利用に関しては，1

口あたりの資源量に加え，18,000ポイントが追

加付加される． 

 終了後，利用報告書を提出しなくてはならな

い．利用報告は HP で公開されるが，最大で２

年間の公開延期が可能である． 

 成果非公開型 

 申込書，誓約書，および概要を提出後，非公

開審査ワーキンググループによる審議を経て，

承認される．企業名と課題名は公開されない． 

 平成30年度では，利用登録10 件につき年額 

300,000 円（1口）とし，1口当たり50,000 ポ

イントの計算資源が与えられる． 

 終了後，利用報告書を提出しなくてはならな

い．ただし，この利用報告書は公開されない． 

利用方法については，通常の利用方法に加えて，

以下の利用がある． 

 トライアルユース 

 １ヶ月間の無料アカウントが発行され，試用

する制度である．民間利用においては，通常の

利用方法と同様の審査手順を経て，利用承認が

なされる． 

平成 29 年度から，大学等の教員と共同研究

契約を民間の技術者・研究者が共同研究契約を

結ぶ場合，その研究目的の利用において，かつ
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学術利用に限る目的でスーパーコンピュータ

を利用する（ただし，スーパーコンピュータの

申込時の代表者は大学等の教員が行う）場合は，

その申込のメンバーに含まれる民間の技術

者・技術者に，利用者資格を付与する利用規定

改正が行われた．この規定改定により，民間利

用に関し，以下の形態での利用が可能となった． 

 教員との共同研究における利用 

 上記利用の説明の前に，図１に，民間利用の

シナリオを示す． 

 

図 1. 民間利用の利用シナリオ 
 図１では，民間利用を行う場合は，すでに示

した民間利用制度に加えて，アカウント付きの

講習会（ハンズオン講習会）の利用もできる．

このアカウント付きの講習会である「FX100 利

用型講習会」では，平成30年度においては，「MPI

プログラミング講習会（初級）」および「ライ

ブラリ利用講習会（初級）」の２つが行われて

いる．これらの講習会は，企業の技術者・研究

者でも受講でき，かつ本センターのスーパーコ

ンピュータのアカウントを有しない人も受講

可能である． 

そこで，この並列プログラミング講習会を通

じて，トライアルユースの申込の前段階におい

ても，スーパーコンピュータを活用して研究開

発ができるかどうかを，フィージビリティ・ス

タディすることができる． 

 また図１では，民間利用制度の活用期間は，

同一課題において約３年程度を目途に支援す

ることにしている．各課題は，製品開発前の試

作までのものを主な支援対象にしている． 

社会貢献の観点から，先進的な産業利用に資

する課題，および，大規模化・並列化に資する

課題で，その知見を有しないが独自開発を目指

す「萌芽的な」研究開発を行う企業を積極的に

支援する． 

 

3  統計データ 
 本センターにおける民間利用制度に関する

統計データを示す． 

図２に，平成２６年度からの民間利用申込数

を載せる．平成２７年度では，成果公開型と成

果非公開型を実施しているが，ここでは総数を

示している． 

 
図２ 民間利用の申込数 

図２から，平成２７年度から徐々に民間利用

が活性化している． 

 

4  おわりに 
 本発表では，名古屋大学情報基盤センターに

おける民間利用制度を紹介した． 

 スーパーコンピュータの民間利用では，企業

内の制約から利用できるかどうかという技術

的課題に加えて，センター側においても，限ら

れた計算機資源と機能（特にセキュリティ）と

人的資源のなかで，採択企業に対してどれだけ

支援ができるか，という課題がある．採択企業

とセンター側において双方にメリットがあり，

さらには，社会貢献としての本事業の目的に見

合う運営を考慮した事業推進が望まれている． 

 

参考文献 
[1] 名古屋大学情報基盤センター，スーパーコ

ンピュータシステム． 

http://www.icts.nagoya-u.ac.jp/ja/sc/ 
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紹介． 

http://www.icts.nagoya-u.ac.jp/ja/sc/

riyou/industry/ 

430



On Optimal Thresholds for Pairs Trading in One-Dimensional

Diffusion Model
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1 序

ペアトレーディングでは, 2資産（対数）価

格のスプレッドの時系列が平均回帰的な動きを

するような「ペア」を見つけ出し着目し,

• スプレッドが開いたときに高い値を付け
た資産を売り, 安い値を付けた資産を買

う,

• スプレッドが閉じたときに, それぞれの

ポジションを解消し利益を確定させる,

といった取引を繰り返す. 本研究では,スプレッ

ド過程をエルゴード的な 1次元拡散過程でモデ

ル化し, 取引を定めるスプレッドの「最適な」

閾値を求めることを行った.

2 設定

連続時間金融市場モデルの中に 2 種類資産

価格過程 (Pt)t≥0, (Qt)t≥0 が与えられている.

また,

Xt := logPt − β logQt − λ, t ≥ 0

(β, λ ∈ R) と記し, これがフィルター付き確率

空間 (Ω,F ,P, (Ft)t≥0) 上で以下の確率微分方

程式を満たすとする.

dXt = µ(Xt)dt+ σ(Xt)dWt t ≥ 0, X0 ∈ E

ここで (Wt)t≥0はFt-ブラウン運動でE := (l, r)

(−∞ ≤ l < 0 < r ≤ ∞)は状態空間である.

また µ, σ : E → R は連続関数で σ(x)2 > 0
∀x ∈ Eとする. さらにスケール関数, スピード

測度をそれぞれ

s(x) :=

∫ x

0
exp

{
−2

∫ y

0

( µ

σ2

)
(z)dz

}
dy,

m(dx) :=
2

σ(x)2
exp

{
2

∫ x

0

( µ

σ2

)
(y)dy

}
dx,

と定める.

仮定 1. s(l+) = −∞, s(r−) = +∞, and

m(E) < ∞.

仮定 2. −l = r > 0. µは奇関数, σ2は偶関数.

仮定 1よりX は再帰的で不変確率測度

m̄(dx) :=
1

m(E)
m(dx) (1)

を持つエルゴード的な拡散過程である. また仮

定 2より m̄は E 対称な分布を持つ. 仮定 1-2

を満たす拡散過程の例を挙げる.

例 1 (Ornstein-Uhlenbeck 過程). σ ∈ R++,

µ(x) := −κσ2x, κ ∈ R++ := (0,∞), E := R.
すなわち

dXt = −κσ2Xtdt+ σdWt.

この場合

s′(x) := eκx
2
, m(dx) :=

2

σ2
e−κx2

dx.

で定常分布は正規分布.

例 2 (Pearson拡散過程). µ(x) := −κγ2x, σ(x) :=

γ
√
δ + x2, κ, γ, δ ∈ R++, E := R. すなわち

dXt = −κγ2Xtdt+ γ
√

δ +X2
t dWt.

この場合

s′(x) =
(
δ + x2

)κ
, m(dx) :=

2

γ2
(
δ + x2

)−(1+κ)
dx,

で定常分布は t-分布.

例 3 (Jacobi拡散過程). µ(x) := −κγ2x, σ(x) :=

γ
√
δ2 − x2, κ, γ, δ ∈ R++, E := (−δ, δ). すな

わち

dXt = −κγ2Xtdt+ γ
√

δ2 −X2
t dWt.

この場合

s′(x) =
(
δ2 − x2

)−κ
,

m(dx) :=
2

γ2
(δ + x)κ−1 (δ − x)κ−1 dx,

で定常分布は β-分布.
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3 ある最小到達時刻の期待値

y ∈ Eに対して, 最小到達時刻を

τy := inf {t ≥ 0| Xt = y}

(inf ∅ = +∞)と記すと以下が得られる.

定理 1. 仮定 1,2の下で l < −β < α < β < r

に対して

Eβ [τα]+Eα [τ−β ∧ τβ] =
m(E)

2
{s(β)− s(α)} .

ただし Ex [(· · · )] := E[(· · · )|X0 = x].

4 最適ペアトレーディング

2つの閾値レベル a > 0,b ∈ [−a, a]から定ま

る以下のトレーディングを考える.

(A) Xt1 = a (あるいはXt1 = −a)のとき, 資

産 P を 1$ショート (あるいはロング)し,

資産 Qを β$ロング (あるいはショート)

する. Xt > b (あるいは Xt < −b)であ

る限りポジションを維持.

(B) Xt2 = b (あるいはXt2 = −b) (t2 > t1),

のときポジションを清算し利益を確定さ

せる. 次回の (A)ステップまで待機.

(A)–(B)の 2ステップを経て得られる利益は

a− b− c

となることが示される. ただしここで c > 0は

取引コストである. 以後このトレーディング:

(A)–(B)を繰り返す. T0 = 0とし, Tnを n回目

トレーディングが完了した時刻とする.

Sn := Tn − Tn−1, n ∈ N

は独立同分布確率変数列となることに注意.

Nt := max {n ∈ N | Tn ≤ t} , t ≥ 0,

とすると, 時刻 0から tまでの累積収益は

(a− b− c)Nt.

と表される. したがって, 長時間平均収益が

lim
t→∞

1

t
(a−b−c)Nt =

a− b− c

E[S1]
=: L(a, b) a.s.

と表されることが再生過程に関する強大数の法

則を用いて示される. ここで定理 1を用いると

L(a, b) =
a− b− c

Ea[τb] + Eb[τa ∧ τ−a]

=
2(a− b− c)

m(E) {s(a)− s(b)}
,

と表されることに注意. 我々は閾値を適切に選

んで長時間平均収益を最大化する問題：

max
(a,b)∈A

L(a, b),

ただし

A :=
{
(x, y) ∈ E2

∣∣ −x ≤ y ≤ x− c
}

を考える. 以下の仮定を置く.

仮定 3. xµ(x) < 0 ∀x ∈ E \ {0}.

仮定 4. r = ∞ならば lim
x↑r

s′(x) = ∞.

注意 1. 例 1–3は仮定 1–4を満たす.

定理 2. 仮定 1–4を置く.

h(a) := s(a)−
(
a− c

2

)
s′(a), a ≥ 0.

と定義する.

h(a∗) = 0 かつ a∗ ∈
( c
2
, r
)

を満たす定数 a∗ > 0が唯一定まり

max
(a,b)∈A

L(a, b) =L(a∗,−a∗)

=
2
(
a∗ − c

2

)
m(E)s(a∗)

=
2

m(E)s′(a∗)

が成り立つ.
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An expansion of BSDE to study arbitrage free price of xVA.

田中 章博 1

1大阪大学基礎工学研究科
e-mail : tnkaki2000@gmail.com

1 Introduction

デリバティブの評価では,信用評価調整に加え
て,資金調達コスト等の各種コストを評価調整
することが市場慣行になりつつある.これらの評
価調整は、xVAや total valuation adjustment

と呼ばれ、実務において, これらは段階的に対
応が進められている. 本報告では,取引当事者双
方のデフォルト,資金調達コスト, 担保コストを
加味した, M.Bichuch, A. Capponi, A. Sturm

氏の論文 [1]で論じられているモデル設定下で
の後退確率微分方程式 (以下、BSDE)を取り扱
い, [1]の結果である無裁定価格に関する結果を
再考,正当化した結果の報告を最初に行う.次に,

論文 [2]の手法を用いて,設定したBSDEを線形
BSDEで近似することで, 実務における段階的
な対応と無裁定価格の関係について紹介する.

2 Model Setting

(Ω,G, Q) を確率空間とする. 測度 Q の下で
Brown 運動Wtが与えられており、(Ft)t≥0は
Brown運動から生成され, usual conditionを
満たし,デフォルトイベントと独立であると仮
定する. また, デフォルト時刻を τI , τC とし、
それぞれ独立である定数 hQi , i ∈ {I, C} をパ
ラメータとする指数分布に従う確率変数とす
る.H i

t = 1{τi<t}, i ∈ {I, C}とし, H i
t から生成

される filtrationを (Ht)t≥0 とし, enlarged fil-

trationを Gt = Ft ∨Htとする. ここで,添え字
I, C で投資家,カウンターパーティを表す.

本報告では,ペイオフ関数Φのヨーロピアンタ
イプのオプションを考える. Stで株価過程,P i

t , i ∈
{I, C}で投資家, カウンターパーティの債券過
程を表し, 次の SDEで定義されているとする:

dSt = rDStdt+ σStdWt

dP i
t = rDP

i
t dt− P i

t−dω
i
t.

ここで, ωi
tは,Gt−マルチンゲールで, ωi

t = H i
t−∫ t

0 (1−H i
s)h

Q
i dsで定義されているとする.加え

て, 運用調達 (rf ), レポ取引 (rr), 担保取引 (rc)

に関する各現金勘定をそれぞれ,

B
rj
t := B

rj
t (ξj) = exp(

∫ t

0
ri(ξ

j
s)ds), j ∈ {f, r, c}

で定義されているとする. ここで,ri(x) = r−i 1{x<0}+

r+i 1{x>0} とし運用調達間で適用金利が異なる
ものとする. 戦略 φ = (ξ, ξI , ξC , ξf , ξr, ξc)に
対して,総資産過程 Vt(φ)を

Vt(φ) =ξtSt + ξIt P
I
t + ξCt P

C
t

+ ξft B
rf
t + ξrtB

rr
t − ξctB

rc
t

で表し,self-financing conditionを

dVt(x0, φ) = ξtdSt + ξIt dP
I
t + ξCt dP

C
t

+ξft dB
rf
t + ξrt dB

rr
t − ξctdB

rc
t

V0(x0, φ) = x0

ξtSt = −ξrtB
rr
t

ξctB
rc
t = −αV̂t

とする.ここで V̂t = E[e−rD(T−t)Φ(ST )|Ft]. こ
のとき, 無裁定価格を次で定義する.

定義 2.1 ターミナル時刻でのペイオフ Φ(ST )

のデリバティブ価格 p ∈ R に対して, ある ad-

missibleで、self-financingな戦略φが存在して,

Q(Vτ (p, φ) ≥ θ(Sτ )) = 1, 且つ Q(Vτ (p, φ) >

θ(Sτ )) > 0 をみたすとき,デリバティブ価格は,

裁定であるという. もし admissibleで、self-

financingな戦略で裁定条件をみなすものが存
在しない場合,デリバティブ価格は無裁定である
という. ここで, θ(Sτ )は closeout価格であり,

θ(Sτ ) =1{τ<T}{V̂τ + 1{τC<τI}Lc((1− α)V̂τ )
−

− 1{τI<τC}LI((1− α)V̂τ )
+}

+ 1{τ=T}Φ(ST ), LI , LC ∈ [0, 1].

で定義される.

また, self-financing conditionから, ペイオフΦ

のオプションに関して, τ = τI ∧ τC ∧ T をター
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ミナル時刻とする次の BSDE が導出される:
V ±
t = f±

(
t, V ±

t , Z±
t , ZI,±

t , ZC,±
t : V̂

)
dt

−Z±
t dWt − ZI,±

t dωI
t − ZC,±

t dωC
t

V ±
τ = θ(Sτ ).

ここで, V + はオプションの売り、V − はオプ
ションの買いであり,

f+(t, v, z, zI , zC : V̂ )

= −{r+f (v + zI + zC − αV̂t)
+

　−r−f (v + zI + zC − αV̂t)
−

+(rD − r−r )σ
−1z+ − (rD − r+r )σ

−1z−

−rDz
I − rDz

C + r+c (V̂t)
+ − r−c (V̂t)

−},
f−(t, v, z, zI , zC : V̂ )

= −f+(t,−v,−z,−zI ,−zC : −V̂ )

であり、x+ = max(x, 0), x− = max(0,−x)で
ある. 当該, BSDEの解の存在, (f, θ)に対する
Comparison定理については, 一定の仮定の下
で論文 [3]と同様に示せる.

3 Expansion of BSDE

(y, z, zI , zC)について,線形な関数 f±
0 とLip-

schitz連続な関数 f±,r
1 , f±,r

1 に対して,

f± = f±
0 + ϵrf

±,r
1 + ϵff

±,r
1

に分解できるとする. 例えば, r±i = ri∓ ϵisi と
おくことで分解できる. f0, f

±,i
1 に対して, 以下

の BSDEを考える:
V 0,±
t = f±

0

(
t, V 0,±

t , Z̄0,±
t : V̂

)
dt

−Z±
t dWt − ZI,±

t dωI
t − ZC,±

t dωC
t

V 0,±
τ = θ(Sτ ).

さらに, この解（V 0,±, Z0,±, Z0,I,±, Z0,C,±）を
用いて定義される BSDEを考える:

V 1,±
t = f±

0

(
t, V 1,±

t , Z̄1,±
t : 0

)
dt

+ϵrf
±,r
1

(
t, V 0,±

t , Z̄0,±
t : V̂

)
dt

+ϵff
±,f
1

(
t, V 0,±

t , Z̄0,±
t : V̂

)
dt

−Z1,±
t dWt − Z1,I,±

t dωI
t − Z1,C,±

t dωC
t

V 1,±
τ = 0.

ここで, Z̄k,±
t = (Zk,±

t , Zk,I,±
t , Zk,C,±

t ), k ∈ {0, 1}
とおく. このとき, [3]で定義のnormのもと,||V ±−
V 0,±||β = O(ϵr ∨ ϵf ), ||V ±−V 0,±−V 1,±||β =

O(ϵ2r ∨ ϵ2f )となる.

4 Result

仮定 4.1 上述の各金利に対して, r+r ≤ r+f ≤
r−r , r

+
f ≤ r−f , r

−
f − rD ≤ hI ∧ hC , r

+
c ≤ r−c と

する.

定理 4.2 仮定 4.1を満たし、Φを polynomial

growthとする. このとき, ペイオフΦ(ST )のデ
リバティブに対して, ある定数 π+, π−, π− ≤
π+が存在して, [π−, π+]内に含まれる価格は,

無裁定な価格である.特に, π+ = V +
0 , π− =

V −
0 である.

上記は [1]の結果より,やや弱い仮定となってい
る. また,BSDEの近似に関して次が示せる.

定理 4.3 定理 4.2の仮定を満たすとする.rf ∈
[r+f , r

−
f ], rr ∈ [r+r , r

−
r ] に対して, f± を上述

のように分解したとき, V 0,−
0 ≤ V 0,+

0 であり,

V 0,−
0 , V 0,+

0 ∈ [V −
0 , V +

0 ]となる.

系 4.4 rD ∈ [r+f , r
−
f ], rD ∈ [r+r , r

−
r ]を仮定し

たとき, rDに関して、f±を分解すれば, V 0,−
0 ≤

V 0,+
0 であり, V 0,−

0 , V 0,+
0 ∈ [V −

0 , V +
0 ]となる.

限られた紙面の関係上, 大雑把に述べると, rD
は, 上述において担保計算に使用されている金
利, すなわち, 公平な第三者が割引に用いる金
利であること, また系 4.4の V0を具体的に計算
すると V0 = V̂0 + CVA − DVA となり, 系 4.4

は, 少なくとも所謂 CVA, DVAを調整した価
格が無裁定価格を満たすことに必要であること
を表している.
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代用電荷法による複素平面から3次元曲面への写像
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1 はじめに

本報告では，複素平面中の単連結領域 Dか
ら, 与えられた単連結の 3次元閉曲面 Sへの連
続で滑らかな写像を得る方法の開発を目標とし
た試みについて述べる. 具体的な目的としては,

2次元データの立体物表面あるいは 3次元モデ
ル表面への貼り付け, 例えばコンピュータグラ
フィクスでのテクスチャマッピング手法の提案
等を想定している.

そこで, 極小曲面の計算法に関するアイディ
アからヒントを得て, Dにおけるベクトル調和
関数 [X,Y, Z]をDから 3次元空間への写像と
して利用することを考える. 具体的には, 写像
先の閉曲面 S の境界が 1つの有限な閉曲線 C

であるような場合を想定し, Dの境界とCとの
対応関係を決めれば, 調和関数 X, Y , Z を定
めることができるので, これを利用する. 例え
ばDを単位円板, C を周期 2πの周期関数を用
いて,

C = {[x(t), y(t), z(t)] | x(t+ 2π) = x(t),

y(t+ 2π) = y(t), z(t+ 2π) = z(t)} (1)

と表して, これをDの境界との対応に用いて

X(eit) = x(t), Y (eit) = y(t), Z(eit) = z(t)

0 < t ≤ 2π (2)

とすれば Laplace方程式の Dirichlet境界値問
題の解として, 様々な解法で X,Y, Z を求める
ことができる. もちろん, こうして得た 3次元
曲面が S と必ずしも一致するわけではないが,

領域を分割しそれぞれに境界の対応関係を選択
することで, ある程度広い範囲の Sに対して目
的の写像が得られることを期待する.

2 代用電荷法の適用

前節のDおよびSについて, 境界同士の対応
が適切に選択された場合を想定し, 3つの調和
関数X,Y, Z を境界値問題 (2)の近似解として
定めるために代用電荷法を適用する. 代用電荷
法は Laplace方程式の Dirichlet境界値問題に

対する近似解法である. とくに, 滑らかな境界
条件における高い近似精度で知られている. [1]

ここでは, 前節のX の計算について説明する.

代用電荷法では,問題領域D(ここでは単位円
板)の外部に電荷点と呼ぶ特異点 u1, . . . , uN を
持つ対数ポテンシャルと定数関数の線形結合,

X(w) = Q0+

N∑
j=1

Qj log |w−uj |, (3)

で,近似解を構成する. 未定係数Q0, Q1, . . . , QN

は電荷と呼ばれ, 不変性条件 (4)と境界条件 (2)

を緩和した拘束条件 (5)を満たすように定める.

N∑
j=1

Qj = 0 (4)

X(vk)=Q0+

N∑
j=1

Qj log |vk−uj |=x(arg vk)

k = 1, . . . , N, vk ∈ ∂D(Dの境界). (5)

ここで, v1, . . . , vN を拘束点と呼ぶ.

連立一次方程式を与える電荷点・拘束点の配
置により近似解の精度は左右される. 一般に適
切な電荷点・拘束点を選択することは難しいが,

問題領域の境界が円形であれば, 境界に等間隔
に採った拘束点と, 境界の同心円上に等間隔に
採った電荷点を中心から見た偏角が一致するよ
うにして得られる等角同相配置が有効であるこ
とが知られている.

一方で, 本報告で想定する問題では, ∂Dの写
像が, 予め定められた 3 次元閉曲線Cに一致す
ることが期待される. これは, 拘束点列に対応
する点列が C 上で十分に密に分布することを
要請する. したがって, 境界の対応関係の選択
においては, C上の一様点に対応する拘束点を
選ぶことが妥当であり, 高精度な近似解を得る
ことを優先した電荷点・拘束点配置を採ること
はできない.

3 計算例

長径・短径比が 2:1の楕円短径の方向の中点
で 90◦ に折り曲げたような境界閉曲線 C を用
いた計算例を示す.
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問題領域 Dとして複素平面中の単位円板を
用い, 単位円周上の等間隔点をCの半分ずつの
楕円周において離心角が等分になるような分点
に写されるという境界対応関係を設定して計算
している.

図 1. ベクトル調和関数 [X,Y, Z]を用いて得た曲面

図 1では, 結果として得られた曲面上に, 元
の円板上の同心円と中心点からの放射線の像を
描いて表現している. おおよそ一様に, 平面が
3次元曲面に写像されていることが判る.

次に, ∂D上の拘束点の配置を変えて Cとの
境界同士の対応関係を変更した場合の曲面の様
子を示す. 図 2では, 左図に楕円の（折り曲げ

図 2. 境界同士の対応関係を変更した場合

られる前の長径方向）端点に密に拘束点を配置
した場合, 右図にCの折り曲げられた角点付近
に密に拘束点を配置した場合を示す. 得られる
曲面の違いを示すと同時に, 極端な拘束点配置
を採ることで代用電荷法による境界条件の近似
精度が落ちてしまっている様子が判る.

4 おわりに

複素平面中の領域の境界と, 3次元閉曲線と
の対応関係から導かれるベクトル調和関数の近
似計算により, 平面から 3次元曲面への写像を
得ることができた. 調和関数の近似計算に代用
電荷法を用いることで, 簡易な計算である程度
の精度の写像が得られる一方で, 境界の対応関
係によっては精度が落ちることも明らかになっ
た. 講演では, 数値計算例等をもとに現状での

問題点について説明する. また, 時間が許せば
以下にを以下に述べるこの手法の発展の展望に
ついても示したい.

4.1 極小曲面の数値計算への応用

与えられた 3次元閉曲線を「張る」面積最小
の曲面を求める, Plateau問題, いわゆる極小曲
面は, 本報告で扱っているベクトル調和関数に
よる写像として得られることが知られている.

ベクトル調和関数は ∂Dと C との対応で決め
ることができるので, この対応関係を曲面の最
小値を与えるように定めることができれば, 本
報告で提案する方法を極小曲面の計算方法とし
て用いることができる. これは, 本報告で述べ
た手法のもう一つの研究目的でもある.

そもそも代用電荷法を利用した極小曲面の計
算法を開発するというアイディアが土屋らによ
る極小曲面に関する研究 [2]の過程で提案され
たものである.

4.2 多面体への平面図形の写像

「はじめに」で述べた目的の一つであるテ
クスチャマッピング手法を念頭に, 多面体への
投影に前節までの方法を利用することを考え
る. 複素平面中の領域 Dからベクトル調和関
数 [X,Y, Z]を用いた写像は与えられた ∂D と
閉曲線 C との境界同士の対応において最小の
面積を実現するので, Cが 1つの平面中にあれ
ば, Dの [X,Y, Z]による写像は, Cを張る平面
を成すことになる. したがって, 複数の平面に
囲まれた立体, いわゆる多面体の表面への平面
図形の投影において, ベクトル調和関数を用い
ることが考えられる.
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代用電荷法におけるFekete点の近似
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1 概要

偏微分方程式の数値解法の一つ，代用電荷法
（基本解近似解法）における拘束点の配置問題を
取り扱う．代用電荷法は，Laplace方程式の境
界値問題などのポテンシャル問題によく用いら
れ，実装の容易さや計算量の少なさなどの簡便
さを特徴とする．代用電荷法では，電荷点，拘
束点と呼ばれる 2種類の点配置を決める必要が
ある．これらの点配置は解の精度に大きな影響
を与えるが，一般領域の場合には実用的で高精
度かつ理論的に精度が保証された点配置が知ら
れていない．拘束点については，理論的に精度
が保証された点配置として一般化されたFekete

点が知られているが，Fekete点の簡単な求め方
は知られていない．本研究では，Fekete点を求
める問題を D-optimal designを求める問題で
近似し，さらに問題を緩和してから最適化を行
い，近似的に Fekete点を求める手法を提案す
る．求めた点を拘束点として代用電荷法を適用
した数値実験結果を示し，近似精度に関して述
べる．

2 代用電荷法

領域を Ω ⊂ R2とし，境界を ∂Ωとする．領
域 Ωの閉包を Ωで表す．本研究では，{

∆u = 0 in Ω,

u = f on ∂Ω
(1)

で表される，2次元領域Ωにおける Laplace方
程式の Dirichlet境界値問題を考える．代用電
荷法では，解を

uN (x) =
N∑
k=1

Qk log |x− yk| (2)

という形で近似する．ここで，y1, . . . , yN は電
荷点と呼ばれ，R2 \ Ω上に定められる．係数
Q1, . . . , QN ∈ Rは，拘束点x1, . . . , xNを∂Ω上
に配置し拘束点上での条件uN (xj) = f(xj), j =

1, . . . , N を用いて求める．係数を求める際に現
れる行列をA = (log |xj − yk|)1≤j,k≤N とおく．

3 一般化されたFekete点

理論的に高精度な拘束点としては，一般化さ
れた Fekete点 [1]が知られている．
y1, . . . , yN を固定したとき，

maximize |detA| (3)

subject to x1, . . . , xN ∈ ∂Ω

の最適解 x1, . . . , xN を（代用電荷法における）
一般化された Fekete点と呼ぶ．以下では，単
に Fekete点と呼ぶことにする．一様ノルムで
誤差を測るとき，Fekete点を拘束点とする代用
電荷法による近似誤差は，代用電荷法による最
良近似誤差の N + 1倍で上から抑えられると
いう性質がある．この性質により，|detA|の
最大化によって高精度な点配置が得られること
が理論的に裏付けられている．しかし，Fekete

点の簡単な求め方は知られていない．

4 提案手法

| detA|の最大化は困難なため，detAの近似
を考える．以下，適宜 R2 を Cと同一視する．
電荷点を yk = e(2πki/N)/ε, k = 1, . . . , Nに固定
する．つまり，電荷点を半径 1/εの円周上に配
置する．ただし，εは supx∈∂Ω |x| · ε < 1を満
たすものとする．ここで，対数関数のフーリエ
級数を有限項で打ち切るという近似 [2]を利用
する．

φk(re
iθ) =


1 (if k = 1)，

r
k
2 cos

k

2
θ (if k：even)，

r
k−1
2 sin

k − 1

2
θ (if k ≥ 3, k：odd)

とすると，十分大きなN に対して

F :=

 φ1(x1) · · · φ1(xN )
...

. . .
...

φN (x1) · · · φN (xN )



の行列式 | detF |を最大化すれば，近似的に |detA|
を最大化できる．
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|detF |の最大化のために，det
(
FF⊤) = (detF )2

の最大化をする．φ(xk) =
(

φ1(xk) · · · φN (xk)
)⊤

とおくと，FF⊤ =
∑N

k=1 φ(xk)φ(xk)
⊤ と表せ

る．ここで，FF⊤が拘束点 xkごとに定まる行
列の和で表せていることがわかる．
さらに，境界を離散化して拘束点の候補点集

合 {x′1, . . . , x′M}から拘束点をN 点選ぶことを
考える．ここで，M ≫ N とする．また，候補
点 x′1, . . . , x

′
M は，境界 ∂Ω上で添字の番号順に

並んでいるとする．候補点集合から拘束点を選
ぶ問題は D-optimal designを求める問題にな
り，NP困難である [3]．
そこで，さらに問題を緩和し

maximize det

(
M∑
k=1

wkφ(x
′
k)φ(x

′
k)

⊤

)
(4)

subject to

M∑
k=1

wk = N,

0 ≤ wk ≤ 1 (k = 1, . . . ,M)

を解くことを考える．この問題の目的関数は対
数をとると凹関数になるので，この問題は元の
最適化問題よりも解きやすい問題である．この
問題を解いて得られたwkを添字の番号の順に
並べ，wkが極大となる kに対応する候補点 x′k
を（wkが大きい順に）N 点選び，拘束点とし
て採用する．

5 数値実験

|detA|の最大化の問題 (3)に対する近似問
題 (4)を数値的に解き拘束点を得て，代用電荷
法を適用した数値実験結果を示す．
例として，極座標を用いて

r ≤
√

cos (2θ) +

√
2− sin2 (2θ) (5)

で表される非凸曲線領域（Cassini曲線の内部
領域）Ωを考える．電荷点は半径 R = 5の円
周上に等間隔に配置した．拘束点の候補点数は
M = 1000であった．拘束点数をN = 28とし
たときに得られた点配置と，境界条件 f(x, y) =

cosx−x2yに対する近似誤差を図 1に示す．そ
れぞれ，偏角が等間隔である点配置と比較して
いる．提案手法により得られた点配置は比較対
象よりも高精度であることが示されている．

図 1. 非凸曲線領域において得られた点配置 (N = 28)
と境界条件 f(x, y) = cosx− x2y に対する誤差（それぞ
れ，偏角が等間隔な点配置と比較）

6 まとめ

本研究では代用電荷法における高精度な拘束
点配置を得るため，一般化された Fekete点を
近似的に求める手法を提案した．行列を展開す
ることで目的関数の近似を行い，さらに境界の
離散化，問題の緩和を行って近似的な最適化問
題を構成し，高精度な拘束点配置を得るという
手法である．数値実験では，得られた拘束点配
置に対して代用電荷法を適用すると，素朴な点
配置よりも高精度であることがわかった．理論
的な誤差評価や 3次元の場合への適用が今後の
課題である．
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再生核ヒルベルト空間における関数近似のための標本点生成法について

田中 健一郎 1

1東京大学 大学院情報理工学系研究科 数理情報学専攻
e-mail : kenichiro@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 概要

正定値核によるデータや関数値の補間は，様々
な分野で基礎的な手法として用いられている．
正定値核には再生核ヒルベルト空間 (RKHS)が
対応することが知られており，この空間におい
て，補間の近似精度を数学的に評価することが
できる．そして，このような数学的評価に基づ
くと，補間に用いる標本点を，近似精度が向上
するように生成することができる．この標本点
生成については，先行研究では貪欲法が考案さ
れ使用されていることが多い [1]．一方，本研
究では，近似や緩和を用いて，標本点を求める
問題を凸最適化問題に帰着し，それを解くこと
で全体的なバランスの良い標本点を生成する方
法を提案する．

2 再生核ヒルベルト空間における補間

Ω ⊂ Rd を領域とし，K : Ω × Ω → R を
連続対称正定値核とする．そしてHK(Ω) をK

に対応する Ω上の再生核ヒルベルト空間とし，
⟨ , ⟩HK(Ω)をHK(Ω)の内積とする．このとき，
次の再生性が成立する．

∀f ∈ HK(Ω), f(x) = ⟨f,K(·, x)⟩HK(Ω).

関数 f ∈ HK(Ω)に対し，補間

sf (x) :=
n∑

j=1

cjK(x, xj), x ∈ Ω ⊂ Rd,

を考える．ここで Xn := {x1, . . . , xn} ⊂ Ω を
標本点の集合とする．係数 cj は補間条件

sf (xi) = f(xi), i = 1, . . . , n.

から決める．このとき sf は，線形方程式

K u(x) = k(x),

で決まる関数 u(x) := (u1(x), . . . , un(x))
T で

sf (x) =

n∑
j=1

f(xj)uj(x),

と別の形に表せる．ここでK := (K(xi, xj))ij ,

k(x) := (K(x, x1), . . . ,K(x, xn))
T である．

再生性から，f ∈ HK(Ω)の補間誤差が以下
のように評価されることが知られている [2]．

|f(x)− sf (x)| ≤ ∥f∥HK(Ω) PK,Xn(x).

ここで PK,Xn は power functionと呼ばれ，

PK,Xn(x) :=
√

K(x, x)− k(x)TK−1 k(x)

で与えられ，Xn の要素を零点に持つ．

3 Fekete型標本点

HK(Ω)での補間の最悪誤差はmax
x∈Ω

PK,Xn(x)

である．良い標本点集合Xnを得るにはこれを
最小化するものを求めればよいが，この最小化
問題は難しい．そこでこの問題を直接扱うこと
は避けて，最悪誤差のある上界を最小化するこ
とを考える．正整数 ℓに対して

κℓ := max
Xℓ=(x1,...,xℓ)⊂Ω

det(K(xi, xj))ij

と定めると，Schur complementを用いて

PK,Xn(x)
2 =

1

detK
det

[
K(x, x) k(x)T

k(x) K

]
≤ κn+1

detK
という評価ができる．そこで以下 detKの最大
化問題を考える．これの最大化元となる点集合
を Fekete型標本点と呼ぶことにする．

4 Fekete型標本点を求める近似的方法

以下，正定値核K がMercer級数展開

K(x, y) =
∞∑
i=1

λi φi(x)φi(y), (1)

を持つ場合を考える．ここでλ1 ≥ λ2 ≥ · · · > 0

であり，{φℓ}はL2(Ω)の正規直交系である．こ
のとき，(1)の級数を n項で打ち切ったもので
行列Kの各成分を近似することで

K ≈

(
n∑

ℓ=1

λℓ φℓ(xj)φℓ(xi)

)
ij

=
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Φn(x1, . . . , xn)
T diag(λ1, . . . , λn)Φn(x1, . . . , xn)

となる．ここで

Φn(x1, . . . , xn) =

φ1(x1) · · · φ1(xn)
...

. . .
...

φn(x1) · · · φn(xn)


である．これにより

detK ≈ (λ1 · · ·λn) (detΦn(x1, . . . , xn))
2

が得られる．
以上より，Fekete型標本点を近似的に与える

問題として

max. (detΦn(x1, . . . , xn))
2

subj. to (x1, . . . , xn) ∈ Ωn.

が考られる．この目的関数は det(ΦnΦ
T
n )と等

しく，Φnの各列ベクトルを ϕn(xi)と表せば

det(ΦnΦ
T
n ) = det

(
n∑

i=1

ϕn(xi)ϕn(xi)
T

)

と表せる．この問題はまだ難しいので，十分多
くの候補点 y1, . . . , ym ∈ Ω (n ≪ m) を予めと
り，これらから n点を選ぶ近似的な問題

max. det

 m∑
j=1

wj ϕn(yj)ϕn(yj)
T


subj. to wj ∈ {0, 1}, w1 + · · ·+ wm = n.

を考える．これは experimental design 問題の
一種であり，難しい組合せ最適化問題である．
そこで本研究では，最終的に，制約wj ∈ {0, 1}
を緩和して 0 ≤ wj ≤ 1とした問題を考える．
このとき目的関数は (w1, . . . , wm) に関して対
数凹になるので，凸最適化アルゴリズムにより
数値解が求められる．実際，緩和問題は二次錘
計画 (SOCP)問題に帰着できることが知られて
いる [3]．この SOCPを用いて解を求め，それ
を 0-1の解に変換することで標本点を求める．

5 数値実験例

ここではΩ = [−1, 1] ⊂ R,K(x, y) = e−(x−y)2

という例について，計算結果を示す．図 1 に
n = 6の時の power function, 図 2に nごとの
power functionの最大値を示した．共に，既存
の貪欲解法（P-greedy）[1]と比較した．より

図 1. n = 6の時の power function.

図 2. power functionの最大値．

詳しい計算結果やそれらに対する考察，また他
の例については，当日講演で述べる．
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Coppersmithアルゴリズムを用いたNemecらによる素因数分解法につ
いて

菊地 修 1, 内山 成憲 1

1首都大学東京
e-mail : kikuchi-osamu@ed.tmu.ac.jp

1 はじめに

Nemecらは、Infineon Technologiesが製造し
た ICカードで使用されているRSA暗号の秘密
鍵の構造を解析し、その法である合成数を素因
数分解する方法を昨年提案した [1]。この方法
では、合同方程式の絶対値が十分小さい整数解
を求める Coppersmithアルゴリズムが使用さ
れている。ここでは、上記の素因数分解アルゴ
リズムを実装し、その効果について考察する。

2 Nemecらの素因数分解法について

2.1 Coppersmithアルゴリズム

ここでは、[1]の素因数分解法で中心的役割
を果たす Coppersmithアルゴリズムの概要を
述べる。このアルゴリズムは、合成数N(素因
数は未知)と整数係数モニック多項式 f(x)が与
えられたとき

f(x0) ≡ 0 (mod b) (|x0| ≤ X) (1)

を満たすすべての解 x0 を求めるものである。
(|x0|は x0の絶対値、Xは解の上界、bはN の
約数で、b ≥ Nβ、0 < β ≤ 1を満たす)。この
アルゴリズムは、入力サイズの多項式時間で実
行可能である。
アルゴリズムの概略は次で与えられる：f(x)

と N を用いて (1)と同じ解を持つ多項式を複
数構成し、それらの係数を並べたベクトルに基
づく格子を生成する。この格子の基底に対して
LLLアルゴリズムを適用し、得られたベクトル
から解を得る。(詳細は [2]の §10を参照)。

2.2 素因数分解法の概要

Nemecらは、Infineon Technologies が製造
している ICカードで使用されているRSAの鍵
について解析を与えた [1]。具体的には、RSA

で使用する N, p (pは N の素因子)に対して、
小さい素数 r をいくつか用意する。N mod r

や p mod rの分布を調べることで、その分布が

一様でないこと等から、N の素因子 p, qが次の
(2)で表せることを推測した。

p = kp ×M + (65537ap mod M) (2)

ただし、kp ∈ Z、0 ≤ ap < ordM (65537)、M =

s#(s以下の素数の積、sはN のビット数に対
して決まる自然数)、ordM (65537)はMを法と
する 65537の位数。N のビット数によってM

の値は異なり、例えば N が 512ビットの場合
はM = 167#とできる。このとき、kpは p,M

よりも十分小さいことに注意する。
素因数分解の方針としては、まず aを適当な
自然数として、多項式

f(x) = x+ (MN × (65537amod M) mod N)

を考え (MN = M−1mod N)、f(x) と N に
Coppersmithアルゴリズムを適用して、N の
約数を法とする解が得られるか調べる、という
ものである。
Nemecらの素因数分解法は、この方針で、適

切な aであれば (1)を満たす解が得られるため、
適切な a = apが見つかるまで aを動かして上
記の操作を繰り返し、合同式の解である (2)の
kpが求められれば、素因子 pが得られる、とい
うものである。
上記の操作の実行時間は、適切な aを探す繰

り返しの部分、すなわち ordM (65537) の大き
さに依存するため、Nemecらは、M を適切な
M の約数M ′に置き換え、pが次の (3)で表せ
ることにも注意している。

p = k′p ×M ′ + (65537a
′
p mod M ′) (3)

ただし、M ′ はM ′>N
1
4 を満たす必要があり、

このとき ordM ′(65537)は小さくなると期待さ
れる。[1]では、実際のデータを用いて上記のア
ルゴリズムを実装し、その効果を確かめている。

3 提案アルゴリズム

[1]に基づき、素因数分解アルゴリズムをSage-

Mathで実装した。ここでは、その概要と実装
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表 1. 実行結果

N M M ′ m ordM (65537) ordM ′(65537) 平均時間 最悪時間

512bit 219bit 140bit 5 2.4× 1018 1.2× 106 3289秒 7197秒

上の注意点について述べる。
まず、Nemecらによるアルゴリズムの詳細は

次のAlgorithm 1で与えられる。

Algorithm 1 N の素因数分解
Input: N ,M ′,m,t(= m+ 1)

▷ m, t :格子の次元パラメータ
Output: N の素因子
1: c′ ←Log65537N mod ϕ(M ′)

▷ Pohlig-Hellman Algorithm を使用
2: ord′ ← ordM ′(65537)

3: for a′ in [ c
′

2 ,
c′+ord′

2 ] do

4: f(x) ← x + ((M ′−1mod N) ×
(65537a

′
mod M ′) mod N)

5: (β,X)← (0.5, 2×N0.5

M ′ )

6: Sol set← CSmith(f(x), N, β,m, t,X)

7: if Sol set ̸= ϕ then

8: for k′ in Sol set do

9: p′ ← k′×M ′+(65537a
′
mod M ′)

10: if N mod p′ = 0 then

11: return p′

次に、実装上の注意点を述べる。今回の実装
では、[1]のパラメータを以下のように変更し
た。(N :512ビット、p, qは同じサイズ、p > q)

(a) βを 0.5から 0.499に変更：
β = 0.5の場合、p > q としたとき、Copper-

smithアルゴリズムで法 qにおける解が得られ
ないケースがある。q > Nβを満たす βとして、
今回は 0.499ととった。
(b) X を 2×N0.5

M ′ から N0.501

M ′ に変更：
今回 p < N0.501を満たし、(3)より k′p <

p
M ′ <

N0.501

M ′ となるため。

(c) M ′ の下限値を N
1
4 から 2Nα−β2+ε に変更

(α = 0.501, β = 0.499, ε = β
28)：

(b) での変更に伴い、解の上界 X = Nα

M ′ を、
[2]での上界 1

2N
β2−ε以下になるようにとった。

Nα

M ′ ≤ 1
2N

β2−εより、M ′の下限値を得る。
(d) Algorithm 1の10行目の条件を「N mod p′ =

0」から「gcd(p′, N) > 1」に変更：
これにより、p′ が N の約数にならない場合で
も、p′とN が共通因子を持っていれば素因数
を求めることができる。

4 実装結果及び考察

今回、[3]のResources欄にある Infineon Tech-

nologiesのデータを用いた。ランダムに512ビッ
トのNを 50個選んで数値実験し、M ′の大きさ
や最適な次元パラメータm、ordM ′(65537)の値
(ordM ′(65537)/2がループの最大回数になる)、
平均時間、最悪時間を求めた。実行結果は表 1

のようになった。
・計算機環境
CPU: Intel Core i7-4770 3.40GHz

Memory: 10GB , OS: Windows10 64bit

M ′の条件を [1]から変更したが、ordM ′(65537)

の値は [1]と変わらなかった。N が 512ビット
の場合、速ければ 30秒ほどで、最悪でも 2時
間ほどで素因数分解できた。

5 まとめ

本稿では、Nemecらの素因数分解法を実装
することでその効果を確かめ、また、いくつか
のパラメータの取り方について注意を与えた。
アルゴリズムの中では、Coppersmithアルゴリ
ズムを呼び出すループの回数が多いため、そこ
に時間がかかってしまう。今後の課題の一つと
しては、M ′をどう選ぶか、つまりM ′の最適
化が挙げられる。
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多項式 x2 + 5x+ 5に関する 2次 Frobenius 擬素数について

長島 早紀 1, 篠原 直行 2, 内山 成憲 1

1首都大学東京，2情報通信研究機構
e-mail : nagashima-saki@ed.tmu.ac.jp

1 はじめに

任意に与えられた自然数 nが素数であるか
否かを効率よく判定するアルゴリズムはいくつ
か提案されているが, 計算量が O((log n)3)か
つ確定的なアルゴリズムは知られていない. し
たがって,そのようなアルゴリズムを構築する
ことはこの分野の最終的な課題の 1つと考えら
れる.

AKS法は唯一の多項式時間の素数証明アルゴ
リズムである. しかし,その計算量は Õ((log n)6)

であり, 実用的なアルゴリズムであるとは言い
難いものである. そこで,計算量の小さい素数
判定アルゴリズムを改良することにより, 素数
証明アルゴリズムを構築することは, とても有
効な手法である.

確率的な素数判定法の1つである, 2次 Frobe-

nius testから, 素数証明アルゴリズムを構築す
ることを目標に, 多項式 x2 + 5x + 5に関する
2次 Frobenius 擬素数について考察する. 現
在, 5を法として 2, 3と合同な合成数で, さらに
f(x) = x2 +5x+5に関する 2次 Frobenius擬
素数であるものは知られていない. 以降簡単の
ため,そのような擬素数の集合を fpsp2(-5,5)と
書く. さらにそれが 2つの素数の積で表される
場合は fpsp2 2(-5,5) と書く. fpsp2(-5,5) が空
集合であることを証明できれば, 5を法として
2,3と合同な奇数に対し, 計算量がO((log n)3)

である素数証明アルゴリズムが構築できる.

篠原は fpsp2 2(-5,5)の元となる合成数を探
索するアルゴリズムを考察し, (5p) = 1 かつ
p < 109 なる素数は fpsp2 2(-5,5)の元の素因
子になりえないことを数値実験的に示した [1].

本稿では, (5p) = 1 かつ p > 109 の場合につい
て検証した結果について述べる.

2 準備

定理 1 ([2]). a, bを∆ = a2−4bが平方数となら
ないような整数とする. 素数nがgcd(n, 2b∆) =

1を満たすとする. f(x) = x2 − ax + bである
とき,

xn =

{
a− x (mod (f(x), n)), (∆n ) = −1

x (mod (f(x), n)), (∆n ) = 1

(1)

が成立する. (( ··)はヤコビ記号)

定義 2 ([1]). a, bを ∆ = a2 − 4bが平方数と
ならないような整数とする. gcd(n, 2b∆) = 1

を満たす合成数 nが, (1)を満たすとき, nを
f(x) = x2 − ax+ bに関する 2次 Frobenius擬
素数という. 以後簡単のために, (a, b)に関する
Frobenius擬素数と呼び, それら全てからなる
集合を fpsp(a, b)と書く. さらに, fpsp(a, b)の
元で (∆n ) = −1を満たすもの全てからなる集合
を fpsp2(a, b)と書く.

定義 3 ([1]). nを奇合成数とし, その素因数分
解を n =

∏k+l
i=0 p

ei
i と表す. f(x) = x2 − ax+ b

とし, (a, b)は∆ = a2 − 4bが nと互いに素な
整数の組とする. このとき (n, a, b)に関する以
下の条件を (ICF2)と呼ぶ;

(ICF2-1)各 i ∈ [1, k]に対して, mi | gcd( n
pi

−
1, p2i − 1)となる mi が存在して, mi ∤ pi − 1,

Φmi(x) ≡ 0 (mod (peii , f(x))).

(ICF2-2)
∑k

i=1 ei ≡ 1 (mod 2).

(ICF2-3)各 i ∈ [k + 1, k + l]に対して, f(x) ≡
(x − ci)(x − cni ) (mod peii )となる ciが存在す
る.

(ICF2-4)各 i ∈ [k + 1, k + l]に対して, mi |
gcd(n

2

p2i
− 1, pi − 1)となるmiが存在して, mi ∤

n− 1, Φmi(x) ≡ 0 (mod (peii , x− ci)).

定理 4 ([1]). n ∈fpsp2(a, b)であることと, (n, a, b)

に対して (ICF2)が成り立つことは同値である.

3 pq型のGrantham’s Problem

以下, f(x) = x2 + 5x+ 5とする.

問題 5. (Grantham’s Problem [1],[2],[3])

n ≡ ±2 (mod5), xn+1 ≡ 5 (mod(n, f(x)))

(2)

となる奇合成数 nは存在するか?
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この場合, ∆ = 5であり, n ≡ ±2 (mod 5)で
あるので, (∆n ) = −1である. そのため,(2)を満
たす奇合成数 nが存在するならば, nは fpsp2(-

5,5)の元である.

ここでは, 2 つの素数の積で表される n で,

fpsp2(-5,5) の元であるものが存在すると仮定
する. すなわち, p ≡ ±1 (mod 5), q ≡ ±2

(mod 5) であり, pq が fpsp2(a, b) の元となる
p, q が存在すると仮定する. 以降, このような
数 pqの集合を fpsp2 2(−5, 5)と書く.

定理 6 ([1]). p, qを (5p) = 1, (5q ) = −1である
素数とする. このとき, f(x) ≡ (x− c1)(x− c2)

(mod p)であるc1, c2が存在する. x ∈ Fq[x]/(f(x))

の位数をmq とする. このとき,

n = pq ∈fpsp2 2(−5, 5)であることと以下の条
件を満たすことは同値である :

p ≡ 1, 9 (mod 40), q ≡ ±2 (mod 5),

mq | p− 1,

cq1 ≡ c2 (mod p), cq2 ≡ c1 (mod p).

4 アルゴリズム

定理 6に基づいて, pq型の奇合成数 nで (2)

を満たすものを探索するアルゴリズムを以下に
示す.

Input: None

Output: pq (但し,pq ∈fpsp2 2(−5, 5)が存在す
る場合.)

[Step1] pの候補を求める
1. p ≡ 1, 9 (mod 40)となる素数 pを求める.

2. x2 − 5x + 5 ≡ (x − c1)(x − c2) (mod p)と
なる c1, c2を求める.

3. c1 ∈ Fpの乗法位数mp求める.

4. ct1 ≡ c2 (mod p), ct2 ≡ c1 (mod p)を満たす
整数 tを求める. 存在しなければ 1へ.

[Step2] qの候補を求める
5. q ≡ t (mod mp), q ≡ ±2 (mod 5)となる q

を求める. 存在しなければ 1へ.

6. x ∈ Fq[x]/f(x)の乗法位数mq を計算する.

7. mq | p− 1を満たすならば pq を返し, 満た
さないならば 1へ.

篠原は fpsp2 2(−5, 5)の元となる合成数を探
索するアルゴリズムについて考察し, 素数 pで，

5 を法として 1 または 4と合同 かつ p < 109

なるものは fpsp2 2(-5,5) に含まれる合成数の
素因子になりえないことを数値実験により示し
た [1].

5 結果と考察

[0, 1010]内のすべての素数 pに対して数値実
験を行ったところ, p の候補となりうるのは,

521,221401,1644512641の3つのみであった. こ
れらの各 pに対して pq ∈fpsp2 2(-5,5)となる q

が存在しないことを以下に説明する. 各 (p, t,mp)

は (521,181,260), (221401,17549,36900),

(1644512641,152977919,822256320)であること
から, どの組についても t ≡ ±1 (mod 5)かつ
5 | mp が成り立つ. そのため, アルゴリズム
の [Step2]より, qは q ≡ t ≡ ±1 (mod 5)及び
q ≡ ±2 (mod 5)を満たさなければならず, そ
のような qは存在しない.

事実 7. n = pqで pと qは (5p) = 1, (5q ) = −1

を満たすものとする. このとき, nが fpsp2 2(-

5,5)の元であるならば, p > 1010である.

6 まとめ

実験により, p < 1010の範囲では n = pqが
fpsp2 2(-5,5)の元となりうる pの候補の存在を
確認することはできなかった. 今後の課題とし
ては, 探索範囲を広げることや, fpsp2 2(-5,5)

に含まれる合成数の素因子に関する条件の絞り
込み等が挙げられる. また, 候補となる pに対
する tと mp に対して, t ≡ ±1 (mod 5)かつ
5 | mp であることを証明することができれば,

(2)を満たす pq型の合成数nは存在しないと証
明することができる.
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F4-styleアルゴリズムの実装について

緑川 輝 1, 篠原 直行 2, 内山 成憲 1

1首都大学東京，2情報通信研究機構
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1 はじめに

耐量子計算機暗号は量子計算機が実用化され
ても安全性を保てると期待される暗号であり，
その代表的なものとして多変数公開鍵暗号が挙
げられる．多変数公開鍵暗号は与えられた多変
数連立方程式が解かれると解読されてしまう．
その安全性を調べるために，MQChallengeとい
うコンテストが行われており，6種の２次の多
変数連立方程式が与えられている．グレブナー
基底の計算等によってそれらを解く研究が進め
られている．グレブナー基底を効率よく計算す
るアルゴリズムとして F4-style のアルゴリズ
ムが知られている [1], [2]．本稿では，F4-style

アルゴリズムの計算に現れる多項式を可能な限
り正規化しておくことで，全体の計算コストを
削減する方法を提案する.

2 準備

多項式環RをR = Fq[x1, . . . , xn]とする.

定義 1 ([1]). f ∈ Rに対し，f に現れる項全体
の集合を T(f)で表し，その中で最も項順序の
大きな項を頭項と呼び,HT(f)で表す. その係
数を頭係数と呼び,HC(f)で表す. それらにより
構成される単項式を頭単項式と呼び，HM(f) =

HT(f) ·HC(f)で表す. また，F ⊂ R に対して
HT(F ) := {HT(f) : f ∈ F} と定める.

定義 2 ([1]). f, g ∈ Rに対し，∃t ∈ T(f),HT(g)|t
のとき，f は gで単項簡約可能といい，f の項
tの係数を cとして，h = f − t·c

HM(g)gを f の g

による単項簡約という.

定義 3. f ∈ Rと多項式の集合G ⊂ Rに対し，
fがGのどの要素によっても単項簡約できない
とき，f はGに関して正規形であるといい，単
項簡約を繰り返して正規形を得ることを正規化
という. 得られた正規形を rとしたとき，この
操作を

f
∗−→
G

r

と表す. また Gが正規形であるとは，∀g ∈ G

がG\{g}に対して正規形であることをいう.

定義 4 ([1]). f, g ∈ Rに対し，f, gのS多項式を
Spoly(f, g) = lcm(HT(f),HT(g))

HM(f) f− lcm(HT(f),HT(g))
HM(g) g

とする.

定義 5. ([1]). Lを Rの有限次元線形部分空
間とする.Lの基底で，頭項がすべて異なり，か
つ各頭項は他の基底に現れないようなものを
LB(L,≺)と書く.

定義 6. gsを多項式とし，i < jのもとで,F (k; i, j),

M(k; i, j),B(k; i, j)を以下で定義する.

F (k; i, j) ⇔ k < i, lcm(gj , gk) = lcm(gi, gj),

M(k; i, j) ⇔ k < j,HT (gk)|lcm(gi, gj)

かつ lcm(gj , gk) ̸= lcm(gi, gj),

B(k; i, j) ⇔ k > j,HT (gk)|lcm(gi, gj)

かつ lcm(gi, gk) ̸= lcm(gi, gj)

かつ lcm(gj , gk) ̸= lcm(gi, gj).

定理 7. 次は同値である.

(1) 多項式の集合 G = {g1, . . . gs}がイデ
アル I の≺ に関するグレブナー基底である．
(2) F (k; i, j),M(k; i, j), B(k; i, j)を満たす

kが存在しないすべての組 {i, j}に対し以下が
成り立つ:

Spoly(gi, gj)
∗−→
G

0.

これは，計算するべきS多項式を減らすのに
有用である.以下の定理も同様である.

定理 8. f, g ∈ Rに対し，gcd(HT (f),HT (g)) =

1ならば以下が成り立つ:

Spoly(f, g)
∗−−−→

{f,g}
0.

3 F4-styleアルゴリズム

本稿では [1] に記載されている下記の F4-

style のアルゴリズムをもとにアルゴリズムの
改良と数値実験を行った.

Input: 有限多項式集合 F，項順序 ≺
Output: ⟨F ⟩の≺ に関するグレブナー基底G

1: g1 ← F の要素; F ← F \ {g1}
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2: G← {g1}; D ← ϕ; m← 1

3: while F ̸= ϕ do

4: gm+1 ← F の要素; F ← F \ {gm+1}
5: G← G ∪ {gm+1}
6: D ← Update(D,G,m)

7: m← m+ 1

8: end while

9: while D ̸= ϕ do

10: S ← Dの部分集合
11: D ← D \ S
12: Sp ← {Spoly(gi, gj)|{i, j} ∈ S}
13: Red← Red(Sp, G,≺)
14: B′ ← {g ∈ LB(Sp ∪Red，≺)|HT (g) /∈

HT (Red)}
15: while B′ ̸= ϕ do

16: gm+1 ← B′の要素; B′ ← B′\{gm+1}
17: G← G ∪ {gm+1}
18: D ← Update(D,G,m)

19: m← m+ 1

20: end while

21: end while

22: return G

6行目，18行目のUpdate は 定理 7，定理 8 を
利用して無駄なペアを削除する関数である [1]．
また，13行目の Red(Sp, G,≺)とは，Sp に属
する各多項式を Gで正規化するのに十分な多
項式の集合である.

4 提案手法

F4-styleアルゴリズムの 15～20行目で，G

に新しい多項式 gm+1 を付け加える操作をして
いる.ここでGを正規化することで項順序が小
さい部分に非零な係数が集まり密な状態になり，
項順序が大きい部分は疎な状態にる効果が期待
される. これらはグレブナー基底計算の高速化
に寄与すると考えられる.

5 結果

2n個の F31上の n変数 2次多項式を実験の
入力として用いる.(MQ challenge1TYPE IIIに
相当). また，ここで用いる多項式は [p.6,[3]]に
従って生成する. 従来の方法と提案手法を実装
しグレブナー基底の計算時間，メモリサイズを
測定した. 問題として，7，8，9変数のものを
それぞれ 15個ずつ生成し実験した.

1https://www.mqchallenge.org/

計算機環境
CPU:Intel Core i7-4770 3.40GHz

Memory:12GB

OS:Windows10

表 1. 正規化した場合としない場合の平均計算時間（s）
の比較

変数 正規化なし 正規化あり
7 3.80 2.09

8 56.3 14.9

9 460.5 109.0

表 2. 正規化した場合としない場合の平均メモリサイズ
（KByte）の比較

変数 正規化なし 正規化あり
7 22.6 18.8

8 351.9 49.2

9 222.2 100.2

表１より,正規化ありの場合,正規化なしの場
合に比べて 1.8～4.2倍程度高速になることがわ
かった. 変数の個数が増えるほどその影響は顕
著である. また表 2より,メモリサイズについて
も,正規化ありの場合,正規化なしの場合と比べ
て 15%～85%程度削減できることがわかる. し
かし,これは平均であり,問題によってばらつき
が大きかった. 問題によってはわずかではある
がメモリサイズが増加してしまう例もあった.

6 まとめ

計算の途中で多項式集合 Gを正規化するこ
とで，グレブナー基底計算が高速になることが
期待できる. また，計算に必要なメモリサイズ
も削減できることが予想される.
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Q(
√
−23)に虚数乗法を持つ楕円曲線を用いた特別な整数に対する素数証

明アルゴリズム

小貫 啓史 1

1首都大学東京
e-mail : onukihiroshi@yahoo.co.jp

1 概要

本稿ではAbatzoglouらによる楕円曲線を用
いた特別な形の整数に対する素数証明アルゴリ
ズム構築の定式化 [1]を類数 3以上の場合に拡
張する方法について述べる. またその方法を用
いてQ(

√
−23)に虚数乗法を持つ楕円曲線を用

いた素数証明アルゴリズムについて解説する.

2 背景

n+1もしくはn−1の素因数分解が予め部分
的にわかっている整数について,一般の整数より
も高速な素数証明アルゴリズムが知られている.

中でもMersenne数に対する Lucas-Lehmerテ
スト, Fermat数に対するPepinテストがよく知
られている. 近年, これらの数および類似した
数に対して楕円曲線を用いた新しい判定方法が
Gross[2], Denommeら [3], Tsumura[4]によっ
て構築された. これらの方法の計算量は古典的
な方法と同程度であると評価できる. これらの
方法は素数証明対象となる数をそのノルムとす
る虚二次体の元 xに対して x− 1の素イデアル
分解が部分的にわかっていることを利用するも
のである. Abatzoglouらはこれらの方法によ
り古典的な方法が適用できない数に対する素数
証明アルゴリズムを構築した [1, 5]. また, 彼ら
はこれらの方法を定式化し, ある制限の下で類
数が 2以下の虚二次体に虚数乗法を持つ楕円曲
線を用いてアルゴリズムを構成した場合で古典
的な方法が適用できないものは本質的に彼らの
構築した 2つしかないことを示した [1]. しか
し, 類数が 3以上となる場合においては彼らの
定式化を用いて素数証明アルゴリズムを構築す
る際にある技術的な困難があり, 彼らはこれを
未解決問題とした。

3 Abatzoglouらの定式化

まず [1]の定式化について概説する.

定義 1. Eを数体M 上定義された楕円曲線, J

をOM のイデアルで E の判別式を割らないも

のとする. このとき P ∈ E(M) が J を法と
して強非零とは, J と互いに素なOM の元 zで
P = (x : y : z) ∈ E(OM )と表せることをいう.

K を虚二次体, E を K を含む数体M 上定
義された楕円曲線で OK に虚数乗法を持つも
のとする. γ, α1, . . . , αs を OK の非零元とし,

α1 · · ·αsの素イデアル分解がわかっているとす
る.

k = (k1, . . . , ks) ∈ Nsに対して

Λk = γαk1
1 · · ·αks

s , πk = 1+Λk, Fk = NK/Q(πk)

と定義する. Fk > 16NK/Q(γ
2)が成り立つこ

ととEの判別式と Fkが互いに素であることを
仮定する. 1つ目の仮定は πk − 1のおよそ半
分のサイズ以上の素イデアル分解が既知である
ことを意味している. pk を OM のイデアルで
あって, NM/K(pk) = πkOK を満たすものとす
る. pkが素イデアルであるとき, E, P の pkを
法とした還元をそれぞれ Ẽ, P̃ とかく. さらに
kが以下の仮定を満たすように選ばれていると
する.

仮定 2. pkが素イデアルであるとき以下が成り
立つ:

(i) Ẽの Frobenius自己同型は [πk];

(ii) OK の素イデアル λで α1 · · ·αsを割るも
のに対して P̃ ̸∈ [λ]Ẽ(OM/pk).

この仮定の下で以下が成り立つ.

定理 3 (Theorem 3.5 of [1]). 以下は同値:

(a) pkは素イデアル;

(b) [Λk]P ≡ OE (mod pk), かつ, OK の素
イデアル λでα1 · · ·αsを割るものに対し
て,

[
ΛkOK

λ

]
P の元で pk を法として強非

零なものが存在する.

この定理は pk の素イデアル性を P の pk を
法とした算術により調べることができることを
意味している.

定理 3を具体的な素数証明アルゴリズムとす
るためには仮定 2を満たす kの条件を決定しな
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くてはならない. そのためには pk の具体的な
表示を知る必要があるが, Abatzoglouらは類数
が 3以上の場合に pkを見つけることができず,

これを未解決問題とした (Remark 4.12 of [1]).

4 類数 3以上への拡張

K を虚二次体, H を K の Hilbert類体とす
る. K の類数を hK とかく. αを

Xhk + cmXm + · · ·+ c0 = 0,

c0, · · · , cm ∈ OK ,m < hk/2

の根とし, H = K(α)となっていると仮定する.

γ, βをOK の非零元とし, βの素イデアル分解
がわかっているとする. 正の整数 kに対して

pk = 1− γβkα,

πk = NH/K(pk),

Fk = NH/Q(pk) = NK/Q(πk).

と定義する. このとき, αの定義より

πk = 1 + cmγhK−mβ(hK−m)k + · · ·
+c0γ

hKβhKk

= 1 + β(hK−m)k(cmγhK−m + · · ·
+c0γ

hKβmk)

となる. m < hk/2であることから十分大きな
kに対して上の式より πk−1の半分以上のサイ
ズの素イデアル分解が既知となる. したがって
上述の設定に対して [1]の方法を適用すること
ができる.

5 K = Q(
√
−23)の場合

上記の方法を用いて K = Q(
√
−23)の場合

について素数証明アルゴリズムを構成する方法
について説明する.

K = Q(
√
−23)とし, H を K の Hilbert類

体とする. αをX3 −X − 1 = 0の根とすると
き, H はK上 αで生成される. τ = 1+

√
−23
2 と

する. このとき正の整数 kに対して以下を定義
する:

pk = 1− (1 + τ)kα,

πk = NH/K(pk) = 1− (1 + τ)2k − (1 + τ)3k,

Fk = NH/Q(pk) = NK/Q(πk).

さらにKに虚数乗法を持つ楕円曲線Eとその
点 P を以下で定義する:

E : y2 = x3 +Ax+B2,

P = (0, B).

ここで A,B は OH の元で E がK に虚数乗法
を持つようにとるものとする. これらの設定の
下で, 仮定 2を満たす k の条件は pk を法とし
た Legendre記号を計算することで求めること
ができ, k (mod 1320)で決まることがわかる.

そのような k (mod 1320)全体の集合を Sとお
く. このとき以下が成り立つ.

定理 4. k (mod 1320) ∈ Sのとき以下は同値:

(a) Fkは素数;

(b) [26k−1ck]P が pk を法として強非零かつ
[26kck]P ≡ OE (mod pk).

これによって Fk の素数判定を P (mod pk)

の算術によって行うことができる. さらに

OH/pkOH
∼= Z/FkZ

であることからP (mod pk)の算術を整数の剰
余計算によって行うこともできる.
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SKT交差拡散定常極限方程式の解の多重度と安定性の数値解析
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1 導入

1979年にShigesada-Kawasaki-Teramoto (J.

Theor. Biol., 1979)により提案された交差拡散
の効果を含んだ 2種競争系

ut = ∆[(d1 + α11u+ α12v)u]

+u(a1 − b1u− c1v) in Ω× (0,∞),

vt = ∆[(d2 + α21u+ α22v)v]

+v(a2 − b2u− c2v) in Ω× (0,∞),

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) in Ω

について考える. ただし, u = u(x, t), v =

v(x, t)は未知関数. di, αij , ai, bi, ci (i, j = 1, 2),

は正定数, Ω ⊂ RN (N ≥ 1)は滑らかな境界∂Ω

を持つ有界境域，νは境界 ∂Ω上での外向き単
位法線ベクトルである. 初期値 u0(x)と v0(x)

は非負である.

交差拡散の項による効果は 2種類の生物個体
群らが，互いの個体数密度が少ない方向に移動
しようとするものである．この効果によって 2

種の生物群が空間上で棲み分けを起こすかどう
かがこの問題の興味深いところである．
次のパラメータの比の大小関係によって解の

挙動が大きく変化する．

A :=
a1
a2
, B :=

b1
b2
, C :=

c1
c2
.

B > C の場合を弱競争系 (week competition),

B < Cの場合を強競争系 (strong competition)

と呼ぶ．本研究ではB < C の場合について考
える.

定常問題は

∆[(d1 + α11u+ α12v)u]

+u(a1 − b1u− c1v) = 0 in Ω,

∆[(d2 + α21u+ α22v)v]

+v(a2 − b2u− c2v) = 0 in Ω,

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) in Ω

となる．空間 1次元で拡散係数が十分小さいと
き，Mimura (Hiroshima Math. J., 1981)を
はじめとし，Kan-non (Hiroshima Math. J.,

1993)達により特異摂動法を用いて定常解の存
在，安定性が数学的に詳しく調べられている．
Lou-Ni (J. D. E., 1996, J. D. E., 1999)は，
一般の拡散係数と高次元の場合の考察を開始
した．この研究の中で交差拡散の効果をみるた
めに α11 = α21 = α22 = 0とする. ここで,

r := α12/d1を導入すると時間発展問題は

(TPN
r )



ut = d1∆[(1 + rv)u]

+u(a1−b1u−c1v) in Ω× (0,∞),

vt = d2∆v

+v(a2−b2u−c2v) in Ω× (0,∞),

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0)=u0(x), v(x, 0)=v0(x) in Ω

となり, 対応する解が正値の定常問題は

(SNr )



d1∆[(1 + rv)u]

+u(a1 − b1u− c1v) = 0 in Ω,

d2∆v

+v(a2 − b2u− c2v) = 0 in Ω,

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω,

u(x) > 0, v(x) > 0 in Ω

となる. (TPN
r )と (SNr )の解構造解明の第一歩

として，交差拡散の効果を表わすパラメータ r

を r → ∞とし,極限方程式を導出した．(TPN
r )

の正値解に対応する時間発展極限問題は

(TPN
∞)



d

dt

{∫
Ω

τ(t)

v
dx

}
=

∫
Ω

τ(t)

v

(
a1−b1

τ(t)

v
−c1v

)
dx,

vt = d2∆v

+v(a2 − c2v)− b2τ(t) in Ω,

∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω× (0,∞),

v(0, t) = v0(x) > 0

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

451



である. このとき u(x, t) := τ(t)/v(x, t)であ
る. 定常極限方問題は

(SN∞)



∫
Ω

1

v

(
a1 − b1

τ

v
− c1v

)
dx = 0,

d2∆v

+v(a2 − c2v)− b2τ = 0 in Ω,

∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω,

v(x) > 0 in Ω

となる. このとき, u(x) := τ/v(x)である.

本研究では特に空間 1次元（N = 1）でΩ :=

(0, 1)とした

(TP1
∞)



d

dt

{∫ 1

0

τ(t)

v
dx

}
=

∫ 1

0

τ(t)

v

(
a1−b1

τ(t)

v
−c1v

)
dx,

vt = d2vxx

+v(a2 − c2v)− b2τ(t) in (0, 1),

vx(0, t)=0, vx(1, t)=0 t ∈ (0,∞),

v(0, t) = v0(x) > 0

および, vが単調増加の場合に注目した

(S1∞)



∫ 1

0

1

v

(
a1 − b1

τ

v
− c1v

)
dx = 0,　

d2vxx

+v(a2 − c2v)− b2τ = 0 in (0, 1),

vx(0) = 0, vx(1) = 0,

v(x) > 0, vx(x) > 0 in (0, 1)

について考える．

2 主結果

C/B > 7/3において, (S1∞)の非定数定常解
の個数高々2個と予想されていたが, 極めて小
さい d2について詳細に調べると非定数定常解
が最大 3個現れるパラメータ領域が存在するこ
とを数値的に確認した. (S1∞)の解 (v(x), τ)の
線形安定性については (TP1

∞)に対応する線形
化固有値問題

(L)



τ

∫ 1

0

ψ

v2

(
−a1+

2b1τ

v

)
dx−b1τη

∫ 1

0

1

v2
dx

= ση

∫ 1

0

1

v
dx− στ

∫ 1

0

ψ

v2
dx,

d2ψxx+(a2−2c2v)ψ−b2η=σψ in (0, 1),

ψx(0) = ψx(1) = 0

を数値的に解いて調べた. ここで, σは固有値,

(ψ(x), η)は固有関数である.

図 1, 2は C/B > 7/3の場合の (S1∞)の非定
数定常解の存在・非存在領域と多重度を図示し
たものである. d2が極めて小さいとき, 解の多
重度について複雑な状況が起こる.

図 1. C/B > 7/3の場合の解の多重度.

図 2. 解が 3個現れる領域の部分拡大図.

図 3は C/B > 7/3の場合の (S1∞)の非定数
定常解の数値的安定性を図示したものである.

青色の領域では局所安定で, 赤色の領域では不
安定である.

図 3. C/B > 7/3の場合の解の安定性.

解の形状や数値計算法などの詳細については
講演時に述べる.
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反応拡散方程式系を用いた細胞膜と細胞質における２つの極性パターン形
成メカニズムの解明
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1 概要

初期発生過程における非対称細胞分裂は細胞
分化の根幹となる仕組みの一つであり、そのメ
カニズムの解明は発生生物学における重要な課
題の一つである。非対称細胞分裂の初期段階に
細胞は自らが持つたんぱく質を左右非対称に局
在させ極性パターンを形成する。このような細
胞極性は娘細胞の大きさ、運命を決定するため
重要なプロセスであり、非対称細胞分裂のメカ
ニズム解明には細胞極性のメカニズムを解明が
欠かせない。
細胞極性のメカニズム解明のために、モデル

生物である線虫胚の非対称細胞分裂における
極性形成は多く研究されてきた。線虫の受精卵
では細胞膜において PARたんぱく質が極性を
形成することが知られている。また、細胞膜で
の PAR極性の形成と同時に細胞質ではMEX-

5/6が極性を形成することが観察されており、
Anteriorたんぱく質（PAR-3,PAR-6）とは同
位相に、Posteriorたんぱく質（PAR-1,PAR-2）
とは逆位相に極性を形成する（図１）。さらに
はMEX-5/6が細胞膜での PARたんぱく質の
極性形成に影響を与えることも実験から明らか
になった [1]。

PAR-3, PAR-6 

PAR-1, PAR-2 

MEX-5/6

図 1. 細胞膜と細胞質での極性

しかし、これまでの理論研究のほとんどは
PARたんぱく質にのみ注目しており、PARた
んぱく質とMEX-5/6の相互関係について考察
したものはない。また、実験においてもMEX-

5/6がどのように細胞膜での PAR極性の形成
を制御しているかについては明らかにされてい

ない。
本講演では、細胞膜での PAR極性と細胞質
でのMEX-5/6の極性形成を同時に考察した数
理モデルを構築し、さらに構築した数理モデル
と Phase-field法を融合させることで細胞の形
を自由自在に反映できる数理モデルを構築す
る。細胞膜だけでなく細胞質、細胞全体におけ
るたんぱく質の極性形成のより核となるメカニ
ズムを解明する。

2 数理モデル

Ω ⊂ Rnを細胞質、 ∂Ω(≡ Γ)を細胞膜とす
る。複数のたんぱく質のダイナミクスを捉える
ために以下のような移流反応拡散方程式系を実
験の結果をもとに構築した。

@[Ac]

@t
+r · (vc[Ac]) = DA

c r2[Ac]

DA
c
@[Ac]

@n
= �FA

on

(X, t)[Ac] + FA
o↵

(X, t)[Am]

@[Am]

@t
+r

�

· (vm[Am]) = DA
mr2[Am] + FA

on

(X, t)[Ac]� FA
o↵

(X, t)[Am]

@[Pm]

@t
+r

�

· (vm[Pm]) = DP
mr2

�

[Pm] + FP
on

(X, t)[Pc]� FP
o↵

(X, t)[Pm]

@[Pc]

@t
+r · (vc[Pc]) = DP

c r2[Pc]

DP
c
@[Pc]

@n
= �FP

on

(X, t)[Pc] + FP
o↵

(X, t)[Pm]

@[Mf ]

@t
+r · (vc[Mf ]) = Dfr2[Mf ]

Df
@[Mf ]

@n
= Gf (X, t)[Ms]�Gs(X, t)[Mf ]

@[Ms]

@t
+r · (vc[Ms]) = Dsr2[Ms]

Ds
@[Ms]

@n
= �Gf (X, t)[Ms] +Gs(X, t)[Mf ]

X 2 ⌦

X 2 @⌦

X 2 ⌦

X 2 @⌦

X 2 @⌦

X 2 ⌦

X 2 @⌦

X 2 @⌦

X 2 ⌦

X 2 @⌦

ここで [Am](X, t), [Ac](X, t)は空間X ∈ Rn

と時間 tにおけるAnteriorたんぱく質（PAR-3,

PAR-6）の細胞膜と細胞質での濃度を表す。同
様に、[Pm](X, t), [Pc](X, t)はPosteriorたんぱ
く質（PAR-1, PAR-2）の細胞膜と細胞質での
濃度を表す。[Mf ](X, t), [Ms](X, t)は細胞質に
おけるMEX-5/6の濃度を表す。ただし、MEX-

5/6は細胞質において拡散の大きさの異なった
形態で存在するため、[Mf ]は拡散の速い形態、
[Ms]は拡散の遅い形態の濃度を表す。DA

m, DA
c ,

DP
m, DP

c , Df , Dsはそれぞれ拡散係数である。ま
たnは細胞質から細胞膜向きの法線ベクトルで
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ある。
FA
on(X, t), FP

on(X, t) は Anterior たんぱく質
と Posteriorたんぱく質の細胞質から細胞膜へ
の移動率を表す on-rate関数であり、FA

off(X, t),

FP
off(x, t)は細胞膜から細胞質への移動率を表す

off-rate関数である。on-rate関数と off-rate関
数にはたんぱく質同士による制御の効果が反映
されている。Gf (x, t), Gs(x, t)は PARたんぱ
く質によるMEX-5/6の制御の効果を表す関数
である。
線虫の受精卵では細胞極性の形成時に、アク

トミオシンの収縮に伴い細胞の表層と細胞質で
移流が起こる。vm(X, t)は細胞膜での移流の速
度を表し、vc(x, t)は細胞質での移流の速度を
表す。
この移流反応拡散方程式系に Phase-field法
を以下のように融合させることで細胞の形を反
映した数理モデルを構築した。

@B(�)[Am]

@t
+r · (B(�)vm[Am]) = DA

mr · (B(�)r[Am]) +B(�)FA
on

(X, t)[Ac]�B(�)FA
o↵

(X, t)[Am]

@�[Ac]

@t
+r · (�vc[Ac]) = DA

c r · (�r[Ac])�B(�)FA
on

(X, t)[Ac] +B(�)FA
o↵

(X, t)[Am]

@B(�)[Pm]

@t
+r · (B(�)vm[Pm]) = DP

mr · (B(�)r[Pm]) +B(�)FP
on

(X, t)[Pc]�B(�)FP
o↵

(X, t)[Pm]

@�[Pc]

@t
+r · (�vc[Pc]) = DP

c r · (�r[Pc])�B(�)FP
on

(X, t)[Pc] +B(�)FP
o↵

(X, t)[Pm]

@�[Mf ]

@t
+r · (�vc[Mf ]) = Dfr · (�r[Mf ]) +B(�)Gf (X, t)[Ms]�B(�)Gs(X, t)[Mf ]

@�[Ms]

@t
+r · (�vc[Ms]) = Dsr · (�r[Ms])�B(�)Gf (X, t)[Ms] +B(�)Gs(X, t)[Mf ]

ここで ϕは Phase-field関数であり、ϕ = 1

となる空間を細胞質、ϕ = 0となる空間を細胞
の外、0 < ϕ < 1となる空間を細胞膜とする。
B(ϕ)は ϕに依存した関数であり、ϕ = 0, 1で
B(ϕ) = 0となり 0 < ϕ < 1では 0 < B(ϕ) < 1

となる（図２）。

X

� = 1� = 0 � = 0

����

���

��� ����

���

図 2. ϕと B(ϕ)に関する図

3 極性パターン形成と結果

本研究では構築した数理モデルを用いること
で、細胞膜での PAR極性と細胞質でのMEX-

5/6の極性の形成に成功した（図３）。さらに
以下のような結果を得た [2]。

• MEX-5/6の極性はPAR極性に必ずしも
必要ではない。

• MEX-5/6は Anteriorたんぱく質を抑制
することで PAR極性ドメインの長さを
制御する。

• MEX-5/6の極性形成において、MEX-5/6

の拡散の遅い形態から速い形態への変換
が重要である。

• 移流はMEX-5/6の遅い形態から速い形
態への変換を活発にする。

• 極性の始まる位置は PAR極性とMEX-

5/6極性の形成に影響を与える。

Anterior����� Posterior����� MEX-5/6

図 3. 数値計算から得られた細胞極性

4 結論

本研究では PARたんぱく質だけでなく細胞
質のMEX-5/6にも注目し数理モデルを構築す
ることで、細胞膜での極性形成と細胞質での極
性形成を同時に考察することができた。このこ
とにより、これまで明らかにされていなかった
細胞全体での極性形成のよりコアなメカニズム
について提案できた。また、細胞の形を反映し
た数理モデルを用いたことから細胞質における
たんぱく質のより正確なダイナミクス、細胞の
形の影響などを捉えることができた。本研究の
モデリング手法はどんな細胞の形でもそれを反
映した上で分子のダイナミクスを考察できるた
め、極性パターン形成研究の分野における反応
拡散方程式のさらなる応用が期待される。
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文字列の非可換位相半群上の偏微分方程式と生物群集の動態解析

小谷野 仁 1, 澤田 和典 2, 山本 希 1, 山田 拓司 1

1東京工業大学生命理工学院, 2株式会社ぐるなび
e-mail : koyano.h.aa@m.titech.ac.jp

1 配列の集団の時間発展の数理モデル

1 つの環境中の生物群集は, 群集中の他の個
体や周囲の環境と相互作用しながら時間発展し
ていく. 我々はこのダイナミクスに興味がある.

アルファベット A = {a, c, g, t} 上の文字列が
なす非可換位相半群を A∗ によって表す. そう
すると, DNA や遺伝子の配列は A∗ の元であ
り, 生物群集が持つDNA やある遺伝子の全体
(母集団) の分布は, A∗ 上の確率関数として表
される. そこで, 生物群集をそれが持つ DNA

の集団や 16Sリボソーム RNA遺伝子の集団と
して捉えることにより, 生物群集の時間発展の
数理モデリングにアプローチする. 進化学では,

太古の地球の海底熱水孔域に, 現存の生命の共
通祖先 (の DNA) が誕生したと考えられてい
る. その後, 地球上の悠久の生命史の中で生命
は多様化し, 現在の地球上には多様な生命, 或
いは同じことであるが, 多様な DNA が存在す
る. この過程は, 地球上の DNA の集団が, A∗

の 1 点である共通祖先のDNA から, 配列中に
確率的に起こる突然変異と環境から掛かる淘汰
圧の下で, 世代交代の度に A∗ の中で広がって
いったことと見なせる. そこで, [1] では, 拡散
方程式をモチーフにして, A∗ 上で, 1 つの環境
中の生物群集が持つDNA の集団が, 確率的な
突然変異と環境からの淘汰圧の下で時間発展し
ていく様子, すなわち DNA の集団の進化を記
述する

∂q(s, t)

∂t
= −c(s, t) + b(s, t)(1− π)ℓ(s)

+
∑

1≤d<∞

∑
s′∈V (s,d)

b(s′, t)
ℓ(s′)Cdπ

d(1− π)ℓ(s
′)−d

|V (s′, d)|

という形の偏微分方程式を導出した (記号の詳
細は略). また, モデルの数理解析を行って, 集
団が分化して新しい種が作られるための条件や,

集団が平衡状態を維持し, 長期間に渡って変化
しないでいるための条件を示した.

2 配列の集団への淘汰圧の統計的推定

進化学における淘汰圧は, 力学における力の
ように観測できるものではないが, それを推定

したいという欲求は, 進化学や生態学において
は自然なものとしてある. これまで, 数値とし
て表される形質に対しては, その測定値に基づ
いて環境から集団中の個体に掛かる淘汰圧を推
定する方法が色々と考えられ, 実際に淘汰圧を
推定した事例研究も多くなされてきたが, 微生
物学においてこれらの方法を用いることはでき
ない. DNA やある遺伝子の配列に対して淘汰
圧を推定することが, 全ての生物に適用できる
統一的ですっきりした接近法であるが, このよ
うな方法はこれまで考えられてこなかった. ま
た, A∗ 上には, これまで, 実数の集合 R 上の正
規分布や自然数の集合 N 上の 2 項分布のよう
なパラメトリックな分布は導入されていなかっ
たが, [2] では, その混合モデルを用いて, ある
環境中の配列の集団にその環境から掛かる淘汰
圧の分布を表すように設計された

qd(s;λ, ρ) =
1

(ρ+ 1)
∣∣∂Ud(λ, d(s, λ))

∣∣
(

ρ

ρ+ 1

)d(s,λ)

という形の確率関数を持つ分布を A∗ 上に導入
し (記号の詳細は略), その基本的な性質を調べ
ることから始めて, その混合モデルのパラメー
ターを推定する方法を開発し, [3, 4]において証
明された結果を応用して, 統計的漸近理論の枠
組みでその方法に対して数理的基礎付けを与え
た後, 数値実験を行ってその有効性を確かめた.

3 環境微生物のダイナミクスへの応用

本発表において, 我々は, まず, 上記の 2つの
研究の結果を簡単に述べた後, それらにおいて
開発した理論モデルと統計的方法を組み合わせ,

Brassica rapa subvar. hiroshimana Kitam. と
いう植物の周辺環境を人工的に高塩環境に改変
した前後の 2時点においてその環境中の微生物
群集から収集された 16S リボソーム RNA 遺
伝子の環境標本を用いて, その集団の時間発展
の数値実験を行った結果を示す.

4 配列の集団の動態解析の統計的方法

粒子の運動や細胞の遊走の研究では, 対象は
3 次元 Euclid 空間R3 の点として扱われる. つ
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まり, 用いられているのは, 時間と共に空間 R3

の点がどのように移動していくのかを調べる,

という枠組みである. 我々は,環境を改変するこ
とにより, 微生物群集がどのように時間変化し
ていくのか, 変化の特徴に興味がある. 今, 微生
物群集をそれが持つ 16Sリボソーム RNA遺伝
子の集団と捉えている. 特に, 1つの環境中には
同一の 16Sリボソーム RNA遺伝子が多数存在
するので, 微生物群集を 16S リボソーム RNA

遺伝子の配列の集まりと各配列の相対頻度とし
て表現するという立場を取っている. これは,

微生物群集を, アルファベット A = {a, c, g, t}
上の文字列の位相半群 A∗ 上の確率分布 (A∗ は
離散的なので, 確率関数) として捉えているこ
とに他ならない. つまり, 第 1 節において述べ
たように, “1 つの微生物群集 = A∗ 上の 1 つ
の確率関数”である. (実際には粒子や細胞が移
動しない点も含めて) 空間のありとあらゆる点
の集まりが R3 であった. 同様に考えると, (架
空のものまで含むが) ありとあらゆる微生物群
集の集まりは, A∗ 上の確率関数の集合 (P と書
く) ということになる. そこで, 微生物群集の
動態を, 時間が経過するに従って, 空間 P の点
がどのように動いていくのか, 動き方にどのよ
うな特徴があるのかを調べる, という枠組みで
研究することを考える. R3 は, 代数の立場から
見ると内積空間であり, 解析の立場から見ると
距離空間であって, 移動距離 (1. 総移動距離, 2.

変位), 速さ (3. 最大値, 4. 最小値, 5. 平均), 速
さのばらつき (6. 範囲, 7. 標準偏差, 8. 変動係
数), 移動方向 (9. (x, y) 平面上の平均方向, 10.

z 軸方向の平均方向), 及び直進度 (11. 方向持
続性, 12. 平均合成長) などの運動解析の基本
的な物理量は, これらの空間の構造 (加法, スカ
ラー乗法, 内積, ノルム, 及び距離) を用いて定
義されている. 集合 P は, [5] によって P 上に
導入された β 多様性という距離によって距離空
間をなすが, 加法, スカラー乗法, 及び内積は定
義されないので, 少なくとも自明な仕方でP 上
に上記の 9, 10, 及び 12 に対応する量を定義す
ることはできない. しかし, 距離のみを用いて
定義される他の量の対応物は, P 上に導入する
ことができる. 但し, 1 つの環境中の生物群集
が持つ全ての 16S リボソーム RNA 遺伝子を
収集することは絶対に不可能であるから, 空間
における粒子や細胞の位置に基づいて計算され
る上記の 12 個の物理量と異なり, 導入された
量は, 直接観測できる, 或いは観測されたもの

から直接計算できるものではなく, 収集された
16S リボソーム RNA 遺伝子の環境標本から推
定するしかない. 本発表では, 我々は, 運動解析
に倣って, 動態解析の基本的な特徴量をP 上に
導入し, これらの推定量を構成して, それらの
統計的性質を調べ, その後, 開発した統計的方
法を, 第 3 節でその動態をコンピューターの中
で求めた, Brassica rapa subvar. hiroshimana

Kitam. の周辺環境中の微生物群集に応用した
結果を述べる.

参考文献

[1] H. Koyano and K. Yano. Evolutionary

model of a population of DNA sequences

through the interaction with an environ-

ment and its application to speciation

analysis. arXiv:1706.01182 [q-bio.PE].

[2] H. Koyano, M. Hayashida, and

T. Akutsu. Optimal string cluster-

ing based on a Laplace-like mixture

and EM algorithm on a set of strings.

arXiv:1411.6471 [math.ST].

[3] H. Koyano and H. Kishino. Quantify-

ing biodiversity and asymptotics for a

sequence of random strings. Physical Re-

view E, 81(6):061912, 2010.

[4] H. Koyano, M. Hayashida, and

T. Akutsu. Maximum margin clas-

sifier working in a set of strings.

Proceedings of the Royal Society A,

2016.

[5] H. Koyano, T. Tsubouchi, H. Kishino,

and T. Akutsu. Archaeal β diversity pat-

terns under the seafloor along geochem-

ical gradients. Journal of Geophysical

Research: Biogeosciences, 119(9):1770–

1788, 2014.

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

458



有限領域に閉じ込められた樟脳粒の自己駆動運動
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1 緒言
自発的に自由エネルギーを運動エネルギーへ

変換し運動する粒子は自己駆動粒子と呼ばれ，
水面に浮かべた樟脳粒はその一例である [1]．樟
脳粒は樟脳分子を水面に拡散し，水面に樟脳分
子濃度場を形成する．樟脳分子は界面活性剤と
してはたらくため表面張力が空間的に不均一と
なり，樟脳粒は表面張力場の異方性に従って動
く．樟脳分子の拡散ダイナミクスは反応拡散系
と捉えることができ [2]，これまで様々な研究が
なされてきた [3, 4]．筆者らはこれまで，1次元
有限区間に閉じ込められた場合，2次元で無限
系の場合について解析を行ってきた [5, 6]．本
研究では，これまでの研究の拡張として，2次
元円形領域に閉じ込められた樟脳粒の運動の分
岐解析を行った．

2 数理モデル
図 1に示すように，半径 Rの 2次元円形の
水面に樟脳粒を閉じ込めた系を考える．樟脳粒
の運動に関する数理モデルは樟脳粒の位置の時
間発展を記述する 2階常微分方程式と，水面の
樟脳分子濃度の時間発展を記述する偏微分方程
式からなる [2]．ここでは無次元化によって含
まれるパラメータの個数を最小にしたモデルを
紹介する．2次元極座標における樟脳粒の重心
位置 ρ = (ρ(t),φ(t))の時間発展方程式は，

σ
d2ρ

dt2
= −ξ

dρ

dt
+ F (1)

と与える．パラメータ σ と ξ は樟脳粒の単位
面積あたりの質量および水面をすべるときの抵
抗係数である．ここで，表面張力由来の駆動力
F = F (c;ρ)は樟脳粒の周囲にかかる表面張力
を線積分で足しあわせる：

F = lim
ϵ→+0

1

S

∫

∂Ω
γ (c(ρ+ ϵn))ndℓ. (2)

ここで，nは樟脳粒の周囲 ∂Ωでの法線ベクト
ルであり，Sは樟脳粒が水面と接する面積であ

る．一方，樟脳分子の濃度場 c = c(r, t)の時間
発展方程式は，
∂c

∂t
=

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)
c− c+ f (3)

と与える．ここで円形領域の任意の位置を r =

(r, θ)と表し，樟脳粒からの供給を f と定義し
た：

f(r;ρ) = δ(r − ρ). (4)

δ(·) はディラックのデルタ関数を表す．また，
(3)にはノイマン境界条件 ∂rc|r=R = 0を課す．

φ

ρ

-R

-R

R

Rθ

r

x

y

領域内の任意の位置

樟脳粒

O

図 1. 系の概略図．粒子の重心位置と，領域内の任意の
点を 2 次元極座標でそれぞれ，ρ = (ρ,φ) と r = (r, θ)
と表現する．

3 濃度場の縮約
樟脳粒を円形領域の中心位置に固定すると，

水面上に系の中心に関して軸対称な定常濃度場
が形成される．このときの定常濃度場は駆動力
を生じないが，樟脳粒の位置をずらす，速度を
与えるなどの摂動を加えると濃度場が非対称に
なり駆動力を生む．そこで，樟脳粒の系の中心
からのずれや，速度，加速度は十分に小さいと
して，濃度場を定常濃度場周りで展開し，駆動
力を計算する．そのようにして得られた駆動力
は樟脳粒の位置や速度，加速度の関数となるの
で，(1)に代入することで樟脳粒の位置と速度
についての力学系を得る．
まず，濃度場を縮約する．境界条件を満たす

解を構築することは難しいので，2次元極座標
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において，動径方向は第 1種ベッセル関数で，
角度方向は三角関数で展開する．ここで，動径
方向は濃度場の境界条件を満たす基底のみで展
開する．波数空間に移行すると，グリーン関数
gmn(t)を容易に求めることができる．ここで，
m, nは動径，角度方向の波数である．グリー
ン関数を用いると，任意の樟脳分子濃度場はそ
の時間積分として得ることができる．樟脳分子
濃度場は供給元である樟脳粒の軌道に依存する
が，現在の濃度場に大きく寄与するのは現在時
刻の近傍の軌道である．そこで時間について濃
度場の展開を行うと，現在の位置，速度，加速
度などの軌道の時間微分を用いて表現される濃
度場を得る [7]．ここで，時間微分の高次項は
無視する．展開された濃度場を実空間に戻して
駆動力を計算すると，樟脳粒の位置ρに関する
2階の常微分方程式を得る：

ρ̈ = Aρ+ (B − Ξ)ρ̇+ C|ρ|2ρ+H|ρ̇|2ρ
+ J(ρ · ρ̇)ρ+K|ρ̇|2ρ̇+N |ρ|2ρ̇+ P (ρ · ρ̇)ρ̇.

(5)

ここで，各項の係数 A, B, C, H, J , K, N , P

は樟脳粒が浮かべられた水面の半径 Rと質量
密度 σの関数，Ξは σの関数であり，解析的に
求まる．

4 分岐解析
縮約方程式 (5)において，慣性項と位置の1次

の項 ρ̈ = Aρを主要項とみなして解析を行った．
ここで，A = A(R,σ)はR(> 0)や σ(> 0)に依
らず負なので，主要項によって単振動が引き起
こされる．縮約方程式 (5)において，主要項以外
の 1次の項は (B−Ξ)ρ̇である．線形安定性解析
によりB > Ξのとき，静止状態 (ρ, ρ̇) = (0,0)

が不安定化し，自発的な運動が見られることが
わかった．静止状態が不安定化する条件の下で
弱非線形解析を行うと [8]，スーパークリティカ
ルホップ分岐を通じて，

K +N < 0, K −N + J < 0, (6)

のときに安定な微小半径の回転解が，

3K +N + J < 0, K −N + J > 0, (7)

のとき安定な微小振幅の振動解が現れることが
明らかとなった．ここで回転解と振動解はそれ
ぞれ，ρ = 0を中心とした等速円運動と振動運
動を指す．条件式 (6), (7)が満たされるかどう

か調べると，水面半径 Rがある臨界水面半径
R0より小さいときに安定な回転運動の存在条
件 (6)が満たされることがわかった．
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円環水路上に現れる樟脳円板のクラスター運動に対する数学解析

岡本 守 1, 後藤田 剛 2, 長山　雅晴 2

1北海道大学理学院博士課程，
2北海道大学電子科学研究所附属社会創造数学研究センター

1 概要

集団運動が観察される自己駆動粒子系として，
樟脳等の界面活性剤を利用した実験系が注目さ
れている [1, 2, 3, 4, 5, 6]．これらの実験系では
渋滞様の集団運動など [4, 5]，多様な集団運動
が観察されている．この中で，円環水路上で樟
脳円板は単純かつ高い対称性を持った系である
が，種々の集団運動を生じることが知られてい
る [5, 6]．特に 2枚の樟脳円板に対して，水面
の樟脳分子濃度を記述した反応拡散方程式と樟
脳円板の運動方程式を組み合わせたモデル方程
式に対する計算機援用解析によって，集団運動
の出現機構が分岐論的に調べられている [6]．
今回，特に 2枚の樟脳円板が近接した状態で
等速運動を行うことに注目した [6]．同種の集
団運動は樟脳船を用いた実験系でも報告されて
おり [3]，背景に界面活性剤系に共通する構造
が存在することが予想される．今回，樟脳円板
の実験系を想定したモデル方程式を解析した．
結果として，樟脳円板が円環水路上の非対称な
位置にある等速運動解について，その存在と非
存在に関する十分条件が得られ，表面張力をモ
デル化した関数の凸性に強く依存することが判
明した．

2 モデル方程式

解析は以下の方程式系に対して行った．ここ
で，xi(i = 1, 2)は樟脳円板の重心，uは樟脳分
子膜濃度である：

µ
dxi
dt

=
γ(u(t, xi + r))− γ(u(t, xi − r))

2r
, (1)

γ ∈ C2,

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
− u+

2∑
i=1

F (x;xi, r),

x ∈ [0, L) \ {xi ± r},

(2)

F (x;xi, r) =

{
1 x ∈ [xi − r, xi + r],

0 x ̸∈ [xi − r, xi + r].

ただし，u ∈ C([0,∞)×[0, L))，u(·, t) ∈ C1([0, L))

とし，円環水路上の運動を考えるため，u(t, L) =

u(t, 0)，ux(t, L) = ux(t, 0)としてuに周期境界
条件を課し，各 xi(t)は周長 Lの円周上で定義
されるものとする [6]．µ, rは正値のパラメータ
で，それぞれ樟脳円板に働く粘性抵抗，樟脳円
板の半径に相当する．物理的な制約から 4r < L

を満たし，樟脳分子膜の濃度から表面張力を与
える関数である γは狭義に単調減少であるとす
る．また，各樟脳円板は任意の時刻で接触しな
いものとする．

3 解の分類

モデル方程式 (1), (2) に対して動座標変換
(t, x) 7→ (τ, z) = (t, x − ct)を行うと，次の動
座標方程式が得られる：

µ
dzi
dτ

= γ(u(zi + r, τ))− γ(u(zi − r, τ))− µc,

(3)

∂u

∂τ
=

∂2u

∂z2
+ c

∂u

∂z
− u+

N∑
i=1

F (z; zi, r), (4)

F (z; zi, r) =

{
1, z ∈ [zi − r, zi + r],

0, z ̸∈ [zi − r, zi + r].

ここで，動座標方程式での定常解を速度 cの
等速運動解と呼ぶ．等速運動解の中で，特に
|z1(τ)− z2(τ)| = L/2となっているものを対称
等速運動解と呼び，|z1(τ) − z2(τ)| ̸= L/2と
なっているものを非対称等速運動解と呼ぶ．

4 主結果

定理 1 (対称等速運動解の存在について) 任意
の r > 0, L > 0, c ≥ 0と，任意の単調減少関数
γ ∈ C2に対して，ある µ > 0が存在して，パ
ラメータ (r, L, µ)のモデル方程式は速度 cの対
称等速運動解を持つ．特に，c ̸= 0ならば，µ

は一意に定まる．

定理 2 (非対称等速運動解の非存在について)

1) 任意のパラメータ (r, L, µ)に対して，モ
デル方程式は速度 0の非対称等速運動解
を持たない．
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2) γ′′ ≥ 0である時，任意のパラメータ (r, L, µ)

と任意の c > 0に対して，モデル方程式
は非対称等速運動解を持たない．

定理 3 (非対称等速運動解の存在について)

ある r > 0, L > 0と γ ∈ C2が以下を満たすと
する：(

1

2
+

L

8r2(L− 4r)

)
γ′
(
4r

L

)
<

L− 4r

L
γ′′

(
4r

L

)
<γ′

(
4r

L

)
.

この時，十分大きな c > 0に対して，あるµ > 0

が一意に存在して，パラメータ (r, L, µ)に対し
て，速度 cの非対称等速運動解が存在する．

5 証明の概略

基本的な観察として，任意 r > 0, L > 0, c ≥
0 に対して，方程式 (4) の定常解が存在して，
d := |z1 − z2|をパラメータとして具体的に表
示できることが分かる．方程式 (4)の定常解U

を方程式 (3)に代入することで，動座標方程式
全体の定常解の存在は，以下の方程式に帰着さ
れる：

µ =
γ(U(2r))− γ(U(0))

c
, (5)

0 =γ(U(2r))− γ(U(0))

− γ(U(d+ 2r)) + γ(U(d))). (6)

方程式 (5)から，即座に µの一意性に関する結
果が得られる．方程式 (6)の右辺を dの関数と
見て符号を考え，中間値の定理を適用すること
で，非対称等速運動解の存在に関する結果が得
られる．また，上式の右辺を更に積分形に書き
直すことで，以下の同値な二つの方程式が得ら
れる：∫ U(2r)

U(0)
γ′(U)dU =

∫ U(d+2r)

U(d)
γ′(U)dU,∫ U(d)

U(0)
γ′(U)dU =

∫ U(d+2r)

U(2r)
γ′(U)dU,

U の具体的な表示から得られる U(0)，U(2r)，
U(d)，U(d+2r)の大小関係，および γの単調
性と凸性を用いてこれらの積分の値を評価する
ことで，非対称等速運動解の非存在に関する結
果が得られる．

6 結論

我々は樟脳円板を考えたモデル方程式が非対
称等速運動解を持つためには表面張力関数 γの
凸性が重要な影響を与えることを示した．この
結果は，実験系で観察された集団運動を再現す
る数理モデルを構築するために重要な情報であ
る．今後，同様の条件が非対称性の高い樟脳船
を考えたモデル方程式についても得られるかを
考えていきたい．
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1 概要

液滴の表面張力の勾配によって周囲の流体運
動が生じる現象はマランゴニ効果と呼ばれて
いる。液滴と流体に加えて、表面張力を変化さ
せる化学物質の場が存在し、液滴が化学反応に
よってその化学物質を生成する非平衡状態にお
いて、液滴は自発的に運動し変形する。ここで
は、流体方程式と反応拡散方程式を用いてこの
現象を記述し、弱非線形解析によって、液滴の
自発運動速度と形に関する閉じた方程式を導出
する。また、二つの液滴の間に働く相互作用に
ついて議論する。

2 アクティブマター

自発的に運動する粒子や液滴の運動メカニズ
ムの解明と、それらの集団運動についての研究
はアクティブマターと呼ばれ、最近、精力的に
研究されている。これらは、鳥や魚の群れがど
のように協同的に振る舞うのかについての普遍
的な原理を理解するための試みとして始まった
ものである。生命現象では、生体分子が、ATP

の加水分解のエネルギーを消費しながら動的に
構造を形成したり、細胞が運動しながら組織と
してその機能を発揮することなどに見られる。
これらの現象は平衡状態から遠く離れており、
自由エネルギーを最小化することによって定常
状態を実現する勾配系とは本質的に異なったダ
イナミックスを示す。従って、これらの系では
時間発展方程式そのものを直接解析する必要が
ある。
これまで、自発運動のモデルは数多く提案さ

れてきており、最も単純なものでは相互作用す
る質点として記述される。このようなモデルで
は、各粒子がなぜ運動するのかという点に関し
てはじめからモデルに組み込まれていて、その
起源を議論することはできない。一方で、例え
ば、水の中を運動する微生物がなぜ動くのかと
いう問いに答えるためには、微生物に外力がか
かっておらず、押されたり引かれたりことなく、
「泳いでいる」ことを適切にモデル化する必要

がある。微生物のモデルは squirmerと呼ばれ、
最も単純なモデルでは球状の粒子と周囲の流体
からなるシステムを考える。流体は Stokes方
程式に従い、速度場 v(x)と圧力場 p(x)は

η∆v −∇p = 0 (1)

divv = 0 (2)

に従う。ここで、ηは流体の粘性であり、(1)の
1項目はベクトル場に作用するラブラス作用素
である。また、(2)によって流体は非圧縮であ
ることを仮定している。境界条件は、よく用い
られるすべりなし、v(rs) = U +Ω ×R 、で
はなく

v(rs) = vs +U+Ω×R (3)

を用いる。ここで、rsは粒子表面の位置、Uと
Ωは剛体並進運動および剛体回転運動である。
微生物の個性はスリップ速度 vsの関数系を変
えることによって表現することができる [1, 2]。

3 マランゴニ効果

マランゴニ効果は古くから知られた現象で
あり、界面張力の不均一性によって駆動される
流れと、それに伴う液滴の運動である。界面張
力の不均一性は、濃度勾配や温度勾配によって
引き起こされる。そもそも、界面張力とは力学
的には界面に働く収縮力である。これは界面に
沿って界面を小さくするように働くストレスで
あり、流体運動を作り出す。この現象における
流体運動は (1)と (2)によって記述され、境界
条件は、界面での速度場が連続性

v(i)(rs) = v(o)(rs) (4)

と、速度場の微分に対応する

n · σ(i)(rs)− n · σ(o)(rs) = ∇s (γt) (5)

を用いる。nと tは界面上での単位法線ベクト
ルと単位接線ベクトルである。ここで、

σij = −pδij + η (∂ivj + ∂jvi) (6)
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は粘性ストレスであり、上付きの添字は液滴の
内側と外側を表す。
球の場合には、与えられた不均一な表面張力

に対して速度場を具体的に計算することがで
き、その結果を用いて、液滴の運動速度を計算
することができる。例えば、空間的に線形な温
度、あるいは濃度勾配中に液滴が存在する場合
には、対応する表面張力から液滴の運動速度は、
三次元では

u = − 2γcc1R

9η(i) + 6η(o)
(7)

である。ここで、c1は線形の濃度勾配の傾き、
γcは濃度に対する表面張力の比例係数、また、
η(i)と η(o)はそれぞれ液滴の内外の粘性である。

4 化学反応によって駆動される液滴間の
相互作用

上述のマランゴニ効果による運動は、不均一
な界面張力が与えられている場合、どのような
運動が実現するのかということだった。化学反
応を持つ液滴では、不均一な表面張力をあらか
じめ与える必要はなく、自発的に対称性を破っ
て運動する現象が起きる。このような現象は、
古くは反応性液滴モデルとして提案されたもの
であり [3]、最近になって分岐現象の一種とし
て捉えられるようになった [4, 5, 6]。本研究で
は以下のような濃度場 c(x)のモデルを考える
[7]。

∂c

∂t
+ v · ∇c = D∇2c− κ(c− c∞) +

2∑
i=1

Si

(8)

Si = AiΘ(R0 − |r− rG,i|) (9)

ここで、左辺二項目は速度場 v(x)による移流
の効果を表す。右辺は、拡散係数Dによる拡散
項、減衰係数 κによる緩衝効果、そして三項目
は化学反応による、液滴から濃度場の生成、あ
るいは消費を表す。ここで、Θ(x)は階段関数で
ある。rG,iは、i番目の液滴の重心座標で、Ai

は、i番目の液滴内部での化学物質の生成レー
トである (i = 1, 2)。液滴の内外の流れ場は上
述の Stokes方程式と、マランゴニ効果に対す
る境界条件で記述され、液滴はこの流れに乗っ
て運動、変形する。
液滴の周囲の化学物質場を液滴速度に関して

展開を行うことで、１番目の液滴速度u(1)に関

する運動方程式が導出でき、

m
du(1)

dt
=(τ − 1)u(1) − g|u(1)|2u(1)

+ (uc + uh) , (10)

となる。ここで、m, τ, gは、[4]で導出された
３次元空間での液滴一体の自己推進運動に関す
る実数係数である。uc, uh はそれぞれ濃度場
を介した相互作用、流体力学相互作用の寄与で
ある。
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1 概要

単一の自己駆動粒子は外力や外場との相互作
用を通じて, 振動, 回転, 準周期的な運動といっ
た, 様々な種類の運動を呈することが知られて
いる. 本研究では単一の自己駆動粒子が満たす
べき数理モデルを一般的に扱う. 適当な条件下
で不変多様体を構成し, 多様体上の低次元力学
系を解析することで, 準周期的な運動に相当す
る解が安定的に存在することを示す.

2 単一の自己駆動粒子の運動

自己駆動粒子は, 生物, 無生物に関わらず, 広
い分野において存在する [1]. 粒子は周りの環
境との間における相互作用を通じて状態を変化
させ, 停止や運動を行う. 自己駆動粒子の運動
メカニズムを理論的に解明するため, 様々な数
理モデルが提唱されている [2]. 先行研究で提
唱されている数理モデルは個々の現象を説明す
るために構築されているため, 一見すると全く
異なる数理モデルに見えるものの, 本質的には
同等なメカニズムを持つことが少なくない. そ
こで, 特定の現象に特化せず, 一般的な状況を
想定した数理モデルが [3] で提唱された.

r′′ = −r+ br′ + c|r|2r+ k|r′|2r′ + h|r′|2r
+ n|r|2r′ + j(r · r′)r+ p(r · r′)r′

(1)

ここで, 時刻 t における粒子の位置と速度は r,

r′ で表され, r = r(t) = (x1(t), x2(t)), r′ =

(v1(t), v2(t)) と表記するものとする. (1) に含
まれるパラメータは全て実数である. (1)は, 単
一の自己駆動粒子の運動が軸対称性を満たし,

分岐点近傍等の適当な条件下で得られる標準的
な方程式である. 数理モデル間に共通したメカ
ニズムに注目し, 普遍性を論じることが理論研
究において重要であるという考えの下, 本研究
では (1) を扱うことにする.

小谷野らは (1)における解の定性的な振る舞
いが, いくつかの型に分類できることを数値シ
ミュレーションにより示した [3]. 特に, 以下の
仮定 (A) の下で「回転解」,「振動解」と呼ば

れる 2種類の周期解が (1) に存在することが分
かっている.

b > 0, k < 0, n < 0, c = p = h = 0 (A)

ここで回転解とは, |r(t)|, |r′(t)| が 0 でない定
数で, かつ r(t) · r′(t) ≡ 0 を満たすものを指す.

また, 振動解とは, r(t) が r′(t) と常に平行であ
るものを指す. なお (A) を仮定した場合, (1)

における回転解は r′′ = −r を満たさなければ
ならないため, 周期は 2π である. 同様に, (A)

を仮定し, さらに |j| が十分小さい場合, 振動
解として r′′ = −r を満たすものだけが存在す
ることが数値計算結果から示唆されるため, 振
動解の周期も 2π であると考えて良いだろう.

さらに, 回転解と振動解は k − n+ j = 0 を満
たすパラメータ付近で安定性が切り替わり, こ
れらの解をつなぐように準周期的な挙動を示す
解が出現することも指摘されている. 本研究で
は,回転解,振動解,準周期的な解の性質を調べ,

(1) における分岐構造を明らかにすることを目
的とする. そのため, 先行研究と同様に, 以下
(A) を仮定する. すると, b > 0 により自明な
平衡点 r = 0 は不安定であることに注意する.

3 RVF系

(1) は (x1, x2, v1, v2) に対する 4次元力学系
であるが, 極座標変換を用いることで 3次元力
学系を導くことができる. まず以下のように極
座標に変換する.{

x1 = r cos θ,

x2 = r sin θ,

{
v1 = v cosψ,

v2 = v sinψ.
(2)

次に, 以下の変数 (R, V, F ) を導入する.

R = r2, V = v2, F = rv cos(θ − ψ) (3)

すると (R, V, F ) は
R′ = 2F,

V ′ = 2(−F + bV + nRV + jF 2 + kV 2),

F ′ = V −R+ bF + (n+ j)RF + kV F
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を満たすことが分かる. この式を RVF系と呼
ぶ. また, Θ+ = θ + ψ は

Θ′
+ =

v

r
sin θ +

r

v
sin θ − j

2
r2 sin 2θ (4)

を満たすので, RVF系の解 (R, V, F ) の挙動が
分かれば, (4) から Θ+ の挙動を決定すること
ができる. この事実から, (1) とRVF系は本質
的には同値な力学系と言って良い.

分岐解析ソフトウェア AUTO [4] を用いて
RVF系の大域的な分岐構造について調べたと
ころ,我々は図 1を得た. (1)における回転解と
振動解を結ぶ, RVF系における周期解の族が存
在することが分かる. ここで (a), (c) に注目す
ると, n が k = −5 に近い範囲で周期解の族が
存在している. これらの場合, j は 0 に近い値
が用いられていることに注意する. また, 周期
解の周期を調べると, π からわずかにずれてい
る. 前述の通り回転解と振動解の周期は 2π と
考えて良いため, RVF系における周期解は (1)

における準周期的な解に相当すると考えて良い
だろう.

0

1

-5.0013

(a)

-5.0012 -5.002 -4.998 -4.99875 -4.9987-5

(b) (c)

図 1. RVF 系における分岐図. 横軸は n, 縦軸の値は
mint R(t)/maxt R(t) である. したがって, 縦軸の値が
0, 1 となる RVF 系の解は, (1) における振動解, 回転
解に相当する. 図中の赤線は安定解, 青線は不安定解を
意味する. また, 緑線は RVF 系における周期解を表す.
b = 1, k = −5 とし, (a) では j = −0.001, (b) では
j = 0, (c) では j = 0.001 である.

次に図 1 の (b) に注目すると, n = −5 に
RVF系の周期解が集中して存在していること
が分かる. この事実は以下の議論により理解で
きる. RVF系において k = n, j = 0 を代入す
ると, E0 = {(R, V, F ) | b+ nR + nV = 0} が
RVF系における不変集合であることが分かる.

また, RVF系を E0 上に制限して考えると,{
(R− V )′ = 4F,

F ′ = −(R− V )
(5)

が成り立つ. (5) に周期 π を持つ周期解が 1

パラメータ族として存在することは容易に分か
る. これが図 1の (b) の結果と符合する.

以上の数値計算結果と考察を基にして, 本研
究では, 与えられた b > 0, n < 0 に対して

ε1 = j, ε2 = k− n が 0 に十分近い場合にのみ
を考慮し, RVF系における周期解の存在と安定
性を示すことを目標とする. 本研究で得られた
結果を以下に簡潔にまとめる.

定理 1 (i) ε1, ε2 が 0 に十分近いとき, RVF

系は E0 に十分近い 2次元不変集合 E を
持つ.

(ii) ε1 = ε2 = 0 のとき, (R, V, F ) ∈ E0 かつ
|(R, V, F ) + (b/2n, b/2n, 0)| < −b/n を
満たす RVF系の周期解は安定である.

(iii) ε1, ε2 が 0 に十分近いとき, E 上に制限
された RVF系に対してポアンカレ写像
P を定義できる. P は ε1, ε2 で P =

P0 + P1ε1 + P2ε2 + · · · と展開でき, Pi

(i = 0, 1, 2) は具体的に計算可能である.

これにより, RVF系における周期解の存
在と安定性を決定することができる.
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1 背景と目的 
 車載用 HVAC モータの電磁騒音（以下，磁気

音）は，ステータとロータの間に働く電磁気力

により，共振が励起され発生する．しかし，ア

ウターロータ型モータのロータから放射され

る磁気音は，ロータの共振周波数と異なる周波

数で観測される．これを周波数変調現象という． 

本研究では，この周波数変調現象をシミュレー

ションする手法を提案し，その妥当性を検証す

る． 

 

2  磁気音の計算手法 
2.1ロータ磁気音座標変換の基礎理論[1]  

ロータ側面の振動は，波数 m，共振周波数 fc 
[Hz] で振動する定在波である時，式(1)で表さ

れる． 
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,
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  (1) 

 

ここで，V0 は最大速度 [m/s]，θは空間位相 

[rad] を表す．また，定在波は進行波と後退波

の和として表している．式(1)で振動している

ロータが回転数α0 [RPS]で回転すると，固定座

標系における振動速度は式(2)で表される． 
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進行波の周波数は fc +mα0，後退波の周波数は

fc -mα0 となり周波数変調している．また変調

の程度は，波数 m×回転数α0となる． 

 
2.2従来の磁気音計算手法[2]    

従来法では，周波数軸にてロータが受ける力

を過渡磁界計算で求め、振動計算に受渡しロー

タ表面の振動速度を求め，これを音響計算に受

渡し，ある観測点の音圧を求めていた．従来手

法では，磁界計算はラグランジェ型で計算し，

振動計算・音響計算はオイラー型で周波数応答

計算をしているため，ロータの回転運動を扱う

ことができないことがわかった．従来の計算手

法を図 1に示す． 

 
 
 
 
 

 

図1. 従来の計算手法のフロー 

 
2.3 新規計算手法[3] 

 ロータ回転運動を扱うために，全ての計算を

時間軸で計算する手法を検討する．音響計算ソ

フトには時間軸で計算する機能が備わってい

ないため，周波数軸で計算する新たな計算手法

を構築した．図 2に新たに構築した計算手法の

フローを示す．このフローではロータの回転運

動を扱えるよう，過渡応答磁界計算－過渡応答

振動計算－（回転座標系から固定座標系へ物理

量を変換）－周波数応答音響計算を連携する計

算手法を構築した．座標変換では，過渡応答振

動計算で求めたロータ表面の振動速度の結果

を，時間ステップごとに音響計算の固定座標へ

振動速度を受け渡す．また，この振動速度は時

刻暦なので，周波数音響計算をするために，フ

ーリエ変換する． 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

図 2. 新規計算手法のフロー 
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3  新規手法の計算結果 
実験と同様に 2430 Hzに円環2次のロータ共

振を持つよう，振動計算モデルを作成した．上

記モデルに，回転数 3036 rpm時の過渡応答磁

界計算で求めた電磁力を入力し，ロータ座標系

におけるロータ側面の振動速度を求めた．周波

数-振動速度特性を図 3 に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.ロータ 3036rpm 時の振動速度計算 

  

振動計算で求めたロータ振動速度を，回転座標

系から固定座標系に変換し，次に時間軸から周

波数領域に変換し，音響計算の入力とした．こ

の振動速度によりロータ側面部放射された音

の周波数-音圧レベル特性は，図 4のとおりで

ある．計算結果は実験結果と高い相関を示して

おり，提案手法の妥当性が検証された． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4.ロータ 3036rpm 時の音圧の計算結果と 

実験結果 

 

また，2530Hz のピークにおけるロータ周りの空間

の音圧分布を図 5に示す． 

図4に示す通り音圧の最大ピークは，振動計算で

得られた図 3に示す 2430Hzではなく，100 Hz大き

い2530 Hzである．ロータの回転方向と等しい円環2

次モードの振動を受け，式 (2)で示したように座標変

換されることで，100Hz（≒モード形状の波数 2×回

転数50.6 rps）周波数変調した音が放射されている．

また，図5に示す通り，放射される音も円環2次の進

行波となっている． 

 

 

図 5. ロータ 2530Hz での空間音圧分布 

(a)phase = 0°  (b)phase = 90° 

(c)phase = 180° (c)phase = 270° 

 

4. まとめ 
ロータ磁気音の周波数変調を再現するため，過

渡応答磁界計算－過渡応答振動計算－周波数応

答音響計算を連携した新しい計算手法を提案した． 

提案手法を用いた計算結果を，基礎理論，および実

験結果と比較し，計算手法の妥当性を検証した． 
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自動車の電動化に向けた開発・製造における熱流体シミュレーション 
 
   堀之内 成明1, 佐藤 範和1, 稲垣 昌英1, 牧野 総一郎1 
     1株式会社 豊田中央研究所 

     e-mail: horinouchi@mosk.tytlabs.co.jp 

 
1  概要 
 自動車の開発においては，古くからボディや

シャシーを対象とした構造・振動・騒音に関す

るシミュレーション，エンジン，空力，空調な

どを対象とした熱流体に関するシミュレーシ

ョン，鋳造，鍛造などの材料加工プロセスに関

するシミュレーションなどが取り組まれてき

ており，ハードウェアの進展とともに近年もま

すます発展している． 

一方，昨今の車両電動化に関しては，各種電

動ユニットの小型化や高集積化を達成するた

めに求められる冷却や静粛性の問題がクロー

ズアップされている．また，パワーデバイスの

製造や材料の熱処理のプロセスでは，装置内部

において原料ガスの熱流動や化学反応が絡ん

だ複雑な現象を呈しており，その現象を解明し

た上で，原理原則に基づき装置や工程の革新へ

つなげることが求められている．このことは，

エレクトロニクスや生産技術の分野への対象

の拡がりに伴い，現象の複雑さの増大に対応し

得るマルチフィジックスシミュレーションの

取組みが重要になってきていることを示して

いる． 

本稿では，上記に関して，当社で取り組んで

きた代表的な研究事例を紹介する． 

 

2  伝熱性能向上のためのシミュレーショ
ン 
 自動車の電動化が進めば，空調や電子デバイ

ス冷却などに関して，より高効率な熱交換が求

められる．伝熱に関するシミュレーションにお

いて，実問題を対象とした乱流伝熱場に対する

汎用的な乱流熱伝達モデルの構築は長年の課

題であるが，近年では計算機の進展と相まって，

実用的な対象に対しても LES (Large Eddy 

Simulation) を用いた非定常温度場の計算が

試みられるようになってきた．当社においても，

速度場用に開発してきた LES 用の SGS 

(Sub-Grid Scale) モデルである混合時間スケ

ール（MTS: Mixed-Time-Scale）モデルを温度

場用に拡張[1]し，広範囲のプラントル(Pr)数流

体に対して，従来の SGSモデルに比べて高い計

算精度を得ることが可能となってきた． 

 ここでは，この SGSモデルと独自離散化スキ

ームを導入した LESに基づき，片側の壁面にデ

ィンプルを配したチャネル流路(図 1)における

伝熱促進効果を検討した．既往研究では，平滑

面流路における伝熱性能（流動抵抗（圧力損失

係数）に対する熱伝達率（ヌセルト数）の比）

に比べて，ディンプル付き流路における伝熱性

能の方が大きくなるケースがあるという実験

結果が報告されており，新規な伝熱促進アイテ

ムとして期待も大きいが，そのメカニズムが十

分に解明されているわけではない．本研究[2]で

は，幾つかのレイノルズ数とプラントル数の組

合せで計算を行い，流れ場・温度場の非定常的

な振る舞いや平均的なプロファイルを確認し

ながら，平滑面に対する伝熱性能の向上割合

（性能向上率）を検証した．その結果，窪み内

部で生成される渦構造が，窪み内縁部や窪みの

ない平坦部における熱伝達率を変化させ(図 2)，

あるレイノルズ数とプラントル数の組合せに

おいては，性能向上率が１を超えることがある

こと(図 3)を見出した． 

 

図 1. ディンプル付きチャネル流路の概観 
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図 2. レイノルズ数とプラントル数の違いによる熱

伝達率（局所ヌセルト数）の違いの様子 
 

図 3.平滑面に対する伝熱性能の向上割合の分布 

 

3  製造プロセスのための熱流体シミュレ
ーション 
パワーデバイスや金属加工などの様々な製

造プロセスには，加熱と化学反応や物質の相変

態を伴ういわゆる「熱処理」と呼ばれるプロセ

スが数多く存在しているが，このプロセスを効

率化し，加熱時の CO2排出を制御・抑制するこ

とが，非常に重要な技術課題となってきている．

そのためには，このプロセス，すなわち装置内

において，どのように熱や反応が変化し，それ

が何に影響を受けやすいかを理解する必要が

ある． 

そこで，前述の伝熱シミュレーションのため

に開発した乱流，および乱流伝熱向けの独自の

LES の手法に，気相，ならびに表面反応の簡略

反応モデルを組み込んだガス流れ・温度・化学

反応連成シミュレータを構築した[3]．これによ

り，熱処理装置内における成膜時の結晶成長や

物質の相変態が，ガス流動パターンや温度分布，

原料濃度等へどのように依存しているかを高

精度に予測することが可能となった． 

 

4  まとめと今後 
 熱流体の分野を中心に自動車の電動化に関

する取組みを紹介した．単純な熱流れの現象だ

けでなく，化学反応等を含むマルチフィジック

スのシミュレーションが求められ，そのための

モデル化や算法の開発が急務である． 

 なお，これらは順問題としてのアプローチで

あるが，モノづくりという観点では，逆問題と

して所望の性能・機能を満足する形状や機構を

数理的に導くことがゴールと言える．世の中で

も，特に構造・機構の分野を中心に最適設計や

モデルベース設計への注目が集まりつつある

が，熱流体の分野においても，今後は，順問題

と逆問題に関わる数理的手法をうまく融合さ

せることにより，より効率的，かつ独創的なモ

ノづくりに発展させることが課題である． 
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マルチコア・メニーコア計算機環境におけるChebyshev基底通信削減CG

法の性能評価

大島 聡史 1, 藤井 昭宏 2, 田中 輝雄 2, 深谷 猛 3, 須田 礼仁 4

1九州大学，2工学院大学, 3北海道大学, 4東京大学
e-mail : ohshima@cc.kyushu-u.ac.jp

1 概要

大規模な問題や複雑な問題を解くためには、
計算ノードを多数用いた大規模分散並列計算環
境が必要である。しかし多数のプロセスによる
集団通信は長い時間を要するため、大規模計算
における性能向上阻害要因となることがある。
一方、多くのアプリケーションにおいて連立

一次方程式 Ax = bを解くことが必要とされ
ており、正定値対称な行列を係数に持つ場合は
反復解法である共役勾配法（Conjugate Gra-

dient Method、以下 CG法）が広く用いられ
ている。CG 法は 1 反復中に 1 回の疎行列ベ
クトル積 (SpMV)と 3回のベクトル加算およ
び 2回の内積計算を必要とする。CG法で用い
る係数行列をブロック行分割で分散環境向けに
MPI並列化すると、1反復あたり 2回の集団通
信 (MPI Allreduce)が必要となる。そのため使
用するMPIプロセス数が増えると集団通信の
占める時間の割合が大きくなる。
そこで、CG法の集団通信を削減する様々な

手法が提案されてきた。本稿ではそれらをまと
めて通信削減CG法と呼ぶ。本稿ではいくつか
の通信削減CG法の特徴と違いを示し、最新の
マルチコア・メニーコア計算機環境における性
能評価結果を紹介する。

2 通信削減CG法

これまでに様々な通信削減CG法が提案され
てきた。Chronopoulosらは、CG法の計算順序
を変えることで、内積計算に必要なMPI Allreduce

を 1 反復あたり 2 回から 1 回にまとめる CG

法 (本稿では C-CG法と呼ぶ)を提案した [1]。
Hoemmen は、Krylov 部分空間を多項式基底
でまとめて生成する Communication-avoiding

CG法 (CA-CG法)を提案した [2]。須田らは、
CA-CG法の一種として、Chebyshev多項式を
基底としてKrylov部分空間をまとめて生成す
るChebyshev基底共役勾配法 (CBCG法)を提
案した [3]。CBCG法は、CG法が 1反復に 2

回必要としたMPI Allreduceを、k反復に 2回

へと削減することができる。さらに熊谷らは、
CBCG法におけるk反復に2回のMPI Allreduce

を k反復に 1回へと減らしたCBCGR法を提案
した [4, 5]。またDemmelらは、通信削減CG法
によって必要となるKrylov部分空間の基底の計
算に必要な通信回数を削減するMatrix Powers

kernel (MPK)を提案した [6]。MPKはCA-CG

法、CBCG法、CBCGR法に対して適用可能
であるが、通信回数を削減する代わりにプロセ
ス間での重複計算を追加で行わねばならない。
熊谷らはCBCG法、CBCGR法、CBCGR-

MPK法の性能を京コンピュータや FX10上で
評価している [4, 5]。一方、本研究では計算と
通信の性能バランスが異なる新しい世代の計算
機環境において性能評価を行い、CBCG法の
効果を評価しようとしている。

3 性能評価

CG法、C-CG法、CBCG法、CBCGR法、
CBCGR-MPK法の性能を、名古屋大学情報基
盤センターに設置されている FX100、九州大
学情報基盤研究開発センターに設置されている
ITO、JCAHPCに設置されている Oakforest-

PACSの 3システムにて比較する。対象プログ
ラムは C言語で記述されており、OpenMPお
よびMPIにて並列化されている。FX100では
富士通コンパイラ及び富士通MPIを、ITOで
は Intelコンパイラ 18.0およびMVAPICH2.2

を、OFPでは Intelコンパイラ 18.1および In-

tel MPIをそれぞれ利用した。OFPではMC-

DRAMのみを使用し、スレッド数は常に 64と
した。ITOでは 2ソケット搭載されているCPU

のうちNICに近い 1ソケットのみを使用した。
計算対象となる行列については、不均質な多

孔質媒体中の地下水の流れをPoisson方程式に
よって解く問題 [7]から得られる行列を用いる。
対象領域の大きさは 120x120x120、未知数の数
は 1,728,000である。
図 1に 1反復相当あたりの実行時間 (主要な

計算部と通信部の合計時間)を示す。CBCG法・
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図 1. 1反復相当あたりの実行時間

CBCGR法・CBCGR-MPK法は k反復あたり
に 2回および 1回のMPI Allreduceを行うアル
ゴリズムであるため、k反復あたりの実行時間
を kで割ったものを 1反復相当あたりの実行時
間とみなす。横軸に付記された整数は、「k反復
あたりに {2,1}回」の kの値 (2から 20)を示し
ている。MPIプロセス数 (=ノード数)は 12お
よび 120とした。
実行結果から、12プロセス実行においては、

CG法・C-CG法のMPI Allreduceの時間が短
く、CBCG法・CBCGR法・CBCGR-MPK法を
適用してもGEMMなどの時間の増加分に打ち
消されて実行時間が削減できていないことがわ
かる。120プロセス実行の場合は、MPI Allreduce

の短縮分がGEMMなどによる実行時間増加分
に勝っており、CBCG法やCBCGR法にてkを
大きくした場合にCG法・C-CG法よりも実行
時間を短くすることができた。一方、CBCGR-

MPK法は kの値を大きくすると多くの重複計
算が必要となり、SpMVの時間が増加して全体
の実行時間を押し上げている。また、FX100や
ITOやOFPと比べて性能グラフが綺麗な曲線
を描いており性能の傾向がわかりやすかった。
これは FX100の性能のばらつきが他環境より
も小さいことによるものと思われる。

4 今後の展望

これまでの性能評価により対象 3環境におけ
る性能の傾向が明らかになりつつある。今後は
問題サイズやプロセスサイズを変えての性能比
較や、実行時間のモデル化や定式化、大きな割
合を占めている計算部や通信部の高速化の検討
などを考えている。
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GPUにおけるSELL形式疎行列ベクトル積の性能評価
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1 はじめに

疎行列ベクトル積は科学技術計算で広く使わ
れる重要な計算である．そのため，疎行列ベク
トル積において，疎行列の格納形式を自身の構
造に応じて変更することによる高速化の影響は
大きい．近年GPUを用いた疎行列ベクトル積
に関する研究が盛んに行われており，様々な格
納形式が提案されている [1]．しかし，著者らの
知る限り，全ての疎行列に対して実行性能が最
も高くなる格納形式は存在しない．また，疎行
列格納形式の中にはSELL（Sliced-ELLPACK）
形式 [2]のようにチューニング可能なパラメタ
が存在するものもある．本稿では SELL形式疎
行列ベクトル積の性能評価を行い，疎行列の構
造に関する疎行列ベクトル積の傾向を述べる．

2 疎行列ベクトル積

疎行列ベクトル積はM ×N の疎行列A，N

行のベクトル x，M行のベクトル yを用いて式
(1)で表される．

y = Ax (1)

疎行列ベクトル積は疎行列を係数行列に用いる
連立一次方程式，固有値問題，偏微分方程式な
どに用いられる．科学技術計算で広く用いられ，
様々なアプリケーションにおいて重要な計算で
ある．それゆえ，高速化が望まれている．
疎行列ベクトル積を素朴に計算した場合，疎

行列の構成要素の大部分がゼロ要素であるため，
不必要な計算，記憶領域の使用が発生する．疎
行列ベクトル積は疎行列の格納形式を自身の構
造に適するように変更することにより，この不
必要な計算，記憶領域の使用を削減できる．

3 SELL形式疎行列ベクトル積

SELL形式は，任意のスライスサイズを決め，
そのスライスサイズ毎に疎行列を行方向に分割
し，分割した疎行列毎にELL（ELLPACK）形
式を適用する格納方法である．SELL形式はス
ライスサイズSと以下の 3つの配列を用いて実
装される．

Algorithm 1 SELL形式疎行列ベクトル積の
擬似コード
1: function SELL(S,alpha,val,column,sliced start,

x,beta,y)
2: s← 0
3: while s < N − 1 do
4: for r ← s to s+ S do
5: i← sliced start[s/S] + r − s
6: while i < sliced start[s/S + 1] do
7: y[r]← alpha× x[column[i]]×
8: val[i] + beta× y[r]
9: i← i+ S

10: end while
11: end for
12: s← s+ S
13: end while

14: end function

• val：部分行列毎の非ゼロ要素の値を保持
する配列
• column：部分行列毎の非ゼロ要素の列方
向の添字を保持する配列
• sliced start：columnにおいて各部分行
列の先頭が格納されている要素の添字を
保持する配列

Algorithm 1に SELL形式疎行列ベクトル積の
擬似コードを示す．

4 性能評価

本稿ではNVIDIAのVolta世代GPUに対し
て CUDAを用いて SELL形式疎行列ベクトル
積を実装し，NVIDIA により提供されている
cuSPARSEと，近年提案された高速な疎行列
ベクトル積ライブラリである nSPARSE[3]を
比較対象とし，性能評価を行った．評価環境を
表 1に示す．また，使用した疎行列の一覧を表
2に示す．
SELL形式疎行列ベクトル積を行う際に 2つ
のパラメタが用いられる．部分行列の行数を表
すパラメタSと各部分行列のスレッド数を表す
パラメタ T である．これらのパラメタに関し
て，1 ≤ S ≤ T ≤ 1024（S，T は 2のべき乗）
の範囲でパラメタチューニングを行った．
図 1にパラメータチューニングの実行結果を
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表 1. 評価環境

GPU NVIDIA Tesla V100

コア数 5120

動作周波数 1.370GHz

理論性能 7.00TFLOPS（倍精度）
メモリ 16GB（HBM2）

メモリバンド幅 900GB/s

コンパイラ nvcc 9.1.85

コンパイラオプション -arch=sm 70 -O3 -lcusparse

ライブラリ cuSPARSE（CUDA 9.1.85）, nSPARSE

表 2. 性能評価に用いた疎行列

疎行列 行数 非ゼロ要素数 (nnz) nnz/行数
G3 circuit 1,585,478 7,660,826 4.83

ecology2 999,999 4,995,991 5.00

thermomech dM 204,316 1,423,116 6.97

parabolic fem 525,825 3,674,625 6.99

StocF-1465 1,465,137 21,005,389 14.34

Dubcova3 146,689 3,636,649 24.79

af 0 k101 503,625 17,550,675 34.85

Geo 1438 1,437,960 63,156,690 43.92

Fault 639 638,802 28,614,564 44.79

msdoor 415,863 20,240,935 48.67

示す．縦軸はパラメタSと T の値（基数 2の対
数）を，横軸はパラメタチューニングに用いた
疎行列を示す．また，疎行列は非ゼロ要素数/

行数が昇順となるように並べられている．
最適なパラメタ S と T の組み合わせは疎行
列毎に異なる．しかし，疎行列の非ゼロ要素数/

行数に応じて T/S の値が似た値をとる傾向が
確認された．
図 2に性能評価の実行結果を示す．縦軸は実

行性能を，横軸は性能評価に用いた疎行列を示
す．また，疎行列は非ゼロ要素数/行数が昇順
となるように並べられている．
疎行列G3 circuitから parabolic femにおい

て，CUDAを用いて実装を行ったSELL形式疎
行列ベクトル積の性能が他の 2つの実装に比べ
て高い傾向が確認された．一方，疎行列 StocF-

1465からmsdoorにおいては，nSPARSEを用
いた疎行列ベクトル積の実装が最も高速である
傾向が示された．

5 まとめ

本稿ではGPU上で SELL形式疎行列ベクト
ル積に対して，cuSPARSEと nSPARSEを比
較対象として性能評価を行った．SELL形式疎
行列ベクトル積のパラメタチューニングを行い，
非ゼロ要素数/行数の値により最適なパラメタ
の比（T/S）が似た値をとる傾向があることが

図 1. SELL形式疎行列ベクトル積の最適なパラメタ

図 2. cuSPARSE, nSPARSE, CUDAで記述した SELL
形式疎行列ベクトル積の性能評価

確認された．性能評価の際，非ゼロ要素数/行
数に応じて性能の良い格納形式が異なることが
示された．
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ディープラーニングを用いた数値計算ライブラリにおける反復解法の 

前処理選択の検討 
 
   山田 賢也1, 片桐 孝洋2, 永井 亨2, 荻野 正雄2 

     1名古屋大学大学院情報学研究科, 2名古屋大学情報基盤センター 

     e-mail: yamada@hpc.itc.nagoya-u.ac.jp 

 

1  はじめに 
疎行列は数値計算の様々な分野で取り扱わ

れており，疎行列を対象とする数値計算ライブ

ラリが広く利用されている．ここで，数値計算

ライブラリには実装選択に関するチューニン

グパラメタが多く存在するが，最適実装の選択

は実行を伴う経験に基づいて行われることが

多く，時間的コストが高くなりやすい問題があ

る．この問題を解決するために Cui ら[1]は，

行列の構造に基づく特徴画像を生成し，機械学

習モデルとしてディープラーニングを使用し

て最適実装選択を行う方法を提案した．しかし

この研究は SpMV 実装を対象としたものであ

り，数値計算ライブラリ自体を対象とした研究

は少ない． 

そこで、本研究ではCuiらの手法を拡張して

数値計算ライブラリの前処理選択に適用し，自

動的に実装選択を行う方法を提案した．数値実

験による検証の結果，79.5%の精度で最適な前

処理を予測することができた． 

 

2  データ及びライブラリ 
2.1  数値計算ライブラリ Xabclib 

本研究では疎行列を対象とした数値計算ラ

イブラリである Xabclib [2]を利用する．特に，

連立1次方程式の数値解を反復法のGMRES法で

求める Xabclib_GMRESを対象とした．今回は本

手法の効果の検証のためにXabclib_GMRESの数

あるチューニングパラメタの中でも前処理法

に絞って検証を行った．  

2.2  利用する疎行列 

本研究で利用する疎行列データは，フロリダ

大学疎行列コレクション[3]中の正方行列すべ

てとする．ただし，実際の数値実験は，設定し

た条件を満たさない疎行列は使用するデータ

セットから外して行っている． 

 

3  実験手順 
本研究では，文献[4]の 3 章の実験手順と同

様の手順で実験を行った．ただし，当該文献で

はSpMV実装も予測の対象として含んでいるが，

今回は前処理実装予測に絞った検証のため，一

部の機械学習等に関する設定が異なっている． 

なお最終的に数値実験に使用した疎行列の

数は 1030 個であり，ディープラーニングの入

力として使用した特徴画像のサイズは 64×64

ピクセルの画像である． 

 

4  結果と評価 
4.1  実験環境 

Xabclib_GMRESの実行は，名古屋大学情報基

盤センター設置の Fujitsu PRIMEHPC FX100を

使用した．ディープラーニングのフレームワー

クは TensorFlow[5]を使用した．機械学習には

畳み込み層とプーリング層のペアが 2組，全結

合層 2層，ソフトマックス層からなる構造の畳

み込みニューラルネットを使用した． 

4.2  実験結果 

予測精度に関し，提案手法による実験の結果

最適な前処理を 79.5%の精度で予測することが

できた．加えて，表 1にそれぞれの前処理にお

ける予測精度を示す．なお，表 1内の最適は各

前処理が最適である疎行列の数を示し，正答は

各前処理が最適である疎行列に対して前処理

予測を行った際に，予測した前処理が最適なも

のと一致した疎行列の数を示す． 

 

表 1. 各前処理の予測精度 

前処理 精度(%) 最適(個) 正答(個) 

None 85.8 316 271 

Gauss- 

Seidel 
80.7 218 176 

Jacobi 30.0 20 6 

ILU(0) 82.3 79 65 

ILU(0)_ 

Diagonal 
52.7 74 39 

ILUT 81.1 323 262 

 

図1は各前処理が最適な選択である疎行列の
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うち，今回使用したモデルによる予測で最適で

あることの予測に成功した疎行列の一例を特

徴画像で示している． 

 

図 1. 各前処理が最適となる特徴画像例 

 

4.3  評価 

結果より，79.5%の精度で最適なものを選択

できた．個々の前処理について考えると 30.0%

から 85.8%の精度で最適なものを選択できた．

この結果より，今回提案したディープラーニン

グによる最適前処理予測手法はある程度有効

であると考えられる．ただし，現在の実験の段

階では学習モデルや特徴画像生成方法を精査

できておらず，さらなる精度の向上のためには

これらの精査が必要であると考えられる．  

また，今回の実験で最適前処理選択が成功し

た行列の例を結果の一部として示したが，今後

これらに対しての考察も必要となると考えら

れる．特に，これらに加えて，最適なものを予

測できなかった疎行列の特徴画像とそれらの

元々の行列形状等を比較することで特徴画像

の生成方法の改善点が得られる可能性がある． 

 

5  おわりに 

本論文では，Cuiらによる SpMV実装に対する

ディープラーニングを用いた最適実装選択の

手法を拡張した手法を提案し，数値計算ライブ

ラリの前処理選択に対して提案手法を適用し

評価を行った．提案手法の特徴は，特徴画像生

成の際にフルカラー画像を用いることでCuiら

の手法では行列サイズのみの1種類しか挿入で

きなかった情報を行列サイズ，疎度，非ゼロ要

素の値の3種類に増やすことを可能にした点と，

非ゼロ要素を可能な限り最大限特徴画像に情

報として反映させた点である． 

フロリダ大学疎行列コレクションを用いた

実験の結果，提案手法において最適な前処理を

79.5%の精度で選択でき，前処理毎の精度では

最大で 85.8%の精度が得られた．これらの観点

から，数値計算ライブラリにおける前処理予測

に対してもディープラーニングによる機械学

習は有効であると考えられる．また，特徴画像

の生成手法，CNNの構造及び学習設定に対する

改善点もある．これらの要素はまだ精査できて

おらず，これらの変更を行った場合の評価は今

後の課題である． 
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1  概要 
 大規模問題を解く際，スーパーコンピュータ

のような超並列計算機が必須である．このよう

な環境では，通信が実行時間大半を占めてしま

うことがあり，通信の削減が大きな課題である． 

近年の並列計算機は，メニィコアプロセッサ

を結合したクラスタ形式が主要形態のひとつ

である．そのような環境では，メッセージパッ

シング（MPI）と，スレッド並列（OpenMP）を

併用したHybrid並列が適すると言われている． 

一方，大規模連立一次方程式 Ax=b を高速に

解く手法としてMultigrid法が提案されている．

Multigrid法は係数行列 Aから階層的に粗いレ

ベルの行列を生成し，各波長成分を効率よく減

衰させることによって，高い収束性を実現して

いる．Multigrid 法には様々な派生形が存在し

ており，本研究ではその中の SA-AMG（Smoothed 

Aggregation – Algebraic Mulrigrid）法[1]を

対象としている． 

本研究では，JCAHPC が運営を行っている

Oakforest-PACS スーパーコンピュータシステ

ム上にて，SA-AMG法を対象に Hybrid並列の適

用を行った．そして，フラット MPIと比較を行

うことで，Oakforest-PACS上における，Hybrid

並列化による実行時間や並列化効率について

の分析を行った．Oakforest-PACSは，1計算ノ

ード内にメニーコア型プロセッサである

Intel® Xeon Phi™プロセッサを 1基搭載し，各

ノードを Omni-Pathで接続された，超並列クラ

スタ型コンピュータである．Oakforest-PACS

上で Hybrid 並列を適用することで，フラット

MPI と比べ，通信の効率化による並列化効率の

向上や，実行時間改善がみられると期待できる． 

 

2  SA-AMG法 
SA-AMG 法は，問題行列から次元数の小さい

（粗い）行列を階層的に生成し，それらを用い

て解く手法である．SA-AMG法は大きく分けて構

築部と解法部がある．構築部は問題行列から未

知数間のグラフ構造を作り，それを基にアグリ

ゲートと呼ばれる節点集合を作成し，粗い行列

を生成する．解法部は構築部で生成された行列

を用い，緩和法を用いて問題を解く．問題行列

などの大規模問題が設置される階層を細かい

レベル，問題行列から生成された小規模な行列

が設置される階層を粗いレベルと呼ぶ． 

 

3  Hybrid並列とマルチカラーリング 
Hybrid並列は，プロセス並列とスレッド並列

を併用した並列プログラミングモデルである．

クラスタ型コンピュータでは，ノード間の通信

を MPI，ノード内を OpenMPで計算を行うように

することで，通信の抑制が期待される． 

Hybrid並列の適用の際には，スレッド並列化

部分において，データの依存性を考慮しなけれ

ばならない．そこで本研究では，マルチカラー

オーダリングを行い，データ依存性の問題への

対処を行った．マルチカラーオーダリングは，

依存性を持たない要素群に対し同じ色に色付

けを行うことで，色内で依存性を持つことなく，

同時に独立に並列処理を行えるようにする手

法である．マルチカラーオーダリングは多くの

手法が提案されており，本研究ではその中でも

Cuthill-Mckee 法 [2] をもとにした修正

Cuthill-Mckee法（以下，修正 CM法）を用いた．

この手法の概要に関して，図 1に示す．さらに

本研究では上記に加え，Cyclicに色付けを行い，

色数を抑えるような実装を行った．以下この手

法により色数を抑えた手法を（min）と表記し，

数値実験の比較対象とする． 

 

 

図 1. 修正CM法の概要 
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4  数値実験評価 
 本研究では Oakforest-PACSを使用し，さら

に 3次元弾性体問題を使用した．また AMGSラ

イブラリ[3]を使用し，解法部では SA-AMG前処

理付 CG法を使用している．さらに解法部の各

レベルで，対称ガウス・ザイデル法を 2回適用

する．反復の終了条件は相対残差が 1.0×10-7

とし，反復回数が500回のとき収束せずとした． 

 本実験では，Hybrid並列とフラット MPIの比

較，および分析を行った．実験では問題サイズ

を 603に設定した．比較対象を表 1に示す．実

験 1の実行時間を図 2に示す．図 2より，今回

の実験環境では，Hybrid並列はフラット MPI

よりも遅いが，色数制限により実行時間が改善

することがわかった．次に，実行時間について

さらに分析を行う．ここで，CG法の前処理の

SA-AMG法に着目する．図 3は，SA-AMG法の実

行時間の内訳を示す．図 2および図 3より，全

体の実行時間で SA-AMG法，特にスムーザの計

算時間が大きく占めるが，色数制限により計算

時間を削減できることがわかった．  

 

表 1. 比較対象 

 表記 詳細 

実

験

1 

フラット MPI 1ノード使用， 

1ノード内 64プロセス起動 

1n1p64t 〃  1プロセス起動， 

1プロセス当 64スレッド起動 

1n2p32t 〃  2プロセス起動， 

〃  32スレッド起動 

1n4p16t 〃  4プロセス起動， 

〃  16スレッド起動 

実

験

2 

フラット MPI 6ノード，ノード内 32プロセス 

6n6p36t 〃  6プロセス起動， 

1プロセス当 36スレッド起動 

6n12p18t 〃12プロセス，〃18スレッド 

6n24p9t 〃24プロセス，〃9スレッド 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2. 収束までの実行時間（実験 1） 

 

 

 

図 3. 解法部内の実行時間内訳（実験 1） 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4. 解法部内の実行時間内訳（実験 2） 

 

次に，実験 2の SA-AMG法に着目した実行時間

を図 4に示す．図 4より，並列度を増やすこと

で，Hybrid並列の通信時間がフラット MPIと同

等か，それ以下に抑えられることがわかった． 

 

5  おわりに 
 本研究では，Oakforest-PACS上にて，SA-AMG

法に Hybrid並列の適用，およびフラット MPI

と比較を行うことで，Hybrid並列化による実行

時間や並列化効率についての分析を行った．本

研究より， Hybrid並列はフラット MPIと比べ，

スムーザによる計算コストが大きくなり，全体

の実行時間もそれにつれて遅くなってしまっ

ていることがわかった．しかし，カラーリング

を工夫することで，スムーザの計算時間を抑え

られることがわかった．計算コスト増大の要因

として，OpenMPのバリア同期コストが考えられ

る．今後の課題として，バリア同期コストの分

析，および他環境での調査を行う必要がある． 
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微圧縮超弾性体の大変形問題に対する近傍問題の構成
山田 貴博
横浜国立大学
e-mail : tyamada@ynu.ac.jp

1 はじめに
ゴム材料等を表すために用いられる超弾性体

は，実際の材料試験結果を反映して微圧縮性材
料としてモデル化されることが多い．本研究で
は，このような材料の大変形問題に対する数値
計算手法の検証 (verification)を考える．
検証は与えられた数理モデルに対して数値計

算コードが適切な解を与えていることを評価
するものであり，その代表的な手法の一つに人
工的な解により設定された問題を考える創成
解の方法 (Method of Manifactured Solutions,

MMS)がある．筆者等は，完全な非圧縮性の超
弾性体の大変形問題に対して創成解の方法が適
用できることを示した [1]．創成解の方法では，
非圧縮性が成立する創成解の変位場を比較的単
純な形で構成するため，物理的には不自然な問
題設定となることが多い．また，微圧縮性材料
では，応力状態に応じた体積変形を考慮した変
位場を構成することが必要となるが，このよう
な変位場を陽な形で与えることは困難である．
そこで本研究では近似解から滑らかな関数で

表現された近傍解を構成し，近傍解を厳密解と
する問題により検証を行う近傍問題法 (Method

of Nearby Problems, MNP)[2]を適用すること
を考える．筆者等が固体力学の問題に対してこ
でまで提案してきた近傍問題法 [3]では，変位
成分毎にソボレフ空間H1における内積を用い
てBスプライン関数により表された関数へ投影
を行っていたため，微圧縮性の問題に適用した
際，過大な体積ひずみエネルギが生じる近傍解
が生成され，物理的に不合理な体積力を与える
検証用の問題となることが明らかとなった [4]．
そこで本研究では，近傍解の生成において体積
変形に関するペネルティ項を付加する投影手法
を適用することにより，微圧縮超弾性体を扱う
ことが可能な近傍問題の構成手法を提案する．

2 超弾性体に対する近傍問題法
本研究では，履歴不依存な超弾性体の準静的

大変形応力解析の問題を考える．直交座標系で
問題を記述することとし，領域Ωによって表さ

れる初期形状における座標をX とする物質点
の変位u(X)を未知関数とする．このとき，現
形状におけるつり合い方程式の弱表現は，仮想
変位 ηを用いて以下のように表される．∫

Ω
P (u) : ∇0η

h dX

=

∫
ω
b (x) · ηh dy +

∫
γt

t (x) · ηh ds (1)

ここで，P (u)は変位uは超弾性構成則によっ
て決定される第 1種 Piora-Kirchhoff応力を表
し，(∇0η)ij = ∂ηi/∂Xjは仮想変位ηの初期形
状X に対する微分である．また，ωは現形状
における領域，bは体積力，tは ωの境界 γの
一部 γt に作用する表面力である．基本境界条
件については，境界 γの一部 γuにおいて，次
式が課せられる．

u|γu = u, v|γu = 0 (2)

ただし，γu ∪ γt = γ, γu ∩ γt = ∅である．
近傍問題法では，対象問題の近似解から，投
影操作等により高次連続な関数で表される近傍
解を構成する．そして，近傍解を支配方程式に
代入することにより，その解が満足する体積力
や境界条件を求める．いま，近傍解unpが弱解
であると仮定し，仮想変位 ηに対して有限要素
近似 ηhを適用すれば，次式が成立する．∫

Ω
P (unp) : ∇0η

h dX

=

∫
ω
bnp (x) · ηh dy +

∫
γt

t
np

(x) · ηh ds (3)

ここで， bnp，t
npは，それぞれ近傍問題の体

積力，表面力である．式 (3)の右辺は，近傍解
unpに対する外力の等価節点力を計算するため
の外力仕事式に他ならない．したがって，近傍
解unpに対する外力の等価節点力は，式 (3)の
左辺から計算できることとなる [1]．以上の定
式化は，弱形式化を基礎とすることから，基本
境界条件を厳密に満足する変位場を用いる必要
があることに注意しなければならない．
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3 近傍解の構成
近傍問題法では，近傍問題に対する近似解 ũh

と近傍問題の厳密解unpの比較を行うことから，
有限要素近似解より滑らかな関数としてunpを
構成する方が都合が良い．そこで本研究では，
2階導関数まで連続となる３次Bスプライン関
数で近傍解を構成することとする．
変形前形状の領域Ωに対して，Ωを内包する

長方形領域を設定し，長方形領域に対して１次
元一様３次 Bスプライン関数のテンソル積と
して近似基底を構成する．固体の問題に対する
自然な関数空間はソボレフ空間H1 (Ω)である
ことから，従来の研究 [3, 4]では各変位成分毎
に近似解 uhi を H1 (Ω)の内積を用いてスプラ
イン関数で表される近似空間に投影し，近傍解
を構成してきた．しかしながら，この手法を微
圧縮性の問題に適用した場合，変位成分間の関
係が考慮されていないことから，体積変形は拘
束されることなく，結果として過大な体積ひず
みエネルギが生じる近傍解が生成されることが
明らかとなった．
そこで本研究では，近似解における体積変形

と近傍解における体積変形を関連付けるペナル
ティ法を考慮した次の汎関数の最小化問題とし
て近傍解の構成を定式化する．

Π(unp)

=

∫
Ω

{
||unp − uh||2 +

3∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∂unp

∂Xi
− ∂uh

∂Xi

∣∣∣∣∣∣∣∣2
+

α

2
(Jnp − J̄h)2

}
dx (4)

ここで，|| · ||はベクトルのノルム，αはペナ
ルティ係数である．また，Jnp, J̄hは，それぞ
れ近傍解と対象とする問題の近似解における変
形前後の体積比である．圧力を独立変数とする
u−p混合型定式化に基づき微圧縮性の問題を取
り扱う場合，変位場から計算される変形前後の
体積比は弱形式により拘束されたものであり，
局所的には精度の高いものとはなっていない．
そこで本研究では，近傍解を構成する際に用い
る変形前後の体積比として，体積変形成分に対
する構成則を用いて圧力場から算出したものを
用いる．

4 数値計算例
円筒形ブロックの圧縮問題に本研究で提案す

る近傍解の構成手法を適用する．問題は，図 1

1

2
rigid plate

図 1. 問題設定

図 2. 近傍問題の等価節点力

のように剛な板を介して軸方向圧縮を与える条
件とし，端部には軸方向に強制変形を与え，軸
直角方向の変位は拘束した．また，計算領域は
対称性を利用し，8分の 1部分を考える．
近傍問題における内力の等価節点力を図 2に
示す．等価節点力は端部にのみ存在し，物体内
部にはほとんど等価節点力は存在せず，物理的
に妥当な問題が構成されていることも分かる．

謝辞 本研究は JSPS科研費 16H03914の助成
を受けたものである．
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オフセット角度を用いた断層画像再構成における厳密解の構成法

神田 直大 1,2, 高梨 宇宙 2

1芝浦工業大学，2理化学研究所
e-mail : naohiro.kanda@riken.jp

1 概要

CTスキャナは断層画像診断において強力な
ツールであり，現在では医学だけでなく，産業
分野においても欠かすことのできない技術と
なっている．X線を用いた投影画像の集合から
断層画像を得るアイデアは，1960年代に Cor-

mackと同時期に英 EMI社のHousfieldによっ
て実現され，1971年ロンドンのアトキンソン
モーレー病院にて臨床試験が行われた．一方
で，投影画像集合 Pから断層像 Tの再構成を
可能とする原理は 1917 年に Radon によって
与えられていた [1]．これは逆変換が積分変換
として与えられ，T↔Pに一対一対応を保証す
るが，現実の測定は離散化したデータしか得
られないため，原理をそのまま適用すること
はできない．臨床試験の後，Gordon，Bender，
Hermanらによって代数的再構成法 (Algeblaic

Reconstruction Technique)[2]が開発されたが，
現在ではRamachandran，Lakshminarayanan

によるフィルタ逆投影法 (Filterd Back Projec-

tion)[3]が主流を占めている．一方で X線 CT

よりも画素数の少ない PETや SPECTにおい
ては，ARTによる再構成が行われているが，い
ずも逐次代入計算に基づいており，再構成画像
の一意性が保たれていない．近年の計算機の進
歩により，高画素数X線 CTにおいてもART

の利用が再び脚光を浴びてきている [4]が，単純
な離散化法に従う限り逐次代入計算を避けられ
ず，計算量が膨大になるだけでなく再構成画像
の一意性が放棄される．本研究で我々は，デー
タサンプリング方法を改良することにより，厳
密な逆変換を得る一つの方法を提案する．

2 ラドン変換

X線CTスキャナをはじめとする断層画像再
構成において，その背後で用いられているのは，
任意の 2次元平面内でのラドン変換である．こ
れは次のような積分変換の形で与えられる．

P (s, θ)

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
F (x, y)δ(s− x cos θ + y sin θ)dxdy

(1)

ここで F (x, y)は二次元平面内で定義される性
質の良い関数である．この変換の歴史は古く，
1917年の J. Radonの研究に始まり，同じ論文
の中で，Radonはその逆変換についても既に与
えている [1]．現代においては，X線CTスキャ
ナのみにとどまらず，トモグラフィと呼ばれる
多くの測定手法の基礎となっている．
トモグラフィは，何らかの物理的手法により
P (s, θ)を得ることに対応する測定を行った後，
そこから F (x, y)を求める逆問題である．ラド
ン変換及びその逆変換は，数学的には連続関数
に対する変換として定義されており，もしも全
ての s, θについて P (s, θ)が得られるのであれ
ば，ラドン逆変換により直ちに F (x, y)が求ま
る．しかし現実的な測定においては，このよう
なことは不可能である．すなわち，実際には離
散的な測定を行うことしかできず，結果として
有限個の P (s, θ)を得ることしかできない．そ
こで実際の断層画像再構成においては，興味の
ある対象領域を有限個のピクセルに分けて考え，
各ピクセルの内部では F (x, y)は一定の値を持
つと近似する．そして有限回の測定から得られ
た有限個の P (s, θ)から，有限個の F (x, y)を
求める逆問題を考えることになる．

3 離散ラドン変換と画像再構成

以下ではX線CTスキャナを具体例として考
えていく．この場合，逆問題は，物体を透過し
た後の X線強度の減少量から，物体内部の X

吸収係数を決定する問題となる．
任意の x− y平面と，原点のまわりで時計回り
に θだけ回転させた直交座標 (t, s)を考えると
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き，t軸方向のラドン変換は

P (s, θ)

=

∫ ∞

−∞
F (s cos θ + t sin θ,−s sin θ + t cos θ)dt

(2)

と表せる．

f1 f2

x

y

s

θ

(X,Y )
d

fRes

f2ResfRes+1

fRes2

図 1. 測定の模式図

ここで考える領域をN ×N のピクセルに分け，
これを 1 ∼ N2までの番号でラベルし，各ピク
セルの中では吸収係数 Fi (i = 1, · · ·N2)は一
定として考える．このような設定において，X

線の軌跡は，例えば s, θの関数 ℓ(s, θ)と表すこ
とができる．ここで測定は θ = 0 ∼ πまでをN

分割して行われ，また等間隔に並んだ N本の
X線が各 θごとに t軸方向に照射されるとする．
この ℓ(s, θ)はまた，適当に並べ替えることで ℓi
と表すこともでき，離散化したラドン変換は近
似的に

Pi =
N2∑
j=1

WijFj (i, j = 1, · · · , N2) (3)

と行列の形で表せる．ここで Piは各X線の測
定によって得られる，観測値であり，またWij

は重みを表すN2 ×N2の行列であり，対応す
るピクセルを (幅のある)X線が掃く面積に応じ
て値を変えるなどされる．ここでは簡単にＸ線
が対応するピクセルを通過した場合には 1，そ
れ以外の場合には 0とする．
もしWij の逆行列が求まれば，直ちに全ての
Fiが求まる．ところが，このような幾何学的配
置に基づく測定を通じて得られる行列Wijは逆
行列を持たないことが経験的に知られている．

実際，単純な N = 2の場合などであれば，Fi

に不定性があることが直接確かめられる．実際
の測定では，θ 方向の刻み方を N 以上にとり
(従ってWijは長方行列型となり)，状況に応じ
て種々の近似法によって Fiを求めていく．

4 オフセット角度を用いた画像再構成法

今回我々は，オフセット角度を用いた測定方
法による画像再構成を提案する．ここでオフ
セット角度とは測定開始時における角度のこと
である．θ = 0 ∼ π の範囲を N分割していた
ところを，θ = α ∼ π + α (0 < α < π)の範囲
を N分割する測定に変える．各 Nの値に対し
て，オフセット角度αを変化させることにより，
Wijの階数が変化する．このときαを適切に選
ぶことによって，N = 4の場合を除き，正方行
列Wij は正則なものとなることをN = 130ま
での複数の N について数値計算によって確認
した．特にN = 2の場合については容易に直
接確認できる．またWij が正則となる αの値
は，N によって異なるが，我々は数値計算の結
果から，N と αについての関係式についても
提案する．
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抵抗率測定に使用される四探針法の数理モデルの解析：Hypercircle法に
よる有限要素解の誤差評価
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1 概要
四探針法は半導体材料の抵抗率を測定するた

めに使用される方法である [1]. 抵抗率測定に関
する模式図と実際の測定器を以下の図 1と図 2

に示す．

V

IAD

VBC

A  B  C  D

図 1. 抵抗率測定の模式図

図 2. 抵抗率測定器

本研究では探針と材料の接触条件に関して幾
つかの物理的な仮定に応じて,微分方程式の境
界値問題による数学的モデルを提案した. さら
に,各数学的モデルに応じてHypercircle法によ
る有限要素解の誤差評価を行った.

2 数学的モデル
本研究で提案した数学的モデルはいずれも，

電位 (u)に関する微分方程式によって表される．
材料が占める領域をΩとし，探針A,Dの接
触する面をΓA,ΓDとする．V h(⊂ H1(Ω))はΩ

上の適合有限要素空間とし，関数空間 U, V に
ついては表 1に示される．このとき，電位 (u)

が満たす変分式と有限要素法での近似 (uh)は
以下のようになる．
Find u ∈ U s.t.

(∇u,∇v)Ω = ⟨f, v⟩ ∀v ∈ V (1)

Find uh ∈ Vh s.t.

(∇uh,∇vh)Ω＝ ⟨f, vh⟩ ∀vh ∈ Vh (2)

以降で述べるHypercircle法では混合有限要
素法による近似解の構成も必要である．以下の
式でΣh×V hを混合有限要素空間とし,(ph, uh) ∈

Σh × V hをそれぞれ電位の勾配 (電流)と電位
の近似とすると，混合有限要素法による定式化
は以下のようになる．{

(div qh, uh)Ω + (ph, qh)Ω = ⟨g, qh⟩
(div ph, vh)Ω = 0

ここで (qh, vh) ∈ Σh×V hはテスト関数である．
表 1に各数学的モデルを比較したものを示す.

ただし表内の p, qについては Hölder共役な指
数とする．

3 有限要素解の誤差評価
四探針法に関わる数学的モデルでは非凸な領

域が考えられるため，一般に解の正則性を保証
できないことがある．
そこで本研究では各モデルについて Hyper-

circle法 [2]を応用して，以下の誤差評価を検討
した．
1) 大域的な適合有限要素解の誤差評価
2) 局所的な適合有限要素解の誤差評価
3) 探針B,C 間の電位差の誤差評価
Hypercircle式とは uを厳密解とし，任
意の vh ∈ V hと div ph = 0を満たす phに対し
て，以下のHypercircle式が得られる．

||∇u−∇vh||22 + ||∇u− ph||22 = ||∇vh − ph||22

3.1 大域的な適合有限要素解の誤差評価
定理 1 (大域的な適合有限要素解の誤差評価)

uhを電位 uの有限要素近似として，次の誤差
評価が成立する．

||∇u−∇uh||2 ≤ ||∇uh − ph||2

||u− uh||2 ≤
√

C2
0h

2 + κh · ||∇u−∇uh||2

ただし定数 C0 は具体的な値を持ち，hはメッ
シュサイズとする．定数 κhは以下のように定
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表 1. 各モデルの比較

モデル 点電荷モデル Neumannモデル Dirichletモデル
探針の接触条件 点 面 面
物理的な仮定 電流と等価な点電荷 接触面上均一な電流 接触面上均一な電位

·Poisson方程式 · Laplace方程式 · Laplace方程式
数学的モデルの特徴 ·斉次Neumann境界値問題 ·非斉次Neumann境界値問題 · 非斉次Dirichlet-Neumann境界値問題

· Diracの δ関数

関数空間 U U = W 1,p(Ω) U = H1(Ω) U = {v ∈ H1(Ω)|v = 1 on ΓA, v = 0 on ΓD}

関数空間 V V = W 1,q(Ω)(q > 3) V = H1(Ω) V = {v ∈ H1(Ω)|v = 0 on ΓA ∪ ΓD}

汎関数 ⟨f, vh⟩ 2ρI(vh(D)− vh(A)) ρI(
∫
ΓA

vh
|ΓA| ds−

∫
ΓD

vh
|ΓD| ds) 0

汎関数 ⟨g, qh⟩ 0 0
∫
ΓA

qh · n ds

義される．

κh := max
fh∈Xh

min
vh∈V h

ph∈Σh

div ph+fh=0

||∇vh − ph||22
||fh||22

ここでXhは各要素で区分的な一次多項式全体
の空間とする．

3.2 局所的な適合有限要素解の誤差評価
四探針問題において探針B,C 間の電位差を
評価する場合，局所的な誤差評価も必要となる．
本研究では L2ノルムに対して重み関数を導入
し (図 3を参照)局所的な誤差評価を得た．

定義 2 (重み付き L2ノルム) α ∈ W 1,∞(Ω)を
非負の重み関数とする．このとき重み付き L2

ノルム以下で導入する．

||f ||α : =

√∫
Ω
f2α dΩ

( = ||f
√
α||2)

1

o
B C

図 3. 重み関数のイメージ

定理 3 (Hypercircle法による局所誤差評価)

重み付き L2ノルムによる以下の誤差評価が得
られる．　

||∇u−∇vh||2α + ||∇u− ph||2α ≤ ||∇vh − ph||2α
+ 2 · ||∇α||∞ · ||u− vh||2 · ||∇u− ph||2

大域的な誤差評価と比較すると局所的な誤差
評価は，より高い精度の抵抗率の測定が可能と
なる．

3.3 探針B,C間の電位差の誤差評価
本研究で提案したDirichlet,Neumannモデル
の解は調和関数となるので，平均値に関する性
質 [3]が利用できる．この性質と前節で述べた
局所的な誤差評価を利用して，探針B,C 間の
電位差の誤差評価が可能となる．詳細について
は，発表時に説明する予定である．

参考文献
[1] 山下正人, 四探針法の抵抗率補正係
数, 富山大学教育学部紀要 B(理科系),

No45(1994), 23–32

[2] Xuefeng Liu, Shin’ichi Oishi, Verified

eigenvalue evaluation for the Lapla-

cian over polygonal domains of arbi-

trary shape, SIAM J Numer Anal,

Vol.51(3)(2013), 635–752.

[3] Lawrence C.Evans, Partial Differen-

tial Equations, American Mathemati-

cal Society, 1998.

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

484



抗原・抗体の体内動態の定量的解析に向けたモデルパラメータの多様性に
対する考察

小松 瑞果 1, 谷口 隆晴 1,2

1神戸大学大学院システム情報学研究科，2JSTさきがけ
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1 概要

アレルギーは，体内に侵入した抗原と呼ばれ
る異物に，免疫細胞や，その生産物である抗体
などが作用することによって生じる化学物質に
よって引き起こされる疾患である．このような
一連の免疫応答は，体内のあらゆる臓器で生じ
うるため，アレルギーは全身性疾患であると言
われている．従って，アレルギーを全身スケー
ルでモデル化し，その包括的な理解を試みるこ
とは，重要だと考えられるが，そのようなモデ
ル化はあまり行われていない．一方で，全身ス
ケールでの体内現象のモデル化手法は，特に，
薬学分野において，比較的発展している [1]．ア
レルギーに対しても同様のアプローチを導入し，
さらに，アレルギーの本質，つまり，免疫機能
の異常のメカニズムを捉えるような解析手法を
発展させることは有意義だと考えられる．
このような考えのもと，筆者らは，抗原・抗体

の体内動態を全身スケールでモデル化し [2]，モ
デルパラメータの推定手法を提案した [3]．免疫
機能の異常を捉えるには，まず，複数人から得
た，免疫機能に関係しうる何らかの実験データ
を比較し，「個性」に相当するものを定量化する
必要がある．モデルを用いると，そのパラメー
タの値を用いて個性の定量化が可能となる．し
かしながら，本研究が扱う問題においては，パ
ラメータが被験者に対して一意に定まらず，そ
のため，「個性」に相当するものの定量化が，容
易ではない．以上を踏まえ，本稿では，[2]のモ
デルに対して推定された複数のパラメータの候
補に対する解析法とその結果について述べる．

2 抗原・抗体の体内動態モデルとパラメー
タ推定

本節では，[2]で提案されたモデルとパラメー
タ推定手法の概要を述べる．このモデルは，抗
原が経口摂取により体内に侵入し，その後生じ
うる，吸収，分布，代謝，排泄という生理学的
プロセスと，免疫応答をコンパートメントモデ
ルによって記述したものである．詳細は [2]に

譲るが，モデルが定める方程式は，以下の微分
代数方程式となる：

dx1
dt

=− pf
(x1
V1

− x3
V2

)
−akf

(x1
V1

− x5
V3

)
−x16,

dx2
dt

=− pc
(x2
V1

− x4
V2

)
−bkc

(x2
V1

− x6
V3

)
− v

x2
V1

x2
V1

+m
+ x16,

dx3
dt

=αx0
1∫∞

−∞ f(t)dt
f(t)− g(t)

+ pf
(x1
V1

− x3
V2

)
−tf

(x3
V2

− x5
V3

)
− ka

x3
V2

− x17,

where

f(t) =



(
1

1+exp
(
−τt

)−0.5
)
exp

(
− 1

w2
l
(t− β)2

)
(
t < β

)
exp

(
− 1

w2
r
(t− β)2

) (
t ≥ β

)
g(t) =

1

2

{
V0

K
+ αx0

1∫∞
0 f(t)dt

f(t) +G

−
{
(
V0

K
+ αx0

1∫∞
0 f(t)dt

f(t) +G)2

−4αx0
1∫∞

0 f(t)dt
f(t)G

} 1
2

}
dx4
dt

=g(t) + pc
(x2
V1

− x4
V2

)
−tc

(x4
V2

− x6
V3

)
− vl

x4
V2

x4
V2

+ml
+ x17,

dx5
dt

=akf
(x1
V1

− x5
V3

)
+tf

(x3
V2

− x5
V3

)
+kf(x7

V4
− x5

V3

)
+kf

(x9
V5

− x5
V3

)
−x18,

dx6
dt

=bkc
(x2
V1

− x6
V3

)
+tc

(x4
V2

− x6
V3

)
+

kc
(x8
V4

− x6
V3

)
+kc

(x10
V5

− x6
V3

)
+x18,

dx7
dt

=− kf
(x7
V4

− x5
V3

)
−x19,
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dx8
dt

=− kc
(x8
V4

− x6
V3

)
−v

x8
V4

x8
V4

+m
+ x19,

dx9
dt

=− kf
(x9
V5

− x5
V3

)
−ke

x9
V5

− x20,

dx10
dt

=− kc
(x10
V5

− x6
V3

)
−vk

x10
V5

x10
V5

+mk
+ x20,

dx10+n

dt
=− x15+n (n = 1, 2, 3, 4, 5),

Kx2n−1x10+n − x2nVn = 0

(n = 1, 2, 3, 4, 5).

ここで，モデル変数は，x1から x20であり，そ
れぞれ，抗原や抗体の各コンパートメントにお
ける物質量を表す．また，Vn(n = 1, 2, 3, 4, 5)，
K，Gは定数，それ以外の文字は全てパラメー
タであり，それぞれ生理学的・免疫学的な意味
をもつ．従って，ある被験者に対する実験デー
タに対して，これらのパラメータを推定するこ
とで，その被験者の生理学的・免疫学的機能が
定量化される．一般的に，元来複雑である，物
質の体内動態を全身スケールでモデル化するた
めには，多くのパラメータ必要になる．一方で，
体内動態に関するデータは，倫理的観点から，
得ることが難しい．そのため，本研究が扱うよ
うな問題においては，パラメータに対しデータ
が不足しやすく，従って，パラメータ推定の解
が一意に定まらないことがあり得る．言い方を
変えると，ある被験者に対する実験データから
求まるパラメータ候補の集合は，多様体となり
得る．このような場合，この被験者の「個性」
について議論するにあたり，推定の解が描く多
様体から，何らかの特徴を取り出すというプロ
セスが必要である．
提案モデルに対しては，ある実験データに関

し，被験者ごとにパラメータの候補が複数得ら
れている [3]．パラメータの候補は，直感的に
は，多様体からサンプルされた点の集合だと捉
えることができる．

3 多様な推定解の解析

本節では，提案手法により推定された複数の
パラメータの解析方法のアイデアを述べる．基
本的なアイデアは，これらパラメータの候補の
うち，誤差が十分小さいものについて，各パラ
メータの変動係数を求めることである．この値
は，推定における最小化問題の目的関数である，
誤差関数の値の十分小さな変化に対して，各パ
ラメータがどの程度ばらついているかを表す．

これは，見方を変えると，各パラメータが，実
験データとどの程度対応づくかを表す指標だと
捉えることができる．つまり，この値が小さけ
れば，そのパラメータは，被験者に依存する実
験データを特徴づけていると考えられる．実際
に，得られた複数のパラメータに対し，上述の
解析を行うと，パラメータwl，β，wrの変動係
数が，非常に小さいことが分かった．さらに，
これらを軸とするパラメータ空間上に推定され
た解を描くことで，被験者間の違いが可視的に
示された (図 1左)．

図 1. パラメータの変動係数による個体差の可視化結果
の比較

このことから，被験者によって異なる多様体
における特徴，つまり，被験者の「個性」に相当
すると考えられるパラメータを，本研究によっ
て定量的に求めることができたといえる．詳細
と，具体的な結果については，講演の際に報告
する．
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アンケートデータを用いた交流ネットワーク推定手法
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1 概要

高齢化地区に生じる諸問題を解決するために
は，その地域内での支え合いが重要であり，そ
の地域での交流の様子を知ることは大切である．
本研究では，交流の様子を推定するための簡単
な方法として，アンケートによる交流人数の調
査と，それに基づくネットワーク構造推定法を
提案する．特に，交流人数などといった数字を
回答するアンケートでは，結果が 5の倍数など，
きりのよい数字に偏りやすい．これをヒーピン
グと呼ぶ．本発表では，ヒーピングによる影響
の除去についても考慮する．

2 アンケートデータからのネットワーク
の推定

本研究では，アンケートデータから交流の様
子を推定することを目標とする．具体的には，
研究の対象とするコミュニティのメンバーを頂
点に対応させ，メンバー同士の間に交流があ
るときに枝を対応させる．ただし，枝に向きは
つけないものとする．これにより，単純無向グ
ラフが定まり，本稿ではこれをネットワークと
呼ぶことにする．ここで，全てのメンバーの間
の交流の有無を調べることは，プライバシーの
観点からも難しい．そこで，代わりに全てのメ
ンバーに対して，何名との交流があるかという
人数だけを調査するものとする．これにより，
各頂点に接続している枝の本数が分かるため，
ネットワークの次数分布が分かる．与えられた
次数列をもつネットワークを効率良くサンプリ
ングする方法として，BlitzsteinとDiaconisの
アルゴリズム [1]が知られている．アルゴリズ
ムの概要を Algorithm 1に示す．本研究では，
基本的には，このアルゴリズムを用いてネット
ワーク構造，具体的には，連結成分の数の期待
値などを推定する．

3 ヒーピングによる影響の除去

前述のように，人は数字を回答する場合，き
りの良い数字を選ぶ傾向があり，これをヒーピ

Algorithm 1 BlitzsteinとDiaconisのアルゴ
リズム
1: 次数列 d = (d1, . . . , dn)を入力する．
2: while d ̸= 0 do

3: 0でない diのうち最も小さい diを選ぶ．
4: while di ̸= 0 do

5: 頂点 viと頂点 vj を辺で繋ぐことが
可能な vj の中から１つを次数 dj に
比例する確率で選ぶ．

6: vi と vj を辺で結び，di，dj からそ
れぞれ１を引く．

7: end while

8: end while

ングと呼ぶ．交流の人数に関するアンケートの
回答もこの影響を受けるため，それを除去する
ための補正が必要である．本研究では，Craw-

ford ら [2] によるモデルを用いて補正を行う．
Crawfordらのモデルでは，ヒーピングに加え
て，回答者が真の値を正確に記憶していないこ
とによる誤差も考慮される．xをアンケートに
対する真の回答とし，yを実際に得られた回答
とする．xは，何らかの確率モデルに従うと仮
定し，この確率モデルのパラメータを，以下の
ヒーピングのダイナミクスモデルを記述するパ
ラメータと合わせて推定することで，xの分布
を推定する．
Crawfordらのモデルでは，ヒーピングの結
果，回答は，あるいくつかの整数mj (j = 1, . . . , n)

の倍数にされやすいと仮定されており，yの値
は，xを初期値とし，推移パラメータ λk, µkを

λk = θdisp(1 + k) + θheap

n∑
j=1

vj(x)(k mod mj)

µk = θdispk + θheap

n∑
j=1

vj(x)(−k mod mj)

とした出生死滅過程で定まると仮定する．ここ
で θdisp, θheap はそれぞれ拡散とヒーピングの
強さを表すパラメータである．また，vj(x)に
ついては，[2]で提案されているものを用いた場
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合，パラメータが一意に定まらない場合があっ
た．そこで，本研究では，vj(x)として以下の
関数を用いる．mj (j = 1, . . . , n−1)に対して，
区間 [γ2j−1, γ2j)を用意し，またmn に対して
半区間 [γ2n−1,∞)を用意する．xが含まれる区
間の数を cとし，vj を

vj(x) =

{
1
c (c ̸= 0)

0 (c = 0)

と定義する．
前述のとおり，ヒーピングの影響を除去する

ためには，モデルパラメータの推定が必要であ
るが，本研究では，モデルのパラメータ推定に
はABC-MCMCを用いた [3]．ABC-MCMCの
詳細については公演時に説明する．

4 解析結果

図 1に示されている，交流の人数に関するア
ンケートデータを用い，実際にネットワークを
推定する．まず，Crawfordらのモデルを用い
てデータを補正する．真の分布として Poisson

分布を仮定し，ヒーピングする倍数は 5と 10

の倍数であると仮定する．また，各パラメータ
の初期値として

λ = 7，

θdisp ∼ Inverse-Gamma(2, 1)，

θdisp ∼ Inverse-Gamma(3, 4)，

γj ∼ Uniform(0, 150),

と設定した．また，λはPoisson分布のパラメー
タである．
パラメータを推定すると，λの推定値として

λ = 2.76±0.58が得られた．そこで，パラメー
タ λ = 2.76をもつ Poisson分布を真の回答と
考え，図 1の総回答数である 638回のサンプリ
ングを行うことで，次数列を作成した．
この次数列を用い，BlitzsteinとDiaconisの
アルゴリズムによって 1000回，ネットワークを
作成し，ネットワーク特徴量の推定を行った．
ここで，Algorithm 1では，次数 dj に比例す
る確率で頂点を選び，枝を発生させているが，
これは，なるべく大きい連結成分をもつネット
ワークを発生させるようにするためである．実
際，多くの応用では，そのようなネットワーク
が好ましいが，今回は，高齢化問題の解決に向
けて，交流の様子を推定するために用いる．そ

のため，交流の程度については悪い場合を想定
したほうが良く，連結性については過小評価さ
れることが望ましい．
そこで，枝を接続する頂点の選び方として，
次数 dj に比例する確率で選ぶ以外に，次数 dj
に反比例する確率で選ぶ，最も次数の小さい頂
点の中から一様な確率で選ぶ，といった 3つの
異なる方法でネットワークを作成した．連結成
分の数の平均µc，標準偏差σc，連結成分のサイ
ズの平均 µs，標準偏差 σsを表 1に示す．方法
によって，かなりの差があるが，いずれの場合
も，ある程度の連結性をもつことが推測される．

表 1. 連結成分の数とサイズの推定値

µc σc µs σs

次数に比例 46.9 0.071 13.6 0.020

次数に反比例 79.9 0.072 8.00 0.008

最小の次数 134 0 4.76 0

図 1. 交流人数のデータ

謝辞 本研究は JSTさきがけ (JPMJPR16EC)
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1 Introduction

It is one of current major problems in cryp-
tography to establish a post-quantum cryp-
tosystem. In view of the hardness in finding
solutions to a system of multivariate polyno-
mial equations, the cryptosystem using poly-
nomial maps is expected to be a good candi-
date resistant to quantum computers.

In this talk, we introduce a new key ex-
change protocol using multivariate HFE-based
polynomial maps. We give a security proof
against passive observers with honest party,
provided the hardness in solving a system of
polynomial equations conducted by the pro-
tocol. Additionally, we examine our protocol
employing HFE-based trapdoors, in order to
discuss the availability of our protocol.

The novelty relies on the use of several HFEv

and HFEv− -based polynomials, instead of usual
invertible polynomial maps as is suggested in
[1] and [2].

This research was supported by a Grant-
in-Aid for Scientific Research (C), JSPS Kak-
enhi, Grant Number 26520208.

2 Polynomial Maps

Let R be a domain. Denote by R[x] =
R[x1, . . . , xn] the polynomial ring of n vari-
ables over R. A polynomial map is a map
ψ = (ψ1, . . . , ψn) : Rn → Rn of the form

(a1, . . . , an) 7→ (ψ1(a1, . . . , an), . . . , ψn(a1, . . . , an))

with ψ1, . . . , ψn ∈ R[x]. Therefore, a polyno-
mial map is viewed as an element of the Carte-
sian product R[x]n. The degree of a polyno-
mial map ψ = (ψ1, . . . , ψn) is defined by

degψ = max{degψ1, . . . , degψn}

where degψj is the total degree of the poly-
nomial ψj (1 ≤ j ≤ n). A polynomial map of
degree one is called an affine map.

For polynomial maps ψ = (ψ1, . . . , ψn) and
ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn), we define the composed map
ψ ◦ ϕ by

ψ ◦ ϕ = (ψ1(ϕ1, . . . , ϕn), . . . , ψn(ϕ1, . . . , ϕn)).

The Hidden Field Equations (HFE)-based poly-
nomial maps are often used in multivariate
cryptography (e.g. HFE-, HFEv-). Let

P (X) :=
∑
i,j

αi,jX
qi+qj

+
∑

i

βiX
qi

+γ on Fqn .

Then Φ−1 ◦ P ◦ Φ : Fn
q → Fn

q is a quadratic
polynomial map where Φ : Fn

q → Fqn , (a1, . . . , an) 7→
a1θ1 + · · ·+anθn and {θ1, . . . , θn} is a basis of
Fqn over Fq.

3 Our Key Exchange Protocol

In this section, we propose a new key ex-
change protocol with parameters q, n,m, d, l
using polynomial maps. Our protocol allows
to use non-bijective polynomial maps in con-
trast to the protocol of [1]. We adapt here
several polynomials f1(x), · · · , fl(x) so as to
increase the number of parameters of our pro-
tocol, referring that the ideal generated by
f1(x), · · · , fl(x) is not a principal ideal do-
main.

Alice and Bob are going to agree to a com-
mon key through an insecure communication
channel.

1) Alice sends Diophantine equations f1(x) =
· · · = fl(x) = 0 to Bob keeping a solu-
tion σ ∈ Fn

q secret.

(a) Generate polynomials f1(x), . . . , fl(x) ∈
Fq[x] having a solution σ(∈ Fn

q ) as
follows. Choose σ ∈ Fn

q and polyno-
mials f ′1(x), . . . , f

′
l (x) ∈ Fq[x] uni-

formly at random. Then we put fi(x) :=
f ′i(x)− f ′i(σ) for i = 1, . . . , l.
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(b) Send f1(x), . . . , fl(x) to Bob.

2) Bob sends polynomial maps g(x) and
c(x) to Alice.

(a) Generate a bijective affine map g(x) ∈
Fq[x]n, a polynomial map ψ(x) ∈
Fq[x]n with degψ = m to be fea-
sibly inverted and polynomial maps
ri(x) ∈ Fq[x]n of deg ri = m−d uni-
formly at random.

(b) Compute the polynomial map c(x) =
ψ(g(x))+f1(x)r1(x)+· · ·+fl(x)rl(x).

(c) Send g(x) and c(x) to Alice.

3) Alice generates a common key s ∈ Fn
q

and sends a value u ∈ Fn
q to Bob.

(a) Compute g(σ) = s and use it as the
common key.

(b) Compute c(σ) = u and send it to
Bob.

4) Bob computes the set, denote by S, of
elements x in ψ−1(u) such that fi(g−1(x)) =
0 for all 1 ≤ i ≤ l. If #S = 1 holds,
Bob obtains the common key s because
S = {s}. Otherwise retry the procedure
of the key exchange from the step 1.

Some modifications will be available to make
the protocol flexible (e.g., Minus variant). Es-
pecially, we intend to consider a variant of our
protocol employing an HFE-based polynomial
map as ψ and examine its success rate.

4 Security proof

We show its security against the Key Recov-
ery Attack by Honest Passive Observer (KRA-
HPO). Namely, the attacker does not interfere
with the communication between Alice and
Bob. To formulate the security model, we de-
note by ExpΣ,A (k) the experiment of a key
recovery attack A against our key exchange
protocol Σ which inputs security parameter k
of Σ and outputs the result r ∈ {0, 1} rep-
resenting the failure (r = 0) or the success
(r = 1) of the attack A . Then we say that
the protocol Σ is secure in the sense of KRA-
HPO if

AdvΣ,A (k) = Pr
[
r = 1 | r ← ExpΣ,A (k)

]

is a negligible function in the security param-
eter k.

Definition 4.1. The Polynomial Map Equa-
tion (PME) problem is a problem of finding
a solution to the system of Diophantine equa-
tions 

f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fl(x1, . . . , xn) = 0
c1(x1, . . . , xn) = u1

...
cn(x1, . . . , xn) = un

(1)

with the input (f, g, c, u) observed by Σ.

Considering the experiment ExpPME
B (k) of

a probabilistic algorithm B for solving the
PME problem, we define a hardness assump-
tion (the PME assumption) of solving the PME
problem as follows: The advantage

AdvPME
B (k) := Pr

[
r = 1

∣∣ r ← ExpPME
B (k)

]
is a negligible function in the security param-
eter k, for all B.

Theorem 4.2. Under the PME assumption,
the key exchange scheme Σ is secure in the
sense of KRA-HPO. In particular, if there is
a probabilistic polynomial time algorithm A

that breaks the scheme Σ in the sense of KRA-
HPO, then there exists an algorithm B that
solves the PME problem in probabilistic poly-
nomial time such that

AdvPME
B (k) = AdvΣ,A (k).
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1 概要

UOV [1, 2]と Rainbow [3]は多変数の 2次
多項式を用いた署名方式である．構成のシンプ
ルさとその安全性から，十分実用的であると考
えられており，実際にNISTのPost-Quantum
Cryptography 標準化プロジェクト [4]におい
て提案された方式のうちいくつかは UOV と
Rainbow を基にして構成されている．Circu-
lant UOV [5]と Circulant Rainbow [6]は，Peng
と Tang によってごく最近提案されたUOV と
Rainbow を基にした署名方式である．係数に
特殊な構造を入れることで，署名生成を高速に
でき，さらに，既存のUOVやRainbowに対す
る攻撃法に対しても十分な安全性が保たれると
考えられている．しかしながら，これらの方式
で用いられる多項式の構造を詳しく調べると，
実はKipnis-Shamir の攻撃 [7, 2]に対して安全
でないことがわかった．本稿では，これらの方
式の脆弱性を説明する．

2 UOV

o, v ≥ 1を v ≥ oなる自然数，n := o + v, q

を素べき，kを位数 qの有限体とする．2次写
像G : kn → koを次のように定める．

x =t(x1, . . . , xn),

G(x) =t(g1(x), . . . , go(x)),

gl(x) =
∑

1≤i≤o

xi · (xo+1, . . . , xnの線形式)

+ (xo+1, . . . , xnの 2次式), (1 ≤ l ≤ o).

署名方式 UOV [1, 2] は次のように構成される．

秘密鍵: 可逆なアフィン写像 S : kn → kn.

公開鍵: 2次写像 F := G ◦ S : kn → ko.

署名生成: メッセージm = t(m1, . . . , mo) ∈ ko

に対して，ランダムに u1, . . . , uv ∈ kを生成し，

g1(y1, . . . , yo, u1, . . . , uv) = m1,

...

go(y1, . . . , yo, u1, . . . , uv) = mo

(1)

をみたす t(y1, . . . , yo) ∈ ko をみつける．メッ
セージmに関する署名は

s = S−1t(y1, . . . , yo, u1, . . . , uv) ∈ knである．

署名認証: F (s) = mを確認する．

2次式g1, . . . , goの作り方から，(1)はy1, . . . , yo

に関する連立線形方程式なので，署名はO(n3)
程度の計算量で生成できることがわかる．

o = vの場合，UOVは Kipnis-Shamir の攻
撃 [7, 2] で解読できる．実際に，Glを gl(x)の
係数行列，つまり gl(x) = txGlx+ (線形式)と
なるような n× n（対称）行列とすると，Gl =(

0o ∗
∗ ∗v

)
と表される．このことから，o = v

なら任意の 1 ≤ l1, l2 ≤ oに対して

G−1
l1

Gl2 =

(
∗o ∗
0 ∗v

)

となるので，SS1 =

(
∗o ∗
0 ∗v

)
をみたす可逆な

アフィン写像 S1 を，公開鍵 F の情報のみで，
多項式時間でみつけることができる．いったん
このような S1をみつけることができたら，署
名偽造は容易である．

v > oの場合，直接的にKipnis-Shamir の攻
撃を適用することはできないが，多少のアレン
ジを加えることで同様の S1をみつけることが
できる [2]．ただし，計算量はO(qv−o ·(polyn.))
であり，vを oよりも十分に大きく（通常は 2
倍以上）とることで，安全性を確保できると考
えられる．

3 Circulant UOV

Circulant UOV [5] は UOV で用いられる 2
次式 g1(x), . . . , go(x)の係数の取り方を工夫し
たものである．便宜上，係数行列Glをv×o行列

Al と v × v行列Blを用いてGl =

(
0o

tAl

Al Bl

)

と分割する．通常，UOVではAl, Blの取り方
はランダムである．一方で，Circulant UOVで
はA2をA1の列をひとつずつずらしたもの，A3

はA2の列を一つずつずらしたもの，... という
ように Al を選ぶ．つまり，o個の列ベクトル
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a1, . . . ,ao ∈ kv を使ってA1, . . . , Aoは

A1 =(a1, . . . ,a0),

A2 =(ao,a1, . . . ,ao−1),
...

Ao =(a2, . . . ,ao,a1)

とあらわされる．このようにA1, . . . , Aoを選ぶ
と，署名生成の際にあらわれる連立線形方程式
(1)が




α1 α2 . . . αo

αo α1 . . . αo−1
...

...
. . .

...
α2 α3 . . . α1







y1

y2
...
yo


 =




β1

β2
...

βo




という形になる．このような連立方程式はO(n2)
程度の計算量で解けることが知られており [8]，
(1)と比較して大幅に計算量を縮小することが
できることがわかる．

4 Circulant UOVの安全性

前述したように，v = oの場合，G−1
l1

Gl2 =(
∗o ∗
0 ∗v

)
となるので，Kipnis-Shamirの攻撃

[7]でUOVを多項式時間で解読できる．v > o

の場合，G−1
l1

Gl2 はこのような形にはならない
ため，解読にはより大きな計算量が必要になる．
ただし，これはAl, Blをランダムに選んだ場合
であり，特殊な選び方をした場合には注意深く
その構造を調べる必要がある．

Circulant UOVでは，前節のようにA1, . . . , Ao

を選んでいる．このようなA1, . . . , Aoの間には

Al = A1σ
l−1

という関係がある．ここで，σは巡回置換を与
える o × o行列である．Al がこのように選ば
れているため，v > oであるにもかかわらず，

G−1
l1

Gl2 =

(
∗o ∗
0 ∗v

)
が成り立つことがわか

る．なので，v = o の場合と同様に，SS1 =(
∗o ∗
0 ∗v

)
をみたす S1 を多項式時間で見つけ

ることができる．以上より，Circulant UOVは
Kipnis-Shamir の攻撃に対して全く安全でない
ことがわかった．

5 Circulant Rainbowの安全性

Rainbow [3]は UOVを多層化（多くの場合
2 層化）したもので，Circulant UOV と同じ

ように Circulant Rainbow [6] も構成できる．
Rainbow でも Kipnis-Shamirの攻撃に対する
安全性を考慮してパラメータを選ばなければ
ならないが，やはり Circulant UOVと同様に
Circulant Rainbow でも，Kipnis-Shamirの攻
撃で，署名偽造に十分な秘密鍵の情報を得るこ
とができる．そのため，Circulant Rainbow も
安全ではないことがわかる．

謝辞 本研究は JSPS科研費基盤研究 (C) no.
17K05181 と JST CREST no. JPMJCR14D6
の助成を受けたものである．

参考文献

[1] J. Patarin, The Oil and Vinegar Signa-
ture Scheme, the Dagstuhl Workshop on
Cryptography, 1997.

[2] A. Kipnis, J. Patarin, L. Goubin,
Unbalanced oil and vinegar signature
schemes, Eurocrypt’99, LNCS 1592
(1999), pp.206–222, extended in cite-
seer/231623.html, 2003-06-11.

[3] J. Ding, D. Schmidt, Rainbow, a
new multivariate polynomial signature
scheme, ACNS’05, LNCS 3531 (2005),
pp.164–175.

[4] https://csrc.nist.gov/Projects/

Post-Quantum-Cryptography/

Post-Quantum-Cryptography-Standardization

[5] Z. Peng, S. Tang, Circulant UOV: a new
UOV variant with shorter private key
and faster signature generation, KSII
Transactions on Internet and Informa-
tion Systems, 12 (2018), pp. 1376-1395.

[6] Z. Peng, S. Tang, Circulant Rainbow: A
new Rainbow variant with shorter pri-
vate key and faster signature genera-
tion, IEEE Access 5 (2007), pp. 11877
- 11886.

[7] A. Kipnis, A. Shamir, Cryptanalysis of
the oil and vinegar signature scheme,
Crypto’98, LNCS 1462 (1998), pp.257–
267.

[8] I. Kra, S. R. Simanca, On circulant ma-
trices, Notices AMS, 59 (2012), pp. 368-
377.

492
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1 Introduction

代数幾何学とその関連分野において，特殊な
代数多様体の探索・決定は古くから重要な研究
課題である．特に，超特別曲線と呼ばれる代数
曲線は，曲線やアーベル多様体全体のなす空間
（モジュライ空間）の構造を調べる手がかりと
なるだけでなく，暗号・符号分野などにおいて
最適な曲線パラメータとしても活用されうる．
本研究では，超特別曲線の探索・決定問題を計
算問題に帰着させ，代数学・数論およびその応
用全般における様々な計算技法を用いることで，
計算問題の解決を目指す．
以下では特に断らない限り，曲線といえば 1

次元の非特異射影代数多様体を意味する．標数
p > 0 の体 K 上の代数曲線 C が超特別曲線
(superspecial curve)であるとは，K 上のあ
る超特異楕円曲線 E が存在して，代数閉包 K

上で J(C) ∼= Eg が成り立つことである．ここ
で J(C)，g はそれぞれ代数曲線 C の Jacobi

多様体，種数を表す．以降，K = Fq（元数 q

の有限体）とする．ここで q は K の標数 p の
冪である．このとき，次のような問題が考えら
れる：

問題 1 (有限体上の超特別曲線の決定問題) 与
えられた (g, q) に対して，有限体 K = Fq 上
の種数 g の超特別曲線は存在するか．存在す
るならば，K（または K）上の同型類を全て列
挙せよ．

種数 g が 3以下の場合は，アーベル多様体の
理論を有効に用いることが出来るため，問題 1

に関する多くの先行結果がある（e.g., [3], [4]）．
しかしながら g ≥ 4 では，p や q に関して統
一的な結果は得られていない．種数が g = 4の
場合は，近年の講演者らの研究 [5], [6] によっ
て，いくつかの小さい q に対して問題 1 を解
決することに成功した．
次に考えられるのは g = 5の場合である．先

行研究 [1], [2] によって，超特別曲線が存在す
れば p ≥ 7 であることが示されるが，問題 1

における同型類の列挙に対する一般的な結果は
得られていない．

2 主結果

本研究では，種数 g = 5 の trigonal 曲線の
場合において，問題 1 をある計算問題に帰着
させ，Gröbner基底計算などの計算技法を用い
ることで次の定理 2 – 4 を得た．ここで代数
曲線 C が trigonal であるとは，次数 3 の射
π : C → P1 が存在することである．

定理 2 ([7], Theorem A) 標数 p = 7 にお
いては，種数 g = 5 の trigonal な超特別曲線
は存在しない．

定理 3 ([7], Theorem B) (1) 有限体 F11 上
の種数 g = 5 の trigonal な超特別曲
線は，射影平面 P2 = Proj(F11[x, y, z])

内の特異曲線 C ′ = V (F ) の正規化 C

に F11 上で同型である．ここで F は
F11[x, y, z] の既約 5 次形式であり，

xyz3 + a1x
5 + a2y

5 (a1, a2 ∈ F×
11)

または

(x2 − 2y2)z3 + ax5 + bx4y + (9a)x3y2

+(4b)x2y3 + (9a)xy4 + (3b)y5(
(a, b) ∈ F2

11 ∖ {(0, 0)}
)

のいずれかの形である．
(2) (1) における超特別曲線 C の F11（resp.

F11）上の同型類は 4 個（resp. 1 個）で
ある．

定理 4 ([7], Theorem C) 有限体 F13 上の種
数 g = 5 の trigonal な超特別曲線は存在し
ない．

定理 3 (2) における超特別曲線の各同型類の
代表元 C について，特異モデル C ′ の定義多
項式 F を得ているが，ここでは省略している．

3 証明のアイデア（計算問題への帰着）

まず，次の補題 5 によって，種数 g = 5 の
trigonal 曲線のモデルを与える．

補題 5 ([7], Lemma 2.2.1) 有限体 K = Fq

上の種数 g = 5 の trigonal 曲線 C は，射影
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平面 P2 = Proj(K[x, y, z]) 内の特異 5 次曲線
C ′ = V (F ) の正規化に K 上で同型である．こ
こで，F は K[x, y, z] の既約 5 次形式である．
また，C ′ の特異点はただ 1 つであり, それは
重複度 2 の K 有理点 [0 : 0 : 1] である．さら
に，次が成り立つ：

(1) 特異曲線 C ′ が [0 : 0 : 1] において節点
(node) を持つとき，F = xyz3 + f また
は F = (x2−ϵy2)z3+f (ϵ ∈ K∖(K×)2)

の形である．ただし，5 次形式 f に現れ
るどの項も z3 で割り切れない．

(2) 特異曲線 C ′ が [0 : 0 : 1] において尖点
(cusp) を持つとき，F = x2z3 + f の形
である．ただし，5 次形式 f に現れるど
の項も z3 で割り切れず，かつ y3z2 の係
数は 0 でない．

逆に，(1) や (2) における既約 5 次形式 F に
対して, V (F ) の正規化は種数 5 の trigonal 曲
線である．

次に，種数 5の trigonal曲線が superspecial

であることの判定法を与える．ここでは簡単の
ため，補題 5 における (1) F = xyz3 + f また
は (2) F = x2z3 + f の場合のみ取り扱う．(1)

F = (x2 − ϵy2)z3 + f の場合における判定法
については，[7, 2.2節] で与えている．定義方
程式が与えられている非特異曲線について，そ
の超特別性を判定する方法は先行研究 [5], [6]

において提案されている．しかしながら今の場
合，C は特異曲線 C ′ の正規化であるので，こ
れらの手法を適用できないことに注意する．

命題 6 ([7], Corollary 2.3.2) 記号は補題 5

のものとし，F = xyz3+f または F = x2z3+f

の形とする．特異曲線 C ′ = V (F ) ⊂ P2 の正規
化 C が超特別曲線であることの必要十分条件
は，F p−1 における次の 25 個の単項式の係数
が全て 0 になることである：xpi−i′ypj−j′zpk−k′

（ただし (i, j, k) および (i′, j′, k′) は (3, 1, 1)，
(1, 3, 1)，(2, 2, 1)，(2, 1, 2)，(1, 2, 2) のいずれ
かである）．

いま，補題 5 と 命題 6 によって，種数 5 の
trigonal曲線の場合における問題 1は計算問題
に帰着された．具体的には，補題 5 (1), (2) の
形の 5 次形式 F ∈ K[x, y, z] の集合 F で次の
1) – 4) を満たすものを求めればよいことがわ
かる：

1) 各 F ∈ F は命題 6 の条件を満たす．
2) 各 F ∈ F は K 上で既約である．
3) 各 F ∈ F に対して，V (F ) は [0 : 0 : 1]

をただ 1 つの特異点に持つ．
4) 集合 F の相異なる元の組 (F1, F2) に対
して，V (F1) と V (F2) の正規化をそれ
ぞれ C1，C2 とする．このとき，C1 と
C2 は K 上で同型でない．

講演では，上記 1) – 4) を満たす F を求め
るための具体的な計算戦略・効率化や，得られ
る超特別曲線の自己同型群などについて概説す
る予定である．
なお，本研究でこれまでに得られた超特別曲

線は，第一著者のホームページにデータベース
として公開されている（URLについては，紙面
の都合上，本予稿ではなく講演中に紹介する）．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP17K05196の助
成を受けたものです．
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De Sitter時空におけるKlein-Gordon方程式の解の伝播について

土屋 拓也 1, 中村 誠 2

1 早稲田大学，2 山形大学
e-mail : t-tsuchiya@aoni.waseda.jp

1 概要

曲がった時空中においては, 偏微分作用素が
時空の影響を受けるため発展方程式がその時空
の曲がり具合の影響を受ける. De Sitter時空
はEinstein方程式の厳密解の一つで, 曲がった
時空を表し, 宇宙初期のインフレーションを記
述する時空であると考えられている. この時空
において, 相対論的波動方程式として最も簡単
な発展方程式の 1つであるKlein-Gordon 方程
式を例としてその挙動を調べることで, 時空の
変化が発展方程式にどのような影響を与えるの
かを考察する. 理論的 (解析的)な研究として
[1, 2, 3]y などがあるが, 実際には非線形偏微分
方程式である対象のKlein-Gordon方程式を詳
細に調べることは困難であり, 数値計算による
定量評価が必要だと考えられる. 今回, [4]の続
きとして, 波形の伝播が空間膨張の値 (符号)に
よりどのように変化を受けるのかを考察する.

2 De Sitter時空中でのKlein-Gordon

方程式

De Sitter時空中における,ポテンシャル V ′(ϕ)

をもつスカラー場 ϕの n次元Klein-Gordon方
程式は

∂2t ϕ+ nH∂tϕ− c2e−2Ht(∂i∂
iϕ) + V ′(ϕ) = 0.

(1)

となる. ここで, c は光速を表す. また, H は
Hubble定数とよばれ, H > 0 では空間の膨張
をH < 0では空間の収縮を表す. この方程式の
Hamilton関数は ψ を ϕ の共役運動量として

H =
1

2
c2e−nHtψ2 +

1

2
e(n−2)Htδij(∂iϕ)(∂jϕ)

+ V (ϕ), (2)

で与えられる. 次で定まる量

HC =

∫
Hdnx, (3)

は平坦な時空 (H = 0)においては保存量となっ
ている. そのため, HC が初期値から変化しな

いことが数値計算が成功するための 1つの必要
条件と考えることができる. 平坦でない時空
(H ̸= 0)においては上記 HC は保存量とはな
らないため, その代わりとして

H̃C ≡ HC −
∫
∂tHCdt, (4)

を数値計算が成功したと判断する 1つの必要条
件と考えることにする.

3 数値計算

以下, n = 3 のときにおいて非線形項を

V (ϕ) =
c2

2
e3Htϕ2 +

λ

p+ 1
e3Ht|ϕ|p+1

として初期値を

ϕ(x) = A cos(2πx), (0 ≤ x ≤ 1) (5)

ϕ̇(x) = 2πA sin(2πx), (0 ≤ x ≤ 1) (6)

とした [5].

平坦な時空 (H = 0)における HC の数値結
果は次のものである.

400

600

800

1000
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H
C

Time

p = 2

p = 3

p = 4

p = 5

p = 6

図 1. H = 0, λ = 1, A = 4 のときの HC の値.

この結果から, 上記の線がすべて水平である
ことから HC が初期から変化していないこと
がわかり, 数値計算自体は成功していると判断
する. このときの波形 ϕ は p = 5 の場合が以
下の通りである.
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図 2. H = 0, λ = 1, A = 4, p = 5 のときの波形 ϕ.

t = 500 以降では振動が生じ, 波形が崩れて
いることがわかる.

膨張する時空における H̃C の数値結果は次の
ものである (膨張する場合は HC が理論上保存
量とならないため, 代わりに保存量となる H̃C

を用いている).
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図 3. H = 10−3, λ = 1, A = 4 のときの H̃C の値.

この結果から, 上記の線がすべて水平である
ことから H̃C が初期から変化していないこと
がわかり, 数値計算自体は成功していると判断
する. このときの波形 ϕ は p = 5 の場合が以
下の通りである.
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図 4. H = 10−3, λ = 1, A = 4, p = 5 のときの波形 ϕ.

H = 0 の場合の波形と比べると, 振動は生じ
ておらず計算が安定化していることがわかる.

これらの結果から, H の増加は波形に安定性を
与えることが示唆され, H < 0 の収縮する場合
では波形が崩れ不安定化し, blowupする結果
が予想される. 講演では, H < 0 の結果を含め
た波形を紹介し, 宇宙の膨張収縮と発展方程式
の初期値問題の関連性について議論する予定で
ある.
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非局所境界条件にむだ時間を含む双曲型システムに対する状態推定
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1 概要

本講演では，非局所境界条件にむだ時間要素
をもつ 1 階双曲型システムに対し，オブザー
バ構成法を述べる．たとえば，線形化された
Kermack-McKendrick モデルにおいて潜伏期
間を考慮したモデルは，このクラスの双曲型方
程式に含まれる．偏微分方程式に対するバック
ステッピング法を用いて，無限次元のオブザー
バが設計できることを示す．

2 はじめに

本講演では，遅延フィードバックを有する 1

階双曲型偏微分方程式をとりあげる．これは，
偏微分方程式の状態 u(t, x)に対して，空間全
体にわたって重み付けされた積分値が，ある遅
延時間を経て境界にフィードバックされるよう
な偏微分方程式である．ここでの目的は，区間
[0, L]を空間領域としたときの x = Lでの値，
すなわちu(t, L)のデータのみを使って，u(t, x)
(0 ≤ x ≤ L)を推定するようなオブザーバを設
計することである．
オブザーバの設計にはバックステッピング法

を用いる．一般に，偏微分方程式で記述される
システムに対してオブザーバを設計するために
は，システムの固有値・固有関数に関する情報
が必要であるが，ここで扱う 1階双曲型システ
ムに対してはそれらを求めることは困難である．
それに対して，M. Krsticらは 2000年代半ばに
それらの情報を必要としないバックステッピン
グ法を用い，誤差システムを安定化させるバッ
クステッピングオブザーバを提案した．
　ここでは遅延フィードバックを有する 1階双
曲型偏微分方程式について考える．境界条件に
含まれるむだ時間要素を輸送方程式で置き換
え，結合双曲型偏微分方程式の形で書き表す．
そして，バックステッピング法を用い，任意の
初期値に対して誤差システムが漸近安定になる
ようなオブザーバゲインを求める．最後に数値
実験を通して，元の一階双曲型システムが安定，
不安定のそれぞれの場合に対して，オブザーバ
として正しく機能しているかどうか検証する．

3 バックステッピングオブザーバ

以下の 1階双曲型システムを考える．
ut(t, x) = −ux(t, x)− γ(x)u(t, x)

u(t, 0) =

∫ L

0
β̃(x)u(t− τ, x)dx

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, L]

(1)

ここで，β̃(x) := S0β(x)であり，τ > 0はむ
だ時間である．特に γ ∈ C[0, L], β ∈ C1[0, L],

β(0) = 0を仮定する． (1)は次の結合双曲型偏
微分方程式と等価である．

ut(t, x) = −ux(t, x)− γ(x)u(t, x)

u(t, 0) = v(t, 0), x ∈ (0, L)

vt(t, x) = vx(t, x)

v(t, τ) =

∫ L

0
β̃(x)u(t, x)dx, x ∈ (0, τ)

(2)

(2)の状態 u(t, x)を推定するために以下の方程
式を考える．

ût(t, x) = −ûx(t, x)− γ(x)û(t, x)

+g(x){u(t, L)− û(t, L)}
û(t, 0) = v̂(t, 0), x ∈ (0, L)

v̂t(t, x) = v̂x(t, x)

+h(x){u(t, L)− û(t, L)}

v̂(t, τ) =

∫ L

0
β̃(x)û(t, x)dx, x ∈ (0, τ)

(3)

ũ := u− û，ṽ := v − v̂とおくと，(2)，(3)か
ら誤差システムは以下のように表される．

ũt(t, x) = −ũx(t, x)− γ(x)ũ(t, x)

−g(x)ũ(t, L)

ũ(t, 0) = ṽ(t, 0), x ∈ (0, L)

ṽt(t, x) = ṽx(t, x)− h(x)ũ(t, L)

ṽ(t, τ) =

∫ L

0
β̃(x)ũ(t, x)dx, x ∈ (0, τ)

(4)

バックステッピング法を用いるため，(4)につ
いて積分変換を

w(t, x) = ṽ(t, x)−
∫ L

0
k(x, y)ũ(t, y)dy (5)

0 ≤ x ≤ τ, 0 ≤ y ≤ L
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と定める．
以下の手順により g(x)と h(x)は求まる．

Step 1.次の偏微分方程式の解 k(x, y)を求め
る．

kx(x, y) = ky(x, y)− γ(y)k(x, y)

k(x, 0) = 0

k(τ, y) = β̃(y)

(6)

Step 2. 次の偏微分方程式が漸近安定となる
ように g(x)を決定する．

ũt(t, x) = −ũx(t, x)− γ(x)ũ(t, x)

−g(x)ũ(t, L)

ũ(t, 0) =

∫ L

0
k(0, y)ũ(t, y)dy

(7)

Step 3. 次の式を用い，ゲイン h(x)を求める．

h(x) = k(x, L) +

∫ L

0
k(x, y)g(y)dy (8)

4 数値実験

L = 3，τ = 0.25L = 0.75，γ(x) = C(定数)，
β̃(x) = x(L−x)を与え，g(x)，h(x)を求める．
この場合，途中で esτ の逆ラプラス変換を行う
必要があるので，esτ をテイラー展開し近似解
を得た．Fig.4-1と Fig.4-2は，C = 0.2 (シス
テムが不安定)としたときの g(x)，h(x)のグラ
フである．gn(x)と hn(x)はそれぞれ，esτ のテ
イラー展開を n次で打ち切って近似したときの
g(x)，h(x)の値を示している．Fig.4-3の数値
実験には g3(x)，h3(x)を用いた．Fig.4-4につ
いても同様にゲインを求め，数値実験を行った．
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Fig.4-1: gn(x)(n = 1, 2, 3, 4, 5).
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Fig.4-2: hn(x)(n = 1, 2, 3, 4, 5).

Fig.4-3とFig.4-4は，それぞれ，C = 0.2 (シ
ステムが不安定)のとき，C = 2.0 (システムが

安定)のときの，真の値と推定値の誤差のグラ
フである．いずれの場合も (3)式がオブザーバ
として正しく機能していることがわかる．

Fig.4-3: u(t, x)− û(t, x)(0 ≤ t ≤ 4.5, 0 ≤ x ≤
3), v(t, x)− v̂(t, x)(0 ≤ t ≤ 4.5, 0 ≤ x ≤ 0.75).

Fig.4-4: u(t, x)− û(t, x)(0 ≤ t ≤ 4.5, 0 ≤ x ≤
3), v(t, x)− v̂(t, x)(0 ≤ t ≤ 4.5, 0 ≤ x ≤ 0.75).
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Voronoi 格子上における離散 Green-Gauss 公式を介した離散変分とそ
の応用
降籏 大介
大阪大学サイバーメディアセンター
e-mail : furihata@cmc.osaka-u.ac.jp

1 概要
偏微分方程式の数値解析における構造保存

数値解法の重要な一つのポイントは、1次元問
題ならば部分積分、多次元問題ならば Green–

Gauss 則の離散化にある．なぜならこの公式
は、局所的操作たる微分と大域的操作の積分を
つなぐことで、実際の多くの実問題で登場する
エネルギーなどの汎関数に対する関数での ”変
分” という概念を成立させる数学的な「要」と
なっているからである．
しかし、対象空間領域が多次元の場合、非直

交、非構造格子に基づいてこの Green–Gauss

則を離散化することは数学的に大変困難である．
これは、そのままでは、構造保存数値解法にお
いては参照点配置が直交格子点に限定されてし
まうという、大変強い制限を意味する．
これまでこの困難に対しては対象領域を直方

領域に写像する手法 (Yaguchi [1])や有限要素
法に基づく手法 (Matsuo [2])などのアプロー
チが存在するが、本研究は空間領域に対して
Voronoi格子に基づいて有限差分・体積法的な
離散近似を行い、その上に離散 Green–Gauss

則を見出す手法をとる．
この手法についてはいままでもいくつかシン

プルかつ美しい離散 Green–Gauss 則を見出し
てそれらを応用することで構造保存数値解法を
設計してきたが、格子を一種類しか用いない、
つまり、反変基底と共変基底の区別をしない議
論に基づいていたため、共変基底と反変基底が
同時に登場する Green–Gauss 則の離散化にお
いて数学的に歪な形式になっている不自然さが
否めなかった．
この状況に対し、Voronoi格子に対する対の

格子 (共変微分/反変基底をのせるための格子な
ので、反変格子と呼んでおく)を Voronoi格子
の edge から自然に導かれる菱形格子にとるこ
とで数学的に大変自然な Green–Gauss 則表現
を導出することに成功した．この応用により、
より幅広い問題で変分計算の自然な離散化が
可能になり、構造保存数値解法の設計が可能に

なる．
本講演は、Voronoi格子および反変格子上で

の有限差分/体積法における離散 Green–Gauss

則が大変素直に表現できること、数学的に優れ
た性質を持つこと、その格子上で離散変分計算
が自然に導出されること等を示し、そしてその
応用として、離散変分導関数法という構造数値
解法が成立することを示すものである．

2 Voronoi格子上での差分・有限体積作
用素
まず、Voronoi格子点の集合を {x1,x2, · · ·}

とし、格子点 xi による Voronoi領域を Ωi と
しよう．そして Ωi と Ωj が隣接しているとき、
接境界面 ∂Ω(i, j)の大きさを rij = |Ωi ∩ Ωj |,
格子点間距離を lij = ∥xi − xj∥ とする．この
ときVoronoi領域 Ωi の境界上外向き単位法線
ベクトル nij に対し、単純であるが重要な関係
式として

nij =
xj − xi

lij
(1)

が成り立つ．この式は離散微分作用素の優れた
数学的性質を支える本質的なものである．
そして、Voronoi格子点 x∗ の隣接点添字集

合を Ni として、Voronoi格子上で、一般にス
カラー関数 ϕ(x) を考えよう．このとき、たと
えば Voronoi格子上で離散 Laplacian を次の
ように定義する．

∆d ϕ(xi) =
1

|Ωi|
∑
j∈Ni

(
ϕ(xj)− ϕ(xi)

lij

)
rij .

なお、「格子上で」定義されるということはこ
れは格子による区分定数関数であることに注意
しておこう．
この定義は数学的に自然で、線形関数に対し

て正しくゼロを返す、良い性質を持っている．
なお、この性質は格子が Voronoi格子であるこ
とに由来するため、他の非構造格子では一般に
成り立たない．
そして、勾配等を乗せるための反変格子につ

いて定義しよう．まず、接境界面 ∂Ω(i, j) を考
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える．そして、この隣接する Voronoi母点 xi,

xj と接境界面 ∂Ω(i, j) の頂点の凸包から構成
される領域を Voronoi反変領域 Ω(i,j) と定義
する (この全体を Voronoi反変格子と呼んでお
こう)．
この定義に基づいて、例えばスカラー関数

ϕ(x) に対する離散勾配を Voronoi 反変領域
Ω(i,j) 上で次のように定義する (ただし、Ω(i,j)

に含まれる Voronoi母点を xi,xj として)．

gradd ϕ|Ω(i,j) =

{
ϕ(xj)− ϕ(xi)

lij

}
nij .

このように、取り扱う変数の共変、反変性に
応じてふたつの格子を適切に選択することで、
(以下のように)より自然な離散化が可能になる．

3 Voronoi格子上の Green–Gauss 則
例として Voronoi格子と Voronoi反変格子

の上に見出される Green–Gauss 則を一つ紹介
しておこう．まず、領域 Ω ∈ Rn と Voronoi

母点 {xi} に対して PΩ = { i | xi ∈ Ω}, PΩ =

{ (i, j) | i, j ∈ PΩ, j ∈ Ni}, ∂Ω = { (i, j) | i ∈
PΩ, j ∈ Ni, j /∈ PΩ} と定義しておく．
定理 1 (Voronoi共変・反変格子上 Green–Gauss 則)

上記の領域 Ω ∈ Rn を考える．このとき、Voronoi
格子上の関数 f, h の値 fi = f(xi), hi = h(xi)

に対して次の式が成り立つ．∑
i∈PΩ

fi∆d hi |Ωi|

= −
∑

(i,j)∈PΩ

graddf |Ω(i,j) graddh|Ω(i,j) n|Ω(i,j)|

−1

2

∑
(i,j)∈∂Ω

graddf |Ω(i,j) graddh|Ω(i,j) n|Ω(i,j)|

+
∑

(i,j)∈∂Ω

(
fi + fj

2

)(
hj − hi

lij

)
rij .

面白いことに、この式の右辺の第 1項 +第
2項は定義域が 1次元のときの積分近似式であ
る台形則の多次元版に相当しており、素直な一
般化になっていることが理解される．
なお、上記の Green–Gauss 則の証明は容易

で、格子点添字の数え方を操作するだけである．

4 Voronoi格子上の DVDM

差分作用素とそれらに関する Green–Gauss

則が存在すれば DVDM が適用できるため、例
として Cahn–Hilliard方程式に対して Voronoi

格子上で DVDM を適用してみよう．たとえば
離散ポテンシャル汎関数を

P (u)i =
1

2
p u2i +

1

4
r u4i ,

D(u)i,j = −1

2
q graddu|Ω(i,j) graddu|Ω(i,j)

によって∑
i∈IN

P (u)i|Ωi|

+

 ∑
(i,j)∈PΩ

+
1

2

∑
(i,j)∈∂Ω

D(u)i,jn|Ω(i,j)|

と定義すると、離散変分導関数が先の定理の
Green–Gauss 則に基いて

δGd

δ(u, v) i
= p

ui + vi
2

+ r
u3i + u2i vi + uiv

2
i + v3i

4

+ q∆d

(
u+ v

2

)
i

と計算でき、構造保存な数値スキームが

u
(m+1)
i − u

(m)
i

∆t
= ∆d

(
δGd

δ(u(m+1), u(m))

)
i

として得られ、これによって構造保存な数値計
算が可能になる．ただし、u

(m)
i は Voronoi領

域 Ωi 上の時間ステップ m での関数 u(x, t) の
近似値である．
当日の講演ではこれらの内容およびその証

明、数値計算結果等を示す．
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量子ḡḣḰṊᷥ理論的ᷡ最適制御問題ᷢᷛᶻᷝ研究

王全芳1

1香港中文大学ὣ 機械ᷟ自動化系
e-mail: quanfangwang@hotmail.com

1 概要

量子ḡḣḰṊᷦ放物型ᷥ系ᷞ記述᷌ḃḂ偏微分方程式
ᷡᷥᷞὣ᷊ᷥ講演᷊ᷦḃḀᷥ非線型系ᷥ最適制御ḉ考ᶿḂὥ
量子ḡḣḰṊᷥ理論的ᷡ制御ᷥ᷶ḉ取ḁ扱ᶽ᷐᷊ᷟᷢḂὥᷛ
᷵ḁὣ変分法ᷥ方法ᷞᴖ複数ᷥ関数空間ᷞὣ 弱解ᷟ最適解
ᷥ存在性ᷟ一意性ḉ証明᷐Ḃ᷹ᷛḁ᷐ᷞὥ 特ᷢὣ 具体的ᷡ
方程式ᷥ例ḉ挙᷉ᷝὣ ᷊ḃḀᷥ制御問題ḉ解決ᷞ᷄Ḃ᷊ᷟ
ḉ示᷐᷎᷵ὥ 物理分野ᷟ違ᷚᷝὣ 応用数学ᷥ立場ᷞὣ 量子
ḡḣḰṊᷥ最適制御問題ḉ解᷊᷆ᷟᷦ理論的ᷢ実現᷎ᷝ見
ᶻ᷐᷎ᷗ᷵ὥ ᷌Ḁᷢὣ 今᷊᷵ᷞᷥ研究方向ᷞ得Ḁḃᷖᶻ᷆ᷛ
ᷥ結果ḉ報告᷌᷒ᷝᶻᷖᷗ᷄ᷖᶻ᷐ᷞὥ

2 量子ḡḣḰṊᷥ紹介

量子ḡḣḰṊᷥ研究ᷦ各分野᷿ᷞ᷆考ᶿḀḃ᷎᷵ᷖὥ
例ᶿᷧὣ 物理ᷟ化学ᷥ領域ᷞὣ ᷖ᷆᷌Ḋᷥ研究機構ᷟ研
究者ᷖᷘὣ ᶻḄᶻḄ᷂ᷥᷖᷘᷥ量子実験ḉ行ᶻ᷎᷵ᷝὣ ᷐
ᷧḀ᷎ᶻ結果ḉ得Ḁḃ᷎᷵ᷖὥ ᷊ᷔᷞᴖ我ᴦᷦ興味ᶹḂᷥ
ᷦ湯川秀樹先生ᷥ素粒子ᷢ関᷐Ḃ量子ḡḣḰṊᷥ最適
制御問題ᷞᶹḂὥ ᷵᷑ὣ ᷊ᷥ問題ᷥ物理Ṍḱṕḉ紹介᷐
Ḃὥ 空間R3ᷢ᷁ᶻᷝὣ n+m個素粒子 Ὗn個核子ψiὣ
m個中間子ϕjὠᷢ支配᷌ḃḂᾐᾬᾢᾘᾮᾘ相互作用᷿ᷢḂ量
子ḡḣḰṊḉ考ᶿḂὟᾚᾝὥ ᾒὨᾔὠὥ 仮定Ωḉ座標変数x =
(x1, x2, x3)ᷥ属᷐Ḃ空間集合᷎ᷟᷝὣ Ω ∈ R3 ᷦ有界
ᷡ開集合ᷞᶹḂὥ 時間t ∈ [0, T ] ᷂ᷛT > 0ὣQ =
(0, T )× Ωᷟ記᷐ὥ n+m個素粒子ᷥ波動関数ᷦ
ᾂᾣᾜᾠᾥὤᾦᾩᾛᾦᾥὤᾊᾚᾟᾩᾦᾛᾠᾥᾞᾜᾩ連立方程式ᷞ表᷐

iℏ
n∑

i=1

ψi
t +

ℏ2

2M

n∑
i=1

ψi
xx + iα

n∑
i=1

ψi

+g

n∑
i=1

m∑
j=1

ϕjψi + e
n∑

i=1

uψi = 0,

1

c2

m∑
j=1

ϕjtt −
m∑
j=1

ϕjxx +
(m0c

ℏ

)2
m∑
j=1

ϕj

+γ

m∑
j=1

ϕjt = g

n∑
i=1

|ψi|2 + e′
m∑
j=1

vϕj ,

(ψi, ϕj , ϕjt )
∣∣
t=0

= (ψi
0, ϕ

j
0, ϕ

j
1),

(1)

᷊᷊ᷞὣ ℏᷦὟᾩᾜᾛᾬᾚᾜᾛὠᾇᾣᾘᾥᾚᾢ定数ὥ ᾄᷦ核子ᷥ質量ᷞᶹ
ḁὣm0ᷦ中間子ᷥ質量ᷞᶹḂὥ ᷊ᷔᷞὣ ᾚᷦ光ᷥ速度ὣ iᷦ
複素空間Cᷥ虚部ᷥ単位ᷞᶹḂὥα, γᷦ正値ᷥ定数ᷞὣ
拡散係数ᷟ衰減係数ᷟᷡḁ᷐᷵ὥ 複素関数ψi(t,x)ᷦi番

目ᷥ核子ᷥ確率密度ḉ表᷐ὥ 実関数ϕj(t,x)ᷦj番目中
間子ᷥ確率密度ḉ表᷐ὥ

3 数学ᷥ定式化

仮定Ω ⊂ R3,x = (x1, x2, x3)∈ Ω, 実関数
ϕj(t,x)ᷢ対᷎ᷝὣ 二ᷛᷥṂṕṃḲ空間H = L2(Ω)ᷟ
V = H1

0 (Ω)ḉ通常ᷥḸṕṊᷟ内積ᷞ定義᷐ḂὟᾚᾝὥᾒὩᾔὠὥ
ᷔᷥ埋᷸込ᷦ᷶ᾜᾣᾝᾘᾥᾛ空間V ↪→ H ↪→ V ′ᷟᷡḁὣ 連
続ὣ稠密᷂ᷛḝṝḻḙḲᷞᶹḂὥ複素関数ψi(t,x)ᷢ対᷎ᷝὣ
L2(Ω)ᷟH1

0 (Ω)ᷢ対応᷐Ḃ二ᷛᷥ複素関数空間L2(Ω)
ᷟH1

0(Ω)ḉ定義᷐Ḃὥ
L2(Ω) = {ψi|ψi = ψi

1+ iψi
2, ψ

i
1, ψ

i
2 ∈ L2(Ω)}.

ᷔᷥ内積 (ψi, ϕj)L2(Ω)

= ((ψi
1, ϕ

j
1)L2(Ω) + (ψi

2, ϕ
j
2)L2(Ω))

+i((ψi
2, ϕ

j
1)L2(Ω) − (ψi

1, ϕ
j
2)L2(Ω)).

ḸṕṊᷦ∥ψi∥L2(Ω) = (∥ψi
1∥2L2(Ω) + ∥ψi

2∥2L2(Ω))
1
2

ᷞ与ᶿḂὥ 定義
H1

0(Ω) = {ψi|ψi = ψi
1+iψi

2, ψ
i
1, ψ

i
2 ∈ H1

0 (Ω)}.
内積 (ψi, ϕj)H1

0(Ω)=(ψ
i
1, ϕ

j
1)H1

0 (Ω)+(ψ
i
2, ϕ

j
2)H1

0 (Ω).

᷊ᷥ内積᷿ᷢḂ誘導᷌ḃᷖḸṕṊᷦ

∥ψi∥H1
0(Ω) = (∥ψi

1∥2H1
0 (Ω) + ∥ψi

2∥2H1
0 (Ω))

1
2 .

同᷏᷆ὣ ὟV,Hὠᷦᾜᾣᾝᾘᾥᾛ複素空間V ↪→ H ↪→
V′ὣ ᷔᷥ埋᷸込ᷦ᷶複素位相ᷞ連続ὣ稠密᷂ᷛḝṝḻḙḲ
ᷞᶹḂὥ ᷛ᷅ᷦὣ ψ = (ψ1, ψ2, · · · , ψn)ᷟϕ =
(ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm)ḉ記᷐ὥ

定義 Ὠ ᾒ解空間ᾔ 波動関数(ψ(u),ϕ(u))ᷢ対᷎ᷝὣ
次᷿ᷥᶽᷢ定義᷌ḃḂ一ᷛᷥ空間ᷦ解空間ᷞᶹḂᴛ

W (0, T ) ={(ψ,ϕ)|ψ ∈ Vn,ψ′ ∈ V′n,

ϕ ∈ V m,ϕ′ ∈ Hm,ϕ′′ ∈ V ′m}.

᷎᷹(ψ,ϕ), (ψ̃, ϕ̃),∈W (0, T ), ᷔᷥ内積ᷦ次᷿ᷥᶽ
ᷢ定義᷐Ḃὥ(
(ψ,ϕ), (ψ̃, ϕ̃)

)
= (ψ, ψ̃)V + (ψ′, ψ̃

′
)V′

+(ϕ, ϕ̃)V + (ϕ′, ϕ̃
′
)H + (ϕ′′, ϕ̃

′′
)V ′ .

᷌Ḁᷢὣ ᷔᷥḸṕṊᷦ次᷿ᷥᶽᷢ定義ᷞ᷄Ḃ

∥(ψ,ϕ)∥W (0,T ) =
(
∥ψ∥2L2(0,T ;V) + ∥ψ′∥2L2(0,T ;V′)

+∥ϕ∥2L2(0,T ;V )+∥ϕ
′∥2L2(0,T ;H)+∥ϕ

′′∥2L2(0,T ;V ′)

) 1
2
.

1
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᷎ᷖ᷃ᷚᷝὣW (0, T ) ᷦṂṕṃḲ空間ᷢᷡḂὥ

定義 Ὡ ᾒ弱解ᾔ ᷎᷹関数(ψ(u),ϕ(u))ᷦW (0, T ) ᷢ
属᷎ᷝὣ ᷂ᷛ次ᷥ弱形式ḉ満᷐ᷖ場合ὣ (ψ(u),ϕ(u))
ᷦᾂᾣᾜᾠᾥὤᾦᾩᾛᾦᾥὤᾊᾚᾟᾩᾦᾛᾠᾥᾞᾜᾩ方程式ὟὨὠᷥ弱解ᷟ呼ᷧ
ḃḂ

∫ T

0

∫
Ω
[−iℏψµt −

ℏ2

2M
ψxµx + αψµ+ gϕψµ

+euψµ]dxdt =

∫
Ω
iℏψ0µ(0) dx,∫ T

0

∫
Ω
[
1

c2
ϕνtt + ϕxνx + (

m0c

ℏ
)2ϕν + βϕtν

−g|ψ|2ν−evϕν]dxdt =
∫
Ω
ϕ1ν(0)−ϕ0νt(0)dx,

∀µ ∈ C1(0, T ;Vn),∀ν ∈ C2(0, T ;V m)

(2)
任意ᷥµ(T ) = 0, ν(T ) = νt(T ) = 0ᷢ対᷎ᷝὣ ᷲ
ᷟḊ᷐ᷠᷰᷞᷥ所t ∈ [0, T ]ᷞ成ḁ立ᷛὥ

定理 Ὢ ᾒ弱解ᷥ存在性ᾔ仮定ψ0 ∈ Vn,ϕ0 ∈ V m ᷟ
ϕ1 ∈ Hm᷃与ᶿḀḃᷧὣ ᾂᾣᾜᾠᾥὤᾦᾩᾛᾦᾥὤᾊᾚᾟᾩᾦᾛᾠᾥᾞᾜᾩ
量子ḡḣḰṊ(1)ᷦ一意ᷡ弱解(ψ,ϕ)᷃存在᷐Ḃὥ

4 理論制御問題

仮定制御変数uᷥ空間ḉU = V2 = L2(0, T )2ᷟ表᷐ὥ
UadᷦUᷢ含᷵ḃḂ閉凸ᷡ許容集合᷐ᷟḂὥ ᾂὤὤᾊ量子
制御系ὟὨὠᷥḝḣḲ関数J(u)ḉ次᷿ᷥᶽᷢ与ᶿḂὥ

J(u) = ϵ1∥Cψ1f (u)−ψ1target∥2

+ϵ1∥Cψ2f (u)−ψ2target∥2+ϵ1∥Cϕf (u)−ϕtarget∥2

+ϵ2(Nu,u)U , ∀u ∈ Uad, (3)

᷊᷊ᷞὣψtarget = ψ1target+iψ2target ∈ Hnὣϕtarget ∈
Hmᷦ目標状態ὣ ψf (u) = ψ1f (u) + iψ2f (u)ὣ
ϕf (u)ᷦ終点tfᷞᷥ最終観測状態ὥ ϵ1ᷟϵ2ᷦḡḣḰṊ
ḝḣḲᷟ制御ḝḣḲᷥ評価ᷢ重᷶ḉ与ᶿḂ定数ᷞᶹḂὥ
C ∈ L(W (0, T ),H)ᷦ観測作用素ὣN ∈ L(U ,U)
ᷦ対称正値作用素ὣ 詳᷎ᶻ形式ᷦ

(Nu,u)U=(u,Nu)U=(Nu, u)V + (N v, v)V .
定理ᵽ᷂Ḁὣ 任意ᷡu ∈ Uᷢ対᷎ᷝὣ 制御系 ὟὨὠᷦ一ᷛᷥ
解(ψi(u), ϕj(u)) ∈W (0, T )᷃存在᷐Ḃ᷊ᷟḉḆ᷂
Ḃὥ 非線形写像u→ (ψ,ϕ) : U →W (0, T )ᷦ制御
空間᷂Ḁ解空間ᷯᷥ連続写像ᷢᷡḂὥ
最適制御ᷟᶻᶽᷥᷦὣ Uadᷢ᷁ᶻᷝὣ ḝḣḲ関数J(u)ḉ

最小ᷟᷡḂuḉ求᷸ὣ ᷔᷥuᷥ特徴ḉ見ᶻ出᷐᷊ᷟᷞᶹḂὥ
᷐ᷡḆᷘὣ 次ᷥᷥ二ᷛᷥ問題ḉ分᷈ᷝ考ᶿḂὥ

ᵻ番目ᷦḝḣḲJ(u∗) = inf
u∈Uad

J(u)ḉ満᷐ᷖ

最適制御u∗ = (u∗, v∗)ḉ求᷸Ḃὥ
ᵼ番目ᷦu∗ḉ特徴ᷜ᷈ḀḃḂὥ

᷊᷿ᷥᶽᷡu∗ᷦ制御系ὟὨὠᷥ最適制御ᷟ呼ᷧḃḂὥ

定理 Ὣ ᾒ最適制御ᷥ存在性ᾔ仮定ψ0 ∈ Vn,ϕ0 ∈ V m

ᷟϕ1 ∈ Hm᷃与ᶿḀḃᷧὣ Uadᷦ U ᷥ閉凸ᷡ許容集合

᷐ᷟḂὥ 量子ḡḣḰṊ(1)ᷦḝḣḲ関数 (3)ᷢ対᷎ᷝὣ少ᷡ᷆
᷹ᷟ一ᷛᷥ最適制御u∗ = (u∗, v∗)᷃存在᷐Ḃὥ

定理 Ὤ ᾒὼᾬᾣᾜᾩὤᾃᾘᾞᾩᾘᾥᾞᾜ最適化ḡḣḰṊᾔ仮定ψ0 ∈
Vn,ϕ0 ∈ V mᷟϕ1 ∈ Hm, Uadᷦ U ᷥ閉凸ᷡ許容集
合᷐ᷟḃᷧὣ量子ḡḣḰṊ(1)ᷦḝḣḲ関数(3)ᷢ対᷐Ḃ最適解
u∗ = (u∗, v∗)ᷦ次ᷥ連立ὼᾬᾣᾜᾩὤᾃᾘᾞᾩᾘᾥᾞᾜḡḣḰṊᷟ
不等式ᷞ特徴付᷈ḀḃḂᴛ

iℏψt +
ℏ2

2M
ψxx + iαψ + gϕψ = eu∗ψ inQ.

1

c2
ϕtt − ϕxx + (

m0c

ℏ
)2ϕ+ βϕt

= g|ψ|2 + ev∗ϕ inQ.
(ψ,ϕ,ϕt)|t=0 = (ψ0,ϕ0,ϕ1) inΩ.

(4)


iℏpt +

ℏ2

2M
pxx + iαp+ gψq+ gϕp = 0 inQ,

1

c2
qtt − qxx + (

m0c

ℏ
)2q+ βqt = 2g|ψ|p inQ,

ip(T ) = C∗Λ(Cψf (u
∗)−ψtarget) inΩ.

q(T ) = 0, qt(T ) = C∗Λ(Cϕf (u
∗)− ϕtarget) inΩ.

(5)

∫
Q
p(u∗)(u−u∗) dxdt++

∫
Q
q(u∗)(u−u∗)dxdt

+(Nu∗,u−u∗)U+ ≥ 0, ∀u=(u, v) ∈ Uad, (6)

᷊᷊ᷞὣ C∗ ∈ L(H,W (0, T ))ᷦCᷥ共役Ὗ随伴ὠ作用素ὣ
Λ ∈ L(H)ᷦH上ᷞᷥ標準同型写像ᷞᶹḂὥ (p,q) ∈
W (0, T ) ᷦ最適状態ḡḣḰṊὟὫὠᷥ随伴ḡḣḰṊὟὬὠᷥ弱解
ᷞᶹḁὣᷔḃᷕḃᷦὟὫὠᷥ弱解(ψ,ϕ) ∈W (0, T )ᷢ対応
᷐Ḃὥ ᷿᷆知ḀḃḂ᷿ᶽᷢὣ ὟὭὠᷦ最適解u∗ = (u∗, v∗)ᷥ
最適必要条件ᷞᶹḂὥ

5 結論

᷊ᷥ研究ᷞᷦὣ 量子制御系ᷥ最適制御問題ḉ調査᷎
᷎᷵ᷖὥ 原子核ᷢ᷁᷈Ḃ核子ᷟ中間子ᷢ表᷐ᾂᾣᾜᾠᾥ
ὤᾦᾩᾛᾦᾥὤᾊᾚᾟᾩᾦᾛᾠᾥᾞᾜᾩ方程式ᷥ例ḉ᷎ᷟᷝὣ 理論ᷥ面ᷞ
ᷥ研究ḉ行ᶻ᷎᷵ᷖὥ 最適解ᷟ最適制御ᷥ存在性ḉ証
明᷎ᷖὥ 量子ḡḣḰṊᷥ将来研究ᷢ᷁ᶻᷝᷦὣ 関連᷐Ḃ
分野ᷟᷥ共同研究ḉ計画᷐Ḃὥ
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統計多様体上の状態空間モデルを用いた発展型ネットワーク解析
小松 瑞果 1, 谷口 隆晴 1,2, 大川 剛直 1,3

1神戸大学大学院システム情報学研究科，2JSTさきがけ，3JST CREST

e-mail : yaguchi@pearl.kobe-u.ac.jp

1 概要
近年のセンサデバイスの発達により，様々な

データが取得できるようになっている．例とし
て，GPSを用いた位置情報の取得など，人や動
物などの行動に関わるデータから，交流の様子
を調べるという研究が行われている．本研究で
は，放牧牛の飼育・管理の負担を，情報・通信技
術を用いて軽減することを目標に，GPSデータ
から作成した，放牧牛の交流の様子を表すネッ
トワークデータの解析を行う．特に，GPSに
よるデータは 5秒間隔で取得できているため，
ネットワークデータも時系列的に得られている．
例えば，図 1に示されているものは，3時間ご
との放牧牛の位置や行動に基づいて作成された
ネットワークである．本研究では，このような
時系列的なネットワークデータに対して，時系
列解析の技術を導入することを目標とする．
時間発展型ネットワークに対する統計モデ

ルとしては，例えば，Temporal Exponential

Random Graph Model (TERGM, [1]) が知ら
れている．これは，Exponential Random Graph

Model (ERGM, [2]) と呼ばれる，静的ネット
ワークに対する指数分布族を，時間発展型ネッ
トワークに拡張したものである．これに対し，
本研究では，時間変化する実数列に対する，古
典的な時系列解析の技術を自然に応用できるよ
うな枠組みの構築を目指す．TERGM のよう
な，ネットワークに特化した方法は，データへ

1

→

2

→

4

→

4

図 1. GPSデータから作成した発展型ネットワークの例

の当てはまりも良いと思われるが，一方で，何
か解析をしたい場合，そのモデルに合わせた解
析法を考案する必要がある．それに対し，古典
的な時系列解析の技術を自然に応用できるよう
なモデルが構築できれば，解析手法の構築や解
析結果の解釈を，古典的なやり方と同様に行う
ことができ，効率的である．そのためには，古
典的な時系列解析で用いられている統計モデル
を，そのまま発展型ネットワークに適用できる
ような枠組みがあれば良い．そこで，本研究で
は，発展型ネットワークに対する状態空間モデ
ルを考える．

2 モデルのアイデアと概要
提案モデルのアイデアは下記のとおりである．

まず，前述の ERGMをはじめとして，静的な
ネットワークに対しては，様々な統計モデルが
既に提案されている．そこで，そのようなモデ
ルを用いた階層型モデルを考える．具体的には，
まず，静的ネットワークに対する統計モデルを
１つ固定し，次に，このモデルのパラメータに
関する状態空間モデルを導入する．
ここで，状態空間モデルはモデルパラメー

タに対して記述される．そのため，モデルパラ
メータの集合に定まる自然な幾何学の下で定
義されることが望ましい．情報幾何学という学
問としてよく知られているように，モデルパラ
メータの集合に対しては，Riemann計量をはじ
め，自然な幾何学的構造が定まる．特に，パラ
メータの集合が定める多様体を統計多様体と呼
ぶ．前述のように，この多様体上にはRiemann

幾何学の構造が入る．他にも，特別な性質を持
つが，それについては [4]などを参照されたい．
本研究では，これらの幾何学的構造を考慮した
モデルを考える．
Riemann多様体上の時系列モデルに関する

既存研究としては，例えば，Xavier らによる
Riemann多様体上の ARモデルが知られてい
る [3]．このモデルのアイデアを，簡単に，下
記に述べる．通常の Rn上のARモデルは，

xk = A1xk−1 + · · ·+Apxk−p + εk
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のような形である．ここで，各Aj は n次正方
行列であり，εkはノイズを表す項である．この
モデルでは，加算や行列演算が用いられており，
このままでは，多様体上のモデルに拡張ができ
ない．これに対し，Xavierらのモデルでは，上
記のモデルが

∆xk = A1∆xk−1 + · · ·+Ap∆xk−p + ε̃k,

xk = xk−1 +∆xk

のような形に書き換えられることに着目する．
上記のモデルは，線形空間上のモデルであるが，
各∆xk は xk または xk−1における接空間の元
であると考えることができる．すなわち，この
形にすることで，∆xk の属する接空間という
線形空間上に時系列モデルを導入し，そのよう
に定められた速度∆xkで xkを動かす，という
モデルが構築できる．このようなモデルであれ
ば，多様体上でも定義可能である．
本研究では，同様の考え方に基づき，Riemann

多様体上の状態空間モデルを考える．線形空間
上の状態空間モデルは

xk = fk(xk, vk), yk = gk(xk, wk)

のような形のモデルである．xkは内部状態を表
す変数であり，yk は観測されたデータを表す．
fk，gkは内部状態の変化や観測プロセスに関す
るモデルであり，vk，wkは，それらに含まれる
確率的な要素を表す．これは，線形空間上で定
義された通常の ARモデルを含んでいる．AR

モデルの場合と同様の考え方に基づくと，モデ
ル化するべきなのは，変化量の動きである．変
化量は接空間上の量であるため，接空間という
線形空間の上でモデル化することにより，線形
空間上のモデルやそれに関する技術について，
自然に拡張できる．特に，確率的な要素につい
ては，正規分布を用いてモデル化する場合が多
い．しかし，多様体上の正規分布は，研究がさ
れてはいるものの煩雑である．例えば，多様体
上の点同士を加算することはできないため，正
規分布のパラメータの一つである，平均の定義
も困難になる [5]．これに対し，接空間上でモ
デルを考えることで，このような煩雑さは解消
される．
いま，時間ステップ kにおけるネットワーク

をNk，モデルのパラメータを θkを書くことに
する．また，パラメータの定める多様体をM
と書く．θk の変化量を∆θk ∈ TθkMとし，vk

を確率的な要素を表す変数とする．時間発展型
ネットワークに対する状態空間モデルを

∆θk = fk(∆θk, vk), θk+1 = Expθk∆θk,

Nk ∼ P(θk)

のように定める．ここでExpθkは指数写像を表
す．これは，直感的には，θkを∆θkの方向に，
測地線にそって時間発展させる写像である．発
表では，特にこのようなモデルのうち，線形で
正規分布型のもの

∆θk = Ak∆θk + εk, θk+1 = Expθk∆θk,

Nk ∼ P(θk).

に対し，パラメータ推定法などについて考察す
る．ただし，εkは確率的要素を表し，正規分布
に従うものとする．
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Benfordの法則に従う分布の構成

小澤 一文 1
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1 はじめに
最近，Benford の法則という統計学の法則が注
目されている．この法則は，数値を広範な分野
から集め科学的表記法で表したとき，先頭の値
が小さい数値ほど高い確率で現れるという統計
学的現象である．最初に天文学者S.Newcomb [1]

によって 1881年に発見され，その後，技術者
F.Benford [2]の調査研究によって確固たる法則
となった．この法則は，科学技術の世界だけで
なく，会計学，経済学など多くの分野に現れ，
また広く応用されているようになった [3]．
Benford の法則は近似的な法則であるが，本

発表では，完全にBenfordの法則に一致するR
+

上の滑らかな確率分布を数値解析の理論を用い
て構成する．

2 Benford の法則
Benford の法則とは，実数値確率変数 X の科
学的表記法 (10進浮動小数点表示)

X = S(X) · 10m,

S(X) = ±d0.d1d2 · · · , m ∈ Z

1 ≤ d0 ≤ 9, 0 ≤ di ≤ 9, (i = 1, 2, . . .)

(1)

において，仮数部 S(X)の先頭桁 d0が d (d =

1, . . . , 9)となる確率が

P ( d0 = d ) = log10((d+ 1)/d) (2)

となる法則である [1, 2]．この確率をヒストグ
ラムで表すと図 1のようになる．
ここでは，この法則を区間 [1, 10)の実数に拡

張した法則 (強Benfordの法則と呼ばれている)

P (1 ≤ S(X) < s ) = log10 s , 1 < s ≤ 10 (3)

を考える．なお，数列 (Xn)に関しては，この
定義の代わりに

lim
N→∞

#{n ≤ N ; 1 ≤ S(Xn) < s}
N

= log10 s

(4)

を採用する．数列 (αn)∞n=1は，log10 α が無理
数のとき Benford の法則に従うことが知られ
ている [4, 5]．

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

図 1. d0 = dとなる確率 (式 (2))

3 Benford の法則に従う確率分布
以下では確率変数Xは正の値とし，底を b (≥ 2)

とする．ここで log bX を整数部Mと小数部F

に分ける：

M = �log bX �, F = {log bX }

これらの記号を用いると，b進科学的表記法は

X = S(X) · bM , S(X) = bF (5)

となる．Benford の法則は確率変数 F が区間
[0, 1)で一様分布することと等価であるから，F
の分布を考察する．
ここで新しい確率変数Y = lnXを導入する．
そうすると，0 < f ≤ 1に対して 0 ≤ F < f と
なる確率は

P (0 ≤ F < f) =

∞∑
m=−∞

P (bm ≤ X < bm+f )

=

∞∑
m=−∞

P (m ln b ≤ Y < (m+ f) ln b)

=

∞∑
m=−∞

∫ (m+f) ln b

m ln b
PY (y) dy (6)

で表される．ここで PY (y) は Y の確率密度関
数とする．次に，式 (6)が項別微分可能と仮定
し，f で微分し F の確率密度関数を PF (f)を
求めると

PF (f) = ln b

∞∑
m=−∞

PY ((m+ f) ln b) (7)
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を得る．これは，刻み幅を h = ln bとしたとき
の積分 ∫ ∞

−∞
PY (y) dy = 1 (8)

の台形近似である．PF (f) ≡ 1となれば Ben-

ford の法則が正確に成り立つので，台形近似
(7)が積分 (8)と一致すれば，仮数部 S(X)の
分布は Benford の法則に完全に一致すること
になる．
区間 (−∞,∞)上の積分と台形近似が等しく

なる関数のクラスおよび刻み幅の条件に関して，
以下の結果が知られている：

定理 1 (Sugihara [6]) C 上で定義された関数
f(z)が，条件

1)

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
f(x) dx

∣∣∣∣ < ∞
2) f(z)はすべての z ∈ Cで正則 (整関数)

3) f(z)は exponential type A (A > 0)

を満たすとき，0 < h < 2π/Aで
∫ ∞

−∞
f(x) dx = h

∞∑
k=−∞

f(kh) (9)

となる．

この 3つの条件を満たす関数として sinc (z)

がある．f(z) = sinc (z)の場合 A = 1となる
ので，0 < h < 2πに対して

h
∞∑

k=−∞
sinc (kh) =

∫ ∞

−∞
sinc (x) dx (= π)

となる．PY (y)は確率密度関数であるから，こ
れら 3つの条件の他に，条件

PY (y) ≥ 0,

∫ ∞

−∞
PY (y) dy = 1

を満たす必要がある．この条件と上の 3つの条
件を満たすものに，例えば

PY (y) =
1

π
· 1− cos y

y2
(10)

PY (y) =
1

π
· sinc (y)2 (11)

などが考えられる．関数 (10)と (11)の場合は，
それぞれA = 1, 2となるので，

0 < h = ln b < 2π, 0 < h = ln b < π

において，それぞれ台形公式が正確な積分値を
与える．すなわち，

1 < b < e2π ≈ 536, 1 < b < eπ ≈ 23.1

という範囲で Benford の法則が正確に成り立
つことになる．こうして得られた PY (y) から

PX(x) = x−1PY (lnx), 0 < x < ∞ (12)

とすれば，PX(x)は仮数が 10進法で Benford

の法則に従うR
+上の滑らかな分布になる．な

お，正規分布，Cauchy分布など既存の連続分
布では，仮数部S(X)がBenfordの法則を満た
さないことが知られている [4]．

4 おわりに
本発表では仮数S(X)がBenfordの法則を満た
すR

+上の滑らかな連続分布を導いた．これら
の分布を用いた乱数の生成法については今後の
課題とする．
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双対平坦空間における次元削減について

熊谷 敦也 1

1日本大学商学部
e-mail : kumagai.atsuya@nihon-u.ac.jp

1 はじめに

主成分分析 (PCA)では，データに含まれる
情報量が次元毎の分散の合計として捉えられ，
これが低次元で最大になるような軸を見出そう
とする．見方を変えれば，等価な方法として，
情報量は重心からの 2乗ユークリッド距離の合
計として表され，内積行列の固有値分解を通し
て低次元での情報量を最大化しようとする古典
的多次元尺度構成法 (cMDS)がある．
ユークリッド距離は点間の離れの程度を表す

が，機械学習等の分野では，より一般化された
ものとして Bregmanダイバージェンスがしば
しば用いられる．Bregmanダイバージェンス
は，2乗ユークリッド距離や Kullback-Leibler

ダイバージェンスなどを特殊な場合として含む．
情報幾何的観点では，Bregmanダイバージェン
スは双対平坦空間を導入する過程で自然に導入
される．
応用例としては，Bregmanダイバージェン

スに基づくクラスタリングが定式化されている
[1]．そこではクラスターの重心に関する性質
が研究されており，これに関連して Bregman

情報量と呼ばれる量が導入されている．Breg-

man情報量はBregmanダイバージェンスの平
均であり，分散や相互情報量といった概念の
一般化であることが指摘されている．一方で
Bregman情報量は，古くから研究されている
Jensen-Shannonダイバージェンスや Burbea-

Raoダイバージェンスと等価であることも指摘
されている [2]．
Bregman情報量が分散の一般化であること
から，これに対応してPCAや cMDSのような
次元削減を考えるのは自然なことである．これ
らの従来の手法の特徴の一つは，元のデータか
ら Gram行列を構成することの容易さである．
PCAや cMDSを双対平坦空間に拡張するにあ
たっての課題として，このような行列をいかに
構成するかという問題が考えられる．本研究の
目的の一つは上記課題を克服し Bregman情報
量に対する次元削減を定式化することである．

2 ダイバージェンスの準局所的記述

ベクトル ηの凸関数 ϕ(η)からルジャンドル
変換 ϕ(η) = θiηi − ψ(θ), θi = ∂ϕ/∂ηi = ∂iϕ,

ηi = ∂ψ/∂θi = ∂iψ によって双対なベクトル θ,

凸関数 ψ(θ)が導入される．Bregmanダイバー
ジェンス dικとその双対なダイバージェンス d∗ικ
が以下によって導入される:

dικ = ϕ(ηι)− ϕ(ηκ)− (ηιi − ηκi )∂
iϕ(ηκ), (1)

d∗ικ = ψ(θι)− ψ(θκ)− (θiι − θiκ)∂iψ(θκ). (2)

これらの間には双対性 d∗ικ = dκιが成り立つ．
双対平坦空間に n個の点 ηι(ι = 1, · · · , n)が
あるとする．ここで，上記とは別の点 η0の周
りでのダイバージェンスの展開を考える．点 ηι

を相対座標 xι = ηι−η0で表すことにする．dικ
を xι, xκを 2次まで展開することで，点 η0の
周りの小さい領域では，dικは 2乗ユークリッ
ド距離 dικ = gij(xιi − xκi )(x

ι
j − xκj )/2と見なせ

る．これはダイバージェンスの接空間近似に相
当するが，次の次数まで展開すると以下を得る
[3]:

dικ =
gij

2
(xιi − xκi )(x

ι
j − xκj )

+T ijk

(
xιix

ι
jx

ι
k

6
+
xκi x

κ
j x

κ
k

3
−
xιix

κ
j x

κ
k

2

)
(3)

ここで gij , T ijkはそれぞれ点 η0におけるリー
マン計量 gij = ∂iθj = ∂i∂jϕ と 3次テンソル
T ijk = ∂i∂jθk = ∂i∂j∂kϕ の値をとる．
次に双対座標 θι の展開を考える．今度は相

対座標を zι = θι − θ0と記す．接平面では zι =

gijxιj となるが，次の次数まで展開すると以下
を得る [3]:

ziι =
(
gij + T ijkxιk/2

)
xιj . (4)

上記のように接空間近似の次の次数まで考慮
することを「準局所」的記述と呼ぶことにする．

3 内積によるダイバージェンスの構成

ユークリッド空間では内積は 2乗距離に容易
に変換されるが，このような変換の双対平坦空
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間での一般化を考え，ダイバージェンス dικを
内積によって表すことを目指す．接空間近似の
範囲では，ある ι, κの対に対しただ 1つの内積
を考えていたが，準局所的記述では，使用する
座標に応じて 3通りの内積が考えられる:

⟨xι, xκ⟩η = gijxιix
κ
j , (5)

⟨xι, zκ⟩ = gijxιix
κ
j + T ijkxιix

κ
j x

κ
k/2, (6)

⟨zι, zκ⟩θ = gijxιix
κ
j +T

ijkxιix
κ
j (x

ι
k+x

κ
k)/2. (7)

これらを aικ = ⟨xι, xκ⟩η, bικ = ⟨xι, zκ⟩, cικ =

⟨zι, zκ⟩θと書くと，ダイバージェンス (3)は以
下のようになる:

dικ =
1

3
aιι +

1

6
cιι +

1

6
aκκ +

1

3
cκκ − bικ. (8)

このように双対平坦空間でも，準局所的記述に
よればダイバージェンスが内積によって構成さ
れる．

4 Bregman情報量のスペクトル分解

上記の関係 (8)は，Bregman情報量の表式を
もたらす．まず点 η0が

∑n
ι=1 x

ι = 0のように中
心化されているとして，これを η-中心化と呼ぶ．
すると Bregman情報量は Iη =

∑n
ι=1 dι0/nと

表される．行列A = (aικ), B = (bικ), C = (cικ)

を導入して，特異値分解 A = V ΛaV
′, B =

W
√
ΛaΛcV

′, C = WΛcW
′ を考える．すると

Bregman情報量 Iη は A, C の固有値の加重平
均として表される:

Iη =
1

n
tr(A/3 + C/6) =

1

n
tr(Λa/3 + Λc/6).

(9)

これは Bregman情報量のスペクトル分解であ
り，分散のスペクトル分解であるPCAやcMDS

の一般化と見なせる．
次に，θ-中心化

∑n
ι=1 zι = 0を考える．この場

合もう一つのBregman情報量 Iθ =
∑n

ι=1 d0ι/n

が考えられる．これは以下のように表される:

Iθ =
1

n
tr(A/6 + C/3) =

1

n
tr(Λa/6 + Λc/3).

(10)

A,Cの値はどちらの中心化が行われるかに依存
することに注意．
このように Bregman情報量のスペクトル分

解には 2通りある．式 (9)(10)から分かるよう
に，Λa (Λc)はΛc (Λa) Bregman情報量 Iη (Iθ)

に対して 2倍の寄与を持っている．

5 半正定値計画としての内積行列の算出

前節までは行列A,B,Cの値をどのように得
るか触れていなかった．ここで Bregmanダイ
バージェンスからこれらの値を求める問題を考
える．同様の問題は半正定値計画問題 (SDP)に
帰着させる方法として定式化されており [4]，こ
こでも同様の方法を採用する．まず η-中心化が
行われる場合を考えるとA,B,Cの値は次のよ
うな SDPを設定することで得られる:

min tr (A+ C − 2B) (11)

s.t.
aιι
3

+
cιι
6

+
aκκ
6

+
cκκ
3

− bικ = dικ, (12)

n∑
ι=1

n∑
κ=1

aικ = 0, (13)(
A B

B′ C

)
≥ 0. (14)

ここで制約 (13)が η-中心化を表す．
次に θ-中心化を考える．この場合，制約 (13)

が
n∑

ι=1

n∑
κ=1

cικ = 0に置き換わるがそれ以外は

(11)–(14)と同じ SDPを設定すればよい．

6 測地線についての考察と展望

Bregmanダイバージェンスは測地線に密接
に関連しているが，dι0について対称部一定の
下で反対称部を極値にする xι は自己双対な測
地線を示すことが (3)(4)から分かる．自己双
対な測地線とそれに直交する測地線はダイバー
ジェンスの分解に利用できることから，これに
基づく次元削減の定式化が今後の課題である．
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強化学習による囚人のジレンマを考慮した戦略を持つマルチエージェント
システムの提案

内海 友貴 1, 李 磊 2

1法政大学大学院理工学研究科，2法政大学理工学部
e-mail : 1tomotaka.utsumi.8v@stu.hosei.ac.jp, 2lilei@hosei.ac.jp

1 概要

マルチエージェントシステムにおいて単体の
エージェントが合理性を求めて行動を選択して
しまうことで,集団としては最適な行動を取る
ことが出来ない場合がある.エージェント同士
の行動の競合により作業効率の低下といった不
利益を生じさせるといった例が考えられる.こ
れは囚人のジレンマと呼ばれる問題の例であり,

人間の振る舞いを模倣するエージェントが最適
行動の学習をする際に考慮しなければならない
問題点である.

本研究では,予め戦略を持たせその後強化学
習により他者を意識し集団で利益が出る最適な
行動が出来るマルチエージェントシステムの提
案を目的とする.

2 N人繰り返し囚人のジレンマ

囚人のジレンマ (Prisoner’s Dilemma:PD)は
ゲーム理論の一つで, 二人のプレイヤ―の最適
な選択が全体では良い結果にならない様子をモ
デル化したものである.表 1.の利得表を用いる
非協力ゲームである.二つの行動C,Dと (自分,

相手)の行動の組み合わせから得ることのでき
る値 (利得)を表す四つのパラメータ,R,P,S,T

から成立し,S+T<2R,S<P<R<T となる条件を
持つ.[1]

表 1. 囚人のジレンマ利得表

自分/相手 D C

D P/P T/S

C S/T R/R

N人繰り返し囚人のジレンマ (N-persons It-

erated Prisoner’s Dilemma:NIPD)は二人以上
のプレイヤーで複数回PDを行う派生問題であ
り,三人以上の場合に状態空間が大きくなり計
算量が大きくなる問題である.エージェント数
をNとし,各回の自分が行動を選択する時にそ
れまでの相手および自分の選択した行動を記憶
し,過去の履歴に依存して自分の次の行動を決

定する.Cを選択した自分以外のエージェント
を kとし,その場合に自分がCを選択した場合
の利得をCk, Dを選択した場合の利得をDkと
する.囚人のジレンマの条件より四つの条件式
(1),(2),(3),(4)が成り立つ.

Dk > Ck (1)

Ck > Ck−1, Dk > Dk−1 (2)

(k+1)Ck+(N−k−1)Dk+1 > kCk−1+(N−k)Dk

(3)

CN−1 > D0 (4)

条件式 (1),(2),(3),(4)を満たすN人の利得表
を表 2.に示す.

四つ利得値のパラメータ,C0 = S,CN−1 = R,

D0 = P,DN−1 = T と X,Yを利得の重みとし
た. N=2の場合二人の利得表と同じ四つのパ
ラメータ,R,P,S,Tで表すことが出来る.

(i=1,2,…,N-2)

表 2. N人囚人のジレンマ利得表

自分/自分以外の C 0 i … N-1

C S Ci−1 +X … R

D P Di−1 + Y … T

X = (CN−1 − C0)/(N − 1)

Y = (DN−1 −D0)/(N − 1)

3 進化型 IPD

進化型 IPDのモデルは,Lindgenが戦略を生
物遺伝子に見立て,1次元のバイナリ文字列で表
し平均利得値を評価関数とし遺伝的アルゴリズ
ムに従って戦略を進化させるモデルである.選択
により次世代に残す戦略を決定し,進化や退化,

突然変異により戦略を自動進化させる.[2][3][4]
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3.1 進化型 IPDによる戦略生成の流れ

1:戦略を遺伝子とした初期集団の生成
2:ジレンマゲームによる平均利得の計算
3:平均利得から次世代集団の選択
4:突然変異 (点変異,複写変異,分離変異)

5: 2:に戻る (指定世代数まで繰り返す)

4 Q学習

Q学習は強化学習アルゴリズムの一つで,あ
る状態において確率的に行動を選択し報酬を得
る. 囚人のジレンマ問題の適用として,森山の
提案を元に学習プログラムを構築した.[5] 離散
時間 tにおける現在の状態 stを知覚し行動可能
な at = C,Dを選択する.行動選択後に報酬 rt+1

を受けとり新しい状態 st+1を知覚する. 報酬関
数の価値を学習率α (0<α <1),報酬の減衰を割
引率γ (0<γ <1)として定める. 行動価値関数
Q値の更新式は,式 (5)で示す.

Qt+1(st, at) = Q(st, at) +αδt (5)

δt = rt +γmaxQ(st, a)−Q(st, at)

5 全体の処理の流れ

エージェントに対し,ベースとなる戦略を持
たせ行動価値を学習させ長期の最適行動を行う
ことを実現させる.また学習回数 50まで戦略に
従う行動をとる.この戦略に従う行動を取る期
間を戦略従属回数と呼ぶことにする.

step1:進化型 IPDによる複雑戦略を持つ個体
　　　　の生成
step2:step1後の個体から学習用個体を抽出
step3:Q学習
step4:step3を指定ゲーム数繰り返す

6 提案手法の適用

N=2,3,4,5,6,7,8において10000世代数経た後
の進化型 IPDで生成したエージェントから,Q

学習で用いるエージェントを抽出し Q学習を
させた. 後の行動価値QCとQDとＣの選択確
率を求める数値実験をそれぞれ 50回試行した.

6.1 実験結果

数値実験におけるQ学習の bestと worstを
表 3に示す.また各N=2,3,4,5,6,7,8の学習成功
率およびその集団におけるQCの最大値と最小
値を表 5に示す.

ここで学習成功率は行動価値QC > QDかつＣ
の選択確率 60%以上を学習成功とした.

表 3. Q学習結果

QC QD Cの選択確率
best 3.15 1.25 80%

worst 0 1.25 28.3%

表 4. 各 Nにおける学習結果

N 学習成功率 最大値 最小値
2 46% 3.15 3.15

3 25% 3.15 1.80

4 24% 3.15 3.15

5 20% 3.1 2.40

6 28% 3.15 3.15

7 16% 3.15 2.24

8 5% 2.38 1.31

7 終わりに

本研究では,進化形 IPDによりエージェント
に対して予め戦略を持たせその後強化学習を
行った.N=2以上になるとQ学習に安定性が欠
けることがわかった.今後の課題として戦略の
推定の追加と安定性の向上を行う予定である.

参考文献

[1] Axelrod,R:,The Evolution of Coopera-

tion(1984),松田耕治 (訳)”つきあい方の
科学”, ミネルヴァ書房,1998

[2] Lindgen,K:,Evolutionary Phenomena

in Simple Dynamics, Artificial Life II,

Addison-Wesley,(1990), pp295-312

[3] 池田隆文, 伊庭斉志,n 人繰り返し
囚人のジレンマゲーム戦略の GA

による進化”, 情報処理学会研究報
告,No.1,(2002),pp191-198

[4] 糸井良太,田中美栄子,”進化型繰り返し
囚人のジレンマにおける最適戦略の探
究”,情報処理学会研究報告,No.1,,(2012)

pp1-6

[5] 森山甲一,” 囚人のジレンマゲー
ムにおける Q 学習による協調
の維持”, コンピュータソフトウェ
ア,Vol25,No4,,(2008)pp145-153

日本応用数理学会 2018年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋) Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会

510



サッカーのパス回しによってつくられるネットワークの成長について

山本 健 1, 成塚 拓真 2

1琉球大学理学部，2中央大学理工学部
e-mail : yamamot@sci.u-ryukyu.ac.jp

1 サッカーのパス回しネットワーク

近年，スポーツにおいて詳細なデータの取得
および分析が大いに発展している [1]．しかし，
現時点では実用的な応用への研究が中心的であ
り，数理的な構造に関する研究は未発達である．
本研究では，サッカーの試合において，選手

間のパス回しによってつくられるネットワーク
（グラフ）の時間変化に着目する．ネットワー
クの頂点はゴールキーパーを除くN = 10人の
選手であり，チームごとに別個のネットワーク
を考える．選手間にパスが通ると辺が引かれ，
1回パスが通るたびに辺の重みが 1ずつ大きく
なるとする．辺は向き（どの選手からどの選手
へボールが送られたか）をもつとするのが自然
である．パスが増える過程に焦点を絞るため，
チームごとにパスが通るたびに 1ずつ増えてい
く離散的な時刻 tを導入する．以下では，単に
“時刻”といえばこの離散的な時刻を指すもの
とする．時間の進み方はチームごとに異なり，
多くのパスが成功しているチームほど時間が速
く進むことになる．

2 モデル化と解析

実際のサッカーのパス回しは選手の状況判断
に基づく複雑なものである．しかし本研究では，
すでに多くのパスが通った経路がより選ばれや
すいという “優先的選択”の効果を取り入れた
シンプルな確率モデルを考察する．時刻 tまで
に選手 iから jへのパスが通った回数（有向辺
i → j の重み）を wi→j(t)とおき，時刻 tでパ
ス i → j が選択される確率が 1 + αwi→j(t)に
比例すると仮定する．α ≥ 0は優先的選択の強

さ（パスの偏り）を表すパラメータである．実
際，α = 0ならばどのパスが選ばれる確率も一
定であるのに対して，αが大きいとパスが通っ
た回数 wi→j が大きい辺が選ばれやすくなる．
時刻 tで重みがゼロでない有向辺の数（異な
るパスの種類）をm(t)とおく．図 1にm(t)の
数え方を例示する．パスの向きを考慮するので，
図の t = 3においてパス 3 → 2は 2 → 3と区
別され，m(3) = 3となる．一方，t = 4では
t = 2と同じパス 2 → 3が出されたため，mは
増加せずm(4) = 3のままである．このm(t)が
本研究における中心的な量である．
本研究の確率モデルでは，m(t)は確率変数
である．m(t)の期待値 m̄(t)の時間変化は

m̄(t+ 1) = m̄(t) +
M − m̄(t)

M + αt

という差分方程式で表される．ただし，M =

N(N −1)はN 頂点の有向グラフでとりうる異
なる辺の総数を表す．初期条件 m̄(0) = 0を満
たす解として，

m̄(t)

= M

[
1− Γ(M/α)

Γ((M − 1)/α)

Γ((M − 1)/α+ t)

Γ(M/α+ t)

]
(1)

が得られる（Γはガンマ関数）．
差分方程式を連続近似すると，

dm̄(t)

dt
=

M − m̄(t)

M + αt

という微分方程式となり，m̄(0) = 0を満たす

1

2 3

4Player
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1
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図 1. m(t)の数え方の例．パス 2 → 3と 3 → 2は区別するので，時刻 t = 3では m(3) = 3に増える．時刻 t = 4で
はすでに存在するパス 2 → 3が選択されたので，mは増加せず m(4) = 3のままである．各有向辺のそばにある数字
は辺の重みである．
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図 2. 実際の試合（磐田 vs 名古屋，2016 年 2 月 27 日）の m(t) と式 (1) によるフィッティング．(a) 磐田のデータ
（α = 0.69），(b) 名古屋のデータ（α = 0.36）．

解は

m̄(t) = M

[
1−

(
1 +

αt

M

)−1/α
]

である．差分方程式の解 (1)においてM が大
きいとしてガンマ関数に Stirlingの近似を適用
すると，この連続近似解と同じ形が導かれる．
すなわち，ここでの連続近似（tを連続変数と
みなすこと）はM が大きい（つまり，N が大
きい）場合に妥当であるといえる．

3 実データとの比較

以上の結果を Jリーグの試合データと比較す
る．図 2はジュビロ磐田 vs名古屋グランパス
エイトの試合（2016年 2月 27日）のパスデー
タから作成したm(t)のグラフである．ホーム
チームの磐田が (a),アウェイチームの名古屋が
(b)である．実線は式 (1)の m̄(t)でフィッティ
ングした結果であり，α = 0.69（磐田）および
α = 0.36（名古屋）であった．両チームとも式
(1)のグラフとよく一致していることが分かる．
また，磐田のαの値の方が大きいことから，磐
田の方が特定の選手間のパスに偏っている傾向
があるといえる．

4 まとめ

本研究では，サッカーのパス回しに対して，
すでにパスが通った選手間のパスが選ばれやす
いという優先的選択の効果を取り入れたモデル
を考えた．このモデルは攻めの方向や選手の空
間的な配置，および相手チームの存在など，直
接的に考慮していない要素が多数ある（部分的
には優先的選択の中に含まれているといえるか
もしれない）．つまり，現実のサッカーを極度
に単純化しているのであるが，それでも式 (1)

は実際のサッカーの試合のデータとよく一致す
る．この結果から，サッカーのパス回しにおい

て優先的選択が重要な特徴であるということが
示唆される．また，チームのパスの出し方が 1

つのパラメータαで表せることから，チームの
パフォーマンスを評価する指標としての応用も
期待される．

謝辞 本研究は中山隼雄科学技術文化財団の助
成を受けたものである．Jリーグの試合データ
はデータスタジアム株式会社の許諾を得て使用
した．
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ブロックチェーンセッションへのイントロ 
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1  ブロックチェーン技術の概要 
 ブロックチェーン技術は、ビットコイン[1]

において、複数のデータ管理者でデータを台帳

で管理するために使われている技術である。単

独のデータ管理者がデータを台帳で管理する

場合、それぞれのデータにデジタル署名が付与

されていても、どのデータを台帳にいれるかの

判断はそのデータ管理者の胸先三寸で決まっ

てしまう。また、一旦台帳に組み込んでも、デ

ータ管理者が後日消去して「なかったこと」に

してしまうことも可能である。そこで、複数の

管理者が台帳に書き込む権限を所有し、さらに

相互監視や計算パワーの制限によって、一度台

帳に組み込まれたデータをなかったことにで

きないしくみが、ブロックチェーン技術として

研究されている。特に、ビットコインでは、デ

ータ管理者になるのに誰かの許可がいるわけ

ではなく、誰でもデータ管理者になれる

permissionless blockchain が採用されている。

一方、多くの permissionless blockchainに起

因するデメリットを鑑み、事前に決められた特

定の複数のデータ管理者でデータを管理する

permissioned blockchainも検討されている。 

 

2  ブロックチェーンのしくみ 
 一度台帳に組みこまれたデータが改ざんさ

れないために、ハッシュチェーンと呼ばれる技

術が 1991年に提案されている[2]。これは、台

帳にデータを追記するときに、それまでの台帳

のハッシュ値に今回追記するデータを含めた

データを作成し、そのハッシュ値を公開するこ

とにより、改ざんを抑止するものである。改ざ

んされた場合には、公開されたハッシュ値と異

なるため、検出することができる。また、過去

のハッシュ値を含むため、どの状態の台帳に追

記したかも明確になる。 

 しかし、ハッシュチェーンでは、どのデータ

を台帳に書き込むかを決めるのは単独のデー

タ管理者である。そこで、ブロックチェーンで

は、どのデータを台帳に書き込むかを決める権

限を複数の管理者が保有する。Permissioned 

blockchain では、事前に指名されたデータ管

理者が、相互に確認しあってどのデータを追記

す る か を 決 め て い る 。 Permissionless 

blockchainでは、不特定多数のデータ管理者が

存在するので、相互に確認しあうことができな

い。そこで、Proof of Work と呼ばれる、暗号

パズルを早く解いた人がどのデータを書き込

むかを決められる方式が採用されている[3]。 

 また、スマートコントラクトとして、台帳に

書き込まれたデータが、事前に決められたルー

ルに従って処理されたものであることを、デー

タ管理者が相互に確認できるしくみも検討さ

れている。 

 
3  応用数理とブロックチェーン 
 従来の ITシステムが、単独のデータ管理者に

全幅の信頼をおいて構成され、データ管理者が

実際どう処理しているかがブラックボックス

であることが多いのに比べ、複数のデータ管理

者が相互に監視するブロックチェーンのしく

みにより、透明な IT システムが構築できる可

能性が広がった。ブロックチェーンを活用した

設計が、望ましい社会システムにどこまで近づ

いているのか、応用数理の観点で理論的に検

証・検討することが重要であると考える。金融

アセットとして、政治システムとして、不正を

防止するセキュリティシステムとして、様々な

分野への応用が広がる中、日本応用数理学会の

様々な知見を活用して、多面的に議論を深めて

いきたいと思う。 

 

謝辞 本会員オーガナイズドセッションを企

画するにあたって、「数理ファイナンス」、「数

理政治学」、「数理的技法による情報セキュリテ

ィ」、「産業における応用数理」の各研究部会に

ご協力いただいたことを感謝します。 
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政治学から見たブロックチェーン
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1 はじめに

（広義の）ブロックチェーンは，例えば，日本
ブロックチェーン協会 [1]では「電子署名とハッ
シュポインタを使用し改竄検出が容易なデータ
構造を持ち，且つ，当該データをネットワーク
上に分散する多数のノードに保持させることで，
高可用性及びデータ同一性等を実現する技術を
広義のブロックチェーンと呼ぶ．」と定義して
いる．ビットコイン [2]にその出発点を持つこ
の概念は，その有効性も理論的裏付けも，必ず
しも学術的に確立されたものではなく，またそ
の実用上の信頼性についても，理論的と言うよ
りはビットコインの存続によって実証的に示さ
れつつあるという段階である．
政治学の視点からこのブロックチェーンを眺

めるというのが本発表での発表者に与えられて
いる役割である．ブロックチェーン技術の通貨
以外の分野への応用は，例えば「ブロックチェー
ン２．０」と呼ばれている [3]．ビットコイン
は所有と所有の移転の履歴の保証を中央管理と
独立に行おうというものなので，政治学の本流
に直球で当てはまる応用例は素直には思い当た
らない．発表者の思い当たる範囲で，関係する
可能性のあるものを列挙したい．

2 記録

ある時点である文書が存在したことを保証す
ることは，ブロックチェーンで素直に実現でき
る．論文や特許等での先取権獲得ではこれが有
効に機能すると思われる．一方，土地の登記等
においては，記録だけでは記録の正当性の根拠
を示すことができないので，そのままでは利用
できないと思われる．
単なる記録を超えて，ビットコインに見られ

るような売買歴を示すには，土地固有の複雑さ
への対応が必要となる．ビットコインはビット
コインの外の世界と無関係に存在するが，土地
は実体があるので，登記上の土地と現実の土地
が一致する保証はない．ブロックチェーンには
その不整合を解決する方法は含まれていない．
公文書，稟議書，決裁文書等を確実に保存し

て改竄が無いことを保証することは可能である
ので，必要がある場合には利用できる．

3 公正な選挙

記録の保証がブロックチェーンの素直な応用
として思い当たる一方で，理論的に特にチャレ
ンジングで無いのに対し，公正な選挙の問題は，
ブロックチェーンと直接的な連関は霧の中であ
るが，精神的な意味では関連し，かつチャレン
ジングな問題に見える．
公正な選挙という用語は，一票の重みが等し
いという意味に用いられる場合も多い．しかし，
本稿では，有権者の投票が，正しく集計され，
そのことを万人が納得するという側面から，公
正さを眺める．
投票が正しく受理され，正しく集計されると
いうのは，選挙の自明な前提なので，社会科学
としての政治学での議論では正面から取り上
げられることは少ない．しかし，独裁国家，あ
るいは民主主義が十分成熟していない国におい
ては，この仮定は必ずしも成立しない可能性も
考慮しなくてはならないかもしれない．民主国
家とされる国においてさえ，選挙に敗れた側が
「選挙に不正があったので無効だ」と選挙後に
訴える例は決して無いわけではない．
この点では，情報セキュリティ分野での電子
投票の議論で，既に深い結果が得られている．
本稿は，それに加えて，一点「選挙管理委員会，
あるいは集計者たちが，協力して特定候補者の
応援をする可能性も排除できない」という視点
を取り込む必要があることを指摘する．本稿の
議論は純粋に理論上の関心によるものであるが，
現実にも，例えば，独裁者が自己の権力を確立
しようとする国民投票を行う場合になどにあり
得ることかもしれない．

4 記名投票

まず記名投票から議論する．記名投票は，日
本の国政選挙においては，1889年の衆議院議
員選挙法で用いられ 1900年に廃止されるまで
は有効であった．記名投票においては，選挙管
理委員会は，有権者リストとその投票内容をす
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べて公表すれば，個々の有権者は自分自身の投
票が正しく記載されているか否かを確認するこ
とができる．すべての有権者が自分自身の投票
が正しく反映されていると確認できれば，選挙
管理委員会が集計においてミスあるいは不正を
した可能性は排除される．
投票者側の不正も考える必要がある．選挙結

果が出た後で，選挙を無効にしたい一部有権者
グループが，彼らが投票においてはＡと記載し
て，選挙管理委員会も正しくＡと公表したのに，
「自分たちはＢと記載したのに，選挙管理委員
会が改ざんしてＡとした」と組織的に訴えたと
き，その改ざんが行われていないことを証明で
きなくてはならない．
この議論は，既に電子投票の議論で扱われて

おり，選挙管理委員会およびすべての個々の有
権者が独自の公開暗号鍵を持っていれば，改ざ
んが行われていないことを証明することができ
る．従って，記名投票においては，この意味で
集計の正しさを検証することが可能である．

5 無記名投票

当選者が，当選後に自己の支持者に便宜を図
り，反対者に不利益を与える可能性を排除する
ために，無記名投票が広く用いられている．電
子投票の研究はこの場合を扱っており，岡本 [4,

p.146]は．無記名選挙が満たすべき要件として
次の４点を整理している（整理法は他にもあり
得る）：

1) 無証拠性：投票者は，自分の投票が公表
された投票リストに掲載されているか否
かを確認することができる．

2) 無記名性：投票者の投票が公表された投
票リストに掲載されない場合は，当該投
票者は，投票内容を明かすことなく異議
申し立てをすることができる．

3) 公平性：投票締切前に投票内容の一部が
公表されることがない．

4) 匿名通信路：インターネットなどでの発信
元アドレスが送信先に伝えられてしまう
と，匿名性が保証されないかもしれない．

既存の研究は多くの条件のもとで，この問題を
解決している．
しかし，現在まで著者が理解した範囲では，

これらの議論の多くは，選挙管理委員会の機能
を幾つかに分割し，分割された組織間での連携
はないと仮定しているように思われる．例えば，

独裁者が行政を握っており，その体制下で投票
を行うならば，それらの組織が形式上分割され
ていても，互いに裏で連携を取って，あたかも
一体であるかのごとくに振る舞う可能性は無視
できないと思われる．例えばミックスネット [5]

での匿名通信路の実現は，「みんなぐる」の場合
は不成立だと思われる．では，選挙管理委員会
がある独裁者の指示の下に一体となって不正を
働く場合に，無記名選挙での公正な選挙を実現
できるであろうか？　あるいはできないことが
証明可能であろうか？

6 ブロックチェーン

ブロックチェーンは，選挙の枠組みと直ちに
整合を取ることは難しい仕組みである．しかし，
ブロックチェーンは「中央集権」を排除してい
る．一方，選挙管理委員会の組織的なバイアス
を疑った場合，「中央集権機能」を前提としない
仕組みが適当かもしれない．
ここからは夢想であるが，この点から，換骨
奪胎した拡張ブロックチェーンを定義して，そ
の上で，公正な無記名投票を実現する，そのよ
うな（拡張）ブロックチェーンの定式化はでき
ないものであろうか？
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仮想通貨, スマートコントラクト, リスクの計量化：数理ファイナンスの立
場から

関根 順

大阪大学大学院基礎工学研究科
e-mail : sekine@sigmath.es.osaka-u.ac.jp

1 序

仮想通貨を一つの「資産クラス」と見做して
投資対象とする試み,ブロックチェーンを基盤技
術としたスマートコントラクトの開発など「仮
想通貨・ブロックチェーン」に関連した金融実
務界での様々な取り組みが見られる. 本講演で
は, 「数理ファイナンス的」観点からこのよう
な取り組みのいくつかを紹介し, さらに今後の
課題・チャレンジについて考察する.

2 仮想通貨：一資産クラスとして

金融資産運用の現場では, 多種多様な投資対
象（資産クラス）が例えば分散投資の観点から
重要視される. Burnisk and White (2017)の
中では, 新たな資産クラスとして見た仮想通貨
(bitcoin)の特徴が分析されている. その中では
例えば

• 他の資産クラスと比較的低相関・逆相関
を持つ傾向が多いこと,

• Sharpe比：

期待収益率−無リスク金利
ボラティリティ

がより高いこと,

が挙げられている（講演内でより詳しく紹介す
る）. 仮想通貨に関する更なる実証分析は興
味深く思われる. もし他の資産クラスと異なる
（値動きの）特徴を持つことが明らかになれば,

次は仮想通貨を資産クラスの一つに組み入れた
ポートフォリオ最適化（平均・分散最適ポート
フォリオ, 最小分散ポートフォリオ, その他の
“スマートベータ”ポートフォリオなど）のパ
フォーマンス分析が期待できる.

3 スマートコントラクト

スマートコントラクトにおいては, 例えば,

契約内容と執行条件を事前に定義しておき, 条
件に合致したイベントが発生すると自動執行す
る. 取引の自動化に伴う決済時間の短縮, 不正
防止, 仲介者を介さないことでの取引コスト削

減などのメリットが期待される. 金融取引にお
いては, （現物のやりとりを行う）スポット取
引のみならず, （将来の証券価格や金利などに
依存したキャッシュフローが発生する）デリバ
ティブ取引に関するスマートコントラクトの実
現が強く望まれる.

4 スマートデリバティブコントラクト：一
考察

2008年のリーマン・ショックに始まった世界
的金融危機以後, デリバティブ取引においては

• 各種金利（無リスク金利, デフォルトリ
スクを反映した金利, 原資産を調達する
金利, 貸出・借入金利 etc.）の区別する
こと,

• 取引相手のデフォルトリスク（カウンター
パーティリスク）および自分自身のデフォ
ルトリスクも考慮し, 担保付取引を行う
こと,

などが標準となっており, これらに伴う価値調
整 (value adjustment)が総称されてXVAと呼
ばれている. XVA計算は, 数理ファイナンス
理論の中ではBSDE(Backward Stochastic Dif-

ferential Equation)の解として表現され (例え
ば [2]参照), これを（金融実務で必要とされて
いる）高次元の状態変数の下で数値計算するこ
とは大変計算コストを要する. それに加えて

• ネッティング（複数のデリバティブコン
トラクトを「合算」「相殺」させるプロ
セス

も考慮する必要があり,問題は一層複雑・煩雑に
なる. 現在, 金融実務では簡便法で代用してい
るようであるが, それでも依然として XVA計
算は高い計算負荷を抱えるプロセスとなってい
る. このようなプロセスをスマートデリバティ
ブコントラクトでどう実現していくかは大きな
チャレンジの一つであると思われる.

本講演では, https://www.xva-blockchain.

com/で紹介されている取り組みや, Fries and
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Kohl-Landgraf (2018)の内容を紹介しつつ, 今
後の課題について考察したい.
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スケーラビリティと分散化について

岡本　龍明
日本電信電話株式会社（NTT）セキュアプラットフォーム研究所
e-mail : tatsuaki.okamoto@gmail.com

1 はじめに

ブロックチェーンや仮想通貨を公開化された
形で多数の参加者が利用するときの大きな問
題としてスケーラビリティがある。これは、す
べてのトランザクションの承認合意を一本のブ
ロックチェーンを用いて分散環境の下で行うと
きに必然的に発生する問題である。このような
問題は集中管理の下では発生せず、ある意味で
スケーラビリティと分散化はトレードオフの関
係にあるとも言える。この問題について、現在
行われている取り組みを参考に考察を行う。

2 ブロックチェーンのスケーラビリティ
問題

ビットコインは、1ブロックのサイズが限定
されており（多くの場合、数 100から数 1000

個のトランザクションを含む）、10分に 1個の
ブロックが作られるので、1ブロックに数 1000

個のトランザクションを含むとしても 1秒で数
件程度のトランザクションしか処理できないこ
とになる。たとえば、世界中で使われているク
レジットカードは 1秒間に数万件のトランザク
ションを処理していると言われており、現在の
トランザクション処理速度ではビットコインを
現在のクレジットカードのような形で利用する
ことはできない。

3 対処策

上記のスケーラビリティ問題の解決に向けた
取り組みとしては以下のようなアプローチが試
みられている。

• ［レイヤー 2技術］本体のブロックチェー
ン（レイヤー 1）の外側で高速にトラン
ザクションを行う。以下のような種類が
ある。

– ［サイドチェーン］Plasma など
– ［状態チャンネル］ビットコインの
ライトニングネットワーク、Raiden

など

• ［レイヤー 1技術］本体のブロックチェー

ンの中で高速化を行う。以下のような種
類がある。

– ［シャーディング］Ethereumシャー
ディング, Ziliqa など

– ［合意形成］PoS (Ethereum Casper,

Tendermintなど), DPoS (EOS, Lisk,

ARK など), PoI (NEM など)

• ［その他］ 有向非循環グラフ (DAG) の
利用（IOTA, Nano など）

以上の技術を簡単に説明すると、本体チェー
ンのトランザクション処理速度が限定されてい
ることを前提に、その外側（レイヤー 2）にお
いて、本体チェーンで担保された契約の条件の
下で、オフライン的にマイクロペイメントなど
の処理を高速に行うアプローチがレイヤー 2技
術である。
それに対して、本体チェーン（レイヤー 1）

のトランザクション処理能力そのものを向上さ
せようとするアプローチがレイヤー 1技術であ
る。これには大きく 2つのアプローチがあり、
その一つはシャーディングとよばれているもの
である。これは、ブロックチェーンに含まれる
トランザクションの検証作業を現在はすべての
ノードが行っているのに対して、シャーディン
グではノード群ごとに分担して行う。つまり、
検証作業を分散化することによる処理効率の改
善がシャーディングのめざすところである。
もう一つのアプローチが、合意形成アルゴリ

ズムに関するものである。ビットコインなどで
使われている合意形成方法は、PoW (Proof of

Work)に基づくものであるが、大規模な計算を
要するためにブロック生成時間が長く、承認で
きるトランザクションの数に限界があった。そ
れに対して、PoS (Proof of Stake) に基づく方
法では、このような計算を必要としないため、
承認プロセスがシンプルでブロック生成時間
が短いという長所がある。つまり、より高速な
トランザクション処理が可能になるのである。
PoSに基づく方法の中でも、DPoS (Delegated

PoS)は、何らかの形で選出された代表者がこ
の承認作業をすることにより、より高速なトラ
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ンザクション処理をめざしている。
一方、DAGを用いたアプローチは、ブロッ
クチェーンを用いたものとは異なっている。ブ
ロックチェーンでは、承認されたトランザクショ
ンは、1本のチェーンに含まれる。それに対し
て、DAGによるアプローチでは、1つのトラ
ンザクショントランザクションは承認する 2つ
のトランザクションをポイントすることで、有
効非サイクルグラフ (DAG)が作られる。つま
り、トランザクションのまとめたブロックを作
らずに、直接トランザクション間で承認を行う
ことにより、ブロックを作るオーバーヘッドを
抑え、より高速なトランザクション処理をめざ
すものである。

4 非中央集権化とのトレードオフ

仮想通貨の中でも、Rippleなどでは、各トラ
ンザクションの承認を中央集権的な方法で行っ
ている。PoW や PoSのような合意形成は、あ
る種の多数決投票により非中央集権的に行うも
のであり、何らかの形の投票行為が必要となる
ことが、トランザクション処理にそれなりの時
間を要することになる。ところが、中央集権的
な手段でこのような民主的な合意形成は必要な
く、ある権限をもった管理者が独裁的に承認を
行うため、極めて高速なトランザクション処理
が可能となる。
このような方法を政治体制に例えると、PoW

や PoSによる合意形成は、すべての市民がそ
れぞれの政治案件に対して直接投票して賛否を
決定する直接民主主義に近いと言えるかもしれ
ない。ある意味で、より理想に近い政治体制か
もしれないが、問題はその効率にある。意思決
定に参加する市民の数が多くなればなるほど、
合意しなければいけない１件の政治案件に要す
る処理時間が大きくなるのだ。
一方、そのような直接民主主義の効率の問題
を解決するために導入された政治体制が、間接
民主主義である。まず市民は政治の意思決定を
する代表を選び、その代表が投票等の手段を用
いて意思決定を行うのである。この方法により、
直接民主主義よりもより効率よく多くの政治案
件の処理が可能となる。この体制に近い形でト
ランザクションの承認処理を行っている仮想通
貨（ブロックチェーン）は、DPoSに基づく方
法であろう。
シャーディングは、政治体制的には（地方）
分権に相当するように思われる。つまり、分散

化の役割を担っていると考えていいだろう。　
DAGによるアプローチは、それに相当する

政治体制は無いように思われるが、あえて言う
と、口コミによる評価システムのようなものか
もしれない。非中央集権化の観点では、直接民
主主義に近いものかもしれないが、仮想通貨の
IOTAなどによる実験システムでは、コーディ
ネーターとよばれる裁定補助機関が存在し、完
全な意味での非中央集権とは言えないという批
判がある。しかし、システムの規模が大きくな
れば、コーディネーターは必要なくなるとされ
ている。
効率だけを考えれば、最も効率のよい政治体

制は独裁政治であろう。多くの政治案件に対し
て、極めて高速で処理することが可能となる。
この体制に近い形でトランザクションの承認処
理を行っている仮想通貨としては、Rippleなど
である。一方、多くの利用者の合意のもとで政
策決定させようと思えば、投票などの手段で多
くの人の意見集約する必要がある。
以上述べたように、トランザクション処理の

効率化と非中央集権化との間にはトレードオフ
がある。
ブロックチェーンの設計においてどのレベル

の非中央集権化を行うかは、その応用がどの程
度の効率を必要としているか、どのような人に
よりトランザクションの承認決定が行われるべ
きか、という観点で決めることになるだろう。
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密テンソルに対するALS法の実装方法に関する考察

深谷 猛 1

1北海道大学
e-mail : fukaya@iic.hokudai.ac.jp

1 はじめに

これまで，様々なデータの分析や圧縮などに，
特異値分解をはじめとする行列分解が利用され
てきたが，近年，より複雑なデータを取り扱う
ための手法として，テンソル分解が注目されて
おり，例えば，脳科学分野などで活用例が報告
されている [1]．今後，IT技術の更なる進歩に
より，取得できるデータがより大量・複雑にな
ることが予想されるが，そのようなデータに対
して効率的にテンソル分解を行うためには，テ
ンソル分解の計算の高速化が必要である．
テンソル分解の計算手法に関しては，現状，

数理的な視点での研究が活発に行われている．
テンソル分解の現状については，文献 [2]等で
よく概観されている．一方，行列計算手法の研
究の歴史を見ると，数理的な視点に加えて，高
性能計算の視点に基づく計算手法の改良等も，
その高速化に重要な貢献を果たしてきた．実際，
計算機アーキテクチャは複雑・多様化の一途を
たどっており，現実的な計算時間に大きな影響
を与えている．
以上の状況を踏まえると，テンソル分解の計

算手法を高性能計算の観点からも検討すること
は重要な課題である．しかし，現状，テンソル
分解の主要カーネルのスレッド並列化手法 [3]

など，初期段階の研究が行われている状況であ
る．そこで，今回，主要なテンソル分解の一つ
であるCP分解の代表的な計算手法であるALS

法について，最近の計算機アーキテクチャの観
点から，その実装方法を議論する．なお，テン
ソル分解で取り扱うテンソルは疎であることも
多いが，今回は議論の第一段階として、密であ
る場合を想定して，話を進める．

2 CP分解とALS法

CP（CANDECOMP/PARAFAC）分解 [4]

は，テンソルをランク 1のテンソルの和として
（近似的に）分解するものである．具体的には，
K 階のテンソルX ∈ RI1×I2×···×IK を

X ≈
R∑

r=1

a(1)
r ◦ a(2)

r ◦ · · · ◦ a(K)
r

と分解する．ここで，R ∈ N, a(k)
r ∈ RIk であ

り，◦はベクトルの外積（outer product）であ
る．以降，[a(k)

1 a
(k)
2 · · · a(k)

R ] =: A(k) ∈ RIk×R

と表記する．
CP分解の代表的な計算手法として，ALS法

（Alternating Least Square法，交互最小二乗
法） [5, 6]が知られている．ALS法のアルゴ
リズムを Algorithm 1 に示す．ここで，∗ は
Hadamard積，⊙は Khatri-Rao積，V† はV

の擬似逆行列である．また，X(k)はXをモー
ド kで展開（行列化）したものである．

3 ALS法の計算コストの分析

ALS法の1反復の計算の主要部（Algorithm 1

の 4と 5行目）について，計算コストを分析す
る．現在の計算機においては，演算コストとメ
モリアクセスコストの両方を考える必要があ
るため，これらを表 1 に整理する．5 行目は
Khatri-Rao 積（KR 積）と行列化したテンソ
ルとKR積の結果の積（MT × KR積）に分け
ており，V†に関する部分は無視した．データ
量はテンソルや行列の要素数をカウントし，処
理の途中で一時的に必要となる領域は含んでい
ない．byte/flop値は倍精度型（8byte）を使用
するとして算出した．なお，処理の並列化は一
切考慮していない．また，Khatri-Rao積の計
算は定義に従って，最終結果の各要素を安直に
計算した場合を示している．
まず，表 1より，Kが増えた場合，演算回数
とデータ量の両面で 4行目よりも 5行目の方が
コストが大きく増加する．よって，後者の計算
コストが支配的である．
5行目の処理については，多くの場合K ≤ 10

程度であるため，現在の一般的な計算機環境に
おけるメモリバンド幅と演算性能の比（BF値）
が 0.5以下（0.1強であることが多い）という
ことを踏まえると，KR積の計算は基本的にメ
モリバンド幅律速となることが予想できる．一
方，MT × KR積の部分は，Rがある程度大き
ければ演算律速となり，そうでなければメモリ
バンド幅律速となる．また，Kに関わらず，N
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Algorithm 1 ALS for CP decomposition

Input: X ∈ RI1×I2×···×IK , R ∈ N．
1: initilize A(k) ∈ RIk×R for k = 1, . . . ,K．
2: repeat

3: for k = 1, . . .K do

4: V← A(1)⊤A(1) ∗ · · · ∗A(k−1)⊤A(k−1) ∗A(k+1)⊤A(k+1) ∗ · · · ∗A(K)⊤A(K)

5: A(k) ← X(k)

(
A(K) ⊙ · · · ⊙A(k+1) ⊙A(k−1) ⊙ · · · ⊙A(1)

)
V†

6: normilize columns of A(k) (storing norms as λ)

7: end for

8: until fit ceases to improve or maximum iterations exhausted

Output: λ, A(1),A(2), . . . ,A(K)

表 1. ALS法 1反復の主要部における演算回数，データ量，および byte/flop値（I1 = I2 = · · · = IK = N の場合）．

処理 4行目 5行目
KR積 MT × KR積

演算回数 (K − 1)NR2 + (K − 2)R2/2 (K − 2)NK−1R 2NKR

データ量（load) (K − 1)NR (K − 1)NR NK +NK−1R

データ量（store) R2/2 NK−1R NR

byte/flop値（概算） 8/R 8/(K − 2) 4/R

が大きくなるほど，KR積よりもMT × KR積
のコストが相対的に大きくなることが分かる．

4 効率的な実装に向けて

前節で述べたように，ALS法を実装する場
合，Khatri-Rao積の計算とその結果と行列化
したテンソルの積の計算を効率的に実装するこ
とが重要である．そして，これらの処理では，
一定のデータの再利用性があるものの，現在の
計算機のBF値を考慮すると，演算コストだけ
でなく，メモリアクセスコストについても，十
分注意を払う必要があることが分かった．演算
パターンとしては，BLAS（行列積）が利用で
きる部分もあるが，データの再配置等が場合に
よって必要となるため，十分な検討が必要であ
る．また，今回は議論していないが，処理の並
列性についても考慮することが求められる．
発表当日は，実際に計算機上で実施したベン

チマークの結果等も報告する予定である．

謝辞 本研究は JSPS科研費 18K18058の助成
を受けています．
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大規模な数値線形代数の問題における精度保証付き数値計算
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1芝浦工業大学，2東京女子大学
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1 はじめに

現在，文部科学省「ポスト京萌芽的課題 1，基
礎科学のフロンティア－極限への挑戦，極限の
探究に資する精度保証付き数値計算学の展開と
超高性能計算環境の創成」というプロジェクト
を東京女子大学，早稲田大学，名古屋大学，芝
浦工業大学の 4つのグループが連携して推進し
ている．実用的な精度保証付き数値計算環境を
大規模分散並列計算機環境用に構築することを
目標の 1つに掲げている．本発表では，芝浦工
業大学グループが主に担当している数値線形代
数に関するプロジェクトの進捗状況を報告し，
京コンピュータとFujitsu FX100を用いた数値
実験結果について紹介する．

2 プロジェクトの進捗状況

現在，芝浦工業大学グループでは

• 高精度数値線形代数アルゴリズムとその
実装

• 基本計算ライブラリの精度保証化
• テスト行列の生成法

の研究を主に推進している．以下，各項目の近
況について報告する．

2.1 高精度数値線形代数アルゴリズムと
その実装

本節では，高精度数値線形代数アルゴリズム
に関して，連立一次方程式の精度保証付き数値
計算法について述べる．
IEEE 754 [1]により定義された浮動小数点
数の集合を Fとする．連立一次方程式をAx =

b, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn とし，その近似解を
x̂ ∈ Fnとする．このとき，∥RA− I∥ < 1とな
る行列R ∈ Rn×nが存在すれば，

∥x̂−A−1b∥ ≤ ∥R(Ax̂− b)∥
1− ∥RA− I∥

(1)

が成立する．数値計算環境では，A ∈ Fn×n, b ∈
Fn とし，多くの場合では，数値的に得られた

表 1. ノード時間の比（京コンピュータ）

行列の次元 使用ノード数 計算時間の比
30万 400 7.07

60万 1600 6.32

120万 6400 5.33

240万 25600 4.07

表 2. ノード時間の比（FX100）

行列の次元 使用ノード数 計算時間の比
12万 36 5.12

24万 144 4.75

36万 324 4.51

48万 576 4.12

Aの近似逆行列をR ∈ Fn×nとする．式 (1)に
基づく精度保証は多く提案されており，現在ま
でに，[2, 3]の手法を PBLASと ScaLAPACK

を用いて実装した．
精度の良い近似解を得て，タイトな誤差上限
を高速に得ることを考える．高信頼な近似解の
導出には，残差反復法を用いる．残差反復法で
は，近似解 x̂に対して残差 b−Ax̂を計算する
必要があるが，この計算に高精度計算が必要で
ある．ここでは，文献 [4]で述べられている高
精度計算法を行列・ベクトル積に拡張し，並列
分散環境用に実装し，PBLASの pdgemvと同
じ仕様で用いられるようにした．また，計算値
とその誤差上限を同時に出力できる．
これより，数値実験結果について述べる．連
立一次方程式の数値解を求めるために要した
時間と精度保証法 [3]に要した時間の比を示す．
表 1は京コンピュータを，表2はFujitsu FX100

を使用した実験結果である．精度保証は近似計
算を得るコスト（演算回数）の 9倍程度を要す
るが，実測は 9倍も要さない．この大きな要因
は LU分解と行列積の性能の差である．

2.2 基本計算ライブラリの精度保証化

数値線形代数の問題を精度保証する上で，区
間演算は必須である．PBLASにサポートされ
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ている関数を区間演算に対応させる仕様の定
義（Interval PBLAS）と，それに基づく実装
を行った．現在，入力を中心・半径型区間とす
る，レベル 1のルーチンを区間演算に対応させ
た．ベクトル xと yの内積計算を例にすると，
void pddot の引数は

int *n, double *alpha,

double *x, int *ix,*jx,*descx,*incx,

double *y, int *iy,*jy,*descy,*incy

であり，ベクトルのサイズ，結果を格納する変
数，ベクトルとその分散情報を与える．ベクト
ル xの中心，半径をそれぞれ xm, xr，ベクト
ル y の中心，半径をそれぞれ ym, yr とした，
pddot の区間版である ipddot は，引数を

char *flagx, char *flagy,

int *n, double *mid, double *rad,

double *xm, *xr, *ym, *yr,

int *ixm, *jxm, *descxm, *incxm,

int *ixr, *jxr, *descxr, *incxr,

int *iym, *jym, *descym, *incym,

int *iyr, *jyr, *descyr, *incyr

のように設計している（関数の引数はこの順番
で設計していない）．flagx, flagyはベクトル x

と yがそれぞれ点ベクトルか区間ベクトルかを
表し，P (Point)か I (Interval)で設定する．

2.3 テスト行列の生成法

連立一次方程式や固有値問題を解く際に，テ
スト行列が必要となる．MATLABの randsvd

のように，直交行列を用いて，特異値分解の形
式から行列を生成した場合，問題によっては近
似計算に必要な計算時間よりもテスト行列の
生成に要する計算時間が長くなる場合がある．
よって，コレスキーQR法などを用いたテスト
行列の生成や，文献 [5]にある高速生成法の実
装を行っている．また，真の固有値が事前にわ
かる行列の高速生成法 [6]についても分散並列
環境で実装を行う予定である．

3 まとめと今後

現在までに，連立一次方程式の精度保証法に
関連する基本的な実装を終えた．今後は行列方
程式への対応，低メモリ実装，より悪条件な問
題に対応するための高精度行列積計算アルゴリ

ズム [7]の実装，Interval PBLASの完成に向け
て研究を推進する．

謝辞 本研究は，文部科学省ポスト「京」萌芽
的課題 1「基礎科学のフロンティア　－ 極限へ
の挑戦（極限の探究に資する精度保証付き数値
計算学の展開と超高性能計算環境の創成）」の一
環として実施し，結果の一部は理化学研究所の
スーパーコンピュータ「京」を利用して得られた
ものである（課題番号：hp170224, hp180222）．
Fujitsu FX100は名古屋大学情報基盤センター
にあるものを使用した．本研究に関する一部の
コードの実装を行ってくれた，芝浦工業大学の
寺尾剛史氏，落合涼太氏（卒業生），坂本篤志
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1 概要

タイルアルゴリズムによる QR分解は 4つの
基本演算（カーネル）をタスクとしたタスク並
列型プログラムとして実装される。実装の性能
はタイルサイズに大きく依存するが、タスク間
のデータ依存を監視しながら動的なタスクスケ
ジューリングを行うので性能モデルの構築が難
しい。今回、回帰分析によりカーネル単体の性
能モデルを構築し、実際の行列分解プログラム
にこれらを組み込むことで簡易な性能モデルを
構築した。

2 タイルQR

行列分解のブロックアルゴリズムは、行列を
横方向にブロック幅 bのパネルに分割し（図 1
右上）、パネル毎に分解、更新を行う。タイルア
ルゴリズムでは、行列を b × bの小行列（タイ
ル）に分割し（図 1右下）、1または 2タイル毎
に分解、更新を行う。タイルサイズを適切に選
択することで、細粒度タスクを大量に生成し、
負荷不均衡を抑制することを目的としている。
ただし、タスク間にデータ依存があるので、こ
れを監視しながらタスクスケジューリングを行
う必要がある。

Tile algorithm for matrix factorization�

l  Target matrix is divided into !×! tiles -> Block data layout
l  Factorize and update each one or a couple of tiles
l  Asynchronous execution of many fine-grained tasks�

6 

������

������
図 1. Panel and tile partitioning

Listing 1 にタイル QR アルゴリズムの擬似
コードを示す。p、qはそれぞれタイル行数、タ
イル列数を表す。ただし、p ≥ qとする。各タイ
ルは A(i,j) で参照される。OpenMP 4.0 から
task構文にdepend節が導入され、in、inout、
outの三種類のデータ依存が記述可能となった。
Listing 1のように、制御文による静的なタスク

実行コードにデータ依存を記述することで、動
的なタスクスケジュールが可能となる。

Listing 1. Tile QR right-looking variant with task construct

#pragma omp parallel {
#pragma omp single {
for (int k=1; k<=q; k++) {
#pragma omp task \\
depend(inout:A(k,k)) depend(out:T(k,k))
GEQRT(A(k,k),T(k,k));

for (int j=k+1; j<=q; j++) {
#pragma omp task \\
depend(in:A(k,k),T(k,k)) \\
depend(inout:A(k,j))
LARFB(A(k,k),T(k,k),A(k,j));
}

for (int i=k+1; i<=p; i++) {
#pragma omp task \\
depend(inout:A(k,k)) \\
depend(out:A(i,k),T(i,k))
TSQRT(A(k,k),A(i,k),T(i,k));

for (int j=k+1; j<=q; j++) {
#pragma omp task \\
depend(in:A(i,k),T(i,k)) \\
depend(inout:A(k,j),A(i,j))
SSRFB(A(i,k),T(i,k),A(k,j),A(i,j));
}
}
}
}
}

GEQRT カーネルは対角タイル A(k,k) のブ
ロック QR 分解と変換行列の生成を行う。変
換行列は A(k,k) の零化された下三角部分と、
T(k,k)に保存される。LARFBカーネルはGEQRT
カーネルが生成した変換行列を用いて後続タイ
ル（1つ）の更新を行う。TSQRTカーネルは対角
タイルとその下のタイル（A(i,k)）のブロック
QR分解と変換行列の生成を行う。SSRFBカー
ネルは TSQRTカーネルが生成した変換行列を
用いて後続タイル（2つ）の更新を行う。
各カーネルはブロックアルゴリズムで実装さ
れているため、タイルサイズ同様に、（内部）ブ
ロック幅も性能に影響するパラメータである。

p = q のとき、各カーネルの呼び出し回数
は、GEQRT p回、LARFB、TSQRT p(p − 1)/2回、
SSRFB p(2p− 1)(p− 1)/6回であり、タイルサイ
ズを適切に選択した場合は SSRFBカーネルの
実行時間が支配的となる。
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3 カーネルの性能モデル

タイルサイズを b×b、（内部）ブロック幅を s
として、タイル QRカーネルの実行時間の回帰
モデルを構築する。まず、説明変数の候補をパ
ラメータ b、sの 3次項 b3、b2s、bs2、s3と 2次
項 b3/s、b2、bs、s2とする。前者は flop count、
後者はメモリアクセスによる実行時間への寄与
を想定している。
想定されるパラメータ空間内でカーネルの

実行時間は大きく変動するので、そのまま目的
変数として用いるのは適当でないと判断し、b3

をこれで除した値を目的変数とした。これによ
り、説明変数の候補は s/b、s2/b2、s3/b3、1/s、
1/b、s/b2、s2/b3となる。各候補同士の相関を
調べると、s/b、s2/b2、s3/b3、s2/b3 の間に強
い相関（相関係数 r > 0.9）があった。説明変数
の多重共線性を除くため、s2/b2、s3/b3、s2/b3

を候補から除外した。
以上より、カーネルの実行速度の回帰モデル

を以下とした。

b3

Tk(b, s)
=

α

1 + β · s/b + γ · 1/s + δ · 1/b + ε · s/b2

(1)
次に、タイルサイズ bを [80, 1024]の区間で

16 刻みで変化させ、各カーネルの実行時間を
測定した。ブロック幅 s については b%s = 0
、ただし、10 ≤ s ≤ b/2とした。Intel Core i7-
6900K (8 core, 3.2GHz)における SSRFBカーネ
ルの実行時間の測定結果を図 2に示す。各カー
ネルの実装は Intel MKL 2018 でコンパイルさ
れた PLASMAライブラリ（Ver. 17.1）[1]のも
のを用いた。図 2において、縦軸は「b3 /実行
時間」、横軸はタイルサイズを表す。
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図 2. PLASMA SSRFB kernel performance

1組の (b, s) につき実行時間を 5回測定し、
2640組のデータを得た。これを用いて (1)に対

して Rの nls関数により非線形回帰分析を行っ
た。その結果、係数 βの p値は 0.0259であっ
たため、(1)から s/bの項を除いたモデルで再
度分析を行った。得られた SSRFBカーネルモデ
ルの係数を以下に示す。

表 1. Estimation result of parameters

α 13.93 δ 49.2
β —— ε 62.9
γ 4.23

他のカーネルについても同様に係数の決定を
行った結果、GEQRTカーネル、LARFBカーネル
については p値が比較的大きい係数があり、こ
の 2つのカーネルについては説明変数を一つ減
らしたモデルを採用した。

4 タイルQRの性能モデル

上で作成したカーネル単体の性能モデルを、
Listing 1のカーネル呼び出し部分に組み込むこ
とで、タイル QRの性能モデルとした。

b = {160, 240, 320, 400, 480, 560, 640}、s = b/4
とした場合の性能モデルとタイルQRプログラ
ムの性能の実測値との差を図 3に示す。

-0.20		

-0.15		

-0.10		

-0.05		

0.00		

0.05		

0.10		

0.15		

0.20		

0	 5000	 10000	 15000	 20000	 25000	 30000	 35000	 40000	

Re
l.	
er
ro
r	

Size	of	matrix	

160	

240	

320	

400	

480	

560	

640	

図 3. Relative error between model and measured value

図 3より、タイルサイズが大きい場合にモデ
ルは実際の性能よりも高速となっている。これ
はスレッド間で共有される L3キャッシュの影
響がモデルに反映されていないことが原因だと
推測している。

参考文献

[1] PLASMA. (2017) Accessed 2018-08-02.
[Online]. Available: https://bitbucket.org/
icl/plasma
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EigenExaへのオンライン自動チューニング活用の試みについて 
 
   今村俊幸1 
     1理化学研究所計算科学研究センター 

     e-mail: imamura.toshiyuki@riken.jp 

 
1  概要 
 我々はエクサスケール規模の次世代スパコ

ンでの実用を目指した固有値計算ライブラリ

EigenExa[1]を開発している。現状、「京」など

超並列環境では通信コストが並列性の阻害要

件となっており、本研究においてベイズなどの

統計により適切な通信方法をオンライン推定

し実行時のシステムに適した通信最適化を試

みる。特に ATMathCoreLib[2]を使ったソフトウ

ェアフレームワークと構築、予備実験について

講演時に報告する。 

 

2  はじめに 
 スーパーコンピュータ「京」をはじめとして、

数万ノードから構成される並列計算機では通

信が大きな問題になりつつある。本文執筆時点

で世界最速である米国の Summit[3]は、１ノー

ド当たりの演算能力が約 43TFLOPS (オークリ

ッジ研究所の公開ページの数値

200PFLOPS/4608より算出)である。一方、ノー

ド間ネットワーク性能は200GB/sにとどまって

いる。東大・筑波大で共同運用されている

Oakforest-PACS(OFP)においても 3046GFLOPS 

/node:25GB/sであり、京コンピュータが

128GFLOPS/node:20GB/sであることを考えても

近年のスパコンはノード間通信よりも単体ノ

ード性能に重きが置かれてた設計になってい

ることがわかる。これは、並列計算や並列アル

ゴリズムを設計実装する上での極めて重大な

問題点の存在を意味している。つまり、アルゴ

リズム上の数式に明確に表れない行間もしく

は抽象的に示された通信コストが支配的にな

るのである。単体ノードの性能向上に従って単

体ノード内で閉じた計算が可能にあればいい

のだが、高性能メモリは極めて高価で大容量を

搭載することが困難である。また、搭載メモリ

が増加すれば、ノード間通信すべき情報量も増

えるため、ノード間通信を中心とした並列アル

ゴリズム設計に移っていくことは間違いない

であろう。一方で、通信は並列プログラム構築

時の問題として扱ってしまいがちであるが、応

用数理もしくは統計数理的な最適化技術と連

携することで単なる工学的な問題ではなく、一

種の最適化問題として扱うこともできる。本稿

の目的は、須田らによって開発されたベイズ推

定による離散パラメータの最良推定を可能と

する ATMathCoreLibを用いて、数理的アプロー

チで適切な通信方法をオンライン推定する試

みについて議論をすることにある。 

 

3  EigenExa 
EigenExaは著者を中心として理研が開発す

る「京」並びにポスト「京」コンピュータ上で

高性能計算を可能とする固有値計算ライブラ

リである。2012年に version1.0を公開して以

降、「京」コンピュータ以外のスパコンへの対

応もしつつ、これまで大きな性能改善事項は

「通信コストの削減」を中心に進めてきた。実

際、ParCo16で発表した省通信型のHouseholder

三重対角化アルゴリズム CAHTR(3)は、通信コス

トを 15%以上削減し、性能向上に寄与してきた。 

今回の報告で対象とするのは、Cuppenの分割統

治法に代表される（二分木）再帰構造のアルゴ

リズム中に現れる特定ノードが保持する情報

集約、つまり非均一な集団的通信操作の最適化

である。 

Cuppenの分割統治法は 

 

 
の直和と１階摂動の分解を再帰的に施し、小規

模な三重対角行列の固有ベクトルを左右より

乗じて 

 

 

対角行列＋1階摂動問題に帰着する。これらを

分解の逆方向に進行する。ここで並列計算にお

いて下の階層で計算されたインターフェイス

ベクトルuに関する情報を他のプロセスに通知

する必要がある。実際はブロードキャストなど

の操作で全プロセスに通知する。インターフェ

イスベクトル uは 
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の構造から、実際、前半の計算結果(u1)を保持

するプロセス、後半(u2)を保持するプロセスか

ら該当箇所の結果を送受信する。MPI等で定め

られている通常の集団通信の範囲に収まって

いないため、複数の実装方式が考えられる。 

 

1) 特定プロセス(root)に u1,u2を集め, u

として並べ直した後でブロードキャスト

(MPI_Bcast)する 

2) u1,u2の元々のオーナー以外は 0クリア

して、全プロセスでリダクション

(MPI_Allreduce(SUM))する 

3) u1,u2を行方向にブロードキャストし、

列方向にリダクションする 

4) u1, u2それぞれのオーナーが所属する列

内でリダクションし、行方向にブロード

キャストする 

5) 4)の手法のリダクションに代わりギャザ

ー(MPI_Allgather)を行い並べ直した後

で、行方向にブロードキャストする 

6) 3)の後半に現れるリダクションに代わり

ギャザーを発行する 

 

など少なくとも6通りの通信方法が考えられる。

これらは、「ベクトル uの長さ」、「プロセス数」

に応じていずれの方法が最良か、異なることが

事前実験で分かっている。また、京コンピュー

タのように２次元マッピング後の相対的なト

ポロジーが相似であるという性質を使えば、連

続通信の初期の状態を除きほぼ通信のバラツ

キはある種の確率分布に従うと仮定してもよ

い（初期段階の性能はシステム側のバッファ準

備や通信路の確保などに起因する）。 

 

4  ATMathCoreLibによるオンライン推定 
須田らによって開発されたATMathCoreLibは、

離散パラメータに基づくある種の最適化問題

を有限回数の試行（サンプリング）の範囲で最

良ベイズ推定によって、適切なパラメータをオ

ンラインで推定できるツールである。 

藤井らの実験[4]を例にとれば、マルチグリ

ッド前処理による MGCGには各種のパラメータ

が存在し、それらの選択により性能が数倍の範

囲で変動する。MGCG法は反復の初期過程でパラ

メータを試行できるため、適切な試行により最

良パラメータを最終的に得る仕組みを入れ込

むことができる。ATMathCoreLibは指定された

試行回数の中で、確度と regressionのバラン

スを取りながら最良パラメータを決定する。 

我々は、上記 EigenExaの分割統治法の uの

通信方法について、（プロセス数、ベクトル長、

通信方法）の３組のインデックスをもつ離散事

象に対してプロセスとベクトル長を固定した

ときに最良パラメータを決定する、オンライン

推定問題を ATMathCoreLibを用いて実装する。

実際、EigenExaは初期化の段階で何回かの試行

ができるが、利用者が指定する問題サイズが確

定しないので、ベクトル長が長い場合の試行回

数を十分に取れない欠点が存在する。一方で、

数値計算ライブラリは同一のユーザーがほぼ

同サイズの問題を同一プロセス数で求解する

という特性を持つため、利用者の呼び出し回数

が増えれば増えるほどその精度が高まるよう

にライブラリを設計すればよい。 

 

5  まとめ 
通信コストを逐次試行を行いながら推定精度

を上げるオンラインチューニングの考え方に

ついてまとめた。発表当日は、ATMathCoreLib

によるオンラインチューニング予備実験とい

くつかの性能評価も報告する。 

 

謝辞 ATMathCoreLibの使用にによるオンライ

ン自動チューニングのアイディアは須田・藤井

両氏からアドバイスを受けた。EigenExaは

CREST JST（ポストペタスケールシステムソフ

トウェア）の支援に引き続き、現在「京」高度

利用化ならびにポスト「京」開発補助金の支援

を受け開発している。 

 

参考文献 
[1] EigenExa Homepage, 

http://www.r-ccs.riken.jp/labs/lpnctr

t/projects/eigenexa/ 

[2] 須田礼仁, 自動チューニング数理基盤ラ

イブラリ ATMathCoreLib, 情報処理学会 

研究報告 HPC-129-14, 2011年 3月 

[3] Oak Ridge National Laboratory, Summit 

Homepage, 

https://www.olcf.ornl.gov/summit/. 

[4] 藤井昭宏，田中輝雄, ATMathCoreLibを用

いた代数的多重格子法の階層的パラメタ

最適化. 第 22回計算工学講演会, 2017年 

528

https://www.olcf.ornl.gov/summit/


日本応用数理学会 2018 年 年会 講演予稿集 (2018.9.3-5，名古屋)  Copyright (C) 2018 一般社団法人日本応用数理学会 

 

 

MPS法による静水圧問題における重心ボロノイ分割を用いた粒子位置の提案 
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1  はじめに 
MPS法[1][2]は,Moving Particle Simulation 

法の略であり,粒子法の代表的手法1つである.

圧縮性流体を取り扱うために提案された SPH 

法に対して，粒子法で非圧縮性流体を取り扱え

るように提案されたものである.主に流体解析

や構造解析に用いられている．ほかの手法に比

べて，計算格子を作成する必要がない，大変形

や破壊に適用しやすい，といったメリットを持

つために現在までに自由表面を有する流れや

剛体と流体の連成問題，布のシミュレーション

などの，流体や個体の複雑な動きを扱うモデル

が研究されている． 

MPS 法の計算精度に影響を与える要因の1つ

として，粒子の初期位置がある．初期位置は格

子状に配置する方法が主流であるが，曲面や斜

面の取り扱いが困難となる．他の粒子法である

SPH 法向けには，SPH 法のスキームに基づいて

初期粒子位置の不均一さを評価し，それを最小

化するように粒子を移動させる手法が提案さ

れている[3]．しかし，同手法を用いる前に，幾

何形状の情報のみから格子状よりも適切な初

期粒子位置 を生成できることが望まれる．ま

た，MPS 法では計算中に流体として移動する粒

子の負荷分散について論じているものはある

が，初期位置について着目しているものは少な

い． 

そこで本研究では，ボロノイ分割に基づいて 

粒子の初期位置を設定する方法を提案する．ボ 

ロノイ分割は，流体力学（気象分野），水文学， 

計画学，画像処理等の分野で広く利用されてき 

た．特に重心ボロノイ分割[4]に着目する．これ 

により，曲面・斜面に対して，格子状に配置し

たものよりも滑らかになることが期待される． 

今回は 2次元問題を対象とし，壁面が曲線であ

る容器での静水圧問題について，重心ボロノイ

分割で移動させた初期位置に対して MPS 法の

コード で流れ解析を行い，格子状に粒子を生

成し解析した場合と比較した 

 

 

2  重心ボロノイ分割 
ボロノイ図は,ある距離空間上の任意の位置に

配置された複数個の点（母点）に対して,同一距

離空間上の他の点がどの母点に近いかによって

領域分けされた図のことである.ここで重心ボロ

ノイ分割とは,分割後の領域の重心と母点が一致

するボロノイ分割のことで, 母点が最も効率的

に分布したときの分割方法とみなすことができ

る.これは,一般的なボロノイ分割から,次の 1)と

2)を繰り返すことで得られる. 

1) ボロノイ分割した後の,各領域の重心を求

める. 

2) 母点を重心に移動して,もう一度ボロノイ

分割する.  

重心ボロノイ分割はこれを重心が移動しなくな

るまで繰り返すことで得られる配置となる. 

ここで,重心の移動を続けるかどうかの判定

は,以下を満たす点 1 つでも存在したかどうか

で行った. 

|x0 − xc|

1.0𝑒−4|𝑥0|
> 0 or

|y0 − yc|

1.0𝑒−4|𝑦0|
> 0 

x0:元の母点の𝑥座標   xc:重心の𝑥座標 

y0:元の母点の𝑦座標   yc:重心の𝑦座標 

 

図 1.重心ボロノイ分割後 

図 1 は実際に実装プログラムで重心ボロノイ

分割をおこなった後の図である.図 2 の境界に
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近い粒子について着目してみると,曲面に対し

て滑らかに表現できているのが分かる. 

また今回の実装では赤線の境界外に重心移動

しない粒子を配置することで重心ボロノイ分

割を実装している.それにより様々な形状にお

いて実装が簡単に行うことができる. 

3  静水圧問題への適用 
 今回,図2で示すような壁面に曲面を持つ容器

にて実験を行った. ここで青点は水粒子,澄点

は壁粒子,赤点はダミー壁粒子を示す.ダミー

壁粒子とは圧力を通さない壁粒子のことであ

る.図 3 は図 2 の配置に対して重心ボロノイ分

割を適応した図である. 今回はこの初期配置

に対して MPS 法を適用し,水粒子の圧力分布を

調べた.MPS法コードは文献[2]付録 mps.cベー

スに作成したものを利用した.mps.c は圧力ポ

アソン方程式を陰的に解く半陰解法のMPS法を

採用しており，自由表面を伴う非圧縮性粘性流

れ問題を解く流体シミュレーションのCコード

である. 

図4,5は格子状配置,提案配置それぞれについ

て MPS法を適用した結果である.図 5より,水粒

子に着目してみると,提案配置でも静水圧問題

が解けているといえる結果が得られた.しかし

格子状配置と比較すると,提案配置は精度が良

いとは言えない結果となってしまった. 

図 2,格子状配置 

図 3,提案配置 

図 4, 格子状配置の静水圧分布 

図 5, 提案配置の静水圧分布  

 

4  まとめ 
提案配置により,曲面・斜面に対して,格子

状に配置したものよりも滑らかに表現するこ

とができ,その静水圧分布についてもほとんど

正しく計算が行えた.しかし計算精度について

みると格子状配置よりも良い結果とはいえな

い.よって今回提案した配置についてはさらな

る検証が必要である. 
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２層渦あり流れの数値シミュレーション

東海林まゆみ（日本女子大学）、岡本久（学習院大学）

概 要

重力波、重力・表面張力波、表面張力波の２層渦あり流れの分岐問題を考える。様々な研
究がなされている渦なし流れに対して、渦あり流れに関する研究結果はまだ少ない。ここでは
上層と下層でそれぞれ異なる渦度（定数）の２層流を考える。渦あり流れでは、よどみ点出現
の有無が重要な概念となる。上層、下層の深さと渦度に対応するパラメータを様々に変えたと
き、分岐解の形状や分岐構造がどのように変化するか、よどみ点がどのようなしくみで出現す
るか、を数値シミュレーションによって調べた。

1 定式化

考えている進行波とともに動く動座標系を x-y とし、自由境界が y = h(x) （ただし h(x) は左
右対称な L-周期関数）で与えられているとする。このとき x-y 座標系での定常問題を考えること
になり、流れ関数 ψ を用いて下記のように記述される。

−�ψ = F (ψ) (−d < y < h(x),−L/2 < x < L/2),

1

2
|∇ψ|2 + g(y + d)− σ

hxx
(1 + h2x)

3/2
= Q (y = h(x)),

ψ2 = 0 (y = h(x)),

ψ1 = −p0 (y = −d).

ここで g は重力定数、p0 は与えられる正の定数、Q は未知の定数、σ ≥ 0 は表面張力係数を表す
定数である。F は渦度関数であるが区分的に異なる定数の場合を考える。重力・表面張力波の場
合には、これは２つの分岐パラメータを持つ分岐問題であり、解構造はかなり複雑になることが
考えられる。
ここでは２層流の場合を扱うので、下層と上層の流体部分をそれぞれ Ω1,Ω2 とおき、渦度関

数を

F (ψ) =

{
γ1 in Ω1,

γ2 in Ω2,

とする。γ1, γ2 は値の異なる定数とし、Ω1,Ω2 の平均深さをそれぞれ d1, d2 (d = d1+d2)とする。こ
のとき２つの分岐パラメータを持つ分岐問題を解くことになるが、定数パラメータ d1, d2, γ1, γ2, p0

を様々に変化させたとき、未知関数 h(x), ψ(x, y) と未知の定数 Q の解構造がどのようになるか
を調べたい。

1
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2 問題点と数値計算法

この問題は多層流の場合について [2] や [3] 等で数学的に論じられているが、数値計算結果が示
された例はまだなく具体的な解の様子についてはまだ何も分かっていない。２層流の場合ですら、
関係する定数の自由度が多すぎて分岐解の構造を数学的に論じることは非常に難しい。そこで本
研究は、組織的に系統立てた数値シミュレーションを行い、具体的な解構造を調べようというも
のである。
数値計算するうえで難しい点のひとつは境界形状が未知、ということである。一層流の場合に

はこれを克服する方法として、 Zeidler や Simmen & Saffman のアイデアを用いることができる
（ [1] ）。しかし２層流の場合にはこれらの方法を適用することはできない。もうひとつの難点は、
よどみ点が現れる場合にも適用可能なアルゴリズムを用いることが必須である。何故なら渦あり
流れの問題では、よどみ点の出現の有無は重要な概念である。現在までに重力波の場合にはよど
み点が現れることがわかっている（ [1], [5], etc. ）。しかし表面張力が働く場合にはよどみ点の有
無に関してまだ何もわかっていない。これを計算するには新たなアルゴリズムが必要となる。
今回用いた数学的な定式化は主として [2]、[4] に従った。数値計算法は h(x) に間しては Fourier

級数展開法、ψ に関しては差分法を用いた。具体的には流れ関数 ψ を、 ψ(x) = ψ1(x) in Ω1、
ψ(x) = ψ2(x) in Ω2 とおき、ψ1, ψ2 が各領域で前出の支配方程式を満たす条件に加えて、Ω1 と
Ω2 の境界で ψ1 と ψ2 が滑らかに繋がる条件を考慮して解いた。この計算法は、重力波、重力・
表面張力波、表面張力波のすべての場合に適用できる。これらの場合について数値実験を行った。
いずれの場合もパラメータ値の組み合わせによって、よどみ点が現れる場合、現れない場合、一
瞬だけ現れる場合、などがあることがわかった。
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粒子法シミュレーションのキャビテーション気泡における圧縮破壊現象へ
の応用

西 圭祐 1

1同志社大学大学院生命医科学研究科
e-mail : ctub1040@mail4.doshisha.ac.jp

1 諸言

流体の流れから生じた圧力差により，短時間
で気泡の発生・消滅が起きる現象をキャビテー
ション現象という．キャビテーションの発生は，
プロペラやスクリューなどの水中推進機構に対
して，性能を抑制し,コロージョンと呼ばれる
圧壊現象を引き起こす可能性がある．一方で
は，医療や工業分野において様々な応用例があ
る為，これまでもキャビテーション現象に関す
る研究が理論および実験によって数多くなされ
ている [1]．しかし，格子や要素に基づく研究は
多く存在するものの，キャビテーション現象に
おいては複数の流体成分の複雑な界面の変化を
伴う為，解析が困難である．したがって，本研
究ではラグランジュ的な解析手法である粒子法
を用いた．具体的には，粒子法の中でもMPS

法を，圧縮性流体の解析に対応させた越塚ら [2]

の手法を拡張した．キャビテーション現象の中
でも，固体壁近傍の気泡の非球状収縮 [3]につ
いて，複数の条件下でのシミュレーション結果
を報告する．

2 支配方程式とその離散化

支配方程式は，連続式，ナビエストークス方
程式，エネルギ式，状態方程式を用いた．

Du

Dt
= −∇p+

p

ρ
∇ρ+ ν∇2u+ f (1)

Dρ

Dt
+ ρ∇・u = 0 (2)

De

Dt
= −p∇・u+

K

ρ
∇2T +Φ (3)

p = RT (4)

ここで，uは速度，tは時間刻み幅，pは圧力
を密度で除した値，ρは密度，νは動粘性係数，
f は外力，eは内部エネルギー，Kは熱伝導係
数，T は温度，Φは散逸関数を示す．

本研究では，三次元モデルによるシミュレー
ションを行った．垂直方向の下面は壁，上面は
内部の値を補間して仮想する境界に，側面は周
期境界条件を付与した．壁面について，圧力計
算を適切に行うため，壁面粒子の圧力は重み関
数を用いて，周囲の流体粒子の重み平均により
導出した [2]．

pi =
∑
j ̸=i

[pjw(rj , ri)] (5)

上面の境界については，風上差分法を用いて計
算を行った．

ϕn+1
i = (1− c)ϕn

i + cϕn
i−1 (6)

cはクーラン数で，c = u∆t/∆xである．変数
の右肩の添え字 nなどはステップ数を示し，i

は粒子番号を示す．
本研究では，水と気泡という密度差の大きい

二つの流体を同時に解く必要があり，統一的な
計算を行う上で，従来の方法では計算に不安定
性が生じる為，流体の種類に応じて異なるパラ
メータを与え計算を行った．加えて，圧縮性を
考慮する必要がある為，非圧縮性流体アルゴリ
ズムであるMPS法を式 (3), (4)を用いて拡張
することで，以下のポアソン方程式を支配方程
式から導出し，ガウスの消去法を用いて解いた．(

∆t2∇2 − 1

(γ− 1)p
(∗)
i

)
p
(k+1)
i

=
n
(∗)
i − n

(k)
i

n
(k)
i

− 1

(γ− 1)

(7)

γは比熱比，ni は粒子 iにおける粒子数密度で
ある．圧力と粒子数密度の添え字 (k)はステッ
プ数を示し，(∗)は半陰解法における陽解法の
みの計算での仮粒子移動後を表す．

3 数値実験

本シミュレーションのパラメータは以下Tab.1

の値を用いて計算を行った．
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Tab. 1. Parameters of cavitating simulation

固体壁近傍のキャビテーション気泡の振る舞
いについてシミュレーションを行った．ここで，
Rを気泡径，sを気泡中心から壁面の距離とし，
気泡の径と中心から壁面の距離の比 r = R/s =

0.5～2.0で変化させた際の非球状収縮について，
実験の結果と比較した．
実験結果について，富田ら [4]の研究結果を

Fig.1に示す．フレーム毎の時間間隔は 2[µs]で
あり，フレームの横長は 1.4[mm]である．

Fig. 1. Parameters of cavitating simulation

同様の条件で r = 1.5としたときの，シミュ
レーション結果を，気泡中心に縦方向に切断し
た断面図にて示す (Fig.2)．なお，フレーム毎
の時間間隔は 8[µs]で, 上側が壁面である．

Fig. 2. Parameters of cavitating simulation

4 考察

Fig.1の実験結果とFig.2のシミュレーション
結果を比較すると，非球状収縮の様子は概ね一
致している．だたし，実験結果で気泡内部に侵
入するマイクロジェットを，数値解では厳密に
再現できず，これは気泡を構成する粒子数が少
ないことが原因の一つとして考えられる．また，
シミュレーションでは，気泡の形状変化が表れ
る前に，側面の境界に波が到達してしまい，周
期境界条件によって干渉しあっている事が考え
られ，今後改善が必要である．

5 結言

本稿では，固体壁近傍での気泡非球状変化に
ついて，粒子法を用いた数値シミュレーション
を行い，実験結果と比較・考察した．粒子法を
用いることで複雑な気泡表面の変化を表現する
ことが可能であるものの，実験結果と比較する
と，精度向上に改善の余地がある．発生したマ
イクロジェットについての考察も，今後の研究
課題の一つである．
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Stokes-Darcy 方程式に対する処罰法と不連続Galerkin近似
周 冠宇 1, 柏原 崇人 2, 及川 一誠 3, Chung Eric4, Shiue Ming-Cheng5

1東京理科大学，2東京大学，3早稲田大学，4The Chinese University of Hong Kong，3National

Chiao Tung University

e-mail : zhoug@rs.tus.ac.jp

1 はじめに
領域 ΩS ⊂ Rd (d = 2, 3)上で Stokes流れを

考えよう．

−∇ · σ(uS, pS) = fS in ΩS, (1a)

∇ · uS = 0 in ΩS, (1b)

uS = 0 on ΓS (1c)

ここで，(uS, pS)は Stokes流れの流速と圧力，
σ(uS, pS) := −pSI+2νE(uS) (E(v) := ∇v+∇⊤v

2 )

は応力テンソルを表す．fSは外力，νは粘性係
数である．一部の境界 ΓS ⊂ ∂ΩSで，Dirichlet

境界条件 (1c)を課し，残りの境界Γ := ∂ΩS\ΓS

は Darcy 領域 ΩD の境界となり (∂ΩD = Γ,

図 1)，インタフェース境界条件 (3)を課す．
Darcyの法則によって，ΩD 上の流速 uD と

圧力 pDは次の方程式を満たす．

∇ · uD = gD in ΩD, (2a)

uD = −K∇pD in ΩD, (2b)

ここで，外力 gD は
∫
ΩD g dx = 0 を満たし，

K ∈ Rd×dは正定値対角行列である．
さらに，Γで次のBeavers-Joseph-Saffmanの

インタフェース境界条件を課す．

uS · nSD + uD · nDS = 0, (3a)

−τn(u
S, pS) = pD, (3b)

−τT (u
S) = αν−

1
2K

1
2uST (3c)

ここで，α > 0は定数，nSDは Γ上のΩD向き
単位法線ベクトルである．

τn(u
S, pS) := σ(uS, pS)nSD · nSD,

τT (u
S) := σ(uS, pS)nSD − τn(u

S, pS)nSD

は応力ベクトルの法線成分と接線成分，uST :=

uS − uS · nSDnSDは流速 uSの接線成分を表す．
上のStokes-Darcy方程式に対して，様々な数

値方法が提案されている．Lagrange multiplier

を導入して，インタフェース境界条件 (3a)を

次の弱形式に変形し，離散化を行うのは一つの
代表的な手法である [3]．

⟨uS ·nSD+uD ·nDS, µ⟩ = 0 ∀µ ∈ H
1
2 (Γ) (4)

⟨·, ·⟩はH− 1
2 (Γ)とH

1
2 (Γ)の dual-productを表

す．しかし，(4)について良い離散化式の提案
と誤差解析は容易ではない．既存の方法では，
Stokes と Darcyの流速が異なる有限要素を利
用するので，Lagrange multiplierと試験関数µ

の有限要素を適当に選ばないと数値スキームの
妥当性を失う恐れがある．しかも，ほんとんど
の先行研究は折れ線のインタフェース境界を扱
い，滑らかなΓについて解析理論は非常に乏し
い．もう一つの広く応用される方法は domain

decomposition法であり，Γで適当な境界条件
を加えて，領域ΩSとΩD上で StokesとDarcy

の流れを別々で計算し，反復法によって，(3)を
満たす解に収束することが示された．ただし，
収束条件は加えた境界条件とパラメータに依存
する [1]．方程式 (2)を圧力の楕円型方程式に変
形して，(1)–(3)と同値する問題を解く方法も
提案されている [2]．
本研究では，インタフェース境界条件 (3a)に
対して，Lagrange multiplier 不要な手法，処
罰法を提案し，収束性と処罰パラメータの関係
を調べる．さらに，有限要素法を処罰問題に適
用し，離散化スキームの安定性と誤差評価を考
察する．我々は流速・圧力に対して，全体の領
域 Ω := ΩS ∪ ΩS ∪ Γ で有限要素空間を考え
る．圧力と接線流速は Γ上で不連続であるた
め，DG法を用いて離散化を行う．境界に適合
する三角形メッシュ分割によって，滑らかな Γ

は折れ線・多面体の表面 Γhによって近似する．
そのため，数値スキームは連続の法線方向 nSD

を使用せず，Γh上の非連続的な法線方向 nhを
採用する．この領域・境界・法線方向の摂動に
よって生じる誤差について，２次元と３次元の
場合に分けて，最適な誤差評価が得られた．
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ΩS ΩD

Γ

ΓS

nDS

図 1. 領域と境界

2 処罰法
次の関数空間と記号を導入しておこう．

X = {v = (vS, vD) | vS ∈ H1(ΩS)d,

vS|ΓS = 0, vD ∈ H(div; ΩD)}

M = {q = (qS, qD) | qi ∈ L2(Ωi), i = S, D}

[[v]]Γ := vS · nSD + vD · nDS

は Γ上で vの法線成分のジャンプを表す．

X̃ := {v ∈ X | [[v]]Γ ∈ L2(Γ)}

(·, ·)ωは L2(ω)の内積を表し，次の双線型形式
を定義する．任意の u, v ∈ X, p ∈ M に対して，

a(u, v) :=2ν(E(uS),E(vS))ΩS + (K−1uD, vD)ΩD

+ αν−1(K
1
2uSεT , v

S
T )Γ,

b(v, p) :=− (∇ · vS, pS)ΩS − (∇ · vD, pD)ΩD .

処罰パラメータ ε (0 < ε ≪ 1)を導入し，次
の処罰問題を考えよう．(uε, pε) ∈ X̃ × M は
処罰問題の流速と圧力として，次の方程式を満
たす．

a(uε, v) + b(v, pε) + ε−1([[uε]]Γ, [[v]]Γ)Γ

= (fS, v)ΩS ∀v ∈ X̃,
(5a)

b(uε, q) = (gD, q)ΩD ∀q ∈ M, (5b)

上式に v = uεを代入して，強圧性 (Kornの不
等式)により，流速 uεの安定性が得られる．

∥uSε∥H1(ΩS) + ∥uDε ∥L2(ΩD)

+ ε−1∥[[uε]]Γ∥L2(Γ) ≤ CfS,gD .
(6)

したがって，ε → 0のとき，[[uε]]Γ ≤ C
√
ε → 0.

つまり，Γ上で流速 uε の法線成分のジャンプ
が 0に収束し，(uε, pε)は Stokes-Darcy方程式
(1)–(3)の解 (u, p)に収束する．

一方で，処罰問題の強解 (uε, pε)は Γ上で次
のRobin型境界条件を満たす．

−τn(u
S
ε , p

S
ε ) = ε−1[[uε]]Γ, (7a)

−τn(u
S
ε , p

S
ε ) = pDε , (7b)

−τT (u
S
ε ) = αν−

1
2K

1
2uSεT (7c)

(7a)と inf-sup定理によって，∥pε∥ ≤ O(ε−α)

(α > 0)．要するに，処罰パラメータ εが小さ
くすると，圧力の安定性が失う可能性がある．
実は，次の安定性定理が示された．

定理 1 fS ∈ (H1(ΩS)d)′, gD ∈ L2(ΩD)とす
る．処罰問題 (5)はwell-posedであり，(uε, pε)

が次の評価を満たす．

∥uSε∥H1(ΩS) + ∥uDε ∥L2(ΩD) + ∥pε∥L2(Ω)

+ ε−1∥[[uε]]Γ∥L2(Γ) ≤ CfS,gD .
(8)

処罰法の収束性について，次の誤差評価が得ら
れた．

定理 2 Stokes-Darcy方程式 (1)–(3)の解 (u, p)

が次の正則性を満たすと仮定する．

uD · nDS ∈ L2(Γ), τn(u
S, pS) = pD ∈ H

1
2 (Γ)

このとき，

∥uSε − uS∥H1(ΩS) + ∥uDε − uD∥L2(ΩD) ≤ Cε,

∥piε − pi∥L2(Ωi)/R ≤ Cε, i = S, D.

3 不連続Galerkin近似
（講演スライドを参照．）
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3661–3684.
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͖ܕͷඇઢੑܗΛ֬ͭ࣋ඍํఔࣜͷരൃղͷղੳ

˓ྊ ӳ 1, ੴ ࠸ 2

1ࣳӜۀେֶେֶӃ ཧڀݚֶՊ म࢜ 2ɼ2ࣳӜۀେֶ γεςϜཧֶ෦
e-mail : mf17072@shibaura-it.ac.jp

1 ֓ཁ

͖ܕͷඇઢੑܗΛͭ֬ඍํఔࣜͷര
ൃͱ, ͦͷղ๏Λ͑ߟΔ.

dX(t) = aX(t)pdt+XqdW (t). (1)

͜͜Ͱ, p > 1, q > 0 ,α > 0 ͱ͢Δ. ํఔ
ࣜ (1)͋ΔྟքࢦΑΓେ͖͍߹, ֬
1ͰരൃղΛͭ࣋͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [1].

ຊڀݚͰ, ະղܾͰ͋ͬͨྟքͷ߹ʹಛ
ఆͷ݅ԼͰͷ֬ 1ͰͷղͷരൃΛࣔ͠, ര
ൃղʹ BrownӡಈΛ༻͍ͨදݱΛ༩͑ͨ. ۩
ମతͳղΛಘΔ͜ͱͰ, രൃࠁ࣌Λ͋Δαϯϓ
ϧʹґΒͳ͍Λ༻͍ͯಛ͚Δ͜ͱ͕Ͱ͖
ͨ. ·ͨ, ํఔࣜ (1)ʹର͢ΔεΩʔϜΛ
ఏҊ͠, ࣮ه্͍͓ͯʹݧͷಛ͚ͮͷ༗
ޮੑΛ֬ೝͰ͖ͨ.

2 ͖ܕͷ SDEʹର͢Δཧղੳ

(1), Ұݩ࣍ҏ౻֬ܕඍํఔࣜͰ͋Δ.

[1], [2]ʹΑΔͱ p > 2q− 1ʢ༏ྟքʣ͕Γཱ
ͭͱ͖, X(t)֬ 1ͰരൃղͱͳΔ͜ͱ͕ड़
ΒΕ͍ͯΔ. p < 2q − 1ʢྼྟքʣͷ߹ͷ
݁Ռͳ͘, తʹരൃ͜ىΓಘͳ͍ͱ
༧͞ΕΔ.

2.1 ྟքͷͱ͖ͷരൃղʹ͍ͭͯ

ྟքͷ߹, ͷ݅࣍ (A)ΛԾఆ͢ΔͱҎԼ
ͷఆཧ͕Γཱͭ.

݅ (A)

p = 2q − 1, α =
q

2
.

Theorem 1 ݅ (A)ΛԾఆ͢Δͱ, ͖֬ܕ
ඍํఔ ʢࣜ1ʣ֬ 1ͰരൃղΛͪ࣋, ղ
ҎԼͷΑ͏ʹॻ͖Լ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

X(t) =

(
Xλ

0

1− λXλ
0W (t)

)1/λ

, λ = q−1(> 0).

·ͨ, M := 1/λβX0
λ ͱ͢Δͱ, ղࠁ࣌

Tω := inf
t
{ω ∈ Ω | W (t) > M}Ͱൃ͢ࢄΔ. Tω

 BrownӡಈͷM ͷॳ౸ୡࠁ࣌Ͱ͋Γ, ֬
 1Ͱ༗ݶͰ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. Αͬͯ,

X(t)֬ 1ͰരൃղͱͳΔ.

3 ղੳ

ODEͷരൃղͷ؆୯ͳྫͱͯ͠ҎԼΛ͛ڍ
Δ.

{
dX
dt (t) = Xp(t),

X(0) = α > 0.
(2)

(2)ΛཅతΦΠϥʔ๏ͰࢄԽ͢Δ. ࢄԽ͠
ࠁ࣌ͨ tn ʹ͓͚ΔX(tn)ͷۙࣅΛXn ͱஔ
͖, খ۠ؒͷ෯ hn := tn− tn−1Λҙͷਖ਼ఆ
τ Λ༻͍ͯ hn := τ/|Xn|p−1ͱ͢ΔͱεΩʔϜ
ҎԼͷΑ͏ʹͳΔ.

Xn+1 = Xn + hnX
p
n (3)

͜ͷͱ͖, ղͷൃࢄ:limn→∞Xn = ∞͓Α
ͼ, രൃؒ࣌ͷ༗ੑݶ:Tτ = limn→∞ tn <

∞͕ࣔ͞Ε, ༗ؒ࣌ݶരൃΛࢉܭʹΑͬͯ
.Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͢ݱ࠶

͜ͷํ๏Λ֬ඍํఔࣜద༻͢Δ.Brown

ӡಈͷ૿ಠཱඪ४ਖ਼نཚྻ ξiΛ༻͍ͯ,

∆Wn =
√
hkξnͱۙ͢ࣅΔ. ֬ඍํఔࣜͷ

ࢄԽʹҎԼͷEuler-Maruyama SchemeΛ
༻͍Δ.

Xn+1 = Xn + f(tn, Xn)hn + g(tn, Xn)∆Wn.

3.1 Groisman-Rossi ͷํ๏ (p ͷํ
๏)

ՄมࠁΈ෯Λ༻͍ͨ֬ඍํఔࣜͷܭ
,๏ʢP.Groismanํࢉ J.D.Rossi et al, 2005,

[1]ʣͷઌڀݚߦʹΑΔ݁Ռ͕ଘ͢ࡏΔ. (1)ʹ
ରͯ͠ࠁΈ෯Λ hn = τ/|Xn|pͱͱΔҎԼͷε
ΩʔϜ͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔ.

Xn+1 = Xn + αXp
n

τ

|Xn|p
+Xq

n∆Wn, (4)
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3.2 ఏҊͷํ๏ʢp− 1ͷํ๏ʣ

ຊڀݚʹ͓͍ͯ, ODEͱಉ͘͡ࠁΈ෯ʹ
hn = τ/|Xn|p−1Λ༻͍Δ. ͜ͷͱ͖, εΩʔϜ
ҎԼͷ༷ʹͳΔ.

Xn+1 = Xn + αXp
n

τ

|Xn|p−1
+Xq

n∆Wn. (5)

[1]ʹ͓͍ͯ, pͷํ๏ʹ͓͚Δղͷઢܗ
૿େੑ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔ. ͜Εʹൺͯ, p− 1
ͷํ๏ʹ͓͚Δղൺྻతͳ૿େ͕༧
͞ΕΔͷͰ,(4)ʹൺࢉܭίετͷॖখ͕ظ
Ͱ͖Δ. ·ͨ, രൃࠁ࣌ͷ༗ੑݶʹؔ͠
ͯҎԼͷఆཧΛࣔͨ͠.

Theorem 2 ʢരൃࠁ࣌ͷ༗ੑݶʣ

͋Δ, γ > 1͕ଘͯ͠ࡏ, lim sup
n→∞

γn

Xn
< ∞

ͳΒ, Tτ :=
∞∑

i=1

hi < ∞͕Γཱͭ.

Proposition 3 ʢղͷൃࢄʣ
ྟք (p = 2q − 1)ͷ߹, ఏҊͷํ๏ʹ͓͚Δ
ղXn, .Δ͢ࢄΦʔμʔͰൃࢦ

Αͬͯ, Theorem 2ͱ߹Θͤͯྟքͷ߹ͷ
ղͷ༗ؒ࣌ݶരൃ͕ಘΒΕΔ.

4 ࣮݁ݧՌ

p−1ͷํ๏Λ༻͍࣮ͯݧΛͨͬߦ. ς
ετํఔࣜ X(t) = X3(t)dt + X2(t)dW (t),

X0 = 1Λ༻͍, ύϥϝʔλ τ = 10−6ͱ
ͨ͠.

p = 3ͷͱ͖, ݅ (A)ΑΓM = 1ͱͳΔͷ
ͰW (t)ͷ 1ͷॳ౸ୡ͕ࠁ࣌ਅͷരൃࠁ࣌ͱ
ͳΔ. ·ͨ, ࢉܭͰղ͕Xn > 1000

ͱͳͬͨ࠷ॳͷࠁ࣌Λരൃࠁ࣌ͱ͢Δ. Լ
ਤ, 4ຊͷղͱۙࣅBrownӡಈWnΛͦ
ΕͧΕϓϩοτͨ͠ͷͰ͋Δ.
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ਤ 2. ࣅۙ Brownӡಈ

ਤ.1ΑΓ, ղͷരൃ͕ࢉܭʹΑͬͯݱ࠶
͞Ε, ਤ.2 ΑΓരൃࠁ࣌ʹ͓͍ͯ Wn ͕
M = 1ऩଋ͢ΔΑ͏ͳڍಈ͕֬ೝͰ͖ͨ.

ද 1. രൃࠁ࣌ͱۙࣅ Brownӡಈ

Sample No. Tτ Wn

1 2.381679 0.994899

2 0.439451 1.003542

3 1.670763 1.012586

4 0.221565 0.999176

,ʹ࣍ αϯϓϧΛN = 1000ͱ͠. Xn > L

ͱͳͬͨ࠷ॳͷࠁ࣌Λരൃࠁ࣌ Tτ ͱ͢Δ.

L = 10kͱ͓͖, kΛஈ֊తʹେ͖͘ͱΔͱ, Tτ

ʹ͓͚ΔWnͷฏۉ͕M ʹऩଋΛ͍ͯ͠Δ
Α͏ͳڍಈ͕ͯݟऔΕͨ. ͯʹԋߨՌ݁ݧ࣮
ৄ͘͠ड़Δ.

5 ·ͱΊͱޙࠓͷ՝

࣮ݧʹΑ͖ͬͯ֬ܕඍํఔࣜͷര
,ͷࠁ࣌ൃ M Λ༻͍ͨಛ͚ͮͷ༗ޮੑΛ֬ೝ
͠ҎԼͷ༧Λಘͨ.

༧ 4 ʢരൃࠁ࣌ͷऩଋੑʣ
L > 0ʹରͯ͠, ऴྃ݅Λࢉܭ Xn > Lͱ
ઃఆ͢Δ. ͜ͷͱ͖, |Wn − M | → 0 (τ ↘
0, L ↗ ∞)͕Γཱͭ.

·ͨ, ͜ͷ΄͔ʹղͷਖ਼ੑʹର͢Δߟ
, ʹίετͷൺֱࢉܭଘͷํ๏ͱͷط
ର͢Δ࣮ݧΛߦͳͬͨͷͰߨԋʹͯ݁ՌΛ
ใ͢ࠂΔ.

ओ݁Ռ

• ݅ (A)ͷԼͰͷരൃղͷಋग़͓ΑͼM

Λ༻͍ͨരൃࠁ࣌ͷಛ͚ͷఏҊ.

• ࣮ݧΛ༻͍ͨ, ఏҊͷํ๏ʹ͓͚Δ
രൃࠁ࣌ͷಛ͚ͷ༗ޮੑͷ֬ೝ.

• ղͷ༗ؒ࣌ݶരൃͷূ໌.

ݙจߟࢀ
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ドロネー分割と階層的クラスタリングに基づく
サッカートラッキングデータの解析

成塚 拓真 1∗, 山崎 義弘 2†

1中央大学 理工学部，2早稲田大学 先進理工学部
e-mail : ∗narizuka@phys.chuo-u.ac.jp, †yoshy@waseda.jp

1 はじめに

サッカー、バスケットボール、バレーボール、
ラグビー、ホッケーといった対戦型集団スポー
ツは、共通して、有限のフィールドで特定の時
間内に、構成要素である選手が二つの部分系に
分かれて競合している系と見なすことができる。
選手はルールに従って、環境の影響や対戦相手
の予期せぬ動きなどの不確定な要因を伴いなが
ら、ある目的を実現しようと運動する。そして、
世界中様々な場所で異なる構成要素によって、
こうした系が多数実現していると考えれば、対
戦型集団スポーツから試合やチームの詳細に依
らない再現性ある共通の構造を抽出できるので
はないかと期待できる。本発表では、対戦型集
団スポーツの代表例ともいえるサッカーに着目
し、特に、チームのフォーメーション形成につ
いての解析結果を報告する [1]。
サッカーでは一般に、フォーメーションを「4−

4− 2」や「3− 5− 2」といった数列で表すこと
が多い（それぞれの数字は「DFの数−MFの
数−FWの数」を表している）。このような数
列による表記は各チームの大まかな特徴を表す
には便利であろう。しかしながら、試合中の局
面（攻撃時や守備時など）と選手の役割・配置
変化を考える際には、簡単すぎるように思われ
る。これまでに、フォーメーションをより詳し
く解析するため、いくつかの手法が提案されて
きた。例えば、重心系におけるヒートマップを
基にした方法が提案されている [2]。この手法
は、フォーメーションという漠然とした概念を
定量化する上で有用である。しかし、ある時間
間隔での平均位置を基にした手法であるため、
フォーメーションの数秒単位での時間変化や異
なる時刻間のフォーメーションを比較するのは
難しい。そこで本発表では、ドロネー分割に基
づく新たなフォーメーションの解析手法を提案
する。なお、本稿に示した結果は、データスタ
ジアム社から提供いただいた 2016年度 J1リー
グ 1stステージ 第 1節「磐田 vs 名古屋」のト
ラッキングデータを用いて得られたものである。

2 ドロネー分割に基づく
フォーメーションの定義

先ず、フォーメーションを選手どうしの相対
的な位置関係と捉える。そして、各選手に対し
て 2次元平面上の特定の領域を「支配領域」と
して割り当て、その領域の隣接関係を基にして
フォーメーションを定義する。支配領域には様々
な定義が考えられるが、ここでは各選手をノー
ドとしたボロノイ領域を用いる [3]。これによ
り、ボロノイ領域の隣接関係はドロネー分割に
よって与えられる。特に、任意のノード同士の
ボロノイ領域が隣接する場合に 1、隣接しない
場合に 0 を割り当てることにより、フォーメー
ションは隣接行列 A によって表される。
このように、フォーメーションを隣接行列に

よって定義すると、フォーメーションの時間変
化や異なる時刻間での定量的な比較が可能とな
る。実際、例えば P 人で構成された系を考え、
時刻 t、t′ における隣接行列 A(t)、A(t′) に対
して、それらの非類似度Dtt′ を

Dtt′ =

P∑
j=1

P∑
k=1

[
Ajk(t)−Ajk(t

′)
]2

(1)

とする。このとき、Dtt′ が小さいほど類似し
たフォーメーションといえる。実際、図 1 は
Dtt′ = 0 となる二つの時刻のフォーメーション
であるが、各選手の相対的な位置関係は全く同
じであることが確認できる。また、このときの
チームの広がり（慣性半径）は二つの時刻で全
く異なることから、本手法により、各チームの
慣性半径に依らず、選手同士の相対的な位置関
係だけを抽出することができる。

図 1. Dtt′ = 0となる異なる 2つの時刻におけるフォー
メーション
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3 階層的クラスタリングの適用

上記のように定義したフォーメーションに対
して、次の手順 (1)∼(5)で階層的クラスタリン
グによるフォーメーションの分類を行う。先ず、
(1)数秒ごとにドロネー分割を行い、(2)式 (1)

のDtt′ を要素とする非類似度行列Dを用いて、
Ward 法による階層的クラスタリングを実施す
る。その結果、図 2(a) のようなデンドログラ
ムが得られる。そして、(3)特定の数（Nc 個）
のクラスターを抽出するため、エルボー法によ
りデンドログラムをある高さ hc でカットする
(図 2(b))。このようにして、様々な時刻のドロ
ネー分割（フォーメーション）を含むNc個の
クラスターが得られる。

(a) (b)

図 2. 名古屋（前半データ）のクラスタリング結果。(a)
デンドログラム、(b) クラスター併合距離とクラスター
数の関係。

同一のクラスター内には類似したフォーメー
ションが含まれることになることから、(4)ク
ラスター内の全てのドロネー分割を慣性半径で
規格化した上で重心系に変換し、さらに、(5)

各選手の平均位置からの標準偏差によってポジ
ションを可視化する (図 3)。図 3はサイズの大
きい上位 3クラスターまでを示しており、試合
中に頻繁に現れるフォーメーションを可視化し
た図となっている。この図から、各クラスター
（フォーメーション）の違いが主に中央に位置
する 2選手の位置の入れ替わりに対応している
ことが確認できる。

図 3. 名古屋（前半データ）のクラスタリング結果。サ
イズの大きい上位 3クラスター（矢印は攻撃方向、番号
は各選手の背番号）。

4 さいごに

本研究では、フォーメーションという概念を
ドロネー分割の隣接行列によって明確に定義し
た。具体的な応用例として、階層的クラスタリ
ングによるフォーメーションの分類結果につい
て述べたが、今後、クラスター間の相関構造や
ネットワーク解析などを行うことによって試合
の局面変化などの動的な性質を定量化できる可
能性がある。本手法がチームスポーツの集団運
動を特徴付ける上での基礎的な方法論となるこ
とを期待している。

謝辞 本研究で用いたデータを提供していただ
いたデータスタジアム株式会社様に深く感謝致
します。本研究は情報・システム研究機構の新
領域融合研究プロジェクト「社会コミュニケー
ション」データ中心科学リサーチコモンズ事業
「人間・社会データ」の支援を受けたものです。
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構造情報処理の厳密性を保証する近似図形処理フレームワーク

今井 敏行 1

1和歌山大学システム工学部
e-mail : timai@sys.wakayama-u.ac.jp

1 概要

図形処理を構造に関する情報処理に特化する
ことで，近似アルゴリズムで厳密性を保証でき
ることを示す．この図形処理フレームワークで，
厳密性を確保したまま，アルゴリズム構築の容
易性と比較的な高速性を確保できる．

2 構造情報と計量情報

計算機で保持される幾何情報は, 面や辺の数,

それらの隣接・接続情報といった構造にかかわ
る情報 (構造情報)と辺の長さや角の大きさと
いった寸法にかかわる情報 (計量情報)に分か
れる. 大雑把に言って, 幾何情報のうち離散値
を持つのが構造情報, 連続値を持つのが計量情
報である [1]. 計量情報と構造情報では，構造
情報が先である. 例えば辺なら, それがあるこ
とが分かって初めてその長さが意味を持つから
である. 効率的な算法は, 不要な計算を省くこ
とで達成される. 一般的に, 近似をしたら近似
解しか得られないという常識がある. しかし構
造情報は離散値をとる. したがって, 近似算法
でも構造情報なら厳密解が得られる可能性があ
る. 厳密な構造情報が得られてから, 計量情報
は必要な精度で計算すればよい.

本研究においては幾何処理の分野で近似算法
により厳密解を求める処理の枠組みを作りを目
指している. ここでは, 生成元が線分や円の勢
力圏図構成を点列で近似した勢力圏図構成算法
で厳密解を求める方法を例にその枠組みを示し,

それを一般化する.

円や線分を一様に細かく点列で近似すると,

計算量の増大が問題となる.

図 1. 一様近似による勢力圏図

例えば図 1くらいの点の数でも中央部分で領
域の隣接関係が正しくない. 構造情報を厳密に
求めるだけなら多くの部分で粗い近似をする.

詳細な近似が必要なのは,図形のごく一部の,構
造情報の決定が困難な場合に限られる. 詳細な
近似が必要な部分が少ないため高速性の確保が
期待できる. これが本研究の特色となっている.

3 本研究の枠組みとしての基本算法

構成算法の基本的な形は,次のとおりである.

0. 初期近似をする
1. 構造情報が全域で正しければ終了.

正しいと言い切れない部分があれば 2へ.

2. その部分だけ近似精度を上げ 1に戻る.

図 2. 構造的に正しい勢力圏図

図 3. 円と線分の勢力圏

初期近似においては, 線分や円を数点で近似
する. 構造情報の正しさは, 現在得られている
領域の境界辺が, すべて局所的に存在するとい
えるか判定して調べる. 存在するといえない
ときに, 判定に影響するところに点を付加する.

局所的に存在すると全域でいえれば構造情報は
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正しい. 図 1に対して, 図 2の点数で正しい構
造情報が得られる.

円と線分の勢力圏分割も基本的に同様に得ら
れる (図 3, 無限に伸びる辺を省略).

4 構造的に正しいことの確認と局所的高
精度化

構造情報の正しさに関しては，現在得られて
いる領域の境界辺が，すべて局所的に存在する
かどうかで調べる．点，線分，円の勢力圏図に
共通した操作として, 4生成元 g1, g3, g2, g4によ
り時計回りに囲まれる辺 eがあり, この辺 eが
g1, g2 の領域の隣接関係を定めるとき, 辺 eを
g3, g4の領域の隣接関係を定める辺 e′ に差し替
える局所操作を eから e′への局所フリップとい
うことにする. 生成元 g3, g4と共有点をもつ円
で, g1, g2 が円の外部にあるようなものがとれ
るとき, eは e′ に局所フリップ可能という (図
4).

図 4. 局所フリップ不可能

eg3 g4

g2

g1

言い換えると,局所フリップ可能とは,この 4生
成元 g1, g2, g3, g4のみで勢力圏図を構成すると
存在する辺が g1, g2 の間の辺 eではなく g3, g4
の間の辺 e′ であることを意味する. すべての
辺において局所フリップ可能でないとき, この
勢力圏図は局所フリップ不可能であるとよぶ.

「局所フリップ不可能なことと隣接関係が正し
い勢力圏図であることは同値である」[2]こと
を利用する．点列で近似した勢力圏図の境界辺
e上に，g1, g2と交わり，g3, g4と離れている空
円 (他の生成元の点を含まない円)が存在すれ
ば，局所フリップ可能でなく，g1, g2, g3, g4 と
同時に交わる空円が存在すれば，局所フリップ
可能である.

近似精度を上げるには，空円の中心から，g1, g2,
g3, g4に最も近い点 (射影点)を生成元に追加す
る．追加はこの 4点のみで, 局所的に精度を上
げたことになる. 原理的には，厳密に求めた勢
力圏図のすべての辺の端点の射影点が添加され
れば，位相構造が明確になる.

5 勢力圏での汎用性への課題

円や線分の勢力圏図を，点の勢力圏図構成ア
ルゴリズムを近似アルゴリズムとして用いる利
点のひとつは，厳密構成アルゴリズムを新規に
考案するのに比べて容易なことにある．現状で
は，円や線分と空円の交差判定や，追加のため
の射影点を求めることは，円と線分で別処理に
なる．アルゴリズムの新規考案より容易ではあ
るが，汎用的な図形処理のフレームワークの観
点からは，別処理は少ない方がよい．勢力圏分
割の生成元の一般化としては，自由曲線として
Bezier曲線の扱いに取り組んでいるが，Bezier

曲線は線分を含むので，線分を別処理しなくて
済む．円も含むよう NURBS曲線での統一的
な扱いも検討中である．これらの統一的な処理
は，空円と曲線の交差判定と局所的な高精度化
の 2問題からなるが，この部分にも本研究の，
構造情報が厳密な近似処理が有効であることが
分かってきている．ただし，円や線分に特化し
た場合に比べて，速度的には劣り，トレードオ
フが発生する．

6 図形処理の枠組みとしてのまとめ

本手法を図形処理の枠組みとしてとらえた場
合，次の 4条件が満たされていればよい．
(1)近似アルゴリズムとなる基本図形に対する
アルゴリズムがある．
(2)局所的な構造情報のチェックが存在し，局
所的に構造が正しい，正しくない，わからない
と判定できる．
(3)局所的構造が正しいことが全域で成立した
ら全域で構造情報が正しいといえる．
(4)局所的に構造が正しいかわからないときに，
高精度化の方法が存在する．
常にこのような条件が満たされるとは限らない
が，この観点から図形処理を見直すと広範囲で
適用可能なものが見いだされると予想している．

本研究の一部は科学研究費補助金による.
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IMEX RK法の絶対安定領域の描画法

大野 博 1

1茨城大学
e-mail : hiroshi.ono.siam@vc.ibaraki.ac.jp

1 はじめに

常微分方程式の初期値問題
dy(t)

dt
= f(y(t)) + g(y(t)),

y(t0) = y0, t ∈ [t0, T ]
(1)

の数値解法を考える. ただし,関数f(y)とg(y)

は, Rm → Rmという写像で必要な所まで滑ら
かとする. f は non-stiff , gは stiff部分を表す.

このような微分方程式系の多くは, 偏微分方程
式を空間方向について離散化し, 時間方向の常
微分方程式に変換したときに現れる [4].

研究の背景を説明するために次の定義 1を与
える.

定義 1 3つの数字の組 (ŝ, s, p)を次のように
定義する. ŝは陰的解法部分の段数, sは陽的解
法部分の段数, pは数値解法全体の次数を表す.

1997 年から, IMEX RK 法 (implicit-explicit

Runge-Kutta methods)の陰的解法部分がA-安
定やL-安定性をもつ公式が提案された. U.Ascher

らが, forward Euler法と backward Euler法を
組み合わせた forward-backward Euler(1,1,1)

公式や修正オイラー法と 1段midpoint公式を
組み合わせた IMEX-midpoint(1,2,2)公式など
を提案した [1]. S.Boscarino らは, implicitly

stiffly accurate(ISA) や globally stiffly accu-

rate(GSA)な (4,4,2)公式と (4,5,2)公式と (7,8,3)

公式を提案した [2]. G.Izzoらは, A-安定やL-安
定な (6,6,3)公式と (8,8,4)公式を提案した [4].

2 IMEX RK法

Nを自然数,ステップ幅をh = (T −t0)/Nと
したとき,各時刻は ti = t0+ih, i = 0, 1, · · · , N
とかける. s段 IMEX RK法は次のように定義

する [2, 4].

Yi = yn + h
i−1∑
j=1

aijFj + h
i∑

j=1

aijGj ,

i = 1, 2, · · · , s (2)

yn+1 = yn + h
s∑

j=1

bjFj + h
s∑

j=1

bjGj .

ただし, Fj = f(Yj), Gj = g(Yj)とする [2,

3, 4].

3 IMEX RK法の絶対安定領域

テスト方程式を次のようにする.

y′ = λ0y + λ1y, λ0, λ1 ∈ C. (3)

上記のテスト方程式を (2)に適用すると, 次の
安定性関数R(z0, z1)が得られる.

yn+1 = R(z0, z1)yn. (4)

R(z0, z1)

= 1 + (z0b
T
+ z1b

T)(I− z0A− z1A)−1e

=
P (z0, z1)

(1− λz1)s
.

ただし, P (z0, z1)は z0 と z1 の多項式である.

z0 = hλ0, z1 = hλ1 である. 上記の安定性関
数から IMEX RK法の絶対安定領域が定義で
きる.

定義 2 IMEX RK法の絶対安定領域を次のよ
うに定義する.

A =
{
(z0, z1) ∈ C2 : |R(z0, z1)| ≦ 1

}
.

陰的部分の絶対安定領域をA-安定や L-安定に
固定して, 陽的部分の絶対安定領域を見るため
に, 次の定義を与える.

定義 3 次の領域 S が空集合でない IMEX RK
法をA-安定な IMEX RK法とよぶ.

S =
{
z0 ∈ C : |R(z0, z1)| ≦ 1 for ∀z1 ∈ C−} .

また, A-安定な IMEX RK法に次の条件を付
け加えたものを, L-安定な IMEX RK法とよぶ.

lim
ℜ(z1)≦0,|z1|→∞

|R(z0, z1)| = 0.
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4 絶対安定領域の極座標表示

4.1 (1,1,1) IMEX RK公式

L-安定な (1,1,1) IMEX RK公式

Y1 = yn + hλg(Y1)

yn+1 = yn + h(f(Y1) + g(Y1))

について考える. この絶対安定領域 Sの境界線
は, −1 + ρ eiθ, θ ∈ [−π, π) とかける [5]. ただ
し, ρは

ρ =

√
1

1 + (1−λ)2

2λ−1 sin2 θ
.

である. この曲線は, 楕円に類似した形をして
いることが分かる. 楕円の離心率に相当する
ところが (1 − λ)2/(2λ − 1)となる. 離心率は
[0, 1)をとなるが, この境界線では, [0, ∞)と
なる. また, 楕円の cos θ に相当するところが
sin2 θ となっている. この境界線を図 1にいく
つか描いてみる. 図 1より, λ = 1/2のときは

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Re(z0)

Im
(z
0
)

=0.5

=0.52

=0.55

=0.6

=1

図 1. λ = 0.5 ∼ 1の安定領域

実軸上の長さ 2の線分となる. また, λ = 1の
とき安定領域は最大になり, その境界線は円と
なる.

4.2 (1,2,2) IMEX RK公式

A-安定な (1,2,2) IMEX RK公式

Y1 = yn

Y2 = yn +
h

2
(f(Y1) + Y2)

yn+1 = yn + h(f(Y2) + g(Y2))

について考える. この絶対安定領域 Sの境界線
は, −1 + ρ eiθ, θ ∈ [−π, π) とかける [5]. ただ
し, ρ = 1/| cos θ|である. 図 2にこの安定領域
を描く.
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図 2. (1,2,2) IMEX RKの安定領域

5 さらなる安定領域にいて

Mathematicaのバージョン 11.0で s = 4ま
で安定領域を描けたが, バージョン 11.3でどこ
まで描けるか確かめる.

謝辞 茨城大学には, この研究をするために必
要な文献を提供してもらい, Mathematicaを使
わせてもらったことに感謝する.
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感染症数理モデルにおける確率最適制御

加藤京士
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1 はじめに

世界では発展途上国を中心に未だに結核、マ
ラリアなどが流行し、また日本でもインフルエ
ンザが毎年問題になっている。このような感染
症の広がり方を数理モデルを用いて確率微分方
程式で表し、数学的に考えていく。本研究では
大きく分けて二つのことを行った。
まず一つ目に、実データをもとに数理モデル
におけるパラメータ推定を行った。次に、推定
されたモデルを使って、感染症を流行させない
ためにワクチンをどのくらいの人に打つのが最
適かを確率最適制御問題として扱った。
数学的思考を重視しつつ、解析的に解けてい
ない部分を近年の数値解法に基づき扱う。

2 SVIRモデル

研究の導入として、本研究で扱った感染症数
理モデルがどのようなものかを説明する。今
回は感染症数理モデルの一つとして [1]にある
SVIRモデルを扱った。
SVIR モデルにおいては人口を 4 種類に分

割する。感受性者 (Susceptible)、感染者 (In-

fected)、免疫保持者 (Removed)、ワクチン済
の者 (Vaccinated)の 4種類である。ここで β

を一人の感染者と会った時に感受性者が感染す
る割合、γを感染者が治って免疫保持者になる
割合、µを人が亡くなる割合、また生まれる割
合、ρをワクチンの効果 (つまり ρ = 1のとき
ワクチンの効果なし）とする。また、α(t)を時
間 tにおける感受性者のうちからワクチンを打
つ割合とする。このとき、SVIRモデルのダイ
ナミクスは図 1のようになる。
全人口を定数とする。つまり

S(t) + V (t) + I(t) +R(t) = const. ∀t ≥ 0

とする。また、W を一次元ブラウン運動、σを
ブラウン運動の強さとする (例えば σ = 0のと
きは決定論モデルとなる）と、SVIRモデルは

図 1. SVIRモデル

次のように表せる。

dS(t) = (µ− µS(t)− βI(t)S(t)− α(t)S(t))dt

− σS(t)I(t)dW (t)

dV (t) = (α(t)S(t)− ρβV (t)I(t)− µV (t))dt

− ρσV (t)I(t)dW (t)

dI(t) = (βS(t)I(t) + ρβV (t)I(t)− γI(t)− µI(t))dt

+ σ(S(t) + ρV (t))I(t)dW (t)

dR(t) = (γI(t)− µR(t))dt

3 パラメータ推定

まず、ワクチンを打たないとした場合 (つま
り V = 0, α = 0)にこれらパラメータ β,σ,γ,µ

はどのような値となるのか、WHOのエボラウ
イルスの流行のデータ [2]を用いて考えていく。
一般化モーメント法 [3]を用いる。数値的に実
験した結果推定されたパラメータは次のように
なった。

µ = 0, β = 0.0004, γ = 0.0027, σ = 0.04

実データとの当てはまりは図 2のようになっ
た。横軸が時間、縦軸が感染者数である。また、
ドットがWHOの実データ、実線が本研究でパ
ラメータ推定したものを数理モデルに当てはめ
たものである。

4 確率最適制御

次に、ワクチンのコストを減らしつつ感染症
を流行させないために、打つべき最適なワクチ
ンの割合を求め、もし最適にワクチンを打った
としたらどのように感染が広がっていくのかを
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図 2. パラメータ推定

考えていく。扱っている問題は以下である。J, U
を次のようにおく。(ここで ᾱ, cは定数)

J(t, x;α) = Et,x[

∫ T

t
(α2(s) + cI(s))ds]

U(t, x) = inf
0≤α≤ᾱ

J(t, x;α) = J(t, x;α∗)

このとき、次の α∗を求めたい。

α∗(t) = arg inf
α

J(x;α(t))

Uは次のHamilton-Jacobi-Bellman方程式に
より特徴付けられる。

∂U

∂t
+ (α∗)2 + cI + F T ∂U

∂X
F +

1

2
GT ∂U

∂t
G = 0

U(T, x) = 0

この偏微分方程式を [4]における選点法を用い
て数値的に解いていく。最適にワクチンを打っ
た時の数値結果は図 3,4のようになる。図 3に
おいて青線はワクチンを打たない場合、オレン
ジ線はワクチンを最適に用いた場合の感染者の
推移を表している。また、図 4は最適なワクチ
ン割合の推移を示している。

図 3. 感染者の推移 図 4. 最適なワクチン割合

5 まとめ

本研究では、既存の数理モデルを用いて解析
的に解けていない部分を数値解析により扱うこ
とを中心に行った。実際のデータを基盤に、パ
ラメータ推定として一般化モーメント法、確率
最適制御において選点法を用いることにより数
値的な解を出すことができた。
今後の研究として他の実データ、モデルにお
いて同様のことが可能か確かめたい。
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◆ソフトウェアリサーチャー(研究職 )採用中
◆日本応用数理学会 2018年度 年会にご参加のあなたへ

～知能情報処理技術をコアコンピタンスとした
　　　　　　　　　     ソフトウェア研究開発受託会社～

 【当社の紹介】
 １   知能情報処理技術に関する最先端ソフトウェア研究開発
　・自動運転、ビッグデータ解析等に用いられるコア技術。
　・画像処理、信号処理、数値解析、自然言語処理、検査・計測・ロボット、データマイニン
　　グ、深層学習　他

 ２   社員、組織文化風土
　物理学、数学、情報、機械、電気・電子、生物、化学等、多様な分野の博士課程出身のエン
　ジニアが多数活躍
　・エンジニアの４割が博士号取得者、８割が博士課程出身
　・難解な技術課題を解決するアルゴリズムの研究開発、社会を変えるシステムの開発を目指
　　す志の高いエンジニアの集団
　・知能情報処理技術、つまり最先端技術の集団であると共に、それを確固たるものにすべく
　　日夜切磋琢磨する集団

 ３   博士課程での研究で培った力、知識、技術を使って社会に役立つソフトウェアを創りだす
　・課題追及力
　　研究課題の設定や課題解決の豊富な経験
　・論理的思考力
　　論文作成等を通じて培った論理的思考力
　・実用的な数学の経験
　　統計やシミュレーション、データ解析等
　　画像処理やデータマイニングなどの先端技術は数学がベース
　・プログラミング技術は研修等で習得

 【博士採用情報】
　業務内容　　最先端ソフトウェアの研究開発 
　　　　　　　画像処理、信号処理、数値解析、検査・計測・ロボット、データマイニング、
　　　　　　　自然言語処理、ヒューマンインタフェース、機械学習・ディープラーニング、
　　　　　　　組込み制御などの新アルゴリズム研究開発。 
　採用条件　　ライフワークとして、研究開発への意欲が強い方。
　　　　　　　博士号の取得、大学院での専攻分野、プログラミング経験はいずれも不問。
　募集期間　　随時
　勤務地　　　希望考慮（原則住居の移動を伴う転勤なし）
　　　　　　　 ・当社オフィス／京都本社・京阪奈・名古屋・横浜・東京・筑波
　　　　　　　・全国の当社ラボ周辺の各客先プロジェクト所在地
　応募等　　　採用条件、その他の詳細について当社ＨＰを参照のうえ、
　　　　　　　応募フォームよりご応募下さい。
　　　　　　　http://www.tome.jp/recruit/new_grad_d.html
　連絡先　　　管理企画部 人事グループ 吉田・福原
　　　　　　　e-mail: saiyou@tome.jp 



粒子法流体解析ソフトウェア

プロメテック・ソフトウェア株式会社

本　　社 〒113-0033  東京都文京区本郷三丁目34番3号 本郷第一ビル8階  TEL：03-5842-4082  FAX：03-5842-4123
西日本支社 〒460-0008  愛知県名古屋市中区栄一丁目3番3号 朝日会館7階  TEL：052-211-3900  FAX：052-211-3901

自動車業界向けアプリケーションとしては、エンジンオイルのかき上げな
どで既に実用レベルで、多くの企業で効果を上げています。格子法では
解けない、激しく飛散するような流体現象を高速かつ安定的に解析します。

冠水路解析・被水解析事例
Particleworksと機構解析ソフトを連携させることにより冠
水時・被水時の車両挙動を含めた流体挙動の解析が可能です。

トランスミッションのオイルかき上げ

サイドミラー周りの水流れ解析

高粘性撹拌解析

金属の切削切粉解析

3D地図を用いた河川氾濫解析

提供：株式会社ユニバンス様

©MAPCUBE

ギアオイルかき上げ解析、オイルタンク・スロッシング
解析、冠水路・被水解析、タイヤの着水、泥はね、エアレー
ション、塗装プロセス、ワイパー水ふき問題

自動車

樹脂射出成形解析、複合材料の流れ解析、塗装噴霧解析素　材

気泡解析（気液2相流）、高粘性攪拌解析、混練解析化　学

燃料電池解析、冷却水スロッシング解析、LOCA解析エネルギー

切削屑洗い出し解析、金属冷却解析、スクラップシュート解析機　械

はんだ、鋳造等解析電　機

津波遡上解析、土石流解析、コンクリート挙動解析防災/土木建築

錠剤形状の最適化解析、口内洗浄解析、血液流れ解析医　療

溶剤流出解析、食材練り混ぜ解析食品/消費財

業界別Particleworks適用例

This model has been developed by The National Crash Analysis Center (NCAC) of The George Washington 
University under a contract with the FHWA and NHTSA of the US DOT.

• 飛散など激しく大変形する自由表面解析に大きな効果　　
• メッシュ作成が不要で、プリ処理工数を大幅に削減
• 機構-粒子法、粒子法-粉体など様々なマルチフィジックスに対応
• CPUマルチコア演算、マルチGPU演算対応で圧倒的なパフォーマンス
• 国産ソフトウェアならではの手厚いサポートと顧客の要望を反映させた機能開発

URL : www.prometech.co.jp E-mail : sales@prometech.co.jp



ハイエンド水冷サーバーRC Server CalmⅢシリーズと同様の
エンタープライズ水冷冷却機能を各所に宿した
Single or Dual CPU ＆ 1～4GPU搭載可能モデル。
GPU性能を極限まで引き出し静粛性※1もキープします。
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ES総合館 案内図

会場利⽤の際の注意
 ES総合館エントランス・豊田講堂エントランスを除いて，会場内での飲食は原則禁止と

なっております．ご理解の程，よろしくお願いします．
 建物内のゴミ箱は利⽤せず，学会指定のゴミ捨て場 (ES総合館1階) をご利⽤ください．
 名古屋大学では eduroam が利⽤可能ですが，ゲスト⽤ Wi-Fi をご希望の方は受付まで
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