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日本応用数理学会 2017年度 年会 2017年 9月 6日～ 8日，武蔵野大学

9月6日

A B C D E F

09:30-10:50
[研究部会 OS]
連続体力学の数
理 (1) [ p.7 ]

[正会員主催
OS] 連続と離散
を繋ぐ数理解析

[ p.7 ]

[研究部会 OS]
数論アルゴリズ
ムとその応用

[ p.7 ]

[研究部会 OS]
計算の品質 (1)

[ p.8 ]

[研究部会 OS]
離散システム

(1) [ p.8 ]

[研究部会 OS]
数理ファイナン
ス [ p.8 ]

11:00-12:20
[研究部会 OS]
連続体力学の数
理 (2) [ p.9 ]

[一般講演] 数理
モデリング

[ p.9 ]

[一般講演] 数論
アルゴリズ

ム/CAE [ p.9 ]

[研究部会 OS]
計算の品質 (2)

[ p.10 ]

[研究部会 OS]
離散システム

(2) [ p.10 ]

[研究部会 OS]
産業における応
用数理 [ p.10 ]

12:20-13:30
若手・女性研究
者ランチミー
ティング

13:30-14:50 ポスター講演 @ ポスター会場

15:00-16:20

[正会員主催 OS]
FreeFem++で
の開発と利用

[ p.13 ]

[研究部会 OS]
数理設計[ p.13 ]

[研究部会 OS]
数理的技法によ
る情報セキュリ
ティ (1) [ p.13 ]

[正会員主催
OS] 先進的環境
における数値計
算と関連 HPC
技術 (1) [ p.14 ]

[一般講演] 離散
システム[ p.14 ]

[正会員主催
OS] 応用力学系
(1) [ p.14 ]

16:30-17:50

[講習会]
FreeFem++で
の開発と利用
(90分：18：00
まで) [ p.15 ]

[一般講演] 微分
方程式と数理モ
デリング[ p.15 ]

[研究部会 OS]
数理的技法によ
る情報セキュリ
ティ (2) [ p.15 ]

[正会員主催
OS] 先進的環境
における数値計
算と関連 HPC
技術 (2) [ p.16 ]

18:00-19:30 『応用数理』編
集委員会



日本応用数理学会 2017年度 年会 2017年 9月 6日～ 8日，武蔵野大学

9月7日

A B C D E F

09:30-10:50 [一般講演] 可積
分系 [ p.17 ]

[正会員主催
OS] 多倍長精度
浮動小数点演算
の高速化手法と
応用 (1) [ p.17 ]

[研究部会 OS]
応用カオス (1)

[ p.17 ]

[研究部会 OS]
計算の品質 (3)

[ p.18 ]

[研究部会 OS]
ウェーブレット
(1) [ p.18 ]

[正会員主催
OS] 応用力学系
(2) [ p.18 ]

11:00-12:20

[正会員主催 OS]
戸田格子 50周
年：その意義と
発展 (1) [ p.19 ]

[正会員主催
OS] 多倍長精度
浮動小数点演算
の高速化手法と
応用 (2) [ p.19 ]

[研究部会 OS]
応用カオス (2)

[ p.19 ]

[研究部会 OS]
行列・固有値問
題の解法とその
応用 (1) [ p.20 ]

[研究部会 OS]
ウェーブレット
(2) [ p.20 ]

[正会員主催
OS] 応用力学系
(3) [ p.20 ]

12:20-13:30 JSIAM Letters
編集委員会

13:30-14:50 [一般講演] 流体
計算 [ p.21 ]

[一般講演] 数値
解析・数値計算
と微分方程式

(1) [ p.21 ]

[研究部会 OS]
応用カオス (3)

[ p.21 ]

[研究部会 OS]
行列・固有値問
題の解法とその
応用 (2) [ p.22 ]

[研究部会 OS]
ウェーブレット
(3) [ p.22 ]

[正会員主催
OS] 応用力学系
(4) [ p.22 ]

15:00-16:20 表彰式 @ S

15:20-15:30 文科省委託事業「数学アドバンストイノベーションプラットフォーム」事業説明 @ S

15:40-16:40 総合講演１ @ S [ p.22 ]

16:50-17:50 総合講演２ @ S [ p.23 ]

18:30-20:30 懇親会 @ 懇親会会場



日本応用数理学会 2017年度 年会 2017年 9月 6日～ 8日，武蔵野大学

9月8日

A B C D E F

09:30-10:50

[正会員主催 OS]
戸田格子 50周
年：その意義と
発展 (2) [ p.23 ]

[正会員主催 OS]
計量 (デジタル)
病理学のフロン
ティア [ p.23 ]

[研究部会 OS]
応用カオス (4)

[ p.23 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算と
数値解析 (1)

[ p.24 ]

[研究部会 OS]
機械学習[ p.24 ]

[研究部会 OS]
折紙工学 (1)

[ p.24 ]

11:00-12:20
[研究部会 OS]
応用可積分系

(1) [ p.25 ]

[研究部会 OS]
数理医学[ p.25 ]

[研究部会 OS]
数理政治学
[ p.25 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算と
数値解析 (2)

[ p.26 ]

[一般講演] 機械
学習 [ p.26 ]

[研究部会 OS]
折紙工学 (2)

[ p.26 ]

12:20-13:30 研究部会連絡会

13:30-14:50
[研究部会 OS]
応用可積分系

(2) [ p.27 ]

[一般講演] 数理
医学 [ p.27 ]

[一般講演] 数値
解析・数値計算
と微分方程式

(2) [ p.27 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算と
数値解析 (3)

[ p.28 ]

[一般講演] 線形
計算 [ p.28 ]

[一般講演] 計算
幾何 [ p.28 ]

15:00-16:20
[研究部会 OS]
応用可積分系

(3) [ p.29 ]

[一般講演] 数値
解析・数値計算
と微分方程式

(3) [ p.29 ]

[研究部会 OS]
科学技術計算と
数値解析 (4)

[ p.29 ]

16:30-17:50

[研究部会 OS]
応用可積分系
(4) (40分：
17:10まで)
[ p.30 ]

[一般講演] 数値
計算と科学技術
計算 [ p.30 ]
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日本応用数理学会 2017年度 年会 2017年 9月 6日～ 8日，武蔵野大学

9月6日　09:30-10:50

　
A

[研究部会 OS] 連続体力
学の数理 (1)
　 　
1．◎時間と空間における双対性
を考慮した電磁界解析手法の提案
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.33

○野口 聖史 (慶應義塾大学), 廣部
紗也子 (慶應義塾大学大学院), 小國
健二 (慶應義塾大学)

2．3次元細胞電気生理学モデルに対
する基本解近似解法を用いた数値的
アプローチ . . . . . . . . . . . . . . . . . p.35

榊原 航也 (東京大学大学院数理科学
研究科), ○中村健一 (金沢大学理工
研究域数物科学系), 矢崎成俊 (明治
大学理工学部数学科)

3．共通のヌルクラインを持つ系に
現れる臨界性と普遍性 . . . . . . .p.37

○鈴木 岳人 (青学大理工)

4．制約質量下での，最小仕事量を
有する密度 . . . . . . . . . . . . . . . . . p.39

○海津 聰 (東京理科大学)

　
B

[正会員主催 OS] 連続と
離散を繋ぐ数理解析
　 　
1．細胞から組織へ：細胞形態変
化を考慮した組織の連続体モデル
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.41

○石原 秀至 (東京大学総合文化研
究科), Marcq Philippe (Physico-

chimie, Institut Curie), 杉村 薫 (京
都大学 iCeMS)

2．◎分化の波の数理モデルに対す
る離散構造を保持する連続化の提案
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.43

○田中吉太郎 (北海道大学大学院理
学研究院), 八杉 徹雄 (金沢大学 新
学術創成研究機構), 佐藤純 (金沢大
学 新学術創成研究機構), 栄 伸一郎
(北海道大学大学院 理学研究院)

3．結晶内のらせん転位のエネル
ギーの定式化について . . . . . . .p.45

○上坂 正晃 (北海道大学電子科学研
究所)

4．均質化問題と粘性解理論 . . .p.47

○浜向 直 (北海道大学大学院理学研
究院数学部門)

　
C

[研究部会 OS] 数論アル
ゴリズムとその応用
　 　
1．伊藤らによる変形 F4 アルゴリ
ズムについての考察 . . . . . . . . p.49

○鈴木 隆之佑 (首都大学東京), 内
山 成憲 (首都大学東京)

2．実モデルを持つ種数 2の超楕円
曲線の位数計算 . . . . . . . . . . . . . p.51

○内田 幸寛 (首都大学東京)

3．A wild polynomial automor-

phism in positive characteristic and

a key exchange protocol . . . . .p.53

○中村 周平 (日本大学理工学研究
科), 伊藤 勝 (日本大学理工学部),

秋山 浩一郎 (株式会社東芝 研究開
発センター), 平田 典子 (日本大学
理工学部)

4．HMFEv の安全性について
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.55

○橋本 康史 (琉球大学)

7 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



日本応用数理学会 2017年度 年会 2017年 9月 6日～ 8日，武蔵野大学

9月6日　09:30-10:50

　
D

[研究部会 OS] 計算の品
質 (1)
　 　
1．値域が共役空間となる 2階楕円
型作用素に対する可逆性検証法の改
良 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.57

木下 武彦, ○渡部 善隆 (九州大学),

中尾 充宏 (早稲田大学)

2．発展方程式に対する数値的検証
法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.59

○橋本 弘治 (中村学園大学短期大学
部)

3．◎有限進行波の精度保証付き数
値計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.61

○松江要 (九州大学マス・フォア・イ
ンダストリ研究所 /カーボンニュー
トラル・エネルギー国際研究所)

4．３次元領域における Stokes微分
作用素の固有値評価 . . . . . . . . .p.63

○劉 雪峰 (新潟大学自然科学研究
科)

　
E

[研究部会 OS] 離散シス
テム (1)
　 　
1．◎ Nonadaptive combinatorial

group testing . . . . . . . . . . . . . . . p.65

○ Fan Jinping (筑波大学)

2．◎ Probabilistic Existence

Results for Parent-Identifying

Schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.67

○ GU Yujie (筑波大学), MIAO

Ying (筑波大学)

3．◎エルミート行列の対称性，慣
性指数の非対称性 . . . . . . . . . . . p.69

○澤 正憲 (神戸大学大学院システ
ム情報学研究科)

4．確率的重み付き詰め込み問題に
対する省クエリ解法 . . . . . . . . .p.71

前原 貴憲 (理化学研究所 革新知能
統合研究センター), ○山口 勇太郎
(大阪大学 大学院情報科学研究科)

　
F

[研究部会 OS] 数理ファ
イナンス
　 　
1．東証 arrowheadリニューアル前
後での order aggressivenessの分析
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.73

○佐藤 大地 (法政大学大学院　理
工学研究科), 安田 和弘 (法政大学)

2．◎連続時間平均－分散ポート
フォリオ選択問題の解法 . . . . p.75

○吉田 直広 (一橋大学大学院経済
学研究科)

3．Some properties of density

functions on maxima of one-

dimensional diffusion processes

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.77

○中津 智則 (立命館大学)

4．市場で観測できない要因を考慮
した信用イベント発生強度モデル
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.79

○廣中 純 (野村アセットマネジメ
ント株式会社)

8 ○：登壇者，◎：若手優秀講演賞対象



日本応用数理学会 2017年度 年会 2017年 9月 6日～ 8日，武蔵野大学

9月6日　11:00-12:20

　
A

[研究部会 OS] 連続体力
学の数理 (2)
　 　
1．◎圧力 Poisson 方程式とε-

Stokes方程式の解析 . . . . . . . . p.81

○松井 一徳 (金沢大学大学院
自然科学研究科 数物科学専攻),

MUNTEAN Adrian (Department

of Mathematics and Computer Sci-

ence, Karlstad University), 木村 正
人 (金沢大学 理工研究域 数物科学
系)

2．ア ダ プ テ ィ ブ Lagrange-

Galerkin 法による２次元移流問
題の数値計算 . . . . . . . . . . . . . . . p.83

二井 滉太 (金沢大学), ○野津 裕史
(金沢大学)

3．◎地球内部における歪み-応力構
成関係とダメージの考え方 . . .p.85

○平野 史朗 (立命館大理工)

4．Maxwell-Zener 粘弾性モデルの
勾配流構造とその数値解法 . . .p.87

山本 大輝 (金沢大学), ○木村 正人
(金沢大学), 田中 良巳 (横浜国立大
学), 野津 裕史 (金沢大学)

　
B

[一般講演] 数理モデリン
グ
　 　
1．皮膚の病態再現を目指した皮膚
モデルについて . . . . . . . . . . . . . p.89

○長山 雅晴 (北海道大学電子科学研
究所), 上坂正晃 (北海道大学電子科
学研究所), 後藤田 剛 (北海道大学
電子科学研究所), 安ヶ平 裕介 (北
海道大学大学院理学院), 小林 康明
(お茶の水女子大学シミュレーショ
ン科学教育研究センター), 北畑 裕
之 (千葉大学大学院理学研究院), 傳
田 光洋 (資生堂リサーチセンター)

2．◎年齢構造化感染症モデルに対
する基本再生産数 Ro の数値近似
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.91

○國谷 紀良 (神戸大学大学院シス
テム情報学研究科)

3．鞭毛の同期現象に対する位相縮
約によるアプローチ . . . . . . . . .p.93

○河村洋史 (海洋研究開発機構), 椿
玲未 (海洋研究開発機構)

4．巡 回 対 称 性 を も つ Lotka-

Volterra 方程式のパーマネンス
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.95

○今 隆助 (宮崎大学工学教育研究
部)

　
C

[一般講演] 数論アルゴリ
ズム/CAE
　 　
1．有限体上M 関数を用いたM -ス
カラー倍算の提案とその性質及び応
用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.97

○白勢 政明 (公立はこだて未来大
学)

2．デジタル信号で相互結合された
発振回路にみられる同期現象の解析
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.99

○河野 良介 (同志社大学大学院)

3．◎GPUを用いたグレブナー基底
計算の高速化 . . . . . . . . . . . . . . p.101

○深谷 徹 (芝浦工業大学), 井戸川
知之 (芝浦工業大学)
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9月6日　11:00-12:20

　
D

[研究部会 OS] 計算の品
質 (2)
　 　
1．◎点列空間上での変数係数 1次
元移流方程式に対する解の精度保証
付き数値計算 . . . . . . . . . . . . . . p.103

○尹 授老 (筑波大学大学院 システ
ム情報工学研究科), 高安 亮紀 (筑
波大学 システム情報系), 遠藤 靖典
(筑波大学 システム情報系)

2．半無限区間における境界を考慮
した SE-Sinc関数近似の改善と誤差
評価 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.105

○岡山 友昭 (広島市立大学), 濵田
亮太 (鳴門教育大学)

3．◎複素 Gamma関数の精度保証
付き数値計算 . . . . . . . . . . . . . . p.107

○橋本 崇希 (早稲田大学大学院基幹
理工学研究科), 柏木雅英 (早稲田大
学理工学術院)

4．前処理ソート付き逐次添加法に
よるドロネー性保証付き三角形分割
法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.109

若山 馨太 (日立ソリューションズ),

○金子 直樹 (早稲田大学院基幹理工
学研究科数学応用数理専攻),田中一
成 (早稲田大学基幹理工学部応用数
理学科), 関根晃太 (東洋大学情報連
携学部情報連携学科), 尾崎克久 (芝
浦工業大学システム理工学部数理科
学科), 大石進一 (早稲田大学基幹理
工学部応用数理学科)

　
E

[研究部会 OS] 離散シス
テム (2)
　 　
1．◎混合行列を係数とする微分代
数方程式の指数減少法 . . . . . p.111

岩田覚 (東京大学), ○大城泰平 (東
京大学), 高松 瑞代 (中央大学)

2．◎ Discrete convexity in joint

winner property . . . . . . . . . . . p.113

○ Iwamasa Yuni (The University

of Tokyo), Murota Kazuo (Tokyo

Metropolitan University), vZivn’y
Stanislav (University of Oxford)

3．グラフに含まれる部分構造の効
率良い列挙 . . . . . . . . . . . . . . . . p.115

○和佐 州洋 (国立情報学研究所)

4．◎Universal tree-based network

とその最小サイズについて . . .p.117

○早水 桃子 (統計数理研究所，JST

さきがけ),鍛冶静雄 (山口大学，JST
さきがけ), 藤重悟 (京都大学数理解
析研究所)

　
F

[研究部会 OS] 産業にお
ける応用数理
　 　
1．地震波動方程式の数値解の平滑
化スキーム . . . . . . . . . . . . . . . . p.119

○今井 隆太 (みずほ情報総研株式会
社), 高椋恵 (みずほ情報総研株式会
社), 藤原広行 (国立研究開発法人防
災科学技術研究所)

2．オンラインニュースサイトにお
けるネットワーク中心性尺度の活用
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.121

○須田雄士 (筑波大学大学院), 山中
健雄 (朝日新聞出版), 安東 弘泰 (筑
波大学システム情報系), 岡田 幸彦
(筑波大学システム情報系)

3．◎インフラ点検のためのAIによ
る画像特徴抽出法 . . . . . . . . . .p.123

○木村 宇任 (筑波大学), 櫻井 鉄也
(筑波大学), Claus Aranha (筑波大
学), 久保 昌史 (清水建設)
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9月6日　12:20-13:30

　
若手・女性研究者ランチミーティング @ B
　

9月6日　13:30-14:50

　
ポスター講演：ポスター会場
　
Poster 1 ◎時間貸し駐車場の待ち行列モデル/○柳澤 大地 (東京大学 先端科学技術研究センター), 秋田 基行 (パーク 24

モビリティ研究所)

Poster 2 ◎ウェーブレット変換を用いた群集密度の推定/○長尾 晃貴 (東京大学大学院工学系研究科航空宇宙工学専攻),

柳澤 大地 (東京大学先端科学技術研究センター), 西成 活裕 (東京大学先端科学技術研究センター)

Poster 3 ◎傾斜部周辺での渋滞先頭位置固着現象の再現/○住山 文隆 (東京大学大学院工学系研究科航空宇宙工学専攻),

柳澤 大地 (東京大学先端科学技術研究センター), 西成 活裕 (東京大学先端科学技術研究センター)

Poster 4 ◎最適速度モデルによる車種の違いの再現性について/○長濱 章仁 (東京大学大学院工学系研究科先端学際工
学専攻), 柳澤 大地 (東京大学先端科学技術研究センター), 西成 活裕 (東京大学先端科学技術研究センター)

Poster 5 ◎樟脳の自律運動に対する対流の影響/○岡本 守 (北海道大学大学院理学院数学専攻), 長山 雅晴 (北海道大学
電子科学研究所)

Poster 6 Bettis のルンゲークッターニュストロム公式について/○大野 博 (茨城大学工学部)

Poster 7 ◎複素モーメントの誤差評価を用いた周回積分型精度保証付き部分固有値計算/今倉 暁 (筑波大学), 保國 惠一
(筑波大学), ○高安 亮紀 (筑波大学)

Poster 8 ◎ルービックキューブの FULRD 問題における Thistlethwaite の方法/○越野 真実 (龍谷大学), 山岸 信博 (北
海道大学), 樋口 三郎 (龍谷大学), 山岸 義和 (龍谷大学)

Poster 9 半順序順列エントロピーによる時系列間関係の複雑性解析/○春名太一 (東京女子大学現代教養学部数理科学科)

Poster 10 ◎点列近似による Bezier曲線の Voronoi図の位相的に正確な構成/○辻野 弘章 (和歌山大学大学院システム工
学研究科), 今井 敏行 (和歌山大学システム工学部)

Poster 11 ◎ A balancing technique for improving backward error of heavily damped quadratic eigenvalue problem/○
Chen Hongjia (筑波大学), Imakura Akira (筑波大学), Sakurai Tetsuya (筑波大学)

Poster 12 2次元弾性波動問題における演算子積分法を利用したアイソジオメトリック境界要素法/○伊藤 司 (群馬大学大
学院), 斎藤 隆泰 (群馬大学大学院)

Poster 13 ◎テンソル繰り込み群計算のスパース化による高速化および精度検証/○山田 悠加 (筑波大学), 今倉 暁 (筑波
大学), 櫻井 鉄也 (筑波大学)

Poster 14 ◎特徴量スケーリングを用いた教師ありスペクトラルクラスタリング/○松田 萌望 (筑波大学), 保國 惠一 (筑
波大学), 櫻井 鉄也 (筑波大学)

Poster 15 ◎アニメ等のキャラクターのサイズ分布について/○山本 健 (琉球大学理学部)
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Poster 16 ◎最適停止問題に基づく魚類回遊タイミングのモデリング/○吉岡 秀和 (島根大学生物資源科学部), 八重樫 優
太 (京都大学大学院農学研究科)

Poster 17 Narrow channelにおけるくすぶり燃焼と再燃/○出原浩史 (宮崎大学), Ijioma Ekeoma (University of Limerick),

桑名 一徳 (山形大学), 三村 昌泰 (武蔵野大学)

Poster 18 ◎マーケット・マイクロストラクチャ・ノイズを考慮した実現ボラティリティの状態空間モデル/石渡 哲哉 (芝
浦工業大学　システム理工学部), ○谷野 徹 (芝浦工業大学大学院　理工学研究科)

Poster 19 ◎確率微分方程式の爆発解の爆発時刻の数値的推定法/石渡 哲哉 (芝浦工業大学　システム理工学部), ○梁 英
哲 (芝浦工業大学大学院　理工学研究科)

Poster 20 ◎出力を考慮した視覚復号型暗号を作成するアプリケーション/○藤井 敬之 (芝浦工業大学大学院 理工学研究
科 システム理工学専攻)

Poster 21 ◎ Slow Start modelの多項式による定式化と一時保存性/○茶山 斉範 (同志社大学大学院), 小西 沙織 (同志社
大学), 渡辺 扇之介 (小山工業高等専門学校), 友枝 明保 (武蔵野大学), 渡邊 芳英 (同志社大学)

Poster 22 ◎連星系による重力波の波形/○福島 実紗 (早稲田大学大学院基幹理工学研究科数学応用数理専攻), 土屋 拓也
(早稲田大学大学院基幹理工学研究科), 米田 元 (早稲田大学大学院基幹理工学研究科)

Poster 23 ◎ ST-C-DCT法の数値計算例/○上田祐暉 (東京大学),齊藤宣一 (東京大学),滝沢研二 (早稲田大学), Tezduyar

Tayfun. E. (Rice University)

Poster 24 ◎NMF型DNN計算法におけるバイアス・正則化項の導入およびその性能評価/○荒井 亮祐 (筑波大学), 今倉
暁 (筑波大学), 櫻井 鉄也 (筑波大学)

Poster 25 ◎回転対称性を加えた対数螺旋格子上の円充填/○上薗 拓郎 (龍谷大学), 須志田 隆道 (北海道大学), 山岸 義和
(龍谷大学)

Poster 26 ◎ BZ反応を用いた振動場反応拡散系の大域的制御/○大野 航太 (明治大学大学院先端数理科学研究科), 小川
知之 (明治大学 総合数理学部), 末松 信彦 (明治大学 総合数理学部)

Poster 27 ◎複数の工程を要する製品の検査頻度に関する研究/○藤田 旭洋 (東京大学大学院工学系研究科航空宇宙工学
専攻), 柳澤 大地 (東京大学先端科学技術研究センター), 西成 活裕 (東京大学先端科学技術研究センター)

Poster 28 電解質ゲル膨潤時に見られる表面パターンに対する考察/○井倉 弓彦 (明治大学総合数理学部)

Poster 29 ◎代謝系による体内時計の制御についての予測と解析/○儀保 伸吾 (理化学研究所), 黒澤 元 (理化学研究所)

Poster 30 2列からなる縞枯れ現象の連続時間モデル/○大内 克哉 (神戸芸工大), 堀田 武彦 (大阪府立大)

Poster 31 被食者・捕食者系における環境変動の効果/○岩崎 有紗 (大阪府立大学), 堀田 武彦 (大阪府立大学)

Poster 32 インターミングルド・ベイスンのマルチフラクタルスペクトルの特異性/石川 大海 (大阪府立大学), ○堀田 武
彦 (大阪府立大学)

Poster 33 指数ランダムグラフモデルに基づくネットワークに対する ARモデル/○谷口 隆晴 (神戸大学/JST さきがけ)

Poster 34 ＣＣＭを用いた力学系のネットワーク構造の推定/○井上 晟綜 (大阪府立大学), 堀田 武彦 (大阪府立大学)

Poster 35 ◎ある反応拡散系に現れるカオスダイナミクス/○小林 俊介 (明治大学大学院理工学研究科数学専攻), 坂元 孝
志 (明治大学理工学部数学科)

Poster 36 ◎ある反応拡散系に現れるカオス的挙動に対する数値計算/上形 泰英 (明治大学大学院理工学研究科基礎理工
学専攻数学系), ○小林 俊介 (明治大学大学院理工学研究科数学専攻)
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Poster 37 ◎ 2次元の幾何学的選別について/○上形 泰英 (明治大学), 矢崎 成俊 (明治大学)

Poster 38 渦運動の見られる自己駆動粒子の数理モデル/舘野 周一 (明治大学), 矢崎 成俊 (明治大学), 友枝 明保 (武蔵野
大学), ○木下 修一 (武蔵野大学)

Poster 39 ◎数値相対論における測地線を使った数値解の検証/○森 瑛磨 (早稲田大学大学院基幹理工学研究科), 浦川 遼
介 (早稲田大学大学院基幹理工学研究科), 米田 元 (早稲田大学大学院基幹理工学研究科)

Poster 40 ◎ Einstein方程式の拘束伝播の固有値解析と数値安定性/○陳 秉晟 (早稲田大学大学院基幹理工学研究科数学
応用数理専攻), 浦川 遼介 (早稲田大学大学院基幹理工学研究科), 米田 元 (早稲田大学大学院基幹理工学研究科)

○：登壇者，◎：優秀ポスター賞対象

9月6日　15:00-16:20

　
A

[正 会 員 主 催 OS]
FreeFem++での開発
と利用
　 　
1．境界値問題における特異点集
合形状最適化問題の有限要素解析
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.125

○大塚 厚二 (広島国際学院大学)

2．Dissection 直接法による混合型
有限要素方程式の解法と半導体問題
への適用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.127

○鈴木 厚 (大阪大学 サイバーメ
ディアセンター)

3．数理・データ科学の融合による
流れ場の効率的制御 . . . . . . . .p.129

○中澤 嵩 (大阪大学MMDS)

4．パターン形成 FEM シミュレー
ションにおけるメッシュの異方性の
影響の評価 . . . . . . . . . . . . . . . . p.131

○高石 武史 (広島国際学院大学工
学部)

　
B

[研究部会 OS] 数理設計
　 　
1．浅水域における流れ場の推定に
対するアンサンブルカルマンフィル
タ FEMの適用 . . . . . . . . . . . . p.133

○倉橋 貴彦 (長岡技術科学大学大学
院), 斎藤浄 (長岡技術科学大学大学
院), 野上雅人 (長岡技術科学大学大
学院)

2．◎係数同定逆問題に対するH2勾
配法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.135

○倉敷 大輔 (愛知県立大学大学院情
報科学研究科), 代田健二 (愛知県立
大学情報科学部)

3．◎与えられた運動に対するリン
ク機構の形状最適化問題 . . . p.137

○半田 翔一 (名古屋大学), 畔上 秀
幸 (名古屋大学)

4．Stokes 流れ場の密度型位相最適
化問題における平均流れ抵抗の 2階
微分と H1 Newton 法 . . . . . .p.139

○畔上 秀幸 (名古屋大学), 福岡 福
治 (名古屋大学)

　
C

[研究部会 OS] 数理的技
法による情報セキュリテ
ィ (1)
　 　
1．[特別講演 40分] 重み付き線形マ
トロイド・パリティ . . . . . . . .p.141

○岩田覚 (東京大学), 小林佑輔 (筑
波大学)

2．秘密分散とマトロイド . . .p.143

○吉田 真紀 (情報通信研究機構)

3．情報ハイディングのための確
率モデルの変更による攻撃回避
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.145

○森田 光 (神奈川大学)
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9月6日　15:00-16:20

　
D

[正会員主催 OS] 先進的
環境における数値計算と
関連HPC技術 (1)
　 　
1．データ同化処理への時空間ブロ
ッキング手法の適用と自動チューニ
ング適用の一考察 . . . . . . . . . .p.147

○片桐 孝洋 (名古屋大学情報基盤セ
ンター), 池田朋哉 (名古屋大学大学
院情報科学研究科), 藤川隼人 (名古
屋大学大学院情報学研究科)

2．Xeon Phi プロセッサにおける
並列一次元実数 FFTの実現と評価
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.149

○高橋 大介 (筑波大学)

3．階層型行列計算のGPU向け最適
化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.151

○大島聡史 (九大), 山崎市太郎 (テ
ネシー大),伊田明弘 (東大),横田理
央 (東工大)

4．◎深層学習における半精度演
算を用いた圧縮モデルの高速化
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.153

○長沼 大樹 (東京工業大学), 大沢
和樹 (東京工業大学), 関谷 翠 (東京
工業大学), 横田 理央 (東京工業大
学)

　
E

[一般講演] 離散システム
　 　
1．三重検定を用いた擬似乱数検定
パッケージの健全性評価 . . . p.155

○原本 博史 (愛媛大学)

2．◎Min-Plus代数における優対角
行列と線形方程式 . . . . . . . . . .p.157

○西田 優樹 (同志社大学大学院理工
学研究科), 渡邉扇之介 (小山工業高
等専門学校一般科), 渡邊芳英 (同志
社大学理工学部)

3．max-plus 代数のフローショッ
プスケジューリング問題への応用
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.159

○久保奨 (東京大学),西成活裕 (東
京大学)

　
F

[正会員主催 OS] 応用力
学系 (1)
　 　
1．ハイブリッド力学系における新
しい分岐：ヒトの歩行・走行・転倒
の解析に向けて . . . . . . . . . . . . p.161

○森田 英俊 (京都大学), 青井 伸也
(京都大学), 土屋 和雄 (京都大学),

國府 寛司 (京都大学)

2．鉄道車両に生じる蛇行動の非線
形解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p.163

○WEI WEIYAN (筑波大学), 藪野
浩司 (筑波大学)

3．◎レイリー・ベナール対流にお
ける流体混合の大域的構造と混合率
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.165

○渡辺 昌仁 (早稲田大学大学院基幹
理工学研究科機械科学専攻),宮本知
紘 (早稲田大学大学院基幹理工学研
究科機械科学専攻), 吉村浩明 (早稲
田大学基幹理工学部機械科学・航空
学科)

4．◎ The onset of transient tur-

bulence in minimal plane Couette

flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.167

○ Lustro Julius Rhoan (Osaka

University), Kawahara Genta (Os-

aka University)
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9月6日　16:30-17:50

　
A

[講習会] FreeFem++
での開発と利用 (90分：
18：00まで)
　 　
1．FreeFem++ 講習会 : 非線形連
立方程式系の並列計算機向け解法 –

Rayleigh-Benard 熱対流定常問題を
例に . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.169

○鈴木 厚 (大阪大学サイバーメディ
アセンター), 高石武史 (広島国際学
院大学)

　
B

[一般講演] 微分方程式と
数理モデリング
　 　
1．◎リアプノフスペクトルを用
いた船体転覆モデルの非線形解析
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.171

○日田 吉信 (東京海洋大学大学院海
洋科学技術研究科), 上野公彦 (東京
海洋大学)

2．認知理論から見たうつ病の数理
モデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p.173

○岡野 太郎 (鳥取大学大学院　医学
系研究科), 松島正知 (同志社大学　
生命医科学部)

3．◎河床付着藻類の繁茂抑制に関
する変分不等式の具体的な厳密解と
漸近解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.175

○吉岡 秀和 (島根大学生物資源科学
部), 八重樫優太 (京都大学大学院農
学研究科)

4．波動方程式による電磁圧接の現
象解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p.177

○山岸 弘幸 (都立産技高専), 岡川
啓悟 (都立産技高専)

　
C

[研究部会 OS] 数理的技
法による情報セキュリテ
ィ (2)
　 　
1．[特別講演 40 分] ◎プライバシ
の定量的モデルと保護メカニズム
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.179

○川本 裕輔 (産業技術総合研究所)

2．複数段階の攻撃があるセキュリ
ティゲーム . . . . . . . . . . . . . . . . p.181

○竹内 泉 (産業技術総合研究所)

3．ProVerifにおける暗号プリミテ
ィブの安全性要件と攻撃モデルの形
式化方法について . . . . . . . . . .p.183

○荒井 研一 (長崎大学), 岡崎 裕之
(信州大学), 布田 裕一 (東京工科大
学)
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9月6日　16:30-17:50

　
D

[正会員主催 OS] 先進的
環境における数値計算と
関連HPC技術 (2)
　 　
1．複数性能パラメタによる自動チ
ューニングにおける性能パラメタ間
相関関係の影響 . . . . . . . . . . . . p.185

○望月 大義 (工学院大学), 范 谷瑛
(工学院大学), 藤井 昭宏 (工学院大
学), 田中 輝雄 (工学院大学)

2．◎SA-AMG法におけるニアカー
ネルベクトル抽出手法の性能評価
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.187

○野村 直也 (東京大学), 中島 研吾
(東京大学), 藤井 昭宏 (工学院大学)

3．大規模密行列を係数行列にもつ
連立一次方程式に対する精度保証法
について . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.189

○尾崎 克久 (芝浦工業大学), 寺尾
剛史 (芝浦工業大学大学院), 落合涼
太 (芝浦工業大学大学院), 荻田武史
(東京女子大学)

4．TSQRアルゴリズムにおける三
角行列のリダクション処理に関する
考察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.191

○深谷 猛 (北海道大学)
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9月7日　09:30-10:50

　
A

[一般講演] 可積分系
　 　
1．◎キリング方程式の可積分条件
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.193

○友田 健太郎 (神戸大学), 宝利 剛
(京都大学), 安井 幸則 (摂南大学)

2．Shwarz微分方程式の離散化と複
比について . . . . . . . . . . . . . . . . p.195

○伊藤 利明 (同志社大学)

3．量子状態空間の余接バンドル上
のハミルトン系としての測地線族
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.197

○上野 嘉夫 (京都薬科大学　基礎科
学系)

　
B

[正会員主催 OS] 多倍長
精度浮動小数点演算の高
速化手法と応用 (1)
　 　
1．メニーコアプロセッサによる
多倍長精度数値積分の性能評価
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.199

○中里直人 (会津大学), 台坂博 (一
橋大学), 石川正 (高エネルギー加速
器研究機構), 湯浅冨久子 (高エネル
ギー加速器研究機構), 似鳥啓吾 (理
化学研究所計算科学研究機構)

2．計算時間予測機能を利用した多
倍長精度行列積計算の最適化につい
て . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.201

○幸谷 智紀 (静岡理工科大学)

3．Newton重力の高階微分を用いた
高次 Hermite積分法 . . . . . . . p.203

○似鳥 啓吾 (理化学研究所計算科学
研究機構), 台坂博 (一橋大学), 中里
直人 (会津大学)

4．電子異常磁気能率の精密理論計
算と多倍長精度演算 . . . . . . . .p.205

○青山 龍美 (京都大学)

　
C

[研究部会 OS] 応用カオ
ス (1)
　 　
1．レーザーカオスと金属Ｖ溝を用
いた高効率ＴＨｚ分光 . . . . . p.207

○桑島 史欣 (福井工大), 白尾 拓也
(福井工大),岩尾憲幸 (福井工大),坂
上直哉 (福井工大), 白崎拓郎 (福井
工大), 合田 汐里 (福井工大), 谷 正
彦 (福井大遠赤セ), 栗原 一嘉 (福井
大教育), 山本 晃司 (福井大遠赤セ),

森川治 (海保大), 北原英明 (福井大
遠赤セ), 中嶋 誠 (阪大レーザー研)

2．カオス尺度を用いた気液二相流
モデルの解析 . . . . . . . . . . . . . . p.209

○井上 啓 (山陽小野田市立山口東京
理科大学工学部), 加藤暢恵 (山陽小
野田市立山口東京理科大学工学部),

平野 博之 (岡山理科大学工学部)

3．分割数に対するカオス尺度の周
期性について . . . . . . . . . . . . . . p.211

○真尾 朋行 (東芝情報システム株式
会社), 奥富秀俊 (東芝情報システム
株式会社)

4．カオス尺度の極限値の算出につ
いて . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.213

○奥富 秀俊 (東芝情報システム株式
会社), 真尾朋行 (東芝情報システム
株式会社)
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9月7日　09:30-10:50

　
D

[研究部会 OS] 計算の品
質 (3)
　 　
1．真の特異値や固有値がわかるテ
スト行列の生成法 . . . . . . . . . .p.215

○尾崎 克久 (芝浦工業大学), 荻田
武史 (東京女子大学)

2．◎単精度で作成された近似逆行
列は条件数を下げる効果を持つの
か？ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p.217

○南畑淳史 (産業総合研究所), 荻田
武史 (東京女子大学), 大石 進一 (早
稲田大学)

3．◎相対的に大きな特異値を持つ
悪条件連立一次方程式の前処理法
による高速かつ高精度な数値計算法
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.219

○小林 由佳 (東京女子大学大学院),

荻田 武史 (東京女子大学)

4．◎行列の正則性を高速に保証す
るための理論と実装法 . . . . . p.221

○寺尾 剛史 (芝浦工業大学), 尾崎
克久 (芝浦工業大学)

　
E

[研究部会 OS] ウェーブ
レット (1)
　 　
1．◎空気吸収による減衰を考慮し
た BSSモデルについて . . . . .p.223

○佐々木裕文 (早稲田大学), 佐々木
文夫 (東京理科大学)

2．ウェーブレット解析による slow

ABR と 40-Hz ASSR の比較観察
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.225

○井川 信子 (流通経済大学), 守本
晃 (大阪教育大学), 芦野 隆一 (大阪
教育大学)

3．回転画像の重なりの分離法につ
いて . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.227

○守本 晃 (大阪教育大学), 芦野 隆
一 (大阪教育大学), 萬代 武史 (大阪
電気通信大学)

　
F

[正会員主催 OS] 応用力
学系 (2)
　 　
1．等質量 3体 8の字解のモースイ
ンデックス . . . . . . . . . . . . . . . . p.229

○福田宏 (北里大学一般教育部), 藤
原俊郎 (北里大学一般教育部), 尾崎
浩司 (東海大学理学部)

2．制限三体問題におけるポアンカ
レ写像を用いたリアプノフ軌道の追
跡 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.231

○斎藤 正也 (統計数理研究所データ
同化研究開発センター)

3．◎ Poincare-Dulac標準形および
一般的な力学系の局所解析的可積分
性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.233

○山中 祥五 (京都大学)

4．制限 n 体問題の非可積分性
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.235

○柴山 允瑠 (京都大学)
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9月7日　11:00-12:20

　
A

[正会員主催 OS] 戸田格
子50周年：その意義と発
展 (1)
　 　
1．戸田セミナーと若い学生の冒険
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.237

○大石 進一 (早稲田大学理工学術院
応用数理学科)

2．一般化された戸田格子の可積分・
非可積分性 . . . . . . . . . . . . . . . . p.239

○吉田 春夫 (自然科学研究機構・国
立天文台・理論研究部)

3．応用可積分系分野の基礎方程式
としての戸田格子方程式 . . . p.241

○中村 佳正 (京都大学大学院情報学
研究科数理工学専攻)

4．OVモデル（最適速度模型）と戸
田ソリトン系 . . . . . . . . . . . . . . p.243

○杉山 雄規 (名古屋大学大学院情報
学研究科)

　
B

[正会員主催 OS] 多倍長
精度浮動小数点演算の高
速化手法と応用 (2)
　 　
1．Scaling and squaring のための
パラメータについての検証 . . .p.245

○中村 真輔 (秋田県立大学システム
科学技術学部)

2．Binary powering を用いた浮
動小数点数のベキの高速計算法
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.247

○小澤 一文 (秋田県立大学)

3．数学定数の特定の桁を計算する
BBP型公式の高速計算法 . . .p.249

○高橋 大介 (筑波大学)

　
C

[研究部会 OS] 応用カオ
ス (2)
　 　
1．整数上のロジスティック写像
を用いた擬似乱数生成器における
パラメータ更新に関する設計指針
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.251

○荒木 俊輔 (九州工業大学), 村岡
英之 (九州工業大学), 宮崎 武 (北九
州市立大学), 上原聡 (北九州市立大
学), 硴崎 賢一 (九州工業大学)

2．一本一本の乱数に注目したNIST

SP800-22の解析 . . . . . . . . . . . p.253

○岩崎 淳 (福岡工業大学)

3．乱数検定の独立性解析に向けた
区分線形写像のカオス真軌道による
マルコフ過程の構成 . . . . . . . .p.255

○山口 明宏 (福岡工業大学), 斉藤
朝輝 (公立はこだて未来大学)

4．◎Arnoldの猫写像におけるパラ
メータ推定の困難さの解析 . . .p.257

○中川 朋奈 (福岡工業大学工学研究
科), 丸山 勲 (福岡工業大学), 山口
明宏 (福岡工業大学)
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9月7日　11:00-12:20

　
D

[研究部会 OS] 行列・固
有値問題の解法とその応
用 (1)
　 　
1．少数のレゾルベントにより構成
されたフィルタによる実対称定値一
般固有値問題の解法の実験 . . .p.259

○村上 弘 (首都大学東京)

2．◎幾何学的最適化に基づく離散
時間線形システム同定アルゴリズム
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.261

○佐藤 寛之 (東京理科大学), 佐藤
一宏 (北見工業大学)

3．重複固有値を指定する逆固有値
問題に対する二次収束解法について
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.263

○相島 健助 (東京大学)

4．対称特異系に対する右前処理
MINRES 法と MR-2 法の収束性
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.265

○杉原光太 (国立情報学研究所), 速
水 謙 (国立情報学研究所　総合研究
大学院大学), Ning Zheng (国立情報
学研究所)

　
E

[研究部会 OS] ウェーブ
レット (2)
　 　
1．Curvelets and Parseval Frames

for Multidirectional Expansions

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.267

○木下 保 (筑波大学大学院数理物質
系・数学域)

2．[特別講演 60分] スキャタリング
変換による音響信号からの特徴抽出
と物体の同定 . . . . . . . . . . . . . . p.269

○斎藤 直樹 (カリフォルニア大学デ
イヴィス校数学科), ウェバー ディ
ヴィッド (カリフォルニア大学デイ
ヴィス校数学科)

　
F

[正会員主催 OS] 応用力
学系 (3)
　 　
1．Bloch-Iserles 系の平衡点に関す
る安定性解析 . . . . . . . . . . . . . . p.271

○多羅間 大輔 (立命館大学理工学部
数理科学科), Ratiu Tudor (上海交
通大学数学科学学院)

2．Variational Integrators for In-

terconnected Systems with Holo-

nomic Constraints . . . . . . . . . p.273

○ Peng Linyu (Waseda Univer-

sity), Momose Hiroki (Waseda

University), Yoshimura Hiroaki

(Waseda University)

3．非平衡熱力学のラグランジュ形
式による変分的定式化 . . . . . p.275

○吉村 浩明 (早稲田大学基幹理工
学部), Gay-Balmaz Francois (Ecole

Normale Superieure de Paris)

4．◎自由分子流中の物体運動に壁
面が与える影響について . . . p.277

○小池 開 (慶應理工/理研 AIP)
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9月7日　13:30-14:50

　
A

[一般講演] 流体計算
　 　
1．強磁場下における磁性ナノ粒
子からなる面密度 0.109 の薄膜形
成に関する数値シミュレーション
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.279

○早坂 良 (和歌山高専), 大村 高弘
(和歌山高専), 藤原 誠之 (明石高専)

2．Burgers 渦管流体乱流モデルに
おける渦度の方向ベクトルの乱れ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.281

○中井 拳吾 (東京大学 数理科学研
究科), 斉木 吉隆 (一橋大学 商学研
究科), 米田 剛 (東京大学 数理科学
研究科)

3．球面上の二次元流れの不変解の
パターン形成 . . . . . . . . . . . . . . p.283

○佐々木 英一 (同志社大学理工学
部), 河原源太 (大阪大学基礎工学研
究科), 竹広真一 (京都大学数理解析
研究所), 山田道夫 (京都大学数理解
析研究所)

　
B

[一般講演] 数値解析・数
値計算と微分方程式 (1)
　 　
1．陰的陽的混合ルンゲークッタ法
について . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.285

○大野 博 (茨城大学工学部)

2．時間遅れが引き起こす爆発現象
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.287

石渡恵美子 (東京理科大学), ○石渡
哲哉 (芝浦工業大学), 中田 行彦 (島
根大学)

3．粘菌アルゴリズムにおける常微
分方程式の数値解法 . . . . . . . .p.289

○小藤 俊幸 (南山大学)

　
C

[研究部会 OS] 応用カオ
ス (3)
　 　
1．非弱結合離散非線形 Schrodinger

方程式における dark discrete soli-

ton解の存在 . . . . . . . . . . . . . . .p.291

○吉村 和之 (鳥取大学)

2．可解カオス系の分布関数発展則
の厳密な簡約とそのシンプレクティ
ック情報幾何 . . . . . . . . . . . . . . p.293

○後藤 振一郎 (京都大学情報学研究
科), 梅野 健 (京都大学情報学研究
科)

3．結合可解カオス系の提案とその
特異的な振る舞いについて-可解カオ
ス場の理論の構築に向けて- . . .p.295

○梅野 健 (京都大学大学院情報学研
究科)

4．◎超一般化Boole変換の exact性
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.297

○大久保 健一 (京大情報), 梅野 健
(京大情報)
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9月7日　13:30-14:50

　
D

[研究部会 OS] 行列・固
有値問題の解法とその応
用 (2)
　 　
1．◎行列指数関数のためのDouble-

shift-invert Arnoldi法 . . . . . p.299

○橋本 悠香 (慶應義塾大学理工学研
究科・理研AIP), 野寺 隆 (慶應義塾
大学理工学部)

2．◎ Arnoldi 法を利用した非線形
固有値問題とその改善 . . . . . p.301

○長坂 英明 (慶應義塾大学理工学研
究科基礎理工学専攻), 野寺隆 (慶應
義塾大学理工学部)

3．非エルミート行列の複素固有
値分布の数値計算アルゴリズム
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.303

○羽田野 直道 (東大生研)

4．心筋の迅速な弛緩の仕組みと固
有値問題について . . . . . . . . . .p.305

○鷲尾巧 (東京大学), 久田俊明 (東
京大学)

　
E

[研究部会 OS] ウェーブ
レット (3)
　 　
1．任意実数ダイレーションを持つ
正規直交ウェーブレット基底によ
る変換および逆変換の高速計算法
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.307

○戸田 浩 (豊橋技術科学大学), 章
忠 (豊橋技術科学大学)

2．[特別講演 50分] 理的手法を用い
た医療画像解析について . . . p.309

○中根 和昭 (大阪大学大学院医学系
研究科)

　
F

[正会員主催 OS] 応用力
学系 (4)
　 　
1．◎可換梯子型パーシステント加
群を用いた対応の誘導写像 . . .p.311

○竹内 博志 (東北大学大学院理学研
究科), 平岡裕章 (東北大学材料科学
高等研究所)

2．可飽和非線形 DNLSモデルを用
いた ILMの速度解析 . . . . . . .p.313

○西崎 茜 (金沢大学大学院 自然科
学研究科 数物科学専攻), 宮坂 風輝
(金沢大学大学院 自然科学研究科 数
物科学専攻), 佐藤政行 (金沢大学大
学院 自然科学研究科 数物科学専攻)

3．◎非線形波動方程式のソリトン
解に対する数値分岐解析 . . . p.315

矢ヶ崎 一幸 (京都大学), ○山添 祥
太郎 (京都大学)

4．Bifurcations of radially sym-

metric solutions in a coupled ellip-

tic system with critical exponents

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.317

Stachowiak Tomasz (京都大学), ○
Yagasaki Kazuyuki (京都大学)

9月7日　15:40-16:40

総合講演１ @ S
　 　
特異点の微分幾何学 ― ３次元時空の極大曲面をテーマにして ― . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p.319

○梅原 雅顕 (東京工業大学・情報理工学院)
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9月7日　16:50-17:50

総合講演２ @ S
　 　
微小重力環境下でのすす燃焼の現象数理学 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p.323

○三村 昌泰 (武蔵野大学工学部, 明治大学先端数理科学インスティテュート)

9月8日　09:30-10:50

　
A

[正会員主催 OS] 戸田格
子 50周年：その意義と
発展 (2)
　 　
1． 戸田盛和先生の物理に対する姿
勢と物理学３０講全１０巻 . . .p.325

○渡辺 慎介 (横浜国立大学名誉教
授　学校法人関東学院・常務理事)

2．戸 田 先 生 か ら 学 ん だ こ と
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.327

○薩摩 順吉 (武蔵野大学工学部数
理工学科)

3．楽しい戸田格子 . . . . . . . . .p.329

○高橋 大輔 (早稲田大学基幹理工
学部応用数理学科)

　
B

[正会員主催 OS] 計量
(デジタル)病理学のフロ
ンティア
　 　
1．病 理 形 態 学 と ト ポ ロ ジ ー
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.331

○瀧山 晃弘 (北海道文教大学), 寺
本 敬 (旭川医科大学)

2．第２高調波発生イメージングを
用いた骨・軟骨組織の計量病理学
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.333

○齋藤 卓 (愛媛大学)

3．骨構造の定量化へ向けたステレ
オロジ的解析 . . . . . . . . . . . . . . p.335

○野下 浩司 (JSTさきがけ)

4．◎年齢依存的な骨量推移動態：
数理科学と実験科学による融合的ア
プローチ . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.337

○岩見 真吾 (九州大学大学院理学
研究院生物科学部門)

　
C

[研究部会 OS] 応用カオ
ス (4)
　 　
1．軸受における洗濯板状電食痕形
成の数理モデル . . . . . . . . . . . . p.339

○山口 裕 (福岡工業大学), 北﨑 訓
(福岡工業大学), 砂原 賢治 (福岡工
業大学)

2．◎ UF-OFDM のフィルタ設計
における PAPR と BER の関係
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.341

○津田 宏史 (京都大学情報学研究
科), 梅野 健 (京都大学情報学研究
科)
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9月8日　09:30-10:50

　
D

[研究部会 OS] 科学技術
計算と数値解析 (1)
　 　
1．第２種Fredholm積分方程式に対
する超函数法 . . . . . . . . . . . . . . p.343

○緒方 秀教 (電気通信大学大学院情
報理工学系研究科情報・ネットワー
ク工学専攻)

2．ハミルトン系の相空間面積計算
手法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.345

○佐々 成正 (日本原子力研究開発機
構 システム計算科学センター)

3．混合微分を含む発展方程式の空
間離散化について . . . . . . . . . .p.347

○佐藤峻 (東京大学), 松尾宇泰 (東
京大学)

4．波動方程式に対するモデル縮減
手法を組み込んだ確率的数値解法に
ついて . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p.349

○宮武 勇登 (名古屋大学)

　
E

[研究部会 OS] 機械学習
　 　
1．グラフデータの機械学習におけ
る特徴表現の設計と学習 . . . p.351

○瀧川 一学 (北海道大学)

2．◎高次の組合せの効果を見出す
ための多重検定補正法と生命科学
データ解析への応用 . . . . . . . .p.353

○寺田 愛花 (JSTさきがけ)

3．科学的発見のための高次元非線
形統計モデリング . . . . . . . . . .p.355

○山田 誠 (理化学研究所革新知能統
合研究センター, JST PRESTO)

4．相対比較に基づくランキング推
定アルゴリズムについて . . . p.357

○本多 淳也 (東京大学)

　
F

[研究部会 OS] 折紙工学
(1)
　 　
1．自動車の現行エネルギー吸収材
を凌ぐ反転捩り型折紙構造 . . .p.359

○萩原一郎 (明治大学), 趙希禄 (埼
玉工業大学)

2．展開構造の力学的特性に関する
考察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.361

○石田 祥子 (明治大学)

3．構造物の剛体折りに関する一考
察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.363

○阿部 綾 (明治大学), 楊 陽 (明治
大学), 奈良 知惠 (明治大学), 安達
悠子 (明治大学), 萩原 一郎 (明治大
学)

4．平行多面体の平坦折り畳みと形
状シフト . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.365

○奈良 知惠 (明治大学)
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A

[研究部会 OS] 応用可積
分系 (1)
　 　
1．Jeu de taquin と超離散戸田方
程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.367

○筧三郎 (立教大理), 上岡修平 (京
大情報), 太田 泰広 (神戸大理)

2．◎超離散戸田方程式に基づ
く Min-Plus 行列の固有値計算
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.369

○渡邉 扇之介 (小山工業高等専門
学校), 福田 亜希子 (芝浦工業大学),

鴫谷 瞳 (京都府立大学), 岩崎 雅史
(京都府立大学)

3．◎ある粒子系のmax表現におけ
る流速の単調性と高次保存量につい
て . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.371

○時枝 佑次 (早稲田大学), 高橋 大
輔 (早稲田大学)

4．ロジスティックデータのゴンペ
ルツモデルによる推定飽和値の挙動
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.373

○佐藤 大輔 (日本電信電話株式会
社), 松村 龍太郎 (日本電信電話株
式会社)

　
B

[研究部会 OS] 数理医学
　 　
1．◎数理モデルによる心筋細胞集
団の引き込み効果について . . .p.375

○林 達也 (東京大学大学院数理科学
研究科), 時弘 哲治 (東京大学大学
院数理科学研究科), 栗原 裕基 (東
京大学大学院医学系研究科), 安田
賢二 (早稲田大学理工学術院先進理
工学部)

2．◎ The Study of Tip Cell and

Stalk Cell Migration in Response

to VEGF Gradient in Angiogenesis

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.377

○ Minerva Dhisa (Osaka Uni-

versity), Nishiyama Koichi (Ku-

mamoto University), Suzuki

Takashi (Osaka University)

3．[特別講演 40 分] 走化性細胞遊
走の時空間情報処理特性 . . . p.379

○中島 昭彦 (東京大学　大学院総
合文化研究科　複雑系生命システム
研究センター)

　
C

[研究部会 OS] 数理政治
学
　 　
1．定数配分法で見る並立制での公
平性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.381

○諸星 穂積 (政策研究大学院大学)

2．◎現実党と原理党の混在する
空間的投票理論についての一考察
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.383

○赤石 麻友 (筑波大学社会工学類),

岸本 一男 (筑波大学システム情報
系)

3．議 員 定 数 配 分 問 題 の 解 決
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.385

○一森 哲男 (大阪工業大学)
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9月8日　11:00-12:20

　
D

[研究部会 OS] 科学技術
計算と数値解析 (2)
　 　
1．◎微分方程式の初期値問題に
対する SE-Sinc-Nystrom 法の改善
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.387

○原 涼太 (広島市立大学), 岡山 友
昭 (広島市立大学)

2．◎離散外積解析から導かれる有
限積分法のマルチシンプレクティッ
ク性について . . . . . . . . . . . . . . p.389

○佐藤 智久 (神戸大学 大学院 シス
テム情報学研究科計算科学専攻),谷
口 隆晴 (神戸大学 大学院 システム
情報学研究科計算科学専攻, JSTさ
きがけ)

3．◎ハイブリッド不連続ガレル
キン法に基づく構造保存数値解法
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.391

○坪井 俊憲 (東京大学), 都筑 大樹,

松尾 宇泰 (東京大学)

4．◎ N 次元球状領域上の Poisson

方程式に対する不連続 Galerkin 法
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.393

○千葉 悠喜 (東京大学大学院数理科
学研究科), 齊藤宣一 (東京大学大学
院数理科学研究科)

　
E

[一般講演] 機械学習
　 　
1．双対平坦空間の接空間における
主成分分析 . . . . . . . . . . . . . . . . p.395

○熊谷 敦也 (日本大学商学部)

　
F

[研究部会 OS] 折紙工学
(2)
　 　
1．◎折り紙ロボットのための 2次
元展開図の検討 . . . . . . . . . . . . p.397

○ロメロ ジュリアン (明治大学),

ディアゴ ルイス (明治大学), 篠田
淳一 (明治大学), 萩原 一郎 (明治大
学)

2．Triangle-based Axisymmetric

3D Origami Design . . . . . . . . p.399

○ Zhao Yan (University of

Tsukuba), Endo Yuki (University

of Tsukuba), Kanamori Yoshihiro

(University of Tsukuba), Mitani

Jun (University of Tsukuba)

3．甲虫後翅の折り畳みに基づく展
開翼の開発 . . . . . . . . . . . . . . . . p.401

○斉藤一哉 (東京大学), 舘知宏 (東
京大学), 新山 龍間 (東京大学), 川
原 圭博 (東京大学)

4．Rep-cube: 立方体の展開図と裁
ち切り . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p.403

○ Xu Dawei (JAIST), 堀山 貴史
(埼玉大), 上原 隆平 (JAIST)
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9月8日　13:30-14:50

　
A

[研究部会 OS] 応用可積
分系 (2)
　 　
1．楕円差分 Nahm方程式について
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.405

○木村 欣司 (京都大学大学院情報学
研究科)

2．例外型 Bannai-Ito多項式とその
直交性について . . . . . . . . . . . . p.407

○羅 宇 (京都大学 情報学研究科 数
理工学専攻), 辻本 諭 (京都大学 情
報学研究科 数理工学専攻)

3．q 変形振動子代数と Askey-

Wilson多項式 . . . . . . . . . . . . . p.409

○辻本 諭 (京都大学), Vinet Luc

(モントリオール大学), Zhedanov

Alexei (中国人民大学)

4．◎ q-Bessel関数の積分表示と q-

超幾何関数を用いる精度保証付き数
値計算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.411

○金泉 大介 (早稲田大学), 丸野 健
一 (早稲田大学)

　
B

[一般講演] 数理医学
　 　
1．生物相互作用ネットワークの動
特性解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.413

○坂田 克己 (前橋工科大), 新堀 航
大 (三菱スペース・ソフト), 大柳 一
(KAUST),朝日頌 (前橋工科大),佐
藤大輝 (前橋工科大),森川雄太 (前
橋工科大), 齋藤 俊行 (放医研)

2．体内時計が温度に影響されない
仕組みに関する数理的研究 . . .p.415

○黒澤 元 (理研 望月理論生物学研
究室)

　
C

[一般講演] 数値解析・数
値計算と微分方程式 (2)
　 　
1．ボロノイ格子上における Green-

Gauss則を用いた離散変分導関数法
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.417

○降籏 大介 (大阪大学)

2．de Sitter 時空における半線形
Klein-Gordon 方程式の初期値問
題におけ る数値安定性について
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.419

○土屋 拓也 (早稲田大学), 中村 誠
(山形大学)
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9月8日　13:30-14:50

　
D

[研究部会 OS] 科学技術
計算と数値解析 (3)
　 　
1．Friedrichs-Keller の方法による
ボクセル法の改良 . . . . . . . . . .p.421

○菊地文雄 (東京大学（名誉教授）),
佐藤 義浩 (株式会社　くいんと)

2．微圧縮超弾性体大変形問題に対
する創成解について . . . . . . . .p.423

○山田 貴博 (横浜国立大学)

3．混合型HDG法の次数低減スキー
ムについて . . . . . . . . . . . . . . . . p.425

○及川 一誠 (早稲田大学)

4．”潰れた”要素を使って得られた
有限要素解の誤差解析 - 現状と展望
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.427

小林健太 (一橋大学商学研究科), ○
土屋 卓也 (愛媛大学理工学研究科)

　
E

[一般講演] 線形計算
　 　
1．Numerical enclosure for the ma-

trix exponential . . . . . . . . . . . p.429

○宮島 信也 (岩手大学)

2．◎大規模悪条件最小二乗問題に
対するLSQR法の反復停止則につい
て . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.431

○小澤 伸也 (福井大学), 細田 陽介
(福井大学), 相原 研輔 (東京都市大
学)

3．◎逆べき乗法に基づく二つの固
有値に着目した近似固有値計算法
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.433

○野村 和史 (大阪大学大学院情報科
学研究科情報基礎数学専攻),降旗大
介 (大阪大学サイバーメディアセン
ター)

4．シフト付きコレスキー QR 分
解を利用した逆反復法の高速化
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.435

○大澤 真之 (京都大学大学院), 木
村 欣司 (京都大学大学院), 中村 佳
正 (京都大学大学院)

　
F

[一般講演] 計算幾何
　 　
1．◎パーシステントホモロジーを
用いた粗い界面の解析 . . . . . p.437

○山本 健 (琉球大学理学部)

2．◎ 2次元Delaunay図の逐次添加
型 3次元構成と入力順序による速度
比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.439

○岩本 龍馬 (和歌山大学大学院シス
テム工学研究科), 今井敏行 (和歌山
大学システム工学部デザイン情報学
科)

3．◎Min-Plus行列に付随する固有
多項式の根とグラフの構造 . . .p.441

○佐藤 宏平 (小山工業高等専門学
校), 渡邉扇之介 (小山工業高等専門
学校)

4．生成元として円と線分が混在し
たVoronoi図の位相的に厳密な近似
構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.443

○今井 敏行 (和歌山大学システム工
学部)
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9月8日　15:00-16:20

　
A

[研究部会 OS] 応用可積
分系 (3)
　 　
1．相似幾何不変量による平面曲線
の Fairness測度 . . . . . . . . . . . .p.445

○三浦 憲二郎 (静岡大学), 鈴木 晶
(静岡大学), 臼杵 深 (静岡大学),

Gobithaasan Rudrusamy (Univer-

siti Malaysia Terengganu), 井ノ口
順一 (筑波大学), 佐藤 雅之 (セリ
オ), 梶原 健司 (九州大学), 清水 保
弘 (日本ユニシス・エクセリューショ
ンズ)

2．対数型美的曲線の相似幾何にお
ける平面曲線に対する変分原理によ
る定式化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.447

○井ノ口 順一 (筑波大学), 梶原 健
司 (九州大学), 三浦 憲二郎 (静岡大
学), Schief Wolfgang (University of

New South Wales)

3．対数型美的曲線の離散化と相似
幾何における平面離散曲線に対する
離散変分原理による定式化 . . .p.449

○梶原健司 (九州大学), 朴炯基 (九
州大学), Schief Wolfgang (Univer-

sity of New South Wales)

4．◎ Explicit formula for mKdV

flow on centroaffine plane curves

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.451

梶原 健司 (九州大学), 黒瀬 俊 (関
西学院大学), 松浦望 (福岡大学), ○
朴 炯基 (九州大学)

　
C

[一般講演] 数値解析・数
値計算と微分方程式 (3)
　 　
1．◎測地線による Einstein方程式
の数値解の検証 . . . . . . . . . . . . p.453

○浦川 遼介 (早稲田大学), 土屋 拓
也 (早稲田大学), 米田 元 (早稲田大
学)

2．スケール不変性を利用した爆
発レートの数値的推定について
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.455

穴田浩一 (早稲田大学高等学院), 石
渡 哲哉 (芝浦工業大学システム理工
学部), ○牛島健夫 (東京理科大学理
工学部)

3．ある固有ベクトルの導出法とペ
ナルティー法による有界領域上の固
有関数の構成 . . . . . . . . . . . . . . p.457

○笠井 博則 (福島大学)

4．板曲げ問題に対する内部ペナル
ティ法を用いた混合型有限要素法
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.459

○小山 大介 (電気通信大学)

　
D

[研究部会 OS] 科学技術
計算と数値解析 (4)
　 　
1．Finite element approximations

of minimal surfaces . . . . . . . . p.461

○ Grodet Aymeric (愛媛大学理工
学研究科), Tsuchiya Takuya (愛媛
大学理工学研究科)

2．◎Allen-Cahn方程式に対する数
値解の漸近挙動 . . . . . . . . . . . . p.463

○剱持 智哉 (東京大学大学院数理科
学研究科)

3．◎精度保証付き数値計算による
写像度の計算手法の提案 . . . p.465

○新田 光輝 (電気通信大学), 山本
野人 (電気通信大学), 松江 要 (九州
大学), 小林 健太 (一橋大学)
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9月8日　16:30-17:50

　
A

[研究部会 OS] 応用可積
分系(4) (40分：17:10ま
で)
　 　
1．A

(2)
2 型マトリックスミューテー

ションの幾何学 . . . . . . . . . . . . p.467

○野邊 厚 (千葉大学)

2．◎疑似可積分性をもつ離散方程
式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.469

神谷亮 (東京大学), ○神吉雅崇 (関
西大学), 時弘哲治 (東京大学), 間瀬
崇史 (東京大学)

　
D

[一般講演] 数値計算と科
学技術計算
　 　
1．クリロフ部分空間法のための前
処理法の比較について（第２報）
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.471

○堀端 康善 (法政大学)

2．◎ solid harmonicsを用いた高速
多重極展開法の高並列汎用分子動力
学シミュレーションソフトMODY-

LASへの効率的な実装 . . . . .p.473

○坂下 達哉 (名大院工), 安藤 嘉倫
(名大院工計算セ), 吉井 範行 (名大
院工計算セ), 岡崎 進 (名大院工)

3．AVXを使った４倍精度・８倍精
度の計算ライブラリの開発 . . .p.475

○平山 弘 (神奈川工科大学)
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株式会社 HPCテック

日本ニューメリカルアルゴリズムズグループ株式会社

シュプリンガー・ジャパン株式会社

ビジュアルテクノロジー株式会社

株式会社近代科学社
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3次元細胞電気生理学モデルに対する基本解近似解法を用いた数値的アプ
ローチ
榊原 航也 1, 中村 健一 2, 矢崎 成俊 3

1東京大学大学院 数理科学研究科，2金沢大学 理工研究域，3明治大学 理工学部
e-mail : ksakaki@ms.u-tokyo.ac.jp; k-nakamura@se.kanazawa-u.ac.jp; syazaki@meiji.ac.jp

1 概要
本講演では，生物細胞の電気活性を支配する

偏微分方程式のシステムとして知られている，
3次元細胞電気生理学モデルを考える．
Ωi を 3次元空間内の有界領域とし，その境

界 ∂Ωは滑らかであるとする．また，Ωe = R3 \
(Ωi∪Γ)とする．この時，本講演で扱う 3次元細
胞電気生理学モデル（3Dケーブルモデル）は，
次のように記述される [2]：

△vi = 0 in Ωi,

△ve = 0 in Ωe,

∂vi
∂n

= σ
∂ve
∂n

on Γ,

∂v

∂t
− f(v, w) = −∂vi

∂n
, v ≡ vi − ve on Γ,

∂w

∂t
= g(v, w) on Γ,

ve(x) −→ 0 as |x| → ∞,

v|t=0 = v0, w|t=0 = w0 on Γ.

Ωiは細胞内部，Ωeは細胞外部を表し，Γが細
胞膜に対応する．vi, veはそれぞれΩi, Ωe内の
静電ポテンシャルを表し，σは電気伝導率を表
す．f はイオンチャネルの流れを記述し，wは
ゲート変数と呼ばれ，イオンチャネルの生物物
理状態を記述する．f , gの典型的な形は，3次
FitzHugh-Nagumoや Hodgkin-Huxleyタイプ
のものであり，次で与えられる：

f(v, w) = fFN(v)− w,

fFN(v) = −Av(v − α)(v − 1),

g(v, w) = θv − µw.

ただし，A > 0, 0 < α < 1, θ > 0, µ > 0であ
る．本講演でも，上式で定義される f , g を用
いる．
3Dケーブルモデルは，細胞電気活性の標準

的なモデルであるケーブルモデル [1]（3Dケー
ブルモデルにおいて第 1式から第 4式までが単
独の 1次元半線型熱方程式に置き換えられたも

のである．）の自然な拡張であり，電気生理学
における様々な 3次元の効果を調べるために用
いられている．
3Dケーブルモデルを数学的に解析する際の
困難さの原因は，このモデルが，R3内の閉曲面
Γ上の擬微分方程式とΓ上の常微分方程式から
なるシステムになっていることにある．そのた
めに，現在に至るまで，数学解析の結果は多い
とは言えない．そのような中で，[2]において，
3Dケーブルモデルの時間大域解の存在が証明
された．しかしながら，FitzHugh-Nagumo方
程式に存在する進行波が存在するか，スポット
解が存在するか，などの基本的な問題がまだ未
解明のまま残っている．
本講演の目的は，3Dケーブルモデルの解の
挙動を解明するために，基本解近似解法に基づ
いた簡潔な数値計算スキームを構築することで
ある．

2 数値計算スキーム
本節で，時刻nステップ目で v, wの近似V n,

Wnが与えられている時に，V n+1, Wn+1を計
算する手法を示す．

2.1 計算領域

Ωiを次で定義される柱状領域とする：

Ωi = {(x1, x2, x3)T | −L/2 ≤ x1 ≤ L/2,

x2 = ρ cos θ, x3 = ρ sin θ, θ ∈ [0, 2π]}.

ただし，L, ρは正定数である．つまり，半径 ρ，
高さ Lの円柱領域が Ωiである．

2.2 vi, veの近似

vi, veは調和函数であるので，その近似を基
本解近似解法 (Method of Fundamental Solu-

tions, MFS)で与える．MFSは，線型同次偏
微分方程式に対するメッシュフリーな数値解法
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であり，対象の偏微分方程式の基本解で，特異
点を領域外部に持つものの線型結合により近似
解を構成する（詳しくはサーベイ [3]を見よ）．
通常のMFSならば，調和函数の近似は対数ポ
テンシャルの線型結合により近似解を与える
ことになるが，本講演では，不変性の観点か
ら改良したMFS[4]を用いる．つまり，特異点
{yi,k}Nk=1 ⊂ Ωe, {ye,k}Nk=1 ⊂ Ωi および仮想点
{zi,k}Nk=1 ⊂ Ωe, {ze,k}Nk=1 ⊂ Ωiを取り，次で定
義される V (N)

i , V (N)
e により vi, veを近似する：

V (N)
i (x) = Qi,0 +

N∑

k=1

Qi,kEi,k(x),

V (N)
e (x) =

N∑

k=1

Qe,kEe,k(x),

Ei,k(x) =
|zi,k − yi,k|
4π|x− yi,k|

,

Ee,k(x) =
|ze,k − ye,k|
4π|x− ye,k|

.

ここで，V (N)
e の定義式の中に定数項が存在しな

いのは，V (N)
e (x) → 0 (|x| → ∞)を満たすよう

にするためである．係数 {Qi,k}Nk=0, {Qe,k}Nk=1

は選点法で決定する．つまり，{xj}Nj=1 ⊂ Γを
取り，選点方程式：

∂V (N)
i

∂n
(xj) = σ

∂V (N)
e

∂n
(xj),

V (N)
i (xj)− V (N)

e (xj) = V n(xj),

j = 1, 2, . . . , N

および零平均条件：
N∑

k=1

Qi,k = 0

を解くことで，{Qi,k}Nk=0, {Qe,k}Nk=1を得る．

2.3 時間発展

V (N) = V (N)
i − V (N)

e とする．時間刻み幅を
∆tと書く時，V n+1, Wn+1を次で与える：

Wn+1 = Wn +∆tg(V (N),Wn),

V n+1 = V (N)

+∆t

(
f(V (N),Wn+1)−

∂V (N)
i

∂n

)

実際の数値計算結果などは，講演の際に詳し
く述べることとする．
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ΕΔྟքੑͱීวੑݱʹܥͭ࣋௨ͷψϧΫϥΠϯΛڞ
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1੨ֶେཧ
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1 ֓ཁ

ಈతΓաఔʹ͓͚ΔɼຎൃࡲʹΑΔ
ྲྀମͷߴѹԽʢthermal pressurizationʣٴͼۭ
ܺੜʹΑΔྲྀମͷݮѹԽʢdilatancyʣΛϞσ
ϧԽͨ͠ɽͦͷࢧํఔࣜܥਖ਼نԽ͞Εͨ
Γ v ͱۭܺ φͷ̎ͭΛಠཱมͱ͢Δ
ඇઢܥܗͱͳΔɽಛʹڞ௨ͷψϧΫϥΠϯ͕ݱ
Εɼ૬ۭؒʹཱ͓͍ͯ͠ݽͳ͍ݻఆΛੜ͢
Δ͜ͱॏཁͰ͋Δɽ͜Εઢঢ়ΞτϥΫλΛ
ੜ͡ΔɽҰํͰ૬্ۭؒͰॳۭܺظθϩͱ
͍͏͔݅Βॳظঢ়ଶ࿈ଓతʹ͢Δɽͦ
ΕΒͷؒʹɺႈଇͰಛ͚ͮΒΕΔྟքతɾී
วతৼΔ͍͕͋Δ͜ͱΛݟग़ͨ͠ɽྟքࢦ
 1/2Ͱ͋Γɼۭܺൃలଇͷৄࡉʹґଘ͠ͳ
͍͜ͱ໌Β͔ʹͳͬͨɽ

2 ఆࣜԽ

Thermal pressurizationٴͼ dilatancyΛ୯
ҰͷΈͰऔΓѻ͏ॏཁੑ͕ۙࢦఠ͞Εͯ
͍Δ [1, 2]ɽͦͷܥͰͷࢧํఔࣜܥ [2]

v̇ = v(1− v)− βh(φ)v, (1)

φ̇ = h(φ)v, (2)

Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱ v (0 ≤ v ≤ 1)ͱ φ (0 ≤ φ ≤ 1)

ͦΕͧΕਖ਼نԽ͞ΕͨΓͱۭܺͰ͋
Δɽ·ͨ β ਖ਼ఆͰ͋Γɼh(φ) uͷؔ
Ͱ͋Δɽh(φ)ۭܺͷൃؒ࣌లΛهड़͢Δؔ
Λແݩ࣍Խͨ͠ͷͰ͋ΔɽҎԼɼφ− vۭ
ؒͰͷۂઢ v = 1 − βh(φ)(≡ g(φ))Λ Ccritͱ
Ϳɽݺ
྆ࣜதͰ v = ʹ௨ͷψϧΫϥΠϯڞ0͕
ͳ͍ͬͯΔ͜ͱʹҙ͢Δɽैͬͯ φ্࣠ʹݽ
ཱ͍ͯ͠ͳ͍ݻఆΛੜͣΔʢਤ 1ʣɽ͜ͷ
߹ΞτϥΫλʹͳΔͷͰɼ͜ΕΛઢঢ়Ξτϥ
ΫλͱݺͿɽҙ͖͢ɺཧతʹ φͷॳ
࿈ଓ࢝ಓͷ։ي͕θϩͰ͋ΔͨΊɺղظ
తʹ͢Δͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɽղيಓͷ։࢝
ͱ࠷ऴΛද͢࿈ଓతͳཧྔͷؒʹɼ؆୯
ͳႈଇཱ͕͢Δ͜ͱΛࣔ͢ͷ͕ຊڀݚͷత
Ͱ͋Δɽͳ͓ɼઢঢ়ΞτϥΫλෳଘ͠ࡏಘ
Δ͕ [2]ɼ͜͜Ͱ୯ҰͷͷΛ͑ߟΔɽ

ਤ 1. ૬ਤɽͷઢ͕ઢঢ়ΞτϥΫλɽਫ৭ͷղيಓ͕
ྟքيಓɽ੨͍ղيಓ͕ઢঢ়ΞτϥΫλʹٵऩ͞ΕΔ
ͷɽ͍ղيಓผͷΞτϥΫλʹٵऩ͞ΕΔͷʢຊ
ͰѻΘͳ͍ʣɽߘ

3 ྟքࢦͷಋग़

ࣜ (1)ͱ (2)͔ΒႈଇΛಋ͕͘ɼ·ͣ

dv

dφ
=

1− v − βh(φ)

h(φ)
= β

1− v

1− g(φ)
− β (3)

ͱͰ͖Δ͜ͱʹҙ͢Δɽࣜ (3)͔Βɼఆม
Խ๏Λ༻͍ͯ

v = − βe−βA(φ)(B(φ)−B(0))

+ e−β(A(φ)−A(0))(v0 − 1) + 1 (4)

ΛಘΔɽ͜͜ͰA(φ) ≡
∫ φ

dφ∗/(1− g(φ∗))ٴ

ͼB(φ) ≡
∫ φ

eβA(φ∗)dφ∗Ͱ͋Δɽॳظ݅ͱ

ͯ͠ φ|τ=0 = ͼٴ0 v|τ=0 = v0Λ༻͍ͨʢτ 
ແݩ࣍Խ͞Εͨؒ࣌ʣɽࣜ (4) φ − vۭؒͰ
ͷղيಓΛද͢ɽ
ઢঢ়ΞτϥΫλͷӈͷΛ (φ1

right, 0)ͱ͠ɼ
ͦ͜Λ௨ΔղيಓʢྟքيಓͱݺͿʣ͕ v ࣠
ͱަΘΔΛ (0, v1right)ͱ͢Δͱɼࣜ (4)͔Β
v1rightΛٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽಉࣜͰ v0 = v1right
ͼٴ φ = φ1

rightͷ࣌ v = 0ʹͳΔͱஔ͍ͯ

− βe−βA(φ1
right)(B(φ1

right)−B(0))

+ e−β(A(φ1
right)−A(0))(v1right − 1)

+ 1 = 0, (5)
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͢ͳΘͪ

v1right = β e−βA(0)(B(φ1
right)−B(0))

− eβ(A(φ1
right)−A(0)) + 1. (6)

ଓ͍ͯྟքيಓۙͷղيಓͷৼΔ͍Λߟ
͑Δɽ͢ͳΘͪɺv0 = v1right − δv1+ ͱ φ∞ =

φ1
right − δφ1

+ΛԾఆ͢Δɽ͜͜Ͱ φ∞ ≡ lim
τ→∞

φ

࠷ऴతͳۭܺͰ͋Γɼδv1+ٴͼ δφ1
+ਖ਼ͷ

ඍখྔͰ͋Δɽࣜ (4)ͱ (6)͔Β

− βe−βA(φ1
right−δφ1

+)(B(φ1
right − δφ1

+)−B(0))

+ e−β(A(φ1
right−δφ1

+)−A(0))

× (βe−βA(0)(B(φ1
right)−B(0))

− eβ(A(φ1
right)−A(0)) − δv1+) + 1 = 0. (7)

͜͜Ͱ

dB

dφ

∣∣∣
φ=φ1

right

= eβA(φ1
right), (8)

ͼٴ

d2B

dφ2

∣∣∣
φ=φ1

right

=
d

dφ
eβA(φ)

∣∣∣
φ=φ1

right

= β
eβA(φ)

1− g(φ)

∣∣∣
φ=φ1

right

= βeβA(φ1
right) (9)

Λ༻͍ΔͱɼB(φ1
right − δφ1

+)ͷల։͕ҎԼͰ
༩͑ΒΕΔ͜ͱʹҙ͢Δɿ

B (φ1
right − δφ1

+)

= B(φ1
right)

− eβA(φ1
right)δφ1

+ +
β

2
eβA(φ1

right)(δφ1
+)

2

+ O((δφ1
+)

3). (10)

ࣜ (7)ͱ (10)ΑΓ

βδφ1
+ − β2

2
(δφ1

+)
2 − 1− e−β(A(φ1

right)−A(0))δv1+

+eβ(A(φ1
right−δφ1

+)−A(φ1
right)) +O((δφ1

+)
3) = 0.(11)

͜͜Ͱࣜ (7)ͷ྆ลʹexp(β(A(φ1
right−δφ1

+)−
A(φ1

right)))Λ͔͚ͨɽՃ͑ͯɼA(φ1
right−δφ1

+)−
A(φ1

right)ҎԼͷΑ͏ʹల։Ͱ͖Δ͜ͱʹҙ

͢Δɿ

A (φ1
right − δφ1

+)−A(φ1
right)

= −dA(φ)

dφ

∣∣∣
φ=φ1

right

δφ1
+ +

1

2

d2A(φ)

dφ2

∣∣∣
φ=φ1

right

(δφ1
+)

2

+ O((δφ1
+)

3)

= −
δφ1

+

1− g(φ1
right)

+
g′(φ1

right)

2(1− g(φ1
right))

2
(δφ1

+)
2

+ O((δφ1
+)

3)

= −δφ1
+ +

g′(φ1
right)

2
(δφ1

+)
2 +O((δφ1

+)
3). (12)

ࣜ (11)ͱ (12)Λ༻͍ɼ͔ͭࣜ (11)ͷࢦؔ
Λల։͢Δ͜ͱͰɼ(δφ1

+)
ͼٴ0 (δφ1

+)
1ͷ߲

ফ͑Δ͜ͱ͕͔Δɽͦͷ݁Ռ

βg′(φ1
right)

2
(δφ1

+)
2 − e−β(A(φ1

right)−A(0))δv1+

+ O((δφ1
+)

3) = 0. (13)

ͱͳΓɼO((δφ1
+)

3) ͷ߲Λແ͢ࢹΕ δφ1
+ ͱ

δv1+ͷؒͷႈଇ͕ಘΒΕΔɿ

δφ1
+ = (δv1+)

1/2

√√√√2eβ(A(0)−A(φ1
right))

βg′(φ1
right)

. (14)

Ccritͷܗঢ়͔Β g′(φ1
right) > 0ΛԾఆ͍ͯ͠Δ

͜ͱʹҙ͢Δɽࢦ 1/2͕βʹ g(φ)ʹґ
ଘͤͣීวੑΛͭ࣋͜ͱಛච͖͢Ͱ͋Δɽ

4 ·ͱΊͱߟ

Thermal pressurization-dilatancy ૬࡞ޓ༻
ɼҰൠతͳۭܺൃలଇͷԼɼͦͷৄ͍͓ͯʹܥ
؍Λಋ͍ͨɽֶͷࢦґଘ͠ͳ͍ྟքʹࡉ
͔Βɼ࠷ऴۭܺྔ͕ॳظΓʹහײʹ
ґଘ͍ͯ͠Δ͜ͱ͕ॏཁͰ͋Ζ͏ɽۭܺͱ
Γྔ͕݁ͼ͚ΒΕΕɼ͜ͷ݁Ռ࠷ऴతͳ
Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔࠦ͢ΔɽࠔΓྔͷ༧ଌ͕
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制約質量下で，最小仕事量を有する密度

海津 聰

東京理科大学

はじめに

空間 内の，有界領域 上の密度分布

の内，

をみたす制約質量 以下の密度

分布 の族を考え， とおく．体

積力 と応力分布 ノイマン境界 上 の双

方 固定化の下で，密度分布

から領域 上変位分布 が定まり，変位

分布 のなす仕事量を とおく．

本報告は仕事量 を最小化密度分布

の存在の根拠と を求める数学的手掛

かりを提案する

境界値問題と最小化問題

領域 の境界 は なる

ディリクレ境界とノイマン境界を持ち， 外力

と応力 を固定するとき，

に対し変位

が境界値問題 で一通りに定まる．

目的の一つは次の最小化問題 の可解性を確

認することである．

最小化問題 の可解性

バナッハ空間 の共役空間 内の収束

の

汎弱位相，に注意 ．次の補題

に留意する．補題 に関し，

を参照．

補題 次の事項がなりたつ．

強収束 すれば汎弱収束す

る ．

空間 の，ノルムで有界集合 が汎弱

位相で閉集合であれば，集合 は汎弱位相で

コンパクトである．

汎弱位相は主要な舞台が共役空間の場合に力

を発揮，例えば，我々の場合の，空間の場合，

の例であ

る．他に回帰空間の場合頻出する．

凸集合 は ノルムで 有界・閉集合．

よって から汎弱位

相で閉集合．補題 を適用，命題 が得

られる．命題 については， に対応のエ

ネルギー汎関数

を用いて示すことができる．事実，

に対し，

から

命題 は

に依る．

命題 次の事項がなりたつ．

は汎弱コンパクト集合．

は凸汎関数である．

又， が凸汎関数であることと

が凸集合である

ことは 互いに同値である．

次の各項目がなりたつ．

に対して， が強 汎弱

閉集合である

強 汎弱 位相で，

が強 汎弱 閉である．

定理 最小化問題 は可解である．

最小化問題の劣微分表示

最小化問題 は強連続 汎弱下半連続 ，凸

汎関数 の最小化問題ゆえ，劣微分 を
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用い表せる．

バナッハ空間 の下半連続凸関関数 の方

向微分 自体は，劣微分 の

変動量 の限界値を与えるのみだ

が 今回の様に の場合は の

多価 劣微分の 最大要素 である

．

幸い本問題では の方向微分自体

が成立，今回 が一価のように記

述している．

ここで凸汎関数 ，関連の凸汎関数

の劣微分表示を与える に注意 ．

表示の簡単化に，記号

を用いる．

補題 最小化問題 と問題 は互いに同

値である．

摂動変分不等式

単調作用素 の変分不等式 に対して，

にある骨格に刺激を

受け， をとり， の 摂動として，

単調作用素 の変分不等式を考える．

定理 変分不等式 の解 が存在し，解

の集合 はその汎弱位相で収束部分列をも

ち，収束部分列 の極限 は の解で

ある．

の可解性が と同様主張でき，この解

の有界性を仮定すれば， のとき

を用い， の下で 汎弱位相で

が主張できる．

まとめ

仕事量を最小にする最適化密度の数学的

根拠とそれを近似する数学的手順法，最

適化密度の摂動法を提示できた，と考え

る．

最適化密度の摂動法から，最適密度の計

算法を予想できる．実際にその初期部分

が提示できればと思う．

参考文献
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細胞から組織へ：細胞形態変化を考慮した組織の連続体モデル
石原 秀至 1, Philippe Marcq2, 杉村 薫 3

1東京大学総合文化研究科，2Institute Curie, Université Pierre et Marie Curie,
3京都大学 iCeMS

e-mail : csishihara@g.ecc.u-tokyo.ac.jp

1 概要
個体発生でおこる大規模な生体組織の変形は，

細胞レベルでみると，細胞の形や相対位置の変
化，細胞分裂等の様々な過程からなる．形態形
成がどのように力学的に制御されているかを理
解するためには，このような変形の過程を区別
する必要があるが，多くの組織の連続体モデル
は，弾性体などを仮定しており，変形の素過程
を分解する事ができない．我々は，細胞形態を
表す内部自由度をもった連続体力学モデルを提
案する．細胞形と組織変形とのキネマティクス，
弾性変形エネルギーを定め，熱力学形式を用い
て，連続体モデルを構成する．

2 上皮組織内の力と変形
生体組織は細胞の集まりであり (図 1(a))，組

織の変形は，構成要素である細胞自身が力を出
すことで，起こる．この組織の変形は，細胞レ
ベルで見ると，細胞の形の変化 (図 1(b))や相
対位置の変化 (図 1(c))，細胞分裂等の様々な過
程からなる．我々はこれまで，一層のレイヤー
からなるシート状上皮組織，具体的にはショウ
ジョウバエの翅や背板をモデルシステムとして，
発生中の細胞輪郭をトラッキングし，それから
組織内の力場，変形場を特徴づける研究を行っ
てきた．例えば細胞の形状から力の釣り合い方
程式を考えることで組織内の応力場を推定し
[1, 2, 3]，変形場を細胞の配置から計算される
テンソル量で表し，さらに，細胞の変形，細胞
配置による変形，細胞分裂などに分解する [4]

ことに成功した．

3 新規数理モデルの位置づけ
これらの定量的なデータを得ることができる

ようになった今，力（応力場）と変形場を結びつ
ける数理モデルが必要になる．上皮シートを扱
う数理モデルとしては，Cell Vertex Model(CVM)

等の細胞形状が陽に表される離散モデルがよく
使われている (図２左上)．離散モデルでは，数
値シミュレーションでの研究が主で，マクロで

細胞の形状変化

tiss
ue

M(r)

細胞の再配置

Ω + Ds

D r

(a)

(b)

(c)

図 1. 生体組織の変形．(a) 組織は細胞の集まりである．
M を細胞形状を表すテンソルとして，位置 r⃗における細
胞の形状を M(r⃗) とする．(b,c) 組織の変形は細胞の形
状変化 (b)や，細胞の再配置 (c)，細胞分裂等でおこる．
(b)と (c) で組織としては同じ変形をしている．

表れる振る舞いを解析的に理解することは難し
い．一方，生体組織の連続体モデルとしては，
弾性体などを仮定した数理モデルがよく使われ
ている (図 2右上)が，内部自由度がないので，
組織の変形が細胞レベルのどのような過程に
よっておこっているのか (図 1(b,c))を見分ける
ことができない．そこで我々は，細胞形状を表
す内部自由度をもった連続体モデルを構築した．
個体発生などの細胞の振る舞いが重要な役割を
はたす場合に，特に有用になると期待される．

4 連続体モデル
内部自由度を持った連続体モデルは，液晶や

高分子など，ソフトマター分野でよく研究さ
れており，我々もそれにならってモデルを構築
した．本発表では細胞の形状の変形と配置換え
のみを考え，細胞分裂等の効果は考えない [5]．
2次元を考える．モデルは以下のように構成さ
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図 2. 新規数理モデル．細胞形状を表す内部自由度をもっ
た連続体モデルを構築する．

れる．
(1)細胞の形状を（楕円だとおもって）テン

ソルM で表す（図 1）．CVMにならって，最
小すべきエネルギー関数 F を導入するが，こ
れはM(r⃗)の汎関数である．微小変位によって
弾性テンソル σe が求まる．
(2)組織全体の動きを表す速度場を v⃗(r⃗)とお

くと，組織の変形はテンソル ∇v⃗ で表される．
組織の変形を，細胞形状変化によるものと，配
置換えによるものに分ける．

∇v⃗ = Ω+Ds +Dr (1)

ここでΩは∇v⃗の非対称成分である．配置換え
による変形Drは，純ずりのみと考え，TrDr = 0

で対称 (Dr = DT
r )であるとする．Ω+Ds が細

胞変形による組織の変形である．
(3)組織は細胞の集まりなので，変形レート

と細胞の形態変化のキネマティクスは

Ṁ = (∇v −Dr)M −M (∇v −Dr)
T (2)

となる．ここで Ṁ は Lagrange微分である．
(4)熱力学形式に従って，応力 σと，細胞の

再配置を決める構成方程式構成方程式を導く．
後者に関しては

Dr = ν1D + η−1
1 σ′

e (3)

D は ∇v⃗ の対称成分，σ′
e は弾性応力の偏差成

分である．速度勾配と応力に応じて細胞の再配
置が起こる．
(5)力の釣り合い方程式∇σ = 0．ここで，慣

性項を無視した．

上の (1)-(5)によって閉じた方程式系が得ら
れる．さらに，アクティブ ·ゲルの理論に従っ
て，細胞がもつ能動性（アクトミオシンによる
収縮）をモデルに取り込むこともできる．

5 Active contraction-elongation

解析的に計算できる簡単な例として，組織が
アクトミオシン活性によって自発的に変形する
Contraction-elongation(CE) をモデル化した．
実際の多くの系で，組織の変形の方向と，変形
中の細胞の伸長方向は垂直であることが観察さ
れている．我々のモデルから，アクトミオシン
の活性によってこのCEが起こる新規メカニズ
ムを同定した．

謝辞 キュリー研究所のY. Belläıche博士, B.

Guirao博士, パリ第７大学のF. Graner博士と
の議論に感謝します．
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分化の波の数理モデルに対する離散構造を保持する連続化の提案
田中 吉太郎 1, 八杉 徹雄 2, 佐藤 純 2, 栄 伸一郎 1

1北海道大学大学院 理学研究院，2金沢大学 新学術創成研究機構
e-mail : yoshitaro.tanaka@math.sci.hokudai.ac.jp

1 はじめに
生命に観察される現象や時空間パターンを数

理モデルにする際，空間方向を連続量にするか，
離散量にするかはしばしば問題になる．生命現
象においては，細胞一つの大きさや細胞間相互
作用が，発生過程において重要な働きをしてい
ることから，空間離散モデルが多く提案されて
いる．離散モデルは，実際の実験により近い形
で構築されるので，実験との相性がよい．実験
への予測や，実際のパターンの制御へも用いら
れている．一方，現象やパターンの形成機構を
解析的に調べようとすると，離散モデルでは困
難なことが多い．本講演では，ショウジョウバエ
の脳の視覚中枢に見られる分化の波（Proneural

wave）のモデルを例に，離散モデルの解に対応
する挙動を再現する連続モデルの提案を行う．

2 Proneural wave (PW)と離散モデル
ショウジョウバエは，人の脳と類似した構造

を有しており，遺伝子操作が簡単であることか
ら，便利な生物モデルである．ショウジョウバ
エ成虫脳を構成する神経細胞の大部分は幼虫期
に形成される．幼虫期において，視覚中枢は半
球状の構造をしており，その表面は神経上皮細
胞（NE）と呼ばれる一層の上皮細胞群に覆わ
れる．次にこれらNEは神経幹細胞（NB）へと
分化する．このNEからNBへの分化はmedial

側から lateral側へと一定の方向性をもって進
行する（図 1(a)）．この時空間的に制御された
分化の伝搬を Proneural Wave（PW）と呼ぶ．
この分化の波は，ショウジョウバエの脳の構造
を作る上で欠かせない働きをしている [1]．
近年，生物学的実験や数理モデルとの相補的

な研究から，PWにおける主要な働きをもつシ
グナルやその相互作用などの伝搬機構が明らか
になりつつある [2, 3]．中でも，上皮成長因子
(EGF) と Delta/Notch シグナルという細胞間
で情報を伝達する物質が主要なものとして挙げ
られている [1]．Delta/Notchシグナルは，ある
細胞で分化度を表すAS-C遺伝子が発現すると，
その細胞の周りの細胞のAS-Cの発現を抑制す

(a)

N	 Dl	Dl	

Dl	Dl	

Dl	Dl	

x

(b)

図 1. (a) Proneural Wave が medial 側から lateral 側
に進行する様子．3齢幼虫初期 (左)，中期 (中央)，後期
(右)の視覚中枢．発生の進行と共に Proneural Waveは
medial側（左）から lateral側（右）に進行する．(b)側
方抑制とその連続化の模式図．Dlが Deltaを表し，Nが
Notchを表す．

る働きがある（側方抑制）（ 図 1 (b)左）．この
側方抑制の効果によって，複眼原基では分化し
ている細胞と未分化の細胞が互い違いに形成さ
れ，この非一様なパターンは，ごま塩パターン
と呼ばれる．2016年に佐藤等は，Delta/Notch

シグナルの PWの伝搬機構における働きを調
べるために，EGF，Notch，AS-Cの 3種のシ
グナル経路の相互作用を取り入れた数理モデル
を提案した [3]．
佐藤等の数理モデルは PWやその変異体の

実験結果に対して非常によい再現性をもつこと
が報告されたが，細胞一つと数値計算上の空間
分割が一致していなくてはならないという，理
論的な不整合性がある．また，PWとごま塩パ
ターンを進行波解として特徴付けることを動機
に，このモデルを連続化する方法を考えた．

3 連続化モデルの提案
Notchシグナルの発展方程式において，周り

の細胞のDeltaからの側方抑制を，周りの細胞
内の Delta の積分量であるとして連続化した
（図 1(b)）．ある一つの細胞領域の中において
も，NotchとDelta，AS-Cには空間的な分布が
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あると仮定し，以下の数理モデルを提案した：

∂E

∂t
= de∆E − keE + aeA(A0 −A),

dN

dt
= −knN + dtχc ∗D − dcND,

dD

dt
= −kdD + adA(A0 −A),

dA

dt
= ea(A0 −A)max{E −N, 0},

(1)

ここで，χc ∗ D =
∫
Ω χc(x − y)D(y, t)dyと定

義し，積分核 χcは特殊関数で，中心 xで半径
rの円B(x, r)を用いて，

χc(x) =

{
1 if x ∈ c(x),

0 otherwise,

c(x) =B

(
x,

l

2
+ σ

)
\B

(
x,

l

2

)
,

と定義する．ここで，lは細胞一つの直径に対
応するパラメーターで，σはDeltaがNotchに
影響を及ぼす範囲に対応するパラメーターで
ある．また，計算領域は Lx, Ly を正の数とし
て，Ω = [0, Lx]× [0, Ly]であり，時刻は t > 0，
E = E(x, y, t)は EGFリガンドの濃度とシグ
ナルの複合的な変数，N = N(x, y, t)，D =

D(x, y, t)と A = A(x, y, t)は，Notchのシグ
ナル量とDeltaの発現量，AS-Cの発現度とし，
de, ke, ae, kn, dt, dc, kd, ad, ea は正定数である．
y ∈ [0, Ly]に対して [0, y] ∪ [Lx, y]上では斉次
Neumann 境界条件を課し，x ∈ [0, Lx]に対し
て [x, 0]∪ [x, Ly]上では，周期境界条件を課す．

4 数値計算結果
連続化モデル (1)の数値計算を行った．図 2

は，(1)の二次元領域における数値計算結果で
ある．図 2(a)では，野生型のPWが時間の経過
とともに進行していく様子が観察される．さら
に，EGFのASCからの活性度のパラメーター
aeを順に，小さくすることで，図 1(b),(c)に示
されるように，ストライプパターンやごま塩パ
ターンに対応するパターンが得られた．図 2の
数値計算結果から，パラメーター aeが PWの
モードから，ごま塩のモードへと変化させる分
岐パラメーターであると予想できる．

5 まとめと展望
本予稿では，先行モデルの解の離散的な挙動

を保持したまま連続化する方法を提案した．細

(a)	

lateral (側方) medial (内側) 

(b)	

(c)	

t=2.0	 t=3.0	 t=4.0	

t=10.0	 t=20.0	 t=30.0	

t=5.0	 t=10.0	 t=15.0	

図 2. 二次元領域 Ω における (1) の A の数値計算結
果．赤色が高濃度，青色が低濃度を表す．パラメーター
は de = 2.0, ke = 1.0, kn = 3.0, dt = 2.0, dc = 0.5,
kd = 1.5, ad = 1.0, ea = 10.0，A0 = 1.0となっている．
(a) ae = 2.0, PWモード．(b) ae = 0.8, ストライプモー
ド．(c) ae = 0.5, ごま塩モード．

胞間相互作用である Delta/Notchシグナルを，
積分核を用いることで，連続モデルを記述し，
空間メッシュに依存しない，ごま塩パターンを
再現することに成功した．(1)は単安定の非線形
項が入っているため，この進行波はFisher type

であることが予想される．しかし，非局所項が
課されることで，A = 0の近くが安定となって
いるようである．この非局所項が解に対してど
のような影響を与えているのか，今後調べてい
きたい．
Delta/Notchシグナルは網膜の形成において

も働いているため，このモデルを解析すること
で，視覚中枢と複眼原基の発生における Notch

シグナルの働きを統一的に理解することができ
ると考えている．網膜の発生機構では，まだわ
かっていないことが多いため，実験と相補しな
がら今後研究を進めていく予定である．
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͔ͱ͑ߟΔ͜ͱۃΊͯࣗવͰ͋Δɽൃදऀ
ࢯɼদ୩ໜथۙ࠷ ࢯ߁ɼᖛా༟(ઐߴอੈࠤ) ࠤ)
ੈอߴઐ)ɼࠤഢमࢯ (भେֶ)ɼத३Ұࢯ
(৽ॅۚ)ͱͷڞಉڀݚͰɼΒͤΜసҐͷߏ
Λֶతʹهड़͢Δํ๏Λߏஙͨ͠ ([1])ɽ
ൃදऀ͞Βʹ͜ͷڞಉڀݚΛͱͱͯ͠ɼ
Ϟσϧͱͯ͠ΒͤΜసҐͷΤωϧΪʔΛࢠ֨ࢄ
ఆٛ͢Δํ๏ͱͯ͠ɼS1࠶ ʹΛͭ࣋Α͏ͳ
ࢄϞσϧʹ͍ͭͯఏҊ͢Δɽ
ҎԼͰൃදऀͷΞΠσΟΞͰ͋ΔΒͤΜస

Ґͷࢠ֨ࢄϞσϧʹ͍ͭͯઆ໌͠ɼ͜ͷࢄ
্ͪ࣋ʹϞσϧΛ࿈ଓతɼϚΫϩతͳཧࢠ֨
͛ΔͨΊɼΓݶۃʹΑΔεέʔϧݶۃʹ͍ͭͯ
Δɽ͢ߟ

3 ϞσϧࢠͰͷ֨ݩ࣍1

[0, 1]্۠ؒͷִؒͳࢠ֨ࢠݪΛ͑ߟΔɽN ∈
Nͱͯ͠ɼε := 1/N ͱஔ͖ɼࢠ֨ࢠݪΛ εZ :=

{εn|n ∈ Z} ͱද͓ͯ͘͠ݱɽ·ͨɼ͜͜Ͱ

S1Λ S1 =

{(
cos θ

sin θ

)∣∣∣∣∣θ ∈ R
}
ͱύϥϝʔλʔ

͚͓ͮͯ͘͜͠ͱʹ͠ɼS1 ্ͷීวඃ෴ࣸ૾

ι : R → S1Λɼι(θ) =

(
cos θ

sin θ

)
ͰఆΊΔɽ

ஔΛ༩͑ΔؔΛuࢠݪ : εZ → S1ͱͯ͠ɼ
uj := u(jε) = u(j/N)ͱॻ͘ɽͦͯ͠ɼྡ͢
Δ֨ؒࢠͷΤωϧΪʔΛ༩͑Δࣸ૾ fN : S1 →
RɼҎԼͷੑ࣭1Λຬͨ͢ͱ͢Δ:

• fN ඇෛؔͰɼfN (ι(0)) = 0Ͱ͋Δɽ

• fN  ι(0) =

(
1

0

)
Ͱ࠷খΛऔΔɽ

ͦͯ͠ɼ֨ܥࢠͷΤωϧΪʔ EN (u)Λ࣍Ͱఆ
ٛ͢Δ:

EN (u) =
N∑

j=1

fN (ι(θj − θj−1))ɼ (1)

͜͜Ͱ θj  ι(θj) = uj Λຬͨ͢Α͏ʹऔΔɽ
EN (u) θj ͷऔΓํʹґଘ͠ͳ͍͜ͱ໌
Β͔Ͱ͋Δɽ

4 ؔ࿈͢Δ݁Ռٴͼओ݁Ռ

ΤωϧΪʔ͕ (1)Ͱ༩͑ΒΕΔΑ͏ͳܥࢄ
ʹ͓͍ͯɼN → ∞ͱ͢Δ࿈ଓݶۃΛ͑ߟΔɽ
͜ͷࡍɼΤωϧΪʔͷʮݶۃʯͷ֓೦Λ໌֬ʹ
͠ͳ͚ΕͳΒͳ͍͕ɼ͜Ε൚ؔͷ Γۃ
ͷҰൠͱͦͷݶۃͷ֓೦͕༻͍ΒΕΔɽΓݶ
Ԡ༻ʹ͍ͭͯ [2]ͳͲΛࢀর͖͍͕ͯͨ͠ɼ
ॏཁͳͷ൚ؔͷΓݶۃʹ͓͍ͯɼରԠ͢
Δ࠷খԽݩݶۃ൚ؔͷ࠷খԽݩʹऩଋ͢Δ
͜ͱͰ͋Γɼ͜Ε͕ຊఆࣜԽʹ͍ͭͯΓݶۃΛ
Δཧ༝Ͱ͋Δɽ͢ߟ
͜͏ͯ͠ɼ (1)Ͱ༩͑ΒΕΔܥࢄͷ

N → ∞ʹ͓͚Δ ΓݶۃΛ͢ߟΔͱͳ
ΔɽҰൠʹɼS1 Ͱͳ͘ɼRʹΛऔΔΑ
͏ͳܥࢄͷ Γݶۃʹ͍ͭͯɼ[3, 4]Λൽ
Γʹଟ͘ͷ͕͋ڀݚΔɽ͔͠͠ͳ͕ΒɼS1 ʹ
ΛऔΔ߹ʹ͍ͭͯɼߨԋऀͷΔݶΓ Γ

ΘΕΔɽࢥΔ݁Ռͳ͍ͱؔ͢ʹݶۃ
Ҏ্ͷഎܠͷͱɼߨԋऀҎԼͷ݁ՌΛಘ
ͨɽ(1)Ͱఆٛ͞ΕΔΤωϧΪʔ൚ؔΛ͑ߟ

Ͱޙ1 Γݶۃʹؔ͢ΔఆཧΛड़ΔࡍʹԾఆΛՃ͢
Δɽ
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ΔɽψN : R → RΛɼ

ψN (z) =

⎧
⎨

⎩
NfN

(
ι
( z

N

))
z ∈ [−N/2, N/2],

+∞ otherwise.

ͱఆٛ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ(1) ψN ʹؔ͢ΔΤ
ωϧΪʔ൚ؔͱͯ͠ɼ

EN (u) =
N∑

j=1

εψN

(
θj − θj−1

ε

)

ͱॻ͖ͤΔɽ͜͜Ͱ θj ɼι(θj) = uj ͔ͭ
θj − θj−1 ∈ [−1/2, 1/2] ͱͳΔΑ͏ʹબΜͰ
͍Δɽ
ψN ʹ͍ͭͯҎԼͷԾఆΛஔ͘ɽ

• T±
N ɼN → ∞ ͷͱ͖ T±

N → ∞ ͔
ͭ T±

N /N → 0Λຬͨ͢ྻͱ͢Δɽ·ͨɼ
T+
N > 0͔ͭ T− < 0Ͱ͋Δͱ͢Δɽ

•
ψN (z)

:=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

FN (z) z ∈ [T−
N , T+

N ],

NGN

(
z − T sign z

N

N

)
z ̸∈ [T−

N , T+
N ].

Ͱ͋Δɽ͜͜ͰɼFN ತɼGN ԜͰ
͋Δɽ

• ͋Δ p > 1Ͱɼҙͷ z ∈ Rʹ͍ͭͯ
FN (z) ≥ |z|pͰ͋Δͷ͕ଘ͢ࡏΔɽ

• ͋Δ c > 0Ͱɼҙͷ z ̸= 0ʹ͍ͭͯ
Gn(z) ≥ c > 0Ͱ͋Δͷ͕ଘ͢ࡏΔɽ

·ͨɼ্ࢠ֨ࢄͷؔ u : εZ → S1Λɼ࣍Ͱ
༩͑ΒΕΔ [0, 1]্ͷ۠తఆؔͱಉҰࢹ
͢Δ͜ͱʹ͢Δ:

u(x) = uj if x ∈
[
j

N
,
j + 1

N

)
, j = 0, 1, . . . , N−1.

Ҏ্ͷԾఆͷͱɼҎԼΛࣔͨ͠ɽ

ఆཧ 1 (U.) Ҏ্ͷԾఆʹՃ͑ͯɼF = Γ- limN FN

ͱG = Γ- limN GN ͕ଘ͢ࡏΔͳΒɼEN 
L1(0, 1)Ͱ࣍ͷΑ͏ͳΤωϧΪʔ൚ؔE∞ʹ
Γऩଋ͢Δ: u ∈ L1(0, 1)ʹରͯ͠ɼι◦θ = uͱ
ͳΔΑ͏ͳ θ ∈ SBV (0, 1)͕ଘ͢ࡏΔͳΒɼ

E∞(u) =

∫ 1

0
F (u′(x)) dx

+ inf

⎧
⎨

⎩
∑

t∈S(θ)

G([θ](t))

∣∣∣∣∣∣
θ ∈ SBV (0, 1)

ι ◦ θ = u

⎫
⎬

⎭

(2)

Ͱ͋ΓɼͦΕҎ֎E∞(u) = +∞Ͱ͋Δɽ

ূ໌ɼS1 ؔʹ͓͚Δ༗քมಈؔʹ૬
͢Δ Cartesian currentͷཧΛ༻͍Δɽ͜
Εʹ͍ͭͯ [5]Λࢀর͍͖͍ͯͨͩͨ͠ɽ

5 ऴΘΓʹ

ຊߨԋͰɼΒͤΜసҐͷΤωϧΪʔͷఆࣜ
Խͱͯ͠ɼS1 ʹΛऔΔΑ͏ͳܥࢄΛ༻͍
Δํ๏ʹ͍ͭͯհͨ͠ɽ͔͠͠ͳ͕Βɼຊใ
ͩ·Ͱࣔͨ݁͠Ռࠂ ʹͷॳาతͳ݁Ռݩ࣍1
ͱͲ·͍ͬͯΔɽ͜ΕΒͷ݁Ռͷݩ࣍ߴԽͷ՝
ٸͰ͋Δͱ͑ݴΔɽݩ࣍ߴͨ͠͏͜ޙࠓ
ԽΛؚΊ֦ͨுʹऔΓΜͰ͍͘༧ఆͰ͋Δɽ
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Խͱ೪ੑղཧ࣭ۉ
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1ւಓେֶେֶӃཧֶڀݚӃֶ෦
e-mail : hnao@math.sci.hokudai.ac.jp

1 ֓ཁ

ඇઢܗภඍํఔࣜʹର͢Δ͋Δछͷಛҟۃ
ɼඍํఔࣜͷ͑ߟԽΛ࣭ۉͰ͋Δݶ
ऑղͷ֓೦ͷҰͭͰ͋Δ೪ੑղΛ༻͍ͨऩଋͷ
ٞͷجຊతΞΠσΞΛհ͢Δɽಛʹํఔࣜ
ͷڧѹੑΛԾఆ͠ͳ͍߹ʹɼ࣭ۉԽͷݤͱͳ
ΔηϧͷՄղੑͷಛ͚ͱɼ࣭ۉԽ͕࣮
ɼͦͷଞԠڥΕΔ߹ͱ͞Εͳ͍߹ͷ͞ݱ
༻ͳͲʹؔ͢Δߨԋऀͷ݁ՌΛड़Δɽ

2 ೪ੑղཧ

೪ੑղɼ1980ॳΊʹM. G. Crandall

ͱ P.-L. LionsʹΑΓಋೖ͞Εͨऑղͷ֓೦Ͱ
͋Δɽ([1]ར༻ऀͷखҾ͖ɽ) ෦ੵʹج
ͮؔ͘తͳҙຯͰͷऑղͱҟͳΓɼ೪ੑղ
࠷େݪཧʹ͍ͯͮجఆٛ͞ΕΔͨΊํఔࣜ
ͷઢߏܗʹཔΒͳ͍ɽ1֊ͷϋϛϧτϯɾϠ
ίϏํఔࣜ 2֊ͷପԁܕɾ์ํܕఔࣜͳͲɼ
෯͍ඇઢܗภඍํఔࣜʹର͢Δదੑ͕
ΒΕ͍ͯΔɽఆٛͰɼඍՄͱݶΒͳ͍
ղͷάϥϑʹ্ɾԼ͔Β৮͢ΔΒ͔ͳݧࢼ
ؔΛ͑ߟɼͦͷؔݧࢼͷඍΛํఔࣜʹ
ೖ͢Δɽ

3 Խ࣭ۉ

ϋϛϧτϯɾϠίϏํఔࣜɿ

uεt (x, t) +H
(x
ε
,∇uε(x, t)

)
= 0

ͷॳظΛ͑ߟΔɽ͜͜Ͱ ε > 0ਖ਼ͷ࣮
ͰɼϋϛϧτχΞϯH ͦͷୈ 1มʹͭ
͍ͯपظతͰ͋ΔͱԾఆ͢Δɽ͜ͷ೪ੑղ uε

ͷ ε → 0ͷͱ͖ͷڍಈΛ͑ߟΔ࣭ۉԽ
ͱݺΕ ([2])ɼपظతͳඍߏࡉΛݱͭ࣋
Λཧղ͢ΔͨΊͷख๏ͱͯ͠ΒΕΔɽ·ͨ
Εɼೋ͑ߟతͳΛظมʹؔͯ͠पؒ࣌
ͭͷํఔࣜΛަޓʹղ͘ͱ͖ͷੵެࣜͷಋग़
Ͱ͖Δ ([3])ɽ
ԽͰɼରԠ͢Δηϧɿ࣭ۉ

H(y,∇v(y) + P ) = c (CP)

͕ॏཁͳׂΛͭ࣋ɽ͜ΕuεΛ εʹ͍ͭͯ

ۙల։ͨ͠ͱ͖ͷ ͷ߲ʹରԠ͢Δํఔࣜͱ࣍1
ͯ͠ಋग़͞ΕɼP  ͷ߲ͷޯʹରԠ͢Δɽ࣍0
༩͑ΒΕͨP ʹରͯ͠ɼηϧ (CP)͕೪

ੑղΛͭ࣋Α͏ͳ࣮ cҰҙతʹఆ·Δɽ͜
ΕΛྟքͱݺͼɼͦͷྟքͱ࣮ͯ͠ޮϋϛ
ϧτχΞϯ H̄(P )ΛఆΊΔͱ͖ɼuεɼ

ut(x, t) + H̄ (∇u(x, t)) = 0

ͷ೪ੑղ uʹہॴҰ༷ऩଋ͢Δ͜ͱ͕ΒΕͯ
͍ΔɽL. C. Evansͷઁಈؔݧࢼ๏ ([4, 5])͕
༗໊ͳূ໌๏Ͱɼղͷఆٛͷؔݧࢼʹɼηϧ
 (CP)ͷ೪ੑղ vΛՃ͑Δͷ͕ͦͷΞΠσ
ΞͰ͋Δɽ

4 ඇڧѹϋϛϧτχΞϯ

Խʹ͓͍ͯɼϋϛϧτχ࣭ۉయతͳݹ
ΞϯH ͷڧѹੑɼ͢ͳΘͪɼ

xʹ͍ͭͯҰ༷ʹH(x, p) → ∞ (|p| → ∞)

Ͱ͋Δ͜ͱ͕ॏཁͳԾఆͰ͋Δɽ͜Ε (CP)

ͷӈลΛ−δu (δ > 0)Ͱஔ͖ࣅۙͨ͑ͷ
ղ uδ ͕ δʹ͍ͭͯҰ༷ʹϦϓγοπ࿈ଓͰ͋
Δ͜ͱΛอূ͠ɼ͜ΕΑΓ δ → 0Ͱͷ෦ྻ
ͷݶۃͱͯ͠ (CP)ͷղ͕ಘΒΕΔɽ͔͠͠H

ѹతͰͳ͍߹ಉ༷ͷϦϓγοπධՁ͕ڧ͕
ಘΒΕͣɼશͯͷ P Ͱ (CP)͕ղΛͭ࣋ͱݶ
Βͳ͍ɽͦΕނɼ࣮ޮϋϛϧτχΞϯैདྷ௨
Γʹશ্ۭؒͰఆٛͰ͖ͳ͍ɽ
͜ͷΑ͏ͳඇڧѹϋϛϧτχΞϯͷయྫܕͱ

ͯ͠ɼ݁থݱʹදΕΔɼ

H(x, p) = σ(x)m(|p|)

ͱ͍͏ܗͷͷΛ͜͜Ͱ͑ߟΔɽσա
ɼmಈతΛද͍ͯ͠Δ ([6])ɽ
ຊߨԋͰ [7]ͷ༰ʹ͖ͮجɼ·ͣηϧ
 (CP)͕ՄղͱͳΔΑ͏ͳP ͷू߹ͷදݱΛ
༩͑ɼͦͷԠ༻ͱ࣭ͯ͠ۉԽΛ͢ߟΔɽ
Δ͖ىԽ͕࣭ۉ (uε͕ऩଋ͢Δ)߹ͱ͖ىͳ
͍߹ͷे݅ΛͦΕͧΕ༩͑Δɽ
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ҏ౻ΒʹΑΔมܗF4ΞϧΰϦζϜʹ͍ͭͯͷߟ

ླ ོ೭༎ 1, ࢁ ݑ 1

1टେֶ౦ژ
e-mail : suzuki-ryunosuke@ed.tmu.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ଟม࿈ཱํఔࣜͷղ๏ͱͯ͠ɺάϨϒ
φجఈΛ༻͍Δख๏͕༗ޮͰ͋Δ . ౻ɺҏࡢ
Β ଟม࿈ཱํఔࣜΛղͨ͘ΊɺF4Ξ࣍2
ϧΰϦζϜͷվྑΛఏҊ͠ (ҎԼ,มܗ F4Ξϧ
ΰϦζϜͱݺͿ.), ࣮ʹΑΓͦͷޮՌΛ͔֬
Ίͨ [1]. ͜͜Ͱҏ౻Βͷ݁Ռʹ͖ͮج, ৽ͨ
ͳվྑͱͯ͠ Sଟ߲ࣜͷબͱؐूݩ߹ͷߏ
ํ๏ʹ͍ͭͯఏҊ͠, .Λ༩͑Δߟ

2 ४උ

ଟ߲ࣜ R Λ R = Fq[x1, . . . , xn]ͱ͠, ߲
ॱং͖࣍ࣙٯॻࣜॱং<grevlexΛ༻͢
Δ. ຊߘͰ༻͍Δه߸ɾ༻ޠ [1]ʹै͏.

3 มܗF4ΞϧΰϦζϜͷ֓ཁ

GΛਖ਼نԽࡁͷ༗ݶଟ߲ࣜू߹ͱ͠, ∀f ∈ G

ʹର͠, HC(f) = 1Λຬͨ͢ͱ͢Δ. ,Ͱ࣍ ม
ܗ F4ΞϧΰϦζϜͷٙࣅίʔυΛ͢هɻ

3.1 ΞϧΰϦζϜͷٙࣅίʔυ

1: G:ਖ਼نԽࡁΈͷ༗ݶଟ߲ࣜू߹
2: Dall ← φ

3: Dmin ← φ

4: Dtested ← φ

5: while GͷάϨϒφجఈ͕͍͔ͯͬͭݟͳ
͍ do

6: ϖΞू߹DallΛΞοϓσʔτ
7: d ← Dall\Dtested ͷ Sଟ߲ࣜͷ࠷খશ
࣍

8: Dmin ← Dall͔ΒީิΛͨͬߜͷ
9: Red:G͔Βੜ͞Εͨؐूݩ߹ͷू߹

10: while Dmin ̸= φ do

11: S ← Dminͷׂ
12: Dmin ← Dmin\S
13: Dtested ← Dtested ∪ S

14: B′ ← {Spoly(pair)|pair ∈ Dmin}
15: B′ΛRedͰਖ਼نԽ
16: B′ΛࣗͰ४ਖ਼نԽ
17: if B′ʹྵଟ߲͕ࣜଘࡏ then

18: Dtested ← Dtested ∪Dmin

19: Dmin ← φ

20: end if

21: if ݅ then

22: Dmin ← φ

23: end if

24: GΛB′Ͱ४ਖ਼نԽ
25: G ← G ∪B′
26: end while

27: end while

28: return G

ΞϧΰϦζϜ ,ͷ݅ͱߦ21 B′ʹશ࣍
͕Լ͕ͬͨ Sଟ߲͕ࣜଘ͢ࡏΔ͜ͱ, Ͱ͋Δ.

3.2 [1]ʹ͓͚ΔߴԽखஈ

ҏ౻ΒߴԽखஈͱͯ͠

• Sଟ߲ࣜͷଧͪࢭΊ
• ฒྻԽ
• ଟ߲ࣜͷ֨ೲํ๏ͷվྑ
• ࢉ༻ؔͷ࡞

Λ͍ͨͯ͛ڍ.

มܗ F4ΞϧΰϦζϜʹ͓͍ͯ࠷ྔࢉܭͷ
ଟ͍෦ଟ߲ࣜͷਖ਼نԽٴͼ४ਖ਼نԽͰ͋Δ.

ͦΕΒʹର͠ฒྻԽΛ͜͢ࢪͱͰ 5ഒʙ6ഒͷ
.ԽΛಘͨߴ ·ͨ, ฒྻԽͱڞʹ AVXΛద
Ԡ͠ 11ഒʙ15ഒͷߴԽʹޭͨ͠.

·ͨ, Magma V2.19-9ʹΑΔάϨϒφجఈͷ
Ռ݁ࢉܭ [2]ͱൺֱ͢Δͱ, มܗ F4ΞϧΰϦζ
Ϝ 420ഒʙ633ഒͷߴԽΛಘ͍ͯΔ.1.

4 ఏҊख๏

มܗ F4ΞϧΰϦζϜ ʹ͓͚Δߦ8 Sଟ߲
ࣜͷϖΞੜͰ,ແବͳϖΞ͕ੜ͍ͯ͡Δ. ·
ͨ, ͍ͯͬߦΛෳճࢉܭಉ͡ʹࡍ͏ߦΛݩؐ
ΔՕॴ͕ଘ͍ͯ͠ࡏΔ. ͦͷແବͱͳΔࢉܭΛ
Ωϟογϡͱͯ͠ӡ༻͢Δ͜ͱͰ,͠ࢉܭʹલࣄ
.ΘΕΔࢥΛॖ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δͱؒ࣌ࢉܭ

ͦ͜Ͱ, ͷ՝ͷվྑͱͯͦ͠ΕͧΕه্
Sଟ߲ࣜͷબͱؐूݩ߹Redͷߏํ๏ͱݺ
ͼ, վྑΛ༩͑Δ.

1CPU:Intel Xeon 2620 2.10GHz, Memory:256GB
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4.1 Sଟ߲ࣜͷબ

Sଟ߲ࣜͦͷఆ্ٛ, s = Spoly(gi, gj)͔
ͭ gcd(HT (gi), HT (gj)) = 1ͷͱ͖ s gi, gj
Λ༻͍ͯؐ͢ݩΔͱ 0ʹͳͬͯ͠·͏. ͜ͷΑ
͏ͳ Sଟ߲ࣜͷੑ࣭Λ͍͔ͭ͘༻͍ͯ, ਖ਼نԽ
ଟ߲ࣜʹͳͬͯ͠·͏Α͏ͳྵʹࡍͨ͠ Sଟ߲
ࣜΛආ͚Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

4.2 Redͷߏํ๏

,ࢉܭͷݩؐ ଟ߲ࣜͱ୯߲ࣜͷֻ͚ࢉͱଟ
߲ࣜಉ࢜ͷҾ͖ࢉͰߏ͞Ε͍ͯΔ. ܭͷݩؐ
,ͷதͰࢉ ଟ߲ࣜͱ୯߲ࣜͷࢉܭ, ಉ͡ʹޙ
.ͱʹͳΔ͜͏ߦΛෳճࢉܭ ͦ͜Ͱ, ଟ߲ࣜ
ͱ୯ֻ߲͚ࣜࢉͷ݁ՌΛRedͱͯ͠อଘ͠, ؐ
.ԽΛਤΔߴͷࢉܭͷݩ

5 ݁Ռ

2nݸͷ F31্ͷ nม ͷݧଟ߲ࣜΛ࣮࣍2
ೖྗͱͯ͠༻͍Δ.(MQ challenge2TYPE IIIʹ
૬). ·ͨ, ͜͜Ͱ༻͍Δଟ߲ࣜ [2, p.6]ʹ
ैͬͯੜ͢Δ.

5.1 Sଟ߲ࣜͷબͷޮՌ

,Ͱݧ࣮ 10ʙ20ม·Ͱͷଟ߲ࣜΛͦΕͧ
Ε ,͠࡞ͭͣݸ10 ͦΕΒΛ༻͍ͯ Sଟ߲ࣜ
ͷબΛͨͬߦ. ݁ՌͷฏۉΛද 1ʹ·ͱΊΔ.

ද 1. ΜͩࠐΓߜ Sଟ߲ࣜͷݸ

ม มܗ F4 ఏҊख๏
10 65 59.4

12 88.2 80.4

14 112 103.2

16 154.4 146

18 168.3 160.1

20 200.1 191

ද 1ͷ 10มͷ߹, Sଟ߲ࣜͷϖΞੜ
1ճʹ͖ͭ, ఏҊख๏มܗ F4ΞϧΰϦζϜ
ΑΓ 10%ͷߜΓࠐΈ͕Ͱ͖͍ͯΔ. ݁Ռ,

ఏҊख๏Ͱੜͨ͠ Sଟ߲ࣜͷݸͷ߹ܭ,

มܗ F4ΞϧΰϦζϜʹΑΔͷ߹ܭͷ 30%ʙ
40%ͱͳͬͨ. ϖΞੜͷճมͷେ͖͞
ʹґଘͯ͠૿͑ΔͨΊ, Sଟ߲ࣜͷݸͷ૿Ճ
Λมܗ F4ΞϧΰϦζϜΑΓ͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δͱظ͞ΕΔ.

2https://www.mqchallenge.org/

5.2 Redͷߏํ๏ͷޮՌ

Redͷߏํ๏ʹ͍ͭͯͷ࣮ݧͰ, 10ม
,11มͷଟ߲ࣜΛ 5ͭͣͭੜ͠, ଟ߲ࣜ
ू߹ͷਖ਼نԽͳΒͼʹ४ਖ਼نԽʹ͔͔ͬͨؒ࣌
ͷฏۉΛଌఆͨ͠. ݁ՌΛද 2Λ·ͱΊΔ.

ද 2. RedߏʹΑΔਖ਼نԽͷൺֱ (msec)

ม มܗ F4 ఏҊख๏

10 1930 1110

11 2580 2020

ఏҊख๏ͷਖ਼نԽͳΒͼʹ४ਖ਼نԽʹ͔͔ͬ
ܗมؒ࣌ͨ F4ΞϧΰϦζϜΑΓ 30%ʙ50%

ఔߴͱͳͬͨ. ͦͷҰํͰ, ఏҊख๏͕ফ
අͨ͠ϝϞϦมܗ F4ΞϧΰϦζϜͷফඅͷ
1.8ഒҎ্ͱͳͬͨ. ͨͩ͠ϝϞϦফඅྔʹͭ
͍ͯ, ࣮໘Ͱଟ߲ࣜͷͷอଘͷํ๏Λ
ม͑Δ͜ͱʹΑΓେ෯ʹϝϞϦফඅྔΛݮΒ͢
͜ͱ͕Ͱ͖ΔͱظͰ͖Δ.

6 ·ͱΊ

มܗF4ΞϧΰϦζϜʹΑΔߴԽʹ͖ͮج,

Sଟ߲ࣜͷબํ๏ͱؐूݩ߹Redͷߏͷվ
.ͨ͠ߟ͍ͯͭʹྑ Sଟ߲ࣜͷબΛ͜͏ߦ
ͱͰ, Sଟ߲ࣜͷੜ 1ճʹ͖ͭ࠷େͰ 10%ఔ
ͷݮΛ͜͏ߦͱ͕Ͱ͖ͨ. ੜͷճม
ͷେ͖͞ʹґଘͯ͠૿͑ΔͨΊ, Sଟ߲ࣜͷ
ܗͷ૿ՃΛมݸ F4ΞϧΰϦζϜΑΓ͑Δ
͜ͱ͕Ͱ͖Δͱظ͞ΕΔ. ·ͨRedʹ, ࢉܭ
ͷΩϟογϡΛอଘ͢Δ͜ͱͰ 30%ʙ50%ఔ
ͷଟ߲ࣜͷਖ਼نԽͳΒͼʹ४ਖ਼نԽͷߴԽ͕
Ͱ͖ͨ.

ݙจߟࢀ

[1] ҏ౻ୖຏ, ࢁݑ, ”F4ΞϧΰϦζϜ
Λ༻͍ͨ ղͷٻଟม࿈ཱํఔࣜͷ࣍2
,”Խߴ ຊԠ༻ཧֶձ 2016ձ,

2016.

[2] T. Yasuda et al. ”MQ Challenge: Hard-

ness Evaluation of Solving Multivariate

Quadratic Problems,” Proc. of NIST

Workshop on Cybersecurity in a Post-

Quantum World, 2015.
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࣮ϞσϧΛͭ࣋छ2ͷପԁۂઢͷҐࢉܭ

ా  1

1टେֶ౦ژ େֶӃཧڀݚֶՊ ཧใՊֶઐ߈
e-mail : yuchida@tmu.ac.jp

1 ֓ཁ

ඪ͕େ͖͍༗ݶମ্ఆٛ͞Εͨछ 2ͷ
ପԁۂઢͷҐࢉܭɼSchoofͷΞϧΰϦζ
ϜΛ֦ுͨ͠ͷͰߦΘΕΔɽಛʹɼGaudry-

Harley [1], Gaudry-Schost [2]ɼCantorͷ
ଟ߲ࣜΛ༻͍࣮ͯ༻తͳΞϧΰϦζϜΛߏ
ͨ͠ɽ͜ΕΒପԁۂઢ͕ڏϞσϧΛͭ࣋
߹ʹͷΈద༻͞ΕΔ͕ɼຊڀݚͰ࣮ϞσϧΛ
Δɽ·ͨɼૉ͢ߟ͍ͯͭʹ߹ͭ࣋ ℓʹର
ͯ͠ɼℓͶ͡Ε͚ͩͰͳ͘ɼℓnͶ͡ΕΛར
Δɽ͢ߟԽʹ͍ͭͯߴͨ͠༺

2 छ 2ͷପԁۂઢͱKummerۂ໘

F Λඪ͕ 2Ͱͳ͍ମͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼF

্ఆٛ͞Εͨछ 2ͷପԁۂઢ C ࣍ͷํ
ఔࣜͰఆٛ͞ΕΔɽ

y2 = f(x) (f ∈ F [x], deg f = 5, 6). (1)

deg f = 5 ͷͱ͖ (1) ΛڏϞσϧ (imaginary

model)ɼdeg f = 6ͷͱ͖࣮Ϟσϧ (real model)

ͱ͍͏ɽପԁۂઢ͕ڏϞσϧΛͭ࣋͜ͱF

༗ཧతͳWeierstrassΛͭ࣋͜ͱͱಉͰ͋
ΔɽҎԼɼ࣮Ϟσϧͷ߹Λ͑ߟΔɽ
C্ͷ࣍ 0ͷҼྨࢠશମΛ Jͱ͢ΔɽJ

F ্ͷAbelଟ༷ମͷߏΛͪ࣋ɼCͷ Jacobi

ଟ༷ମͱݺΕΔɽCͷछ͕ 2Ͱ͋Δ͜ͱ͔
ΒɼJ Abelۂ໘Ͱ͋Δɽ
J্ͷP ͱ−P ΛಉҰ͢ࢹΔ͜ͱͰɼJͷ

Kummerۂ໘K ͕ಘΒΕΔɽκ : J → K Λࣗ
વͳࣹͱ͢ΔɽK P3ͷ ໘ͱΈͳۂ࣍4
ͤΔͷͰɼκ(P ) = (ξ1(P ) : · · · : ξ4(P )) ∈ P3

ͱද͢ɽOΛ Jͷ୯Ґݩͱ͢Δɽ࠲ඪมʹΑ
Γɼκ(O) = (0 : 0 : 0 : 1)ͱͯ͠Α͍ɽK ͷ
P3ͰͷఆٛํఔࣜΛ G ∈ F [ξ1, . . . , ξ4]ͱ͢
ΔͱɼG੪࣍ ଟ߲ࣜͰ͋ΔɽҎ্ͷ۩ମ࣍4
తͳهड़ Cassels-Flynn [3]ʹ͋Δɽ

3 ଟ߲ࣜ

લઅͷه߸ΛҾ͖ଓ͖༻͍ɼF ͷดแΛ
F Ͱද͢ɽCassels-Flynn [3]ʹ͓͍ͯɼ࣍ͷੑ
࣭Λຬͨ͢ଟ߲ࣜ δi, Bij͕༩͑ΒΕ͍ͯΔɽ

ҙͷ P,Q ∈ J(F )ʹରͯ͠ɼc1, c2 ∈ F
×
͕ଘ

ɼ1ͯ͠ࡏ ≤ i, j ≤ 4ʹରͯ͠ɼ

ξi(2P ) = c1δi(ξ1(P ), . . . , ξ4(P )),

ξi(P +Q)ξj(P −Q) + ξi(P −Q)ξj(P +Q)

= 2c2Bij(ξ1(P ), . . . , ξ4(P ), ξ1(Q), . . . , ξ4(Q)).

͜ͷଟ߲ࣜ δi, BijΛ༻͍ͯɼචऀ [4]mഒ
ࣸ૾Λද͢ଟ߲ࣜΛߏͨ͠ɽ

ఆཧ 1 ([4]). ͯ͢ͷਖ਼mͱ i = 1, 2, 3, 4

ʹରͯ͠ɼ੪࣍m2࣍ଟ߲ࣜµm,i ∈ F [ξ1, . . . , ξ4]

͕ଘͯ͠ࡏɼ F [ξ1, . . . , ξ4]/⟨G⟩ʹ͓͍ͯɼ

µ1,i = ξi, µ2,i = δi, µ2m,i = δi(µm,1, . . . , µm,4),

µ2m+1,iξi = Bii(µm+1,1, . . . , µm+1,4,

µm,1, . . . , µm,4).

Λຬͨ͢ɽ͞ΒʹɼҙͷP ∈ J(F )ʹରͯ͠ɼ

κ(mP ) = (µm,1(κ(P )) : · · · : µm,4(κ(P ))).

4 ҐࢉܭΞϧΰϦζϜ

ҎԼɼମF Λඪ͕େ͖͍༗ݶମFqͱ͢Δɽ
J(Fq)ͷҐࢉܭʹSchoofͷΞϧΰϦζϜͷ
֦ு͕༻͍ΒΕΔɽ͜ΕɼJ ্ͷ Frobenius

ࣸ૾πqͷಛੑଟ߲ࣜɼ s1, s2͕ଘͯ͠ࡏɼ

χ(T ) = T 4 − s1T
3 + s2T

2 − qs1T + q2

Ͱ͋Γɼ#J(Fq) = χ(1)Ͱ͋Δ͜ͱΛ༻͍Δɽ
ΞϧΰϦζϜͷུ֓ΛAlgorithm 1ʹࣔ͢ɽͨ
ͩ͠ɼmʹରͯ͠ɼJ [m] = {P ∈ J(Fq) |
mP = O}Ͱ͋Δɽ࣮ ༻্ɼ͜ Εʹbaby-step

giant-step๏ͳͲΛΈ߹Θͤͯ͢ࢉܭΔɽ
ପԁۂઢ͕ڏϞσϧΛͭ࣋߹ɼJ [ℓ]ͷ

ʹࢉܭ Cantor ͷଟ߲ࣜΛ༻͍Δ (cf. [1,

2])ɽ࣮ϞσϧΛͭ࣋߹ɼCantorͷଟ߲
ࣜఆٛ͞Εͳ͍ͷͰɼຊڀݚͰఆཧ 1 ͷ
µm,iΛ༻͍ΔɽP ∈ J ʹରͯ͠ɼP ∈ J [ℓ]ͱ

µℓ,1(κ(P )) = µℓ,2(κ(P ))

= µℓ,3(κ(P )) = G(κ(P )) = 0 (2)
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Algorithm 1 ҐࢉܭΞϧΰϦζϜͷུ֓
Input: C/Fq : y2 = f(x)

Output: #J(Fq)

1: ℓm ← 2 · 3 · 5 · · · · ℓm > 12qͱͳΔૉɽ
2: for ℓ← 2, 3, 5, . . . , ℓm do

3: J [ℓ]Λ͢ࢉܭΔ (Algorithm 2)ɽ
4: J [ℓ]ͷݩʹFrobeniusࣸ૾ πqΛ࡞༻͞

ͤͯ s1 mod ℓ, s2 mod ℓΛٻΊΔɽ
5: end for

6: |s1| ≤ 4
√
q, |s2| ≤ 6qͱதࠃ༨ఆཧʹ

ΑΓ s1, s2 ∈ ZΛٻΊΔɽ
7: return #J(Fq) = 1−s1+s2−qs1+q2.

ಉ͔ͩΒɼ(2)Λղ͚Α͍ɽ͜͜Ͱํ
ఔࣜΛऴ݁ࣜʹΑͬͯղ͘ɽJ [ℓ]ͷࢉܭΞϧΰ
ϦζϜΛAlgorithm 2ʹࣔ͢ɽAlgorithm 2
ξ1(P ) ̸= 0ͷ߹ͷΈ͍ͯ͠ࢉܭΔ͕ɼξ1(P ) =

0ͷ߹ಉ༷ʹࢉܭͰ͖Δɽ

Algorithm 2 J [ℓ]ͷࢉܭΞϧΰϦζϜ

Input: C/Fq : y2 = f(x), ℓɿحૉ
Output: {P ∈ J [ℓ]

∣∣ ξ1(P ) ̸= 0}
1: LΛۭͷϦετͱ͢Δɽ
2: µℓ,i (i = 1, 2, 3)Λ͢ࢉܭΔɽ
3: i = 1, 2, 3 ʹର͠ɼRℓ,i(ξ2, ξ3) =

Resξ4(µℓ,i(1, ξ2, ξ3, ξ4), G(1, ξ2, ξ3, ξ4)).

4: Sℓ,i(ξ2) = Resξ3(Rℓ,i(ξ2, ξ3), Rℓ,3(ξ2, ξ3))

(i = 1, 2).

5: T (ξ2) = gcd(Sℓ,1(ξ2), Sℓ,2(ξ2))ΛFq্Ͱ
Ҽղ͢Δɽ

6: for Q(ξ2) ← T (ξ2)ͷطҼࢠ do

7: α ∈ Fq ΛQ(ξ2)ͷࠜͱ͢Δɽ
8: µℓ,i(1,α,β, γ) = G(1,α,β, γ) = 0ͱ

ͳΔ β, γ ∈ Fq ΛٻΊΔɽ
9: κ(P ) = (1 : α : β : γ) ͱͳΔ P ∈

J(Fq)ΛٻΊɼP , −P ͱͦͷ Fq ্ͷ
Λڞ LʹՃ͢Δɽ

10: end for

11: return L

ҐࢉܭͷྔࢉܭΛϏοτԋྔࢉͰධՁ͢
Δɽ֤ૉ ℓʹର͢Δྔࢉܭද 1ͷΑ͏ʹͳ
Δɽℓ = O(log q)͔ͩΒɼ֤ ℓʹର͢Δྔࢉܭ
 (log q)7+o(1)Ͱ͋Δɽඞཁͳૉ ℓͷݸ
O(log q)͔ͩΒɼҎԼͷఆཧΛಘΔɽ

ఆཧ 2. Algorithm 1ͷྔࢉܭʢͷظʣɼ
(log q)8+o(1)Ͱ͋Δɽ

ද 1. ૉ ℓʹର͢ΔࢉܭͷϏοτԋྔࢉ
༰ࢉܭ Ϗοτԋྔࢉ
µℓ,i ℓ6+o(1)(log q)1+o(1)

ऴ݁ࣜ ℓ6+o(1)(log q)1+o(1)

Ҽղ ℓ4+o(1)(ℓ2 + log q)(log q)1+o(1)

(s1, s2) O(ℓ+ log q)ℓ4+o(1)

ҙ 3. Gaudry-Schost [2]ͷΞϧΰϦζϜͷ
ྔࢉܭ (log q)8+o(1)Ͱ͋Δɽ

5 ℓnͶ͡Εͷࢉܭ

Gaudry-Schost [2]Ͱࢦఠ͞Ε͍ͯΔΑ͏
ʹɼJ [ℓn]ͷࢉܭΛ͜͏ߦͱͰҐࢉܭΛߴԽ
Ͱ͖Δɽͨͩ͠ɼۙతྔࢉܭʹӨ͠ڹͳ͍ɽ
P1 ∈ J [ℓ]͔Βग़ൃͯ͠ɼℓPk+1 = PkͱͳΔ

Pk+1 ∈ J [ℓk+1]Λ͢ࢉܭΔɽఆཧ 1ΑΓɼɼ

(µℓ,1(κ(Pk+1)) : · · · : µℓ,4(κ(Pk+1)) = κ(Pk)

Λ k = 1, . . . , n − 1ʹ͍ͭͯղ͘͜ͱͰ Pn ∈
J [ℓn]͕ಘΒΕΔɽํఔࣜऴ݁ࣜΛ༻͍ͯղ
͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

6 ·ͱΊ

ຊڀݚͰɼ࣮ϞσϧΛͭ࣋छ 2ͷପԁ
༺Λࢉ໘্Ͱͷԋۂઢʹରͯ͠ɼKummerۂ
͍ͯҐࢉܭ๏Λߏͨ͠ɽ·ͨɼྔࢉܭڏ
Ϟσϧʹର͢ΔGaudry-Schost [2]ͷΞϧΰϦ
ζϜͱಉఔͷΦʔμʔͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͠ɼℓn

Ͷ͡Εͷར༻ʹΑΓߴԽͰ͖Δ͜ͱΛࢦఠ
ͨ͠ɽ

ݙจߟࢀ
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1 Introduction

The public key cryptography is started in

the article of Diffie and Hellman [1] where the

authors introduced a new concept that nowa-

days is known as the Diffie-Hellman key ex-

change protocol. The security of such proto-

cols is mainly based on mathematical prob-

lems being sufficiently difficult.

H. Yosh [2] suggested a key exchange proto-

col based on Diophantine equations. K. Akiyama

and N. Hirata-Kohno [3] proposed to use a bi-

jective map related to the Jacobian conjecture

in the key exchange protocol, and gave a proof

of the security of the protocol.

In this article, we suggest adapting the wild

polynomial automorphism to be placed as a

bijective map in the protocol of Yosh and we

focus here to discuss fundamental properties

concerning with the construction of a wild poly-

nomial automorphism.

2 Polynomial automorphisms

LetR be a domain. DenoteX = (x1, . . . , xn)

and ϕ(g) = (ϕ1(g1, . . . gn), . . . ,ϕn(g1, . . . , gn))

for ϕ = (ϕ1, . . . ,ϕn), g = (g1, . . . , gn) ∈ R[X]n.

An element ϕ ∈ R[X]n is called polynomial

map which induces an endomorphism onR[X]n

by g "→ ϕ(g). The endomorphism ϕ becomes

an automorphism if there exists a polynomial

map g ∈ R[X]n such that ϕ(g) = X. For an

integer i and ψ ∈ R[x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn],

we call elementary which is indeed an auto-

morphism (x1, . . . , xi + ψ, . . . , xn) ∈ R[X]n.

Let Φ = ϕ ∈ R[X]n be affine if degϕj ≤ 1

for all 1 ≤ j ≤ n. We denote by T(R,X) the

set generated by all the polynomial automor-

phisms either affine or elementary. We call

tame a polynomial automorphism in T(R,X)

and wild a polynomial automorphism outside

of T(R,X).

3 Our key exchange protocol

Here is our key exchange protocol over Fp.

1) Alice sends an f(X) = f̃(X) − f̃(σ) to

Bob by randomly choosing σ ∈ Fn
p and

f̃(X) ∈ Fp[X].

2) Bob sends g(X) and c(X) to Alice. g(X)

is a randomly chosen affine polynomial

automorphism and c(X) = T (g(X)) +

f(X)r(X) where T (X) is chosen to be

a polynomial automorphism of degreem

and r(X) is a randomly chosen polyno-

mial map of degree m− deg f .

3) Alice generates the common key s de-

fined by s = g(σ). Then, Alice sends

u = c(σ) to Bob.

4) Bob generates the common key s: Since

c(σ) = T (g(σ)) = u, Bob can obtain

T−1(u) = g(σ) = s.

For the efficiency of the protocol, the map T

should be chosen such that T−1 is not easy

to be found by the attacker. This leads us to

consider a notion of the wild polynomial map.

4 Wild polynomial maps

Let k be a field of characteristic zero. In

[4] [5], I. P. Shestakov and U. U. Umirbaev

proved that any polynomial automorphism in

T(k, {x1, x2, x3}) preserving elements of k[x1]

belongs to T(k[x1], {x2, x3}). S. Kuroda then

showed the theorem below ([6] [7]). Denote

here by Q(R) the quotient of a domain R and

V (R) := {αβ ∈ Q(R) | αR+ βR = R}.

Theorem 1 (Theorem 2.2 in Chapter 3 [6]).

Let R be a domain containing Q and let n = 2.

Let D be a triangular derivation such that a :=

D(x1) ̸= 0, D(x2) =
∑l

i=0 bix
i
1 (bi ∈ R, bl ̸=

0). Let f ∈ KerD \ R. If Q(R)× = V (R),

then expfD ∈ T(R,X) if and only if bi ∈ aR

for each i ≥ 1.
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Combining the Shestakov-Umirbaev theo-

rem together with Theorem 1 where R = k[x1]

andX = {x2, x3}, the following criterion holds

for the wildness.

Theorem 2 (Theorem 2.3 in Chapter 3 [6]).

Let n = 3. Let D be a triangular derivation of

k[X] over k such that D(x1) = 0 and D(xi) ̸=
0 for i = 2, 3, and let f ∈ KerD \ k[x1]. Then

expfD ∈ T(k,X) if and only if ∂D(x3)/∂x2 ∈
D(x2)k[x1, x2].

4.1 Our result

Let R be a domain. A homomorphism D :

R → R is called a derivation of R if D(ab) =

D(a)b+aD(b) for all a, b ∈ R. We put KerD =

{a ∈ R | D(a) = 0}. A derivation D of R is

called locally nilpotent if, for any a ∈ R, there

exists a positive integer i such that Di(a) = 0.

If D is locally nilpotent, so is fD for any

f ∈ KerD. For instance, a derivation D of

R[x1, . . . , xn] is locally nilpotent if it is trian-

gular, that is, D(xi) ∈ R[x1, . . . , xi−1] for each

i. If Q ⊂ R and D is locally nilpotent, we can

define the automorphism

expD(g) :=
∑

i≥0

1

i!
Di(g), g ∈ R.

If R has characteristic p > 0, for a derivation

D, we define the homomorphism

ED(g) :=
p−1∑

i=0

1

i!
Di(g), g ∈ R.

Definition 3. A derivation D of a domain R

of characteristic p > 0 is called truncated if,

for any g, h ∈ R,

2p−2∑

l=p

p−1∑

i=l+1−p

Di(g)Dl−i(h)

i!(l − i)!
= 0.

If D is a truncated derivation, ED is an

automorphism of R.

We show below our result, which is a posi-

tive characteristic variant of Theorem 1 for a

truncated exponential automorphism. It might

yield a possibility of a new observation to con-

struct a wild automorphism to be adapted in

a key exchange protocol, since it concerns an

element of the kernel of the operator D.

Theorem 4. Let R be a domain of character-

istic p > 0. Let n = 2. Let D be a triangular

derivation such that a := D(x1) ̸= 0, D(x2) =∑l
i=0 bix

i
1 (bi ∈ R, bl ̸= 0). Assume that

there exists an element f ∈ R[h] \ R[xp1, x
p
2]

such that fD is truncated, where h := ax2 −∑l
i=0

bi
i+1x

i+1
1 . If V (R) = Q(R)×, then E(fD)

∈ T(R,X) if and only if bi ∈ aR for each

i ≥ 1.
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1 概要
2017年 6月にオランダのユトレヒトで開催

された PQCrypto 2017 にて，多変数の 2次形
式を用いた署名方式 HMFEv [1]が提案された．
これは 2008年ごろに提案された multi-HFE [2]
のVinegar変種である．Multi-HFE自体は直接
攻撃 [3],低ランク攻撃 [4],対角化攻撃 [5]に対し
て安全でないことが知られているが，Vinegar
部分を付け足すことで，これらの攻撃に対す
る安全性を強化することに成功している．しか
しながら，実はこの方式は高ランク攻撃に対し
てはあまり安全ではない．本講演では，実際に
HMFEvの多項式の構造を調べ，なぜ高ランク
攻撃に対して安全でないかを説明する．

2 HMFEv

署名方式 HMFEv [1] は次のように構成さ
れる．

N, r, v ∏ 1を整数，m := Nr, n := m + vと
し，kを有限体，qを kの位数，Kを kの r次
拡大体とする．2次写像 G : KN £ kv ! KN

を以下で定義する．

Gl(X,u) =
X

1∑i∑j∑N

Æ
(l)
ij XiXj

+
X

1∑i∑N

Ø
(l)
i (u)Xi + ∞(l)(u).

ここで，X = (X1, . . . , XN )t 2 KN , u 2 kv,
G(X, u) = (G1(X,u), . . . ,GN (X, u))t，Æ

(l)
ij 2

Kで, Ø
(l)
i : kv ! Kは線形形式，∞(l) : kv ! K

は 2次形式である．
この方式の秘密鍵は，可逆なアフィン写像S :

kn ! kn, T : km ! km で公開鍵は，2次写像

F := T ± ¡°1
N ± G ± ¡N,v ± S : kn ! km,

である．ここで，¡N : km ! KN , ¡N,v : kn !
KN £ kv は 1対 1写像である．
この方式では，与えられたメッセージ y 2 km

に対する署名は次のように生成される．まず，
Z = (z1, . . . , zN )t := ¡N (T°1(y)) を計算し，

表 1. HMFEvの推奨パラメータ [1]

q (n,m) (N, r, v) 安全性
31 (44,36) (2,18,8) 80bit
256 (39,27) (3,9,12) 80bit
31 (68,56) (2,28,12) 128bit
256 (61,45) (3,15,16) 128bit
31 (97,80) (2,40,17) 192bit
256 (90,69) (3,23,21) 192bit
31 (131,110) (2,55,21) 256bit
256 (119,93) (3,31,26) 256bit

u 2 kv を適当に選ぶ．次に

G1(X,u) = z1, . . . , GN (X,u) = zN . (1)

をみたす X 2 KN を求める．yに対する署名
はS°1(¡°1

N,v(X,u))で与えられる．署名 x 2 kn

は，F (x) = yを確認することで，認証される．
(1)をみたすXをみつけるためには，N 変数

の 2次方程式 N 個の共通解をさがす必要があ
るが，一般的にこの計算量は N に対して指数
時間である．そのため，十分な効率性を確保す
るためには N をあまり大きくすることはでき
ない．表 1にあるように，[1]ではN = 2, 3を
推奨している．

3 HMFEvの安全性
HMFEv の鍵生成の仕方から，公開鍵 F (x)

を構成する 2次形式 f1(x), . . . , fm(x)の係数行
列F1, . . . , Fmに対して，次をみたす定数±1, . . . ,

±N 2 K が存在することがわかる．

Fm + ±1F1 + · · · + ±NFN

= (ΘN,vS)t

√
0N

§n°N

!
(ΘN,vS).

ここで，ΘN,v はK の k基底 {µ1, . . . , µr} を用
いて ΘN,v :=

≥
µqi°1

j IN

¥

1∑i,j∑r
© Iv で与えら

れる行列である．このような ±1, . . . , ±N は

H(y1, . . . , yN ) := Fm + y1F1 + · · · + yNFN

の階数が高々n°N になるような y1, . . . , yN を
みつけることで得られる．いったん，このよう
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な ±1, . . . , ±N がみつかれば，あとは初等的な計
算だけで元来の秘密鍵 (S, T )と同値なアフィン
写像を導くことができることはすぐにわかる．
行列H(y1, . . . , yN )の階数が高々n°N であ

るという条件は，その任意の (n°N +1)£(n°
N + 1)小行列の行列式が 0であることと同値
である．そのため，十分たくさんの小行列の行
列式から，N変数 y1, . . . , yN の連立多項式方程
式を構成し，その連立方程式の解を（例えば）
グレブナ基底アルゴリズムを用いて求めれば，
ほしい ±1, . . . , ±N を導くことができる．ただ，
この多項式の次数 n ° N + 1が小さくないた
め，計算量が非常に大きくなることが懸念され
るが，変数が少ない（N 個）ので，それほど重
い計算は必要ないと考えられる．
本稿では，[1]で選定されたパラメータ（表

1）に対して，実際にこの攻撃法を Windows
8.1, Core (TM)i7-4800MQ, 2.70GHz上にイン
ストールされた Magma [6] ver.2.22-3 で実装
した結果を表 2にまとめた．表 2中のTime は
公開鍵から ±1, . . . , ±N を導くのに必要だった時
間（秒）を表している．なお，多項式行列の行
列式の計算に，ガウスの消去法をそのまま適用
すると莫大な計算量を必要とするため，[7]で紹
介されている手法を使って多項式行列の演算を
行った．また，qが偶数（k,Kが偶指標の有限
体）である場合には，Flの代わりに Fl + F t

l を
使う必要がある．このような行列の行列式は，
行列のサイズが奇数の場合には 0，偶数のとき
は 2乗になる ([8]などを参照)，という性質が
あることを念頭に置いて実装する必要があるこ
とに注意する．
表 2の結果から，N = 2の場合にはHMFEv

は全く安全ではないことがわかる．また，N = 3
については，N = 2の場合よりも計算量が大
きくなるが，その安全性は提案当初想定されて
いた 80 ª 256bitにはほど遠いと考えられる．
なお，[9]に本研究の内容をもう少し詳しく

まとめたので興味のある方は参照していただき
たい．

謝辞 本研究は JSPS科研費基盤研究 (C) no.
17K05181 と JST CREST no. JPMJCR14D6
の助成を受けたものである．

表 2. 高ランク攻撃の計算量
q (n,m) (N, r, v) Time
31 (44,36) (2,18,8) 2.20s
256 (39,27) (3,9,12) 13.2s
31 (68,56) (2,28,12) 19.1s
256 (61,45) (3,15,16) 261s
31 (97,80) (2,40,17) 113s
256 (90,69) (3,23,21) —
31 (131,110) (2,55,21) 701s
256 (119,93) (3,31,26) —
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1 Introduction

Let Ω ⊂ Rd be a bounded polygonal or poly-

hedral domain (d = 1, 2, 3) and, for some inte-

ger m, let Hm(Ω) denote the L2-Sobolev space

of order m on Ω. We define the Hilbert space

H1
0 (Ω) := {u(x) ∈ H1(Ω) | u(x) = 0, x ∈ ∂Ω}

with the inner product (∇u,∇v )L2(Ω) and the

norm ∥u∥H1
0 (Ω) := ∥∇u∥L2(Ω), where (u, v )L2(Ω)

implies the L2-inner product on Ω.

Consider the linear elliptic operator

L u := −∆u+b ·∇u+cu : H1
0 (Ω) → H−1(Ω)

(1)

for b ∈ L∞(Ω)d, c ∈ L∞(Ω) with norms

∥b∥L∞(Ω)d = ess sup
x∈Ω

√
|b1(x)|2 + · · · + |bd(x)|2,

∥c∥L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|c(x)|, respectively. The

operator L maps to the dual space H−1(Ω)

of H1
0 (Ω). The aim of this talk is to propose a

procedure for verifying the invertibility of an

L with a computable upper bound M > 0

and satisfying

∥L −1g∥H1
0 (Ω) ≤ M∥g∥H−1(Ω), ∀g ∈ H−1(Ω).

(2)

This talk is an improvement of the invertibil-

ity verification [1] by using detailed estima-

tions for the projection part. Note that when

g belongs to L2(Ω), we also have an effective

approach [2].

2 Known result

Let H(∆;L2(Ω)) := {u(x) ∈ H1
0 (Ω) | ∆u ∈

L2(Ω) } be a Banach space with respect to

the graph norm ∥u∥L2(Ω) + ∥∆u∥L2(Ω). Since

Ω is in a class of the bounded domain with

a Lipschitz continuous boundary, the embed-

ding H(∆;L2(Ω)) ↪→ H1
0 (Ω) is compact by

the Rellich compactness theorem. It is well

known that for every ξ ∈ H−1(Ω), the Pois-

son equation
{

−∆ψ = ξ in Ω,

ψ = 0 on ∂Ω
(3)

has a unique solution ψ ∈ H1
0 (Ω). We define

a mapping ξ )→ ψ by (−∆)−1 : H−1(Ω) →
H1

0 (Ω). Then (−∆)−1|L2(Ω) : L2(Ω) → H1
0 (Ω)

is compact because ψ ∈ H(∆;L2(Ω)) ↪→ H1
0 (Ω)

with compactness. Let Cp > 0 denote the

Poincaré or Rayleigh-Ritz constant that sat-

isfies

∥u∥L2(Ω) ≤ Cp∥∇u∥L2(Ω), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Now, noting that −b · ∇u − cu ∈ L2(Ω) for

u ∈ H1
0 (Ω) and by defining a linear operator

F : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω) by

Fu := (−∆)−1|L2(Ω)(−b ·∇u− cu),

F becomes a compact mapping on H1
0 (Ω) and

the estimation of (2) is reduced to

∥u∥H1
0 (Ω) ≤ M∥(I − F )u∥H1

0 (Ω), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

(4)

This inequality (4) indicates that I − F is in-

jective, namely, u = 0 is the only solution of

(I−F )u = 0. Therefore, since F is a compact

map on H1
0 (Ω), the Fredholm alternative im-

plies that I − F has an inverse for which M

satisfies (4).

Now let Sh be a finite-dimensional approx-

imation subspace of H1
0 (Ω) that is dependent

on the parameter h > 0. For example, Sh

is taken to be a finite element subspace with

mesh size h. Let Ph : H1
0 (Ω) → Sh denote the

H1
0 -projection defined by

(∇(φ− Phφ),∇v )L2(Ω) = 0, ∀v ∈ Sh,

and suppose that Ph has the following approx-

imation properties:

∥v − Phv∥H1
0 (Ω) ≤ C(h)∥∆v∥L2(Ω),

∀v ∈ H(∆;L2(Ω)).
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Here C(h) > 0 is a positive constant that is

numerically determined and has the property

that C(h) → 0 as h → 0.

Let us define the basis function of Sh by

{φi}Ni=1 for N := dimSh and N ×N matrices

G, D by

[G]ij = (∇φj ,∇φi )L2(Ω)

+ ( b ·∇φj + cφj ,φi )L2(Ω),

[D]ij = (∇φj ,∇φi )L2(Ω),

respectively. Since D is positive definite, it

can be decomposed as D = D1/2DT/2, where

D1/2 is (usually) a lower triangular matrix.

Now we define constants related to Ω, b, c,

and Sh, as follows:

C1 = ∥b∥L∞(Ω)d + Cp∥c∥L∞(Ω),

C2 := ∥b∥L∞(Ω)d + C(h)∥c∥L∞(Ω),

K1 := C(h)
(
Cp∥∇ · b∥L∞(Ω) + C1

)
,

K :=

{
K1, if b ∈ W 1,∞(Ω)d,

CpC2, if b ∈ L∞(Ω)d,

ρ := ∥DT/2G−1D1/2∥2.

The following theorem is a numerical method

for verifying the invertibility of L and for ob-

taining a computable bound for M [1].✓ ✏
Theorem 1 If κ < 1, then I − F is in-

vertible, and M > 0 for (2) can be ob-

tained by

M =
1

1 − κ

∥∥∥∥∥

[
ρ (1 − C2C(h)) ρK

ρC1C(h) 1

]∥∥∥∥∥
2

.

✒ ✑
3 Proposed procedure

Let S∗ be the orthogonal complement sub-

space of Sh in H1
0 (Ω). We also define three

constants τi ≥ 0 (i = 1, 2, 3) by

∥b ·∇u + cu∥L2(Ω)

≤ τ1∥Phu∥H1
0 (Ω) + τ2∥(I − Ph)u∥H1

0 (Ω),

∀u ∈ H1
0 (Ω),

and

∥(−∆)−1|L2(Ω)(b ·∇u∗ + cu∗)∥H1
0 (Ω)

≤ τ3∥u∗∥H1
0 (Ω), ∀u∗ ∈ S∗.

Let us define N ×N matrices L and E by

[L]ij = (φj ,φi )L2(Ω),

[E]ij = ( b ·∇φj + cφj , b ·∇φi + cφi )L2(Ω),

respectively. The matrix L can be decom-

posed as L = L1/2LT/2. We define

ρ̂ := ∥DT/2G−1L1/2∥2,

ρDE :=
√

∥D−1/2ED−T/2∥2,

ν := min{ρ̂ τ2, ρ τ3},
κnew := C(h)(τ1ν + τ2).

As an example, concrete bounds for τi are

given by τ1 = min{C1, ρDE}, τ2 = C2, and

τ3 = K, and we can derive the below:✓ ✏
Theorem 2 If κnew < 1, then I − F is

invertible, and M > 0 for (2) can be ob-

tained by

M =
1

1 − κnew

∥∥∥∥∥

[
ρ (1 − τ2C(h)) ν

ρ τ1C(h) 1

]∥∥∥∥∥
2

.

(5)✒ ✑
In Theorem 2, if we can take κnew and C(h)

converging to 0 as h goes to 0, it implies the

matrix norm in (5) converges to max{ρ, 1},
which means that, in the ideal siatiuation,

Theorem 1 and Theorem 2 bring to the same

M for (2).
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ൃలํఔࣜʹର͢Δతূݕ๏
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1 ֓ཁ

ຊߘͰҎԼͷൃలํఔࣜʹ͍ͭͯ͑ߟΔɻ

ut − ν∆u = f in Q ≡ Ω × J,

u(x, t) = 0 on ∂Ω × J,

u(0) = 0 in Ω.

(1)

ୠ͠ɺΩ ⊂ Rd, {d = 1, 2, 3} ༗քತྖҬɺ
J := (0, T ) ⊂ R༗ք։۠ؒͱ͢Δɻ·ͨɺ
ν > 0ਖ਼ఆɺf ∈ L2(J ;L2(Ω))ͱ͢Δɻ
ຊڀݚͰํఔࣜ 1ʹରͯ͠શࢄʹ͓͚Δ
༗ݶཁૉ๏ͷߏతࠩޡධՁΛಘΔ͜ͱʹΑΓɺ
ඇઢܗͷղʹର͢Δతূݕ๏Λߏங͢
Δ͜ͱΛతͱ͢ΔɻಛʹɺຊߘͰత҆
ఆੑΛຬͨ͢༗ݶཁૉۙࣅεΩʔϜΛ্ࣔͨ͠
Ͱશࢄʹ͓͚ΔߏతࠩޡධՁΛߏங͢Δɻ

2 ߸ه

L2(Ω)ͱH1(Ω)ͱΩ্ͷ Sobolevۭؒͱ͠ɺ
(·, ·)Ωͱ ∥ · ∥ΩͦΕͧΕ Ωʹ͓͚Δ L2-ੵ
ͱL2-ϊϧϜͱͯ͠ද͠ɺϊϧϜۭؒ Y ʹର͠
ͯ L2(J ;Y )Λؒ࣌ґଘ Lebesgueۭؒͱ͢Δɻ

f ∈ L2(J ;Y ) ⇔
∫

J
∥f(t)∥2Y dt < ∞.

ಉ༷ʹɺ

V 1(J ;Y ) := {u ∈ L2(J ;Y );
∂u

∂t
∈ L2(J ;Y )}.

ɺH1(Ω)ͱH1(J)ͷ෦ۭؒΛͦΕͧΕʹߋ
ҎԼʹΑΓఆٛ͢Δɻ

H1
0 (Ω) := {u ∈ H1(Ω);u = 0 on ∂Ω},

V 1(J) := {u ∈ H1(J);u(0) = 0}.

͜͜ͰɺSh(Ω)Λ H1
0 (Ω)ͷ༗ݶཁૉۭۙࣅ

ؒ (ׂ෯ h)ɺV 1
k (J)Λ V 1(J)ͷ༗ݶཁૉۙࣅ

ۭؒ (ׂ෯ k)ͱ͢Δɻ͜ͷ࣌ɺΠk : V 1(J) →
V 1
k (J)Λ interpolation࡞༻ૉͱͯ͠ͱͯ͠ද
͠ɺҙͷ u ∈ V 1(J ;L2(Ω)) ∩ L2(J ;H1

0 (Ω))

ʹରࣹͯ͠ࢄӨ Phu ∈ V 1(J ;Sh(Ω))ΛҎ
ԼͷऑࣜܗʹΑΓఆٛ͢Δɻ(∀vh ∈ Sh(Ω))

((u− Phu)t, vh)Ω + ν(∇(u− Phu),∇vh)Ω = 0.

3 ධՁࠩޡతߏ

ukh ∈ Sk
h(Q)Λ 1ͷۙࣅղͱ͢Δɻୠ͠ɺ

Sk
h(Q) ⊂ V 1(J ;L2(Ω)) ∩ L2(J ;H1

0 (Ω))༗ݶ
ཁૉۭۙؒࣅͰ͋Δɻ͜ͷ࣌ɺ 1ͷղ uʹ
ରͯ͋͠Δ݅ͷԼͰ ukh = ΠkPhu ∈ Sk

h(Q)

ͱ͢ΔͱҎԼͷධՁ ([1])͕ಘΒΕΔɻ

∥∇u−∇ΠkPhu∥Q ≤ C1(h, k)∥f∥Q. (2)

ୠ͠ɺC1(h, k) hͱ kʹґଘ͢ΔࢉఆՄͳ
ఆͰ͋ΔɻຊߘͰධՁࣜ (2)Λར༻͢Δ͜
ͱʹΑΓɺҎԼʹఆٛ͢Δ༗ݶཁૉۙࣅͷߏ
తࠩޡධՁΛߏங͢Δɻ
u ∈ V 1(J ;L2(Ω))∩L2(J ;H1

0 (Ω))ʹରͯ͠ɺ
p-ࣹӨ P k

h : V 1(J ;L2(Ω)) ∩ L2(J ;H1
0 (Ω)) →

Sk
h(Q)ΛҎԼʹఆٛ͢Δɻ(∀vkh ∈ Sk

h(Q))

((u− P k
hu)t, (v

k
h)t)Q + ν(∇(u− P k

hu),∇(vkh)t)Q = 0.

ҙͱͯ͠ɺ (1)ͷղ uʹରͯ͠ɺ༗ݶཁ
ૉۙࣅղͷؒ࣌ඍ҆ఆੑ:∥(P k

hu)t∥Q ≤ ∥f∥Q
ࣔ͢͜ͱͰ͖Δ͕ɺ∥∇P k

hu∥Qͷ҆ఆੑΛ
ղੳతʹࣔ͢͜ͱ؆୯Ͱͳ͍ɻ͔͠͠ɺp-

ࣹӨͷఆٛΑΓݻྻߦ༗Λղ͘͜ͱͰ
∥∇P k

hu∥Q ≤ N1∥f∥QΛຬͨ͢N1Λతʹ
ಘΔ͜ͱՄͰ͋Δɻ
͜͜ͰɺQk

hu ∈ Sk
h(Q)ΛҎԼͷऑࣜܗΛຬ

ͨ͢ͷͱͯ͠ఆٛ͢Δɻ(∀vkh ∈ Sk
h(Q))

((Qk
hu)t, (v

k
h)t)Q + ν(∇(Phu),∇(vkh)t)Q = (f, (vkh)t)Q.

͜ͷ࣌ɺP k
huͱQk

huͷఆ͔ٛΒQk
hu = ΠkPhu

ͱͳΔ͜ͱʹҙ͢Δɻ
·ͣɺ (1)ͷղ uʹ͓͍ͯ p-ࣹӨͱͷޡ
ࠩ֯ࡾෆࣜΛ༻͍ͯҎԼʹΑΓධՁ͞ΕΔɻ

∥∇u−∇P k
hu∥Q ≤ ∥∇u−∇ΠkPhu∥Q

+∥∇ΠkPhu−∇P k
hu∥Q.

Αͬͯɺ্هӈลୈ߲̍ධՁ (2)ʹΑΓධՁ
͞ΕΔɻ·ͨɺδkh := ΠkPhu − P k

huͱ͢Δͱ
δkhҎԼΛຬͨ͢ɻ

((δkhu)t, (v
k
h)t)Q + ν(∇δkhu,∇(vkh)t)Q

= ν(∇(ΠkPhu− Phu),∇(vkh)t)Q.
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༗Λղ͘ݻྻߦ͍ͯ༺ཧΛݪɺࣹӨʹނ
͜ͱʹΑΓ ∥∇δkh∥Q ≤ D1∥∇(ΠkPhu−Phu)∥Q
Λຬͨ͢D1ΛతʹಘΔ͜ͱՄͰ͋Δɻ
·ͨɺ∥(Phu)t∥Q ≤ ∥f∥Q([2])Ͱ͋Δ͜ͱ͔Β
ʹධՁࣜΛ༻͍Δ͜ͱʹΑΓ͜ͷӈลҎԼٯ
ΑΓධՁ͞ΕΔɻ

∥∇(ΠkPhu− Phu)∥Q ≤ Cinv∥ΠkPhu− Phu∥Q
≤ C0(k)Cinv∥(Phu)t∥Q
≤ C0(k)Cinv∥f∥Q.

ୠ͠ɺCinvͱC0(k)ͦΕͧΕҎԼΛຬͨ͢ɻ

∥∇vkh∥Qd ≤ Cinv∥vkh∥Q, ∀vhh ∈ Sk
h(Ω),

∥u− Πku∥J ≤ C0(k)∥ut∥J , ∀u ∈ V 1(J).

ྫ͑ɺΩ = (0, 1)ͱͯ͠ Sk
h(Ω)ͷجఈؔΛ

۠̍࣍ଟ߲ࣜʹͱΔͱCinv =
√
12/hɺ·ͨɺ

C0(k) = k/πͱ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ
Ҏ্ʹΑΓ (1)ͷղ uʹରͯ͠ҎԼͷߏ

తࠩޡධՁΛಘΔɻ

∥∇u−∇P k
hu∥Q ≤ C̃1(h, k)∥f∥Q.

ୠ͠ɺC̃1(h, k) ≡ C1(h, k) + C0(k)CinvD1 Ͱ
͋Δɻ

4 ݁Ռ

Ω = (0, 1), J = (0, 1)ͱͯ͠ɺۭؒํͱ࣌
ͦΕͧΕҰׂ༷ํؒ (Qͱͯ͠Ұ༷
ׂ)ɺSkܗํ

h(Ω)ͷجఈؔΛ۠̍࣍ଟ߲
ࣜͱ͢Δɻ
p-ࣹӨͷۭؒඍʹ͍ͭͯɺ∥∇P k

hu∥Q ≤ N1∥f∥Q
Λຬͨ͢ N1 ͓ΑͼߏతࠩޡධՁʹ͓͚Δ
∥∇δkh∥Q ≤ D1∥∇(ΠkPhu − Phu)∥Q Λຬͨ͢
D1ͷ݁ՌΛදʹ͍ࣔͯ͠Δɻ

ν=1/10 ν=1/100

h−1 k−1 D1 N1 D1 N1

10 10 2.6735 1.3953 0.9706 4.6573

10 20 1.5896 1.3965 0.9687 4.6599

10 40 0.9998 1.3968 0.9682 4.6606

10 100 0.9996 1.3969 0.9681 4.6607

10 200 0.9996 1.3969 0.9681 4.6608

20 20 5.4926 1.3950 0.9988 4.6525

20 40 3.3302 1.3953 0.9981 4.6532

20 80 1.6986 1.3953 0.9979 4.6534

20 200 0.9999 1.3954 0.9978 4.6535

݁ՌΑΓp-ࣹӨۭؒඍత҆ఆੑ
Λຬ͍ͨͯ͠Δ͜ͱ͕֬ೝ͞Εͨɻ·ͨɺνͷ
େ͖͞ɺhͱ kʹ࿈ಈ͠ͳ͕Βɺ֓Ͷ 1ۙʹ
ऩଋ͢Δ͕͋Δ͜ͱ͕֬ೝ͞Εͨɻ
ΑΓৄ͍݁͠Ռൃද࣌ʹհ͢Δɻ
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1 ʹΊ࢝

͋Δؔu(t, x)͕ै͏ภඍํఔࣜʹਵ͢
Δਐߦղ u(t, x) = φ(x− ct) ≡ φ(ξ) ((t, x) ∈
R>0×R)Λ͑ߟΔ. ͜Ε௨ৗRn্ͷৗඍ
ํఔ͕ࣜੜ͢ΔྗֶܥͷίωΫςΟϯάΦʔ
Ϗοτ͕ରԠ͢Δ. ͢ͳΘͪ,

lim
ξ→−∞

φ(ξ) = p ∈ Rn, lim
ξ→+∞

φ(ξ) = q ∈ Rn

Λຬͨ͢༗քͳؒ࣌େҬղͰ͋Δ. ௨ৗ, p, q

ͷۙແݶݶۃ ξ → ±∞Λ͑ߟΔ͕, ܥ
ʹΑͬͯ༗ݶͷ ξ Ͱͦͷલޙͷ (ۙ)ڍಈ
.Δ͢ࡏશʹܾ·ͬͯ͠·͏ͷ͕ଘ͕

ఆٛ 1 (༗ݶਐߦ, e.g., [2]). ͋Δ ω ∈ R
ʹରͯ͠, ਐߦ φ͕ҙͷ ξ ≥ ω ͋Δ͍
ξ ≤ ω ʹରͯ͠ φ(ξ) ≡ 0 Λຬͨ࣌͢, ༗ݶ
ਐߦͱݺͿ. ಛʹ͋Δ ω1 < ω2 ʹରͯ͠,

φ(ξ) ≡ 0, ξ ̸∈ (ω1,ω2)Λຬͨ͢ਐߦ φίϯ
ύΫτϯਐߦͱݺͿ.

༗ݶਐߦ,ඇઢࢄ֦ܕΛ͏ํఔࣜܥ,ඇ
ઢܕࢄΛͭ࣋ KdVํఔࣜʹͯొ͢Δ. ղ
ੳతʹരൃղͱͷؔ࿈ΛҰ෦͡ΒΕ͓ͯΓ
[3], രൃղͱ߹Θͤͯ༗ؒ࣌ݶಛҟੑʹΧςΰ
ϥΠζ͞ΕͯવΔ͖Ͱ͋Δ. ຊߨԋͰ, ͜
ΕΒͱͷؔ࿈Λड़ͭͭ, ༗ݶਐߦͷਫ਼อ
ূ͖ࢉܭΛ͡Δ.

2 ๏ࢉܭ

ຊߘͰड़Δਫ਼อূࢉܭ๏, ʹͷྲྀΕ࣍
ԊͬͯਐߦղͷࢉܭΛྗֶܥͷίωΫςΟϯ
άΦʔϏοτͷؼʹࢉܭணͤ͞ΔͷͰ͋Δɿ

1) 1֊ͷඍํఔࣜܥͷಛҟੑΛൃ͠ݱಘ
Δ pΛಛఆ͢Δ.

2) pͷಛҟੑʹैͬͯ, εέʔϧಛҟؒ࣌
ղফ ξ *→ sΛͱΔ.

3) pʹ͓͚ΔಛҟੑΛফͨ͠ s-εέʔϧͰ
ͷඍํఔࣜͷղΛ͢ࢉܭΔ. ಛʹ, ਐ
ͷ߹ߦ pʹਵ͢ΔίωΫςΟϯ
άΦʔϏοτΛٻΊΔ.

4) pपΓͰ ξ-εέʔϧʹΑΔղͷ࠷େଘࡏ
.Δ͢ࢉܭΛؒ࣌

૬ۭؒΛڥք͖ଟ༷ମʹຒΊࠐΉίϯύΫτ
Խͷૢ࡞Λআ͍ͯ, [5]Ͱఏ͍ࣔͯ͠Δരൃղ
ͷূݕ๏ͱಉҰͰ͋Γ, രൃղͱͷߏͷྨࣅ
ੑ͕ࣔࠦ͞ΕΔ. ؆୯ͳྫͱͯ͠, ͜͜ͰҎ
ԼͷܥΛ͛ڍΔɿ

ut =
1

m+ 1
(um+1)xx + fp(u), (1)

(t, x) ∈ R>0 × R.

ಛʹ, m > 0, p > 0,m+ p = 1, fp(u) = up(1−
u)(u− a), a ∈ (0, 1/2)ͱ͢Δ. u(t, x) = φ(x−
ct)ͱ͍͏ܗͷղʹݶఆ͢Δͱ, Λܥͷํఔࣜ࣍
ಘΔɿ−cφ′ = (φmφ′)′+fp(φ). ͨͩ͠, ′ = d/dξ

Ͱ͋Δ. ಉͳදݱͱͯ࣍͠ΛಘΔɿ

φmφ′ = ψ, φmψ′ = −cψ − φmfp(φ). (2)

͜ͷํఔࣜ, φ = 0ͰୀԽ͍ͯ͠Δ (i.e., ඍ
ͷ߲͕ফ͑Δ). Αͬͯ, φ = 0ʹ͓͚Δಛҟੑ
Λ࣍ͷมมʹΑΓফ͢ɿ

ds

dξ
= φ(ξ)−m. (3)

͜ͷ࣌, .ΛಘΔܥͷ࣍ ͜Ε φ = 0ؚΊͯ
ਖ਼ଇͰ͋Δɿ

φ̇ = ψ, ψ̇ = −cψ − f1(φ), ˙=
d

ds
. (4)

3 ෆมଟ༷ମ্ͷϦϟϓϊϑؔ

(2) φ = 0ʹ͓͍ͯୀԽ͍ͯ͠ΔͨΊ, ࣌
ؒεέʔϧಛҟղফͱͯ͠ (3)Λಋೖ͠, s-

εέʔϧͰͷίωΫςΟϯάΦʔϏοτΛٻΊ
Δʹؼண͍ͤͯ͞Δ. ಛʹ, (4)͋Δ c ∈
Rʹରͯ͠ p0 = (0, 0)͔Β (1, 0)ͷίωΫ
ςΟϯάΦʔϏοτΛͭ࣋͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ
͕, (2)ʹ͓͚Δ ξ-εέʔϧͷਐߦͱͯ͠
ξ ∈ (ξmin,∞)ͷղʹରԠ͢Δ. ξmin (3)ΑΓ

ξmin = −
∫ 0

−∞
φ(s)mds (5)
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Λ͢ࢉܭΕྑ͍. ͜Ε͕༗ݶ͔ൃ͢ࢄΔ͔
͕ͱͳΔ͕, ແؒ࣌ݶͷيಓʹԊͬͨੵ
Ͱ͋ΔͨΊ, ͢ࢉܭΔ͜ͱෆՄͰ͋Δ.

͜ΕΛ͢ࢉܭΔΞΠσΞͱͯ͠, [4]ͰఏҊ͠
ͨϦϟϓϊϑ͕͋Δ. p0ΛؚΉϦϟϓϊϑ
ྖҬN Ͱ, (5)ͷੵΛيಓʹԊͬͨϦϟϓ
ϊϑؔͷͰมม͠, ༗ؒ۠ݶͷੵʹ
ஔ͖ͯ͑ ξmin − ξ0ͷԼքΛಘΔͱ͍͏ͷ
Ͱ, [5]Ͱ༻͍ΒΕ͍ͯΔ. ͔͠͠, ճࠓ [4, 5]

ͷΑ͏ͳख๏ͰෆॆͰ͋Δ. ҙ͖͢,

ಛҟੑΛ͑ߟΔฏߧ p0͕αυϧͰ͋Δͱ͍
͏Ͱ͋Δ. ͜ͷ߹, [4]ͷϦϟϓϊϑؔ L

ϦϟϓϊϑྖҬ N Ͱූ߸มԽΛ͜͠ىಘ
ΔͨΊ, ୯७ʹඃੵؔͷධՁ͕Ͱ͖ͳ͘ͳ
Δ. ͜͜Ͱ, զʑ͕૬खʹ͍ͯ͠Δͷ p0ͷෆ
҆ఆଟ༷ମ্ͷͷΈͰ, ֎ͷྀ͠ߟͳ͘
ͯྑ͍͜ͱʹҙ͢Δ. Αͬͯ, p0ͷෆ҆ఆଟ
༷ମͷ্ͰϦϟϓϊϑؔΛߏͰ͖Εരൃ
ղͷ࣌ͱಉ͡ධՁ͕Ͱ͖Δ͜ͱ͕ظ͞ΕΔ.

ҎԼ, ෆ҆ఆଟ༷ମ্ͷϦϟϓϊϑؔΛߏ
͢Δํ๏Λड़Δ. ҰൠͷΒ͔ͳϕΫτ
ϧ x′ = f(x)Ͱ, ฏߧ pΛͭ࣋ͷΛ͑ߟ
Δ. ·ͣ, pͷෆ҆ఆଟ༷ମΛಉఆ͢Δඞཁ
͕͋Δ. N Λ h-setͰ, ͦͷ࠲ඪදࣔ hN (N) =

Bnu × Bns  Rn ∼= Rnu+ns ͷ࠲ඪ (a, b)Ͱ
ಛ͚ΒΕΔͱ͢Δ. ͜ͷ࠲ඪʹΑΓ, ϕΫ
τϧΛ

a′ = fa(a, b), b′ = fb(a, b) (6)

ͷ࿈ཱܥͰॻ͘.

໋ 2. pΛ (6)ʹର͢ΔN ͷܕۂฏߧ
ͱ͢Δ. M > 0ʹରͯ͠,

−→µs = sup
z∈N

{
l

(
∂fb
∂b

(z)

)
+

1

M

∥∥∥∥
∂fb
∂a

(z)

∥∥∥∥

}
,

−→
ξu = inf

z∈N
ml

(
∂fa
∂a

(z)

)
− 1

M
sup
z∈N

∥∥∥∥
∂fa
∂b

(z)

∥∥∥∥ ,

−→µss = sup
z∈N

{
l

(
∂fb
∂b

(z)

)
+M

∥∥∥∥
∂fb
∂a

(z)

∥∥∥∥

}
,

−→
ξsu = inf

z∈N
ml

(
∂fa
∂a

(z)

)
−M sup

z∈N

∥∥∥∥
∂fa
∂b

(z)

∥∥∥∥ .

ͱ͢Δ (l,mlͷҙຯ [1]ΛࢀরͤΑ). ,ࠓ

−→µs < 0 <
−→
ξu,

−→µss <
−→
ξu,

−→µs <
−→
ξsu (7)

ͱͳΔ࣌ (N  (f ʹ͍ͭͯͷ)M-ਲ਼݅ͱ͍
͏), ͋ΔϦϓγοπؔ σu : Bnu → Bns Ͱ

W u(p) ∩N = {h−1
N (a,σu(a)) | a ∈ Bnu}

ͱͳΔͷ͕ͱΕΔ.

M ہॴෆมͳਲ਼ͷଠ͞Λද͢ (M ͕େ͖
͍΄Ͳ͍ࡉ). ͜ΕΛར༻͢Δ͜ͱͰ, ূݕͷ࣍
ఆཧΛಘΔ.

ఆཧ 3. p ∈ RnΛΒ͔ͳϕΫτϧ ẋ = f(x)

ͷฏߧͱ͢Δ. N ⊂ RnΛ໋ 2ͷΑ͏ͳ n

ݩ࣍ h-setͰ, pΛؚΉͱ͢Δ. ,ࠓ N  f ʹͭ
͍ͯM -ਲ਼݅Λຬͨ͢ͱ͠, ͞Βʹ

−−−→
ξu,Wu := inf

z∈N

{
−

√
2√

M2 − 1

M2 + 1

M2 − 1

∥∥∥∥
∂fa
∂b

(z)

∥∥∥∥

− 2

M2 − 1
m

(
∂fa
∂a

(z)

)
+ml

(
∂fa
∂a

(z)

)}
> 0

(8)

ΛԾఆ͢Δ. ͜ͷ࣌,

Lu(a, b) := −
(
∥a∥2 + ∥σu(a)∥2

)
(9)

W u(p) ∩N ্ͷϦϟϓϊϑؔͰ͋Δ.

p0͕αυϧͷ࣌ʹ༩͑ͨϦϟϓϊϑؔLͱ
ҧ͍, LuNશମͰ۠ؒԋࢉΛͯ͠ࢪඇਖ਼
ΛͱΔ. Αͬͯ, γϯΫͷ߹ͱಉ༷, ξmin− ξ0
 LuͷΛύϥϝʔλͱͨ͠ੵͰධՁͰ͖
Δ. ͜ΕΛ (2)ʹద༻͠, ξmin͕༗֬ݶఆ͢Δͱ,

ϕ(x− ct) ≡ ϕ(ξ) :=

{
0 ξ ∈ (−∞, ξmin),

φ(ξ) ξ ∈ (ξmin,∞)

͕ (1)ͷҰͭͷ༗ݶਐߦղͱͳΔ.

ຊख๏ͷৄࡉల։, ۩ମతͳܥʹద༻ͨ͠
ྫߨԋதʹड़Δ.
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1 Introduction

In [1], an algorithm based on Liu’s method

[2] is proposed to give bounds for the eigen-

value of the Stokes eigenvalue problem defined

over 2D domain. In fact, this algorithm can

also be applied to problems over 3D domain,

where the divergence-free condition is consid-

ered skillfully.

Let Ω be a domain in R3. We will consider

the following Stokes eigenvalue problem and

propose an algorithm to obtain explicit eigen-

value bounds: Find (λ,u) s.t.
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−∆u+∇p = λu, in Ω,

∇ · u = 0, in Ω,

u = 0, on ∂Ω,∫
Ω u2dΩ = 1,

(1)

where u = (u1, u2, u3)T : x → R3 is the ve-

locity vector and p : x → R is the pressure.

In addition, symbols ∆, ∇ and ∇· denote the

Laplacian, gradient and divergence operators,

respectively.

Due to the divergence-free condition required

in (1), it is difficult to find lower bounds and

even upper bounds for the eigenvalues of Stokes

operator. Recently, Liu [2] proposes a new

framework to give explicit lower bounds for

the eigenvalues, which works even for very raw

mesh. In [3], by applying Liu’s framework, an

algorithm is proposed to give explicit lower

bounds for the Stokes eigenvalue problem (1)

for domain Ω ⊂ R2, where Crouzeix-Raviart

(CR) [4] element along with explicit error es-

timation is adopted. In this paper, we further

consider the eigenalue problem in R3 and pro-

vide explicit eigenvalue bounds as follows.

λi ≥
λh,i

1 + (0.3804h)2λh,i
(2)

where λi denotes the ith exact eigenvalue of

Stokes operator defined in (4); λh,i denotes

the ith approximate eigenvalue defined in (5);

h is the mesh size defined by the largest edge

length of tetrahedron subdivision.

To deduce the result in (2), let us intro-

duce the Crouzeix-Raviart (CR) interplation

Πh : V0 &→ V0,h. Let si (i = 1, · · · , 4) be the

surfaces of a tetrahedron element K. Given

u ∈ V , Πhu is a linear function on K and
∫

ei

Πhu− uds = 0, i = 1, · · · , 4 .

For CR interpolation Πh, the following inter-

polation error estimation is given in [2]: For

any u ∈ H1(Ω),

∥u− Πh∥L2(Ω) ≤ 0.3804h∥u− Πh∥H1(Ω) , (3)

where h is the largest edge length of K.

2 Preliminary

We shall use the standard notation for Sobolev

spaces. Define V = (H1
0 (Ω))3 and Q by

Q = L2
0(Ω) =

{
q ∈ L2(Ω) :

∫

Ω
qdΩ = 0

}
.

Define bilinear forms a(·, ·), b(·, ·), r(·, ·) as
below.

a(u,v) :=

∫

Ω
∇u : ∇vdΩ,

b(v, p) :=

∫

Ω
p∇ · vdΩ,

r(u,v) :=

∫

Ω
u · vdΩ,

and ∇u : ∇v =
3∑

i=1

3∑
j=1

∂ui
∂xj

∂vi
∂xj

.

Let V0 :=
{
v ∈ V : b(v, q) = 0, ∀q ∈ Q

}
.

Then the eigenvalue problem (1) has a vari-

ational formulation as follows: Find (λ,u) ∈
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R×V0 such that r(u,u) = 1 and

a(u,v) = λr(u,v), ∀v ∈ V0 . (4)

Nonconforming FEM

The Crouzeix-Raviart(CR) FEM space Vh,

defined over tetrahedron subdivision, is piece-

wise linear function with continuity only on

the centroid of suraces. Corresponding to the

boundary condition that u = 0 on ∂Ω, we

further require the function in Vh vanish on

the centroid of bounary suraces. Notice that

Vh ̸⊂ V. Corresponding to V0, define the

subspace of V0,h

V0,h =
{
vh ∈ Vh : bh(vh, qh) = 0, ∀qh ∈ Qh

}
.

Let ah(·, ·) and bh(·, ·) be the descritized

binear forms of a, b on Vh, respectively. The

corresponding norms as denoted by ∥·∥1,h and

|·|1,h. The eigenvalue problem in FEM space

has the formulation as follows: Find (λh,uh) ∈
R×V0,h such that r(uh,uh) = 1 and

ah(uh,vh) = λhr(uh,vh), ∀vh ∈ V0,h . (5)

3 Eigenvalue bounds and computa-

tion results

By applying the lower bounds as shown in

(2), we bound the eigenvalues of Stokes op-

erator on a square domain Ω = (−1, 1)3. In

Figure 1, we display a sample subdivision of

Ω.

図 1. A sample uniform subdivision of Ω

For a uniform mesh with subdivision num-

ber as N = 20, the value of λh,i and the lower

bound based on (2) are displayed in Table 1.

表 1. Lower eigenvalue bound

λ1 λ2 λ3 λ4
λh,i 61.775 61.775 61.816 90.991

lower bound 57.893 57.893 57.929 82.182

To have better lower bounds, we can refine

the mesh or use improved constants in (3).
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Nonadaptive combinatorial group testing
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Abstract

d-disjunct matrices (d-DM) and

¯d-separable matrices (

¯d-SM) are classical structures

which are used in nonadaptive combinatorial group testing. In this talk, we introduce a

new structure called strongly

¯d-separable matrices (

¯d-SSM) which can be used to detect

up to d defectives as e�ciently as d-DM but for a larger population than d-DM. For d = 2,

a lower bound on the largest possible population of

¯

2-SSM is derived by random coding

method based on a su�cient condition of

¯

2-SSM with constant column weight.

Group testing was introduced by Dorfman [1] in 1940s for its application in a blood

testing program. The object of this program was to test a large number of blood samples

to determine the defected ones. Instead of testing them one by one, Dorfman proposed to

measure all blood samples into groups and give a test to each group, which was called group

testing. Since then, the theory of group testing has been studied due to its applications in a

varity of fields, such as DNA library screening, network security and so on.

Group testing can be roughly divided into two categories: probabilistic group testing

(PGT) and combinatorial group testing (CGT). In CGT, the number of defected samples is

usually assumed to be no more than a fixed positive integer d, and a deterministic model

is used, where the goal is to identify all positive samples using as few tests as possible. In

general, there are two types of detecting algorithms, namely, adaptive and nonadaptive. A

nonadaptive algorithm carries out all tests simultaneously and all positive items should be

identified in a single round.

Given t items with at most d (⌧ t) of them being positive, we use an undetermined

binary status to denote them: 1 (positive) and 0 (negative). A test can be considered as a

subset of the items. The outcome of a test is 1 (positive) if it contains at least one positive

item and 0 (negative) otherwise. A nonadaptive combinatorial group testing scheme can be

represented as a N⇥ t binary matrix M whose rows are indexed by the tests and columns are

indexed by the items, in which M(i, j) = 1 if the j-th item is contained in the i-th test and 0

otherwise. We say M is a d-disjunct matrix (d-DM) if the boolean sum of any d columns does

not contain any other one, and a

¯d-separable matrix (

¯d-SM) if the boolean sums of up to d

columns are all distinct. Both d-DM and

¯d-SM give nonadaptive group testing schemes that

can identify up to d positive items. But the computational complexity of d-DM is O(Nt),

while the computational complexity of

¯d-SM is O(Ntd).

In this talk, we introduce a new kind of matrices for nonadaptive combinatorial group

testing.
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Definition 1. Suppose that M is a binary matrix of size N ⇥ t. Let F be the family of

columns of M and d � 2 be an integer. M is called strongly

¯d-separable matrix, or briefly

¯d-SSM, if for any F0 ✓ F with 1  |F0|  d, we have

T
F 02S(F0)

F 0
= F0, where S(F0) =

{F 0 ✓ F :

W
c2F 0

c =

W
c2F0

c}.

Lemma 1. A d-DM is a

¯d-SSM, and a

¯d-SSM is a

¯d-SM. Any N ⇥ t ¯d-SSM can be used to

identify up to d positive items with computational complexity O(Nt).

Let tSS(d,N) be the maximum number of columns of

¯d-SSM with N rows, and NSS(d, t)

be the minimum number of rows of

¯d-SSM with t columns. The rate of

¯d-SSM is defined as

RSS(d) , lim

N!1

log2 tSS(d,N)

N
= lim

t!1

log2 t

NSS(d, t)
.

Similarly, we can define tD(d,N), ND(d, t) and RD(d) for d-DM, and tS(d,N), NS(d, t)

and RS(d) for ¯d-SM.

Theorem 2. ([2, 3]) When d = 2, RD(2) � 0.182, and RS(2) � 0.313.

To derive a lower bound on the maximun possible t of ¯2-SSM with N given, we will use

the following lemma together with the random coding method in [4].

Lemma 3. Suppose that F is a family of subsets of N . If F satisfies the following three

conditions:

(1) for any distinct A,B,C,D 2 F , A [B 6✓ C [D;

(2) for any distinct A,B,C 2 F , A [B 6= A [ C;

(3) for any distinct A,B 2 F , A 6✓ B;

then the representation matrix of F is a

¯

2-SSM.

Theorem 4. RSS(2) � 0.1919.

This means that SSM is superior to DM. We expect that RSS(d) could be close to RS(d).
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1 Introduction

As Pearl wrote in the preface of his book [1],

the central aim of many studies in the physi-

cal, behavioral, social, and biological sciences

is the elucidation of cause-effect relationships

among variables or events. Parent-identifying

scheme provides a way to identify causes from

an effect for some information systems such as

broadcast encryption and fingerprinting [2].

In this talk, we consider two combinato-

rial structures for parent-identifying schemes,

that is, t-parent-identifying set systems (t-IPPS)

and t-multimedia parent-identifying codes (t-

MIPPC), which are used in broadcast encryp-

tion and multimedia fingerprinting, respectively.

2 t-IPPS

In broadcast encryption, the distributor br-

oadcasts the encrypted data and sends a valid

key to each authorized user. Suppose the dis-

tributor has a set of base keys X with size v.

We also call an element x ∈ X a point. An

authorized user can receive w distinct base

keys from the distributor and use it to de-

crypt the broadcast-encrypted contents based

on a threshold secret sharing scheme. Hence

the set of all authorized users’ fingerprints is

a subset B ⊆
(X
w

)
. The pair (X ,B) is called

a (w, v) set system, and each B ∈ B is called

a block. At most t dishonest users B′ ⊆ B
would collude to generate any W ⊆

⋃
B∈B′ B

and |W | = w. To resist this kind of attack

model, the parent-identifying set system was

defined in [3].

Definition 1 A t-parent-identifying set sys-

tem, denoted t-IPPS(w, v), is a pair (X ,B)
such that |X | = v, B ⊆

(X
w

)
, with the property

that for any w-subset T ⊆ X , either Pt(T ) is

empty, or ⋂

P∈Pt(T )

P ̸= ∅,

where

Pt(T ) = {P ⊆ B : |P| ≤ t, T ⊆
⋃

B∈P
B}.

The cardinality of B is called the size of

this t-IPPS(w, v). Denote It(w, v) as the max-

imum size of a t-IPPS(w, v). A t-IPPS(w, v)

(X ,B) is called optimal if it has size It(w, v).

When v tends to infinity, the asymptotic code

rate of a t-IPPS(w, v) with size I is denoted

as

Ri(w, t) = lim
v→∞

logv I

w
,

and it is called the asymptotically optimal code

rate of t-IPPS(w, v) if I = It(w, v). We use

this notation of code rate informally here but

with the same meaning of the code rate in

coding theory.

By virtue of the probabilistic expurgation

method, we have the following lower bound

for t-IPPS.

Theorem 2 Let w and t be fixed positive in-

tegers such that t ≥ 2. Then there exists a

constant c, depending only on w and t, with

the following property. For any sufficiently

large integer v, there exists a t-IPPS(w, v) with

size at least cv
w

⌊t2/4⌋+t .

We remark that the lower bound for t-IPPS

in Theorem 2 has order of magnitude w
⌊t2/4⌋+t ,

which is extremely close to the order of mag-

nitude ⌈ w
⌊t2/4⌋+t⌉ of the known upper bound

in [4]. Particularly, when ⌊t2/4⌋ + t is a di-

visor of w, the expurgation method provides

asymptotically optimal code rate t-IPPS(w, v)

in the sense that

Ri(w, t) = lim
v→∞

logv It(w, v)

w
=

1

⌊t2/4⌋+ t

meets the upper bound in [4].

3 t-MIPPC

Fingerprinting used in multimedia scenario

was investigated recently by several authors,
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see [5, 6] for example. In this case, the set

of all authorized users’ fingerprints is a code

C ⊆ Qn. The most considered attack model is

linear attack, especially the averaging attack.

A pirate copy, generated by at most t dishon-

est users C′ ⊆ C, can reflect the information of

all traitors in C′. The definition of codes with

the identifiable parent property for multime-

dia fingerprinting was proposed by Cheng et

al. in [7].

Definition 3 An (n, q) code C has the t-iden-

tifiable parent property for multimedia finger-

printing, denoted t-MIPPC(n, q), if for any

subcode C′ ⊆ C such that |C′| ≤ t, we have

⋂

S∈St(C′)

S ̸= ∅,

where

St(C′) = {S ⊆ C : |S| ≤ t, desc(S) = desc(C′)}.

The cardinality of C is called the size of this

t-MIPPC(n, q). Denote Mt(n, q) as the maxi-

mum size of a t-MIPPC(n, q). A t-MIPPC(n, q)

C is called optimal if it has sizeMt(n, q). When

q tends to infinity, the asymptotic code rate of

a t-MIPPC(n, q) with size M is denoted as

Rm(n, t) = lim
q→∞

logq M

n
,

and it is called the asymptotically optimal code

rate of t-MIPPC(n, q) if M = Mt(n, q).

By using the probabilistic method, we have

the following lower bound for t-MIPPC.

Theorem 4 Let n and t be fixed positive in-

tegers such that n ≥ 2, t ≥ 2. Then there

exists a constant c, depending only on n and

t, with the following property. For all suffi-

ciently large integers q, there exists a t-MIPPC

(n, q) with size cq
tn

2t−1 .

We remark that Theorem 4 provides the

2-MIPPC with asymptotically optimal code

rate according to the known upper bound in

[7] and also t-MIPPC for t ≥ 3 with the best

known asymptotic code rate.

4 Conclusion

In this talk, we consider two combinato-

rial structures for parent-identifying schemes,

that is, t-IPPS and t-MIPPC. By using the

probabilistic expurgation method, we derive

probabilistic existence lower bounds for t-IPPS

and t-MIPPC, respectively. Accordingly, the

probabilistic lower bound for t-IPPS has the

asymptotically optimal code rate, and for t-

MIPPC has the asymptotically optimal code

rate when t = 2 and the best known asymp-

totic code rate when t ≥ 3.
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1  概要 

ここでの主役は，一見無関係に見える以

下の研究対象である： 

1) 離散幾何学におけるグラフの等長埋

め込み 

2) 構造的組合せ論における完全グラフ

の辺分割 

3) 実験計画法における分割計画 

 本講演では，エルミート行列がある種の

「対称性」をもつとき，その慣性指数に関

する「非対称」な不等式を与え (後述の定

理3.1)，上述の諸対象を統一的に扱うため

の理論的枠組みを与える．なお，講演の内

容は主に[1]に基づいている． 

 

２ 背景 

1) 等長埋め込み 

次の問題はGrahamら[2]によるものである： 

 

問題2.1 (等長埋め込み問題)．有限グラフ

Gから“squashed cube” N,*}1,0{ への等長

埋め込みが存在するような最小の自然数

N を求めよ． 

 

Squashed cube は，特殊な前距離が付随す

る前距離空間であり，ハミングキューブの

自然な一般化になっている．なお，問題2.1

の初期のモチベーションは電話通信ネット

ワークへの応用にある． 

 次の限界式(1)はWitsenhausen不等式と

呼ばれている： 

 

定理2.1 ([2])．Gからsquashed cube へ

の等長埋め込みが存在するならば，不等式 

� � � �^ `DnDnN ��t ,max    (1) 

が成り立つ．ただし �� nn , はグラフの距離

行列の正および負の慣性指数を表わす． 

 

この不等式において等号が成り立つグラフ

をeigensharpグラフという．Eigensharpグ

ラフは，様々な代数構造が付随する興味深

いグラフのクラスである (例えば[3]参照)． 

 

2) 完全グラフの辺分割 

位数nの完全グラフを互いに同型とは限

らない完全2部グラフに分割すると，その

二部グラフの個数N は必ず 1�n 以上にな

る (Graham-Pollak不等式 [4])．この事実

は，有限グラフ理論の分野において広く認

知されているものであり，様々な一般化や

類似が知られている． 

 一方，デザイン理論などの分野では，完

全グラフのクリーク分割がよく扱われる．

次の事実はDeBruijn-Erdösの定理と呼ば

れている： 

 

定理2.2 ([5])．位数nの完全グラフを（互

いに同型な）辺素なクリークに分割すると，

その個数N はn以上になる．  

 

3) 分割計画 

分割計画の初期の研究は認証符合への応

用にモチベーションがあったが，その後，

概念の組合せ論的特性が注目されはじめ，

近年では組合せ論サイドの仕事が目立つよ

うになっている (例えば[6]を参照)． 
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要素数nの集合V について部分集合の族

B，Cを考える．前者は，V の要素数qkの

部分集合の族であり，各要素はsuperblock

と呼ばれる．後者は，各superblockのq個

の要素数kの部分集合 (subblock) への分

割を考えて，それらを集めてできる族であ

る．BとCがともにある種の正則性を満た

すとき，これを分割計画という． 

 次の不等式はCheeら[7]によるもので，

Fisher型不等式と呼ばれている： 

 

定理2.3 ([7]). 分割計画について，

)1/()1( ��t qnB が成り立つ． 

 

３ 主結果 

 次の不等式(3)は，前節に登場した不等式

群の一般化になっている： 

定理3.1 ([1])． qn, を２以上の整数とする．

n次のエルミート行列Aについて    

� �¦
d�d

 
qji

ji XXA
1

*
      (2) 

を満たす Nnu 複素行列 qXX ,,1 � が存在

すると仮定する．ただし *X はX の共役転

置を表す．このとき不等式 

� � � �
¿
¾
½

¯
®


�
t �

� 1
,max
q
AnAnN        (3) 

が成り立つ．また � � � �1/ � � qAnN のとき， 

� � � � � �¸
¹
·¨

©
§ �� d�d

z� iij
XAEAqi ImIm1                            

� �� �NXqi i  d�d Imdim1 C       (4)                          

が成り立つ．ただし � �AE� は正の固有空間

を， � �iXIm は iX の像空間を表わす． 

 

講演では，等長埋め込み，完全グラフの

分割，分割計画をそれぞれ適当な整数行列

に翻訳し，(3)の表現をもつことを確かめる．

そして，定理2.1-定理2.3の別証明や改良性

について論じる．なお，定理3.1と定理2.1- 

2.2の関係は[1]，定理3.1と定理2.3との関

係は[8]にまとめられている． 
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֬తॏΈ͖٧ΊࠐΈʹର͢ΔলΫΤϦղ๏

લݪ ݑو 1, ޱࢁ ༐ଠ 2

1ཧԽֶڀݚॴ ֵ৽౷߹ڀݚηϯλʔɼ2େࡕେֶ େֶӃใՊֶڀݚՊ
e-mail : takanori.maehara@riken.jp, yutaro yamaguchi@ist.osaka-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ʮॏΈ͖٧ΊࠐΈʯͱɼ༩͑ΒΕͨ
༰ྔ੍Λຬͨ͢Α͏ʹཁૉΛऔࣺબ͠ɼऔ
ΔͱܾΊͨཁૉͷॏΈͷ૯Λ࠷େԽ͢Δ
Ͱ͋ΔɽຊߘͰɼ֤ཁૉͷॏΈ͕طͷൣ
ғͰ֬తʹมಈ͠ɼΫΤϦ͢Δ͜ͱʹΑͬͯ
ͦͷ͕֬ఆ͢ΔΑ͏ͳঢ়گΛ͑ߟɼগͳ͍Ϋ
ΤϦճͰྑ͍ղΛ֬ߴͰಘΔΞϧΰϦζϜ
ͱɼͦͷੑධՁख๏ΛఏҊ͢Δɽͳ͓ɼຊߘ
Ͱ্ه༰ͱͦͷద༻݁Ռͷ֓ཁΛड़Δʹ
ཹΊɼഎܠΛؚΊͦͷৄࡉจݙ [1]ʹৡΔɽ

2 ֬తॏΈ͖٧ΊࠐΈ

ඇෛશମͷू߹Λ Z+Ͱද͢ɽྻߦA ∈
Zn×m
+ ͱϕΫτϧ b ∈ Zn

+, c̃ ∈ Zm
+ Λ༻͍ͯɼҎ

ԼͷܗͰ༩͑ΒΕΔ 0-1ઢܭܗըΛߟ
͑Δɽ

maximize c̃⊤x

subject to Ax ≤ b

x ∈ {0, 1}m
(1)

A, bͷ͕ͯ͢ఆͱͯ͠༩͑ΒΕɼ
తؔʢॏΈʣϕΫτϧ c͕̃ҎԼͷҙຯͰ֬
తͰ͋Δͱ͖ɼ͜ͷΛ֬తॏΈ͖٧Ί
ͿɽݺΈͱࠐ

• ֤ c̃j (j = 1, 2, . . . ,m)ಠཱͳ֬
มͰ͋ΓɼΫΤϦΛ͜͏ߦͱͰͦͷ࣮
ΛΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽݱ

• ֤ c̃jͷ࣮ݱɼॴ༩ͷ c−j , c
+
j ∈ Z+ʹ

ର͠ɼ۠ ؒ {c−j , c
−
j +1, . . . , c+j }ʹଐ͢Δɽ

• ͕ݱ࣮ c̃j = c+j ͱͳΔ֬ɼj ʹґ
Βͣطͷఆ p ∈ (0, 1]Ҏ্Ͱ͋Δɽ

ຊʹ͓͚Δతɼগͳ͍ΫΤϦճͰ
ՄղΛಘΔ͜ͱͰ͋ΔɽͪΖΜɼߦ࣮͍ྑ
ͯ͢ͷͷ࣮ݱΛͬͯ͠·͑ɼରԠ
͢Δඇ֬తͳΛղ͘ͷͱಉ͜͡ͱͰ͋Δɽ
ຊڀݚͰɼඇ֬తͳͷղ๏ΛϒϥοΫ
ϘοΫεͱͨ͠ͱ͖ͷɼΫΤϦճͱղͷ࣭
ͷτϨʔυΦϑΛධՁ͢Δ͜ͱΛඪͱ͢Δɽ
͜ͷΑ͏ͳઃఆɼਛଁަͷϞσϧԽ

ͱͯ͠ɼॏΈແ͠ͷϚονϯάʹରͯ͠ݚ

Algorithm 1 దԠతΞϧΰϦζϜ
1: for t = 1, 2, . . . , T do

2: త؍ָ LPͷ࠷దղ xΛٻΊΔɽ
3: ֤ jʹର֬͠ xj ͰΫΤϦΛ͏ߦɽ
4: end for

5: ൵؍త LPͷ࣮ߦՄղΛग़ྗ͢Δ.

ݙΕ͍ͯΔʢจ͞ڀ [2, 3]ͳͲʣɽຊڀݚͰɼ
ͷΈࣗମͷ֦ுͱɼॏΈͷಋೖͱ͍͏ɼ
2ͭͷํͷҰൠԽΛಉ͍ͯͬߦʹ࣌Δɽ

3 ΞϧΰϦζϜ

֬తॏΈ͖٧ΊࠐΈʹର͢ΔҰൠత
ͳΞϧΰϦζϜΛఏҊ͢ΔɽΞϧΰϦζϜ্
ʹࣔ͢௨Γ 1Ͱɼઢܭܗը (LP)؇Λ܁
Γฦ͠ղ͖ɼͦͷղʹ͍ͯͮجΫΤϦΛ͏ߦ
ΛܾΊΔɽҎԼͰɼղ͖͘ LP؇
ͷఆٛͷΈΛड़ɼ෮ճT ͷఆΊํ࣍અ
ʹड़Δɽ
·ͣɼ(1)ͷతؔϕΫτϧ c̃ʹର͠ɼָ

తϕΫτϧ؍తɾ൵؍ c, c ∈ Zm
+ ΛɼͦΕͧΕ

ҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

cj =

{
cj ʹط jʹΫΤϦͨ͠߹

c+j ͦ͏Ͱͳ͍߹

cj =

{
cj ʹط jʹΫΤϦͨ͠߹

c−j ͦ͏Ͱͳ͍߹

ͨͩ͠ɼcj ∈ Z+ c̃j ͷ࣮ݱΛද͢ɽ
(1)ʹࣔͨ͠ 0-1ઢܭܗըʹର͠ɼత

ؔϕΫτϧ c̃Λָ؍తɾ൵؍తϕΫτϧ c, c

ʹஔ͖͑ɼ0-1੍ x ∈ {0, 1}mΛ x ≥ 0

ʹ؇ͨ͠LPΛɼͦΕͧΕָ؍తɾ൵؍తLP

ͱݺͿɽ͜͜ͰɼAx ≤ bͱ x ≥ 0͔Β x ≤ 1

͕ಋ͔ΕΔ 2͜ͱΛԾఆ͢Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼ͜
ΕΒͷLPʹ͓͚Δ࣮ߦՄղ x ∈ [0, 1]mΛ
ຬͨ͢ɽ

1ຊߘͰదԠతΞϧΰϦζϜΛհ͢ΔʹཹΊΔ͕ɼ
จݙ [1] ͰʮΫΤϦΛ͏ߦͱܾΊͨʹରͯ͠Ұ੪
ʹΫΤϦΛ͏ߦʯඇదԠతΞϧΰϦζϜఏҊ͍ͯ͠Δɽ

ଟ͘ͷʹ͓͍ͯ͜ͷԾఆຬͨ͞ΕΔɽͦʹࡍ2࣮
͏Ͱͳ͍߹ͷରॲ๏จݙ [1]Λࢀর͞Ε͍ͨɽ
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ද 1. ༷ʑͳͷద༻݁Ռͷྫɽ෮ɾΫΤϦճͯ͢ O(·)ͷதΛهड़ɽ
 ෮ճ T ΫΤϦճ
2෦άϥϑͷϚονϯάʢnʣ ∆c log(1/ϵp)/ϵp nT

ҰൠάϥϑͷϚονϯάʢnʣ ∆c log(n/ϵ)/ϵp nT

ϚτϩΠυʢmཁૉɼϥϯΫ rʣ ∆c log(m/ϵ)/ϵp rT

ϚτϩΠυަࠥʢmཁૉɼ࠷େڞ௨ಠཱू߹αΠζ rʣ ∆c log(m/ϵ)/ϵp rT

େ҆ఆू߹αΠζ࠷άϥϑͷ҆ఆू߹ʢnɼݭ αʣ ∆c log(n/ϵ)/ϵp αT

4 ΞϧΰϦζϜͷੑධՁ

ઌड़ͷ௨ΓɼΞϧΰϦζϜͷੑʮΫΤϦ
ճͱղͷ࣭ͷτϨʔυΦϑʯΛධՁ͢Δɽ
͜͜Ͱɼ߹ܭΫΤϦճͷظɼʮ֤෮ʹ
͓͚Δָ؍త LPͷ࠷దղ xͷʯͱʮ
෮ճ TʯʹΑΓੵݟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͕ɼલ
ऀݩͷͱͦͷ LPఆࣜԽʹؔ͢Δੑ࣭Ͱ
͋ΔͨΊɼ͜͜ͰऀޙʹযΛͯΔɽ
(1)ʹ͓͍ͯɼc̃ͷͯ͢ͷͷ࣮ݱΛ

ͬͨޙͷ LP؇Λશత LPͱݺͿɽ
ҎԼͰɼΞϧΰϦζϜͷޙ࠷ͰಘΒΕΔ൵؍
త LPͷ࠷ద͕ɼ͍֬ߴͰશత LPͷ࠷
ద µʹेۙ͘ͳΔ 3Α͏ͳɼ෮ճ T ͷ
ఆΊํΛ༩͑Δɽ
൵؍త LPͷ࠷దΛධՁ͢ΔͨΊʹɼҎԼ
ͷରΛ͑ߟΔɽ

minimize y⊤b

subject to y⊤A ≥ c⊤

y ≥ 0

(2)

LPͷڧରੑʹΑΓɼ͜ͷର͕ (1−ϵ)µ
ҎԼͷ࣮ߦՄղΛͨ࣋ͳ͍͜ͱΛࣔͤे
Ͱ͋ΔɽͦͷΑ͏ͳ࣮ߦՄղશମΛද͢Δ
Α͏ͳू߹ΛҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ͜͜Ͱɼ
R+ඇෛ࣮શମͷू߹Λද͢ͱ͢Δɽ

ఆٛ 1 ༗ूݶ߹W ⊆ Rn
+͕ µ ∈ R+ʹର͢Δ

(ϵ, δ)ূڌඃ෴Ͱ͋ΔͱɼҎԼͷ 2ͭͷੑ࣭
Λຬͨ͢͜ͱΛ͍͏ɽ

• W ͕ (2)ͷ࣮ߦՄղΛͨ࣋ͳ͍ͳΒɼ
(2)ͷ࠷ద (1− ϵ)µҎ্ɽ

• ҙͷ y ∈ W ʹର͠ɼy⊤b ≤ (1− δ)µɽ

ΞϧΰϦζϜͷ෮ΛॏͶΔ͝ͱʹɼະ֬ఆ
ͷ c̃j ͷ࣮ݱ cj ≥ c−j ͕໌͠ɼ(2)ͷ੍
͕݅୯ௐʹ͘͠ݫͳΔɽ͕ͨͬͯ͠ɼదͳ
(ϵ, δ)ূڌඃ෴W ʹର͠ɼT ෮ޙʹͯ͢ͷ

3͜ͷอূɼͦΕͧΕͷ࠷దʹ͍ͯ͠ٴݴ
ͳ͍͜ͱʹҙ͞Ε͍ͨɽͦͷͨΊɼΞϧΰϦζϜ͕ग़
ྗ͢Δղͷ࣭ɼղΛٻΊΔͨΊͷΞϧΰϦ
ζϜͷ LP࠷దʹର͢Δۙࣅʹґଘ͢Δɽ

y ∈ W ෆͱͳΔ֬ΛධՁ͢Δ͜ͱߦ࣮͕
Ͱɼదͳ෮ճ T ΛੵݟΔ͜ͱ͕Ͱ͖
Δɽ͜͜Ͱɼ∆c := maxj(c

+
j −c−j )ͱఆٛ͢Δɽ

ఆཧ 2 ͋ΔఆM ∈ R+͕ଘͯ͠ࡏɼҙͷ
µ ∈ R+ʹରͯ͠αΠζMµҎԼͷ (ϵ, δ)ূڌ
ඃ෴͕ଘ͢ࡏΔͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ෮ճ͕

T ≥ ∆c

δp
log

(
M

ϵ

)

ΛຬͨͤɼΞϧΰϦζϜͷޙ࠷ʹಘΒΕΔ൵
దͷ࠷ద͕શతLPͷ࠷తLPͷ؍ (1−ϵ)
ഒҎ্ͱͳΔ֬ (1− ϵ)Ҏ্Ͱ͋Δɽ

͜ͷఆཧʹΑΓɼαΠζͷখ͍͞ূڌඃ෴͕
ଘ͢ࡏΕɼগͳ͍෮ճͰྑ͍ղΛٻΊΒ
ΕΔ 4͜ͱ͕อূ͞ΕΔɽ͜͜Ͱɼূڌඃ෴
ΞϧΰϦζϜ͕࣮ߏʹࡍ͢Δඞཁͳ͘ɼ
ʹԠͯͦ͡ͷଘࡏΛࣔͤेͰ͋Δ͜ͱΛ
ඃ෴ͷʢཧతͳʣڌௐ͓ͯ͘͠ɽখ͍͞ূڧ
ݙํ๏จߏ [1]Λࢀর͞Ε͍ͨɽ·ͨɼ۩
ମతͳͷద༻݁ՌྫΛɼද 1ʹࣔ͢ɽ

ँࣙ ຊڀݚɼJSPSՊݚඅJP16K16011, JP-

16H06931ɼ͓ ΑͼɼJST ACT-I JPMJPR16UR

ͷࢧԉΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] T. Maehara, Y. Yamaguchi: Stochas-

tic packing integer programs with few

queries. arXiv:1707.04020, 2017.

[2] A. Blum, J. P. Dickerson, N. Hagh-

talab, A. D. Procaccia, T. Sandholm,

A. Sharma: Ignorance is almost bliss:

Near-optimal stochastic matching with

few queries. EC 2015, pp. 325–342, 2015.

[3] S. Assadi, S. Khanna, Y. Li: The

stochastic matching problem with (very)

few queries. EC 2016, pp. 43–60, 2016.

4ઌड़ͷ௨Γɼग़ྗ͞ΕΔղͷ࣭ඇ֬తͳ
ʹର͢Δղ๏ʹґଘ͢Δɽ
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౦ূ arrowheadϦχϡʔΞϧલޙͰͷorder aggressivenessͷੳ

ஶऀ ౻ࠤ େ 1, ҆ా ߂ 2,
1ॴଐ ๏େֶେֶӃཧڀݚֶՊɼ2๏େֶ
e-mail : daichi.worldtrip.4.15@gmail.com

1 ֓ཁ

ۙͷࢢࣜגͷେ͖ͳมԽͷҰͭʹHFT

(High Freequency Trading, (සऔҾߴɾߴ

͕͋͛ΒΕΔ.ຊʹ͓͍ͯ 2010 1݄ 4
ʹ౦݊ূژऔҾॴʹ৽ͨͳചങγεςϜͰ͋Δ
arrowhead͕ಋೖ͞Εͨ͜ͱʹ͍, HFTͷຊ
֨తͳນ։͚Λܴ͑ͨ. ຊߘͰ, 2015 9݄
24ͷ arrowheadͷϦχϡʔΞϧͱ͍͏Πϕ
ϯτΛରͱͯ͠, ΠϕϯτલޙͰͷݸผࣜג
ʹ͓͚ΔࢿՈͷจࣥߦʹର͢Δੵੑۃͷม
ԽΛੳ͢Δ.

2 order aggressiveness

Ranald[1], Biais et. al[2]͕ఏএͨ͠ order

aggressivenessͱ͍͏ࢦඪΛ༻͍ͯ,ࢿՈ͕
จࣥߦʹରͯ͠ͲΕ΄Ͳੵۃత͔ΛϘϥςΟϦ
ςΟεϓϨουͱؔ࿈͚ͮͯੳͨ͠. ຊߘ
Ͱ, ҎԼͷॱ൪Ͱจ͕ΑΓੵۃతͳͷͰ
͋Δͱྨ͢Δ. ͳ͓, Λ༩͑ڹʹӨؾྑ࠷
ͳ͍จʹ͍ͭͯऔΓѻΘͳ͍.

1) ɹྑ࠷ചΓʢങ͍ʣؾՁ֨Λߋ৽͢Δ
ߦങ͍ʢചΓʣจ

2) ɹྑ࠷ചΓʢങ͍ʣؾΛߋ৽͠ͳ͍
ങ͍ʢചΓʣจߦ

3) ɹྑ࠷ങ͍ʢചΓʣؾΛߋ৽͢Δࢦ
ങ͍ʢചΓʣจ

4) ɹྑ࠷ങ͍ʢചΓʣؾΛߋ৽͠ͳ͍ࢦ
ങ͍ʢചΓʣจ

5) ɹΩϟϯηϧ

3 ॱংϓϩϏοτϞσϧ

ैଐม͕ࢄతͰ͋Δ߹ͷઢܗճؼϞ
σϧͱͯ͠, ॱংϓϩϏοτϞσϧ (1)Λ༻͍
Δ. ͜ͷϞσϧඇઆ໌มͷੑࢄͱऔҾظ
ؒͷෆنଇੑΛѻ͍ͭͭ, ҰํͰઆ໌ม
ͷӨڹΛଊ͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. Ranald[1]͜
ͷϓϩϏοτϞσϧͷతมʹ order agres-

sivenessΛ༻͍ͯҎԼͷఆࣜԽΛͨͬߦ. ͜͜
Ͱ, t = 0, · · · , kظͷจΛ (1)Ͱ ydn,tͱ͠,

y∗dt Ͱ؍ଌ͞Εͳ͍࿈ଓ֬มΛද͢. ·ͨ,

n = 1, · · · , 5จͷछྨΛද͠, dചΓ, ങ

͍ͲͪΒͷจ͔Λද͢. αd
i આ໌ม xdi,t−1

ͷύϥϝʔλͰ͋Δ.

y∗dt =
l∑

i=1

αd
i x

d
i,t−1 + εdt . (1)

ͨͩ͠, εdt ಠཱͰN(0,σ2t )ʹै͏ͱ͢Δ. ·
ଌ͞Εͨจ؍ͨ ydt ࿈ଓ֬ม y∗dt ͱҎ
ԼͷΑ͏ʹؔ࿈͚ͮΔ.

y∗n,t =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1, −∞ < y∗dt ≤ γd1 ,

m, γdm−1 < y∗dt ≤ γdm (m = 2, 3, 4),

5, γd4 ≤ y∗dt < ∞.

͜ͷͱ͖, 1ʙ5·Ͱͷ֤ঢ়ଶ nͷબ֬
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

P (
∑l

i=1 α
d
i x

d
i,t−1 ≤ γd1), n = 1

P (γm−1 <
∑l

i=1 α
d
i x

d
i,t−1 ≤ γdm), n = 2, 3, 4

P (γd4 <
∑l

i=1 α
d
i x

d
i,t−1), n = 5

Ͱද͞ΕΔ. ϓϩϏοτϞσϧͰ εdt ͕ਖ਼ن
ʹै͏ͱԾఆ͍ͯ͠ΔͨΊ֤֬ͱͯ͠

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

Φ(γd1 −
∑l

i=1 α
d
i x

d
i,t−1), n = 1

Φ(γdm −
∑l

i=1 α
d
i x

d
i,t−1),

ɹ− Φ(γdm−1 −
∑l

i=1 α
d
i x

d
i,t−1), n = 2, 3, 4

1− Φ(γd4 −
∑l

i=1 α
d
i x

d
i,t−1), n = 5

͕ಘΒΕΔ. ͨͩ͠Φྦྷੵඪ४ਖ਼نͰ͋
Δ. ·ͨ, It(n)Λ, t൪ͷ؍ଌ ydn,t͕ nͰ͋Δ
߹ʹ 1, ͦΕҎ֎ͷ߹ʹ 0ΛऔΔؔࣔࢦ
ͱ͢Δͱ, ରҎԼͰಘΒΕΔ.

L(αd
1, · · · ,αd

l ) =
k∑

t=1

{It(1) logΦ(γd1 −
l∑

i=1

αd
i x

d
i,t−1)

+
4∑

n=2

It(n) log[Φ(γdm −
l∑

i=1

αd
i x

d
i,t−1)

ɹɹ− Φ(γdm−1 −
l∑

i=1

αd
i x

d
i,t−1)]

+It(5) log[1− Φ(γd4 −
l∑

i=1

αd
i x

d
i,t−1)]}.

͜ΕΛ࠷େʹ͢ΔύϥϝʔλΛٻΊΔ.
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4 Δσʔλ͢༺

ຊߘͰຊࡁܦ৽ฉࣾσδλϧϝσΟΞ
,ͯ͠༺ςΟοΫɾσʔλʱΛརࣜגผݸͷʰہ

arrowheadϦχϡʔΞϧલͷ 20Ӧۀ, arrow-

headϦχϡʔΞϧޙͷ 20ӦۀΛରͱͯ͠
ੳΛͨͬߦ. ରͱ͢ΔࣜגTOPIX100ߏ
ฑͷ༷ʑͳՁ֨ଳͷ10ג−ϑΝʔετϦ
ςΠϦϯά (9983), τϤλࣗಈं (7203), ιϑ
τόϯΫ (9984), ຊాٕۀݚ (7267), ιχʔ
(6758), Ϛπμ (7261), ύφιχοΫ (6752),

ࣗ࢈ಈं (7201), ཱ࡞ॴ (6501), ࢜௨
(6702)−Ͱ͋Δ.

ҎԼͷ 4ͭͷԾઆΛ༻͍ͯੳΛ͏ߦ.

1: ങ͍ (ചΓ)ଆͷ൘͕ް͍΄Ͳ, ͷങ͍࣍
(ചΓ)τϨʔμʔͷจΑΓੵۃతʹ
ͳΔ.

2: ചΓ (ങ͍)ଆͷ൘͕ް͍΄Ͳ, ͷങ͍࣍
(ചΓ)τϨʔμʔͷจΑΓফۃతʹ
ͳΔ.

3: εϓϨου͕େ͖͍΄Ͳ, จΑΓফ
.తʹͳΔۃ

4: จͷִ͕ؒૣ͘ͳΔ΄Ͳ, จΑΓ
ফۃతʹͳΔ.

ද 1. ϦχϡʔΞϧલ

STOCK
Tick
Size

Order
Wait

Buy
depth

Sell
depth Midquote

Actual
Spread

Relative
Spread

Spread
over
tick V olatillity

FastRetailing 10 0.60 193.3 197.3 47,973.9 60.06 0.125 6.01 0.116

Toyota 1 0.17 1,183.1 1245.9 7,124.9 2.76 0.039 2.76 0.054

Softbank 1 0.23 922.4 866.8 6,627.2 2.98 0.045 2.98 0.062

Honda 1 0.23 592.7 587.1 3,718.8 2.03 0.055 2.03 0.059

Sony 0.5 0.17 820.5 821.9 3,041.6 1.59 0.052 3.18 0.067

Matsuda 0.5 0.24 1,752.1 1759.8 1,960.7 1.18 0.060 2.36 0.075

Panasonic 0.5 0.23 3,747.0 3,660.5 1,286.8 0.91 0.071 1.81 0.076

Nissan 0.5 0.28 7,237.4 7,608.8 1,089.5 0.79 0.073 1.58 0.037

Hitachi 0.1 0.38 5,077.3 4,780.3 654.3 0.37 0.056 3.70 0.070

Fujitsu 0.1 0.60 3,878.3 3877.3 577.7 0.46 0.080 4.60 0.090

Mean 0.31 2,540.4 2,540.6 7,405.5 7.313 0.066 3.10 0.071

ද 2. ϦχϡʔΞϧޙ

STOCK
Tick
Size

Order
Wait

Buy
depth

Sell
depth Midquote

Actual
Spread

Relative
Spread

Spread
over
tick V olatillity

FastRetailing 10 1.07 298.0 298.9 45,843.6 35.29 0.077 3.53 0.108

Toyota 1 0.25 1,578.1 1,523.7 7,205.6 2.03 0.028 2.03 0.045

Softbank 1 0.28 992.3 1,079.8 5,998.4 2.22 0.037 2.22 0.059

Honda 1 0.44 1,576.4 1,778.6 3,740.7 1.86 0.050 1.86 0.071

Sony 1 0.28 1,846.6 1,823.5 3,081.3 1.48 0.048 1.48 0.069

Matsuda 0.5 0.24 1,927.2 2,033.5 2,099.6 0.95 0.046 1.91 0.065

Panasonic 0.5 0.29 4,931.2 5,299.1 1,272.5 0.72 0.057 1.45 0.066

Nissan 0.5 0.32 7,253.4 7,875.5 1,152.3 0.68 0.059 1.37 0.076

Hitachi 0.1 0.43 5,647.7 5,704.1 644.9 0.27 0.041 2.66 0.058

Fujitsu 0.1 0.69 4,660.5 4,526.6 554.1 0.35 0.064 3.52 0.081

Mean 0.43 3,071.6 3,194.3 8,159.3 4.585 0.051 2.20 0.070

ද 1, ද 2Ͱجຊฏۉ౷ྔܭΛٻΊͨ. αϯϓ
ϧؒظͰ Sonyͷݺͷ୯Ґ (Tick Size)͕
มߋʹͳ͍ͬͯΔʹҙ͕ඞཁͰ͋Δ.ؾྑ࠷
ྔʹؔͯ͠,ചΓɾങ͍ͲͪΒ૿Ճͯ͠
͍Δ. εϓϨου Actual Spreadͱ Relative

Spread ͷ྆ํͱݮগ͍ͯ͠Δ. ಛʹՁ֨ͷ
େ͖ͳגͷ΄͏͕ͦͷݮগେ͖͘ͳ͍ͬͯ

Δ. Spread over tickͰจʹ͔͔ΔίετΛ
ද͓ͯ͠Γ, arrowheadͷϦχϡʔΞϧʹΑΓ,

จίετ͕ݮগͨ͜͠ͱ͕Θ͔Δ. ಛʹݺ
ͷ୯Ґ͕มߋʹͳͬͨ Sonyʹؔͯ͠จί
ετ͕େ͖͘ݮগ͓ͯ͠Γ, ࠷ྔؾྑ࠷
.Ձ֨େ͖͘૿Ճ͍ͯ͠Δؾྑ ϘϥςΟϦ
ςΟʹؔͯ͠Θ͔ͣͳ͕ΒͰ͋Δ͕, Լ
͍ͯ͠Δ͜ͱ͕Θ͔Δ.

5 ݁Ռͱߟ

ຊߘͰ, આ໌มͱͯ͠,

1) samevolɿจͱಉ͡αΠυͷؾྑ࠷
ྔ

2) oppvolɿจͱٯαΠυͷؾྑ࠷ྔ
3) spreadɿRelativeSpread(૬ରεϓϨου)

4) waitɿ࠷৽ͷ 3ճͷจͷฏۉͪؒ࣌

Λ༻͍ͨ.

ද 3. ύϥϝʔλͷਪఆ
Before BUY Coeff SELLCoeff After BUY Coeff SELLCoeff

samevol -0.124 -0.140 samevol -0.149 -0.211

oppvol 0.043 -0.081 oppvol 0.065 0.069

spread -0.074 -0.097 spread -0.331 -0.281

wait 0.1634 0.142 wait 0.093 0.101

α1 -0.417 -0.352 α1 -0.525 -0.494

α2 1.207 1.344 α2 1.046 1.502

α3 2.755 2.786 α3 2.555 2.550

α4 3.054 3.129 α4 2.907 2.909

ද 3ͷਪఆͷ݁Ռ͔Β, Ͱؒظճͷੳࠓ
ࢿՈͷੵ͕ੑۃେ͖͘มԽͨ͜͠ͱݟड
͚ΒΕͳ͔͕ͬͨ, एׯͷੵੑۃͷ૿Ճ͕͋Δ
͜ͱΘ͔ͬͨ. ·ͨ,εϓϨου͕ࢿՈͷ
จʹ༩͑ΔӨ͕ڹඇৗʹେ͖͘ͳ͍ͬͯΔ͜ͱ
͕Θ͔Δ. ·ͨ, ͯؔ͠ʹੑۃՈͷੵࢿճࠓ
େ͖ͳมԽ͕ݟΒΕͳ͔ͬͨͷ, ϦχϡʔΞ
ϧޙͰ͋Γ, ࢿՈͦΕʹΑͬͯҾ͖͜ى
͞ΕΔӨڹΛ༷͍ͨͯ͜͠ݟࢠͱ͕͑ߟΒΕΔ.

ͦͷͨΊ,ߨԋͰ͞Βʹ͜ͷϦχϡʔΞϧͷ 1

ޙͰͷมԽݟΔ͜ͱͱ͠, ͜ͷ arrowhead

ͷϦχϡʔΞϧʹ͓͍ͯͲͷΑ͏ʹࢿՈͷऔ
Ҿߦಈ͕มԽ͔ͨ͠Λ͍ͯ͘ݟ.

ݙจߟࢀ
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[2] Biais, B., Hillion, P., Spatt, C.,An em-

pirical analysis of the limit order book

and the order flow in Paris Bourse,

Journal of Finance, 50 (1995) 1655-
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࿈ଓؒ࣌ฏۉʵࢄϙʔτϑΥϦΦબͷղ๏

٢ా  1

1ҰڮେֶେֶӃڀݚֶࡁܦՊ
e-mail : ed141003@g.hit-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ຊൃදͰ࿈ଓؒ࣌Ϟσϧʹ͓͚Δฏۉʵ
ʹ࡞ϙʔτϑΥϦΦબΛɼॳతͳૢࢄ
Αͬͯ؆୯ͳฏۉʵࢄϔοδʹؼணͤ͞
ͯղ͘ํ๏ʹ͍ͭͯઆ໌͢Δɽ
ཧϑΝΠφϯεʹ͓͍ͯฏۉʵࢄϙʔτ

ϑΥϦΦબ͔͘ݹΒ͞ڀݚΕ͍ͯΔ
Ͱ͋Δ͕ɼಛʹ࿈ଓؒ࣌ϞσϧͰͷදత
ͳڀݚʹɼྫ͑ [1, 2, 3, 4, 5, 6]ͳͲ͕͋
Δɽయܕతͳ࿈ଓؒ࣌ͷฏۉʵࢄϙʔτϑΥ
ϦΦબ࣍ͷΑ͏ʹఆࣜԽ͞ΕΔɽΘΛ
͋Δదʹఆٛ͞Εͨઓུू߹ɼVT (θ)Λઓུ
θ ∈ ΘͰऔҾ͞Εͨݾࣗۚࢿௐୡతͳϙʔτ
ϑΥϦΦͷظ T ͰͷֹۚɼAΛेେ͖ͳఆ
ͱ͠ɼVT (θ)ͷظΛAҎ্ʹอͪͳ͕Β
ͦͷࢄΛ࠷খԽ͢Δ

inf
θ∈Θ

V ar(VT (θ))

subject to E[VT (θ)] ≥ A

Λ࿈ଓؒ࣌ͷฏۉʵࢄϙʔτϑΥϦΦબ
ͱ͍͏ɽ[1, 2]͜ͷΛ֬త LQ੍ޚ
ʹม͍ͯ͠ڀݚͯ͠Δɽ·ͨɼ[3]͜
ͷΛϙϯτϦϠʔΪϯͷ࠷େݪཧΛ༻͍
ݚͨ͠༺Δɽ[4]ͰತղੳΛԠ͍ͯ͠ڀݚͯ
ͳ͞Εɼ·ͨɼ[5]ͰμΠφϛοΫɾϓϩ͕ڀ
άϥϛϯάʹΑΔ͕ڀݚͳ͞Ε͍ͯΔɽ͞Βʹ
[6]ͰϙʔτϑΥϦΦ͕ෛͷΛͱΔ͜ͱΛڐ
͞ͳ੍͍Λ༩͕ͨ͠͞ڀݚΕ͍ͯΔɽ
ຊڀݚͰ͜ΕΒͷڀݚͱҧͬͨΞϓϩʔ

νΛͱΓɼΛฏۉʔࢄϔοδʹม
ͯ͠ղ͘ɽઌڀݚߦͱͷҧ͍ɼͷ࠷దઓ
ུ͕ฏۉʔࢄϔοδͷ࠷దઓུͷఆഒ
ͱ͍͏୯७ͳܗʹಋ͚Δͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɽ

2 ղ๏ͷ֓ཁ

XΛূ݊ͷׂҾՁ֨Λද͢Rd-ηϛϚϧν
ϯήʔϧɼcΛࢿՈͷॳظอ༗ֹΛද͢ఆɼ
A ≥ cΛेେ͖ͳఆɼRd-֬աఔͷू
߹ ΘΛదʹఆٛ͞Εͨ͋ΔऔҾઓུͷશମ
ͱ͢ΔɽຊൃදͰ࣍ͷΑ͏ͳฏۉʵࢄϙʔ

τϑΥϦΦબΛ͑ߟΔɽ

inf
θ∈Θ

V ar

(
c+

∫ T

0
θ⊤s dXs

)

subject to E

[
c+

∫ T

0
θ⊤s dXs

]
≥ A. (1)

͜ͷΛղͨ͘ΊʹɼB ≥ AͳΔఆΛ༻
͍ͯɼ·ͣ࣍ͷʹ͍ͭͯ͑ߟΔɽ

inf
θ∈Θ

V ar

(
c+

∫ T

0
θ⊤s dXs

)

subject to E

[
c+

∫ T

0
θ⊤s dXs

]
= B (2)

(1)ͷ࠷దղ͜ͷͷղΛBʹ͍ͭͯ࠷খ
Խ͢ΕٻΊΒΕΔɽ͜ͷͷϥάϥϯδϡ
ؔ

L(θ,λ) =E

[(
c+

∫ T

0
θ⊤s dXs −B

)2

+ λ

(
B − E

[
c+

∫ T

0
θ⊤s dXs

])]

=E

[(
c+

∫ T

0
θ⊤s dXs −

(
B +

1

2
λ
))2]

− 1

4
λ2

ͱ͋ΒΘ͢͜ͱ͕Ͱ͖ɼ͜ΕΛ θ ࠷͍ͯͭʹ
খԽ͢Δ͜ͱɼϙʔτϑΥϦΦͱఆͷೋ
ࢄʵۉখʹ͢Δͱ͍͏ɼͻͱͭͷฏ࠷Λࠩޡ
ϔοδͰ͋ΔͱΈͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽͦ͜
Ͱ [7, Lemma 1 (b)] ͱ [8, Lemma 4] ʹΑͬ
ͯ͜ͷฏۉʵࢄϔοδΛղ͘ɽಛʹ [7,

Lemma 1 (b)]࣍ͷΑ͏ͳͷͰ͋Δɽ

ิ 1 (Lemma 1 (b) in [7]) D̃Λ࠷ࢄద
Ϛϧνϯήʔϧଌͷີͱ͢Δͱ D̃͋Δ
ζ̃ ∈ ΘʹΑͬͯ

D̃ = E[D̃2] +

∫ T

0
ζ̃⊤s dXs (3)

ͱ͋ΒΘ͞ΕΔɽ
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͜ͷղͱ [8, Lemma 4]Λ༻͍ͯ͢ࢉܭΔͱ
্ͷϥάϥϯδϡؔΛ࠷খʹ͢Δઓུ θB 

θBs = − B − c

E[D̃2]− 1
ζ̃s

ͱΘ͔Γɼ࠷దղ

V ar

(
c+

∫ T

0
θB⊤
s dXs

)
=

(B − c)2

E[D̃2]− 1

ͱࢉܭͰ͖Δɽ໌Β͔ʹ͜ͷղ B = AͰ࠷
খʹͳΔͷͰ݁ہ (1)ͷ࠷దղ࣍ͷΑ͏ʹ༩
͑ΒΕΔɽ

3 ओ݁Ռ

ఆཧ 2 D̃࠷ࢄదϚϧνϯήʔϧଌͷີ
ɼζ̃s D̃ΛXͷ֬ੵͰදͨ͠ݱͱ͖ʹ
͋ΒΘΕΔඃੵաఔͰ͋Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖
ฏۉʵࢄϙʔτϑΥϦΦબ (1)ͷ࠷ద
ઓུ θ∗ 0 ≤ s ≤ T ʹରͯ͠

θ∗s = − A− c

E[D̃2]− 1
ζ̃s

Ͱ༩͑ΒΕɼ࠷దղ

V ar

(
c+

∫ T

0
θ∗⊤s dXs

)
=

(A− c)2

E[D̃2]− 1

ͱٻΊΒΕΔɽ

ँࣙ ຊڀݚຊֶज़ৼڵձ (JSPS)ͷಛผ
ͷँײʹԉΛड͚͓ͯΓɼ͜͜ࢧʹһ੍ڀݚ
ҙΛද͢Δɽ
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Some properties of density functions on maxima of one-

dimensional diffusion processes

த ஐଇ 1

1໋ཱؗେֶ
e-mail : nakatu.tomonori@gmail.com

1 ֓ཁ

֬ඍํఔ ʢࣜStochastic Differential Equa-

tion, SDEʣཧϑΝΠφϯεͰגՁɺ݊࠴
Ձ֨ɺۚརͷϞσϧͱͯ͠༻͍ΒΕΔɻSDE

ͷղͷ࠷େཧϑΝΠφϯεͰΑ͘ݱΕ
Δ֬มͰ͋Γɺͦͷີؔͷੑ࣭Λௐ
Δ͜ͱඇৗʹॏཁͳͰ͋Δɻ͔͠͠ͳ͕
ΒɺBlack-ScholesϞσϧͷಛผͳϞσϧΛ
আ͘ͱɺͦΕΒͷີؔ۩ମతʹهड़͠ղ
ੳΛ͜͏ߦͱ͕ࠔͰ͋Δɻ
ຊߨԋͰҰݩ࣍ SDEͷղͷࢄɾ࿈ଓ࣌
ͷ݁Ռۙ࠷େͷີؔͷੑ࣭ʹؔ͢Δ࠷ؒ
Λड़Δɻ۩ମతʹɺ·ͣ࠷ؒ࣌ࢄେͷ
ີؔͷ্Լ͔ΒͷධՁʹ͍ͭͯड़Δɻ࣍
ʹɺ࠷ؒ࣌ࢄେͷີ͕ؔ࿈ଓ࠷ؒ࣌େ
ͷີ֤ؔऩଋ͢Δͱ͍͏݁ՌΛհ
͢Δɻޙ࠷ʹɺ࿈ଓ࠷ؒ࣌େͷີ͕ؔਖ਼
Ͱ͋Δ͜ͱͱɺ࿈ଓ࠷ؒ࣌େͱղࣗͷີ
ؔͱͷؔʹ͍ͭͯड़Δɻ
SDEͷղͷີؔͷղੳʹMalliavinղ

ੳ Δఔ༗ޮͰ͋Δ͜ͱ͕͕͋(রࢀ[2],[1])
ΒΕ͍ͯΔɻྫ͑ [3]Ͱ࿈ଓ࠷ؒ࣌େͷ
ີؔͷΒ͔͕ࣔ͞͞Ε͓ͯΓɺ[4]Ͱ
ɺݱେͷີؔͷද࠷ؒ࣌ɾ࿈ଓؒ࣌ࢄ
্͔ΒͷධՁ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɻຊߨԋ [5]ʹ
ͷͰ͋Γɺ[4]ͰಘΒΕ͍ͯͳ͔ͬͨͮ͘ج
ີؔͷੑ࣭ʹ͍ͭͯ͢ٴݴΔɻ
ঘɺີؔͷڀݚۚ༥ͷϦεΫࢦඪ

(άϦʔΫε)ͷࢉܭͱີͳ͕ؔ͋ΓɺSDE

ͷղͷ࠷େʹґଘ͢Δۚ༥ͷϦεΫࢦඪ
ʹ͍ͭͯɺσϧλɾΨϯϚʹؔͯ͠ [6]ɺϕΨ
ʹؔͯ͠ [7]ͷ݁Ռ͕͋Δɻ

2 ઃఆ

ຊߨԋͰҎԼͷҰݩ࣍ SDEΛ͑ߟΔɿ

Xt = x0 +

∫ t

0
b(s,Xs)ds+

∫ t

0
σ(s,Xs)dWs

(1)

ͦͯ͠ҎԼͷ֬มΛ͑ߟΔɿ

Mn
T = max{Xt1 , · · · , Xtn},MT = max

0≤t≤T
Xt

ୠ͠ 0 < t1 < · · · < tn = T ͱ͢Δɻ͞Βʹ
pXT , pMn

T
, pMT ΛͦΕͧΕXT ,Mn

T ,MT ͷີ
ؔͱ͢Δɻ
SDE(1)ͷ b,σ ʹదͳԾఆΛஔ͘ͱɺ

(1)ͷղͷਪҠ֬ີ

1

m1(t− s)
1
2

e−m2
(x−y)2

t−s

≤ p(s, x; t, y)

≤ 1

M1(t− s)
1
2

e−M2
(x−y)2

t−s

Λຬͨ͢͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɻୠ͠ɺm1,m2,M1,M2 >

0 x, y ∈ Rͱ s, t ∈ [0, T ]ʹґଘ͠ͳ͍ఆ
Ͱ͋Δɻ([8]ࢀর)

3 ओ݁Ռ

ఆཧ 1. SDE(1)ͷ b,σʹదͳԾఆΛஔ
͘ͱ

1

mn
1m

n−1
2

2

×
n∑

k=1

π
n−k
2

2
2n−k−1

2

(
k−1∏

i=1

ϕ(Di(x))

)
1√
tk
e
−m2

(x−x0)
2

tk

≤ pMn
T
(x)

≤ π
n−1
2

Mn
1 M

n−1
2

2

×
n−1∑

k=1

1√
tk
e
−M2

(x−x0)
2

tk +
1√
tn
e−M2

(x−x0)
2

tn

͕ҙͷ x ∈ Rʹରͯ͠Γཱͭɻୠ͠ɺ

Di(x) :=

√
2m2(ti+1 − ti)

titi+1
(x− x0), i = 1, · · · , k − 1

ϕ(x) :=
∫ x
−∞ e−

y2

2 dyͱ͢Δɻ
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ఆཧ 2. SDE(1)ͷ b,σʹదͳԾఆΛஔ
͘ɻa0 > x0Λҙʹݻఆ͢Δͱ

pMn
T
(x) → pMT (x)

͕ n → ∞ͷ࣌ɺ֤ x > a0ʹରͯ͠Γཱͭɻ

ఆཧ 3. SDE(1)ͷ b,σʹదͳԾఆΛஔ
͘ͱ

pMT (x) > 0

͕ҙͷ x > x0ʹରͯ͠Γཱͭɻ

ఆཧ 4. SDE(1)ͷ b,σʹదͳԾఆΛஔ
͘ͱ

lim sup
x→∞

pMT (x)

pXT (x)
≥ 1 (2)

͕Γཱͭɻ

ҙ 5. (2) x → ∞ͷ࣌ɺpMT (x) → 0ͷૣ
͕͞ pXT (x) → 0ͷૣ͞Λ͑ͳ͍ɺଈͪ

lim
x→∞

pMT (x)

pXT (x)
̸= 0

ͱͳΔ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠Δɻ
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1 Abstract

We consider a boundary value problem of

the Stokes equation and a correspoding pressure-

Poisson equation. The pressure-Poisson equa-

tion is useful to calculate the pressure numer-

ically in the Navier-Stokes equation. For ex-

ample, it is used in the MAC method and as

well as in the SMAC method [1, 2]. As a natu-

ral interpolation between these problems, we

introduce ε-Stokes problem and give conver-

gence estimates when ε→ 0 or ∞.

2 Problems

Let Ω be bounded domain in Rn with Lip-

shitz continuous boundary Γ. Let f ∈ L2(Ω)
n

and let u0 ∈ H1/2(Γ)n satisfy
∫
Γ u0 · ν = 0.

The Stokes problem is to find uS ∈ H1(Ω)
n
, pS ∈

L2(Ω)/R satisfying

(S)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−∆uS +∇pS = f on H−1(Ω)
n
,

div uS = 0 on L2(Ω),

uS = u0 on H1/2(Γ).

The Stokes problem is known to be well-posed

[3, 4]. Taking the divergence of the first equa-

tion, we can lead that

div f = −∆(div uS) + ∆pS = ∆pS .

in the distribution sence. Let p0 ∈ H1/2(Γ).

Then we can consider a similar problem: Find

uPP ∈ H1(Ω)
n
, pPP ∈ H1(Ω) satisfying

(PP )

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−∆pPP = − div f in H−1(Ω)
n
,

−∆uPP = f −∇pPP in H−1(Ω),

uPP = u0 on H1/2(Γ)n,

pPP = p0 on H1/2(Γ).

This is often called pressure-Poisson problem

and this idea is used in MAC or SMACmethod

[1, 2].

As a natural interpolation between these
problems (S) and (PP), we consider an in-
termediate problem: Find uε ∈ H1(Ω)

n
, pε ∈

H1(Ω) satisfying

(ES)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−∆uε +∇pε = f in H−1(Ω)
n
,

−ε∆pε + div uε = −ε div f in H−1(Ω),
uε = u0 on H1/2(Γ)n,
pε = p0 on H1/2(Γ).

with ε > 0 given. Let this problem be called

ε−Stokes problem. We can write a diagram:

(PP ) (S)

(ES)

ε→∞

!!●●●●●●●●● ε→0

""②②②②②②②②

図 1. Sketch of the connection between the problems
(S), (PP) and (EP).

Theorem 1. Each of three problems has a

unique solution.

Remark 2. If pS ∈ H1(Ω), there exists a con-

stant c′ such that

||uPP − uS ||H1(Ω)n ≤ c′||p0 − pS ||H1/2(Γ),

||uε − uS ||H1(Ω)n ≤ c′||p0 − pS ||H1/2(Γ)

for an arbitrarily ε > 0.

In this paper, we give convergence estimates

of uε and pε when ε→ 0 or ∞.

3 Links between (ES) and (PP)

Theorem 3. Let (uPP , pPP ) ∈ H1(Ω)
n×H1(Ω)

satisfy (PP) and (uε, pε) ∈ H1(Ω)
n × H1(Ω)

satisfy (ES) for fixed ε > 0. Then, there exists

a constant c such that

||uε − uPP ||H1(Ω)n ≤ c

ε
|| div uPP ||H−1(Ω),

||pε − pPP ||H1(Ω) ≤
c

ε
|| div uPP ||H−1(Ω).
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For example, let us assume that Ω = [0, 1]×
[0, 1] and the Dirichlet boundary conditions

are u0 = (x(x−1), y(y−1)), p0 = 2x+2y−2.

We solve the problems (ES) and (PP) by using

FreeFem++ [5]. The numerical errors ||pε −
pPP ||H1(Ω), ||uε − uPP ||H1(Ω)n are shown in

Figure 2, 3.

10-20
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0.1x-1

図 2. ||pε − pPP ||H1(Ω) vs. ε.
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図 3. ||uε − uPP ||H1(Ω)n vs. ε.

4 Links between (ES) and (S)

Theorem 4. Let 0 < ε < 1 fixed and (uε, pε) ∈
H1

0 (Ω)
n ×H1

0 (Ω) satisfy (ES). Then,

uε ⇀ uS weakly in H1
0 (Ω)

n
,

pε ⇀ pS weakly in L2(Ω)/R

as ε→ 0, where (uS , pS) ∈ H1(Ω)
n×L2(Ω)/R

is the solution of (S). In addition, if pS ∈
H1(Ω), when ε→ 0,

uε → uS strongly in H1
0 (Ω)

n
,

pε → pS strongly in L2(Ω)/R.

If ε is small enough, (ES) can be solved by

the stabilized finite element method with P1-

P1 element as a substitute for (S).

5 Future Works

Stokes and Navier-Stokes equations with pres-

sure boundary conditions have been studied

as for instance in [6, 7]. We will consider

these mixed boundary conditions and apply

this idea of ε-Stokes problem in future.
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アダプティブ Lagrange–Galerkin法による２次元移流問題の数値計算
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1金沢大学，2JSTさきがけ
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1 はじめに
一般に，数値計算に用いるメッシュの分割幅
を小さくすれば数値解と厳密解の誤差も小さく
なることが期待できるが，一方で計算時間は増
大する．精度の向上と計算時間の低減を両立す
るために，局所的にメッシュを細かくするアダ
プティブメッシュリファインメント (例えば [1]
参照)を採用し，流れ問題の強力な数値解法の
ひとつである Lagrange–Galerkin (LG)法 (例え
ば [2, 3, 4, 5]参照)と組み合わせた，アダプティ
ブ LG法を考える.

LG法は物質微分項を特性曲線法に基づいて
離散化する有限要素法で,射影法や安定化法に
も拡張されている [6, 7, 8]．特性曲線法では流
体粒子の軌跡を考えて，その軌跡に沿って物質
微分項を離散化する．LG法は，有限要素法が
もつ領域形状の柔軟性などの利点に加えて，移
流に対する強靭性と得られる連立一次方程式の
係数行列の対称性という利点もあわせもつ．
このアダプティブ LG法を２次元移流問題に

対して実装した数値計算結果を,誤差,最大値の
減衰,計算時間の観点から調べて報告する．

2 アダプティブ LGスキーム
Ω ⊂ R2 を有界領域，T を正定数とする．次
の (純)移流方程式で支配される問題;

∂φ
∂ t

+u ·∇φ = f , (x, t) ∈ Ω × (0,T ), (1a)

φ = g, (x, t) ∈ Γin(t)× (0,T ),

(1b)

φ = φ 0, x ∈ Ω , t = 0, (1c)

を満たす φ : Ω × (0,T ) → R を求めよ, を考え
る. ここに, u ∈C([0,T ];W 1,∞(Ω)2)は与えられ
た流速, f ∈ C([0,T ];L2(Ω)) は与えられた外力
である. Γin は流入境界で，n : ∂Ω → R2 を単位
法線ベクトルとして，

Γin(t) ≡ {x ∈ ∂Ω ; u(x, t) ·n(x) < 0}

で定義する．本稿では Γin は時刻 t に依存しな
いと仮定する. g ∈ C([0,T ];C(Γ̄in)), φ 0 ∈ C(Ω̄)

はそれぞれ与えられた境界値,初期値である.

時間刻み ∆t に対して NT ≡ ⌊T/∆t⌋, tn ≡ n∆t
とする. T n

h = {K} を時刻 tn における Ω̄ の
三角形分割とする. hK を要素 K の直径，hn ≡
maxK∈T n

h
hK とする. g0 ∈C(Γ̄in)に対して，有限

要素空間 Xn
h , Ψ n

h (g0), Ψ n
h ⊂ H1(Ω)を

Xn
h ≡ {ψh ∈C(Ω̄); ψh|K ∈ P1(K), ∀K ∈ T n

h },
Ψ n

h (g0) ≡ {ψh ∈ Xn
h ; ψh(P) = g0(P), P ∈ Γ̄in},

Ψ n
h ≡Ψ n

h (0)で定義する. ここに, P1(K)は要素
K 上の１次関数全体の空間, Pは節点を表す．

L2(Ω) 内積を (·, ·) で表す. Ω × (0,T ) また
は Γin × (0,T )上で定義された関数 f0 に対して
f n
0 ≡ f0(·, tn)とする. 関数 Xn

1 : Ω → R2 と関数
の合成記号 ◦をそれぞれ

Xn
1 (x) ≡ x−un(x)∆t, ψ ◦Xn

1 (x) ≡ ψ
(
Xn

1 (x)
)
,

により定義する.
初期値 φ 0 の近似 φ 0

h ∈Ψ 0
h (g0)が与えられた

とする．問題 (1)のための LGスキーム;
(

φ n
h −φ n−1

h ◦Xn
1

∆t
,ψh

)
= ( f n,ψh),

∀ψh ∈Ψ n
h , n = 1, · · · ,NT , (2)

により φh = {φ n
h ∈Ψ n

h (gn); n = 1, . . . ,NT} を求
める．

3 アダプティブメッシュリファインメン
ト

ALBERTA [1] に基づくアダプティブメッシ
ュリファインメントアルゴリズムを採用する.

注意 1 T org
h を基準となる（最も粗い）三角形

分割とし，T org
h による P1有限要素空間を Xorg

h
とする．常に T org

h の細分となるメッシュを用
いるため，

Xn
h ⊂ Xorg

h , n = 0, . . . ,NT , (3)

が満たされる．
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c1, c2, c3 を正定数とする. 時間ステップ nに
おいて,すべての要素 K ∈ T n

h について
⎧
⎪⎨

⎪⎩

hK∥φ 0∥L2(K) ≤ c1 (n = 0),

hK

∥∥∥
φ n

h −φ n−1
h ◦Xn

1
∆t

− f n
∥∥∥

L2(K)
≤ c2 (n ≥ 1),

が満たされるようにメッシュを細分し，また，

hK

∥∥∥
φ n

h −φ n−1
h ◦Xn

1
∆t

− f n
∥∥∥

L2(K)
≥ c3 (n ≥ 1),

が (概ね)満たされるようにメッシュを粗くする.

注意 2 移流拡散問題のためのアダプティブ LG法
に対して事後誤差評価が得られている [9]. 本
稿では,シンプルに残差に基づくアダプティブ
メッシュリファインメントを採用する.

4 数値計算
関数 ρ = ρ(x, t)を

ρ(x, t) ≡ exp
[
−100{(xcos t + ysin t −0.25)

+(−xsin t + ycos t)}
]

とおく. 次のテスト問題を設定する.

テスト問題 1 Ω = (−1,1)2, T = 2π , u(x, t) =

(−x2,x1)T , f = 0, g = 0, φ 0 = ρ(·,0)とする. 厳
密解は（近似的に）φ(x, t) = ρ(x, t)となる.

テスト問題 1 をスキーム (2) を用いて解く.
∆t ≈ 0.01とし, c1, c2, c3を適切に設定して，次
の 5つのメッシュを用いて計算を行う.

1) FreeFem++ [10]で生成した 1辺 40分割
の一様メッシュ (要素数：4,000程度). こ
れを T org

h とする.
2) FreeFem++ で生成した 1 辺 200 分割の
一様メッシュ (要素数：95,000程度).

3) T org
h を基準としたアダプティブメッシ
ュ. 要素数は 95,000程度にコントロール.

4) T org
h を基準としたアダプティブメッシ
ュ. 要素数は 30,000程度にコントロール.

5) T org
h を基準としたアダプティブメッシ
ュ. 要素数は 10,000程度にコントロール.

これらの数値計算結果を，L2(Ω)-誤差,数値解
の最大値の減衰,計算時間の観点から比較して
有用性について報告する.

5 結び
我々は 2次元移流問題に対して,アダプティ

ブ Lagrange–Galerkin 法を実装した. テスト問
題に対して, 数値計算を行い, 結果を L2(Ω)-誤
差,数値解の（最大値の）減衰,計算時間の観点
から比較した. 適切な誤差指標の設定や 3次元
問題への拡張は今後の課題である.

謝辞 本研究は JSPS 科研費, No. 26800091,
No. 16K13779, 日中韓フォーサイト事業, JST
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ٿ෦ʹ͓͚ΔΈ-Ԡྗߏؔͱμϝʔδͷํ͑ߟ

ฏ ࿕࢙ 1

1໋ཱؗେཧ
e-mail : s-hrn@fc.ritsumei.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ੑʹ͓͍ͯ,ΈɾԠྗͱʹθϩͱ͍
͏ঢ়ଶΛج४ʹऔΔͷ͕, ΒΕΔ؆୯͍༺͘
Խͷํ๏Ͱ͋Δ. ҰํͰཹԠྗͷΑ͏ʹ, ͋
Β͔͡ΊඇྵͳԠྗ͕ʹଘ͍ͯ͠ࡏΔঢ়ଶΛ
,४ͱ͠ج ͔ͦ͜ΒͷΈΛ͑ߟΔ͜ͱ͋Δ.

ٿ෦ͷੑมܗͷѻ͍ํ, ͲͪΒ͔ͱ͍
͑ऀޙʹ͍ۙͷͰ͋Δ. ͦͦٿ
ੜҎདྷ, ͓ͦΒ͘Ұͱͯ͠Ԡྗθϩͱ͍͏ঢ়
ଶΛ͍ͯ͠ݧܦͳ͍ͱ͑ߟΒΕΔ. ͦ͜Ͱٿ
෦ʹ͓͍ͯ·ͣ, ͋Δج४ࠁ࣌ʹ͓͚Δ
ΈΛθϩ, ͦͷࠁ࣌ʹ͓͚ΔԠྗΛॳظԠྗঢ়
ଶͱఆٛ͠, ͔ͦ͜ΒͷԠྗཚ͕Έʹґଘ
͢Δͱ͍͏ϞσϧԽΛߦͳ͏. ͜ͷॳظԠྗ,

ྫ͕͑ٿؒ࣌มܗΛଓ͚͖ͯͨ݁Ռੜ͡
,ԠྗʹՃ͑ͯཹͨ ॏྗͷӨڹϓϨʔτӡ
ಈͳͲʹΑΔྗΛؚΉ. ޙ 2ऀٿ෦ͷہ
ॴྖҬΛ͑ߟΔ߹ʹԕํ͔Βͷ֎ྗͱ͑ߟ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖, ҰํͰશنٿͷมܗΛ͑ߟ
Δ߹ʹྗͰ͋Δ. ͜ͷϞσϧԽʹ͓͍ͯ
, Έ͕খ͍͞͏ͪԠྗཚ͕Έʹઢܕ
ʹґଘ͢Δͱ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͔͠͠Έ
͕૿େ͢ΔʹͭΕඇઢܗͳڍಈΛࣔ͢߹͋
Γ, ΒΕΔ߹ͳͲʹରԠݟੴʹμϝʔδ͕ؠ
͢Δ. ຊߘͰٿཧֶʹ͓͚Δ͜ΕΒॳظ
ԠྗͱԠྗཚͷఆࣜԽ, ͓Αͼඇੑม͕ܗ
ੜ͡Δ߹ͷํ͑ߟΛϨϏϡʔ͢Δ.

2 ϞσϧԽɿੑมܗͷΈͷ߹

ੑྖҬ Ω(⊂ R3) Λ͑ߟΔ. Ω ͦٿͷ
ͷͰ͋Δͱͯ͑ߟΑ͍͠, ͋Δ͍ٿ
෦ͷہॴྖҬʹͷΈ͢ΔͷͰ͋Ε࣮࣭త
ʹ Ω = R3 ͱͯ͠Α͍. ॳظԠྗ, ͢ͳ
Θͪࠁ࣌ t = 0 ʹ͓͚ΔҐஔ x(∈ Ω) ͰͷԠྗ
Λ σ0(x) ͱ͢Δ. ॳظঢ়ଶ͕४੩తͰ͋Δͱ͢
Ε, ॳظԠྗੑମͷฏํߧఔ͓ࣜΑͼτ
ϥΫγϣϯϑϦʔͷڥք݅

{
div σ0 = 0, x ∈ Ω

σ0n = 0, x ∈ ∂Ω
(1)

Λຬͨ͢ͷͰ͋Δ. ͨͩ͜͜͠Ͱ n  Ω ද
໘ʹ͓͚Δ֎͖୯Ґ๏ઢϕΫτϧͰ͋Δ. ࣍
ʹॳࠁ࣌ظΛج४ͱͨ͠ମ෦ͷͷมҐΛ
u = u(x, t) ͱ͠, ͦΕʹΑͬͯఆ·ΔԠྗ
ཚΛ δσ(u) ͱ͢Δ. ͭ·Γମʹ࡞༻͍ͯ͠
Δਖ਼ຯͷԠྗ σ(x, t) 

σ(x, t) = σ0(x) + δσ(u(x, t)) (2)

Ͱ͋Δ͕, ࣜ (1) Λྀ͢ߟΕ, δσ ୯ಠͰӡ
ಈํఔࣜ
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ρ ∂2t u = div δσ + f , x ∈ Ω, t > 0

u = ∂tu = 0, t = 0

δσn = 0, x ∈ ∂Ω

(3)

.ΘΕΔݱʹ ͨͩ͜͜͠Ͱ ρ ମͷີ,

f = f(x, t) աతͳ֎ྗͰ͋Δ. ྫ͑
ʹΑΔஅͷഁյͱΓ, ͋Δ͍Րࢁ෦
ͰͷϚάϚͷҠಈͳͲ, ຊདྷͰ͋Εُ྾ঢ়
ͷڥքΛ Ωʹผ్ಋೖ͠, ͦ͜ʹ͔͠Δ͖
,ΕΔ͕͞ݱք݅Λ՝͢͜ͱͰදڥ ͜ΕΛ
Ձͳମੵྗʹஔ͖͑Δ͜ͱՄͰ͋Δ [1]

ͨΊ, f ʹΑͬͯͦΕΒͷݱΛද͢ݱΔ͜ͱ
Ͱ͖Δ. ࣜ (3) ͷҙຯ͢Δͱ͜Ζ, ॳہ݁
Ԡྗظ σ0 มҐ u ,ͣͤؔʹ δσ Λ༩͑Ε
ӡಈ͕ఆ·Δͱ͍͏͜ͱͰ͋Δ. ·ͨٿ
ཧֶʹ͓͍ͯ, ྫ͑ද (x ∈ ∂Ω) ʹ͓͚
ΔมҐΛσʔλͱ͠, ٿ෦Ͱੜͨ͡ݱ f

ͷۭؒ࣌Λਪఆ͢Δٯղੳ͕Μʹߦ
ͳΘΕΔ͕, ͦͷղੳʹΑͬͯॳظԠྗܾ
ͯ͠Γಘͳ͍ͱ͍͏͜ͱʹͳΔ. ͳ͓ӡಈํ
ఔࣜ (3)ʹՃ͑ͯΈ-Ԡྗߏؔ, ͢ͳΘͪ
δσ(u) ͕۩ମతʹ༩͑ΒΕΔඞཁ͕͋Γ, ͜ͷ
͕ؔ σ0 ʹґଘ͢Δ߹ʹ, σ0 ͕ਪఆͰ͖
ΔՄੑ͕͋Δ [2]͕,Լͷؠੴʹ͍ͭͯͦͷ
ґଘੑ͕ͲͷΑ͏ͳͷ͋Δ͔ఆ͔Ͱͳ͍.

3 ϞσϧԽɿඇੑมܗΛؚΉ߹

ٿΛߏ͢ΔؠੴͳͲͷ࣭௨ৗ, ѹॖ
݅ԼͰঃʑʹ͍ࠩߴԠྗΛ࡞༻ͤͯ͞Ώ͘
ͱ, ੑݶքΛ͑Δେ͖ͳࠩԠྗͷԼͰ
Έ૿Ճʹͳ͏Ԡྗ૿Ճ͕Լ͢Δ. ͦͯ͠
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ͦͷঢ়ଶ͔ΒࠩԠྗΛԼ͛Δͱ, -དྷͨΈݩ

ԠྗߏۂઢͱҟͳΔۂઢΛඳ͍ͯج४ঢ়
ଶΔ. ैͬͯ, ͜ͷաఔͰΤωϧΪʔଛ
ࣦ͕ੜ͓ͯ͡Γ, ͦͷ࣮ଶؠੴ෦ʹඍখُ
྾͕৽ͨʹൃੜ͢ΔաఔͰ͋Δͱ͑ߟΒΕ͍ͯ
Δ. ͜ͷաఔͷϚΫϩͳڍಈΛهड़͢Δ࿈ଓ
ମྗֶ͕μϝʔδɾϝΧχΫεͰ͋Δ. ٿ
ཧֶͷͰμϝʔδͷϞσϧԽʹଟ
ͷީิ͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔ͕, Ԡྗ͘͠Έ
ͷ͍ͣΕ͔͕ᮢΛ͑ΔͱԠྗ૿Ճ͕಄ଧͪ
ʹͳΔͱ͍͏ߏؔΛԾఆ͢Δ߹͕ଟ͍.

͜͜ͰੑఆςϯιϧΛ C, Έςϯι
ϧΛ ε = 1

2

(
gradu+ (gradu)T

)
, ྻߦ A ͷ

Frobenius ϊϧϜΛ ∥A∥ =
√
tr (A∗A) ͱͯ͠,

ҎԼʹ͍͔ͭ͘ͷྫΛ͛ڍΔ. ͳ͓, ͍ͣΕͷ
Ϟσϧʹ͓͍ͯ, ઢܗੑϞσϧʹै͍૿Ճ
͢ΔͣͩͬͨԠྗͱ࣮ࡍͷԠྗͱͷࠩ,

ඇੑมܗΛ͢ΔͨΊͷෆՄٯతͳࣄΛ͠,

ͦͷͿΜͷΤωϧΪʔࢄҳ͢Δ.

a). Ԡྗͷେ͖͞ʹ্ݶΛઃ͚ΔϞσϧ [3]:

σ =min

(
1,

σth
∥σ0 +Cε∥

)
(σ0 +Cε)

ͨͩ߱͠෬Ԡྗ σth ࣭ݻ༗ͷᮢ.

b). ภࠩԠྗ s = σ − 1
3 (trσ) I ͷ૿େʹ

ͳ͍Ԡྗ૿Ճ͕ಷΔϞσϧ [4]:

∂tσ =C∂t(ε− ε(p)),

઼ͨͩ͠ੑΈ ∂tε(p) , s/∥σ∥ͷ 1

Αͼ͓࣍ ͜,ͷ߲͔ΒͳΔ૿ՃؔͰ࣍2
Ε͕ແࢹͰ͖ͳ͍େ͖͞ͱͳΔͷҎԼ
ͷ௨Γຎࡲ µΛͳ͏Mohr-Coulomb

ͷ߱෬ن४Λຬͨ͢ͱ͖Ͱ͋Δ:

∥s∥ ≥ 1

3
µ trσ.

c). ॳظΛ λ0, G0 ͱ͢Δ࣮ޮతͳ Lamé

ఆ͕, Έෆมྔͷൺ ξ := tr ε/∥ε∥ ͷ
૿େʹͳ͍ݮগ͢ΔϞσϧ [5]:

σ = σ0 +

(
λ0 −

αγr
ξ

)
(tr ε)I

+ 2
(
G0 −

αγr
2

(ξ − ξ0)
)
ε,

ͨͩ͠ γr ੑఆͰ, μϝʔδม α

(0 ≤ α ≤ 1)Έͷେ͖͞ʹ͍ͭͯͷ
ᮢ ξ0 Λͳ͏ҎԼͷൃలଇʹै͏:

∂tα ∝ ∥ε∥2 (ξ − ξ0) .

Ҏ্ΑΓ, ࣮࣭తʹϞσϧ (a, b) ࠷େԠྗ
,४ن Ϟσϧ (c) ࠷େΈن४ʹΑΔඇੑ
ԽͰ͋Δ. ͜͜ͰͱͳΔͷ, نେԠྗ࠷
४ࣜ (2) ΑΓॳظԠྗΛՃຯͨ͠ͷͰ͋Δ
͕, Έʹ͍ͭͯॳظঢ়ଶΛθϩͱͨ͠ͷͰ,

༩دʹҎ߱ͷΈมԽ͚͕ͩμϝʔδࠁ࣌४ن
͢Δͱ͍͏Ͱ͋Δ. ྫُ͑྾ͷͰ, ॳ
,߹ͷͤΜஅʹΉԠྗ͕ಛఆํظ ͦ
ͷ͕ࣜ (2) ͷॏͶ͋ΘͤʹΑُͬͯ྾ൃੜ
,গ͢Δ߹͕͋ΓݮՃ͢Δ߹ͱ૿ʹޙ ૿Ճ
͢Δ߹ඇੑมܗʹҠ͠ߦ͍͢Մੑ͕
͋Δ. ͔͠͠Ϟσϧ (c) ͷΑ͏ʹΈ͚ͩͰඇ
ੑมܗͷ߹͍͕ܾ·Δ߹, ॳظԠྗ
,Εͳ͍ͷͰྀ͞ߟ ύλʔϯ͕ҟͳΔ.

4 ·ͱΊͱల

ѹॖʹ͓͚Δؠੴͷಈతͳੑɾඇੑม
,Λѻ͏͘ܗ ٿཧֶͷͰఏএ͞Εͯ
.Λհͨ͠ํ͑ߟ͖ͨ ؍ۙࢸݧ࣮ͩͨ͠
,Ͳͷ͍ͯͭʹܗͳͨΊ,ಛʹඇੑมࠔ͕
Ϟσϧ͕ୈθϩۙࣅΛ͑Δઆ໌ྗΛ༗ͯ͠
͍Δ͔, ະͩ໌Β͔Ͱͳ͍. ൃදͰ, ॳظԠྗ
͕ॏཁͰ͋Δ߹Λྫࣔ͠, ैͬͯͷಛ
ʹΑͬͯ࠷େԠྗن४ʹΑΔඇੑԽϞσϧ
Λར༻͍ͨ͠ಈػ͚͕͋Δ͜ͱհ͢Δ.
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Maxwell–Zener 粘弾性モデルの勾配流構造とその数値解法
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1 概要
粘弾性体とはゴムや高分子材料といった弾性
体の性質と粘性体の性質を兼ね備えた物体であ
り,応力緩和やクリープという挙動を示すこと
が特徴である. 粘弾性体の数理モデルを弾性要
素であるバネと粘性要素であるダッシュポット
を構成要素として表すことができる. Maxwell

粘弾性モデルとはこれらの要素を直列に繋いで
表される数理モデルであり [1], Maxwell–Zener

粘弾性モデルはMaxwell粘弾性モデルのダッ
シュポットの部分に新たにバネを並列に繋げる
ことで表される数理モデルである. Maxwell粘
弾性モデルは応力緩和のみを表すことができる
が, Maxwell–Zenerモデルはそれに加えクリー
プも表すことができる. Maxwell–Zener粘弾性
体モデルにおける応力, 歪みは, 一般的な弾性
体問題における応力, 歪みに新たに粘性項を加
えることで定義することができ, それを用いて
このモデルの支配方程式を得ることができる.

本研究ではこのモデルに対するエネルギー勾配
流構造の解明, 有限要素スキームの提案と数値
計算, 提案スキームにおける厳密解との誤差評
価を行った.

図 1. Maxwell–Zener粘弾性体モデル導出の概念図

2 支配方程式と弱形式
Ω ⊂ Rd(d = 2, 3)を有界領域, Γ := ∂ΩをΩ

の境界, T を正の実数とする. Γ は重複のない
二つの境界 ΓD, ΓN の和で表されるものとする
(Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N , ΓD ∩ ΓN = ∅). ΓD ̸= ∅とす
る. 未知関数 u : Ω × (0, T ) → Rdを粘弾性体
領域の変位, φ : Ω× (0, T ) → Rd×d

symを粘性部分

の歪みテンソルとする. Maxwell–Zener粘弾性
モデルの応力テンソル σ, 歪みテンソル e を関
数 u, φ を用いて次のように定義する.

σ[u,φ] := C(e[u]−φ), e[u] :=
1

2

[
∇u+(∇u)T

]
.

ここに, C ∈ Rd×d×d×dは均質等方正値対称弾
性テンソルで, Lamé 定数 λ, µ (dλ + 2µ > 0)

を用いて Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) で
ある.

次の方程式を満たす (u,φ) : Ω × (0, T ) →
Rd × Rd×d

sym を求める問題を考える.

−∇ · σ[u,φ] = f, (x, t) ∈ Ω × (0, T ), (1a)

η
∂φ

∂t
+ αφ− σ[u,φ] = 0,

(x, t) ∈ Ω × (0, T ), (1b)

u = g, (x, t) ∈ ΓD × (0, T ), (1c)

σ[u,φ]n = q, (x, t) ∈ ΓN × (0, T ), (1d)

φ = φ0, (x, t) ∈ Ω, t = 0. (1e)

ここで, η > 0, α ≥ 0は定数, f : Ω × (0, T ) →
Rd, g : ΓD×(0, T ) → Rd, q : ΓN×(0, T ) → Rd,

φ0 : Ω → Rd×d
sym は与えられた関数である.

関数空間 V (g), V , Ψ を次のように定める.

V (g) :=
{
v ∈ H1(Ω;Rd); v|ΓD

= g
}
,

V := V (0), Ψ := L2(Ω;Rd×d
sym).

(·, ·) を L2(Ω;Rd) 内積, (·, ·)Ψ を L2(Ω;Rd×d)

内積とする. [u, v]ΓN を

[u, v]ΓN :=

∫

ΓN

u · v ds

と定義する．問題 (1) の弱形式は, 方程式
(
η
∂φ

∂t
,ψ
)

Ψ
+A

(
(u,φ)(t), (v,ψ)

)
= ⟨ℓ(t), v⟩,

∀(v,ψ) ∈V × Ψ, (2)

87



を満たす {(u,φ)(t) ∈ V (g(t))× Ψ ; t ∈ (0, T )}
を求めよ, となる. ここに A と ℓ(t) は次式で
定義される双線形形式と線形形式である.

A
(
(u,φ), (v,ψ)

)

:=
(
σ[u,φ], e[v]− ψ

)
Ψ
+ α(φ,ψ)Ψ

=
(
C(e[u]− φ), e[v]− ψ

)
Ψ
+ α(φ,ψ)Ψ ,

⟨ℓ(t), v⟩ :=
(
f(t), v

)
+ [q(t), v]ΓN .

3 エネルギー勾配流構造
Maxwell–Zener粘弾性モデルの総エネルギー

を次のように定義する.

E(u,φ) :=
1

2
A
(
(v,ψ)(t), (v,ψ)

)
− ⟨ℓ(t), v⟩.

任意の φ ∈ Ψ に対してエネルギーの最小値を
E∗(φ) := minu∈V E(u,φ)とする. このとき (2)

は次の勾配流構造を持つ.

∂φ

∂t
= −∂E∗.

4 有限要素スキームと誤差評価
Th = {K}を Ω の三角形 (d = 2)または四面

体 (d = 3) 分割とし, Ωh := int
⋃

K∈Th K とす
る. 以下では簡単のため Ω = Ωh とする. Vh(g)

を V (g) の P1 有限要素空間, Ψh を Ψ の P0

有限要素空間とし, Vh := Vh(0) とする. τ > 0

を時間刻みとしNT := ⌊T/τ⌋とする. (2) の近
似解 {(ukh,φkh) ∈ Vh(gk)× Ψh; k = 1, . . . , NT }
を有限要素スキーム
(
ηDτφ

k
h,ψh

)
+A

(
(ukh,φ

k
h), (vh,ψh)

)
= ⟨ℓk, vh⟩,

∀(vh,ψh) ∈ Vh × Ψh (3)

により求める. ただし Dτφk := φk−φk−1

τ であ
る. ノルム ∥ · ∥ℓ∞(L2), ∥ · ∥ℓ2(H1)を

∥φ∥ℓ∞(L2) := max{∥φk∥L2(Ω); k = 0, . . . , NT },

∥u∥ℓ2(H1) :=

{
τ

NT∑

k=1

∥φk∥2H1(Ω)

}1/2

で定める. 次の定理が成立する.

定理 1 α > 0, g = 0とする. 問題 (2) の解
(u,φ) は十分なめらかとする. (uh,φh) をス
キーム (3) の解とする. このとき, h と τ に依
存しない定数 c† > 0 が存在して, 次の評価が
成立する.

∥φh − φ∥ℓ∞(L2), ∥uh − u∥ℓ2(H1) ≤ c†(h+ τ).

5 数値計算結果
定理 1 の結果を数値的に確認するために, 次

の 2次元のテスト問題を解く.

テスト問題 Ω = (0, 1)2, T = 1, η = α = 1,

λ = µ = 1 とする. 厳密解が u1 = (1/2)tx21,

u2 = 0, φ11 = tx1, φ12 = φ21 = φ22 = 0 とな
るように f, g, φ0 を与える.

N を Ω の一辺の分割数とし, h = 1/N , τ =

h とする. 分割数 N = 10, 20, 40, 80に対して
その数値解と厳密解の誤差をFreeFem++[2, 3]

を用いて計算した. 図 2, 3 はそれぞれ, hに対
する ∥φ−φh∥ℓ∞(L2), ∥u−uh∥ℓ2(H1)のグラフで
ある. ともに O(h) であり, 定理 1 の結果が数
値的に確認された.
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E
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図 2. hに対する ∥u− uh∥ℓ2(H1) の両対数グラフ
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図 3. hに対する ∥φ− φh∥ℓ∞(L2) の両対数グラフ
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1 概要
皮膚は生命内と外をわける境界として働くだ

けでなく，外界から体内への異物の侵入を防ぐ
働きや体内の水分を外界に漏らさない働き（保
水機能）も有している [1]．このような働きは
皮膚の最も外層にある表皮が担っており，特に
その最外層である角層が重要であり，角層バリ
ア機能と呼ばれている．表皮は，基底層，有棘
層，顆粒層，角層からなる層構造であり（図 1），
単層である基底層において細胞分裂を起こし，
基底層から有棘細胞，顆粒細胞と分化し，最終
分化によって角質細胞となり，最後に垢となっ
て剥がれ落ちる．細胞分化から垢となって剥が
れる一連の現象はターンオーバーと呼ばれてお
り，ターンオーバーが繰り返されることで表皮
は常に新しく更新されている．ヒト皮膚のター
ンオーバーは約 28日であることが知られてい
る [1]．角層バリア機能は，角層を構成してい
る角質細胞と角質細胞間の隙間を埋める細胞間
脂質が恒常的に維持されることによって確立さ
れている．角層バリア機能の低下は保水機能の
低下や外部からの細菌侵入を引き起こすことに
なり，生命活動の低下を招く恐れが強くなるた
め，この機能はヒトの生命維持において重要な
機能の１つとなっている．
角層バリア機能がどのようなメカニズムに

よって恒常的に維持されているのか，またどの
ような要因で角層バリア機能が低下するのか，
その仕組みはほとんどわかっていないのが現状
である．例えば，角層バリア機能が低下する典
型的な現象として老化が挙げられる．老化に伴
い角層直下のCa2+局在化現象が起こりにくく
なることが知られており [1]，角層バリアの維
持機能低下との関連が疑われている．しかし，
Ca2+局在化の消失と角層バリア機能低下を結
びつけるメカニズムはわかっていない．このメ
カニズムがわかると角層バリア機能の点からの
抗老化対策を講ずることも可能ではないかと考
えられる．

これまでの研究から角層バリア機能の恒常的
維持には角層直下における表皮細胞質内カルシ
ウムイオン (Ca2+)の局在化が重要であること
が示唆された [2]．そのため，最初に表皮細胞
間を伝播する細胞Ca2+に対する数理モデル化
を行った [3]．次に，角層バリア機能の恒常性維
持機構を理解するために，平坦な真皮を仮定し
て，細胞分裂，細胞分化，細胞移動といった細
胞ダイナミクスを記述する数理モデルを構築し
た．その結果，娘幹細胞の分裂回数が多い場合，
Ca2+の局在化現象が安定になり，角層バリア
機能が恒常的に維持されることがわかった [4]．
しかしながら，実際の皮膚では真皮と表皮の相
互作用があり，皮膚疾患によっては真皮の形状
が大きく変化し，表皮が厚くなる病態も観察さ
れることから，真皮形状によって表皮がどのよ
うな構造を作るのかは大きな問題となっている．
また，正常な皮膚では真皮には大きな凹凸がい
くつもあるが，角層は比較的平坦になっている
ことから，通常では真皮の形状にあまり依存し
ない角層を構築するシステムが内在されている
と考えることが出来る．そのシステムは何であ
ろうか？そしてそれは角層バリア機能に寄与し
ているのであろうか？このように真皮形状を考
えると皮膚の新たな謎が垣間見えてくる．本研
究では．これらの問題を解明するために，表皮
細胞に対するCa2+の伝播モデルに加えて，真
皮変形を伴う細胞ダイナミクスモデルを構築す
ることによって，角層バリア機能の再現をおこ
なった．このモデルから，真皮変形を含んだ数
理モデルに対して角層バリア機能の恒常性評価
を行い，恒常性維持機構に働くメカニズムを明
らかにし，皮膚疾患と角層バリア機能の関係に
ついて考察していきたい．

2 病態再現への挑戦
数理モデルの詳細および正常表皮の数値計算

結果を講演中に示す．ここでは、皮膚疾患の再
現に繋がる可能性のある数値計算結果を示した
い．図 2は１つの表皮幹細胞が異常となり，そ
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基底膜

図 1. 表皮構造の模式図

の表皮幹細胞から分裂した表皮細胞は、正常細
胞より早く分化すると仮定して数値計算を行っ
た結果であ．このとき異常幹細胞の周囲の真皮
は凹み，角層が表皮細胞層に侵入する現象が見
られる．この現象は鶏眼（魚の目）の病態と類
似しており [5]，魚の目の治療と同様に異常表
皮幹細胞を除去すると正常な表皮に回復する
ことがわかった．図 3は１つの表皮幹細胞が異
常に早く分裂し，その表皮幹細胞から分裂した
娘幹細胞も早く分裂すると仮定して数値計算を
行った結果である．このとき，異常基底細胞の
ある部分は真皮層に深くめり込んでいき，表皮
自体が分厚くなる現象が見られる．この現象は
Bowen病と呼ばれる基底細胞癌の一種の病態
と似ており [5]，我々の構築した数理モデルが
皮膚に見られるいくつかの病態を再現しうるこ
とが示唆された．今後は臨床皮膚科医と連携し
て，皮膚疾患の病態再現に取り組んでいく予定
である．

図 2. 簡単な皮膚疾患の再現．1つの異常表皮幹細胞から
生まれる表皮細胞が異常分化を起こす場合．魚の目の病
態が現れる．赤丸は異常表皮幹細胞を表す．

謝辞 本研究は国立研究開発法人科学技術振興
機構，戦略的創造研究CREST(JPMJCR15D2)

図 3. Bowen病の再現に繋がる計算結果．1つの異常表
皮幹細胞から生まれた娘幹細胞が異常分裂を起こす場合
の時間発展の様子．上部は角質層と基底層，基底膜のみ
を可視化した時間発展の様子，下部は基底層での正常基
底細胞と異常基底細胞の分布の時間発展の様子

の支援により行われました．
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1 背景
1990年，Diekmann et al. により「集団に侵
入した一感染者によって感染される，二次的な
感染者数の期待値」として，基本再生産数 R0

が定義された [1]．その定義より，「R0 > 1なら
ば感染規模は拡大し，R0 < 1ならば縮小する」
ことが期待できる（図 1）．そのため，感染症
の流行の脅威を定量化する指標としてR0は重
要視されており，様々な感染症のR0の推定が
行われてきた（表 1）．

図 1. R0 の概念図

感染症 R0

インフルエンザ 2 - 3

麻疹 12 - 18

おたふく風邪 4 - 7

風疹 6 - 7

天然痘 5 - 7

表 1. 主な感染症のR0の
推定値 [2, 3]

感染症の流行動態を表現する数理モデルの内，
出生率や死亡率，感染率，回復率などの各パラ
メータが年齢に依存するものを，年齢構造化感
染症モデルと呼ぶ．そのようなモデルに対する
R0は，「ある世代の感染者によって感染される，
次の世代の感染者数」を意味する線形作用素で
ある次世代作用素のスペクトル半径で定義され
る．しかし，偏微分方程式で記述される年齢構
造化感染症モデルは，状態空間が無限次元であ
るため，R0の具体的な計算は一般に困難である
ことが知られている．そのため，利用可能な年
齢別データは豊富に存在するにもかかわらず，
年齢構造化感染症モデルが応用の場面で活用さ
れる機会はこれまで限られていた．
本研究 [4] では，年齢構造化感染症モデルに

対するR0の数値計算のために，年齢変数に関
する半離散化系を利用する手法を提案する．半
離散化系において，次世代作用素は非負既約行
列となるため，Perron-Frobeniusの定理より，
そのスペクトル半径は正の実固有値として容易
に計算できる．その値は，半離散化の分割の数

を増やすにつれてR0に収束すると予想される
が，自明ではない．本研究では，そのような収
束をスペクトル近似理論 [5]に基づき証明する．

2 主結果
t ≥ 0は時間，a ∈ [0, a†]は年齢を表す変数

とする．ただし a† ∈ (0,+∞)は最大年齢を表
す．感染症の初期侵入時での感染人口の時間変
化は，X := L1(0, a†)内の次の抽象的 Cauchy
問題で表現することが出来る．
dI(t)

dt
= AI(t) + FI(t), I(0) = I0 ∈ D(A),

D(A) :=
{
ϕ ∈ W 1,1(0, a†) : ϕ(0) = 0

}
⊂ X

(1)

ただし，Iは感染人口を表し，Aは感染状態か
らの離脱，F は新規感染を意味するX 上の線
形作用素で，それぞれ次式のように定義する．

Aϕ(a) := −dϕ(a)

da
− (µ(a) + γ(a))ϕ(a),

Fϕ(a) := S0(a)

∫ a†

0
β(a,σ)ϕ(σ)dσ, ϕ ∈ X

ここで，µ(a)は年齢別死亡率，γ(a)は年齢別
回復率，S0(a) は（未感染）人口の年齢分布，
β(a,σ)は年齢 σの感染者から年齢 aの未感染
者への感染の伝達率を表す．それらは連続，狭
義正かつ一様有界とする．[1]の議論に従い，R0

は次世代作用素K := F (−A)−1 のスペクトル
半径 r(K)で定義されるが，その具体的な導出
は一般に困難である．そこで，年齢変数 aに関
する半離散化を行い，(1)をXn := Rn内の次
の常微分方程式システムに書き換える．

dI(t)

dt
= AnI(t) + FnI(t), I(0) = I0 ∈ Xn

ここで，半離散化の分割の数 n ∈ N に対し，
∆a := a†/n, ak := k∆a, µk := µ(ak), γk :=
γ(ak), S0

k := S0(ak), βkj := β(ak, aj), k, j =
1, 2, . . . , nとし，行列AnとFnはそれぞれ次式
のように与える．

An := (αkj)1≤k,j≤n ,

αkj :=

⎧
⎨

⎩

−µk − γk − 1/∆a, k = j,
1/∆a, k = j + 1,
0, otherwise,

Fn :=
(
S0
kβkj∆a

)
1≤k,j≤n

このとき，Kn := Fn (−An)
−1は非負既約行列

であるため，Perron-Frobeniusの定理より，ス
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ペクトル半径 r(Kn)はKnの正の実固有値とし
て容易に計算できる．これをR0,nとおくと，導
出方法より，R0,n → R0 (n → +∞)が期待で
きるが，この収束は自明ではない．しかし，ス
ペクトル近似理論 [5]より，次の 2点の成立を
確かめれば十分であることが分かる．
(a) コンパクト性 作用素 K は X 上コンパ
クト

(b) 各点収束性 任意の ϕ ∈ X に対し，
lim

n→+∞
∥JnKnPnϕ−Kϕ∥X = 0.

ただし，Jn : Xn → X と Pn : X → Xnはそれ
ぞれ次式のように定義する．

(Jnψ)(a) :=
n∑

k=1

ψkχ(ak−1,ak](a),

ψ = (ψk)1≤k≤n ∈ Xn,

(Pnϕ)k :=
1

∆a

∫ ak

ak−1

ϕ(a)da, ϕ ∈ X,

k = 1, 2, · · · , n

コンパクト性については，σについて一様に

lim
h→0

∫ a†

0

∣∣S0(a+ h)β(a+ h,σ)

−S0(a)β(a,σ)
∣∣ da = 0

(2)

という追加条件のもとで成り立つ．また各点収
束性については，ノルム不等式評価により示さ
れる．以上より，本研究では次の主定理を得た．
定理 1 条件 (2)のもとで，R0,nは代数的重複
度 1を保ちながら，n → +∞でR0に収束する．

3 数値実験
インフルエンザクラス（R0 ≈ 2 - 3）の感染
症の日本への侵入を想定した数値実験を行う．
人口の年齢分布 S0(a)と年齢別死亡率 µ(a)は，
それぞれ統計局 [6]と厚生労働省 [7]によって
公開されている日本の 2015年のデータに対し，
スプライン補間を適用することで導出する（図
2, 3）．感染率 β(a,σ)は，年齢の近い個人同士
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図 3. 年齢別死亡率 µ(a)

で感染が起こりやすいと仮定して，次の関数で
定める．
β(a,σ) = k

[
0.6
(
−(a− σ)2 + 104

)
× 10−6 + 10−3

]

ここで k > 0はフィッティングパラメータとす
る．このとき，条件 (2)の成立は容易に確かめ
られる．k = 3× 10−5のとき，半離散化の分割
の数 nを増やすにつれ，R0,nはおよそ 2.289に
収束するという結果が得られた（図 4, 表 2）．
定理 1より，これはR0 ≈ 2.289を意味する．
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図 4. R0,n の対数プロット

n R0,n

1 0.0248762926
10 2.2204105784
100 2.2821923457
1000 2.2882818216
10000 2.2888877222

表 2. R0,n（小数点以下
第 10位まで）

4 今後の課題
本研究の半離散化は，基本的なEuler法に基

づくが，より高次のスキームを採用するとR0,n

の収束は早くなると考えられる．しかし，各点
収束性の証明はより難しくなると考えられ，そ
の点の改善については今後の課題とする．
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鞭毛の同期現象に対する位相縮約によるアプローチ
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概要
本研究 [1]では，鞭毛の振動運動に対する位

相縮約法を定式化する．この手法は無限次元力
学系におけるリミット・サイクル解（鞭毛の振
動運動を記述する偏微分方程式の安定な時間周
期解）に対する位相縮約法である．各点・各時
刻に加えられた弱い摂動に対する鞭毛の位相応
答を定量化する位相感受性を導出する．この位
相感受性を用いて，低レイノルズ数領域におい
て流体力学的に相互作用する一対の鞭毛の間の
位相同期現象を解析する．

1 研究の背景
自然界にはさまざまな振動現象および同期現

象が存在する [2, 3, 4, 5, 6]．近年，振動子の
流体力学的な相互作用による同期現象が注目
されている．例えば，低レイノルズ数領域にお
いて流体力学的に相互作用する隣接した一対の
鞭毛は同相同期することが実験で観察されてい
る [7]．そして，この流体力学的同期現象を解
析するために，鞭毛の振動運動を記述する現象
論モデルとして，リミット・サイクル解を持つ
偏微分方程式が提案されている [8]．
一方で，我々は最近，リミット・サイクル解

を持つ次のような偏微分方程式に対して位相縮
約法を定式化してきた：ノイズを受けた大域結
合素子系の集団振動を記述する非線形 Fokker-

Planck方程式 [9, 10]，Hele-Shawセルにおけ
る振動的な対流現象を記述する流体方程式 [11,

12]，化学系や生物系のリズミックな時空間パ
ターンを記述する反応拡散方程式 [13]．
本研究 [1]では，参考文献 [8]で提案された

偏微分方程式のリミット・サイクル解として記
述される鞭毛の振動運動に対して位相縮約法を
定式化する．つまり，本手法も偏微分方程式の
リミット・サイクル解に対する位相縮約法の一
例である．特に，各点・各時刻に加えられた弱
い摂動に対する鞭毛の位相応答を定量化する位
相感受性を導出して，低レイノルズ数領域にお
いて流体力学的に相互作用する一対の鞭毛の間
の位相同期現象を解析する．

2 鞭毛の現象論モデル
鞭毛の振動運動を記述する現象論モデルとし

て次の偏微分方程式が提案されている [8]：

∂

∂t
h(x, t) = N (h). (1)

ここで，式 (1)の右辺は次の 4つの項からなる：

N (h) = −c
∂h

∂x
− 2

∂2h

∂x2
− ∂4h

∂x4
+

(
∂2h

∂x2

)3

.

(2)

また，両端での境界条件は次式で与えられる：

h(x, t)

∣∣∣∣
x=0

=
∂2h(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=0

= 0, (3)

∂2h(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=L

=
∂3h(x, t)

∂x3

∣∣∣∣
x=L

= 0. (4)

そして，鞭毛の振動運動は次のようなリミット・
サイクル解 h0(x, θ) によって記述される：

h(x, t) = h0
(
x, θ(t)

)
, θ̇(t) = ω. (5)

ここで，θと ωはそれぞれ位相と振動数である．

3 鞭毛の振動運動の位相縮約法
摂動を受けている鞭毛の振動運動を考える：

∂

∂t
h(x, t) = N (h) + ϵp(x, t). (6)

ここで，ϵ = 0においては，鞭毛の振動運動は
リミット・サイクル解 (5)で記述されるとする．
本研究では，摂動強度 ϵが微小だが有限の場合
に，偏微分方程式 (6)から次のような常微分方
程式を導出する位相縮約法を定式化した [1]：

θ̇(t) = ω + ϵ

∫ L

0
dxZ(x, θ)p(x, t). (7)

ここにおいて，位相感受性 Z(x, θ)は各点・各
時刻に加えられた弱い摂動に対する鞭毛の位相
応答を定量化する．この位相縮約法の応用例の
一つとして，低レイノルズ数領域において流体
力学的に相互作用する一対の鞭毛の間の位相同
期現象を次節で解析する．

93



4 流体力学的に相互作用する一対の鞭毛
低レイノルズ数領域において流体力学的に相

互作用する一対の鞭毛の振動運動を考える：
∂

∂t
h1(x, t) = N (h1) + “interaction”, (8a)

∂

∂t
h2(x, t) = N (h2) + “interaction”. (8b)

適当な条件下においては，流体力学的に相互作
用する一対の鞭毛は次式で近似できる [8]：

∂

∂t
hj(x, t) = N (hj) + ϵN (hk). (9)

ここで，(j, k) = (1, 2), (2, 1) である．また，ϵ
は相互作用の実効的な強さである．
ここにおいて，相互作用の強さ ϵが十分に小
さい場合には，前節で述べた位相縮約法が適用
できて，連立偏微分方程式 (9)から次のような
連立常微分方程式が近似的に導出できる：

θ̇j(t) = ω + ϵ

∫ L

0
dx Z(x, θj)N

(
h0(x, θk)

)
.

(10)

さらに，相互作用の強さ ϵが鞭毛の振動数 ωに
比べて十分に小さい場合には，平均化法 [2, 6]

が適用できて，相互作用項は位相差のみに依存
する関数となる：

θ̇j(t) = ω + ϵΓ(θj − θk). (11)

ここで，位相結合関数 Γ(θ)は次の通りである：

Γ(θ) =
1

2π

∫ 2π

0
dλ

∫ L

0
dxZ(x,λ+ θ)N

(
h0(x,λ)

)
.

(12)

よって，位相差 ψ(t) = θ1(t) − θ2(t) の時間発
展方程式は次のように与えられる [1]：

ψ̇(t) = ϵ
[
Γ(ψ) − Γ(−ψ)

]
≡ ϵΓa(ψ). (13)

以上のように，連立偏微分方程式 (9)を常微分
方程式 (13)に縮約できる．そして，低レイノ
ルズ数領域において流体力学的に相互作用する
一対の鞭毛の間の位相同期現象を常微分方程式
(13)から予測できる．実際，理論値は直接数値
計算結果と定量的に一致する．
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巡回対称性をもつLotka-Volterra方程式のパーマネンス
今 隆助 1

1宮崎大学工学教育研究部
e-mail : konr@cc.miyazaki-u.ac.jp

1 概要
巡回対称性をもつLotka-Volterra方程式の解

の漸近挙動は，4次元系までしか完全にはわかっ
ていない．本研究は，特殊な種間相互作用を仮
定し，5次元以上の系の解の振る舞いを明らか
にする．特に，パーマネンスの結果によって，
1回繁殖型 Leslie行列モデルに関するCushing

予想が，正しくないことを明らかにできること
を紹介する．

2 Lotka-Volterra方程式
次の巡回対称性をもつLotka-Volterra方程式

について考える．

dxi
dt

= xi

⎛

⎝1 +
n∑

j=1

aijxj

⎞

⎠ , i = 1, . . . , n (1)

ここで，行列A = (aij)は次のような巡回行列
である．

A = −

⎛

⎜⎜⎜⎝

c0 c1 c2 . . . cn−1

cn−1 c0 c1 . . . cn−2
...

...
...

...

c1 c2 c3 . . . c0

⎞

⎟⎟⎟⎠

だたし，n ≥ 2, ci ≥ 0とする．xi は種 iの個
体群密度を表し，行列 Aの成分 aij は種 j が
種 iに与える影響を表す．n = 2のとき，この
方程式は対称な競争系であり，n = 3のとき，
May-Leonard系 [1]である．式 (1)の解の漸近
挙動は，n = 4までは完全に分類されている
(Diekman and van Gils [2])．本研究は，次の
仮定のもとで，n ≥ 5の場合の (1)の解の漸近
挙動を調べる．
(H1) c0 = 1, c1 = k > 0,

c2 = c3 = · · · = cn−1 = 0

これは，種 iの成長は自分自身と種 i + 1だけ
によって抑制されることを意味する．ただし，
種 nの成長は自分自身と種 1だけによって抑制
される．
式 (1)の正平衡点 x∗は

x∗ =
1

1 + k
(1, 1, . . . , 1)⊤

と求まる．行列 Aが安定であるとき，x∗は大
域漸近安定であることがわかっており，次の定
理が得られる．

定理 1 次の条件が成り立つとき，x∗は intRn
+

で大域漸近安定である．

k <

⎧
⎨

⎩

1 （nが偶数）
− 1

cos
(
n−1
n π

) （nが奇数）

反対の不等号が成り立つとき，x∗ は不安定で
ある．

また，パーマネンスについて次の結果が得ら
れる．

定理 2 次の条件が成り立つとき，(1)はパーマ
ネンスである．

k <

⎧
⎨

⎩
1 （nが偶数）
n+ 1

n− 1
（nが奇数）

反対の不等号が成り立つとき，(1)はパーマネ
ンスではない．

上の 2つの定理から，nが奇数で n ≥ 5のと
き，正平衡点が不安定であっても，(1)がパー
マネンスになりうることがわかる．n = 5の場
合，kが次の不等式をみたすとき，正平衡点は
不安定だが，(1)はパーマネンスである．

√
5− 1 < k <

3

2

3 1回繁殖型Leslie行列モデル
式 (1)の解は，次の差分方程式の解を近似する
ことが知られている（Diekmann and van Gils

[2]参照）．
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

u′1 = fσn(u1, . . . , un)un
u′2 = s1σ1(u1, . . . , un)u1

...

u′n = sn−1σn−1(u1, . . . , un)un−1

(2)

ここで，n ≥ 2, σi(0, 0, . . . , 0) = 1とする．こ
の差分方程式は，1回繁殖型 Leslie行列モデル
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と呼ばれており，齢構造をもつ個体群モデルで
ある．uiは i歳の個体の数である．s1, . . . , sn−1

は各年齢の個体の生存率で，f は n歳の個体の
出生数である．最終齢の個体だけが繁殖すると
いう意味で，1回繁殖型である．式 (2)の解の
漸近挙動は，基本再生産数R0 = s1s2 · · · sn−1f

が十分 1に近いという仮定のもとで，Cushing

[3, 4]により研究されている．そして，n ≤ 3

のときの解の漸近挙動はほぼ完全に分類されて
いる．これらの研究結果から，正平衡点が不安
定であれば，Rn

+ := {(u1, u2, . . . , un) : ui ≥ 0}
の境界 bdRn

+がアトラクティブになると予想さ
れた．しかし，この予想は，n ≤ 3のときには
正しいが，n = 4のときには一般には正しく
ないことがわかっている（Kon [5]）．そこで，
Cushing [6]は，次のように方程式のクラスを
制限すれば，この予想は n ≥ 4でも正しいと予
想している．
(H2) 2変数関数 f1, f2, . . . , fnが存在して，

σ1 = f1(u1, u2)

σ2 = f2(u2, u3)
...

σn = fn(u1, un)

が成り立つ．
これは，i歳の個体は，同年齢の個体と i + 1

歳の個体からしか影響を受けないことを意味す
る．ただし，最終齢の個体は，同年齢の個体と
1歳の個体から影響を受ける．仮定 (H2)のも
とで，(2)の解は仮定 (H1)をみたす (1)の解
で近似される．
本講演では，定理 1と 2の結果，および最近

の研究結果 [5, 7]を用いると，仮定 (H2)のも
とでも，Cushingの予想が正しくないことが示
せることを報告する．

謝辞 本研究は科研費JP16K05279の助成を受
けた．
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有限体上M関数を用いたM-スカラー倍算の提案とその性質及び応用
白勢 政明 1

1公立はこだて未来大学
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1 有限体上M 関数
由良は次のように定義するM関数，M : F

p

£
F

p

! F
p

，を提案した [1]．
1. l = (p ° 1)/2 とおき，F

p

の l 個の元
Æ1,Æ2, · · · ,Æ

l

を選ぶ．
2. M(0, x)を以下のように定義する．

M(0, x) =

lX

j=1

(±

x,j

Æ

j

+ ±

x,°j

(Æ

j

° j))

=

(
Æ

j

0 ∑ x ∑の時
Æ

j

° j l < x ∑ p° 1の時

(± : Kroneckerの delta)

3. 任意のa, b 2 F
p

に対してM(a, b) = M(0, b°
a) + a と定義する．

a © b = M(a, b)とすると，次のようになるこ
とも示されている [1]．

a© a = a (1)
a© b = b© a (2)

(a© b) + c = (a + c)© (b + c)(3)
一般に (a© b)© c 6= a© (b© c) (4)

2 提案手法
2.1 M -スカラー倍

(1)より，(· · · ((a© a)© a) · · ·© a) = a とな
り，©によるスカラー倍は意味をなさない．本
稿は，スカラー倍の途中計算での 2倍の代わり
に，補助元 zを指定して (z+a)©aや (z©a)©a

を計算することを提案する．この考えに基づき，
アルゴリズム 1によって出力される値を，タイ
プ 1やタイプ 2の zを補助元とする aのM-ス
カラー倍 a

n,z,1, an,z,2と定義する1．
M -スカラー倍について，次が得られる．

定理 1 a, b 2 F
p

, z 2 F§
p

, n 2 Nに対して，次
が成り立つ．

1M -スカラー倍を (· · · (((z + a)© a)© a)© · · ·© a)
や (· · · (((z © a) © a) © a) © · · · © a)で定義する方がよ
り自然かもしれないが，バイナリ法を用いることができ
ないため nが大きい場合実質的に計算不可能となる．

アルゴリズム 1
入力: a 2 F

p

, z 2 F
p

, n=(1, n

l°2 · · ·n0)2 2 N
出力: a

n,z,1 or a

n,z,2 2 F
p

1. x = a

2. for i = l ° 2 down to 0

3. x = (z + x)© x (タイプ 1)
x = (z © x)© x (タイプ 2)

4. if n

i

= 1 then x = x© a

5. end for
6. return x

(a) a

n,z,1 + b = a + b

n,z,1 = (a + b)

n,z,1

(b) a

n,z°b,2 + b = a + b

n,z°a,2 = (a + b)

n,z,2

(c) (z + (a© b))© (a© b)

= ((z + a)© a)© ((z + b)© b)

略証) (a): アルゴリズム 1を使って a

n,z,1を計
算する時の i = j，ステップ tでの xの値を，
x[a

n,z,1]j,tで表す．すると，どの jとステップ
tに対しても，分配法則 (3)より

x[a

n,z,1]j,t+b = a+x[b

n,z,1]j,t = x[(a+b)

n,z,1]j,t

が成り立つ．
(b): (a)と同様．
(c) 両辺ともM(a° b, 0) + M(z, 0) + bに一致
する．

2

定理 1から次が得られる．

系 2 a, b 2 F
p

, z 2 F§
p

, n, m 2 Nに対して次が
成り立つ．
(a) (a

n,z,1)m,z,1 = (a

m,z,1)n,z,1 = a

n,z,1+a

m,z,1

(b) 表 2の (i),(ii),(iii),(iv)
(c) a

n,z,1 © b

n,z,1 = (a© b)

n,z,1

2.1.1 M-スカラー倍に関する問題

離散対数問題や CDH問題のM -スカラー倍
版を定義する．

定義 3 i = 1, 2に対して，aと z，a

n,z,i

から n

を求める問題をタイプ iのM-スカラー倍の離
散対数問題 (MDLPi)という．
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表 1. 系 2の (b)の主張
(i) (a

n,z,2)
m,z

0
,2 = (a

m,z

0+b°bn,z+b°a,2,2)n,z°a+am,z0+b°bn,z+b°a,2,2,2

(ii) (a

n,z,2)
m,z

0
,2 = (a

m,z

0+a°an,z,2,2)n,z°a+am,z0+a°an,z,2,2,2

(iii) (a

n,z,2)m,z,2 = (a

m,z+a°an,z,2,2)n,z°a+am,z+a°an,z,2,2,2

(iv) (a

n,z,2)m,z°a+an,z,2,2 = (a

m,z,2)n,z°a+am,z,2,2

定義 4 aと z，a

n,z,1，a

m,z,1から系 2の (a)の
値を計算する問題をタイプ 1のM-スカラー
倍の CDH 問題 (MCDH1) という．a と z，
a

n,z,2，a

m,z,2から系 2の (d)の (iv)の値を計算
する問題をタイプ 2のM-スカラー倍のCDH
問題 (MCDH2)という．

更に次のような問題を定義する．

定義 5 i = 1, 2に対して，a

n,z,i

と z, nから a

を求める問題をタイプ iのM-スカラー倍の求
真数問題 (MFAi)という．

注意 6 系 2の (a)より

a

n,z,1 + a

m,z,1 = (a

n,z,1)m,z,1 + a

となるため，MCDH1は簡単に解くことができ
る．同様にMCDH2も簡単に解くことができる．

問題 7 MDLP1とMDLP2は困難か? MFA1
とMFA2は困難か?

2.2 M -スカラー倍の暗号プロトコルへの
応用

系2の (a)，(b)より (安全性を無視すると)El-
Gamalタイプの暗号プロトコルのM -スカラー
倍版を構成することができる．しかしながら，
注意 6よりCDH問題の困難性を仮定する暗号
プロトコルのM -スカラー倍版は安全でない．
但し，MFA1の困難性を仮定するとDH鍵共有
の類似を構成できる．
• システムパラメータ: n 2 N, z 2 F§

p

• 鍵生成: ユーザ Aはランダムに a 2 F
p

を選び，a

n,z,1を計算し Bに送信，ユー
ザ Bはランダムに b 2 F

p

を選び，b

n,z,1

をAに送信．
• 鍵共有: ユーザ A は b

n,z,1 + a を計算．
ユーザ Bは a

n,z,1 + bを計算．両方の値
は共に (a + b)

n,z,1に等しい．
• 注意: 定理 1の (a)より a° b = a

n,z,1 °
b

n,z,1が成り立つため，盗聴者は秘密鍵の

差 a° b = a

n,z,1 ° b

n,z,1を知ることがで
きてしまう．また，鍵共有後，両ユーザ
とも相手の秘密鍵を知ることができる．

2.3 リスト不要なM 関数

素数 pは p ¥ 3 (mod 4)を満たすとする．こ
の時，°1は F

p

の非平方元である．
k 2 F§

p

を 1つ固定して，1 ∑ x ∑ lに対して，

Æ

j

=

(
kj jが F

p

の平方元
°(k ° 1)j jが F

p

の非平方元 (5)

とリスト {Æ
i

}を定義する．このリストによる
M(a, b)は
M(a, b) =8
><

>:

a a = bの時
ka° (k ° 1)b a° bが F§

p

の平方元の時
kb° (k ° 1)a a° bが F§

p

の非平方元の時

で計算でき，リスト {Æ
i

}を用いずにM(a, b)を
計算できる．つまり pが大きい時でもM(a, b)

を計算できる．

3 今後の課題
今後の課題として次がある．(a) MDLP1，2

とMFA1，2は困難かどうかの確認，(b) 2.2節
で紹介した以外のM -スカラー倍を用いた暗号
プロトコル提案，(c) 本稿は left to rightバイ
ナリ法に基づくM -スカラー倍を定義したが，
様々なバイナリ法に基づくM -スカラー倍の定
義とその性質の確認，(e) {a

n,z,i

}の周期の調
査，(f) 有限体上楕円曲線への拡張．
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σδλϧ৴߸Ͱ૬݁ޓ߹͞Εͨൃৼճ࿏ʹΈΒΕΔಉݱظͷղੳ
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1ಉࣾࢤେֶେֶӃੜ໋ҩՊֶڀݚՊɼ2ಉࣾࢤେֶੜ໋ҩՊֶ෦
e-mail : dmq1022@mail4.doshisha.ac.jp

1 ֓ཁ

ಉݱظͷϝΧχζϜΛཧղ͢ΔͨΊޫ݁߹
ͨ͠ൃৼثΛ༻͍ͨڀݚ [1] ΘΕ͍ͯΔɽߦ͕
[1]Ͱ 3ճ࿏݁߹ܥʹଟॏ҆ఆੑΛͭ࣋͜ͱ
͕͔͍ͬͯΔɽ͜ͷଟॏ҆ఆੑΛͭ࣋ճ࿏ɼ
֎෦ೖྗͷ͞ڧλΠϛϯάʹΑΓɼಉظͷ
ํ͕มԽ͢ΔͨΊɼهԱճ࿏ͱ͑ߟΔ͜ͱ͕ग़
དྷΔɽ͜Εɼൃৼثͷ݁߹ͷΛ૿͢͜ͱ
Ͱɼਓͷਆܦճ࿏ͱྨͨ͠ࣅճ࿏ʹͳΔͱ
ଊ͑ɼͦͷํͷൃڀݚలΛ͍ͯ͑ߟΔɽ͠
͔͠ɼޫ݁߹Ͱੑࢦͷ༷ʑͳཁҼΛྀߟ
ʹೖΕͳͯ͘ͳΒͳ͍ͨΊ̏ճ࿏݁߹ܥͷৄ
ڀݚͳղੳ՝ͱ͞Ε͍ͯΔɽͦ͜Ͱɼຊࡉ
Ͱਓͷਆܦճ࿏ͷϞσϧԽͷൃలΛ͑ߟɼ
[1]ͷճ࿏Λϕʔεͱ͠ɼ݁߹ํ๏Λޫ݁߹Ͱ
ͳ͘σδλϧ৴߸ʹΑΔ૬݁ޓ߹ΛߟҊͨ͠ɽ
MapleSim Λ༻͍ͯɼσδλϧ৴߸ʹΑΔ̎ճ
࿏݁߹ܥͰͷϞσϧԽΛ͍ߦɼճ࿏ಛੑΛมԽ
Λࠂͳղੳ݁Ռͷใࡉͷৄݱظͷಉࡍͨͤ͞
ɽ͏ߦ

2 ൃৼճ࿏

ຊڀݚͰ༻͍Δճ࿏ਤΛਤ 1ʹࣔ͢ɽ

ਤ 1. ൃৼճ࿏ͷճ࿏ਤ

͜ͷճ࿏ɼRCํܗൃৼثʹ૬खͷग़ྗ
৴߸Λड͚Δड৴෦ɼࣗͷग़ྗ৴߸ΛૹΔ
ൃ৴෦͕Ճ͞Ε͍ͯΔɽड৴෦ࣗͷ
ग़ྗ৴߸Λݕ͢Δ͜ͱͰ։ด͢Δ੍ޚεΠο
νʢSwʣͱόΠϙʔϥτϥϯδελʢTrʣͰ
ཧࣗͷग़ྗݪ࡞͞ΕΔɽड৴෦ͷಈߏ
͕ͳ͘ʢVout=0ʣ͔ͭ૬खͷग़ྗ͕͋Δࡍʹ
ड৴෦͕ON͢Δɽͭ·Γ͜ͷճ࿏ɼٯ૬
ಉ͜ى͕ظΔճ࿏ʢType-AʣͰ͋Δ͜ͱ͕
͔Δɽ·ͨɼड৴෦ͷಛੑΛม͑Δ͜ͱͰɼ

ࣗͷग़ྗ͕͋ΓʢVout=Eʣ͔ͭ૬खͷग़ྗ
͕͋Δ͜ͱͰಉ͢ظΔಉ૬ಉ͜ى͕ظΔճ࿏
ʢType-Bʣͷ࡞͕ՄͰ͋Δɽ

3 MapleSimʹΑΔγϛϡϨʔγϣϯ

ճɼ݁ࠓ ߹ͷΈ߹Θͤͱͯ͠Type-A=Type-

AɼType-B=Type-BɼType-A=Type-BͰγϛ
ϡϨʔγϣϯΛͨͬߦɻͦΕͧΕͷΈ߹Θͤ
ʹ͓͍ͯճ࿏ಛੑΛมԽͤ͞Δ͜ͱʹΑΔݱ
ͷมԽ؍ଌͨ͠ɽҎԼͰɼ͍͔ͭ͘ͷ݁Ռ
Λ͢ࡌهΔɽ·ͨ݁Ռͷਤͷදهɼ2ճ࿏݁
Ͱ͋ΔͨΊVc1ɾVc2ͱ໊শΛ۠ผ͍ͯ͠ܥ߹
ΔɽγϛϡϨʔγϣϯ࣌ͷࢉܭख๏ͱͯ͠
Rosenbrock๏Λ༻͍ͯͨͬߦɽ

3.1 Type-A=Type-Aͷ݁߹ܥ

Type-A=Type-Aͷ݁߹ʹ͓͍ͯ̎ճ࿏ͷൃ
ৼप͕ظಉ͡Ͱڞʹ dutyൺ 50ˋͷ݅Ͱͷγ
ϛϡϨʔγϣϯͰಘΒΕͨ෦ঢ়ଶͷܗΛਤ
2ʹࣔ͢ɽ

ਤ 2. 2ճ࿏ͷ෦ঢ়ଶʢίϯσϯαʣͷܗ

ਤ 2ʹ͓͍ͯɼ10sʹ͓͍͍ͯޓͷ݁߹Λ։
ͯ͠ظ૬ʹಉٯ͕ܗͷৼಈ͍ޓΔɽ͍ͯ࢝͠
͍Δ͜ͱ͕͔Δɽ࣍ʹɼਤ 2ͷ݁Ռ͔Βɼ2

ճ࿏݁߹ܥͷ෦ঢ়ଶ͕ͭ͘Δ૬ਤਤ 3ͱͳ
Δɽԣ࣠Λ Vc1ɼॎ࣠Λ Vc2ͱͯ͠ݸʑͷൃৼ
ճ࿏ͷ෦ঢ়ଶ͕࡞Δ૬ਤͷੵͰද͞ΕΔɽ
ͷൃৼճ࿏Λ݁߹͢Δ·ͰA1ɼA2ɼB1ɼ͍ޓ
B2Ͱғ·ΕͨྖҬͰपظৼಈ͕ੜ͡Δɽ݁߹
Λ༗ޮʹ͢Δ͜ͱͰB1ɼB2͕B′

1ɼB′
2ʹมԽ

͠ɼ࠷ऴతʹ P,Q,Rઢ্ͷ҆ఆͳपظৼಈ
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ʹམͪண͘ɽ͜ͷ͜ͱ͔Βٯ૬ಉظʹͳΔ͜
ͱ͕͔Δɽ

ਤ 3. Type-A=Type-Aͷ෦ঢ়ଶʹ͓͚Δ૬ਤ

3.2 Type-A=Type-Aͷ݁߹ܥ(ൃৼप
(ʀ1.386s*1.525sظ

Type-A=Type-Aͷ݁߹ʹ͓͍ͯ྆ํͱʹ
dutyൺ 50ˋͰൃৼपظΛ 1.386sͱ 1.525sͷ
݅ͰγϛϡϨʔγϣϯΛͨͬߦɽγϛϡϨʔ
γϣϯ݁Ռ͔Β࡞ͨ͠ɼ2ճ࿏݁߹ܥͷ෦
ঢ়ଶ͕ͭ͘Δ૬ਤਤ 4ͱͳΔɽ

ਤ 4. Type-A=Type-Aͷ෦ঢ়ଶʹ͓͚Δ૬ਤ

ൃৼप͕ظಉ͡ 2 ճ࿏ͷ݁߹ͱಉ༷ʹ࠷ऴ
తʹ P,Q,Rઢ্ͷ҆ఆͳपظৼಈʹམͪண
͘ɽ͜ͷ͜ͱ͔Βൃৼप͕ظҟͳΔൃৼճ࿏ͷ
݁߹ʹ͓͍ͯٯ૬ಉ͍ͯͬ͜ى͕ظΔ͜ͱ͕
͔Δɽ

3.3 ̎ճ࿏݁߹ܥʹ͓͚Δඍํఔ
ࣜ

Type-A=Type-AͷγϛϡϨʔγϣϯʹ͓͍
ͯMapleSim͔Βಋग़͞ΕͨඍํఔࣜΛҎԼ
ʹࣔ͢ɽඍํఔࣜʹ͓͚Δ͕݅ࣜେͳͨ
ΊຊߘͰ݅ͷࡌهׂѪ͠ඍํఔࣜͷΈ
Δɽਤ͢ࡌه 5ͷλΠϛϯάνϟʔτʹΑΓ
݅Λ͍͚ΔΑ͏ͳϞσϧͱͳΔɽ

ਤ 5. λΠϛϯάνϟʔτ

ࣜ 1ɾ2ड৴෦ʹؔ͢ΔࣜͰ͋Γɼࣜ 3ɾ
4෦ঢ়ଶΛදࣜ͢ͱͳ͍ͬͯΔɽͦΕͧΕ
ͷมɼVout1ɾVout2ग़ྗిѹɼVc1ɾVc2
ίϯσϯαిѹɼIte1ɾIte2τϥϯδελͷΤ
ϛολిྲྀɼItc1ɾItc2τϥϯδελͷίϨΫ
λిྲྀɼcτϥϯδελʹ͓͚ΔίϨΫλɾ
൘ؒʹ͓͚Δ੩ి༰ྔͰ͋Δɽج

d

dt
Vc1 = −Vc1 + Vout1 (1)

d

dt
Vc2 = −Vc2 + Vout2 (2)

d

dt
Vout1 =

1

c
(Ite2 + Itc2) (3)

d

dt
Vout2 =

1

c
(Ite1 + Itc1) (4)

4 ݴ݁

MapleSimΛ༻͍ͯൃৼճ࿏ͷ૬݁ޓ߹Ͱى
͜ΔಉݱظΛൃৼपظͳͲճ࿏ಛੑΛมԽ͞
ͤΔ͜ͱͰ͜ىΔݱͷղੳΛͨͬߦɽγϛϡ
Ϩʔγϣϯ݁Ռ͔Βɼσδλϧ৴߸ͷ݁߹ํ๏
Ͱઌڀݚߦ [1]ͱಉ༷ʹɼಉ૬ɾٯ૬ಉظͱ
ͳΔಉظৼಈͳͲͷݱΛ֬ೝͰ͖ͨ͜ͱ͔Β
σδλϧ৴߸ͷ݁߹ܥͰ༗ޮੑ͕͋Δ͜ͱ͕
͔ͬͨɽ͞Βʹɼ2ճ࿏݁߹ܥͰͷඍ
ํఔࣜΛಋग़͢Δ͜ͱ͕ग़དྷͨɽ͔͠͠ɼ࣮ࡍ
͋·Γʹࣜɾ͕݅େͰ͋ΓݱΛଊ͑ͮ
Β͍ͷͱͳ͍ͬͯΔͨΊࣜΛ؆୯Խ͍ͯ͘͠
͜ͱ͕ޙࠓͷ՝Ͱ͋Δ. ͷൃలͱͯ͠ɼޙࠓ
͞Βʹෳճ࿏ͷ݁߹ܥͰͷղੳΛ͍ߦɼਓͷ
ਆܦճ࿏ͷϞσϧԽͷൃలʹͭͳ͍͛ͨͱ
Δɽ͍ͯ͑ߟ

ݙจߟࢀ

[1] Munehisa,S.et al.,Synchronization phe-

nomena in square-wave oscillators

with optical coupling,IEICE Technical

Report,NLP,p73-78,(2011)
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GPU⏓ๆ⎅⎠⏬␒␆⍬Էଓۿ⎯ޔظਙш

ऍੴ ଵ 1, εڌঝ ગ௸ 2

Ӂۆϧ߾1 ӁώۆӁ٥ѕ ⏳⏵␂␜ۆӁছۓ
Ӂۆϧ߾2 ⏳⏵␂␜ۆӁೱ ॅѕӁѕ
e-mail : mf16056@shibaura-it.ac.jp

1 ⎰⎙⏂⎬

ยॅؙॅ⎯⏬␒␆⍬Էଓ⎯ޔظ⎰ؙॅ⎯
ൽૌ⎬⏉⏋ ⏋⎃⎍⎩⎔⏌⎬Ԡܟ⎍ޔظ , ⎔⏍
⏓ං⎑⎠⏂⎬␞⏴␡␥⍬⏞⏰␦ ⏍⏐ޡ⎍␜⏶
⏌⎔⎩⎍⎃⏌ [1]. ⎿⎠ , યࣝำ⎬Է⎦⎐
␞⏴␡␥⍬⏞⏰␦ ⏶␜ ⎍ഝໆш⎯ޔظ⎰[2]
Φ⎨⎃⏌ .

ӑ⎌⎘⎧โゖ⏓⎖ۿ⎯ຢޔظ⎰௰GPUפ
⏌⎅⎧⏍⎖ਙш⎬ๆۿ⎯ޔظ⎫ . ⎘⎌⎘ , GPU

⎯ຢ⏓ӑ⎌⎚⎬⎰ഝໆш⎍भ⎨⎃⏌ [3].

⎔⏍⏊⎯⎔⎩⏉⏋ , GPU⎩␞⏴␡␥⍬⏞⏰
␦ ⏶␜⏓ๆ⎅⏌⎔⎩⎨, ⏬␒␆⍬Էଓ⎯ޔظ
⎉۪⎩⏌ࡥ⎍ਙшۿ⎯ , ⎠⏀߇⏓ਂ߹ .

2 ␞⏴␡␥⍬⏞⏰␦⏶␜

␞⏴␡␥⍬⏞⏰␦ ⏶␜⎩⎰, य़ॅ⎫⎪⎨⎯
⏓␞⏴␡⎨⎯ޔظ⎬ટ⎎Ԁ⎉⎧ѽ⎐ ⏞
⏰␦ ⏶␜⎯৺ࣁ⎨⎃⏌ . ␞⏴␡␥⍬⏞⏰␦ ⏶
␜⎬⏃⎅⎐ ⎥⎌ࠦຳ⎍⎃⏌⎍, ⎔⎔⎨⎰ॅ⎯
␦⏰ॅ⏓ๆ⎅⏌␞⏴␡␥⍬⏞⎫⎖ࢡ ⏶␜⏓
Ά⎇ .

2.1 ยॅ⎯ٴ

 1 (ยॅ⎯ٴ [2] §5.10) m,n ∈ Z>0,
a
b ∈ Q⎍,

|a| < n, 0 < b < n, gcd(a, b) = 1 (1)

⏓භ⎠⎚⎩⎚⏌ . a ≡ bu (mod m)⎩⎫⏌ u⎰
gcd(b,m) = 1⎫⏊λΤ⎬ਣݚ⎘ , ⎞⎇⎨⎫⎒⏍
⎱ਣݚ⎘⎫⎅.

պ⎬ , m,n, u⎍ิ⎉⏊⏍⎠⎩⎎ (m ≥ 2n2),

a ≡ bu (mod m) ⎩⎫⏌ a
b ⎨, (1) ⏓භ⎠⎚⏃

ゖۿ⎰⎯ 1⎥⎘⎌ਣݚ⎘⎫⎅.

 1⎩યࣝำ⎬Է⎦⎎ , ยॅ⎨⎯
⎨⎍⎩⎔⏌⎉ટ⎎Ԁ⎬ޔظ⎯⎨൚⎫⎖ࢡ⏓ޔظ
⎎⏌ . ⎔⎯⏞⏰␦ ⏶␜⎯Ҟ௱य⏓य .⎚ߟ⎬1

यય⎯ pi⎰ pi ̸= pj (i ̸= j) ⎩⎫⏌ॅ, M ⎰
M := p1p2 . . . pr ⎩⎚⏌ . य⎯অงτ⎬Е⎤⎧

⎇۱⏓ޔظ . ⎞⏍⎟⏍⎯൚⎯ч⎨⎯ޔظ⎰ഝໆ
⎬۱⎉⏌⎔⎩⎬શΤ.

Q

Q


ঋ
ظ
ޔ

ZM

ZM

Zp1 Zp2 · · · Zpr

ഇѽ

Zp1 Zp2 · · · Zpr

યࣝำ⏞⏰
␦ ⏶␜

൚
⎯
ч
⎨
⎯
ظ
ޔ

൚
⎯
ч
⎨
⎯
ظ
ޔ

· · ·

൚
⎯
ч
⎨
⎯
ظ
ޔ

␞⏴␡␥ԛٴ

ยॅ⎯ٴ

य 1. ␦⏰ॅ⏓ๆ⎅⏌␞⏴␡␥⍬⏞⎫⎖ࢡ ⏶␜⎯Ҟ
௱य (ยॅ⎯ޔظ).

2.2 GPU

GPU⎰ਪॅ (ॅঘڃ)⎯⏯⏞⏓ߖ⎢ , Ж⎅ۿ
.⎥ߖ⏓ड़ޔ ⎘⎌⎘ , ਪॅ⎯⏯⏞⏓ӑ⎌⎚⎬
⎰ഝໆш⎍์⎬⎫⏌ .

3 ⏬␒␆⍬Էଓ

⏬␒␆⍬Էଓ⎰ਪബॅਪߧ۽ԋ⎯⏠␃⏞
⎯१ढ़ٴ⎯⎇⎢ , “ຜ⎅”ड़߸⏓ߖ⎥⏃⎯⎨⎃⏌ .

⎐⎘࣏ ⎰ [1], .ࢻދ[4] ⎿⎠ , Ιч⎨⎰ K[x]⎨
K ⏓ؙॅਹ⎩⎚⏌ nബॅਪߧ۽ԋ⏓⎚.

3.1 ␒⏿ ␑␕⏨⍬⏞⏰␦⏶␜

⏬␒␆⍬Էଓ⏓ޔظ⎚⏌⏞⏰␦ ⏶␜⎯
ଯ⎫⏃⎯⎩⎘⎧␒⏿␑␕⏨⍬⏞⏰␦ ⏶
␜ (Buchberger Algorithm; BA)⎍֘⎓⏊⏍⏌ .

⎐⏓ຜڹ⎯⏍⎔ ⎘⎠ EfficientBuchberger ([1]

⏞⏰␦ ⏶␜ 5.37)⏓߹ਂ⎘⎠ .

3.2 ยॅ⎯ٴ⏓ๆ⎅⎠ BA

,Ѿܞ গ⎬ࡧ⎺⎠ยॅ⎯ٴ⎩ Efficient-

Buchberger⏓⏀܄⏐⎜⎠ Alg. 1⏓߹ਂ⎘⎠ .
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unlucky prime[5]⎯ࡽ⎰ deleteUnlucky-

PrimesSB[6]⎩ஔโ⎬۱⎤⎠ . ⎔⎯⏞⏰␦ ⏶
␜⎯Ҟ௱य⏓य .⎚ߟ⎬2

Algorithm 1 ยॅ⎯ٴ⏓ๆ⎅⎠ BA
Require: F = {f1, f2, . . . , fk} ⊂ Q[x], ࡼߧ۽
ࢍ ≺.

Ensure: ⟨f1, f2, . . . , fk⟩⎯ԑช⏬␒␆⍬ԷଓG.
1: ৷Ϊ⎫⏌ॅ p1, . . . , pr ⏓ๆΤ. M :=

∏
j pj .

2: for i = 1, . . . , r do
3: F ⊂ Q[x]⎌⏊ Fi ⊂ Zpi

[x] ⏓ۚढ़.
4: end for
5: for i = 1, . . . , r do
6: Zpi

ؙॅ⎯ EBA ⎬⏉⏋ Fi ⎌⏊ Gi ⏓ GPU
⎨ഝໆޔظ.

7: end for
8: deleteUnluckyPrimesSB ⎩ ஔโ⎬ ⎘ ⎧

(G1, . . . , Gr)⎌⏊ unlucky prime .֓⏓
9: ⎠⎤ޝ (Gi1 , . . . , Gir′ )⎌⏊ G′ ⊂ ZM ′ [x]⏓ય
ࣝำ⏞⏰␦ ⏶␜⎬⏉⏋ ۚढ़ (M ′ :=

∏
j pij ).

10: ยॅ⎯ٴ⎬⏉⏋ , G′ ⊂ ZM ′ [x] ⎌⏊ G ⊂
Q[x] ⏓ٴ.

11: return G

Q[x]

Q[x]


ঋ
ظ
ޔ

ZM [x]

ZM ′ [x]

Zp1 [x] Zp2 [x] · · · Zpr [x]

ഇѽ

Zp1 [x] Zp2 [x] · · · Zpr [x]

યࣝำ⏞⏰
␦ ⏶␜

E
B
A

E
B
A · · ·

E
B
A

␞⏴␡␥ԛٴ

ยॅ⎯ٴ

य 2. Alg. 1⎯Ҟ௱य.

4 ߹ਂٌї

Alg. 1 ⏓߹ਂ⎘ , cyclic-n, katsura-n[7]⎯ظ
⎠⎤۱⏓ޔ . ⎔⎯ٌї⏓ 1, .⎚ߟ⎬2

5 ݺ۪

,Ѿܞ cyclic-7⎨⎰␞⏴␡␥⏞⏰␦ ⏶␜⎯บ
Λड़⎍ߟ⎜⎠ . ⎿⎠ , cyclic-4゚6, katsura-3゚
5⎨⎰ CPU⏉⏋ , GPU⎯൘⎍ޔظ⎍ਙ⎐ ⎫⎤
⎠ . ⎘⎌⎘ , cyclic-7 ⎨⎰ԕअ⎯ GPU߹ਂ⎍
␝␞␦ ⎯ҷസ⎯߱క⎬⏉⏋ ⎠⎤⎌⎫⎎⎨ޔظ .

⎠⎅Ѿๆܞ GPU ⎬⎰ 12GB ⎯␝␞␦ ⎍⎃⏋ ,

CPU⎨ݘ⎠⎜⎖ޔظ⎯␝␞␦ ⎰ๆຟޡ 1GBර
භ⎡⎤⎠⎠⏂, ␝␞␦ ਘΙҙ⎯ъ⏊⎌⎯ศ
⎨ҷസ⎬߱క⎘⎠⎩۪⎉⏊⏍⏌⎍, χٵ⎅⎘࣏
⎰ഇ⎌⎤⎧⎅⎫⎅.

 1. cyclic-n⎯ߗޔظԝ (ࢍࡼߧࢆߤպॅߘু)

n GPU CPU asir

4 0.034 s 0.159 s 0.001 s

5 0.344 s 2.256 s 0.008 s

6 9.509 s 18.729 s 0.212 s

7 (memory) 559.615 s > 1h

 2. katsura-n⎯ߗޔظԝ (ࢍࡼߧࢆߤպॅߘু)

n GPU CPU asir

3 0.069 s 0.128 s 0.001 s

4 0.091 s 0.367 s 0.008 s

5 0.801 s 1.398 s 0.024 s

6 8.185 s 3.471 s 0.274 s

7 75.990 s 11.364 s 2.860 s

(memory)⎰␝␞␦ ⎯ҷസ⎬߱క⎘ , ⎫⎎⎨ӷຎ⎍ޔظ
⎌⎤⎠⎔⎩⏓⎚. > 1h⎰ ⏊⏐⎍ޔظ⏃⎧⎤رԝߗ1
.⎚ߟ⏓⎩⎔⎠⎤⎌⎫ asir⎨⎯ޔظ⎬⎰ nd_gr ⏓ๆ⎅⎠ .
߹۱ԋְ⎰, CPU: Core i7-6950X, GPU: TITAN X
(Pascal), ␝␞␦ : 32GB, OS: Ubuntu 16.04, Risa/Asir
20160405 (Kobe Distribution), gcc 5.4.0, CUDA 8.0.

⎰Ѿܞ Buchbergerذ⎯⏞⏰␦ ⏶␜⎯߹ਂ
⎬ຄ⎿⎤⎠⎍, ,ڤܞ F4⏞⏰␦ ⏶␜ [4]⎯߹ਂ
⏌⎅⎧⎘ѳظ⏓ . F4 ⎰۱ໆ⎯ԑช⏓۱⎇ ⎠⏂,

GPU⎨⎰ۿਙ⎬ޔظ⎨⎎⏌⎔⎩⎍Ճਿ⎖⏍⏌ .

⎿⎠ , ␝␞␦ ҷസ⎯߱క⎯ٵχ⎬⎥⎅⎧⏃⎺
⎧⎅⎎⎠⎅.

ഓ٤۪ދ

[1] ฅ໕।۱, Юތۍ, ⏬␒␆⍬Էଓ⎯
ޔظ Էയ ,Նॅޔظ ୱ֣Ӂ
,౦Ѽࡥ 2003.

[2] Joachim von zur Gathen and Jürgen

Gerhard, Modern Computer Algebra,

Cambridge university press, 2013.

[3] Jone Cheng, Max Grossman, Ty McK-

ercherુ, ӝߧѼࠉ⏫⏠⍬␓ฌ, CUDA

C ␓␑⏣⏿⏳␣ ␆ ␓⏬␥␛ ⏬,

ӝߧѼࠉ⏠␓⏵ , 2015.

[4] David A. Cox, John Little, Donal

O’Shea, Ideals, Varieties, and Algo-

rithms 4th edition, Springer, 2015.

[5] ฅ໕।۱, Юތۍ, ⏬␒␆⍬Էଓ⎯
।ड़࣍٠⎬⎥⎅⎧ , ॅѽॾ٥۳ࡿ
 1843 (2013), 38–50.

[6] N. Idrees, G. Pfister, S. Steidel, Par-

allelization of Modular Algorithms, J.

Sym. Comp., 46 (2011), 672–684.

[7] http://www.math.kobe-u.ac.jp/

Asir/asir.html
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ྻ্ۭؒͰͷม1ݩ࣍Ҡྲྀํఔࣜʹର͢Δ
ղͷਫ਼อূ͖ࢉܭ

ሩ त 1, ҆ߴ ل྄ 2, ԕ౻ ༃య 2

1ஜେֶେֶӃ γεςϜใڀݚֶՊ, 2ஜେֶ γεςϜใܥ
e-mail : s1620591@u.tsukuba.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ຊߘͰ, ࣮ۭؒ R্ͷ۠ؒ Ω = (0, 2π)

Ͱ, ҠྲྀํఔࣜͷղΛਫ਼อূͷม࣍
͢ࢉܭΔํ๏ʹ͍ͭͯ͑ߟΔ.

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ut + c(x)ux = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(0, t) = u(2π, t), t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

(1)

(x, t)ͦΕͧΕۭؒ, .ͷมͰ͋Δؒ࣌

զʑ [1]ʹ͓͍ͯ, Fourier-Chebyshevεϖ
Ϋτϧ๏Λ༻͍ͨ L2্ۭؒͰͷີݫͳࠩޡධ
ՁΛಘͨ.ຊڀݚͰ, ղΛFourierڃల։͠
,ྻͱΈͳ͠ݶΛແͷ֤ࡍͨ ෳૉྻۭ
্ؒͰੜ͞ΕΔ C0܈Λ༻͍ͯ, ℓ1ۭؒͰ
ͷࠩޡධՁΛ͏ߦ. ͜ͷख๏ Fourier͕
ͯ͠༺ਰ͢ΔεϖΫτϧ๏ͷੑ࣭Λརݮʹٸૣ
͓Γ, ղͷۭؒͰͷղੳʹରԠ͍ͯ͠Δ.

2 C0܈

ఆٛ 1 BanachۭؒX, ม tʹରͯ͠, Λ࣍
ຬͨ͢༗քઢ࡞ܗ༻ૉͷ {S(t)}t≥0Λڧ࿈ଓ
܈ (C0܈)ͱݺͿ.

1) S(0) = I, ͜͜Ͱ IX্ͷ߃࡞༻ૉ,

2) ͋Δ t, s ≥ 0ʹ͓͍ͯS(t+s) = S(t)S(s).

3) lim
t↓0

∥S(t)− I∥X,X = 0.

C0܈ͷੑ࣭ͱͯ͠ҎԼͷఆཧ͕͋Δ.

ఆཧ 2 (Theorem 2.2 in [2]) S(t) ͕ C0 
,ͳΒ܈

∥S(t)∥X,X ≤ Meωt, 0 ≤ t < ∞ (2)

Λຬͨ͢ ω ≥ 0, M ≥ 1͕ଘ͢ࡏΔ.

ಛʹ (2)Λຬͨ͢ C0܈Λ͜͜ͰG(M,ω)

ܕ C0܈ͱ͍͏.

ఆٛ 3 ҎԼͷઢ࡞ܗ༻ૉAΛS(t)ͷແݶখੜ
࡞༻ૉ (infinitesimal generator) ͱ͍͏.

Ax := lim
t↓0

S(t)x− x

t
,

x ∈ D(A) :=

{
x ∈ X : lim

t↓0

S(t)x− x

t
exists

}
.

͜͜ͰD(A)AͷఆٛҬΛࣔ͢.

BanachۭؒXͷରۭؒΛX∗ͱ͠,ͦͷ 2

ͭͷ্ۭؒͰͷରੵΛ ⟨·, ·⟩X,X∗ Ͱද͢هΔ.

XͱX∗ͷϊϧϜͦΕͧΕ ∥ ·∥Xͱ ∥ ·∥X∗ :=

sup0̸=x∈X
|⟨x,·⟩X,X∗ |

∥x∥X Ͱ͋Δ. Hahn-Banachͷ
ఆཧ͔Β x ∈ X ʹରͯ͠ରू߹

F (x) :=
{
x∗ ∈ X∗ : ⟨x, x∗⟩X,X∗ = ∥x∥2X = ∥x∗∥2X∗

}

͕ଘ͢ࡏΔ.

ఆٛ 4 ω > 0 Λ͋Δఆͱ͠, ҙͷ x ∈
D(A)ʹରͯ͠,

Re⟨Ax, x∗⟩X,X∗ ≤ ω∥x∥2X

Λຬͨ͢ x∗ ∈ F (x)͕ଘ͢ࡏΔͱ͖, ઢ࡞ܗ༻
ૉAΛ ω-ফ࡞ࢄ༻ૉͱ͍͏.

3 Lumer-Phillipsͷఆཧ

͋Δઢ࡞ܗ༻ૉA͕C0܈ੜ࡞༻ૉ͔Ͳ
͏͔Λผ͢ΔͨΊʹ Lumer-Phillipsͷఆ
ཧΛ༻͍Δ͜ͱ͕༗༻Ͱ͋Δ. Lumer-Phillips

ͷఆཧHille-Yosidaͷఆཧͱಉ༷, C0܈ੜ
ͷͨΊͷඞཁे݅Λ༩͍͑ͯΔ.

ఆཧ 5 (Lumer-Phillipsͷఆཧ) AΛBanach

ۭؒ X ͷີͳઢܗ෦ۭؒ D(A)্Ͱఆٛ
͞ΕΔઢ࡞ܗ༻ૉͱ͢Δ.͜ͷͱ͖, ಉ࣍
Ͱ͋Δ.

1) ૉ༺࡞ A G(1,ω)ܕ C0 ܈ͷແݶখ
ੜ࡞༻ૉͰ͋Δ.

2) A ω-ফ࡞ࢄ༻ૉͰ, ͋Δ λ0 > ω͕ଘ
,͠ࡏ λ0I − AͷҬ (range)͕X ࣗ
Ͱ͋Δ.

4 ྻۭؒʹ͓͚ΔC0܈ͷੜ

ҎԼͰ Banachۭؒ X = ℓ1, X∗ = ℓ∞(=

(ℓ1)∗)ͱ͢Δ. a := (ak)k∈Zͱ c := (ck)k∈ZΛ
ෳૉྻͱ͠, ૉDΛ༺࡞

Da := (ikak)k∈Z
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Ͱఆٛ͢Δ. (͜͜Ͱ, i =
√
−1ڏ୯Ґ).

·ͨΈࠐΈੵͷ࡞༻ૉAΛఆٛ͢Δ.

Aa := c ∗ (Da) =

(
∑

m∈Z
ck−mimam

)

k∈Z

.

(3)

AͷఆٛҬΛD(A) := {(a)k∈Z :
∑

k∈Z k|ak| <
∞}ͱ͠, a ∈ D(A)ʹ͓͍ͯ, v ∈ X∗Λ

vk := ∥a∥X sgn ak =

{
ak
|ak|∥a∥X , ak ̸= 0,

0, ak = 0

Ͱఆٛ͢Δ.ɹ͜ͷͱ͖ v ∈ F (a)ͱͳΔ. ʹ࣍

⟨Aa, v⟩X,X∗ =
∑

k∈Z

(
∑

m∈Z
ck−mimam

)
vk

= − i

2

∑

k,m∈Z
(k −m)ck−mamvk

+
i

2

∑

k,m∈Z

∥a∥X
|ak|

ck−m (mamak + amkak) .

͜͜Ͱୈ 2߲͕७ڏͱͳΔ͜ͱ͔Β, ω :=
1
2 ∥Dc∥X ͱऔΔͱ, A ω-ফ࡞ࢄ༻ૉͰ͋Δ.

͞ΒʹดҬͷఆཧ͔Β λ0I − AͷҬ X

શମͱͳΔ. Αͬͯ, Lumer-Phillipsͷఆཧ͔
Β࡞༻ૉ A G(1,ω)ܕ C0܈ {S(t)}t≥0ͷ
ແݶখੜ࡞༻ૉͰ͋Γ, .Γཱ͕ͭ࣍

∥S(t)∥X,X ≤ eωt, t ≥ 0. (4)

5 ਫ਼อূ͖ࠩޡධՁ

(1) Fourierڃల։

u(x, t) =
∑

k∈Z
ak(t)e

ikx, c(x) =
∑

k∈Z
cke

ikx

Λ༻͍ͯҎԼͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

d

dt
ak(t) + (c ∗ (Da(t)))k = 0, k ∈ Z. (5)

͜͜Ͱ a(t) = (ak(t))k∈Z (t > 0), c = (ck)k∈Z.

ũ(x, t) =
∑

|k|≤N

ãk(t)e
ikx

Λ (1)ͷۙࣅղͱ͠, ã(t)Λແݩ࣍ݶʹ֦ு͠
ͨͷͱ͢Δ. ͢ͳΘͪ,

ã(t) := (. . . , 0, 0, a−N (t), . . . , aN (t), 0, 0 . . . ).

·ͨ, z(t) = (zk(t))k∈Z Λ༻͍ͯࠩޡ z(t) =

a(t)− ã(t)Λද͢ݱΔ. Αͬͯ, (5) k ∈ Zʹ
.ΒΕΔ͑ͷΑ͏ʹॻ͖͍࣍ͯͭ

d

dt
zk(t)+ (c ∗ (Dz(t)))k

= −
{

d

dt
ãk(t) + (c ∗ (Dã(t)))k

}
.

(6)

ྻۭؒX্Ͱ (6)࣍ͷΑ͏ʹද͞ݱΕΔ.

d

dt
z(t) +Az(t) = −

(
d

dt
ã(t) +Aã(t)

)
. (7)

ૉA༺࡞ (3)Ͱఆٛ͞ΕͨͷͰ͋Γ, C0
܈ {S(t)}t≥0ͷແݶখੜ࡞༻ૉͰ͋Δ. ͜ͷ
͜ͱ͔Β (7)ͷղ࣍ͷΑ͏ʹॻ͚Δ.

z(t) = S(t)z(0) +

∫ t

0
S(t− s)r(s)ds. (8)

͜͜Ͱ r(s)ۙࣅղͷࠩΛද͢

r(s) := −
(

d

dt
ã(s) +Aã(s)

)
.

(4)͔Β (8)·Ͱͷ݁ՌʹΑΓ,ݻఆ͞Εͨ t > 0

ʹ͓͍ͯҎԼͷΑ͏ͳධՁ͕ࣜΓཱͭ

∥z(t)∥X ≤ ∥S(t)z(0)∥X +

∫ t

0
∥S(t− s)r(s)∥X ds

≤ eωt∥z(0)∥X +

(
eωt − 1

ω

)
∥r∥C((0,t);X),

(9)

͜͜Ͱ

ω =
1

2
∥Dc∥X , ∥r∥C((0,t);X) := sup

s∈(0,t)
∥r(s)∥X

Ͱ͋Γ, (9)Λਫ਼อূ͖ʹΑΓ͢ࢉܭ
Δ͜ͱͰ, ྻ্ۭؒͰղͷਫ਼อূ͖
.ՄͱͳΔߦ࣮͕ࢉܭ

ܭͱਫ਼อূ͖ࡉධՁͷৄʹ࣌ԋߨ
.Ռʹ͍ͭͯհ͢Δ݁ߦͷ࣮ࢉ

ݙจߟࢀ
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半無限区間における境界を考慮したSE-Sinc関数近似の改善と誤差評価
岡山 友昭 1, 濵田 亮太 2

1広島市立大学，2鳴門教育大学
e-mail : 1okayama@hiroshima-cu.ac.jp

1 研究の背景と概要
関数 F (x)を

F (x) ≈
N∑

k=−N

F (kh)S(k, h)(x), x ∈ R (1)

と近似する方法を Sinc関数近似と呼ぶ．ここ
で hはN に対し適切に定められる刻み幅であ
り，また S(k, h)(x)はいわゆる Sinc関数で，

S(k, h)(x) =
sin[π(x/h− k)]

π(x/h− k)

と定義される．近似式 (1)を適用するためには，
a) F (x)が実軸全体で定義され，
b) x → ±∞で急速に |F (x)| → 0となる
という 2つの重要な条件がある．
また条件 a)をみたさない関数に対しても，適

切な変数変換と組み合わせることで式 (1)を適
用できる．特に f(t) =

√
t e−tのように，半無

限区間 [0,∞)で定義された指数的減衰関数 f(t)

に対しては，具体的な変数変換として

t = ψ(x) = arcsinh(ex)

がStenger [1]によって提案されており，F (x) =

f(ψ(x))とおけば式 (1)が適用できる．このよ
うに |F (x)|が x → ±∞で一重指数関数的に減
衰する変換は Single-Exponential (SE)変換と
呼ばれる．また同じ SE変換でも，t = ψ(x)を

t = φ(x) = log(1 + ex)

に変更すると性能が改善すると報告がされた [2]．
ところが，g(t) = 1 +

√
t e−tのような場合，

変数変換により条件 a)はみたされるが，条件
b)がみたされない．これは g(t)の半無限区間
における境界の値，g(0)と limt→∞ g(t)が 0で
ないためである．これに対し Stenger [1]は，

p = lim
t→∞

g(t), q = g(0) (2)

とおき，f(0) = limt→∞ f(t) = 0となる関数

f(t) = g(t)− q + p sinh t

1 + sinh t
(3)

を考え，F (x) = f(ψ(t))として式 (1)を適用
する方法を提案した．ただしこの方法は変数変
換に t = ψ(x)を用いることを前提としており，
t = φ(x)を用いた場合には適切ではない．
そこで本研究では，t = φ(x)を用いた場合に

f(t) = g(t)− q + p(et−1)

et
(4)

とおき，F (x) = f(φ(x)) として式 (1)を適用
する方法を提案する．さらに理論誤差評価を行
い，誤差の見積もりを可能にした上で，Stenger
の方法より高性能であることを示す．

2 Stengerの方法の理論誤差解析
まず，次の関数空間を導入する．

定義 1 K，α，βを正の定数とする．このとき，
領域Dで解析的であって，任意の z ∈ Dに対し

|f(z)| ≤ K

∣∣∣∣
z

1 + z

∣∣∣∣
α

| e−z |β

が成り立つような関数 f 全体を LK,α,β(D)と
定義する．
この定義のもとで，Stengerの方法の理論誤

差解析は次のように与えられている．ただし正
の定数 dに対し，Dd = {ζ ∈ C : | Im ζ| < d}
で定める．
定理 2 (Stenger [1, Example 4.2.11]) dは
0 < d < π/2をみたす定数とする．与えられた
関数 gに対し，pと qを式 (2)で定め，関数 f を
式 (3)で定めると，f ∈ LK,α,β(ψ(Dd))である
とする．このとき µ = min{α, β}として，M

とN を nに対し
{
M = n, N = ⌈(α/β)n⌉ (if µ = α)

N = n, M = ⌈(β/α)n⌉ (if µ = β)
(5)

で定め，刻み幅 hを

h =

√
πd

µn
(6)
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で定めると，nに依存しない定数Cが存在して，

sup
t∈(0,∞)

∣∣∣∣g(t)−
[
q + p sinh t

1 + sinh t
+

N∑

k=−M

{
g(ψ(kh))− q + p ekh

1 + ekh

}
S(k, h)(ψ−1(t))

]∣∣∣∣∣

≤ C
√
n e−

√
πdµn (7)

と評価できる．

3 本研究の方法の理論誤差評価
本研究では，提案した方法に対し，次の誤差

評価を与えた．
定理 3 dは0 < d < πをみたす定数とする．与
えられた関数 gに対し，pと qを式 (2)で定め，
関数 fを式 (4)で定めると，f ∈ LK,α,β(φ(Dd))

であるとする．このとき µ = min{α, β}とし
て，M とN を nに対し式 (5) で定め，刻み幅
hを式 (6) で定めると，

sup
t∈(0,∞)

∣∣∣∣g(t)−
[
q + p(et−1)

et
+

N∑

k=−M

{
g(φ(kh))− q + p ekh

1 + ekh

}
S(k, h)(φ−1(t))

]∣∣∣∣∣

≤ C
√
n e−

√
πdµn (8)

と評価できる．ただし C は γ =
√
πdµとして

C =
2K

γ

{
2(e /(e−1))µ/2

γ(1− e−2γ) cosα+β(d/2)
+ 1

}

で定義される定数である．
式 (7)と式 (8)を比べると，収束次数はどち

らもO(
√
n e−

√
πdµn) で同じように見える．た

だし，定理 2の dは d < π/2であるのに比べ，
定理 3の dは d < π となっており，後者では
dを大きくとることができる可能性がある．こ
のとき収束次数に差が現れる．

4 与えられた関数に対する条件の導出
定理 2および定理 3においては，関数 f の条

件で間接的に仮定が記されている．しかしなが
ら，仮定は与えられた関数 gの条件として直接
書かれることが望ましい．そこで本研究では，
さらに次の定理を示した．
定理 4 dは 0 < d < π をみたす定数とする．
与えられた関数 gに対し，pと qを式 (2)で定

めると，ある正の定数 c1，c2が存在して，任意
の z ∈ φ(Dd)に対し次式が成り立つとする：

|g(z)− q| ≤ c1

∣∣∣∣
z

1 + z

∣∣∣∣ ,

|g(z)− p| ≤ c2| e−z |.

このとき関数 f を式 (4)で定めると，K = c1+

c2cd，α = β = 1として f ∈ LK,α,β(φ(Dd))が
成り立つ．ただし cdは，̃cd = 1+(1/ cos(d/2))

として次式で定義される定数である：

cd =
1 + log(1 + c̃d)

log(1 + c̃d)
c̃d.

5 数値実験結果
関数 g(t) = 1+(e−t /(1+ t))は定理 2の仮定

をある定数Kと d = 1.5，α = β = 1でみたし，
また定理 3の仮定は d = 3，K = α = β = 1

でみたし，定理 4の仮定は d = 3，c1 = 1 +

cd/ sin d，c2 = 1/ sin dでみたす．Stengerの方
法と本研究の方法によって近似した誤差，およ
び後者の見積もり誤差（定理 3，および定理 3と
定理 4の組合せ）を図 1に示す．誤差は t = 2k

(k = −50, 49, . . . , 50)上の最大値を調べた．
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図 1. g(t) = 1 + (e−t /(1 + t))に対する計算結果．
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複素Gamma関数の精度保証付き数値計算
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1 はじめに
本発表では，引数が複素数の場合のGamma

関数の精度保証付き数値計算について考える．
Gamma関数は，Re (z) > 0である z ∈ Cに対
して，以下で定義される特殊関数である．

定義 1 　 Γ (z) =

∫ ∞

0
e−t tz−1dt

また，以下の定理を用いて解析接続をするこ
とにより，Re (z) ≤ 0の範囲にも定義域を拡張
する．

定理 2 　 Γ (z + 1) = zΓ (z)

ただし，z = 0,−1,−2, · · · に対しては定義
されない．
本発表では，まず複素関数の積分である定義

１の式を変形して Γ (z) を実部と虚部に分け，
それぞれの実数関数の積分の精度保証付き数値
計算の方法の提案と，その結果を示す．

2 複素Gamma関数の誤差評価の方法
x, y ∈ Rとして，z = x+ iyと表し，複素指
数関数の関係式

zα = eαLogz

と，複素対数関数の関係式

Logz = log |z|+ iArgz

を用いると，Γ (x+ iy)の実部は，
∫ ∞

0
e−t tx−1 cos (y log t) dt

となり，虚部は，
∫ ∞

0
e−t tx−1 sin (y log t) dt

となる．
1 ≤ x < 2の範囲で実部と虚部のそれぞれの

実数関数の積分の評価ができれば，他の範囲の
zには定理 2を用いることで，精度保証付き数
値計算の結果が得られることになるため，以下

では 1 ≤ x < 2と仮定して，この範囲での評価
を考えれば十分である．
実部は T > 1を用いて，積分を以下の３つ
に分け，それぞれの評価を考える．
∫ ∞

0
e−t tx−1 cos (y log t) dt

=

∫ 1

0
e−t tx−1 cos (y log t) dt

+

∫ T

1
e−t tx−1 cos (y log t) dt

+

∫ ∞

T
e−t tx−1 cos (y log t) dt

第１項の積分は t = 0 で特異点となるため，
e−tをMaclaurin展開した上で部分積分を行う
ことで，以下の通りに変形する．
∫ 1

0
e−t tx−1 cos (y log t) dt

=
∞∑

k=0

(−1)k

k!
· k + x

(k + x)2 + y2

自然数 N を用いて，k = 2N − 1までは定義
通りに計算する．k = 2N からの無限和は，収
束値を厳密に求めることが可能である，各項が
（等差数列）×（等比数列）の形で表される数
列の無限和で押えることで，以下のように評価
する．

∞∑

k=2N

(−1)k

k!
· k + x

(k + x)2 + y2

∈

⎡

⎣−
2 (2N + 1)2

(
2N2 + 4N + 1

)
(
(2N + 2)2 + y2

)
(2N)! (4N (N + 1))2

,

4N2
(
4N2 + 4N − 1

)
(
(2N + 1)2 + y2

)
(2N − 1)! (4N2 − 1)2

⎤

⎦

第２項の積分には，柏木 [1]のベキ級数演算
(以下 PSAと略す)を用いて，精度保証付き数
値計算を行う．これは，まず被積分関数を包含
する区間多項式を求め，次にそれを積分するこ

107



とで真の積分値を含む区間を得るという方法で
ある．
第３項の積分は無限区間の積分であるため，

厳密に積分値の求められる関数で被積分関数を
押えることで，以下のように評価する．
∫ ∞

T
e−t tx−1 cos (y log t) dt　　　　

∈
[
−e−T (T + 1) , e−T (T + 1)

]

以上より，実部の評価が得られた．
虚部も同様に，以下の３つの積分の評価を考

える．
∫ ∞

0
e−t tx−1 sin (y log t) dt　　　　　

=

∫ 1

0
e−t tx−1 sin (y log t) dt

+

∫ T

1
e−t tx−1 sin (y log t) dt

+

∫ ∞

T
e−t tx−1 sin (y log t) dt

第１項の積分は t = 0 で特異点となるため，
実部と同様の手法で，以下の通りに変形する．
∫ 1

0
e−t tx−1 sin (y log t) dt　　　　　

= −y
∞∑

k=0

(−1)k

k!
· 1

(k + x)2 + y2

実部と同様にし，この無限和は k = 2N − 1ま
では定義通りに計算し，k = 2N からの和は，
以下のように評価する．
∞∑

k=2N

(−1)k

k!
· 1

(k + x)2 + y2
　　　　　　　　　

∈

⎡

⎣− 2N + 1(
(2N + 2)2 + y2

)
(2N)! 4N (N + 1)

,

2N(
(2N + 1)2 + y2

)
(2N − 1)! (4N2 − 1)

⎤

⎦

第２項の積分には，PSAを用いて精度保証
付き数値計算を行う．
第３項の積分は，実部と同様にして，以下の

ように評価する．
∫ ∞

T
e−t tx−1 sin (y log t) dt　　　　

∈
[
−e−T (T + 1) , e−T (T + 1)

]

以上より，虚部の評価が得られた．
したがって，複素Gamma関数の精度保証付
き数値計算の方法が得られた．

3 数値実験
数値実験は，Linux mint 17.3(2.60GHz Intel

Core i5, 4GB memory)上で行い，精度保証付
き数値計算のライブラリ kv-0.4.41[2]を使用す
る．パラメータの値を，T は仮数部の bit数×
log2，PSAで用いる区間多項式の次数は 18，N
は 9と設定し，いくつかの値で数値実験を行っ
たところ，結果は以下のようになった．
Γ(1)

=([0.999999999999993,1.0000000000000105])

　　　　　　　　　　　　　　　　+([0,0])i

Γ(0.5)

=([1.7724538509054952,1.7724538509055399])

　　　　　　　　　　　　　　　　+([0,0])i

Γ(−0.5)

=([-3.5449077018110798,-3.5449077018109904])

　　　　　　　　　　　　　　　　+([0,0])i

Γ(1 + i)

=([0.49801566811834591,0.49801566811836496])

+([-0.15494982830181936,-0.15494982830180104])i

Γ([3.2, 3.3])

=([2.010578739331831,3.1778468038898598])

　　　　　　　　　　　　　　　　+([0,0])i

Γ([1.15, 1.17] + [−0.35,−0.3]i)

=([0.82075983515636052,0.90724093118893879])

+([0.061148117776350457,0.11662765187027901])i

数値実験の結果から，引数がの値の場合は，
有効数字12～13桁の精度が得られているが，引
数が区間の場合は精度はほとんど得られていな
いことがわかる．今後は，この場合でも計算精
度を高くすることが課題である．

参考文献
[1] 柏木雅英,ベキ級数演算について, http:

//verifiedby.me/kv/psa/psa.pdf.

[2] 柏木 雅英, kv-C++による精度保証
付き数値計算ライブラリ, http://

verifiedby.me/kv/.
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1 ͡Ίʹ

Delaunayਤ͓ΑͼͦͷରͰ͋Δ Voronoi

ਤزࢉܭԿֶʹ͓͚ΔجຊతͳਤܗͰ͋Γɼ
༗ݶཁૉ๏ཧใγεςϜΛ͡Ίͱͨ͠
༷ʑͳʹԠ༻͞Ε͍ͯΔɽ͜͏͍ͬͨഎܠ
͔Βɼஞ࣍ఴՃ๏ɼׂ౷࣏๏ɼฏ໘ࠪ๏Λ
͡Ίͱ͢Δ༷ʑͳࢉܭΞϧΰϦζϜ͕ఏҊ͞
Ε͖ͯͨ [1]ɽ
ຊڀݚͰஞ࣍ఴՃ๏ʹண͠ɼࢉܭաఔͰ

ൃੜ͢ΔશͯͷؙΊࠩޡΛྀͯ͠ߟඞͣਖ਼͍͠
Delaunayܗ֯ࡾׂΛಘΔ͜ͱΛతͱ͢Δɽ
ஞ࣍ఴՃ๏ଞͷํ๏ʹൺͯࢉܭత༏Ґ
ੑೝΊΒΕͯ͜ͳ͔͕ͬͨɼΞϧΰϦζϜ͕
ൺֱత؆қͰ͋Γଟݩ࣍ͷ֦ு͕༰қͰ͋Δ
͜ͱɼܗ֯ࡾׂʹରͯ͠ͷՃআ͕
༰қͰ͋Δͷར͕͋Δ [2, 3]ɽ͜ͷ͜ͱ͔
Βஞ࣍ఴՃ๏Delaunayܗ֯ࡾׂΛߏ͢
ΔॏཁͳΞϧΰϦζϜͷ̍ͭͱ͞ΕΔɽ
ஞ࣍ఴՃ๏Ͱ৽ͨʹઃஔͨ͠અΛؚΉࡾ

Λ͢ҝɼLawsonͷ୳ࠪ๏Λ༻͍Δܗ֯ [4]ɽ
ઌڀݚߦͰϏϯιʔτͱݺΕΔྖҬΛෳ
ͷ۠ըʹׂ͠ɼͦͷதͰઅΛฒͼସ͑Δ
ιʔτ๏Λ࠾༻͠ɼLawsonͷ୳ࠪ๏ʹ͔͔Δܭ
Λॖ͍ͯ͠Δؒ࣌ࢉ [3]ɽຊڀݚͰΑΓߴ
ͳࢉܭΛ͠ࢦɼ৽ͨͳιʔτ๏Ͱ͋Δ zigzag

ιʔτΛఏҊ͢Δɽιʔτͱͷ૬ੑΛྀ͠ߟɼ
Ծܗ֯ࡾͷΘΓʹઅू߹ͷತแΛ࠾༻͢
ΔɽzigzagιʔτϏϯιʔτͱൺιʔτࣗ
ମͷؒ࣌͘ͳΔͷͷɼDelaunayੑอূ
ͱͷ૬ੑྑ͘ɼ݁Ռͱͯ͠શମతͳؒ࣌ࢉܭ
ΛॖͰ͖Δ͜ͱΛհ͢Δɽ

2 zigzagͷࣈιʔτΛ༻͍ͨஞ࣍ఴՃ๏

FΛුಈখͷू߹ͱ͢Δɽ3Ҏ্͔Βͳ
Δೖྗઅͷू߹ΛP = {pi ∈ F2, i = 1, · · · , n}
ͱ͠ɼPͷશ͕ͯಉҰઢ্ʹଘ͢ࡏΔ͜ͱ
ͳ͍ͱ͢ΔɽࠓճఏҊ͢Δख๏ɼҎԼͷ 4

ͭͷ Stepʹ͚ΒΕΔɽ

Step 1ɿू߹ Pʹର͢Δತแͷࢉܭ
Step 2ɿತแΛߏ͢Δͷஞ࣍ఴՃ
Step 3ɿΓͷͷ zigzagιʔτ

Step 4 : ఴՃ࣍Γͷͷஞ

ຊΞϧΰϦζϜΛ্ػࢉܭʹ࣮ͯ͠ਖ਼͍݁͠
ՌΛಘΔͨΊʹɼුಈখԋࢉͰൃੜ͢Δ
ؙΊࠩޡͷରࡦΛ͏ߦඞཁ͕͋ΔɽಛʹɼStep

1, 4ͰϕΫτϧͷ֎ੵͷූ߸ɼStep 2, 4Ͱ
Δඞཁ͕͋Δ͕ɼ͢ࢉܭͷූ߸Λਖ਼ࣜ͘͠ྻߦ
ͦΕͧΕඌ࡚Βͷํ๏ [5]ɼShewchukͷํ๏ [6]

ʹΑΓූ߸ͷਖ਼͠͞Λอূ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
ҎԼʹ Step 1–4ͷઆ໌Λड़Δɽ

Step 1

PͷತแΛߏ͢Δͷू߹Q = {q1, · · · ,
qnh}Λ͢ࢉܭΔɽͨͩ͠ɼQͷܭ࣌ճΓ
ͷॱʹͳ͍ͬͯΔͷͱ͢Δɽ

Step 2

QͷΛஞ࣍తʹઃஔ͠ɼͦͷDelaunayࡾ
Tͷ֎ԁΛC(Tܗ֯ࡾΔɽ͢ࢉܭׂΛܗ֯ )

ͱ͢Δɽ·ͣ Qͷ࠷ॳͷ 3 q1, q2, q3ΑΓࡾ
ܗ֯ T1Λ࡞Δʢਤ 1ʣɽ࣍ʹ q4Λઃஔ͠ɼ3

 q1, q3, q4ΑΓܗ֯ࡾ T2Λ࡞Δʢਤ 2ʣɽ͜ͷ
ͱ͖ q4͕ C(T1)ʹଘ͢ࡏΔ͔Λɼࣜྻߦ
ͷූ߸Λ͢ࢉܭΔ͜ͱͰ֬ೝ͢ΔʢҎԼɼdet

ఆͱݺͿʣɽ q4 ͕ C(T1)ʹೖ͍ͬͯΔ
߹ਤ 3ͷΑ͏ʹڞ༗ล (q1q3)Λ (q2q4)ʹ
ม͢ߋΔʢҎԼɼswapͱݺͿʣɽଓ͍ͯ q5
Λઃஔ͠ɼ3 q1, q4, q5ΑΓܗ֯ࡾ T3Λ࡞Δ
ʢਤ 4ʣɽ q5͕ C(T2)ʹଘ͢ࡏΔ͔Ͳ͏͔
Λ detఆ͠ɼ q5͕C(T2)ʹೖ͍ͬͯͨ
߹ڞ༗ล (q1q4)Λ (q2q5)ʹม͢ߋΔʢਤ 5ʣɽ
swap͕ߦΘΕͨͱ͖ɼߋ৽͞Εͨܗ֯ࡾ T2ʹ
ରͯ͠ྡ͢Δܗ֯ࡾ T1͕ଘ͢ࡏΔͷͰɼ
q5͕C(T1)ʹଘ͢ࡏΔ͔Λ detఆ͢Δɼ
q5͕C(T1)ʹೖ͍ͬͯͨ߹ڞ༗ล (q2q4)

Λ (q3q5)ʹม͢ߋΔʢਤ 6ʣɽҎ্ͷૢ࡞Λ
qnh Λઃஔ͢Δ·Ͱ܁Γฦ͠͏ߦɽ

Step 3

ू߹P\QͷΛ y࣠ํʹঢॱιʔτ͢Δɽ
͕ಉ͡ݸҬΛͦΕͧΕʹؚ·ΕΔͷྖʹ࣍
ʹͳΔΑ͏ x࣠ʹฏߦʹ n

1
2 ͷ۠ըʹ۠Γɼݸ

۠ըʹରͯ͠Լ͔Β൪߸͚Λ͢Δʢਤ 7ʣɽ࠷
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൪ͷ۠ըʹೖ͍ͬͯΔΛحɼʹޙ x࣠ํ
ʹঢॱιʔτɼۮ൪ͷ۠ըʹೖ͍ͬͯΔΛ
x࣠ํʹ߱ॱιʔτ͢Δɽ͜ͷҰ࿈Λ zigzag

ιʔτͱݺͿɽਤ 8 zigzagιʔτΛͨͬߦ
Λॱ൪ʹ͍ܨͰग़དྷΔيͰ͋Δɽ

Step 4

Step3Ͱιʔτͨ͠Λॱʹ Step2Ͱ͠ࢉܭ
తʹઃஔ͍ͯ͘͠ɽׂ࣍ͷ෦ʹஞܗ֯ࡾͨ
͜ͷૢ࡞ɼ৽ͨʹઃஔ͕ͨ͠Ͳͷܗ֯ࡾͷ
෦ʹଘ͢ࡏΔ͔Λఆ͢Δ෦ͱɼͦͷ֯ࡾ
ׂͯ͠దٓʹܗ֯ࡾͷখͭࡾΛܗ swapΛߦ
͏෦͔ΒͳΓɼৄࡉ [3, 4]ʹ͕͋ࡌهΔɽ

ਤ 1. ܗ֯ࡾ T1 ͷ࡞ ਤ 2. ܗ֯ࡾ T2 ͷ࡞

ਤ 3. ܗ֯ࡾ T1, T2 ͷ swap ਤ 4. ܗ֯ࡾ T3 ͷ࡞

ਤ 5. ܗ֯ࡾ T2, T3 ͷ swap ਤ 6. ܗ֯ࡾ T2, T1 ͷ swap

ਤ 7. zigzagιʔτͷ؆ུਤ
ਤ 8. zigzagιʔτͷྫ

3 ࣮ݧ

ఏҊख๏ͷ࣮ݧΛࣔ͢ɽڥɼϓϩηο
α͕ Intel(R) Core (TM) i7-6950X @ 3.00GHzɼ
࣮ϝϞϦ͕ 128GB Ͱ͋ΔػࢉܭΛ༻͠ɼ
OSCentOS7Λ༻͍ͨɽຊ࣮ݧͰҎԼͷ 4

ͭͷख๏ͷؒ࣌ࢉܭΛൺֱͨ͠ɽ

ख๏ 1 Ծܗ֯ࡾΛ༻͍ͨஞ࣍ఴՃ๏ɼ
(ιʔτແ͠)

ख๏ 2 Ծܗ֯ࡾΛ༻͍ͨஞ࣍ఴՃ๏ɼ
(Ϗϯιʔτ)

ख๏ 3 Ծܗ֯ࡾΛ༻͍ͨஞ࣍ఴՃ๏ɼ
(zigzagιʔτ)

ख๏ 4 ತแΛ༻͍ͨஞ࣍ఴՃ๏ɼ
(zigzagιʔτ)

֤ख๏Λ 10ճ࣮͠ߦɼͦͷؒ࣌ࢉܭͷฏۉΛ
ද 1ʹࣔ͢ɽͨͩ͠ɼೖྗઅਖ਼نͷٖ
Λݸ͠ɼͦͷ࡞ཚʹΑͬͯࣅ nͱ͢Δɽ

ද 1. ʢඵʣͷൺֱؒ࣌ࢉܭ

n 104 105 106

ख๏ 1 5.20E-2 1.04 4.20E1

ख๏ 2 2.00E-2 2.29E-1 3.56

ख๏ 3 1.70E-2 1.46E-1 1.06

ख๏ 4 1.00E-2 1.20E-1 7.93E-1

ݙจߟࢀ
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混合行列を係数とする微分代数方程式の指数減少法
岩田 覚 1, 大城 泰平 1, 高松 瑞代 2

1東京大学大学院 情報理工学系研究科 数理情報学専攻，2中央大学 理工学部 情報工学科
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1 はじめに
微分代数方程式 (DAE) は x : R → Rn に関
する方程式系

fi(t, x(t), ẋ(t), ẍ(t), . . .) = 0 (i = 1, . . . , n)

であり，常微分方程式 ẋ(t) = ϕ(t, x(t)) と代数
方程式 g(t, x(t)) = 0 の要素を併せ持つ．DAE

は機械力学系，電気回路網，化学反応系などの
動的システムのモデリングにおいて高い表現力
をもつものの，その解を数値的に求めることは
必ずしも容易ではない．DAEの数値的な解き
にくさは，指数とよばれる特性量によって特徴
付けられる．指数は，直感的にはDAEが常微
分方程式からどの程度離れているかを表す量で
あり，指数 1以下のDAEは実用的な精度で解
くことが可能である．したがって，DAEで記
述されたシステムの高精度なシミュレーション
を行うためには，与えられたDAEを指数 1以
下のDAEに変形する操作が重要である．
既存の多くの DAEソルバでは，Mattsson–

Söderlind [1]の指数減少法（MS法）が採用され
ている．MS法はグラフアルゴリズムを用いた
Pantelides [2]の手法を前処理として用いるが，
この手法はDAEの持つ数値情報を捨象するた
め，変数同士が数値キャンセルを起こす場合，正
しい結果を得られないことがある．多くの指数
減少法が同様の問題を抱えているものの，近年，
一階の定数係数線形 DAE A1ẋ + A0x = f(t)

に対しては，数値情報を考慮しつつDAEを変
形することで，常に正しく動作する指数減少法
が提案された [3]．
本研究では，各係数行列 Ak が混合行列であ

るような定数係数線形DAE

N∑

k=0

Akx
(k)(t) = f(t) (1)

に対する指数減少法を与える．混合行列は，正
確な定数または誤差を含みうる組合せ的な量
（独立パラメータ）を各要素にもつ行列であり，
質量や抵抗値のような，誤差を含みうる物理量

をパラメータとしてもつ動的システムの解析に
有用である [4]．
提案手法のアプローチでは，最初にDAE (1)

を等価変形することで，MS 法が適用可能な
DAEに帰着する．次にMS法を適用することに
よって，DAEの指数を 1以下に減少させる．定
数要素のみからなる通常の定数係数線形 DAE

に対しても，本手法は [3]と比べて元のDAEの
構造を壊しにくいという特長をもつため，Ak

が疎なDAEに対して効率よく動作することが
期待される．

2 LM多項式行列による定式化
各行の非零要素が定数または独立パラメータ
のみからなる混合行列をLM行列とよぶ．混合
行列を係数とする DAE (1) は，ダミー変数を
導入することで LM行列を係数とするDAEに
等価に変換することができる．したがって，以
降は各係数行列 Ak を LM行列として考える．
DAE (1)の両辺を Laplace変換することで

A(s)x̃ = f̃(s)

(
A(s) =

N∑

k=0

skAk

)
(2)

という形の方程式を得る．A(s) =
(Q(s)
T (s)

)
はLM

多項式行列とよばれ，Q(s) および T (s) はそ
れぞれ定数および独立パラメータを係数とする
多項式を各成分に持つ行列である．

3 MS法が正しく動作する十分条件
A(s)の行集合Rと列集合 C を頂点集合とし，

E(A) = {(i, j) ∈ R × C | Ai,j(s) ̸= 0} を辺集
合とする二部グラフを G(A) とする．G(A) の
各辺 (i, j) ∈ E(A) の重みを ci,j = degAi,j(s)

とおく．ただし，deg は多項式の次数を意味す
る．δ̂n(A) を G(A) の完全マッチングの最大重
みとし，δn(A) = deg detA(s)と定める．δ̂n(A)
は数値キャンセルを無視した δn(A) の組合せ
的な上限である．
続いて，G(A) の最大重み完全マッチングの
双対問題
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D(A)

min
p,q

∑

j∈C
qj −

∑

i∈R
pi

s.t. qj − pi ≥ ci,j , ((i, j) ∈ E(A))

pi, qj ∈ Z. (i ∈ R, j ∈ C)

を考える．D(A) の実行可能解 (p, q) に対して，
タイト係数行列 A# を，各 (i, j)成分に Ai,j(s)

の sqj−pi の係数を並べた行列として定義する．

補題 1 ([1]). DAE (1)において，D(A) の最適
解 (p, q) に対応するタイト係数行列A#が正則
ならば，MS法は正しく動作する．

A# が正則であることと δn(A) = δ̂n(A) が成
立することは同値 [4]なので，次の補題を得る．

補題 2. DAE (1)において，δn(A) = δ̂n(A) が
成立するならば，MS法は正しく動作する．

4 LM多項式行列の変形
本手法で用いるDAEの等価変形は「ある式

fi = 0 の（0階以上の）微分の定数倍を別の
式 fj = 0 に加える」という操作の組合せであ
る．これは (2)においては，行列式が非零定数
の多項式行列（ユニモジュラ行列）U(s) を左
から掛ける操作に対応する．したがって，(1)

をMS法が適用可能なDAEに変形する問題は，
補題 2とあわせると，δn(UA) = δ̂n(UA) をみ
たすユニモジュラ行列 U(s) を求める問題に帰
着される．
提案手法では，組合せ緩和 [4]と呼ばれる以

下の枠組みによってこれを達成する．
Phase 1. δn(A) = δ̂n(A) ならば A(s) を出

力して終了する．
Phase 2. δn(A) = δn(Ã)かつ δ̂n(Ã) < δ̂n(A)

なる Ã(s) = U(s)A(s)に A(s)を
修正し，Phase 1 へ戻る．

Phase 2 における A(s) =
(Q(s)
T (s)

)
の修正に

ついて述べる．Q(s) に対応する行を RQ =

{1, . . . ,mQ} とする．(p, q) を双対最適解とし，
p1 ≤ · · · ≤ pmQ となるように行を並び替える．
タイト係数行列 A# =

(Q#

T#

)
について，LM行

列のランク恒等式 [4]

rankA# =min
J⊆C

{
rankQ#[RQ, J ]

+ t-rankT#[R \RQ, J ] + |C \ J |
}

を考える．ここで行列M に対して，M [I, J ]は
行集合を I，列集合を J とする M の部分行列

であり，t-rankM は G(M) のマッチングの最
大サイズである．J∗ を右辺の最小値を達成する
列集合とする．正則な上三角行列 U で Q# を
行変形することで，rank Q̃#[RQ, J∗] = t-rank

Q̃#[RQ, J∗] が成立する行列 Q̃# = UQ# を得
る．U と D(s) = diag(sp1 , . . . , spn) を用いて

U(s) = D−1(s)

(
U O

O I

)
D(s)

とおき， Ã(s) = U(s)A(s) と変形するのが
Phase 2 における A(s) の修正である．U の作
り方より U(s)はユニモジュラ行列であるため，
δn(A) = δn(Ã) が成立する．もう一方の条件
δ̂n(Ã) < δ̂n(A) は次の補題から保証される．

補題 3. (p, q) は D(Ã) の実行可能解だが，最
適解ではない．

定理 4. 提案手法はO
(
n2+ωdmax

2
)
時間でDAE

(1)を指数 1以下に等価変形する．ただし dmax

は A(s)の各要素の次数の最大値であり，ω ≤ 3

は n× n 行列積の計算量に現れる定数である．

5 おわりに
本研究では，混合行列を係数としてもつ定数
係数線形DAEの指数減少法を提案した．今後
の課題は，線形時変 DAEや非線形 DAEなど
のより広いクラスのDAEに対して最適性を保
証する指数減少法の構築が挙げられる．
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1 Introduction

A valued constraint satisfaction problem (for
short VCSP) is a general and important frame-
work for discrete optimization. Informally, the
VCSP framework deals with the minimization
problem of a function represented as the sum
of “small” arity functions. An important line
of VCSP research is to investigate what in-
stances are NP-hard and what instances are
solvable in polynomial time. Cooper–Živný [1]
showed that if a function represented as the
sum of unary or binary functions satisfies the
joint winner property (JWP), then the function
can be minimized in polynomial time.

Discrete convex analysis (DCA) [2] is a the-
ory of convex functions on the integer lattice.
It is well known that a variety of polynomially
solvable problems in discrete optimization can
be regarded as being related to discrete con-
vexity. M♮-convex functions play an important
role in DCA, appearing in many areas such as
operations research, economics, and game the-
ory.

The results of this paper are summarized as
follows:

• We reveal a relation between JWP and
M♮-convexity. That is, we give a DCA in-
terpretation of polynomial-time solvabil-
ity of JWP.

• To describe the connection of JWP and
M♮-convexity, we introduce theM♮-convex
completion problem, and give a character-
ization of M♮-convex completability.

• By utilizing a DCA interpretation of JWP,
we propose a new algorithm for Z-free
function minimization, which is faster than
previous algorithms for some parameter
values.

This study will hopefully be the first step to-
wards fruitful interactions between VCSPs and
DCA.

2 Preliminaries

Joint Winner Property. Let di ≥ 2 be a
positive integer and Di := [di] for i ∈ [r]. We
consider a function f : D1 ×D2 × · · · ×Dr →
R+ represented as the sum of unary or binary

functions as

f(x1, . . . , xr) =
∑

i∈[r]

ci(xi) +
∑

1≤i<j≤r

cij(xi, xj),

(1)

where ci : Di → R+ is a unary function for
i ∈ [r] and cij : Di × Dj → R+ is a binary
function for 1 ≤ i < j ≤ r. Furthermore
we assume cij = cji for distinct i, j ∈ [r]. A
function f of the form (1) is said to satisfy
the joint winner property (JWP) [1] if it holds
that cij(a, b) ≥ min{cjk(b, c), cik(a, c)} for all
distinct i, j, k ∈ [r] and all a ∈ Di, b ∈ Dj , c ∈
Dk. A function f of the form (1) satisfying
JWP is said to be Z-free if it satisfies that
| argmin{cij(a, c), cij(a, d), cij(b, c), cij(b, d)}| ≥
2 for any i, j ∈ [r] (i ̸= j), {a, b} ⊆ Di (a ̸= b),
and {c, d} ⊆ Dj (c ̸= d).

Cooper–Živný [1] showed that if f of the
form (1) satisfies JWP, then f can be mini-
mized in polynomial time. In fact, they showed
that if f satisfies JWP, then f can be trans-
formed into a certain Z-free function f ′ in poly-
nomial time such that a minimizer of f ′ is also
a minimizer of f . Moreover they showed that a
Z-free function can be minimized in polynomial
time.

M♮-Convexity. A function f : {0, 1}n → R
is said to be M♮-convex [2] if for all x, y ∈
{0, 1}n and all i ∈ supp+(x − y) there exists
j ∈ supp+(y − x) ∪ {0} such that

f(x) + f(y) ≥ f(x− χi + χj) + f(y + χi − χj),

where χi is the ith unit vector and χ0 is the
zero vector. A function f : {0, 1}n → R is

said to be M♮
2-convex [2] if f can be represented

as the sum of two M♮-convex functions. It is
well known that M♮-convex functions can be
minimized in polynomial time. Furthermore if
we are given two M♮-convex functions g and
h, we can minimize an M♮

2-convex function f =
g+h in polynomial time by solving the so-called
“M♮-convex intersection problem.”

We pay special attention to quadratic M♮-
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convex functions of the form

f(x1, . . . , xn) :=
∑

i∈[n]

hixi +
∑

1≤i<j≤n

hijxixj ,

(2)

where we assume hij = hji and hi < +∞ for
i, j ∈ [n].

3 M♮-Convexity in Joint Winner Prop-
erty

M♮-Convex Completion Problem. We in-
troduce the M♮-convex completion problem in
the following:

Given: (hij)i,j∈[n] such that hij ∈ R or hij
is undefined for every distinct i, j ∈ [n].

Question: By assigning appropriate values
inR to “undefined” elements of (hij)i,j∈[n],

can we construct an M♮-convex function
f : {0, 1}n → R of the form (2)?

It should be clear that a defined element can be
equal to +∞ and the infinite value (+∞) may
be assigned to undefined elements. If there is
an appropriate assignment of (hij)i,j∈[n], then

(hij)i,j∈[n] is said to be M♮-convex completable.

Transformation into a Function over {0, 1}.
To connect JWP and M♮-convexity, we intro-
duce a transformation of a function f : D1 ×
D2×· · ·×Dr → R into a function f̂ : {0, 1}U →
R. We consider the following correspondence
between x ∈ D1×D2×· · ·×Dr and x̂ ∈ {0, 1}U :
x̂(i,a) = 1 means that we assign a to xi, and
x̂(i,a) = 0 means that we do not. Define a func-

tion f̂ by

f̂(x̂) :=

{
f(x) if x has the correspondence,

+∞ otherwise.

Note that minimizing f is equivalent to mini-
mizing f̂ .

Now we consider the transformation of f of
the form (1) into f̂ , where f is given in terms
of ci for i ∈ [r] and cij for i, j ∈ [r]. We define
f : {0, 1}U → R by

f(x̂) :=
∑

ci(a)x̂(i,a) +
∑

h(i,a),(j,b)x̂(i,a)x̂(j,b),

where

h(i,a),(j,b) :=

{
cij(a, b) if i ̸= j,

undefined if i = j.
(3)

We also define δU : {0, 1}U → R by

δU (x̂) :=

{
0 if x has the correspondence,

+∞ otherwise,

which is the indicator function for the feasible
assignments. Then we have

f̂(x̂) = f(x̂) + δU (x̂) (x̂ ∈ {0, 1}U ).

It is clear that δU is M♮-convex (dom δU is
the base family of a partition matroid, which
is a direct sum of matroids of rank 1). More-
over, the values assigned to the undefined ele-
ments in (3) do not affect the value of f̂ . Hence
if (h(i,a),(j,b))(i,a),(j,b)∈U has an M♮-convex com-

pletion (h̃(i,a),(j,b))(i,a),(j,b)∈U , then f defined by

(h̃(i,a),(j,b))(i,a),(j,b)∈U is M♮-convex and f̂ = f +

δU is M♮
2-convex. This means that f̂ can be

minimized in polynomial time. We need the
values of (h̃(i,a),(j,b))(i,a),(j,b)∈U in a minimiza-

tion algorithm of M♮
2-convex functions.

Main Results. The main results of this pa-
per are the following.

Theorem 1 For a function f of the form (1),
let (h(i,a),(j,b))(i,a),(j,b)∈U be defined by (3). Then

(h(i,a),(j,b))(i,a),(j,b)∈U is M♮-convex completable
if and only if f is Z-free.

Theorem 2 There is an O(nr3 + nr log n +
n2)-time algorithm for Z-free function minimiza-
tion.

By improving the algorithm of running time
O(n3) given in [1], Cooper–Živný [3] gave an
O(n2 log n log r)-time algorithm for minimizing
Z-free functions of the form (1). Our proposed
algorithm is faster than Cooper–Živný’s for some
r (e.g., r = O(n1/3)).
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άϥϑʹؚ·ΕΔ෦ߏͷޮྑ͍ྻڍ

ࠤ भ༸ 1

ॴڀݚใֶཱࠃ1
e-mail : wasa@nii.ac.jp

1 ֓ཁ

෦άϥϑྻڍɼ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞Ε
ΔɿάϥϑGͱ੍R͕༩͑ΒΕͨͱ͖ʹɼR

Λຬͨ͢ Gதͷ෦άϥϑͯ͢Λ࿙Εͳ͘
ॏෳͳ͘ग़ྗͤΑɽຊߘͰɼྻڍΛղ͘
ΞϧΰϦζϜΛߏங͢ΔͨΊͷϑϨʔϜϫʔΫ
ͱɼྻڍΞϧΰϦζϜͷྔࢉܭղੳٕज़ʹ͍ͭ
ͯղઆ͢Δɽ

2 ͡Ίʹ

2017ࡏݱɼੑػࢉܭͷ্ʹ͍ɼզʑ
 SNSɼλϯύΫ࣭DNAͱ͍ͬͨੜ໋
ใͳͲͷෳࡶͳߏΛͨͬ࣋େͳྔͷσʔλ
Λͭ࣋͜ͱ͕Մͱͳͬͨɽ͔͠͠ɼ୯ʹ͜Ε
ΒΛอଘ͓͚ͯͩ͘͠Ͱͳ͘ɼͦͷத͔Β༗ӹ
ͳใΛऔΓग़͢ͱͳΔͱɼͦΕ༰қͰͳ
͍ɽͦ͜ͰɼຊߘͰɼ͜ͷΑ͏ͳ༗ӹͳใ
ΛऔΓग़ͨ͢Ίͷج൫తٕज़ͷͻͱͭɼྻڍΞ
ϧΰϦζϜʹண͢ΔɽྻڍΞϧΰϦζϜɼ
ͰߘΛղ͘ΞϧΰϦζϜͰ͋Δ͕ɼຊڍྻ
ѻ͏ྻڍΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɿ

ఆٛ 1 ೖྗͱ͕݅༩͑ΒΕͨͱ͖ʹɼೖྗ
ʹؚ·Εɼ͔ͭɼ݅Λຬͨ͢෦ߏΛ࿙Ε
ͳ͘ॏෳͳ͘ग़ྗͤΑɽ

͜͜ͰɼೖྗΛ SNSͱ͠ɼ݅Λ༗ӹͳใͱ
͢Δͱɼ͜ͷྻڍΛղ͘ΞϧΰϦζϜɼ
ઌʹ༩͑ͨ՝Λղܾ͢ΔͨΊͷΞϧΰϦζϜ
Ͱ͋Δɽྻڍʹؔ͢Δڀݚɼ1950ޙ
͔ΒࢸʹࡏݱΔ·Ͱɼ࿈໖ͱଓ͍͖ͯͨ [1]ɽ
ಛʹɼશҬɼۃେΫϦʔΫɼύεɼαΠΫ
ϧͳͲͷ෦άϥϑ͕ྻڍͷରͱͳ͖ͬͯͨɽ
ຊߘͰɼྻڍͷରͱͯ͠෦άϥϑʹண
ͯ͠ɼྻڍΞϧΰϦζϜͷߏஙٕ๏ͱɼͦͷܭ
ղੳٕज़ʹ͍ͭͯड़Δɽྔࢉ

3 ४උ

άϥϑG = (V,E)Λɼͷू߹ V ͱลू
߹ E ∈ V × V ͷͱ͢Δɽҙͷ V ′ ⊆ V ͱ
E′ ⊆ E ∩ (V ′×V ′)ʹରͯ͠ɼS = (V ′, E′)Λɼ
Gʹؚ·ΕΔ෦άϥϑͱ͍͏ɽຊߘͰɼ෦

άϥϑྻڍΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢ΔɽҎԼɼ
෦άϥϑྻڍΛ୯ʹྻڍͱݺͿɽ

 2 άϥϑ Gͱ੍ R ͕༩͑ΒΕͨͱ͖
ʹɼRΛຬͨ͢ Gதͷ෦άϥϑͯ͢Λ࿙
Εͳ͘ॏෳͳ͘ग़ྗͤΑɽ

4 ஙٕ๏ߏΞϧΰϦζϜͷڍྻ

ड़Δʹ࣍ɼࡍங͢ΔߏΞϧΰϦζϜΛڍྻ
2ͭͷٕ๏ɼׂ๏ͱٯ୳ࡧ๏͕Α͘༻͍ΒΕ
Δɽ͍ͣΕͷํ๏ɼղΛͱͯͭ͠άϥ
ϑʹશҬΛߏங͠ɼͦͷશҬΛ୳͢ࡧΔ͜
ͱͰղΛ࿙Εͳ͘ॏෳͳ͘ग़ྗ͢Δɽྫͱ͠
ͯɼ࣍ͷΑ͏ͳΛ͑ߟΔɽ

 3 ϥϕϧ͖άϥϑG = (V,E)ʹؚ·Ε
Δɼͯ͢ͷ࿈݁෦άϥϑΛྻͤڍΑɽ

4.1 ׂ๏

ׂ๏ɼೖྗάϥϑGʹؚ·ΕΔղͷू߹
SOLΛؼ࠶తʹׂ͠ͳ͕ΒղΛग़ྗ͢Δख
๏Ͱ͋Δɽ۩ମతʹɼ·ͣɼGதͷ͋Δཁૉ
eʹண͠ɼSOLΛ eΛؚΉղͷू߹ SOL+

e

ͱؚ·ͳ͍ղͷू߹ SOL−
e ʹׂ͢Δɽ͜Ε

Λͯ͢ͷཁૉʹ͍ͭͯؼ࠶తʹ͏ߦɽׂ͞
Εͨղू߹ɼߴʑͻͱͭͷղΛؚΉͷͰɼͦ
ΕΛग़ྗ͢Δ͜ͱͰղΛྻ͢ڍΔɽ
ׂ๏Λ༻͍Δ͜ͱͰɼզʑൺֱత༰қʹ
ΞϧΰϦζϜΛߏͰ͖ΔɽҰํͰɼޮΑ͘
ղΛग़ྗ͢Δʹɼ͋Δลʹணׂͯͨ͠͠
͕߹Ͱղू࡞ͷղू߹͕ɼͦΕҎ߱ͷׂૢޙ
มԽ͢Δ͔ɼۃݟΊΔඞཁ͕͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼ
ղू߹͕มԽ͢Δ͔Λߴʹఆ͢Δख๏͕৽
ͨʹඞཁͱͳͬͯ͘Δɽ 3Λղׂ͘๏
ϕʔεͷΞϧΰϦζϜΛɼAlgorithm 1ʹࣔ͢ɽ
Algorithm 1ɼ2ߦͱ ͷղޙͰɼͦͷߦ3
ू߹ͷมԽΛ͏·͘ଊ͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯΔɽ

4.2 ๏ࡧ୳ٯ

๏ɼ1996ʹAvisͱFukudaʹΑͬࡧ୳ٯ
ͯఏҊ͞ΕͨྻڍΞϧΰϦζϜߏஙͷͨΊͷϑ
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Algorithm 1: ׂ๏ʹΑΔΞϧΰϦζϜ
1 खଓ͖ؼ࠶ (G = (V,E), S)

//S:͜Ε·Ͱͷؼ࠶ͰબΕͨลू߹ɽ
2 e ← S ͱྡ͢Δ E \ S தͷล;
3 if ͦͷΑ͏ͳ e͕ଘ͠ࡏͳ͍ then
4 S Λग़ྗ;
5 return;

6 खଓ͖ؼ࠶ (G,S ∪ {e}); //SOL+
e (G)

7 खଓ͖ؼ࠶ ((V,E \ {e}), S); //SOL−
e (G)

ϨʔϜϫʔΫͰ͋Δ [2]ɽٯ୳ࡧ๏Ͱɼ·ͣՈ
͖ࠜΕΔղۭؒશମΛ෴͏༗ݺͱܥ
Λߏங͢Δɽͨͩ͠ɼՈܥΛߏங͢Δࡍʹɼ
༗ล͕࣍Λຬͨ͢Α͏ʹ͢Δɿ༗ลͷ࢝
ΛࢠɼऴΛͱݺͼɼҙͷղʹ͍ͭͯɼ܁
Γฦ͠Λ୧͍ͬͯ͘͜ͱͰࠜʹ౸ୡͰ͖ΔΑ
͏༗ลΛఆٛ͢Δɽ࣮ࡍʹղΛྻ͢ڍΔͱ͖
ɼ͔ΒࢠํٯʹลΛ୳͢ࡧΔ͜ͱͰɼ
ղΛग़ྗ͢Δɽ۩ମతʹɼ͋ΔղSʹରͯ͠ɼ
ผͷղ S′Λߏ͠ɼS′ͷ͕ SͱҰக͢Δ
߹ʹɼS′Λग़ྗ͠ɼ͜ΕΛ܁Γฦ͢ɽ͔͠͠ɼ
͜ͷΑ͏ͳޡࡨߦࢼΛඞཁͱ͢ΔఆٛͰɼඇ
ৗʹޮ͕ѱ͍ɽޮΑ͘ྻ͢ڍΔͨΊʹɼ
ࢠͷҰகΛࠪ͢ݕΔඞཁͷͳ͍Λఆٛ͢Δ
͜ͱ͕ॏཁͰ͋Δɽ 3ʹؔͯ͠ɼྫ͑ɼ
Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͠ɼαΠζ͕ 0ͷۭͳ෦
άϥϑΛࠜͱ͢ΔՈܥΛߏங͢Δ͜ͱͰɼղ
ΛྻڍͰ͖Δɽ

ఆٛ 4 Gͷ͋Δ࿈݁෦άϥϑ S ʹରͯ͠ɼ
S தͷΧοτ1Ͱͳ͍ลͷू߹தͰɼ࠷େ͖
͍ϥϕϧΛͭ࣋ลΛ e∗ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼSͷ
 P(S)ΛɼP(S) = S \ {e∗}ͱఆٛ͢Δɽ

5 ྔࢉܭؒ࣌ΞϧΰϦζϜͷڍྻ

ຊઅͰɼ෦άϥϑྻڍΛղ͘Ξϧΰ
ϦζϜͷධՁํ๏ʹ͍ͭͯड़Δɽ͋Δྻڍ
 Πʹର͠ɼΠΛղ͘ΞϧΰϦζϜΛAͱ͢
Δɽ·ͨɼΠͷ͋ΔೖྗΠϯελϯεΛ Iͱ͠ɼ
ͦͷαΠζΛ nɼIΛೖྗͱͨ͠ͱ͖ͷղͷݸ
ΛNͱ͠ɼA͕ೖྗIΛड͚औ͔ͬͯΒఀࢭ
͢Δ·Ͱͷؒ࣌Λɼ૯ྔࢉܭؒ࣌ͱ͍͏ɽղͷ
ࢦɼҰൠతʹɼೖྗͷαΠζʹରͯ͠ݸ
ɼͭ·ΓɼNݸ = O (2n)Ͱ͋Δ͜ͱ͕ଟ͍ɽྫ
͑ɼ 3ͷղͷ্քO (2n)Ͱ͋Δɽ͔͠
͠ɼೖྗάϥϑ͕ύεͷͱ͖ɼղߴʑO

(
n2
)

1͋Δล e͕GͷΧοτͰ͋ΔͱɼG͔Β eΛআ͍
ͨάϥϑ͕࿈݁ͳͱ͖Λ͍͏ɽ

Ͱ͋Δɽ͜ͷΑ͏ʹɼೖྗαΠζͰͷΈAͷݸ
ΛධՁ͢Δͱɼղͷ૯͕ೖྗαΠྔࢉܭؒ࣌
ζʹରͯ͠ଟ߲͔ࣜ͠ͳ͍Α͏ͳೖྗΠϯελ
ϯεʹରͯ͠ɼաେͳධՁͱͳͬͯ͠·͏ɽ
͕ͨͬͯ͠ɼೖྗαΠζͱղͷ૯ͷ྆ํͰྻ
ΞϧΰϦζϜΛධՁ͢Δ߹͕͋Δɽಛʹɼڍ
͋ΔྻڍΞϧΰϦζϜAͷɼҙͷΠϯελϯ
ε Iʹର͢Δ૯͕ྔࢉܭؒ࣌O (poly(n)×N)

Ͱ͋Δͱ͖ɼAͳΒ͠ଟ߲ࣜؒ࣌ΞϧΰϦζ
Ϝͱ͍͏ɽͭ·ΓɼAɼղΛ 1ͭ͋ͨΓฏۉ
ͯ͠O (poly(n))ؒ࣌Ͱग़ྗ͢Δɽ
ΞϧΰϦζϜΛग़ྗͱೖྗαΠζͰධڍྻ
Ձ͢Δͱɼඇࣗ໌ͳྔࢉܭؒ࣌Λ༩͑Δ͜ͱ͕
Ͱ͖Δɽͨͱ͑ɼٯ୳ࡧΛ༻͍ͯྻ͢ڍΔࡍɼ
ͷղࡏݱ Sͷूࢠ߹Λ C(S)ͱͨ͠ͱ͖ɼC(S)
ΛٻΊΔͷʹO (|C(S)|+ ඞཁͰ͋Δͱؒ࣌(1
͢ΔɽҰ͢ݟΔͱղ 1ͭ͋ͨΓͷྔࢉܭؒ࣌
ඇৗʹେ͖͍Α͏ʹ͑ࢥΔ͕ɼ૯ྔࢉܭؒ࣌
ՈܥશମͷͱΦʔμʔ͕Ұக͢ΔͨΊɼ
O (N)ؒ࣌ɼͭ·Γɼղ 1ͭ͋ͨΓฏ͢ۉΔͱ
ఆؒ࣌ͰྻڍͰ͖Δɽ্هͷख๏ΛΑΓҰൠ
Խͨ͠ख๏͕ϓογϡΞτ๏ [3]Ͱ͋Δɽ͜
ͷΑ͏ͳղੳ͕͑ߦΔɼྻڍΞϧΰϦζϜ
ͷڵຯਂ͍ͷͻͱͭͰ͋Δɽ

6 ·ͱΊ

ຊߘͰɼྻڍΞϧΰϦζϜߏஙͷͨΊͷϑ
ϨʔϜϫʔΫͱྔࢉܭؒ࣌ͷղੳٕज़ʹ͍ͭ
ͯղઆͨ͠ɽྻڍ༷ʑͳԠ༻ՄͰ͋
ΔҰํɼશ͕ະͩΒΕ͍ͯͳ͍ͳͲɼ
ଟ͘ͷڵຯਂ͍ະղܾ͕ଘ͢ࡏΔɽޙࠓɼ
ཧͱԠ༻྆໘ʹؔ͢Δ͕ڀݚ·͢·͢ॏཁͱ
ͳ͍ͬͯ͘ͱ͍ͯ͑ߟΔɽ
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1 Introduction

Rooted binary phylogenetic trees have been

widely used to describe the historical relation-

ships among present-day species, but networks

can provide a more accurate description or

better understanding of evolution than trees

for their ability to deal with errors in real-

world data or reticulate events.

Given this background, Francis and Steel [1]

introduced the concept of tree-based networks.

This class of networks can be seen as a natural

extension of rooted binary phylogenetic trees

since networks of this kind are merely trees

with additional arcs. Although much remains

to be known, the mathematical nature of tree-

based networks is being intensively studied by

researchers in the field of combinatorial phy-

logenetics for their potential to become a new

standard model of reticulate evolution.

In this talk, we briefly review some basics

about tree-based networks and discuss an ex-

tremal problem posed by Hayamizu in [2] on

the minimum size of universal tree-based net-

works. We also mention its connection to some

classical results in combinatorics.

2 Notation and terminology

We use the similar notation to [2]. Let Xn

be the set {1, 2, · · · , n}, where n denotes a

natural number that is greater than 1. The

set Xn is called a label set or leaf set as it can

be interpreted as n distinct species or ‘taxa’.

All networks considered here are directed

acyclic graphs (DAG). Unless otherwise stated,

trees are rooted binary phylogenetic trees on

Xn. A graph G′ is said to be a subdivision

of a graph G if G′ can be obtained from G

by inserting vertices into arcs of G zero or

more times. Given a vertex v of a graph with

indeg(v) = outdeg(v) = 1, smoothing v refers

to removing v and then adding an arc from the

parent to the child of v. Two graphs are said

to be homeomorphic if they become isomor-

phic after smoothing all vertices of in-degree

one and out-degree one. A set of arcs (di-

rected edges) is called independent if they are

mutually vertex-disjoint.

3 Tree-based networks

For the reader’s convenience, we briefly re-

call some basic definitions (see [1] for details).

Definition 3.1. A DAG N := (V,A) is called

a rooted binary phylogenetic network on Xn if

it satisfies the following properties:

1. Xn is the leaf set of N :

Xn = {v ∈ V | indeg(v) = 1∧ outdeg(v) = 0};
2. There is a unique root ρ of N :

∃! ρ ∈ V with indeg(ρ) = 0∧ outdeg(ρ) ∈ {1, 2};
3. The other vertices are binary:

∀v ∈ V \(Xn∪{ρ}), {indeg(v), outdeg(v)}
= {1, 2}.

Definition 3.2. Let T = (V,A) be a rooted

binary phylogenetic tree on Xn. A rooted bi-

nary phylogenetic network N on Xn is said to

be a tree-based network on Xn if there are a

subdivision T ′ = (V ′, A′) of T and an inde-

pendent arc set I ⊆ (V ′ \ V ) × (V ′ \ V ) such

that (V ′, A′ ∪ I) is acyclic and is homeomor-

phic to N . In this case, T is called a base tree

of N .

4 Universal tree-based networks

An important remark is that a tree-based

network can have more than one base trees.

Moreover, Francis and Steel found a small but

striking example and asked the following ques-

tion.

Problem 4.1 ([1]). In the case of n = 3, there

exists a tree-based network on Xn whose base
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trees cover all, namely (2n − 3)!! rooted bi-

nary phylogenetic tree on Xn. Does there ex-

ist such a tree-based network in general?

Definition 4.2 ([2]). A tree-based network

N on Xn is said to be universal if any rooted

binary phylogenetic tree on Xn can be a base

tree of N .

This problem of the existence of universal

tree-based networks was settled by Hayamizu [2]

and Zhang [3] independently.

Theorem 4.3 ([2]). For any n > 1, there

exist infinitely many universal tree-based net-

works on Xn.

5 Minimum size of universal tree-

based networks

In [2], Hayamizu highlighted that there is no

upper bound for the size (the number of arcs)

of universal tree-based networks and posed

the following problem to determine or esti-

mate the minimum size of universal tree-based

networks.

Problem 5.1 ([2]). Construct universal tree-

based networks with the fewest arcs.

Recently in [4], Bordewich and Semple im-

proved Hayamizu’s construction and proved

the minimum size of universal tree-based net-

works is Θ(n log n) by a constructive proof.

However, we note that the construction in [4]

may result in a large network since it uses

the AKS sorting network [5] or its variant. It

is true that those sorting networks requires

O(n log n) arcs, but the constant factor hid-

den in the O-notation can be large (see [6]).

In this talk, we will consider other construc-

tion methods and show the exact size of the re-

sulting networks each method generates. We

will also briefly describe a connection to some

classical work in extremal graph theory (e.g.,

[7, 8, 9]).
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1 ͡Ίʹ

पظಈධՁͷͨΊͷಈγ
ϛϡϨʔγϣϯͰɼઙ෦ɾਂ෦౷߹൫Ϟσ
ϧʹରͯ҆͠ఆͨ͠ੵ͕ؒ࣌ٻΊΒΕ͍ͯ
Δɽ൫ϞσϧͱɼϘʔϦϯάσʔλඍಈ
ଳҬͷಈධՁͷͨଌσʔλΛऩूͯ͠؍
Ίʹνϡʔχϯάͨ͠ੑʢPɼS
ɼQɼີʣͷߏσʔλͷ͜ͱͰ͋
ΓɼෆܗͳߏہॴతͳੑͷมԽͳ
Ͳͷෳࡶͳ൫ͷ༷ࢠΛө͍ͯ͠Δɽ͔͠͠
ͳ͕Βɼ࣮ࡍʹෆ҆ఆੑʹΑ͕ͬͯࢉܭ
ͱ͕͋͠͠Δɽ͜Ε·Ͱ͜͏·ͯ͠͠ࢄൃ
ͷ͔ݧܦΒɼԼߏͷۭ͕ؒہॴతʹେ
͖ͳίϯτϥετΛͭ߹ʹෆ҆ఆʹͳΔ͜
ͱ͕ଟ͍͜ͱ͕֬ೝ͞Ε͍ͯΔɽ
ͦ͜Ͱɼෆ҆ఆੑΛ؇͢ΔͨΊͷํ๏

ͷͻͱͭͱͯ͠ɼಈγϛϡϨʔγϣ
ϯʹฏԽεΩʔϜΛಋೖ͢ΔɽฏԽʹΑͬ
ͯपظಈͷಛΛଛͳΘͳ͍ͨΊʹɼ
ۭؒతʹہॴతͳཚͷΈΛબతʹআڈ
Ͱ͖ΔΑ͏ͳεΩʔϜ͕·͍͠ɽຊڀݚͰɼ
ಈํఔࣜͷࢉܭʹ͓͚Δ
ͷฏԽεΩʔϜΛఏҊ͢Δɽ

2 ՌΛ͏मਖ਼ಈํఔࣜޮࢄ֦

Ұݩ࣍ͷಈํఔࣜͷඍ࡞༻ૉೋͭͷҠ
ྲྀํఔࣜͷඍ࡞༻ૉͷੵͷܗʹॻ͖ͳ͓͢͜
ͱ͕Ͱ͖Δ [1],[2]ɽCFDͷͰɼҠྲྀํ
ఔࣜͷղΛߴਫ਼͔ͭ҆ఆʹಘΔͨΊͷε
ΩʔϜͱͯ͠෩্ࠩ๏͕͠͠ΘΕ͍ͯ
Δ [3]ɽ෩্ࠩ๏ຊ࣭తʹ೪ੑ߲Λ
Ճ͢Δ͜ͱʹ͍͜͠ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [4]ɽ͜
ͷ͜ͱɼҠྲྀํఔࣜͷΘΓʹҠྲྀ֦ํࢄఔ
ࣜͷղΛߏ͢Δ͜ͱ͕ࢉܭͷ҆ఆԽʹد
༩͢Δ͜ͱΛ͍ࣔࠦͯ͠Δɽͦ͜Ͱɼ͜ͷݪཧ
ΛೋͭͷҠྲྀํఔࣜͷඍ࡞༻ૉͷੵͷܗͰ͋
Δಈํఔࣜʹࣜܗతʹద༻ͯ͠ΈΔ͜ͱʹ͢
Δɽͭ·ΓɼೋͭͷҠྲྀ֦ํࢄఔࣜͷඍ࡞༻
ૉͷੵͷܗͷඍํఔࣜΛ͑ߟΔ͜ͱʹ͢Δɿ

(
∂t − a∂x − b∂2x

) (
∂t + a∂x − b∂2x

)
u = 0. (1)

ࣜ (1)ɼ௨ৗͷಈํఔࣜʹमਖ਼߲ΛՃ͠
ॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɿʹܗͨ

∂2t u = a2∂2xu+ 2b

(
∂tv −

b

2
∂2xv

)
. (2)

ୠ͠ɼv = ∂2xu ͱͨ͠ɽ͜ͷํఔࣜ (1),(2)ɼ
ಈํఔࣜʹର͢ΔҠྲྀ֦ํࢄఔࣜͷΞφϩ
δʔͰ͋ΓɼҰൠͷݩ࣍ͷ߹ɼҎԼͷඍ
ํఔࣜΛ͑ߟΔ͜ͱʹͳΔʢಈํఔࣜͷؒ࣌
ඍ ∂tΛํఔࣜͷඍ࡞༻ૉ ∂t − b∆xͰஔ
ఔࣜʣɿํͨ͠

(∂t − b∆x)
2 u = a2∆xu. (3)

͜ͷमਖ਼ಈํఔࣜ (1),(2),(3)ൃݟతʹಋग़
͞ΕͨਓҝతͳํఔࣜͰ͋Γɼͦͷੑ࣭ࣗ໌
Ͱͳ͍ɽຊڀݚͰɼͦͷղֶ͕తʹྑ͍
ੑ࣭Λͭ͜ͱΛࣔ͢ɽ۩ମతʹɼҰݩ࣍ͷ
߹ͷॳظͷղͷެࣜΛಋग़͠ɼҰൠ࣍
ߏʢࡏʹର͢Δղͷଘظͷ߹ͷॳݩ
ํ๏ʣͱҰҙੑΛࣔ͢ɽղͷެࣜͱߏํ๏͔
Βɼमਖ਼ಈํఔࣜͷղ͕࣍ͷΑ͏ͳੑ࣭Λ
ͭ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

• ղ͋ΔҙຯͰ༗ݶΛͭʢ
ಈํఔࣜͷղͱಉ͡ʣ

• ղঃʑʹΒ͔ʹͳΔʢํఔࣜͷղ
ͱಉ֦͡ޮࢄՌʣ

3 मਖ਼ํఔࣜʹͮ͘جฏԽεΩʔϜ

ಈํఔࣜͷղͷฏԽεΩʔϜͱͯ͠ɼ
ߏՌΛ͏मਖ਼ಈํఔࣜͷղΛޮࢄ֦
͢Δख๏ΛఏҊ͢ΔɽҎԼͰɼमਖ਼ಈํఔ
ࣜͷղΛߏ͢Δख๏ͷ͜ͱΛमਖ਼ํఔࣜ
εΩʔϜͱݺͿ͜ͱʹ͢Δɽमਖ਼ํఔࣜεΩʔ
ϜͷࢄԽҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɿ

un+1
i − 2uni + un−1

i

(δt)2
= a2

uni+1 − 2uni + uni−1

(δx)2
+

2b

(
vni − vn−1

i

δt
− b

2

vni+1 − 2vni + vni−1

(δx)2

)
. (4)

मਖ਼ํఔࣜεΩʔϜ (4)ʹରͯ͠ϊΠϚϯͷ҆
ఆੑղੳͱ؆୯ͳ࣮ݧΛ͍ߦɼຊεΩʔϜ
͕ҎԼͷΑ͏ͳ·͍͠ಛΛͭ͜ͱΛࣔ͢ɽ
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• Λબతʹআ͢ڈΔ
• ํఔࣜͷಛੑʢʣΛอଘ͢Δ

ਤ 1. ࣮݁ݧՌʢ্ஈɿ௨ৗεΩʔϜɼԼஈɿमਖ਼ํ
ఔࣜεΩʔϜʣ

4 ಈγϛϡϨʔγϣϯ

मਖ਼ํఔࣜεΩʔϜΛೋݩ࣍ಈํ
ఔࣜʹద༻͢ΔɽಈํఔࣜมҐϕ
Ϋτϧͷ֤ʹର͢Δ࿈ཱͨ͠ӡಈํఔࣜܥ
Ͱ͋Δ [5]ɽಈํఔࣜͷղ͕εΧϥʔͰ͋Δ
ͷʹରͯ͠ɼಈํఔࣜͷղϕΫτ
ϧͰ͋Γɼͱ͘ʹɼu1ͷํఔࣜʹ u2ͷؚ߲͕
·Εɼu2ͷํఔࣜʹ u1ͷؚ߲͕·ΕΔ͜ͱʹ
ҙ͢Δɽ

∂2t u1 =
∑

j

∂xjσ1j + 2b

(
∂tv1 −

b

2
∆v1

)
. (5)

∂2t u2 =
∑

j

∂xjσ2j + 2b

(
∂tv2 −

b

2
∆v2

)
. (6)

͜͜Ͱɼσij ԠྗςϯιϧͰ͋Γɼඍখมܗ
ͷઢܗੑମΛԾఆͨ͠ɽղϕΫτϧ (u1, u2)

ͷೋͭͷ͕͍ޓʹӨ͏͋͠ڹ͕ಈํఔ
ࣜͷ߹ͱҟͳ͓ͬͯΓɼ͜ͷΑ͏ͳʹम
ਖ਼ํఔࣜεΩʔϜ͕༗ޮʹػ͢Δ͔Ͳ͏͔Λ
ௐͨɽΛेଟؚ͘Ήղʹͭ

ਤ 2. ݅ࢉܭ

͍ͯௐΔͨΊʹɼॳظখ͍͞ͷۣ
ͱ͠ɼೋͭͷ΄͔ͷεΩʔϜͱൺֱͨ͠ɽܗ

ೋͭͷεΩʔϜඪ४తͳεΩʔϜͱݮਰ߲ε
ΩʔϜͱͨ͠ɽඪ४తͳεΩʔϜͰɼ௨ৗͷ
ಈํఔࣜΛࢄԽʢํؒ࣌ʹલਐ
ΦΠϥʔɼۭؒํʹத৺ࠩʣͨ͠ɽݮਰ߲
εΩʔϜͰɼݮਰ߲ΛՃͨ͠ಈ
ํఔࣜΛࢄԽͨ͠ɽγϛϡϨʔγϣϯͷ݁Ռɼ
मਖ਼ํఔࣜεΩʔϜಈํఔࣜͷ
ղͷฏԽʹ༗ޮͰ͋Δ͜ͱ͕֬ೝ͞Εͨɽ

ਤ 3. Xํ ∂tu1ͷۭؒʢ্ஈɿεφοϓγϣο
τɼԼஈɿதԝઢ্ͷ ∂tu1 ͷൃؒ࣌లʣ

5 ͓ΘΓʹ

पظಈධՁͷͨΊͷಈγ
ϛϡϨʔγϣϯʹ͓͍ͯɼ҆ఆͨ͠ੵؒ࣌
͕ՄͱͳΔΑ͏ͳख๏Λ։ൃ͢Δ͜ͱΛ
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インフラ点検のためのAIによる画像特徴抽出法
木村宇任 1,櫻井鉄也 1, Claus Aranha1,久保昌史 2

1筑波大学，2清水建設
e-mail : kimura@mma.cs.tsukuba.ac.jp

1 はじめに
高度経済成長期に集中的に整備された道路や

トンネル，橋などのインフラの老朽化が急速に
進んでおり，それに伴いひび割れや剥離などの
変状が増加している．老朽化による事故を未然
に防ぐために，継続的な点検によって変状を発
見し，適切な修繕を行う必要性が高まっている．
インフラの変状の中で重要なものの一つがひび
割れである．現在，ひび割れの検出のために人
による目視検査や打音検査が行われているが，
点検を必要とするインフラの数は膨大であるこ
とから，人手のみで膨大な数のインフラを全て
点検することは困難である．そのため，点検用
のロボットなどによって撮影したインフラ構造
物の表面画像から，画像解析によりひび割れを
検出することで，点検作業を自動化することが
期待されている．
画像解析によるひび割れの自動検出につい

て，現在に至るまで数多くの手法が提案され
ている．近年は機械学習を用いた手法が多く提
案されており，その中でも畳み込みニューラル
ネットワーク (CNN)を用いた手法が高い精度
を示している [1]．しかし，この手法は検出処理
に時間がかかるため，膨大な数のインフラ画像
の解析については処理時間の点で問題がある．
本研究では，画像フィルタによる画像特徴抽

出法である複素モーメントフィルタ (CMF)[2]
を用いて線状形状の特徴抽出を行う方法 (CMF-
2RS)と，畳み込みニューラルネットワーク (CNN)
を組み合わせた手法を提案する．CMF-2RSは，
CNNと比較して低精度である一方で処理が非
常に高速であるため，CMF-2RSを用いて大ま
かな検出を行った後に CNNによる検出を行う
ことで，高精度かつ高速な手法を実現する．

2 画像の特徴抽出手法
2.1 CMF-2RS

CMF-2RSは以下の式で表される複素モーメ
ント cn を用いることで，画像中の二回対称点

を検出する手法である．

cn !
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f (x, y)(x + iy)ndxdy.

ここで，nは複素モーメントの次数である．複
数の画像フィルタによる畳み込み演算によって
複数の次数の複素モーメントを近似的に求め，
得られた複素モーメントから特徴量を計算する
ことで，検出したい特徴部分を画像から抽出す
ることができる．
画像中のひび割れの局所的な形状に対応し
て，線状形状を抽出することでひび割れを検出
する．この方法を CMF-2RSと標記する．図 1
はひび割れ画像に対してCMF-2RSを適用した
例である

原画像 特徴画像 二値画像

図 1: CMF-2RSの適用例

2.2 CNN

CNNは，フィルタによる畳み込み演算を用い
た多層のニューラルネットワークである．ニュー
ラルネットワークが隣接層のユニット全てが結
合された全結合層のみで構成されているのに対
して，CNNは全結合層に加えて，隣接層間の
特定のユニットのみが結合された畳み込み層と
プーリング層を持つ．畳み込み層はフィルタに
よる畳み込み演算によって入力データの特徴を
抽出する層であり，プーリング層は畳み込み層
で抽出された特徴を近傍領域内で統合すること
で，位置変化に対する不変性を特徴に持たせる
層である．CNNの利点の一つが分類器に加え
て特徴量抽出器を学習によって得ることができ
る点であり，画像認識分野における物体カテゴ
リ認識などで，ハンドクラフト特徴量を用いた
手法より高い精度を示している．
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3 ひび割れ検出
提案手法の概略は以下の通りである．

1) CMF-2RSによってひび割れ候補領域を
検出．

2) 候補領域に対して CNNを適用すること
で真のひび割れとそうでないものに分類．

このように，候補領域に対してのみ CNNを適
用することで高速化を図る．用いる CNNの概
略を図 2に示す．詳しいパラメータを表 1に示
す．出力層の活性化関数にはシグモイド関数を
用い，出力層以外の活性化関数にはReLU関数
を用いた．

!"

#
$

!% !%

#
$

!& !&

#
$

!' !'

#
$

(!"

(!%

(!&) !"

図 2: CNNの構造 (Iは入力層，Cは畳み込み層，
MPは最大プーリング層，FCは全結合層を表
す)

表 1: CNNの構成
層 パラメータ
I 画像サイズ:33 × 33 × 3
C1 フィルタサイズ:3 × 3 × 32
C2 フィルタサイズ:3 × 3 × 64
C3 フィルタサイズ:3 × 3 × 128
C4 フィルタサイズ:3 × 3 × 256
MP フィルタサイズ:2 × 2
FC1 ユニット数:1024
FC2 ユニット数:512
FC3 ユニット数:1

4 評価実験
提案手法の性能についてトンネルのひび割れ

画像のデータセットを用いて評価する．従来手
法の CNNのみを用いた手法 [1]との比較を行
う．データセットはサイズが 512×512のひび割
れ画像 43枚と，各画像のひび割れ位置を示し
た二値画像で構成されており，そのうちの 25
枚を学習データ，18枚をテストデータとする．
プログラム言語には Python3を用いた．計算環
境は表 2の通りである．
テスト画像に対する適用結果を図 3に示す．

提案手法は従来手法と同程度にひび割れを検出
できていることがわかる．テストデータ全体に

表 2: 計算環境
CPU Intel Core i5 3.2 GHz
メモリ 16GB
GPU NVIDIA GeForce GTX 1060 6GB

対しての実行時間の平均は，従来手法が 844.8
秒，提案手法が 12.24秒となった．提案手法の
実行時間は従来手法の約 1.4%であり，大幅に
高速化されていることがわかる．

原画像

CNNのみ

正解画像

CMF-2RS + CNN

図 3: テスト画像に対する適用結果

5 まとめ
CMF-2RSとCNNを組み合わせたひび割れの
自動検出手法を提案した．評価実験によって，
従来手法と同程度の精度であることと，従来手
法より高速にひび割れの検出が可能であること
を示した．
今後の課題としては，ひび割れ以外の画像の
特徴にも対応することでインフラ点検で幅広く
使えるようにすることが挙げられる．

参考文献
[1] Lei Zhang et al,“ Road crack detection

using deep convolutional neural network
”, Image Processing (ICIP), 2016 IEEE
International Conference on, IEEE, 2016,
3708-3712.

[2] 伊藤信貴,奈良高明,櫻井鉄也,“複素モー
メントに基づく画像特徴抽出”,日本応
用数理学会論文誌 18 (2008), 135-153.
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ͷܗڥͱతʹΑܾͬͯ·Δɽֶత

ͳΒʮྖҬ͏ݴʹ Ω(ܗ) ɼࢧํఔࣜͱ֎

ྗ Αܾͬͯ·Δղʹ(ڥ) u(Ω)͕ɼతؔ

[u(Ω) !→ F (u(Ω))]Λ࠷దԽ͢Δܗʹͳ͍ͬͯ

Δʯͱ͑ݴΔɽ௨ৗͷܗঢ়࠷దԽͰͷܗঢ়ͱ

քڥ ∂ΩͷܗΛ͕͢ࢦɼࠞ߹ڥքͰڥ

ք݅ͷ߹෦ɼඍํఔࣜͷ͕ෆ࿈ଓͳ

ͱ͖ք໘ɼͦͯ͠Ұൠ Jੵͷ༝དྷͰ͋Δഁ

յͰͷُ྾໘ͳͲʮಛҟͷू߹ʯ͕ܗঢ়ʹؔ

దԽ࠷ঢ়ܗΔͨΊɼҰ࿈ͷΛʮಛҟ͢

ʯ[1]ͱݺͿ͜ͱʹͨ͠ɽ

ಛҟ͕ܗঢ়࠷దԽʹӨ͢ڹΔ༗ݶཁૉࢉܭ

ΛɼཧΛөͨ͠ίʔυΛهड़Ͱ͖ΔFreeFem++

Ͱઆ໌͢Δɽ͜͜Ͱͷ୯७ͳྫ͕ɼܗ֯ࡾׂ

Th= Th(Ω)ͷੜ෦Λॻ͖͑Δ͚ͩͰෳ

ԋͰࣔ͢ɽ͜ΕߨͰ͖Δ͜ͱΛࢉܭঢ়ܗͳࡶ

 FreeFem++ͷརͰ͋ΔɽίʔυͰ࠲ඪ

Λ (x,y)Ͱද͢ɽ·ͨɼՄಡੑͱࢴ໘ͷؔ

Ͱɼ࣮ࡍͷίʔυͰ͑ͳ͍ΪϦγϟจࣈɼจ

ɼ͍ͦͯ͠Λࣈͷ০Γఴ͑ࣈ xํͷภඍ

 dx(u)Λ ∂xuͰද͢ɽ·ͨɼ//Ͱͷߦ·

Ͱɼ/*ͱ*/Ͱғ·Εͨ෦ؔ͠ʹࢉܭͳ͍

ίϝϯτจͰ͋Δɽ

(ྫ) ॳʹϙΞιϯํఔࣜΛԁ൫࠷

Ω = {(x, y) : x2 + y2 < 1}
Ͱ͑ߟɼ্ԁपΓDͰDirichletڥք݅ɼԼ

ԁपͰNeumannڥք݅Λ༩͑Δɽ

−∆u = 1 in Ω (1)

u = 0 on ΓD, ∂u/∂n = 0 on ΓN

ΓD = ∂Ω ∩ {y > 0}, ΓN = ∂Ω ∩ {y < 0}

ॳܗظঢ়Ωʹରͯ͠ɼಉ͡໘ੵͷྖҬΩO্Ͱ

ϙΞιϯํఔࣜɼΓO
DͰDirichletɼΓO

N ͰNeu-

mannΛ༩͑ΔڥքͷΤωϧΪʔ (f = 1)

E(uO,ΩO) =

∫

ΩO

{
1

2
|∇uO|2 − fuO

}
dx

uO = 0 on ΓO
D, ∂uO/∂nO = 0 on ΓO

N

͕ෆࣜ

E(uO,ΩO) < E(u,Ω) (2)

Λຬͨ͢ͱ͖ɼΩOΛΩͷʮܗঢ়࠷దԽʯͱ͍

͏ɽෆ߸ (2)Λຬͨ͢ΩO͕ແ͍࣌ɼΩʮ࠷

దܗঢ়ʯͰ͋Δͱ͍͏ɽΓN = ∅ͷ߹୯Ґ
ԁ൫͕࠷దܗঢ়Ͱ͋Δɽͳ͓ɼf ͕ఆͰͳ͍

ͱ͖ͷ࠷దܗঢ়୯Ґԁ൫Ͱͳ͍ɽ

ྖҬͷܗঢ়ΩO͚ͩͰͳ͘ɼҟͳΔڥք݅

ΓO
D,Γ

O
N ܗঢ়ʹӨ͢ڹΔͨΊɼैདྷͷܗঢ়࠷

దԽͱ۠ผ͢Δඞཁ͕͋Δɽܗঢ়࠷దԽΛ

ΒΕ͑ߟঢ়ʹۙͮ͘ͱܗద࠷Γฦ͢͜ͱͰɼ܁

Δ͕ɼ͜ͷྫͰ໘ੵҰఆ͚ͩͰ࠷దܗঢ়

ଘ͠ࡏͳ͍ͱ݁ࢉܭՌ͔Β༧͞ΕΔɽ

(ϓϩάϥϜࢉܭ)

/** ݴఆͷએ͏Ͱࢉܭ **/

int GaD=1, GaN=2;//ڥք݅ࣝผ൪߸

int nIter = Γฦ͠ճ܁//;200

real ϵO0 =0.5;// ޯ߱Լͷॳظεςοϓ෯

real ϵO;// ޯ߱Լͷεςοϓ෯

real λ;// ମੵҰఆͰͷϥάϥϯδϡ

real vol0;// ॳͷମੵΛอଘ࠷

real vol; // ޯ߱Լ͝ͱͷମੵΛอଘ

real ℓ0;// ίετ൚ؔͰͷ໘ੵ૿ݮ

real ℓ1;// ໘ੵͰͷ໘ੵ૿ݮ

/** ॳྖظҬ Ω(୯Ґԁ൫)ͷܗ֯ࡾׂ

Th= Th(Ω)Λੜɽ GaD,GaNม

ͷڥք݅Λ༩͑ΔͨΊʹ༻ɽ**/

border ΓD(t = 0,π){x = cos t; y = sin t;

label=GaD;};//Dirichletڥք
border ΓN (t = π, 2π){x = cos t; y = sin t;

label=GaN;};//Neumannڥք
mesh Th = buildmesh(ΓD(40)+ΓN(40));

/** ϙΞιϯํఔࣜڥք ཁૉɼྖ࣍1

Ҭઁಈʹ͏ϕΫτϧ /*ཁૉͰղ࣍͘2

fespace Vh(Th,P1);

fespace VVh(Th,[P2,P2]);

Vh u,v;

VVh [V1, V2],[V̂1, V̂2], [Ṽ1, Ṽ2],[η1, η2];

func f = 1;

vol0 = int2d(Th)(1.);

/** ࢄൃ divɼײղੳͰ͏Ұൠ Jੵ

JΩ(u, X⃗) = PΩ(u, X⃗) +RΩ(u, X⃗)

ͰͷੵRΩ(u, X⃗)ʹ͓͚ΔີؔΛRinɼϕ
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Ϋτϧ V⃗ , η⃗ʹର͢Δ̎ࣜܗ࣍∇V⃗ : ∇η⃗+ V⃗ · η⃗
Λ LapͰఆٛ͢ΔɽX#1(X#1)ه߸ X1ʹର

͢Δૢ࡞Λҙຯ͢ΔɽX#2ಉ༷ɽ**/

macro div(X) (∂xX#1+∂yX#2)//

macro Rin(u,X) -(f(X#1∂xu+X#2∂yu)

-(∂xX#1∂xu+∂yX#1∂yu)∂xu

-(∂xX#2∂xu+∂yX#2∂yu)∂yu

+0.5(∂xu^2+∂yu^2)div(X))//

macro Lap(V,η) (∂xV#1∂xη#1

+∂yV#1∂yη#1+∂xV#2∂xη#2+∂yV#2∂yη#2

+V#1η#1+V#2η#2)//

/** քڥ (1)ͷมΛੜ͢Δ͕ɼ

ղ͠ࢉܭͳ͍ɽDirichlet݅Λ GaDͰ

/**ఆ͍ͯ͠Δɽࢦ

problem Poisson(u,v) =

int2d(Th)( ∂xu∂xv + ∂yu∂yv )

- int2d(Th)( f*v )

+ on(GaD,u=0);

/**** Ұൠ JੵΛܗঢ়ײͱ͢Δ൞্๏ʹ

ΑΔܗঢ়࠷దԽ୳ࡧ ****/

/** ҙͷ η⃗ʹର͢Δؔࣜ

ɹ
∫
ΩLap(V⃗ , η⃗)dxdy

-
∫
ΩRin(u,η⃗)dxdy-

∫
ΓN

fu(n⃗ · η⃗)ds=0
͔ΒϕΫτϧ V⃗ ΛٻΊΔɽڥքੵ

∫
ΓN
ɼ

int1d(Th,GaN)(..) Ͱ͠ࢉܭɼΓN ্ͷ୯Ґ

֎๏ઢϕΫτϧ n⃗ (N.x,N.y)ͰऔΓग़͢ɽ

ίϝϯτจʮ//+onʯͰͷ‘//’Λ֎͢ͱ ΓDͰ

ม͠ܗͳ͍ࢉܭͱͳΔɽ**/

problem H1gradJ0([V̂1, V̂2],[η1, η2]) =

int2d(Th)( Lap(V̂ , η) )

-int2d(Th)( Rin(u,η) )

-int1d(Th,GaN)(f*u(η1N.x+η2N.y));

//+on(GaD,V̂1 = 0, V̂2 = 0);

/** ໘ੵมԽͰͷ൞্๏ʹΑΔ࠷దܗঢ়୳ࡧ **/

problem H1gradJ1([Ṽ1, Ṽ2],[η1, η2]) =

int2d(Th)( Lap(Ṽ , η) )

+int2d(Th)(div(η));

//+on(GaD,Ṽ1 = 0, Ṽ2 = 0);

/* ΊΔٻঢ়Λܗద࠷Γฦͯ͠܁దԽΛ࠷ */

for (int i=1; i<=nIter; i++) {
Poisson; //ॱΛղ͘

/* ղʹద߹ͨ͠ϝογϡͷΓ͠*/

Th = adaptmesh(Th,u);

H1gradJ0; //Ұൠ Jੵʴ൞্๏

H1gradJ1; //໘ੵͷޯʴ൞্๏

vol = int2d(Th)(1.);

/* ϥάϥϯδϡ λΛ༻͍ͯ໘ੵҰఆʹ͢

Δ */

ℓ0=int2d(Th) (div(V̂ ));

ℓ1=int2d(Th) (div(Ṽ ));

λ=-(vol - vol0 + ℓ0)/ℓ1;

[V1, V2]=[V̂1 + λṼ1, V̂2 + λṼ2];

/* ղ uͷߴઢͱ [V1, V2]ͷϕΫτϧਤΛඳ

͘ */

plot(u); plot([V1, V2]);

/** ྖҬ ΩO

{(x+ ϵOV1(x, y), y+ ϵOV2(x, y)) : (x, y) ∈ Ω}
Ωͷ࠷దԽΛ༩͑ΔͷͰɼTh(ΩO)ΛٻΊΔ

ͨΊ ThΛࣸ૾

(x, y) !→ (x+ ϵOV1(x, y), y + ϵOV2(x, y))

ͰҠಈΛ͢Δɽ͔͠͠ɼϝογϡ่͕ΕΔՄ

ੑ͕͋ΔͨΊɼ͋Β͔͡ΊνΣοΫͯ͠ɼϵOΛ

ௐ͢Δɽ**/

ϵO=ϵO0 ;//ॳظҠಈ෯

real chk

= checkmovemesh(Th,[x+ϵOV1,y+ϵOV2]);

while ((chk < 0)&&(ϵO>0.00001)){
ϵO = 0.1*ϵO;//Ҡಈ෯Λখ͘͞

chk=checkmovemesh(Th,[· · · ]);
}
Th = movemesh(Th,[x+ϵOV1,y+ϵOV2]);

}
/************ ͜͜·Ͱ **************/

ࢉܭͷ݁ՌͰɼ࠷దԽͷྻ (uO,i,ΩO,i), i =

1, 2, · · · ∇uO,i → 0ͱͳΓɼuO,i͕ఆʹۙ

ͮͨ͘ΊE(uO,i,ΩO,i) ≃ −
∫
ΩO,i uO,i dxdyͱͳ

ΔͷͰ uO,i ͕େ͖ͳͱͳΔ΄ͲΤωϧΪʔ

͕−∞ʹۙͮ͘ՄੑΛ͍ࣔࠦͯ͠Δɽ࠷దܗ
ঢ়Λଘͤ͞ࡏΔʹɼ໘ੵҰఆҎ֎ͷ੍݅

͕ඞཁͱͳΔɽੑ൘ͰͷฏۉίϯϓϥΠΞϯ

ε࠷খԽͷܗঢ়࠷దԽʹ͍ͭͯ [2, 4.2.2]

Λࢀর͞Ε͍ͨɽ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ JP16K05285ͷ

ॿΛड͚ͨɽ

ݙจߟࢀ

[1] େ௩ ްೋ, ߹քͰͷಛҟूڥ

ͷܗঢ়࠷దԽͷ༗ݶཁૉղੳ, ʮؠ

ֶʯ, ҹத

[2] େ௩ްೋɾߴੴ࢙ɼ༗ݶཁૉ๏ͰֶͿ

ϓϩάߟࢥͱཧ–FreeFem++ཧݱ

ϥϛϯά–ɼཱڞग़൛ɼ2014

126



Dissection 直接法による混合型有限要素方程式の解法と
半導体問題への適用

鈴木 厚 1

1大阪大学 サイバーメディアセンター
e-mail : atsushi.suzuki@cas.cmc.osaka-u.ac.jp

1 はじめに
半導体問題では静電場に対して電子と正孔分
布に関するドリフト拡散方程式を扱うが,電子/
正孔電流を離散化する混合型有限要素近似を用
いると不定値の係数行列が得られる. FreeFem++
では RT1/P1 要素による離散化が利用できる.
Dissection 直接法 [1]は完全な対角軸選択

により不定値行列でも破綻なく求解できるため,
下限上限条件を満たす混合型の有限要素ペアを
用いて離散化した行列には付加的な擾乱を加え
る必要はない. 以下に対角軸選択の概要を示す.

2 混合型有限要素法に表れる不定値行列
流体問題など非圧縮性条件を取扱う混合型有
限要素法の係数行列は,変数 u 2 RNu , p 2 RNp

に対して

K

"
u

p

#
=

"
A BT

B 0

#"
u

p

#
=

"
f

g

#
(1)

の形式で与えられる. ここで A は強圧性
(Ax, x) > 0 8x 6= 0 を満し BT は離散的な下
限上限条件 kerBT = {0} を満すものとする.
変数 p に対する Schur 補行列 S = BA°1BT

は強圧的となる. これは p 6= 0 に対して
(S p, p) = (BA°1BT p, p) = (A°1BT p,BT p) >

0 からわかる.

3 対角軸選択による LDU 分解
Π : {1, · · · , N} ! {1, · · · , N} を 1 ∑ m ∑

N に対して º(m) = im となる º から成る置換
とする. ek をN -ベクトルの標準基底, m個の標
準基底からなる部分空間を Vm = span[ei1 , ei2 ,

· · · , eim ] Ω RN , Pm を RN から Vm への正射
影とする. 行列 K が対角軸選択で LDU 分
解可能であることは 1 ∑ 8m ∑ N に対して
PmK P T

m は Vm で逆を持つと解釈できる. m-
ステップ迄の LDU 分解から im+1 = º(m+1)
の対角成分に関する Schur 補行列は 0 となる
ことは無く rank-1更新によりN -ステップまで
順に分解が実行でき, K = ΠT LDUΠ が得ら

れる. (1)式の行列では変数 u 2 RNu , p 2 RNp

の順になるように並べるとそれぞれ A, S が強
圧的であることより, A の任意の対角軸選択で
の LDU 分解が完了したあと, S の LDU 分解
が実行できる.

4 nested-dissection オーダリングによ
るマルチフロンタル分解
疎行列 K を二つの疎行列 K22, K33 とそれ

らの境界にある行列K11 に分解する,

K =

2

64
K22 0 K21

0 K33 K31

K12 K13 K11

3

75 .

行列が疎であることより, K23 および K32 は
値を持たない. K11 の Schur 補行列 K11 °P

i=1,2 K1 iK
°1
ii Ki 1 は fill-in により密行列と

なる. K22 と K33 の LDU 分解は並列に実行
できる. 混合型有限要素法の係数行列 (1) では
変数 p の対角ブロックに 0 を成分とする対角
成分を設定してグラフ分解を行なう. nested-
dissection オーダリングは二分木による分割を
再帰的に繰り返すことでマルチフロンタル分解
を得る.

5 遅延軸選択と 2£ 2 対角ブロックによ
る LDU 分解
逐次演算では, (1) 式の係数行列 K は対角

軸選択で LDU 分解が可能であるが, nested-
dissectionオーダリングを用いた場合,変数 u 2
RNu , p 2 RNp の順に並ぶことは期待できない.
部分行列 Kk k(k = 2, 3) の分解がmk-ステップ
まで完了したあと残り Nk°mk 個の対角成分が
0 となり, 対角軸選択 LDU 分解を継続できな
い場合が起こりうる. この場合, Kk k の LDU

分解は mk-ステップまでで打ち切り, K1 1 行列
の分解の後に遅延して, Schur 補行列を計算す
ることで LDU 分解を継続する. 最終の Schur
補行列ブロック S で残り N0°m0 個の対角成
分が 0 となる場合, (i, j)と (j, i) の非対角成分
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の積 si j · sj i の絶対値が最大の (i, j) 対を探索

し,

"
0 si j

sj i 0

#
の逆行列を用いる rank-2 更新

により m0 + 2-ステップでの LDU 分解を実行
する. この場合, m0 +1-ステップでの LDU 分
解は実行せず, 対角行列 D は 2£ 2 のブロック
を含むことになる. (i, j) 対の探索は完全軸選
択と同等であるが行列サイズは (N0°m0)2 の
ため, 計算コストの増大を招くことはない. K

が対称行列の場合, si j = sj i であり,この 2£2
軸選択のみを追加することで, LDU 分解が可
能である. K が対称行列でない場合, 2 £ 2 ブ
ロックの対が見つからない可能性が残るが, 複
数軸による置換を行なうことで, LDU 分解が
可能である.
不定値行列の LDU 分解のプロセスが破綻す

ることを回避するために (1) に ≤ 正則化

K≤

"
u

p

#
=

"
A BT

B °≤INp

#"
u

p

#
=

"
f

g

#

を行なうことがあるが, 本手法では不要である.

6 半導体ドリフト拡散モデル
半導体のドリフト拡散モデル [2]は,静電ポテ
ンシャル ',電子密度 n ,正孔密度 pに関する連
立系であるが, 定常状態は無次元化された次の
系で記述される. 2次元領域 Ω の境界 Γ = @Ω
はDirichelt 条件を課す ΓD と Neumann 条件
を課す ΓN からなるものとする, Γ = ΓD [ΓN .
∫ を ΓN での外向き単位法線とする.

°∏24' = °n + p + C , (2)

°r · Jn = 0 , Jn = rn° nr' , (3)

r · Jp = 0 , Jp = °(rp + pr') . (4)

境界条件は
' = 'D on ΓD , r' · ∫ = 0 on ΓN ,

n = nD on ΓD , Jn = 0 on ΓN ,

p = pD on ΓD , Jp = 0 on ΓN .

である. C(x, y)はN型, P型の半導体で決まる
不純物のドーピング分布であり既知の関数であ
る. ∏ > 0 は Debye 長と呼ばれる定数である.

7 混合型有限要素近似
正孔密度勾配は Slotboom 変数 ª = e'p を
導入すると
rª = r(e'p) = e'r' p + e'rp = °e'Jp

となる. ' 2 H1(Ω) を既知として, (4) を u =
Jp と p による混合型の弱形式で記述するため,
次の関数空間を準備する

H(div;Ω) = {u 2 L2(Ω)2 ;r · u 2 L2(Ω)} ,

V = {u 2 H(div;Ω) ; u · ∫ = 0} ,

Q = L2(Ω) .

8(v, q) 2 V £Q に対して
Z

Ω
e'u · v °

Z

Ω
ªr · v = °

Z

ΓD

ªD v · ∫ ,

Z

Ω
r · u q = 0

(5)

を満たす (u, ª) 2 V £Q を求める問題になる.
ここで, 部分積分により

Z

Ω
rª · v = °

Z

Ω
ªr · v +

Z

ΓD

ª v · ∫

となることを用いた. ªD = e'pD である. Dirich-
let境界条件は境界積分によって取り扱う. Slot-
boom 変数を正孔密度の変数 p に戻すと問題
(5) は 8(v, q) 2 V £Q に対して
Z

Ω
e'u · v °

Z

Ω
e'pr · v = °

Z

ΓD

e'pD v · ∫ ,

Z

Ω
r · u q = 0 (6)

を満たす (u, p) 2 V £Q を求めよとなる. 有限
要素近似空間は V に 1次の Raviart-Thomas
要素, すなわち三角形有限要素KでRT1(K) =
P1(K)2© ~xP1(K), Q に P1 要素を用いる. (6)
式から非対称な不定値行列が得られる. [2]では
Raviart-Thomas 要素の要素辺での連続性を緩
める Lagrange 乗数 ∏を導入するハイブリッド
化により, u 変数を消去して (p,∏) の強圧的な
行列を得る手法を採用しているが, Dissection
直接法ソルバーでは不定値行列のまま LDU 分
解をすることができる.
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1  Introduction 

This paper presents a versatile and Proper 
Orthogonal Decomposition-based shape optimization 
method, to suppress a transient flow. The main 
problems are the nonstationary Navier-Stokes 
problem, and an eigenvalue problem of POD. The sum 
of the eigenvalues is defined as the cost function. 
Based on Lagrange multiplier method, the objective 
cost functional is obtained, and by using Adjoint 
variable method, the main and adjoint problems are 
solved to evaluate the sensitivity. The two dimensional 
cavity flow used as an initial domain is reshaped 
iteratively with 𝐻1 gradient method which is able to 
deform stably. As a result, numerical results revealed 
that the transient flow is suppressed by the suggested 
optimization scheme. 
 

2  Main Problem 

Let Ω ⊂ ℝ𝑑 be a bounded Lipschitz domain for 
𝑑 = 2, a two dimensional Cavity flow is considered. 
The initial domain depicts Ω0 ⊂ Ω in particular 

 
Ω0 = {𝒙 = (𝑥, 𝑦)| 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 }, 

Γtop = {(𝑥, 𝑦)| 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑦 = 1 },  
∂Ω0 = Γtop ∪ Γwall, Γwall = ∂Ω0 ∖ Γtop. 

 
For one of main problems, the nonstationary 
Navier-Stokes problem is used where velocity 
vector and pressure are depicted as 𝒖 ∈ 𝑈 
and 𝑝 ∈ 𝑃, and Re represents the Reynolds 
number, 
𝑈

= {
𝒖 ∈ 𝐻1(Ω, ℝ2); 

𝒖 = (16𝑥2(𝑥 − 1)2, 0) cos(𝜋𝑡) on Γtop,
𝒖 = 𝟎 on Γwall

}, 

𝑃 = {𝑝 ∈ 𝐿2(Ω, ℝ); ∫ 𝑝𝑑𝑥
𝛀

= 0 in Ω}. 

2  Snapshot POD 

At first, taking time integration for the 
nonstationary Navier-Stokes problem from 𝑇1  to 
𝑇2 . Next, correlation coefficient matrix 𝑅(�̃�, �̃�) ∈
ℝ𝑚×𝑚  is formed where Δ𝑡  depicts the time step 
size, and  

𝑅(�̃�, �̃�) = ∫ �̃�T�̃�𝑑𝑥
Ω

, 

𝑚 = 𝑁2 − 𝑁1 + 1, 𝑇1 = Δ𝑡𝑁1, 𝑇2 = Δ𝑡𝑁2 
 

Second Proper Orthogonal Decomposition (POD) is 
used to obtain eigenvalues 𝜔 ∈ ℝ𝑚 and functions 
�̂� ∈ ℝ𝑚×𝑚  by solving eigenvalue problem 
𝑅(�̃�, �̃�)�̂� = 𝜔�̂�. Finally, we have POD basis  

𝜱 =  𝜔−1
2�̂��̃� ∈ ℝ𝑚×𝑚. 

 
3  Shape Optimization Problem 

The main problems are the nonstationary 
Navier-Stokes problem, and an eigenvalue problem 
of POD. For convenience, we define the following 
functional; 

𝐿1(𝝓) =
1
𝑚

∑ ∫ 𝐺1(𝑥, 𝒖𝑛, 𝑝𝑛, 𝒗𝑛, 𝑞𝑛)
𝝓(Ω)

𝑑𝑥
𝑁2

𝑛=𝑁1

, 

𝐺1(𝑥, 𝒖𝑛, 𝑝𝑛, 𝒗𝑛, 𝑞𝑛)

=
𝒖𝑛+1(𝒙) − 𝒖𝑛(𝒙 − Δ𝑡𝒖𝑛(𝒙))

Δ𝑡
⋅ 𝒗𝑛+1

− (𝛻 ⋅ 𝒗𝑛+1)𝑞𝑛+1 − (𝛻 ⋅ 𝒖𝑛+1)𝑝𝑛+1

+ 𝛻(𝒖𝑛+1)T: 𝛻(𝒗𝑛+1)T. 
For 𝜶 ∈ ℝ𝑚×𝑚, 

𝐿2(𝝓) =
1
𝑚

∑ 𝐺2(𝑥, 𝜔, �̂�, �̃�, 𝜶)
𝑁2

𝑛=𝑁1

, 

𝐺2(𝑥, 𝜔, �̂�, �̃�, 𝜶) = {𝜔�̂� − (∫ �̃�T�̃�𝑑𝑥
𝝓(Ω)

) �̂�} 𝜶 
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Based on the above preparations of the functional, the 
sum of the eigenvalues 𝑓(𝝓) is defined as the cost 
function. So, the objective functional is represented 
by 

𝐿(𝜙) = 𝑓(𝝓) − 𝐿1(𝝓) − 𝐿2(𝝓), 

 𝑓(𝝓) =
1
𝑚

∑ 𝜔𝑛

𝑁2

𝑛=𝑁1

. 

Anyway, in the view point of Lagrange multiplier 
method, the trial function (𝒗𝑛, 𝑞𝑛) ∈ 𝑉 × 𝑃  to 
solve 𝐿1(𝝓) = 0  with FEM is the same as the 
multiplier of the objective functional 𝐿(𝜙) , and 
𝜶 ∈ ℝ𝑚×𝑚 for �̂�. 

Based on Lagrange multiplier method, we can 
derive the main problem (Section 2 and Section 3) 
and the adjoint problems. From the main problem, it 
is possible to obtain the solutions {(𝒖𝑛, 𝑝𝑛)}𝑛=1

𝑁  
and (𝜔, �̂�)  for the nonstationary Navier-Stokes 
problem and the eigenvalue problem for POD. 
Especially, from the adjoint problems we should 
solve the following partial differential equation; 

(∇𝒖T)𝒗 + (𝒖 ⋅ 𝛻)𝒗 + 𝛻𝑞 −
1

Re
Δ𝒗

= 2√𝜔𝚽�̂�̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝛻 ⋅ 𝒗 = 0. 
Finally, by substituting the main variables 
{(𝒖𝑛, 𝑝𝑛)}𝑛=1

𝑁  and (𝜔, �̂�)  and the adjoint 
variables (𝒗, 𝑞) and 𝜶  into the first variation of 
the functional, and we can obtain the first variation as  
�̇�(𝝓) = 

∫ {
1
𝑚

∑
1

Re
{𝛻(𝒖𝑛)T: 𝛻(𝒗𝑛)T}𝝂

𝑁2

𝑛=𝑁1

} ⋅ 𝝋
∂Ω

𝑑𝛾, 

and the sensitivity is evaluated by  

𝝋 = ∫ {
1
𝑚

∑
1

Re
{𝛻(𝒖𝑛)T: 𝛻(𝒗𝑛)T}𝝂

𝑁2

𝑛=𝑁1

}
∂Ω

𝑑𝛾. 

For numerical calculations, we should smooth 𝝋 
with 𝐻1 gradient method, because the sensitivity is 
in 𝐿∞(Ω, ℝ2) and lack of the smoothness. 
 

4  Numerical Results 
In this study, numerical calculations are demonstrated 
at Re=11500. The figure 1 depicts the optimal 
domain Ω1 at Re=11500. Fig. 2 shows the values of 
eigenvalues for each primary components. In general, 
the first primary component means the time average 
flow field and the other primary component for the 
fluctuation from the time average flow field (the 
transient flows). From Fig. 2, we can understand the 
transient flows are suppressed by the shape 
optimization process.  

Fig. 1 The optimal domain Ω1. 

Fig. 2 The eigenvalues for each primary components 
in the initial and the optimal domains from 𝑚 = 1 
to 5. 
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1 γϛϡϨʔγϣϯͱࢉܭϝογϡ

ણࡉͳύλʔϯܗΛଊ͑Α͏ͱ͢Δγ
ϛϡϨʔγϣϯʹ͓͍ͯɼࢉܭϝογϡͷҟํ
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͍ͯΔɽͦ ͷͨΊɼγϛϡϨʔγϣϯʹ͓͍
ͯɼ͜ͷྖҬʹ͓͍ͯࢉܭϝογϡͷαΠζ
Λेখ͘͞ઃఆ͢Δ͜ͱ͕ਫ਼ͷ͍ߴղ
ΛಘΔͨΊʹඞཁͰ͋Δɽ͔͠͠ɼ͜ͷαΠζ
ઃఆΛখ͘͞͠ա͗Δͱɼ༗ݶཁૉ๏Ͱϝο
γϡͷ૿Ճ͔Β߶ੑϚτϦοΫεͷαΠζΛ
େ͖͘͠ɼ݁ՌతʹࢉܭʹඞཁͱͳΔࢉܭ
େ͢Δɽͦ૿͕ؒ࣌ࢉܭͷϝϞϦʔͱػ ͷͨΊɼ
దͳ࠷ͰղΛಘΑ͏ͱ͢Δʹɼؒ࣌తͳ࣮ݱ
αΠζͰͷཁૉઃఆ͕ඞཁͱͳΔɽ͔͠͠ɼ࣮
ΓํͰ͜ͷ࡞ͱϝογϡͷ͏ߦΛࢉܭʹࡍ
ʮ࠷దͳαΠζʯ͕ มΘͬͯ͘Δ͜ͱ͕ΒΕͯ
͓Γɼ௨ৗղੳղͱͷࠩޡΛධՁ͢Δ͜ͱͰ
ܾΊΒΕ͍ͯΔɽଟݩ࣍ͷಈతͳύλʔϯܗ

(a) (b)
ਤ 1. εύΠϥϧΛൃੜ͢ΔԠ֦ํࢄఔࣜͷγ
ϛϡϨʔγϣϯ݁Ռɽಉ͡ύϥϝʔλΛ༻͍ɼ(a)ҟํੑ
Λͨ࣋ͳ͍ϝογϡͰͷ݁Ռͱ (b)ҟํੑΛͭ࣋ϝογϡ
Ͱͷ݁Ռ

Ͱղੳղ͕ଘ͠ࡏͳ͍߹͕ଟ͍͕ɼͦ
ͷΑ͏ͳ߹Ͱॆ͍ߴਫ਼Λͭ࣋ͱ༧͞
ΕΔࢀরղΛར༻͢Δ͜ͱͰࢉܭσʔλͷධՁ
Λ͜͏ߦͱ͕Ͱ͖ΔɽຊڀݚͰ̎ͭͷύλʔ
ϯܗʹରͯ͠ɼࢉܭσʔλͷධՁΛ͍ߦɼ
͜ͷํ๏͕༗ޮͰ͋Δ͜ͱΛ֬ೝͨ͠ɽ

2 Ԡ֦ํࢄఔࣜͰͷྫࢉܭ

Activator-inhibitor ͷܕ 2มԠ֦ํࢄఔ
ࣜʹ͓͍ͯɼ҆ఆܕͱڵฃܕͷ 2छྨͷԠ
߲ͷ߹ʹ͍ͭͯ FreeFem++ ͰࢉܭΛ
࣋ʹ͓͍ͯɼҟํੑΛܗɽϝογϡͷͨͬߦ
ͨͳ͍ϝογϡͱͯ͠ border()+buildmesh()

Λར༻ͨ͠ͷΛɼҟํੑΛͭ࣋ϝογϡͱ͠
ͯ square()໋ྩΛར༻ͨ͠ͷΛ༻͍ͨ (ਤ
2)ɽҎԼɼલऀΛϝογϡA, ΛϝογϡBऀޙ

ͱݺͿɽϝογϡ n×n ͰͷγϛϡϨʔ

(a) (b)
ਤ 2. (a)ҟํੑΛͨ࣋ͳ͍ϝογϡ(A)ͱɼ(b)ҟํੑ
Λͭ࣋ϝογϡ(B)

γϣϯʹ͓͍ͯɼ֤λΠϜεςοϓͰͷ݁ࢉܭ
Ռ un ʹରͯ͠ɼࢀরσʔλ u0 ͷ༗ݶཁૉϝο
γϡͷิؒσʔλΛ ũ ͱ͢Δͱ͖ɼũn  un
ͷϝογϡ͔Β u0 ͷϝογϡͷิؒྻߦ IVn

Λ༻͍ͯɼ
ũ = IVn ∗ un (1)

ͱࢉܭͰ͖Δɽࠩޡʹ͍ͭͯࢀরσʔλͱͷ
ࠩͷϊϧϜͰධՁ͠ɼͦͷൃؒ࣌లΛௐΔ͜
ͱʹ͢Δ [1]ɽ

{
ERRrelative = ||ũ−u0||L2

||u0||L2

ERRmax = max|ũ− u0|
(2)

චऀ͖྾ਐలϞσϧͷγϛϡϨʔγϣϯ
ʹ͓͍ͯɼ͜ͷํ๏ΛύϥϝʔλʹΑΔ͖྾ਐ
లͷҧ͍ͷࢦඪͱͰ͖ΔՄੑʹ͍ͭͯطʹใ
Δ͍ͯ͠ࠂ [2]ɽ

2.1 ҆ఆܕ

ॳʹɼఆৗղͱ͍ۙͯ͘͠ύλʔϯ࠷
ߦͷγϛϡϨʔγϣϯʹ͍ͭͯධՁΛܗ
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IsoValue
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浅水域における流れ場の推定に対するアンサンブルカルマンフィルタFEMの

適用 
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     1長岡技術科学大学大学院 機械創造工学専攻 

     e-mail: kurahashi@mech.nagaokaut.ac.jp 

 
1  はじめに 
 本研究は，流れ場の推定シミュレーションに

対してアンサンブルカルマンフィルタ[1]と安

定化有限要素法を適用し，サンプル数が推定精

度に与える影響について検討を行ったもので

ある．計算法の概要および数値モデル等は以下

の章に示す． 

 

2  アンサンブルカルマンフィルタ FEM に
ついて 
 本検討では，以下の式(1)，(2)に示す移流項

を有する浅水長波方程式を支配方程式として

用いる． 

 

0,,  �� ijiji guuu K�          (1) 

0,  � iihuK�          (2) 

 
ここに，uiは x,y方向流速，ηは水位変動量，g
は重力加速度，h は基準水深を示す．離散化手
法としては，空間方向には SUPG法，時間方向
には完全陰解法を適用する[2]． 
 アンサンブルカルマンフィルタの計算では，
予測誤差共分散行列[Pn+1

(-)]の計算方法が従来の
カルマンフィルタと異なる点が大きな違いで
ある．ここに(-)は同化前の計算ということを示
す．M個の初期条件ごとに対応した状態変数ベ
クトルに対して平均値を計算し平均値との差
を計算する（式(3)）．サンプルの個数分，式(3)
によるベクトルを並べた行列を用意し（式(4)），
この行列を用いて予測誤差共分散行列を計算
する．通常のカルマンフィルタでは初期条件は
1 つ設定したものから計算が始まるが，アンサ
ンブルかルマンフィルタでは，M個の初期条件
による計算結果に対して分散行列を計算し，状
態推定の計算を行うことになる．詳細は，文献
[3] [4]を参照して頂くことにする． 
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3  数値実験による検討 
 本検討では，図 1に示す矩形水路（幅 1m，長
さ 10m）の有限要素メッシュに対してサンプル
数を変えたアンサンブルカルマンフィルタ

FEM による流れ場の推定精度について検証を

行う．観測値としては，水路中央線上(y=0.5m)
の x=1,2,3mの点に観測点を配置し，観測値は，
図 2の境界条件のもと，SUPG法による計算結
果にホワイトノイズを加えたものとする．観測

値としては，x,y 方向流速・水位変動量を用い
る．Δt=0.001s，時間ステップは1000，水深h=10m，
重力加速度gは9.81m/s2とし，サンプル数は100，
175，250，1000 と設定する．水路中央線上
(y=0.5m)のx=3,4,5mにおける水位変動量の経時
変化を図 3に示す．図中において，真値はシミ
ュレーションの結果によるものである．結果と

して,本検討では 1000程度サンプル数が必要に
なることがわかった． 
 
4  おわりに 
 本研究では，アンサンブルカルマンフィルタ

と安定化有限要素法により，観測値を用いた浅

水域における流れ場の推定シミュレーション

を行った．矩形の水路モデルを作成し，3点に
おける観測値を用いて，流れ場の推定シミュレ

ーションを行った．サンプル数を変えて検討を

行った結果，本検討モデルではサンプル数は

1000程度用意することで，高精度な結果が得ら
れることがわかった． 
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図 1. 有限要素メッシュ 

 

 
図 2. 境界条件（図 1の左端の水位変動量） 

 

 
(a) x=3m, y=0.5mの観測点 水位の経時変化 

 
(b) x=4m, y=0.5mの観測点 水位の経時変化 

 
(c) x=5m, y=0.5mの観測点 水位の経時変化 

 

図 3. x=3,4,5m,y=0.5mの点におけるサンプル数ごと

の水位変動量の推定値の比較 
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係数同定逆問題に対するH2勾配法
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1 はじめに
本稿では，鉄とコンクリートによる合成梁の

欠陥同定問題を例に，偏微分方程式の係数同定
逆問題に対する位相最適化手法 [1]を応用した
新たな数値解法を提案する．本研究で取り扱う
係数同定逆問題は，二つの梁を結合している連
結部材のせん断方向の劣化同定，すなわち接触
部せん断剛性係数同定問題 [2]である．接触部
せん断剛性を導入した強制自由振動モデルとし
て，次の初期値境界値問題が提案されている．
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Cw,tt−Akw = 0 in (0, L)× (0, T ),

w(·, t)|t≤0 = 0, w,t (·, t)|t≤0 = 0 in (0, L),

Dw(0, t) = U(t), Dw(L, t) = 0 on (0, T ).
(1)

w は変位ベクトル，C = diag (ρ1, ρ2, ρ)，ρi ∈
C0[0, L] は梁の線密度とし，ρ = ρ1 + ρ2 であ
る．L は梁の長さ，T は観測時間の長さ，Ak

は次で定義される偏微分作用素である:

Akw=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(a1u1,x),x+k(u2−u1+v,xes)

(a2u2,x),x−k(u2−u1+v,xes)

−(jv,xx),xx+(k(u2−u1+v,xes)es)

+(ke2cv,x),x

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

.

ui は各梁のx軸方向変位，v は梁全体の y 軸方
向変位とする．ai ∈ C1[0, L], ji ∈ C2[0, L]は，
梁の軸剛性，曲げ剛性係数であり，j = j1 + j2
である．ここで各梁の線密度，剛性係数は既知
であるとし，ec, es は定数であることを仮定す
る．k ∈ C1[0, L] は，接触部分のせん断剛性で
あり，

0 ≤ k(x) ≤ k , ∀x ∈ [0, L] (2)

を満たすものとする．ここで k は与えられた
正定数であり，連結部材が劣化していないと
きの接触部せん断剛性値である．D は Dw =

(u1, u2, v, v,x)
T により定義される作用素であ

り，U ∈ (C3[0, T ])4 は既知であるとする．連
結部材劣化は， (1)でのせん断剛性 k の値の低
下と同値である．そこで本研究で扱う問題は，
次の通りである：

合成梁接触部せん断剛性同定問題
x = 0 で与えられた Neumann 境界値と I ⊆
[0, L] で与えられた x 軸方向の変位 ui より，
接触部せん断剛性係数関数 k を同定せよ．た
だし Neumann境界値 Q = (N1, N2, S, M)T

は次の通りである．

a1u1,x

∣∣∣∣
x=0

= N1 , a2u2,x

∣∣∣∣
x=0

= N2 ,

− (jv,xx),x − k(u2 − u1 + v,xes)es − ke2cv,x

∣∣∣∣
x=0

= S ,

− jv,xx

∣∣∣∣
x=0

= M2.

本研究では，この係数同定逆問題に対して，
位相最適化手法として提案された H1 勾配法
[3]を応用した数値解法を提案する．さらに数
値実験により，提案手法の有効性を検証する．

2 H2 勾配法
元の問題に対する密度型問題を導入する．φ ∈

C1(R) は 0≤ φ(ξ) ≤ 1 , ∀ξ ∈ Rを満たす関数
とする．設計変数関数 θ ∈ C1[0, L] を用いて，
密度型接触部せん断剛性係数 k̃(θ) = kφ(θ(x))

を導入する．導入された k̃(θ) は，関数の滑ら
さかとともに制約 (2)の条件を満たしている．
また，設計変数関数 θ は関数の滑らかさ以外
に条件が付加されないことに注意する．この関
数を用いた密度型順問題を，次のとおりに導入
する:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

Cw,tt −Ak̃(θ)w = 0 in (0, L)× (0, T ) ,

w|t≤0 = 0 , w,t|t≤0 = 0 in (0, L) ,

Dw|x=0 = U , Dw|x=L = 0 on (0, T ) .
(3)

密度型順問題 (3) を用いて，密度型せん断剛性
係数同定問題を次のとおりに定義する:

密度型せん断剛性係数同定問題
x = 0 で与えられた Neumann 境界値 Q(t)

(0 ≤ t ≤ T ) と I ⊆ (0, L) で与えられた x 軸
方向の変位 ui より，設計変数関数 θ ∈ C1[0, L]

を同定せよ．
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密度型せん断剛性同定問題を解くために，次
の最小化問題を導入する:

最小化問題
J : C1[0, L] → R+ を最小にする θ ∈ C1[0, L]

を見つけよ．

J(θ) =

∫ T

0

|Q[k̃(θ)]−Q|2

∥Q∥2L2

dt

+

∫ T

0

∫

I

2∑

i=1

|ui[k̃(θ)]− ui|2

∥u∥2 dx dt

ここで Q[k̃(θ)] は k̃(θ) を係数関数に持つ密
度型順問題 (3)の解 w[k̃(θ)] により導出される
x = 0 でのNeumann 境界値である．この最小
化問題を解くことにより，設計変数を同定，す
なわち未知の係数関数を同定する．最小化設計
変数関数は，次の反復過程で求めることにする:

θℓ+1 = θℓ + ϵℓ
s(ℓ)θ

∥s(ℓ)θ ∥H2

(ℓ = 0, 1, 2, . . . . . .) .

ϵℓ > 0 は，適切に選択された探索の幅である．
探索方向 sθ を H1 勾配法のアイディアによ
り求める．すなわち，J(θ)の導関数を用いた次
の問題の解により定めることにする．
aθ(sθ, ϕ) = −

〈
J ′(θ), ϕ

〉
, ∀ϕ ∈ H2(0, L) .

ここで aθ(·, ·)は，次により定義されるH2(0, L)

上の有界かつ強圧的な双一次形式である．
aθ(ϕ, ψ) = αθ(ϕ

′′, ψ′′)L2 + βθ(ϕ
′, ψ′)L2

+ γθ(ϕ, ψ)L2 .

αθ > 0, βθ > 0, γθ > 0 は与えられた正定数で
ある．

3 数値実験
数値実験により．提案手法の有効性を検証す

る．実験における物理定数は，次のとおりであ
る．なお既知の剛性係数は，ai = EiAi，ji =

EiJi により求められる．
表 1. 物理定数 [4]

Constants Value Constants Value

Ld 3.50 m Ad
1 3.00× 10−2 m2

Jd
1 9.00× 10−6 m4 ρd1 73.19 kg m−1

Ed
1 4.2863× 1010 N m−2 Ad

2 1.64× 10−3 m2

Jd
2 5.41× 10−6 m4 ρd2 12.90 kg m−1

Ed
2 2.1× 1011 N m−2 eds 0.07 m

edc 0.03 m T d 4.0× 10−3 s

np 16

真のせん断剛性係数関数は，次のものを仮定
する．

k(x) =

⎧
⎨

⎩
11.85 + 3.95 cos 14π(x− 3/7)

(
3

7
< x <

4

7

)

15.80 (otherwise)
.

また φは φ(θ) = (1 + tanh(10θ))/2，初期設
計変数関数は θ0 = 1.0，内部観測範囲は I =（
L/5, L/4）とする．1%誤差（位相は1%遅れ，大
きさは 1%の正規誤差）を含んだ観測データに
対する同定結果は図 1の通りである．欠陥の位
置はおおよそ同定でき，かつ安定した同定結果
を得ることができた．一方，欠陥の大きさにつ
いては高い精度で同定できなかった．この原因
の一つは，位相のずれであると考えられる．今
後の課題は，パラメータ選択方法やシグモイド
関数などについて検討することで，精度の高い
同定結果が得られるよう，方法を改良すること
である．
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10.00
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16.00

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Exact
Result

図 1. I = [L/5, L/4], θ0 = 1.0, 1%誤差
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༩͑ΒΕͨӡಈʹର͢ΔϦϯΫߏػͷܗঢ়࠷దԽ

ాᠳҰ 1, ൞্ल 1

େֶݹ1໊
e-mail : handa@az.cs.is.nagoya-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ϦϯΫ݁߹͞Εͨ߶ମ (ϦϯΫߏػͱΑͿ)

ͷӡಈɼ߶ମͷӡಈํఔࣜʹӡಈ੍͕՝͞
Εͨඍํఔࣜͷॳظͱͯ͠ఆࣜԽ
͞ΕΔɽ͜ ͷʹରͯ͠ɼ൞্Β [1]߶ମͷ
దԽΛఆࣜԽ࠷ঢ়ܗͨ͠ʹରܭঢ়Λઃܗ
͠ɼH1 ޯ๏ʹͮ͘جղ๏ͰϐετϯΫϥϯ
Ϋߏػͷ࠷దܗঢ়͕ಘΒΕΔ͜ͱΛใͨ͠ࠂɽ
ͦ͜ͰɼۦಈྗΛ༩͑ͨͱ͖ͷӡಈΛٻΊΔ
Λঢ়ଶܾఆͱ͓͖ɼྖҬͷେ੍͖͞
ͷԼͰ֎ྗࣄΛ࠷େԽ͢Δ͕ղ͔Εͨɽ
ҰํɼϦϯΫߏػΛઃ͢ܭΔ߹ɼཧͱ͢

Δӡಈ͕༩͑ΒΕͯɼͦΕΛ࣮͢ݱΔΑ͏ʹۦ
ಈྗ͕ٻΊΒΕΔ͜ͱ͋ΓಘΔɽຊڀݚͰɼ
ঢ়ଶܾఆΛͦΕʹ͓͖͔͑ͨͱ͖ͷܗঢ়࠷
దԽΛఆࣜԽ͠ɼͦͷղ๏ͱྫΛࣔ͢ɽ

2 ॳྖظҬͱྖҬࣸ૾ͷू߹

L = {1, 2, · · · , |L|} ΛϦϯΫʹ͚ΒΕͨ൪
߸ͷू߹ͱ͢ΔɽϦϯΫ l ∈ L ͷࠁ࣌ t = 0 ͷ
ͱ͖ͷ (Lipschitz)ྖҬΛ Ω0l ⊂ R2 ͱ͔͘ɽྖ
Ҭࣸ૾ͷมҐΛ φl ∈ D = X ∩W 1,∞ (R2;R2

)

(X = {φ ∈ H1
(
R2;R2

)
|φ = 0R2 on Ω̄C0}) ͱ

͓͖ɼมಈޙͷྖҬΛ Ωl (φl) ͱ͔͘͜ͱʹ͢
ΔɽΩ̄C0 ʹڥքྗ͕࡞༻͢Δڥքͱ݁߹ͷ
ؚ͕ۙ·ΕΔͱԾఆ͢Δɽ·ͨɼ{φl}i∈L ͱ
{Ωl (φl)}i∈L ΛͦΕͧΕ φ ͱ Ω (φ) ͱ͔͘͜
ͱʹ͢Δɽ φ ͷҙมಈΛ ϕ ͱ͔͘ɽ

3 ঢ়ଶܾఆ

ϦϯΫ l ∈ L ʹରͯ͠ɼؒ࣌ t ∈ (0, tT) ͷ
ͱ͖ͷ Ωl (φl) ͷॏ৺ͷҐஔΛ xGl : (0, tT) →
R2ɼxGl पΓͷճసΛ θl : (0, tT) → Rͱ͔͖ɼ
ql (t) =

(
(xGl (t)− xGl0)

T , θl (t)
)T
Λ Ωl (φ)

ͷ߶ମӡಈɼq =
(
qT1 , · · · , qT|L|

)T
: (0, tT) →

R3|L| Λશମܥͷ߶ମӡಈͱΑͿɽ͞Βʹɼql
͔Β Ωl (φl) ্ͷҙͷ x ͷมҐɼ

ul (ql,x) = xGl (t)− xGl (0)

+ θl (t) e3 × (x− xGl (0)) (1)

ͱ͔͚Δɽͨͩ͠ɼe3  R3 ͷ x3 ͷ୯ํ࣠
ҐϕΫτϧͱ͢Δɽ
ϦϯΫ݁߹߶ମӡಈʹର͢Δ੍ʹରͯ͠ɼ
݅ʹ൪߸Λ͚ͯɼͦͷू߹Λ C ͱ͔͖ɼ
݅Λ ψ (q) = 0R|C| ͱ͔͘ɽ
ϦϯΫߏػͷҰൠԽ࣭ྔɼϦϯΫ l ∈ L ͷ

ີ͕ ρl ∈ L∞ (R2;R
)
Ͱ༩͑ΒΕͨͱ͖ɼ

M (φ) = diag
(
m1 (φ1) ,m1 (φ1) , jG1 (φ1) ,

· · · ,m|L|
(
φ|L|

)
,m|L|

(
φ|L|

)
, jG|L|

(
φ|L|

))

Ͱఆٛ͞ΕΔɽͨͩ͠ɼ

ml (φl) =

∫

Ωl(φl)
ρl dx,

jGl (φl) =

∫

Ωl(φl)
ρl ∥x− xGl (0)∥2R2 dx

ͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ɼq ΛҰൠԽมҐͱ͢ΔϦϯΫߏػ

ΔҰൠԽྗ͢༺࡞ʹ s ∈ S = L2
(
(0, tT) ;R3|L|)

࣍ͷΑ͏ʹ͞ࢉܭΕΔɽ

 3.1 (ӡಈ੍߶ମӡಈ) φ ∈ D|L| ͓
Αͼ ψ (q) = 0R|C| Λຬͨ͢ q ͕༩͑ΒΕͨ
ͱ͖ɼ

M (φ) q̈ = s (φ, q) in (0, tT)

ʹΑΓ s : (0, tT) → R3|L| ΛٻΊΑɽ

4 దԽ࠷ঢ়ܗ

 3.1ͷղ sΛ༻͍ͯɼܗঢ়࠷దԽΛ
ఆٛ͢ΔɽϦϯΫߏػͷੑΛྀͯ͠ߟɼత
ؔͱ੍ؔ (྆ऀΛධՁؔͱΑͿ) Λ

f0 (φ, s) =

∫ tT

0
s (φ, q) · q̇ dt, (2)

f1 (φ) = c1 −
∑

i∈L

∫

Ωl(φl)
dx (3)

ͱ͓͘ɽf0 ۦಈྗ͕ͨ͠ྔࣄ (อଘܥͰ
ӡಈΤωϧΪʔͷ૿Ճྔͱಉ) Λද͢ɽf1 
ମੵ੍Λ༩͑ΔؔͰ͋Δɽ͜ ΕΒΛ༻͍ͯɼ
ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ࣍దԽΛ࠷ঢ়ܗ
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 4.1 (খԽ࠷ࣄಈྗۦ)

min
(φ,s)∈D|L|×S

{f0 (φ, s) | f1 (φ) ≤ 0,  3.1}

Λຬͨ͢ Ω (φ) ΛٻΊΑɽ

5 ධՁؔͷܗঢ়ඍ

f0 ͷܗঢ়ඍ࣍ͷΑ͏ʹͯ͠ಘΒΕΔɽ

L0 (φ, s, r0) = f0 (φ, s) + LS (φ, s, r0)

Λ f0 ͷ Lagrange ؔͱ͓͘ɽ͜͜Ͱɼ

LS (φ, s, r0) =

∫ tT

0
(−Mq̈ + s) · r0 dt

ঢ়ଶܾఆ ( 3.1) ʹର͢Δ Lagrange

ؔɼr0 =
(
rT01, · · · , rT0|L|

)T
∈ S  f0 ͷͨΊ

ʹ༻ҙ͞Εͨঢ়ଶܾఆʹର͢Δ Lagrange

Ͱ͋Δɽ
L0 ͷ Fréchet ඍɼ

L ′
0 (φ, s, r0) [ϕ, ŝ, r̂0] = L0φ (φ, s, r0) [ϕ]

+ L0s (φ, s, r0) [ŝ] + L0r0 (φ, s, r0) [r̂0]

∀ (ϕ, ŝ, r̂0) ∈ X |L| × S × S (4)

ͱ͔͚Δɽ͜ͷͱ͖ɼ(4)ͷӈลୈ 3߲ɼs͕
 3.1ͷղͳΒ 0 ͱͳΔɽ·ͨɼ(4)ͷӈ
ลୈ 2߲ɼ

L0s (φ, s, r0) [ŝ] =

∫ tT

0
(q̇ + r0) · ŝ dt (5)

ͱͳΔɽ(5) ࣍ͷͷղͳΒ 0 ͱͳΔɽ

 5.1 (f0 ʹର͢Δ͢ਵ)  3.1ͷ
q ͕༩͑ΒΕͨͱ͖ɼ

r0 = −q̇ in (0, tT)

ʹΑΓ r0 : (0, tT) → R3|L| ΛٻΊΑɽ

͞Βʹɼ(4)ͷӈลୈ1߲ɼsͱ r0͕ͦΕͧ
Ε 3.1ͱ 5.1ͷղͷͱ͖ɼf0 (φ, s (φ))
Λ f̃0 (φ) ͱ͔͘͜ͱʹ͢Εɼܗঢ়ඍʹؔ
͢Δެࣜ ([2], ໋ 9.3.4) ΑΓɼ

f̃ ′
0 (φ) [ϕ] = L0φ (φ, s, r0) [ϕ]

=
∑

l∈L

∫

Ωl(φl)
gM0l∇ ·ϕl dx = ⟨g0,ϕl⟩

(a) Ϟσϧ (t = 0) (b) ঢ়ܗͷޙదԽ࠷
ਤ 1. ߏػϦϯΫܕ٭
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ਤ 2. ධՁؔͷऩଋཤྺ

ΛಘΔɽͨͩ͠ɼ࣍ͷΑ͏ʹ͓͘ɽ

gM0l = −
∫ tT

0
ρlul (q̈l) · ul (ṙ0l) dt

f1 ͷܗঢ়ඍ࣍ͷΑ͏ʹಘΒΕΔɽ

f ′
1 (φ) [ϕ] = −

∑

l∈L

∫

Ωl(φl)
∇ ·ϕl dx = ⟨g1,ϕ⟩

6 ྫ

ຊڀݚͰɼਤ 1 (a) ͷΑ͏ͳϖμϧΛ૨͙
దԽΛ͓͜ͳͬ࠷ঢ়ܗରͯ͠ʹߏػϦϯΫܕ٭
ͨɽϖμϧͷಈ͖ɼt = 0 ͷͱ͖ʹ࠷େͷճ
సՃ͕༩͑ΒΕɼͦͷؒ࣌ޙʹൺྫͯ͠ݮ
গ͠ɼϖμϧ͕Լʹ͖ͨࠁ࣌ tT ʹՃ͕ 0

ͱͳΔΑ͏ʹ༩͑ΒΕͨɽ 3.1 ͷࢉܭʹ
HyperWorks (Ver.14.0, Altair) ͷ HyperMesh

ͱ MotionView ঢ়ޯܗΘΕͨɽ͕ g0 ͷܭ
ࢉ H1 ޯ๏ʹΑΔܗঢ়ߋ৽ࣗ࡞ͷϓϩά
ϥϜʹΑΓ͓͜ͳͬͨɽਤ 2ʹධՁؔͷཤྺ
Λࣔ͢ɽਤ 1 (b) ঢ়Λࣔ͢ɽܗͷޙదԽ࠷ʹ
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Stokes ྲྀΕͷີܕҐ૬࠷దԽʹ͓͚ΔฏྲྀۉΕ߅ͷ 2֊ඍ
ͱ H1 Newton ๏

൞্ ल 1, Ԭ ࣏̍

େֶݹ1໊
e-mail : azegami@i.nagoya-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

Stokes ྲྀΕͷܗঢ়࠷దԽɼPiron-

neau [1] ͕Ұ༷ྲྀΕͷதʹ͓͔Εཱͨݽମ
ͷ࠷ྗ߅খԽͷ࠷దղΛࣔͯ͠Ҏདྷɼଟ͘
ͷऀڀݚʹΑΓ͞ڀݚΕ͖ͯͨɽ͠ ͔͠ͳ͕Βɼ
Λද͢ධՁؔͷ߅ͳͲͷྲྀΕྗ߅ 2֊ඍ
ʹ͍ͭͯ͜Ε·Ͱࣔ͞Εͯ͜ͳ͔ͬͨɽ
ຊจͰɼStokes ྲྀΕͷܗঢ়࠷దԽ
ΛີܕҐ૬࠷దԽͱͯ͠ఆٛͯ͠ɼධ
Ձؔͷ 2֊ඍΛٻΊΔɽධՁؔʹɼ߅
ྗͱՁͳฏྲྀۉΕ߅Λ༻͍Δɽղ๏ʹɼ
Newton ๏ʹํ͍ͨͮج๏Λ༻͍Δɽޙ࠷ʹɼ
ྫʹΑΓͦͷଥੑΛ͢ূݕΔɽ

2 θ దԽ࠷Ґ૬ܕ

StokesྲྀΕͷີܕҐ૬࠷దԽɼଟ
ഔମΛ௨ա͢ΔྲྀମʹΑͬͯϞσϧԽ͞Ε࣭
ΔɽD Λ d ∈ {2, 3} ͷ༗քྖҬͱ͢Δɽݩ࣍
X = H1 (D;R), D = X ∩ W 1,∞ (D;R) ʹର
ͯ͠ θ ∈ D Λઃܭมͱ͓͖ɼα ∈ (0, 1] ͱ
ψ1 > 0 Λఆͱͯ͠ɼ

φ (θ) =
1

2
tanh θ +

1

2
, ψ (φ) = ψ1

α (1− φ)

α+ φ

Λؚਫͱଟ࣭ഔମʹΑΔྲྀΕ߅ͱ͢Δɽ
·ͨɼྲྀͱѹྗͷઢۭؒܗͱڐ༰ू߹Λ

U =
{
u ∈ H1

(
D;Rd

) ∣∣∣ u = 0Rd on ΓD

}
,

S = U ∩W 1,2qR
(
D;Rd

)
,

Q =

{
q ∈ L2 (D;R)

∣∣∣∣
∫

D
q dx = 0

}
,

P = Q ∩ L2qR (D;R)

ͱ͓͘ɽθܕ StokesΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

 1 (θ ܕ Stokes ) Dͱطྲྀ uD ∈
S (∇ · uD = 0 in D) ͕༩͑ΒΕͨͱ͖ɼ

−∇T
(
µ∇uT

)
+ ψ (φ (θ))uT +∇Tp

= 0T in D, ∇ · u = 0 in D

Λຬͨ͢ (u− uD, p) ∈ S × P ΛٻΊΑɽ

ධՁؔͱͯ͠ɼฏྲྀۉΕ߅ͱྲྀΕͷେ
੍͖͞Λ

f0 (θ,u, p) =

∫

∂D
uD · (µ∂νu− pν) dγ,

f1 (θ) =

∫

D
φ (θ) dx− c1

ͱ͓͘ɽͨͩ͠ɼc1 ఆͰ͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼ
Δɽ͑ߟͷΛ࣍

 2 (θ (దԽ࠷Ґ૬ܕ

min
(θ,u−uD,p)∈D×S×P

{f0 (θ,u, p) |

f1 (θ) ≤ 0,  1}

Λຬͨ͢ θ ΛٻΊΑɽ

3 ධՁؔͷ 1֊ θ ඍ

f0  1ͷղΛؚΉͷͰɼ1֊ θ ඍਵ
ม๏ͰٻΊΒΕΔɽͦͷ݁Ռɼf0 (θ,u, p)

Λ f̃0 (θ) ͱ͔͘ͱ͖ɼࣗݾਵؔΛ༻͍ͯ

f̃ ′
0 (θ) [ϑ] =

∫

D
ψ′φ′u · uϑ dx = ⟨g0,ϑ⟩ ∀ϑ ∈ X ɹ

͕ಘΒΕΔɽf1 (θ)ʹؔͯ͠ɼ͕࣍Γཱͭɽ

f ′
1 (θ) [ϑ] =

∫

D
φ′ϑ dx = ⟨g1,ϑ⟩ ∀ϑ ∈ X.

4 ධՁؔͷ 2֊ θ ඍ

f0 ͷ 2֊ θ ඍจݙ [2] ͷ͍࣍ͯͮجʹ
Α͏ʹٻΊΒΕΔɽ(θ,u, p) ͷڐ༰ू߹ͱڐ༰
Λ߹ूํ

S = {(θ,u, p) ∈ D × S × P |
LS (θ,u, p,v, q) = 0 ∀ (v, q) ∈ U ×Q},

TS (θ,u, p) = {(ϑ, υ̂, π̂) ∈ X × U ×Q |
LSθup (θ,u, p,v, q) [ϑ, υ̂, π̂] = 0

∀ (v, π̂) ∈ U ×Q}
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ͱ͓͘ɽͨͩ͠ɼ 1 ͷ Lagrange ؔΛ

LS (θ,u, p,v, q) =

∫

D

{
−µ
(
∇uT

)
·
(
∇vT

)

− ψ (φ (θ))u · v + p∇ · v + q∇ · u
}
dx

ͱ͓͘ɽ͜ͷͱ͖ɼ f0 ʹର͢Δ Lagrange ؔ
 L0 = f0 + LS ͷ (θ,u, p) ∈ S ͷҙมಈ
(ϑ1, υ̂1, π̂1), (ϑ2, υ̂2, π̂2) ∈ TS (θ,u, p) ʹର͢
Δ 2֊ Fréchet ภඍ

L0(θ,u,p)(θ,u,p) (θ,u, p,v0, q0)

[(ϑ1, υ̂1, π̂1) , (ϑ2, υ̂2, π̂2)] (1)

ΛٻΊΔɽ࣍ʹɼLS ͷ (θ,u, p) ∈ S ͷҙม
ಈ (ϑj , υ̂j , π̂j) ∈ TS (θ,u, p) (j ∈ {1, 2}) ʹର
͢Δ 1֊ FréchetภඍΛٻΊΔɽ͜͜Ͱɼ
 2 ͷۃখͰ

∫

D
{−µ

(
∇υ̂T

j

)
·
(
∇vT

)
+ π̂j∇ · v

+ q∇ · υ̂j}dx = 0

͕ΓཱͭͱԾఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

υ̂j = −ψ
′ (φ (θ))φ′ (θ)

ψ (φ (θ))
ϑju in D (2)

͕ಘΒΕΔɽ(2) ͷ υ̂j (j ∈ {1, 2}) Λ (1) ʹ
ೖ͢Εɼf0 ͷ 2֊ θ ඍ

h0 (ϑ1,ϑ2) = f̃ ′′
0 (θ) [ϑ1,ϑ2]

=

∫

D

{
ψ′′ (φ′

)2
+ ψ′φ′′ − 2

(ψ′φ′)2

ψ

}

× u · v0 ϑ1ϑ2 dx

=

∫

D
ψ1β (α, θ)u · v0 ϑ1ϑ2 dx (3)

ΛಘΔɽ͜͜Ͱɼβ (α, θ) < 0 ͱͳΓɼf0 Ԝ
ؔͱͳΔɽ
Ұํɼf1 (θ) ͷ 2֊ θ ඍɼ

h1 (θ) [ϑ1,ϑ2] = f ′′
1 (θ) [ϑ1,ϑ2]

=

∫

D
φ′′ (θ)ϑ1ϑ2 dx. (4)

ͱͳΔɽφ′′ ತؔͰԜؔͰͳ͍ɽ

5 H1 Newton๏

ຊڀݚͰɼ࣍ͷΑ͏ͳ Newton ๏ʹͮج
͘෮๏ [2]Ͱ 2 Λղ͘ɽ
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ਤ 1. ݩ࣍2 Stokes ྲྀΕʹର͢Δྫ

 3 (θ ܕ H1 Newton ๏) ҙͷ ϑ1,

ϑ2 ∈ X ʹରͯ͠

hL (θk) [ϑ1,ϑ2]

= h0 (θk) [ϑ1,ϑ2] + λ1kh1 (θk) [ϑ1,ϑ2]

ͱ͓͘ɽλ1  Lagrange Ͱ͋Δɽ·ͨɼ

aX (ϑ,ψ) =

∫

D
(cD1∇ϑ ·∇ψ + cD0ϑψ) dx

ͱ͓͘ɽͨͩ͠ɼcD0 ͱ cD1 ڧѹੑͱਖ਼ଇੑ
Λௐ͢ΔͨΊͷਖ਼ͷఆͰ͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼ
i ∈ {0, 1} ʹରͯ͠ɼ

hL (θk) [ϑgi,ψ] + aX (ϑgi,ψ)

= −⟨gi (θk) ,ψ⟩ ∀ψ ∈ X

ΛΈͨ͢ ϑgi ∈ X ΛٻΊΑɽ

6 ྫ

ମʹରཱ͢ݽҰ༷ྲྀΕʹ͓͔Εͨݩ࣍2
ΔྫΛਤ 1 ʹࣔ͢ɽ
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重み付き線形マトロイド・パリティ
岩田 覚, 小林佑輔
東京大学, 筑波大学
e-mail : iwata@mist.i.u-tokyo.ac.jp, kobayashi@sk.tsukuba.ac.jp

1 はじめに
効率的な最適化アルゴリズムを有する組合せ

構造として，マトロイド対の共通独立集合とグ
ラフのマッチングが知られている．マトロイド・
パリティは，この両者の共通の一般化として，
Lawler [1]によって導入された．
マトロイドとは，有限集合 E とその部分集

合族 I の組で，ベクトル集合の線形独立性を
抽象化した以下の公理系を満たすものである．
(I0) ∅ ∈ I.
(I1) I ⊆ J ∈ I ⇒ I ∈ I.
(I2) I, J ∈ I, |I| < |J | ⇒

∃e ∈ J \ I, I ∪ {e} ∈ I.

マトロイドの最も代表的な例は，線形空間中の
ベクトルの集合であり，線形マトロイドと呼ば
れる．
マトロイド M = (E, I) の台集合 E が 2元

の対に分割されているものとして，各対を線と
呼ぶ．線の和集合となる独立集合の内で最大の
ものを求める問題がマトロイド・パリティ問題
である．
マトロイド・パリティ問題は，非常に広い枠

組みであり，一般に厳密解を見出すのに必要な
独立性判定のオラクルの回数が，台集合の大き
さの指数関数になってしまうことが知られてい
る．一方で，線形マトロイドに限った場合に，
最適値を特徴付ける最大最小定理と最適解を見
出すための多項式時間解法が Lovász [2, 3] に
よって示された．その後，より効率的なアルゴ
リズムが開発されている [4, 5].

マトロイド対の共通独立集合やグラフのマッ
チングに関しては，各要素に重みを与えた最適
化問題に対しても効率的な解法が知られている．
著者らの最近の研究 [6] では，同様に，重み付
き線形マトロイド・パリティ問題に対する多項
式時間解法を設計した．本講演では，マトロイ
ド・パリティ理論の全体像を概説すると共に，
重み付き線形マトロイド・パリティ問題の解法
のアイデアを紹介する．

2 線形マトロイド・パリティ
マトロイドM = (V, I) が線形マトロイドで

あるとき，V を列集合とする行列 A が存在し
て，I = {J | rankA[U, J ] = |J |} となる．こ
こで，U は A の行集合であり，A[U, J ] は，行
集合 U と列集合 J ⊆ V で定まる A の小行列
を意味する．
台集合 V が線に分割されているものとして，

線の集合を L と書き，線の和集合となる独立
集合の最大の大きさを ν(A,L) と表す．各線
ℓ ∈ L に対応した 2× 2 歪対称行列

Dℓ =

[
0 −τℓ
τℓ 0

]

を対角ブロックとするブロック対角行列を D

を考える．ここで，τℓ は独立パラメータとす
る．さらに，歪対称行列

ΦA =

[
O A

−A⊤ D

]

を用いることによって，線形マトロイド・パリ
ティ問題の最適値 ν(A,L) が以下の補題によっ
て特徴付けられる．

補題 1 行列Aと線集合Lで定まるマトロイド・
パリティ問題に対して，

ν(A,L) = rankΦA − |V |.

3 最小重みパリティ基問題
行列 A の定める線形マトロイドM(A) にお

いて，台集合 V が線に分割されていて，各線
ℓ ∈ L の重み wℓ が与えられているものとする．
マトロイドM(A)の基で，線の和集合となって
いるものをパリティ基と呼ぶ．パリティ基が存
在するためには，階数 rankA が偶数でなけれ
ばならない．
パリティ基 B の重みを w(B) :=

∑
ℓ⊆B wℓ

で定め，重み最小のパリティ基を求める問題を
考える．マトロイド・パリティ問題の重み付き版
としては，この他に，線の和集合となる独立集
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合で重みの総和が最大となるものを求める問題
も考えられが，この問題も，最小重みパリティ
基問題に帰着できる．
パリティ基の最小重みを特徴付けるために，

歪対称多項式行列を用いた定式化を考える．各
線 ℓ ∈ L に対応した 2× 2 歪対称多項式行列

Dℓ(θ) =

[
0 −τℓθwℓ

τℓθwℓ 0

]

を対角ブロックとしたブロック対角行列をD(θ)

する．パリティ基の最小重み ζ(A,L,w)は，歪
対称多項式行列

ΦA(θ) =

[
O A

−A⊤ D(θ)

]

のパフィアン (Pfaffian) を用いて，以下の様に
特徴付けられる．

補題 2 行列 A, 線集合 L, 重み w で定まる最
小重みパリティ基問題に対して，

ζ(A,L,w) = deg Pf ΦA(θ)−
∑

ℓ∈L
wℓ.

この特徴付けを出発点とし，双対変数を導入
した上で，線形マトロイド・パリティに対する
Gabow–Stallmann [4] の増加道アルゴリズム
を基にした主双対アルゴリズムを設計した [6]．

定理 3 線形マトロイド上の最小重みパリティ
基問題に対して，O(mn3) 回の算術演算で最適
解が計算できる．ただし，m = |U |, n = |V |.

4 応用
線形マトロイド・パリティ問題の応用は，組

合せ最適化に留まらず，回路解析，組合せ剛性
理論，位相幾何的グラフ理論など多岐に渡る．
一方，重み付き線形マトロイド・パリティの応
用は，それほど多く知られている訳ではない．
グラフの中で与えられた点集合を両端とする

路の内点が重ならない詰込みの最大本数に関す
る Mader (1978) の定理に対して，Lovász [7]

は，マトロイド・パリティ問題としての定式化
を通じた別証明を与えた．各枝に長さが与えら
れているときに，最大本数の内点素路の詰込み
の内で，長さの合計が最小となるものを求める
問題が重み付き線形マトロイド・パリティ問題
に帰着されることが Yamaguchi [8]によって示
されている．

Steiner木問題に対して，グラフ的マトロイド
上の重み付きパリティ問題を解くことによって，
5/3近似解が得られることが Prömel–Steger [9]

によって示された．当時としては最良の近似比
を達成していたが，現在では，改善された近似
比のアルゴリズムが知られている．今後，他の
組合せ最適化問題に対する近似アルゴリズムの
設計で，重み付き線形マトロイド・パリティの
応用が期待される．

謝辞 本研究は，JST CREST (JPMJCR14D2)

等の支援を受けている．
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1 概要
秘密分散法とは，秘密を複数参加者にシェア

の形で分散し，指定されたシェア集合から秘密
を復元するための手法である．秘密分散法は，
プライバシを保護した情報処理 [1]など，多様
で重要な応用があり，効率や性質の解析が極め
て重要な課題となっている．そのような秘密分
散法の特徴付けにマトロイドが利用されており，
シェアサイズの下限が劣モジュラ関数の性質か
ら導出されている．本稿では従来の特徴付けの
成果と，著者の研究グループの最近の研究 [2]

であるシェアサイズの下限導出と最適化の成果，
およびFerràsらの研究 [3, 4]による拡張を紹介
する．

2 準備
秘密分散法における参加者数を n とし，そ

の集合を P = {1, . . . , n} と表す．一般に，参
加者集合 P のアクセス構造とは P の部分集合
族の組 Γ = (A,F) であり，A ∩ F = ∅，およ
び以下の単調性を満たすものである．
• P ∈ A, Q ⊇ R ∈ A ⇒ Q ∈ A.

• ∅ ∈ F , Q ⊆ R ∈ F ⇒ Q ∈ F .

Aは秘密を復元できる参加者集合 (許可集合と
呼ぶ) の族を表し，F は秘密に関する情報が一
切入手できない参加者集合 (禁止集合と呼ぶ)

の族を表す．Γ = (A,A)の場合に完全，そう
でない場合に不完全という．不完全なアクセス
構造は秘密情報の部分的な入手を許す．
マトロイドとは，有限集合 E とその部分集
合族 I の組で，以下を満たすものである．
• ∅ ∈ I.

• I ⊆ J ∈ I ⇒ I ∈ I.

• I, J ∈ I, |I| < |J | ⇒ ∃e ∈ J \I, I∪{e} ∈
I.

基本的には，秘密分散法における参加者集合
P と秘密生成者がマトロイドの台集合 E に対
応付けられ，禁止集合族 F が I に，シェア集
合と秘密の相互情報量が劣モジュラ関数に対応
付けられる [5]．

3 秘密分散におけるマトロイドの利用
秘密分散法は 1979年に ShamirとBlakleyに

よって独立に提案された．彼らの秘密分散法の
アクセス構造は完全かつしきい値型であり，あ
る値 kに対し，許可集合Aはサイズが k以上の
任意の部分集合となる．さらに，シェアサイズ
と秘密サイズが同じである．1983年，Karnin-

Greene-Hellmanは，完全な秘密分散法におけ
るシェアサイズの下限が秘密サイズであること
を証明した．すなわち，ShamirとBlakleyの秘
密分散法は最適である．完全である限りはシェ
アサイズを秘密サイズより削減できない．そこ
で，(1) 完全なアクセス構造を対象とし，シェ
アサイズを秘密サイズとしたままアクセス構造
の一般化を目指す研究と，(2) 不完全とするこ
とでシェアサイズの削減を目指す研究がある．
以下で紹介する研究の出展は (1)については

[5]を，(2)については [2, 3, 4]を参照されたい
(それらで非引用の研究成果のみ参考文献に掲
載する)．

3.1 完全な秘密分散とマトロイド
完全なアクセス構造を実現した秘密分散法に

おいて，シェアのドメインと秘密のドメインが
同じとなる．すなわち，シェアサイズが秘密サ
イズと同じとなるとき理想的と呼ばれ，理想的
な秘密分散法が存在するアクセス構造も理想
的と呼ばれる．完全なアクセス構造の一般化に
おける主要課題は，どのようなアクセス構造で
あれば実現可能か，さらには理想的か，どうす
れば最適な秘密分散法を構成できるかである．
1987年，伊藤-斉藤-西関は，実現可能となるた
めの十分条件 (単調であること) を初めて示し
た．その後，1988年にBenaloh-Leichterは，ア
クセス構造をブール式で乗法標準形や加法標準
形で表現する構成法を提案している．
アクセス構造の特徴付けにおいて，最初に

マトロイドを利用したのは，上原-西関-岡本-中
村 [6]である．1986年，上原ら [6]は，従来の多
項式補間に基づく構成法の本質が行列の基底と
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いうことに着眼し，行列やグラフの概念を抽象
化したマトロイドを利用し，理想的なアクセス
構造や効率的なアクセス構造の十分条件 (有限
体で表現可能な基マトロイドに由来すること)

を示した．例として横断マトロイドやガンモイ
ド，グラフ的マトロイドに由来する理想的なア
クセス構造が示されている．その後，1989年
にBrickellがマトロイドに由来する理想的なア
クセス構造をいくつか示すことで同様の十分条
件を証明し，1991年に Brickell-Davenportが
必要条件を示した．なお，必要条件が十分でな
いことは Seymour (1992年) と Beimel-Livne-

Padró (2008年) がVamosマトロイドを使って
証明し，十分条件が必要でないことはSimonis-

Ashikhmin (1998年) が non-Pappusマトロイ
ドを使って証明しており，理想的かつ完全なア
クセス構造の特徴付けは未解決である．

3.2 不完全な秘密分散とマトロイド
1985年，山本とBlakley-Meadowsは，最初

の不完全な秘密分散法を提案し，秘密サイズよ
りも小さいシェアサイズを達成した．彼らが対
象としたアクセス構造はランプ型と呼ばれ，2

つのしきい値 t, k をもち，参加者集合はサイ
ズ t以下であれば禁止集合，サイズ k以上であ
れば許可集合である．シェア集合と秘密の相互
情報量は参加者人数に対し線形に増え，シェア
サイズは秘密サイズの 1/(k − t)である．1992

年，尾形-黒澤-辻井によって不完全なアクセス
構造が一般化された．さらに 1993年，黒澤-岡
田-Sakano-尾形-辻井はシェア集合と秘密の相互
情報量に応じて全参加者集合をレベル分けし，
理想的なアクセス構造の概念も一般化し，マト
ロイドを用いて必要条件と十分条件を導出し，
シェアサイズの下限を示した．シェアサイズの
下限は，レベル数mに対し，秘密サイズの1/m

である．その後，1994年に岡田-黒澤は，下限
を達成しないアクセス構造を示すことでタイト
でない可能性を指摘していた．
近年，著者ら [2]は，対象とする不完全なアク

セス構造をランプ型の一般形とし，シェアサイ
ズの下限を導出し，特別な例を除いて従来の下
限より大きくなることを証明した．さらに，最
適な構成法を提案し，理想的となるための必要
十分条件を示した (ただし，マトロイドは用い
ていない)．ランプ型の一般形とは，参加者集合
がどのレベルに含まれるかが集合サイズで決ま

るアクセス構造である．Ferràs-Hnsen-Kaced-

Padró [3]は，著者らの下限を不完全な一般ア
クセス構造までに拡張し，マトロイドを利用し
た理想的なアクセス構造の特徴付けを示した．
ただし，最適性および必要十分条件を示してい
るのは著者らと同じランプ型の一般形に限られ
る．その後，Ferràs-Mart́ın-Padró [7]によって
一般アクセス構造へのマトロイドの様々な適用
が試行されている．
今後，アクセス構造の一般化が進展した場合，

効率に関する特徴付けだけでなく，アクセス構
造や秘密分散法が応用先の意図通りかといった
検証が重要になってくる．よって，マトロイド
に関する問題と解法アルゴリズムのさらなる応
用が重要と考える．
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データ同化処理への時空間ブロッキング手法の適用と自動チューニング
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1 データ同化における高性能計算 

数値シミュレーションと観測データを融

合する「データ同化」は重要な数値計算手法

の 1つである。データ同化の手法の中で、非

逐次型データ同化の「アジョイント法」は、

時系列データ全体を評価し、数値シミュレー

ション結果と実測データとの乖離度を表す

評価関数を最小化する手法であり、幾つかの

適用事例が知られている。そのため、高速化

の強い要請がある。アジョイント法の素朴な

実装では、階層メモリでのデータ移動最適化

が不十分であるため、高性能を得ることがで

きない。そのため、キャッシュ最適化などの

コード最適化の適用が必須である。 

 

2 アジョイント法と時空間ブロッキン
グ 

アジョイント法：データ同化では、実測デ

ータから多くの情報を統計的に抽出する。そ

のため、例えばフェーズフィールド法におい

ては、初期状態とモデルパラメータを同時に

推定することができる。そこで本研究では、

アジョイント法に基づく非逐次型データ同

化を扱うが、初期状態に対する評価関数の勾

配を直接計算し、得られた勾配ベクトルを用

いて評価関数を最小化するために勾配法を

適用する。 

アジョイント法では、まず適当な初期値を

設定し、この初期値を用いて「Forward 計算」

を行う。Forward 計算では、初期値を用いて

シミュレーションを実行する。次に、変分原

理によってシミュレーションモデルから導

き出されたアジョイントモデルに基づき

「Backward 計算」を実行する。Backward 計

算では、シミュレーションモデルと実測デー

タとの差を計算し、初期状態に対する評価関

数の勾配ベクトルを得る。その後、評価関数

を最小化するため、この勾配ベクトルを利用

した勾配法を実施して初期値を修正する。 

 時空間ブロッキング：本研究で取り扱うフ

ェーズフィールド法においては、主計算は有

限差分法により離散化された方程式を求解

する。そのため、時間ステップがあり、かつ

各時間ステップの差分計算（ステンシル計

算）が行われる。 

時空間ブロッキングとは、空間方向（ステ

ンシル計算による演算）だけではなく、時間

方向（時間ステップ）に対しての並列性を利

用することで、並列性の向上とデータアクセ

ス局所化を狙う手法である。本研究では、デ

ータアクセスの局所化を行うことで、演算ブ

ロッキングができる高性能なデータ同化ア

ルゴリズムを創出することに意義がある。 

我々の先行研究[1]では、Forward 計算に

おけるステンシル計算への時空間ブロッキ

ングの適用に加え、複数の Forward 計算を投

機実行する演算ブロッキング、およびOpenMP

を用いたスレッド並列化を可能とした新し

い実装方法を提案した。 

 

3 Forward 計算における時空間ブロッキ
ング 
我々の先行研究[1]の概要を説明する。一

般に、有限差分法における計算では、計算し

たい格子で必要となるデータは隣接格子に

あるため、隣接する格子点の値が必要である。

この隣接格子点からなる領域を袖領域とよ

ぶ。時空間ブロッキング適用した時の全格子

点値の計算手順は、以下となる。 

1. 空間方向のブロッキングサイズ（以降、

空間 BS）、および時間方向のブロッキン

グサイズ（以降、時間 BS）を、性能パ

ラメタとして与える。時間 BS で示す時

間ステップ先までの格子点値を先行し

て計算する。この手順 1 では、袖領域に

ある格子点値を用いた演算は行わない。

計算領域は「ピラミッド型」になる。こ

の計算領域は、他の計算領域とオーバー

ラップしないため、逐次処理に対して並

列処理での冗長計算は無い。 
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2. 手順1で残り全ての格子点値の計算につ

いて、時間 BS を考慮した先まで計算す

る。手順 2では、袖領域にある格子点値

が必要であるため、各時間ステップにお

いて演算を同期させる必要がある。 

3. 収束判定を満たしたら計算を終了する。

そうでなければ、手順 1 に戻る。 

4. 現在の時間ステップをtとすると、(ｔ + 
時間 BS) の時間ステップまで、時間ステ

ップを進める。設定された時間ステップ

に到達するまで、手順 1、手順 2、およ

び手順 3 を繰り返し行う。 

手順 1～4の時空間ブロッキングでは、空間

BS と空間 BS の 2 つの性能パラメタがある。そ

のため、通常のステンシル計算とは異なる演算

であるデータ同化のための Forward 計算、およ

び Backward 計算を考慮したブロッキングサイ

ズのチューニングが必須となる。 

 

4 予備評価 
最先端共同 HPC 基盤施設（JCAHPC）設置の

Oakforest-PACS（以降､OFP）を利用する。OFP

のメモリは3次元積層メモリMCDRAMを採用し、

ノード当たりのメモリ帯域が実効性能 490GB/

秒程度と、従来メモリに対して飛躍的に向上し

ている。以下に OFP のスペックをまとめる。 

z CPU：Intel Xeon Phi 7250（Knights 

Landing） 

z コア数：68 コア (Hyper Threading によ

り最大で 272 並列) 

z 記憶容量(ノード)： 

96 GB(DDR4)＋ 16 GB(MCDRAM) 

z 理論ピーク性能（ノード）： 

3.0464 TFLOPS（倍精度） 

z コンパイラ：Intel Fortran コンパイラ

バージョン 17.0.4、オプション：

-qopenmp –fast -axMIC-AVX512 

図 1 に、スレッド数 1の実行において、ブロ

ックサイズ 1 の時（時空間ブロッキング無しの

シンプル実装）の実行時間を 1 としたときの台

数効果の図（以降、ヒートマップと呼ぶ）を載

せる。ここで、X 軸は時間 BS の値で、1～11

まで変化させている。空間 BS は、X 軸方向は

空間 BS と同じであるが、Y 軸方向は領域サイ

ズとなる。また、この分割された空間 BS ごと

にスレッドに計算を割り当てる。 

図１のヒートマップから、ブロックサイズを

増加させると台数効果が得られる。また、スレ

ッド数を増加させると台数効果を得られる。 

 

ここで最高速の実行は、ブロックサイズ 2、ス

レッド数 272 の時で、28.9 倍高速化される。

したがってこの場合は、ヒートマップの左上に

向かって探索することで、最適値にたどり着く。

この図１のヒートマップの性能傾向は OFP 特

有であり、異なる計算機アーキテクチャでは、

図 1と傾向が異なることを確認している。 

 今後の課題は、ハードウェアパラメタから、

性能ヒートマップを予測できる性能モデルを

構築することである。また、自動性能チューニ

ング[2](以降、AT)に性能モデルを適用して、

効率的な AT 方式を構築することがあげられる。 
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Xeon Phiプロセッサにおける並列一次元実数FFTの実現と評価
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1 はじめに
高速 Fourier 変換（fast Fourier transform，
以下 FFT）は，科学技術計算において今日広
く用いられているアルゴリズムである．
FFTにおいて入力データが実数である場合
には，実数 FFT[1]を用いると計算量および記
憶領域を半分に減らすことができることが知ら
れている．共有メモリ型並列計算機における並
列実数 FFTとして，FFTW[2]や Intel MKL

などが提案されている．
本論文では，Xeon Phiプロセッサにおいて
並列一次元実数 FFTを実現し性能評価を行っ
た結果について述べる．

2 実数FFTアルゴリズム
FFTは，離散Fourier変換（discrete Fourier

transform，以下DFT）を高速に計算するアル
ゴリズムとして知られている．
n点のデータに対する DFTは次式で定義さ

れる．

Xk =
n−1∑

j=0

xjω
jk
n , 0 ≤ k ≤ n− 1 (1)

ここで，ωn = e−2πi/n，i =
√
−1である．

DFTの入力データが実数の場合，n/2点の
複素数 DFTを用いて n点の実数 DFTを計算
できることが知られている．具体的には，

xj = r2j + ir2j+1, 0 ≤ j ≤ n/2− 1 (2)

とおくと，以下のような実数DFTが得られる．

Rk = Xk −
1

2
(Xk −Xn/2−k)(1 + iωk

n) (3)

Rn/2−k

= Xn/2−k +
1

2
(Xk −Xn/2−k)(1 + iωk

n),

1 ≤ k ≤ n/4− 1 (4)

R0 = Re(X0) + Im(X0)

Rn/2 = Re(X0)− Im(X0), Rn/4 = Xn/4

3 Xeon Phiプロセッサにおける並列一
次元実数FFT

式 (1)において n = n1 × n2と分解できるも
のとすると，式 (1)における jおよび kは，

j = j1 + j2n1, k = k2 + k1n2 (5)

と書くことができる．そのとき，式 (1)の xjと
Xkは次のような二次元配列（columnwise）で
表すことができる．

xj = x(j1, j2), 0 ≤ j1 ≤ n1 − 1,

0 ≤ j2 ≤ n2 − 1 (6)

Xk = X(k2, k1), 0 ≤ k1 ≤ n1 − 1,

0 ≤ k2 ≤ n2 − 1 (7)

したがって，式 (1)は式 (8)のように変形で
きる．

X(k2, k1) =
n1−1∑

j1=0

n2−1∑

j2=0

x(j1, j2)ω
j2k2
n2

ωj1k2
n1n2

ωj1k1
n1

(8)

式 (8)から次に示されるような，six-step FFT

アルゴリズム [3]が導かれる．

Step 1: 転置 x1(j2, j1) = x(j1, j2)

Step 2: n1 組の n2点multicolumn FFT

x2(k2, j1) =
n2−1∑

j2=0

x1(j2, j1)ω
j2k2
n2

Step 3: ひねり係数の乗算
x3(k2, j1) = x2(k2, j1)ω

j1k2
n1n2

Step 4: 転置 x4(j1, k2) = x3(k2, j1)

Step 5: n2組の n1 点 multicolumn FFT

x5(k1, k2) =
n1−1∑

j1=0

x4(j1, k2)ω
j1k1
n1

Step 6: 転置 X(k2, k1) = x5(k1, k2)

six-step FFTアルゴリズムは並列処理に向
いていることが知られているが，Step 1，4お
よび 6において行列の転置が必要になる．図 1

に示すように行列の転置においてキャッシュブ

149



SUBROUTINE TRANSPOSE(X,Y,N1,N2)

PARAMETER (NB=8)

COMPLEX*16 X(N1,N2),Y(N2,N1)

!$OMP PARALLEL DO COLLAPSE(2) PRIVATE(I,J,JJ)

DO II=1,N1,NB

DO JJ=1,N2,NB

DO I=II,MIN(II+NB-1,N1)

DO J=JJ,MIN(JJ+NB,N2)

Y(J,I)=X(I,J)

END DO

END DO

END DO

END DO

図 1. キャッシュブロッキングを行った行列の転置

ロッキングを行った場合，最外側のループのみ
を並列化すると，Xeon Phi 7250における 68

コアの並列性を活用できない場合が存在する．
具体的には，n = 218 点複素数 FFTの場合に
N1 = N2 = 512，ブロッキングサイズを NB=8

とすると，最外側ループの反復回数は 64回と
なるため，68コアの並列性を活かすことがで
きなくなる．
そこで，外側から 2番目のループまでを

OpenMPの COLLAPSE(2)指示行により並列化
することで，並列性を 642 = 4096に増やすこ
とが可能になる．
n点の実数データに対して n/2点の six-step

FFTを計算することで n点の実数FFTを実現
した．

4 性能評価
性能評価にあたっては，Xeon Phiにおける並

列一次元実数FFTを実現したFFTライブラリ
である FFTE（version 6.2alpha）と，FFTW

（version 3.3.6-pl1），そして Intel MKL（ver-

sion 2017 Update 1）との性能比較を行った．
n = 2mのmを変化させて順方向 FFTを連

続 10回実行し，その平均の経過時間を測定し
た．なお，FFTの計算は倍精度実数で行って
いる．
評価環境として，Intel Xeon Phi 7250（MC-

DRAM 16 GB +DDR4-2400 96 GB，1.4 GHz，
68 core）を用いた．コンパイラは Intel Fortran

compiler 17.0.1.132を用い，コンパイルオプシ
ョンは“ifort -O3 -xMIC-AVX512 -qopenmp”

を用いた．Xeon Phiプロセッサあたりのスレッ
ド数は272に設定し，環境変数“KMP AFFINITY=

granularity=fine,balanced”を設定して
flat/quadrantモードでMCDRAMのみを用い
て実行した．
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図 2. 並列一次元実数FFTの性能（Intel Xeon Phi 7250，
272スレッド）

図 2に FFTEと FFTW，そしてMKLの性
能を示す．ここで，実行時間の単位は秒であり，
n = 2m 点実数 FFTの計算量を 2.5n log2 nと
してGFlops値を算出している．
図 2から，n = 222, 224 ≤ n ≤ 225 および

n = 229において FFTEの方がMKLよりも高
い性能を発揮していることが分かる．

5 まとめ
本論文では，Xeon Phiプロセッサにおいて
並列一次元実数 FFTを実現し性能評価を行っ
た結果について述べた．six-step FFTアルゴリ
ズムに出現する行列の転置において外側ループ
の並列性を高くすることで，高い性能を得るこ
とができた．

謝辞 本研究の一部は，JST CREST「ポスト
ペタスケール高性能計算に資するシステムソフ
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深層学習における半精度演算を用いた圧縮モデルの高速化
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1 概要
近年，画像認識の分野において，広く注目されてい

る深層学習の一種である CNN は，ネットワークの
多層化に伴い，学習や推論にかかる計算量とデータ
量が増加している．そのため，モデルを圧縮する手
法が多く研究されているが，圧縮したモデルに対す
る高速化は議論が十分になされていない．本研究で
は，圧縮された CNNモデルに対し，半精度演算に対
応するアクセラレーターを用いて高速化させる手法
を提案し，top5 Accuracy 0.122%の性能劣化で推論
の 14.944%の速度向上を達成した．

2 序論
2012年開催の大規模画像認識のコンペティション

である ILSVRC[1] で，Krizhevsky ら [1] の畳込み
ニューラルネットワーク（CNN）が他を圧倒する性
能を発揮して以来，画像認識の分野においては，CNN

が広く注目されている．
近年の傾向として，最先端の CNN は従来よりも

多層な構造を持っており，より複雑なタスクへの性
能を向上させている一方で，モデルの学習や推論に
かかる計算量とデータ量が増加している．
この問題を解決するために，CNNのモデルを圧縮
するなどの手法が多数提案されている．しかしなが
らそれらの多くは，データ量のほとんどを占める全結
合層の圧縮するのみにとどまっており，AlexNet[1]

における推論の多くの時間を占める畳み込み層の高
速化まで議論されていない．
本研究では，既に圧縮されている CNN モデルに
対して，深層学習の雑音に対する耐性を利用する手
法として，半精度演算を用いることで推論時間の高
速化を行い，その高速化に伴う認識精度の劣化につ
いて評価を行う．

3 関連研究
Han S.らの研究 [2]では Pruning，Quantization，

Huffman-Coding の三段階の圧縮手法により，
AlexNet[1] を認識精度を落とさず，学習モデルを

35xに圧縮したと報告されている．Han S.らは，従
来の全結合層の pruningだけでなく，Quantization

を組み合わせることで，より効率的な圧縮と性能の
劣化の防止がなされたと主張している．
しかしながら高速化に関しては，全体の推論時間
の多くを占める畳み込み層については議論されてお
らず，Huffman-Codingを高速化で用いるためには，
Huffman-Coding の性質に特化したハードウェアで
推論を行うことで高速化が実現できるとしている，

4 実験
本研究では，Han S. らの提案したモデルの圧縮手
法である DeepCompression の pruning，quantiza-

tionを行い圧縮された AlexNetのモデル及び圧縮前
のモデルに対して，半精度演算 (以下 fp16) を適用
し，それによる高速化，認識性能の劣化について評価
を行った．
特に，演算データ型共に単精度で推論する場合

(fp32)，データ型のみ fp16 で行う場合 (Dfp16，
Mfp32)，演算データ型共に fp16で行う場合 (Dfp16，
Mfp16)の 3通りの推論に関して実験を行っている．
表 2 に推論時間またそれぞれの認識性能についての
実験結果を示す．
この結果から，圧縮前のモデルを fp32で推論する
時間に対し，圧縮後のモデルを fp16で推論した場合，
認識性能が top1 Accuracy 0.394%，top5 Accuracy

0.122%の劣化で，14.944%の高速化ができることが
明らかになった．fp16での演算で，畳み込み層と全
結合層に対して，高速化されていることを図 1 に示
している．

表 1. 実行環境
OS CentOS Linux release 7.3.1611

GPU Tesla P100-SXM2 × 1

CUDAコア数 3584

メモリバンド幅 732 GB/s

メモリ 16 GB



表 2. 各モデルと演算精度での推論時間 ただし 1 iterationあたりに処理する画像数 = 10 としている
AlexNet 演算精度 forward time GPU使用率 メモリ使用量 top-1 acc top-5 acc

Ref fp32 3.941ms 83% 1915MiB 0.56828 0.7995

Ref Dfp16 Mfp32 3.59575ms 82% 1613MiB 0.5682 0.79974

Ref Dfp16 Mfp16 3.35795ms 81% 1613MiB 0.56818 0.79966

Compressed fp32 3.81622ms 83% 1915MiB 0.56494 0.79838

Compressed Dfp16 Mfp32 3.71757ms 82% 1613MiB 0.56474 0.79844

Compressed Dfp16 Mfp16 3.35205ms 81% 1613MiB 0.56434 0.79828

図 1. 各モデルと各演算精度でのレイヤーごとの推論時間内訳

5 結論
本研究によって，すでに圧縮されたモデルに対し，

半精度演算を適用した場合，top5 Accuracy 0.122%

の性能劣化で推論の 14.944%の速度向上を達成でき
ることがわかった．一方で，本研究の手法をさらに
高速化させるため以下のような課題がある．

5.1 pruningされたモデルへの実装適用
pruning，quantizationを施し圧縮した alexnetを
用いているものの，今回の実験に用いた実装では
pruning されたネットワークの結合重みを 0 に置き
換え，疎行列としているがその特性を生かした演算
ができていないため，圧縮モデルが圧縮前のモデル
に対して全結合層での速度向上はなされなかった．

5.2 8bit演算の検討
quantization で 8bit に圧縮した重みに対して，

fp16で演算を行っており，8bitの演算精度で十分だ
とする場合，そのためのデータ変換がロスとなるの

で，16bitの浮動小数点でなく，8bitの integerで演
算を行う手法を検討していく必要がある．
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三重検定を用いた擬似乱数検定パッケージの健全性評価
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1 概要
擬似乱数用統計的検定パッケージとして広く

利用されているものに TestU01 [1]がある。
本発表では，TestU01の検定群 SmallCrush

及び Crushに含まれている検定のうち，三重検
定が適用できるものを対象に健全性を評価した
結果を報告する。また，種々提案されている離
散フーリエ変換 (DFT)検定についてもいくつ
かの結果を示す。

2 擬似乱数の統計的検定
擬似乱数の統計的検定とは，ℓ変数実数値関数

f : Iℓ → R, a = (a1, . . . , aℓ) "→ f(a)

のことである。ここで，集合 Iは 2元集合 {0, 1}
または区間 [0, 1)を表すものとする。帰無仮説

H0 : Xi ∼
i.i.d.

U(I) (i = 1, 2, . . . , ℓ)

のもとで検定対象となる擬似乱数生成法を用い
て数列aを生成し，p値Pr(f(a) < f(X))が 0

また 1に極めて近いとき，H0を棄却する。
擬似乱数の統計的検定では，上記のような通

常の検定 (第 1段階の検定)をm回繰り返し行
い，m個の p値の分布による検定を行うことも
ある (第 2段階の検定)。第 2段階の検定は

Iℓ×m fm

→ Rm g→ R

と表すことができる。ここで関数 fmは

fm(a1, . . .am) := (f(a1), . . . , f(am)) (ai ∈ Iℓ)

で定められるものとし，m変数関数 gは p値の
実現値

Pr(f(a1) < f(X)), . . . ,Pr(f(am) < f(X))

の分布を，理論的な分布と比較する検定 (χ2検
定，Kolmogorov-Smirnov検定など) とする。
以下同様に三重検定を定義することができる。

Iℓ×m×n fm×n

→ Rm×n gn→ Rn h→ R.

しかし，分布の近似計算などの誤差が累積し
誤った検定結果を下す危険性があるため，一般
には第 1段階の検定のサンプルサイズを増やす
検定法が推奨されている。

3 奥富・中村の健全性検定
奥富・中村 [2]は前述の三重検定として，関
数 gを各 k = 1, . . . , nに対して

g(f(a(k−1)m+1), . . . , f(akm))

:= #

{
i

∣∣∣∣∣
i = 1, . . . ,m

Pr(f(a(k−1)m+i) < f(X)) ≥ α

}

とし，n変数関数 hを上記の n個の数の分布を
理論的な分布と比較する検定とした。このとき

定理 1 第 1段階の検定 f が連続型分布のとき，
帰無仮説H0のもとで p値 Pr(f(·) < f(X))は
閉区間 [0, 1]に独立,一様に分布する。

より，hを二項分布B(m, 1− α)との適合度検
定によって f の健全性を検定する方法を提唱し
た。関数 gが誤差を含まない関数であるため，
サンプルサイズを ℓ×m× nに増やしつつ，二
重検定と同程度の信頼性で三重検定を可能にし
ている。論文 [2]ではこれを用いて NIST (ver

2.0b)の統計的検定パッケージに含まれる検定
法を評価し，問題が報告されている検定法が極
めて小さい p値 (< 10−50)をとることを示し
ている。すなわち，この三重検定が統計的検定
f の健全性を実験的に評価できることを示して
いる。

4 TestU01の健全性検定の結果
TestU01には幾つかの検定をまとめて実行す

る検定群 SmallCrush(10種の検定), Crush(96

種), BigCrush(106種)が用意されている。こ
のうち，連続分布を用いた検定で本質的に同
じ検定を除いたもの (SmallCrushでは 15種,

Crushでは 88種) に対して三重検定を行った。
SmallCrushでは 15種全てが，Crushでは 80

種が三重検定に合格し，健全な検定であると判
断した。表 1に Crushで棄却された検定法とそ
のときの p値を示す。
このうちsvaria SampleCorr, sstring Run

検定は統計量の修正によって，smarsa Savir2

はパラメータ tの変更によって，適切な検定に
修正できたことを口頭にて報告する。
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表 1. TestU01の Crushにおける棄却された検定
検定名 パラメータ p値 (MT) p値 (SHA1)

svaria SampleCorr ℓ = 5× 108, k = 1 1.8× 10−222 5.5× 10−237

smarsa Savir2 ℓ = 2× 107, m = 220, t = 30 2.7× 10−49 9.9× 10−32

sstring Run ℓ = 109 0, 0 0, 0

scomp LempelZiv ℓ = 225 0 0

sspectral Fourier3 N = 50000, ℓ = 214 0, 0, 0 0, 0, 0

5 離散フーリエ変換検定の健全性
離散フーリエ変換 (DFT)検定は，擬似乱数
生成法で生成された ℓビット列 (X1, . . . , Xℓ)よ
り離散フーリエ係数

fi :=
ℓ−1∑

k=0

(2Xk − 1)e−2π
√
−1ki/ℓ

および

Nf := #

{
i

∣∣∣∣∣
i = 0, . . . , ℓ/2− 1

|fi| <
√
2.995732274ℓ

}

を求め，Nf の実現値 nf に対する p値

Pr

(
nf − 0.95ℓ/2√
0.05 · 0.95ℓ/d

< Z

)
(Z ∼ N(0, 1))

により検定を行う。定数 dとしては d = 2 ([3]

最初期のもの), d = 4 ([4]), d = 3.8 ([5])など
が提唱されている。これらの提案を三重検定に
よって比較した結果を表 2に示す。サンプルサ
イズ ℓ = 106に対しては d = 3.8が最も良好な
結果となることがわかる。

表 2. DFT検定 (NIST)の結果
生成法 d = 2.0 d = 4.0 d = 3.8

MT 0 1.7× 10−159 0.72

SHA1 0 1.2× 10−150 0.029

TestU01には上記とは別のDFT検定として，

統計量X :=
ℓ/4∑
j=1

|fj |2/ℓ がある仮定のもと，平

均 ℓ/4，分散 (ℓ− 2)/4の正規分布に従う [6]こ
とを用いる検定が実装されている。この検定自
体と統計量を X から 1.414X に変更した際の
三重検定の結果を表 3に示す。定数 1.414は健
全性検定によって実験的に求めている。

謝辞 本研究では統計数理研究所の統計科学
スーパーコンピュータシステムを利用しまし
た。ここに深く感謝の意を表します。

表 3. DFT検定 (TestU01)の結果
生成法 X の場合 1.414X の場合
MT < 2.2× 10−16 0.73

SHA1 < 2.2× 10−16 0.93
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1 ֓ཁ

Min-Plusͱɼ࣮ʹແݶେΛՃ͑ͨ
ू߹্ʹɼՃ๏ ⊕ͱͯ͠minΛͱΔԋࢉɼ
๏ ⊗ͱͯ͠ΛͱΔԋࢉΛఆٛͨ͠Ͱ͋
ΔɽMin-PlusՃ๏ʹ͓͚ΔݩٯΛͨ
ͳ͍ͨΊɼਖ਼ํྻߦ AͱྻϕΫτϧ bʹ͍ͭ
ͯͷํఔࣜ A ⊗ x = b͕ղΛͭ݅ɼ௨
ৗͷઢܗֶʹ͓͚ΔํఔࣜAx = bͷ߹
ͱൺͯΔ͔ʹ͍͠ݫɽҰํɼMin-Plus
্ͷزԿֶͰ͋ΔτϩϐΧϧزԿֶʹ͓͍ͯ
ɼτϩϐΧϧଟ߲͕ࣜఆٛ͢Δଟ༷ମΛɼଟ
߲͕ࣜ 2ͭҎ্ͷ߲Ͱ࠷খΛͱΔͷू߹ͱ
ͯ͠ఆٛ͢Δ [1]ɽͦ͜ͰɼຊߨԋͰਖ਼ํߦ
ྻAͱྻϕΫτϧ bʹ͍ͭͯͷઢܗʠํఔࣜʡ
ΛA⊗x⊕bͷܗͰ͑ߟɼͦͷʠղʡΛτϩϐΧ
ϧزԿֶͷࢹ͔Βఆٛ͢ΔɽҰํɼMin-Plus

্ͷਖ਼ํྻߦͦΕΛ༗άϥϑ্ͷωο
τϫʔΫͷॏΈ͖ྡྻߦͱΈͳ͢͜ͱʹΑ
ΓɼωοτϫʔΫͷ࠷ܦ࿏ͷڀݚʹ༗ޮ
Ͱ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [1, 2]ɽຊߨԋͰɼ
ਖ਼ํྻߦA͕༏ର֯Ͱ͋Δͱ͍͏ԾఆͷԼͰɼ
ઢํܗఔࣜA⊗ x⊕ bͷτϩϐΧϧزԿֶͷҙ
ຯͰͷղΛɼωοτϫʔΫͷڑྻߦΛ༻͍ͯ
ΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱΛड़Δɽٻ

2 Min-Plus

࣮શମͷू߹Rʹ∞ΛՃ͑ͨू߹ΛRmin

ͱද͢ɽa, b ∈ Rminʹରͯ͠Ճ๏ ⊕ͱ๏ ⊗
ΛҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɿ

a ⊕ b = min{a, b}, a ⊗ b = a + b.

͜ͷͱ͖RminՃ๏⊕ʹ͍ͭͯႈͳʹ
ͳΓɼ͜ΕΛMin-Plusͱ͍͏ɽ
ΔɽRmin͑ߟΛྻߦMin-Plus্ͷʹ࣍

ͷݩΛʹͭm×nྻߦͷશମΛRm×n
min ͱ

ද͢ɽಛʹRn×1
min = Rn

minͱ͢Δɽྻߦͷɼੵ ɼ
εΧϥʔഒʹ͍ͭͯҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɿ

1) A = (aij), B = (bij) ∈ Rm×n
min ʹରͯ͠

A ⊕ B = (aij ⊕ bij).

2) A = (aij) ∈ Rl×m
min , B = (bij) ∈ Rm×n

min ʹ
ରͯ͠

A ⊗ B =

(
m⊕

k=1

aik ⊗ bkj

)
.

3) A = (aij) ∈ Rm×n
min , k ∈ Rminʹରͯ͠

k ⊗ A = (k ⊗ aij).

ྻߦͷ୯ҐྻߦOɼਖ਼ํྻߦྵ IͦΕͧΕ

⎛

⎜⎝
∞ · · · ∞
...

. . .
...

∞ · · · ∞

⎞

⎟⎠ ,

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 ∞ · · · ∞

∞ 0
. . .

...
...

. . .
. . . ∞

∞ · · · ∞ 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Ͱ༩͑ΒΕΔɽ

3 Min-Plusʹ͓͚Δྻߦͱωοτ
ϫʔΫ

ਖ਼ํྻߦ A = (aij) ∈ Rn×n
min ʹରͯ͠ɼ

ू߹Λ V = {1, . . . , n} ͱ͠ɼลू߹Λ E =

{(i, j)|aij ̸= ∞} Ͱఆٛ͢Δ͜ͱʹΑΓ༗
άϥϑ G = (V,E) ͕ఆٛ͞ΕΔɽ͞Βʹล
(i, j) ∈ EͷॏΈΛw((i, j)) = aijͱ͢Δɽ͜ ͷ
ͱ͖άϥϑG = (V,E)ͷॏΈؔ w : E → R
ʹΑΔωοτϫʔΫNA = (G, w)Λྻߦ Aʹ
ਵ͢ΔωοτϫʔΫͱ͍͏ɽNAʹ͓͚Δಓ
p = (v1, . . . , vl)ʹରͯͦ͠ͷॏΈΛ

w(p) =
l−1∑

k=1

w((vk, vk+1)) =
l−1⊗

k=1

avkvk+1

Ͱఆٛ͢Δɽಛʹ vl = v1ͷͱ͖ɼ͜Ε NA

ʹ͓͚Δด࿏ͷॏΈΛ༩͑ΔɽNA͕ॏΈ͕ෛ
ͷด࿏Λͨͳ͍ͱ͖ɼ

A∗ =
n−1⊕

k=0

A⊗k

ͱ͓͘ɽͨͩ͠ɼA⊗k = A ⊗ · · ·⊗ A︸ ︷︷ ︸
k ݸ

Ͱ͋Γɼ

A⊗0 = IͰ͋ΔɽA∗ͷ (i, j) i͔Β
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 jͷಓͷॏΈͷ࠷খΛද͢ [1, 2]ɽA∗

Λڑ͋ྻߦΔ͍Kleene starͱ͍͏ɽAͷ
ͷੑ࣭Λͭɽ࣍ɼྻߦڑ

໋ 1 ([2]). A ∈ Rn×n
min ʹରͯ͠ NA ͕ॏΈ

͕ෛͷด࿏Λͨͳ͍ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼb ∈
Rn

minʹରͯ͠ x = A∗ ⊗ bͱ͢Δͱ

x = A ⊗ x ⊕ b

͕Γཱͭɽ

4 ઢํܗఔࣜͱτϩϐΧϧฏ໘

ม x1, . . . , xnʹ͍ͭͯͷҰࣜ࣍

f = a1 ⊗ x1 ⊕ · · ·⊕ an ⊗ xn ⊕ b (ai, b ∈ Rmin)

Λ͑ߟΔɽ͜ͷࣜʹ͓͚Δ࠷খ͕ 2ͭҎ্ͷ
߲Ͱ࣮͞ݱΕΔΑ͏ͳ t(x1, . . . , xn) ∈ Rn

minΛf

ͷʠղʡͰ͋Δͱ͍͏ɽfͷղͷ͏ͪͯ͢ͷ
͕༗ݶͰ͋ΔͷશମɼτϩϐΧϧزԿֶ
ʹ͓͍ͯτϩϐΧϧฏ໘ͱ͍ΘΕΔRnͷ෦
ू߹Λఆٛ͢Δ [1]ɽಉ༷ʹɼྻߦA = (aij) ∈
Rm×n

min ɼϕΫτϧ b = t(b1, . . . , bm) ∈ Rm
min Ͱఆ

ٛ͞ΕΔmݸͷҰܥࣜ࣍

A ⊗ x ⊕ b

ʹରͯ͠ɼͯ͢ͷҰࣜ࣍ͷղͱͳΔΑ͏ͳ
t(x1, . . . , xn) ∈ Rn

minΛઢܗʠํఔࣜʡA⊗x⊕ b

ͷʠղʡͱ͍͏ɽղͷͯ͢ͷ͕༗ݶͰ͋
Δͱ͖ɼ͜ΕτϩϐΧϧزԿֶʹ͓͍ͯmݸ
ͷτϩϐΧϧฏ໘ͷަΘΓΛఆٛ͢Δɽ

5 ༏ର֯ྻߦͰఆٛ͞ΕΔઢํܗఔࣜͱ
ͦͷղ

ਖ਼ํྻߦA = (aij) ∈ Rn×n
min ʹରͯ͠

tropdet(A) =
⊕

σ∈Sn

(a1σ(1) ⊗ · · ·⊗ anσ(n))

ͱఆٛ͢Δɽ͜͜Ͱ Sn  n࣍ରশ܈Ͱ͋Δɽ
A͕ྻߦ tropdet(A) ̸= ∞Ͱ͋ͬͯ

a11 ⊗ · · ·⊗ ann = tropdet(A)

Λຬͨ͢ͱ͖ɼA༏ର֯Ͱ͋Δͱ͍͏ [3]ɽ
༏ର֯ྻߦ Aʹରͯ͠ AD Λର͕֯ A

ͱಉ͡ͰͦΕҎ֎ͷ͕∞Ͱ͋ΔྻߦɼAN

Λର͕֯∞ͰͦΕҎ֎ͷ͕Aͱಉ͡
Ͱ͋Δྻߦͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖A = AD ⊕AN Ͱ
͋Γɼ·ͨ AD ྻߦٯ A−1

D ΛͭɽA−1
D 

ର͕֯Aͷ−1ഒͰɼͦΕҎ֎ͷ͕∞
Ͱ͋ΔྻߦͱͳΔɽ

ิ 2. A͕༏ର֯ͳΒA−1
D ⊗AN ʹਵ͢Δ

άϥϑॏΈ͕ෛͷด࿏Λͨͳ͍ɽ

͜ͷ͜ͱ͔Βɼڑྻߦ (A−1
D ⊗ AN )∗ ͕ఆ

ٛͰ͖ɼҎԼͷఆཧ͕Γཱͭɽ

ఆཧ 3. A ∈ Rn×n
min ͕༏ର֯ྻߦͰ͋Δͱ͖ɼ

ҙͷ b ∈ Rn
minʹରͯ͠

x = (A−1
D ⊗ AN )∗ ⊗ A−1

D ⊗ b

ઢํܗఔࣜA ⊗ x ⊕ bͷղͷ 1ͭͰ͋Δɽ

ྫ 4. ઢํܗఔࣜ
(

3 7

2 1

)
⊗
(

x

y

)
⊕
(

2

5

)

ΔɽA͑ߟ͍ͯͭʹ =

(
3 7

2 1

)
, b =

(
2

5

)
ͱ͢

Δͱɼ3 ⊗ 1 < 7 ⊗ 2ΑΓ A༏ର֯Ͱ͋Δɽ
Αͬͯɼղ
(

x

y

)
= (A−1

D ⊗ AN )∗ ⊗ A−1
D ⊗ b =

(
−1

0

)

ΛಘΔ (ਤ 1)ɽ

ਤ 1. f1 = 3 ⊗ x ⊕ 7 ⊗ y ⊕ 2 ͷղ (ഁઢ)ɼͱ f2 =
2 ⊗ x ⊕ 1 ⊗ y ⊕ 5ͷղ (࣮ઢ)ɽ͜ΕΒͷަ (−1, 0)
Ͱ͋Δ
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1 ֓ཁ

max-plusΛϑϩʔγϣοϓεέδϡʔϦ
ϯάʹԠ༻ͨ͠ɽmax-plusΛ༻͍Δ
͜ͱͰɼmػցͷॱྻϑϩʔγϣοϓʹ͓͍ͯɼ
ଟ߲ࣜؒ࣌Ͱղ͚Δ 2ͭͷ৽͍݅͠Λ͚ͭݟ
ͨɽ1ͭઢܗʹ͓͚Δ໋ͷmax-plus
ʹ͓͚ΔྨࣅΛ͑ߟΔ͜ͱͰൃͨ͠ݟɽ
͏ 1ͭɼػցΛྻߦʹରԠͤ͞Δ৽ͨͳఆࣜ
ԽΛ༻͍Δ͜ͱͰಋ͍ͨɽ͜ͷఆࣜԽɼඇॱ
ྻϑϩʔγϣοϓѻ͑Δmax-plusΛͬ
ͨॳΊͯͷͷͰ͋Δɽ·ͨɼ͜ͷఆࣜԽʹΑ
Γɼ͍͔ͭ͘ͷطଘ݁ՌΛΑΓ؆ܿʹࣔͤΔ͜
ͱ͔ͬͨɽ

2 Introduction

2.1 ϑϩʔγϣοϓεέδϡʔϦϯά

ػͷݸຊతͳϑϩʔγϣοϓɼฒΜͩmج
ցɼnݸͷδϣϒ͔ΒͳΔɽ֤δϣϒɼ࠷ॳ
ͷػց 1͔Βޙ࠷ͷػցmʹॱʹॲཧ͞Ε͍ͯ
͘ɽػց iʹΑͬͯδϣϒ jΛॲཧ͢Δͷʹཁ
͢Δؒ࣌Λ pi,j (i = 1, 2, ...,m; j = 1, 2, ..., n)

ͱ͢Δɽ
ຊൃදͰɼશδϣϒͷॲཧ͕ऴΘΔ࣌ ʢؒϝ

ΠΫεύϯʣΛ࠷খʹ͢Δॱྻϑϩʔγϣοϓ
εέδϡʔϦϯάΛ͑ߟΔɽॱྻͱɼશ
ցʹ͓͍ͯδϣϒΛॲཧ͢Δॱং͕ಉ͜͡ػ
ͱΛҙຯ͢ΔɽδϣϒͷॲཧॱΛ σ = (σ(1),

σ(2), ...,σ(n))ͱ͢Δͱɼػց iͰδϣϒ jʹର
͢Δॲཧ͕ऴྃ͢Δࠁ࣌Ci,j࣍ͷΑ͏ʹࢉܭ
Ͱ͖Δɽ

Ci,σ(k) = max[Ci−1,σ(k), Ci,σ(k−1)] + pi,σ(k),
(1)

͜͜ͰɼC0,j = Ci,σ(0) = 0Ͱ͋Δɽ

2.2 max-plus

max-plus  (Rmax,⊕, ⊙)࣍ͷΑ͏ʹఆ
ٛ͞ΕΔɽ0l = −∞, 1l = 0ͱͯ͠ɼ

• Rmax := R ∪ 0l

• a, b ∈ Rmaxʹରͯ͠ɼ
a⊕ b := max[a, b], a ⊙ b := a+ b.

max-plusʹ͓͚Δྻߦԋࢉ௨ৗͷߦ
ྻԋࢉͱಉ༷ʹఆٛ͞ΕΔɽ௨ৗͷઢܗʹ
͓͚Δ͍͔ͭ͘ͷੑ࣭ʢݻ༗ɼݻ༗ϕΫτϧɼ
έʔϦʔɾϋϛϧτϯʣ͕max-plusʹ͓
͍ͯଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔʢྫ͑ɼ
[1]Λࢀরʣɽ
࣮ʹ͓͚Δॱংؔɼ͝ͱʹൺֱ͢

Δ͜ͱͰϕΫτϧΛؚΉྻߦʹ֦ு͞ΕΔɽͭ
·Γɼʢ̎ͭͷ͕ྻߦಉ͡େ͖͞ͷͱ͖ʣA ≤ B

ͱ͍͏ͷɼશͯͷ i, jʹରͯ͠ (A)ij ≤ (B)ij
Ͱ͋Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɽ

2.3 δϣϒΛྻߦʹରԠͤͨ͞ఆࣜԽ

ॱྻϑϩʔγϣοϓʹ͓͍ͯɼδϣϒͷॲཧ
ॱΛ σ = (σ(1), σ(2), ...,σ(n))ͱ͢Δɽ·ͨɼ
C ′

j = (C1,j C2,j . . . Cm,j)
T ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

ࣜ (1)ྻߦΛ༻͍ͯҎԼͷΑ͏ʹॻ͚Δ [2]ɽ

C ′
σ(n) = Jσ(n)⊙ · · · ⊙Jσ(1)⊙C ′

0,

͜͜Ͱɼ

Jj =

⎛

⎜⎜⎜⎝

p1,j 0l 0l · · · 0l

p1,j⊙p2,j p2,j 0l · · · 0l
...

. . .
...

p1,j⊙ · · · ⊙pm,j · · · pm,j

⎞

⎟⎟⎟⎠
,

C ′
0 = (1l . . . 1l)T Ͱ͋ΔɽϝΠΫεύϯɼϕ
ΫτϧC ′

σ(n)ͷୈmɽ

3 ॱྻϑϩʔγϣοϓʹ͓͚Δଟ߲ࣜ࣌
ؒͰղ͚Δ৽ͨͳ݅

3.1 ઢܗ͔ΒͷΞϓϩʔν

͍ΘΏΔ Johnsonϧʔϧͷ֦ுͱͯ͠ɼҎԼ
ͷఆཧ͕Γཱͭ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 1 [3] ϝΠΫεύϯΛ࠷খʹ͢Δॱྻϑ
ϩʔγϣοϓʹ͓͍ͯɼશͯͷ j, j′ ∈ {1, . . . , n}
ʹରͯ͠ɼ

Jj′Jj ≤ JjJj′ ຢ JjJj′ ≤ Jj′Jj (2)
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͕ΓཱͭͳΒɼ࠷దͳδϣϒͷॱং͕ଟ߲
.ͰಘΒΕΔؒ࣌ࣜ

݅ (2)ɼຊ࣭తʹର֯Λআ͘Լ֯ࡾ
m(m− ͷෆࣜͰ͋Δɽݸ2/(1
−ճɼզʑm(mࠓ શͯΛൺֱ͠ͳݸ2/(1

ͯ͘ɼԼର֯ʢsub-diagonalʣm− ݸ1
ͷෆࣜͰ݅ (2)ΛஅͰ͖Δ߹͕͋Δ͜
ͱ͕͔ͬͨɽ͜ͷ࣮ࣄɼ௨ৗͷઢܗɾ
ͷ໋ʹରԠ͍ͯ͠Δɽ࣍Δ͚͓ʹࢉԋྻߦ

໋ 2  m ≥ 2ͱਖ਼ͷ࣮ xij(i = 1, ...,

m; j = 1, 2)ʹରͯ͠ɼ

Xj =

⎛

⎜⎜⎜⎝

x1,j 0 0 · · · 0

x1,jx2,j x2,j 0 · · · 0
...

. . .
...

x1,j · · ·xm,j · · · xm,j

⎞

⎟⎟⎟⎠

ͱ͢Δɽi = 1, ...,m− 1ʹରͯ͠ɼ

(
x−1
i,1 + x−1

i+1,2

)−1
≤
(
x−1
i,2 + x−1

i+1,1

)−1
(3)

͕Γཱͭͱ͖ɼX2X1 ≤ X1X2ͱͳΔɽ

݅ (3)ɼX2X1ٴͼX1X2ͷԼର֯ͷ
ൺֱ͔Βಋ͔ΕΔɽ

3.2 ΛରԠͤͨ͞ఆࣜԽྻߦʹցػ

ॱྻϑϩʔγϣοϓʹ͓͍ͯɼδϣϒͷॲཧ
ॱΛ σ = (σ(1), σ(2), ...,σ(n))ͱ͢Δɽ·ͨɼ
Cσ

i =
(
Ci,σ(1) Ci,σ(2) . . . Ci,σ(n)

)T ͱ͢Δɽ͜
ͷͱ͖ɼࣜ (1)ҎԼͷΑ͏ʹॻ͚Δɽ

Cσ
m = Mσ

m⊙ · · · ⊙Mσ
1 ⊙Cσ

0 , (4)

͜͜Ͱ, Mσ
i

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

pi,σ(1) 0l · · · 0l
...

. . .
...

. . . 0l

pi,σ(1)⊙ · · · ⊙pi,σ(n) · · · pi,σ(n)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
,

Cσ
0 = (1l . . . 1l)T Ͱ͋ΔɽϝΠΫεύϯɼϕ
ΫτϧCσ

mͷୈ nɽ
͜ͷఆࣜԽΛ༻͍Δ͜ͱͰɼطଘ݁Ռͷ֦ு

Ͱ͋Δ࣍ͷఆཧΛ͚ͨͭݟɽ

ఆཧ 3 ϝΠΫεύϯΛ࠷খʹ͢Δॱྻϑϩʔ
γϣοϓʹ͓͍ͯɼf, g, h (g < h; g, h = 1, ...,m; f =

g, ..., h− 1)ʹରͯ͠

max
j

[pi,j ] ≤ min
j

[pi+1,j ] (1 ≤ i ≤ g − 1),

min
j

[pi,j ] ≥ max
j

[pi+1,j ] (g ≤ i ≤ f − 1),

max
j

[pi,j ] ≤ min
j

[pi+1,j ] (f + 1 ≤ i ≤ h− 1),

min
j

[pi,j ] ≥ max
j

[pi+1,j ] (h ≤ i ≤ m− 1)

͕ΓཱͭͳΒɼ࠷దͳδϣϒͷॱং͕ଟ߲
.ͰಘΒΕΔؒ࣌ࣜ

ɼgࡍ࣮ = 1͔ͭ h = mͷ߹ g = h− 1

ͷ߹طʹΒΕ͍ͯͨɽ
ͳ͓ɼࣜ (4)Ͱɼॱ ྻϑϩʔγϣοϓΛ͑ߟ
͓ͯΓɼྻߦMσ

i ʹ͓͍ͯδϣϒͷॱং͕ σʹ
౷Ұ͞Ε͍ͯΔ͕ɼΑΓҰൠʹ֤ػցʹରԠ͢
Δྻߦʹ͓͍ͯͦΕͧΕผͷδϣϒͷॱংΛద
༻͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͨΊɼඇॱྻϑϩʔγϣο
ϓѻ͑Δɽ

4 ·ͱΊ

ϑϩʔγϣοϓεέδϡʔϦϯάʹ͓͍
ͯɼmax-plusͷྻߦΛ༻͍ͨఆࣜԽ͕༗
༻Ͱ͋Δ͜ͱ͕͔ͬͨɽ͜͜ͰհͰ͖ͳ
͔͕ͬͨɼ͜ͷఆࣜԽʹΑΓɼ͍͔ͭ͘ͷطଘ
݁ՌΛ؆୯ʹࣔ͢͜ͱͰ͖Δɽ༷ʑͳϑϩʔ
γϣοϓΛ͜ͷఆࣜԽΛ༻͍ͯਫ਼ࠪ͢Δ͜
ͱޙࠓͷ՝Ͱ͋Δɽ·ͨɼઢܗͷ݁Ռ
ͷத͔Βɼϑϩʔγϣοϓʹద༻Ͱ͖Δ
ͷΛ͚ͭݟΔͷڵຯਂ͍Ͱ͋Δɽ

ݙจߟࢀ
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ハイブリッド力学系における新しい分岐：ヒトの歩行・走行・転倒の解析
に向けて
森田 英俊 1, 青井 伸也 1, 土屋 和雄 1, 國府 寛司 1

1京都大学
e-mail : hmorita@math.kyoto-u.ac.jp

1 背景
ヒトはゆっくり進むときは歩き，速く進むと

きは走るが，中間の速さでは歩く場合と走る場
合の両方がありえることが実験的に知られてい
る [1]．力学系の観点からこの事実を見ると，歩
行のアトラクターと走行のアトラクターとの共
存を伴う分岐と捉えることができよう．
ヒトの歩行・走行を示す簡単なモデルとして

ハイブリッド力学系モデルが知られている [2]．
このモデルでは，歩行に対応する安定周期軌道
と走行に対応する安定周期軌道はエネルギーを
除いて同じパラメーターで共存するが，それら
のベイシンの間には転倒を示す領域が横たわり，
それらを隔てる．そのため，二つの安定周期軌
道の枝の間に不安定周期軌道の枝が存在し，そ
れらが分岐パラメーターに対して S字で繋が
れる，いわゆる従来のヒステリシスとは異なる
アトラクタの共存の仕組みがあるものと予想さ
れる．
その仕組みを探るのが本研究の目的である．

ただし，上記のモデルは簡単であるとはいえ，
力学系として解析するにはまだ自由度が大き
い．そこで我々は，さらに単純化した一次元運
動（相空間が二次元）のハイブリッド力学系モ
デルを解析した結果，新しい共存の機構を伴う
分岐構造を発見したので報告する．

2 モデル
Hopf分岐の標準型 (I)と自由落下 (II)からな

るハイブリッド力学系を考える：

(I)

{
ẋ = +ωy + (µ− x2 − y2)x,

ẏ = −ωx+ (µ− x2 − y2)y,

(II)

{
ẋ = y,

ẏ = −g.

ただし µ > 0,ω > 0, g > 0．（(I)と (II)はそれ
ぞれ足が地面に付いている支持脚相と浮いてい
る跳躍相に対応する．）切り換えは I→ IIは半

直線

SI→II : x− 1 = cy, y ≥ 0 (c ≥ 0)

に，II→ Iは半直線

SII→I : x− 1 = 0, y < 0

に軌道が交わったときに行う（図 2を参照）．
この力学系は十分遠方で散逸的であることに注
意する．
アトラクターには 2種類あり，常に I内で振

動する安定周期軌道を BOB，Iと IIとを行き来
して振動する安定周期軌道を JUMPと呼ぶ（そ
れぞれ歩行・走行に対応する）．BOBの安定周
期軌道はHopf分岐の標準型の安定周期軌道に
他ならない．一方，JUMPの安定周期軌道は切
り換えがあることによりはじめて現れるもので
ある．
IIから Iに切り換わるためには自由落下の頂

点が 1より大きい必要がある．1より小さいと，
軌道は SII→Iに交わることができず，切り換え
条件を満たせないため，自由落下し続ける；こ
れを転倒と解釈する．自由落下の頂点が丁度 1

の軌道に対応する曲線

S1 :
1

2
y2 + g(x− 1) = 0

と SI→II とに囲まれた領域に入ると転倒する．
これをデッドゾーンと呼ぶ．デッドゾーンを時
間が負の向きに引き戻した領域内の軌道は将来
的に転倒することになる（図 2を参照）．
以下のために，Poincaré断面として半直線

Σ : y = 0, x ≥ 0

を定義する．

3 分岐
アトラクターのパラメーター c（切り換え線

SI→IIの傾き）依存性の一例が図 1に示される．
ただしアトラクターは Poincaré断面 Σ上での
値で表されている．−0.5 < c ! −0.43におい
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図 1. Poincaré断面Σ上における，JUMP（赤）と BOB（青）
の安定周期軌道と，特徴的な点 Z∗（マゼンタ），Z（シ
アン），YI（緑）（YIIはこのパラメーターでは定義されな
い）．Z∗とZの間が転倒領域．ω = 10, µ = 0.8, g = 0.6．

て JUMP（赤）と BOB（青）の安定周期軌道の共
存が見られる．この二つの枝は転倒領域によっ
て隔てられており，不安定な安定周期軌道で繋
がっておらず，非自明な新しい共存である．

4 解析
相空間の構造は Poincaré断面 Σ上の次の 5

点Z∗, Z, YI, YII, 1 により特徴づけられる（図 2

参照，ただしこの状態ではYIIは定義されない)；
S1と SI→IIとの (1, 0)でない交点 P∗を時間が
負の向きに引き戻した軌道が初めに Σと交わ
る点Z∗，SI→IIと Iのベクトル場が接する点 P

を時間が負の向きに引き戻した軌道が初めにΣ

と交わる点 Z，P をそれぞれ Iおよび IIによ
り時間が正の向きに発展させた軌道が初めにΣ

と交わる点 YIおよび YII，そして x = 1．これ
ら 5点の順序関係により相空間の構造が分類さ
れる．
順序関係が YI < Z < Z∗ < 1のとき，上

記の非自明な JUMPと BOBの共存が実現される
（図 1における順序関係のパラメーター依存性
も参照）．このときの相空間の構造は図 2のよ
うになる．次の一周でデッドゾーンへ入る領域
が灰色部分である．Σ上で x < Z を通る軌道
は，次回に Σを通るときに YI未満であり，散
逸的に振動する．ところが，µ > 0であること
から (0, 0)は不安定渦状点であり，軌道は振動
しながら拡大する．よって中間に安定周期軌道
が存在する．これは BOBにあたる．一方，Σ上
で x > Z∗を通る軌道が再びΣに戻ったときの
x座標は 1より大きくなるので，それを繰り返
すと軌道は次第に拡大しながら振動する．とこ
ろが，大域的には散逸的である．よって中間に

図 2. 図 1 の共存状態における，Poincaré 断面 Σ 上の
Z∗, Z, YII, 1 の順序関係と，相空間の構造の模式図．緑
が切り換え線 SI→II と SII→I，マゼンタが S1．濃灰色が
デッドゾーン，淡灰色が次の一周でそこへ入る領域．青
が BOBの，赤が JUMPの安定周期軌道．この状態では YII

は定義されない．

安定周期軌道が存在する．これは JUMPにあた
る．このようにデッドゾーンの引き戻し領域を
挟んで散逸的な挙動と増加的な挙動が入れ替わ
るのが，共存が実現する理由である．
BOBの枝はZ = YIのところで消える．これは

BOBの安定周期軌道が切り換え線 SI→IIに接す
ることを意味する．これは従来から grazing分
岐と呼ばれているものにあたる [3]．一方，JUMP
の枝は Z∗ = 1よりもやや外側で saddle-node

分岐を必然的に経由してZ∗ = 1に至るという，
新しいタイプの周期軌道の分岐を伴う．これが
JUMPと BOBの二つ安定周期軌道の共存の機構
である．
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1 ֓ཁ

మಓं྆͋ΔྟքΛ͑ͯ͢ߦΔ࣌ɼ
ऄߦಈͱݺΕΔಛผͳຎݱྗࡲΛੜ͡Δɽ
͜ͷݱंྠͱϨʔϧؒͷΫϦʔϓྗʹىҼ
ͨࣗ͠ྭৼಈͷҰछͰ [1]ɼࢧํఔࣜͷඇࣗ
ਵੑʹΑΔݾ Hamiltonian ϗοϓذͱ͠
ͯઆ໌Ͱ͖Δ. ɽऄߦಈͷൃੜɼΓ৺Λ
ѱԽͤ͞ɺंྠͱϨʔϧʹμϝʔδΛ༩͑ɺమ
ಓं྆ͷઢނࣄΛҾ͖͢͜ىͳͲͷྻंߴ
Խͷোͱͳ͍ͬͯΔ.

మಓं྆ͷऄߦಈݱΛཧతʹղੳ͢Δͨ
Ίɼ2ࣗ༝ʹݶఆͨ͠ϞσϧҰྠ࣠ं͕Α
͘༻͍ΒΕΔɽ͜ͷϞσϧΛઢܗղੳ͢Εऄ
ΊΒΕΔٻಈ͕ൃੜ͢Δྟք͕ߦ [2]ɽߋ
ʹɼ3࣍ͱ Δͱɼྀ͢ߟΛ߲ܗͰͷඇઢ·࣍5
ϗοϓ͕ذऄߦಈྟքͷۙʹଘ͢ࡏΔ
͜ͱ͕͔Δɽ֎ཚͷେ͖͞ʹґଘͯ͠ɼऄߦ
ಈྟքҎԼͷͰऄߦಈݱ͕͜ىΕ
Δ͜ͱ͕͞Ε͍ͯΔ [3]ɽమಓं྆ύϥϝʔλ
ʹґଘͯ͠ϗοϓذѥྟք͘͠ྟք
ʹͳΔ͜ͱཧతʹࢦఠ͞Ε͍ͯΔ [4]ɽ
ෆ҆ఆੑܗಈͷઢߦྠஔమಓं྆ऄي
Λ࣮ݧղੳ͢ΔͨΊʹ͘ΘΕ͖ͯͨஔͰ
͋ΔɽຊڀݚͰɼيྠஔʹΑΓऄߦಈͷ
ඇઢܗಛੑΛଌఆͰ͖Δ͜ͱΛࣔ͢ɽߋʹɼమ
ಓं྆ͷԣͶఆΛมԽͤͨ࣌͞ͷऄߦಈͷ
ઢܗಛੑͱඇઢܗಛੑͷมԽΛ࣮ݧతʹௐΔɽ

2 Ұྠ࣠ं࣌ߦͷӡಈํఔࣜಋग़

మಓं྆γεςϜͷμΠφϛΫεղੳʹ͏
Ұྠ࣠ंϞσϧΛਤ̍ʹࣔ͢ɽ͜ͷϞσϧ

2
r!

2d!

z

y
Track

longitudinal 

stiffness: k!

o

Ψ

γ!

x

ਤ 1. Configuration of the wheel set and rails.
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レイリー・ベナール対流における流体混合の大域的構造と混合率
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1 はじめに
大気・海洋の循環や化学プラントにおける攪

拌などに代表される流体混合の仕組みを明らか
にすることは，自然現象の予測や汚染物質の拡
散防止，反応の促進などの観点から極めて重要
な課題である．本研究では，一般に複雑な現象
となる流体混合について，ラグランジュ的な視
点から大域的に考察することを目的として，摂
動を与えられたレイリー・ベナール対流の大域
的構造と混合率等を数値計算によって調査する．

2 摂動を受けるレイリー・ベナール対流

図 1. ベナールセルと摂動

図 1に示すように，高温の下側境界と低温の
上側境界をもつ 2次元の薄い流体層においてレ
イリー・ベナール対流を考える．いま，このセ
ルに摂動を与えると仮定し，流れ関数ψ(x, z, t)

を次のように定める 1．ここで λ = 2π/k, T =

2π/ωとする．断りのない限り，本稿では，A =

0.1, k = 4,ω = 2π/10, ε = 0.1, Tint = 100T

(条件 1)とする．

ψ(x, z, t) =
A

k
sin(πz) sin[k{x+ ε cos(ωt)}]

3 FTLE場とポアンカレ写像
時刻 tにおける流体粒子の位置を x(t)とす
るとき，流れは写像 φtt0 : R2 → R2; x(t0) "−→
x(t)によって与えられる．積分時間を Tintとす
ると，位置x，時刻 t = t0における有限時間リ
アプノフ指数 (FTLE)σTint

t0 (x)は次のように定
義される 2．

σTint
t0 (x) =

1

|Tint|
ln

∥∥∥∥∥
dφt0+Tint

t0 (x)

dx

∥∥∥∥∥
2

これは，時刻 t = t0のときに位置xの近傍に位
置する 2つの流体粒子が，時刻 t = t0 + Tintの
ときにどれだけ離れるのかを表す指標となる．
本稿では，長時間積分するために t0 = 0, Tint =

100T とする．またポアンカレ写像 F は次のよ
うに定義される．

F (x(t)) = x(t+ T )

この写像を繰り返し行い，周期T ごとに得られ
る流体粒子の位置をプロットしたとき，KAM

曲線と呼ばれる曲線上に点が分布する領域を規
則領域と呼ぶ．本稿では初期時刻を t0 = 0，計
算時間を 200T，初期位置を (xi, zi) = (i/25 ·
π/4, 0.5)(i = 1, 2, · · · , 25)とする．

図 2. FTLE場 (条件 1) 図 3. ポアンカレ写像

FTLE場を図 2に，ポアンカレ写像を図 3に
示す．規則領域ではFTLEが低いことが確認で
きる．これは，流体粒子の位置関係が大きく変
化しないことを意味するから，規則領域を低混
合率領域とみなすことができる．

4 低混合率領域の運動

図 4. ポアンカレ写像 図 5. 流跡線
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ポアンカレ写像を図 4に示す．ただし流体粒
子に応じて色分けし，その初期位置も示す．さ
らにKAMトーラスの中心に位置する粒子の流
跡線を，ポアンカレ写像とともに図 5に示す．
図 4において，中央の規則領域の周りの 3つの
規則領域が同様の色であることと，図 5におい
て流跡線は閉曲線となることから，3つの低混
合率領域は周期 T ごとに，隣の低混合率領域
が存在した場所に時計回りに次々と移動しなが
ら，セル内を周期 3T で運動すると考えられる．

5 低混合率領域内部の流体粒子の運動
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図 6. 流体粒子の相対座標の時間変化

KAMトーラスの中心を基準に，図 3におい
て (x, z) = (0.7, 0.5)なる中心をもつ規則領域
内部の流体粒子の相対座標の時間変化を図 6に
示す．流体粒子が原点の周りを回ることから，
低混合率領域は渦として運動すると考えられる．

6 大域的構造と対流のパラメータ

図 7. FTLE場 (条件 2) 図 8. FTLE場 (条件 3)

FTLE場を図 7と図 8に示す．図 7ではA =

0.05,ω = 2π/20, Tint = 100T (条件２)，図 8で
は A = 0.2,ω = 2π/5, Tint = 100T (条件３)と
する．それぞれ図 2，図 7，図 8ではAと ωは
異なるが，A/ω = 1/2πは共通である．これら
の図が極めて類似することから，A/ω, k, εが等
しい条件では，流体混合の大域的構造は等しく
なることが予想できる．ここで，振幅Aは対流
が回る際の，ωは流速場が振動する際の角振動
数に相当する．したがって，先の条件で大域的
構造が等しくなるのは，対流の回転と流速場の
振動のタイミングが一致し，同様の過程を経な
がら混合が起きるからであると考えられる．た
だし，混合の進む速さは異なると考えられる．

7 結言
得られた知見を以下に述べる．
• 低混合率領域としての規則領域と，高混
合率領域としての不規則領域から構成さ
れる大域的構造が存在する

• 低混合率領域は摂動の周期 T ごとに，別
の低混合率領域が存在した場所に次々と
移動しながら，セル内を 1つの渦として
周期的に運動する

• A/ω, k, εが等しい条件では，流体混合の
進む速さは異なるが，流体混合の大域的
構造が等しくなる
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1 Introduction 

The problem of transition to turbulence      

has been one of the great puzzles for the 

scientific community especially for flows 

that are known to be linearly stable yet 

exhibit transition under finite-amplitude 

disturbance. With the advent of fast 

computing machines, researchers have found 

some success in interpreting such transition 

to transient turbulence by utilizing 

concepts from dynamical systems theory. In 

literature there exists no theory on the 

transition to transient turbulence and its 

onset. In this paper, we discuss the onset 

of transient turbulence in minimal plane 

Couette flow as a homoclinc tangency [1] with 

respect to a simple edge state to the 

Navier-Stokes equation, i.e., the periodic 

solution found by Kawahara & Kida (2001) [2].   

 

2 Flow configuration and numerical 
Computation 

  We study plane Couette flow where the 

Reynolds number (Re) is based on half the 

difference of the wall velocities U and half 

the separation of walls h. The computation 

is performed on a computational box with 

streamwise period Lx = 1.755πh and spanwise 

period Lz = 1.2πh. The walls are separated 

by a distance 2h. We used a resolution of 32 

x 33 x 32 number of grid points in the x-,y-, 

& z- directions, respectively. The dealiased 

Fourier expansions are employed on the x- and 

z-directions. Also, Chebyshev-polynomial 

expansion on the y-direction. The periodic 

solution is obtained using Newton-Krylov 

iteration. This periodic solution has only 

one unstable direction and is an example of 

a simple edge state[3]. Linear stability 

analysis is done by using Arnoldi iteration. 

 

3 Homoclinic tangency and the onset of 
transient turbulence 
  Figure 1 shows the bifurcation diagram of 

the periodic solution in minimal plane 

Couette flow using the maximum input energy 

(Imax) as a function of Re. Two periodic 
solutions of 2 and 4 maximum peaks arise from 

saddle-node bifurcation at Re = 236.1 and Re 
= 239.8, respectively. The lower-branches 

(dash) are unstable while the upper-branches 

(solid) are initially stable but later lose 

the stability. The 4-peak stable solution 

exhibits period-doubling that eventually 

leads to a chaotic attractor. Boundary 

crisis occurs of this chaotic attractor 

occurs at Re = 240.426. Above this Re this 
attractor becomes a saddle and all 

trajectories are attracted to the stable 2-  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure1. Bifurcation Diagram 
Minimal  
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peak solution. Another boundary crisis 

occurs at Re = 240.8875, which creates a leak 
to the laminar attractor. Both of these 

crises are found to be a consequence of 

homoclinic tangencies [4]. Figure 2 shows 

merging of two homoclinic orbits of the 

2-peak periodic solution to tangency. The 

tangency is verified by getting the 

difference of input energy along the 

homoclinic orbit at the close vicinity of the 

tangency Re and performing least square 
method using the equation y = K(Re – ReT)

β  

(see Figure 3).    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

The value of β is approximately equal to 

0.5, which confirms duplicity of solution.  

   In dynamical systems theory the presence 

of homoclinic points implies the existence 

of a hyperbolic horseshoe. The classical 

Smale-Birkhoff theorem tells that the 

transversal crossing of the stable and 

unstable manifolds in such a horseshoe map 

leads to an intricate tangle of the two 

manifolds, forming chaotic trajectories in 

the process. The chaotic trajectories 

observed above Re = 240.8875 were transient 

in nature.    
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 Results and discussion 
Similar bifurcation diagrams to the one we 

reported in the paper were reported as well 

in other fluid systems, were some pointed the 

possibility of homoclinic tangency at the 

crisis point. This encourages the result of 

our study in the theoretical explanation of 

the onset of transient turbulence in shear 

flows and in the future we want to test this 

in a much larger system that exhibits 

localization. 
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Figure 2. Homoclinic tangency 

Figure 3. Least square method 
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1 はじめに
連成問題などの定常問題あるいは時間陰的ス
キームでは非線形の連立方程式系を効率的に解
く必要がある. Newton 法による反復解法は強
力なツールであるが, 大規模な非対称疎行列か
らなる連立一次方程式を繰り返し解くことにな
る. GMRES 等の Krylov 部分空間法を用いる
ことが記憶容量と計算量の点から効率的である
が前処理の導入が必須である. 不完全 LU 分解
がよく用いられるが並列処理に適した手法では
なく, 条件数の要素サイズに対する依存性を改
善できないため前処理としては不十分である.

一方, 部分問題での解を利用して近似逆を構成
する加法的 Schwarz 法は前処理後の条件数を
領域数にのみに依存するレベルにまで改善で
き, 並列計算環境に適している. 20年ほど前に
Newton-Krylov-Schwarz手法 [1]として提案さ
れたものであるが, 近年のソフトウェア技術の
向上によって高速化されている直接法ソルバー
を部分問題解法に用いることにより現実的な手
法になってきている. 本講習会では, 連成問題
の最も単純な例として, 熱対流問題で定常解を
求める手法の FreeFem++ での記述方法を, 並
列前処理の構成 [2]を利用して, 概観する.

2 熱対流問題
2次元長方形領域 Ω = (0, l)£ (0, 1)での流速

u, 圧力 p, 温度 µ に関する Rayleigh-Bénard

方程式を考える. n を境界での外向き単位法線
ベクトルとする. 境界条件は流速には滑り境界
条件 u · n = 0, 温度は下面 ΓB で µ = 1, 上面
ΓT で µ = 0, 左右で断熱rµ ·n = 0 とする. 無
次元パラメータは Rayleigh 数 Ra と Prandtl

数 Pr である. ~e2 は y-軸方向の標準基底であ
り, 浮力の向きを表す.

1

Pr

µ
@u

@t
+ u ·ru

∂
° 2r · D(u) +rp = Raµ~e2 ,

r · u = 0 ,

@µ

@t
+ u ·rµ °4µ = 0 .

変形速度テンソルは [D(u)]i j = (@i[u]j+@j [u]i)/2

である.

3 特性曲線有限要素法による時間発展解
流速と温度の境界条件に対応した関数空間を

V = {v 2 H1
(Ω)

2
; v · n = 0 on @Ω},

Q = L2
0(Ω) = {p 2 L2

(Ω) ;

R
Ωp = 0},

ΨD ={µ2H1
(Ω) ; µ = 1 on ΓB, µ = 0 on ΓT }

とし, 次の双一次形式を準備する.

a0(u, v) = 2

R
ΩD(u) : D(v) u, v 2 V,

b(v, q) = °
R
Ωr · v q v 2 V, q 2 Q,

c0(µ,√) =

R
Ωrµ ·r√ µ,√ 2 Ψ .

Vh Ω V , Qh Ω Q, Ψh Ω Ψ をそれぞれ P2,

P1, P2 要素からなる有限要素近似空間とする.

以後, 有限要素近似空間のみを扱うので, 下付
h は省略する. また, 流れ場 u で時刻 tn の
位置 x の時間刻み ∆t での上流点をXn

(x) =

x ° u(x, tn)∆t とする. 特性曲線有限要素法
(Characteristic-Galerkin法)による時間発展ス
キームは (un, µn

) 2 V £ΨD を既知として, 全
てのテスト関数 (v, q, √) 2 V £ Q £ Ψ0 に対
して

1

Pr

µ
un+1 ° un ±Xn

∆t
, v

∂
+ a0(u

n+1, v)+

b(v, pn+1
) + b(un+1, q) = Ra(µn~e2, v),

µ
µn+1 ° µn ±Xn

∆t
, √

∂
+ c0(µ

n+1,√) = 0

を満す (un+1, pn+1, µn+1
) 2 V £Q£ΨD を求

めよとなる.

FreeFem++では合成関数の積分 (µ±X, √)は
int2d(Th)(convect([u1,u2],-dt,theta)*psi)

と記述でき, 上流三角形要素の効率的な探索ア
ルゴリズムと数値積分が実装されている.

4 Newton 法による定常問題の求解
対流現象が穏やかな場合, 時間が十分経過す

ると定常状態となる.

@u
@t = 0,

@µ
@t = 0 とした非
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線形系の弱形式を記述するため, 三重一次形式
を導入する.

a1(u, v, w) =

1

Pr

R
Ω(u ·rv) · w u, v, w 2 V,

c1(u, µ, √) =

R
Ω(u ·rµ)√ u 2 V µ, √ 2 Ψ .

流速と圧力の Stokes 問題に関する双一次形式
S(u, p ; v, q) = a0(u, v) + b(v, p) + b(u, q)

を用いると定常問題は全てのテスト関数
(v, q,√) 2 V £Q£Ψ0 に対して

S(u, p ; v, q) + a1(u, u, v)°Ra(µ~e2, v) = 0,

c0(µ,√) + c1(u, µ,√) = 0

を満たす (u, p, µ) 2 V £ Q £ ΨD を求めよと
なる. この問題の変分をとることで, Newton

法の反復計算の手続きが得らる. (u0, p0, µ0) 2
V £Q£ΨD を Newton 反復の初期値とする.

n-ステップ目の近似値 (un, pn, µn) からの修正
量は次の線形問題を解くことで得られる. 全て
のテスト関数 (v, q,√) 2 V £Q£Ψ0 に対して
S(±u, ±p ; v, q) + a1(un, ±u, v) + a1(±u, un, v)

°Ra(±µ~e2, v)

+c0(±µ,√) + c1(un, ±µ, √) + c1(±u, µn, √) =

°S(un, pn ; v, q)° a1(un, un, v)

+Ra(µn~e2, v)° c0(µn,√)° c1(un, µn,√)

を満たす (±u, ±p, ±µ) 2 V £Q£Ψ0 を求めよ.

更新操作は (un+1, pn+1, µn+1) = (un, pn, µn) +

(±u, ±p, ±µ) である. Newton 法は適切な初期
値を選ぶと 2 次収束することが期待されるた
め, 修正量が十分小さくなった場合に反復を終
了する.

Newton 反復の係数行列は

K =

2

64
A0 + A1(~un) BT DRa

B 0 0

C1(
~µn) 0 C0 + C1(~un)

3

75

の形式をしている. ~u は有限要素関数 u に対応
する数ベクトルであり, 1, 1 ブロックの行列は

~v TA0
~±u = a0(±u, v),

~v TA1(~un)

~±u = a1(±u, un, v) + a1(un, ±u, v)

である.

FreeFem++では弱形式を記述する varfと疎
行列データを表す matrix により行列 K を得
ることができ, UMFPACK などの直接法ソルバー
で求解される. 特性曲線有限要素法による時間
発展の解をNewton反復の初期値に選択する.

5 加法的 Schwarz 法による前処理
2次元問題では LU-分解が十分に高速である

が, 3 次元問題への発展を考えた場合, 計算量
を抑える観点から反復法を用いることが必要と
なる. 高性能な前処理行列を準備することがで
きれば, リスタート無しの GMRES 法が最も
安定した収束を実現する反復解法である. 加法
的 Schwarz 法は重なりのある領域分割を用い
る反復解法であるが, その 1 反復を前処理に用
いることを考える.

重なりのある領域分割を Ω = [1∑p∑P Ωp と
する. 全自由度数 N から部分領域 Ωp への自
由度の制限を Rp とする. 他の領域との重なり
の無い部分 Ωp \ ([q 6=pΩq) で重み 1 をとり, 他
の部分で自由度の重なりによる重みを表現する
Dq 行列を用いて “離散的”な単位の分解を

P
1∑p∑P RT

p DpRp = IN

とする. 加法的 Schwarz 前処理行列は

Q°1
=

P
1∑p∑P RT

p Dp(RpKRT
p )

°1Rp

である. RpKRT
p は部分領域 Ωp で斉次 Dirich-

let 境界条件を課す問題に相当し, 求解は直接
法を用いて部分領域の添字 p に関して並列に
行なうことが出来る. 並列計算環境では領域毎
の数ベクトルの内積計算が簡単であるが, 領域
分割の重なりのため, 重みを考慮する次の修正
が必要となる:

~y T~x = ~y T P
1∑p∑P RT

p DpRp~x

=

P
1∑p∑P (Rp~y )

T DpRp~x .

FreeFem++ では MPI 分散メモリー並列環境
での GMRES 法が dynamic loading による機
能追加として提供されている. METIS グラフ分
割ソフトウェアパッケージと質量行列の数値拡
散を利用したスクリプト [2]により重なりのあ
る領域分割を生成することができる.

dynamic loading 機能は C++ により実装さ
れているが, コンパイル方法を講習時に示す.

参考文献
[1] X.-C. Cai, W.D. Gropp, D.E. Keyes,
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SISC, 19 (1998) 246–265,

doi:10.1137/S1064827596304046

[2] V. Dolean, P. Jolivet, F. Nataf,
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リアプノフスペクトルを用いた船舶転覆モデルの非線形解析
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1 はじめに

船体運動と転覆現象は入力となる波浪および

風浪と言った外力と，出力となる横揺れとの間

に強い非線形性があることが知られている．こ

の非線形性を定量的に推定することが船舶の安

全性に直接的に寄与するといえる．このことか

ら，運動モードを数値的または幾何学的に解析

する試みがなされている [1]．

船舶の横揺れを表す運動方程式は，復原項に

負係数の非線形項を取り入れた以下の形で一般

化される．

I·
d2Á

dt2
+N ·

dÁ

dt
+W ·GM ·Á{1¡ (Á/Áv)

2}

=M0 +Mr cos(!t+ ±) (1)

式 (1)について，直立時の横揺れ固有周波数を

!0 = (W ·GM/I)
1
2，時間を s = !0t，横揺れ角

を Ã = Á/Ávでそれぞれ変換し，無次元化する

ことで式 (2)に簡略化することができる．

d2Ã

ds2
+ º

dÃ

ds
+ Ã ¡ Ã3

= B0 +B cos(s+ ")

(2)

本研究では，この強制ダフィング方程式を船

体転覆モデルとみなし，リアプノフスペクトル

を用いることでモデルの持つ非線形性と運動

モードの変化について解析を行った．なお，本

報では特に，B0 = 0，" = 0の場合を扱うもの

とする．

2 リアプノフスペクトルの推定

リアプノフ指数 ¸は軌道不安定性を定量化す

る指標である．また，リアプノフ指数は系の次

元数だけ存在し，これらの組をリアプノフスペ

クトルと呼ぶ．3次元力学系ではリアプノフス

ペクトルは {¸1,¸2,¸3}となり，各方向への指数
的拡大（縮小）率を意味する．

一般に，リアプノフスペクトルの各符号の組

み合わせによって，系の特徴を推定することが

できる．例えば，符号の組み合わせが (0,¡,¡)
のとき系は周期運動に対応し，系がカオス運動

となるとき符号は (+, 0,¡)となる．

本研究ではWolfの論文 [2]中に紹介されてい

るアルゴリズムを基に，島田・長島らのリアプ

ノフ計算法 [3]を用いた．式 (2)を 3次の自励

系微分方程式に変換した式 (3)を用いて基本の

トラジェクトリーを，さらに式 (3)を線形化し

た運動方程式から軌道差の微小変位をそれぞれ

求めた．また，本手法では正規直交化にGram-

Schmidt法を用いている．

dÃ

ds
= u

du

ds
= ¡ºu¡ Ã + Ã3

+B cos µ

dµ

ds
=  (3)

なお，数値計算には 4次のルンゲクッタ法を

用い，刻み値 dt = 0.01でリアプノフスペクト

ルを推定した．

3 リアプノフスペクトル解析結果

強制ダフィング方程式の時系列波形と，推定

したリアプノフスペクトルを以下に示す．図 1

図 1. Chaos case

は軌道が非周期的な場合の一例である．この

ときリアプノフスペクトルは符号の組合せが

(+, 0,¡)となり，アトラクターがカオス的であ
ることが示された．
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図 2. Capsizing case

図 2は解の爆発が生じた場合の一例である．

このときリアプノフスペクトルも同時刻で値が

発散することが確認できた．さらに，値が発散

する前段階で一度 ¸1が正の値を取ることも分

かった．なお，上述の解の爆発は船体の転覆に

相当する．

4 初期値平面・制御平面への適用

船体転覆モデルは制御パラメータを固定して

も，初期条件によって転覆の有無に違いが生じ

る．横軸を初期傾斜角 Ã，縦軸を初期角速度 Ã̇

と置くとき，初期値平面を転覆領域と非転覆領

域に分けて表すことができる．また，制御平面

については初期条件を固定し，横軸を入力周波

数，縦軸を入力振幅Bと置き，制御パラメー

タの組み合わせを変えることで転覆の有無につ

いて制御パラメータ依存性を表す．

解の爆発とリアプノフスペクトルの発散地点

が一致することから，¸1，¸2，¸3 をそれぞれ

初期値平面及び制御平面上の垂直方向へプロッ

トすることを考え，¸i値の高低差を色で識別し

た．その結果，非転覆領域中にフラクタルなパ

ターンやその他複数のパターンが得られた．図

3に ¸3で構成された初期値平面，図 4に ¸2で

構成された制御平面の一例をそれぞれ示す．な

お，図 3，4はどちらも減衰パラメータ º = 0.4

の場合である．

5 まとめ

以上のことを踏まえ，リアプノフスペクトル

に着目することで時系列波形における従来の解

図 3. Initial value plane (B =0.255,  =0.63)

図 4. Control value plane (Ã =0, Ã̇ =0)

析法では捉えられない解の爆発の兆候を，その

前段階で捉えることが可能と考えられる．また，

以前より行われてきた初期値平面や制御平面に

よる幾何学的解析に加え，リアプノフスペクト

ルを用いたことで，非転覆領域のなかに幾つか

のパターンを見出すに至った．
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⎪⎨

⎪⎩

S −B

1 +B
(S −B ≥ 0)

(S −B)(1 +B) (S −B < 0)
(1)

B =

{
0 (M(t) ≥ L)

(M(t)− L)2 (M(t) < L)
(2)

M(t) = αM(t− 1) + E +Df (3)
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Df = −M(t)3 (4)

Fig. 3. Proposed model

4.2 Ռ݁ূݕ

ఏҊϞσϧͷγϛϡϨʔγϣϯ݁ՌΛɼFig.5
ͼٴ Fig.6ʹࣔ͢ɽFig.5Ұൠతͳਓͷ߹ɼ
Fig.6͏ͭපͷ͋Δਓͷ߹Λ͍ࣔͯ͠
Δɽ·ͨɼFig.5ٴͼFig.6ʹ͓͍ͯɼ͔ࠨΒॱ
ʹখ͞ͳѱ͍͕ܹ͘༩͑ΒΕͨ߹ɼখ͞
ͳѱ͍͕ܹؒظ༩͑ΒΕͨ߹ɼେ͖ͳѱ
͘༩͑ΒΕͨ߹Λ͍ࣔͯ͠ΔɽҰ͕ܹ͍
ํɼFig.5ٴͼ Fig.6Ͱද͞ΕΔΑ͏ͳؾͷ
มԽΛࣔ͢ਓʹରͯ͠ɼͦΕͧΕྑ͍ܹͱѱ
ͷ྆ํΛ༩͑ͨ߹ͷ݁ՌΛܹ͍ Fig.7ٴͼ
Fig.8ʹࣔ͢ɽ

Fig. 4. Ordinary person’s mood changes(α = 1.0)

Fig. 5. Depressed person’s mood changes(α = 1.5)

5 ߟ

5.1 ఏҊϞσϧʹ͓͚Δॏͷ۠

ఏҊϞσϧͰɼೝͷΈͱ͍͏؍͔Β
͏ͭපͷදతঢ়Ͱ͋Δ͏ͭؾʹண͠ɼ
͍ͯ͠ࢦͷมԽΛϞσϦϯά͢Δ͜ͱΛؾ
Δɽ͜ΕΛྀ͠ߟɼຊڀݚͰҎԼͷΑ͏ʹ͏
ͭපͷॏΛఆٛ͢Δɽͨͩ͠ɼؾͷམͪ
Έ͕ࠐ 2िؒҎ্ܧଓ͠ͳ͚Εɼ͏ͭපͱ
அ͞Εͳ͍ͷͱ͢Δɽ

Fig. 6. Ordinary person Fig. 7. Depressed person

(1) ௨ৗͷ͏ͭؾɿೝͷΈ͕ੜͯ͡
͓ΒͣɼҰൠతͳؾͷམͪࠐΈ͕ੜ͡
Δஈ֊ɽʢ− 0.20 ≤ M(t) < 0ʣ

(2) ܰɿೝͷΈ͕ੜ࢝͡Ίͨஈ֊ɽ
ʢ− 0.51 ≤ M(t) < −0.20ʣ

(3) தɿೝͷΈ͕ੜ͍ͯ͡Δஈ֊ɽ
ʢ− 0.74 ≤ M(t) < −0.51ʣ

(4) ॏɿೝͷΈ͕͘ڧੜ͍ͯ͡ΔͨΊ
ʹɼਖ਼ৗͳೝΛ͜͏ߦͱ͕ෆՄͳঢ়
ଶɽʢM(t) < −0.74ʣ

ঘɼM(t) = −0.2ɼ4.2Ͱࣔͨ͠ݶք Lͷ
Ͱ͋Γɼ͜ͷΑΓؾM(t)͕େ͖͍ͱೝ
ͷΈੜ͡ͳ͍ɽ·ͨɼM(t) = −0.51
B = −0.1ʹɼM(t) = −0.74 B = −0.3ʹ
ରԠͨ͠Ͱ͋Δɽ

5.2 Քಇ݁Ռʹର͢ΔධՁɾߟ

Fig.5Fig.7ͷΑ͏ͳҰൠతͳਓͷ߹ɼؾ
͕མͪࠐΜͰӴ੍͕ػಇ͖ݩͷঢ়ଶʹ
Δ͜ͱ͕͔ͬͨɽҰํɼFig.6Fig.8ͷΑ͏
ʹ͏ͭපͷ͋Δਓͷ߹ɼখ͞ͳ͔ܹΒ
ͷؾͷམͪࠐΈ͕ܹ͘͠ɼ·ͨݩͷঢ়ଶͱ
෮͢׆Δ͜ͱͳ͘ɼؾͷམͪࠐΈ͕ܧଓͯ͠
͍Δ͜ͱ͕͔ͬͨɽ͜ΕΑΓɼ͏ͭපͷ
͋ΔਓɼલͷؾΛ֦େղऍͯ࣍͠ͷ
Ҿ͖ͣͬͯ͠·͍ɼͦΕΛड͚ͯ·֦ͨେղऍ
ߟࢥͷʹҾ͖ͣΔɼͱ͍ͬͨ൱ఆతͳ࣍ͯ͠
ͷ॥͔Βൈ͚Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͍ͱ͑ߟΒΕΔɽ
લड़ͷॏʹͮ͘جͱɼFig.7ͷΑ͏ͳؾ

ͷมԽΛࣔ͢ਓ͏ͭපͱஅͰ͖ͣɼ௨
ৗͷ͏ͭؾ͕ੜ͍ͯ͡ΔͱஅͰ͖ΔɽҰ
ํɼFig.8ͷΑ͏ͳؾΛมԽΛࣔ͢ਓɼத
ͷ͏ͭපͱஅͰ͖Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] Lee Yojuɼ༗അ ૱ɼ͏ͭපͷཧϞσ
ϧɼཧղੳڀݚॴڀߨɼୈ ר1757
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ไࢆᐇ⌧᭱ࡿࡍ㐺ᨺὶᣦ㔪ࡢᑟฟࡣ㸪㏥ᴃ
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ไࡿ࡞␗[1]ࣝࢹࣔࡢ㸪᪤Ꮡࡣࣝࢹ㸬ᮏࣔࡿࢀ

ᚚኚᩘホ౯㛵ᩘࢆ᭷ࡿࡍ㸬้ࢆ 0t ≥ 㸪ࡋ
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ࢆ tX 㸬ࡿࡍ tX 㸪ఀ࡚ࡋᨭ㓄ᘧࡢ ⸨ᆺ SDE 
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㐠ື࡛ࡿ࠶㸬SDE(1)ึࡣᮇ᮲௳ 0 0X x- = ≥ ࡀ

ᖏࡿࡍ㸬 tq  th ࢀࡒࢀࡑ㸪ࡾ࠶ไᚚኚᩘ࡛ࡀ

㠀≉␗㸪≉␗࡛ࡿ࠶㸬 tq ࡣᇦ್ࡢ [ ]min max,Q q q= 㸪

min max0 q q£ £ 㸬ࡿ࠶࡛ th ࡿࡼ㸪ᆅᇦఫẸࡣ
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ホ౯㛵ᩘࡁࡿ ( ); ,J J x q h=  ࢆ

 [ ]1 2 3EJ J J J= + +  (2) 

㸬Eࡃ࠾ ࡣ 0X x- = 㸬ࡿ࠶ᮇᚅ್࡛ࡁ᮲௳ࡢ
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波動方程式による電磁圧接の現象解析
山岸 弘幸 1, 岡川 啓悟 2

1,2都立産技高専
e-mail : yamagisi@metro-cit.ac.jp

電磁圧接は，2 枚の金属薄板に間隙を設け，
放電回路から発生する大きな電流から 1枚の
薄板に大きな電磁力を発生させ，全面固定され
たもう 1枚の薄板に接合させる技術である [1,

§2]．2枚の金属薄板を低い電気エネルギーで圧
接が可能で，AlやCuのような高導電率の金属
をMg，Ni，Fe等の金属に接合することができ
る．本研究では 2枚の金属薄板がいずれも Al

の場合を考える．図 1は電磁圧接装置の模式図
である．

x

yz

図 1 電磁圧接の模式図

 

Coil

5mm

図 2 電磁圧接終了後の圧接板の側面

1

80

2L = 30
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T

E0
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E0
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図 3 実際の可動薄板の大きさ

放電がはじまると，両側周辺部分のコイル電
流が，細長い中央直線部に集中して流れるため，
コイルの中央直線部の電流密度が高くなる．そ
の結果，中央直線部に沿って高密度磁束が生成
され，上面に置かれた可動薄板に交差する．高
密度磁束が交差した可動薄板部分に，磁束の浸
透を妨げるようにコイル電流と逆方向の渦電流
が流れる．渦電流と可動薄板内の磁束からフレ
ミング左手則により，可動薄板に半円状の電磁
力が発生し，固定薄板方向に半円筒状に高速変
形し，もう 1 枚の全面固定された固定薄板に衝
突する．衝突後，衝撃力，ジュール熱，電磁力
により 2枚の金属薄板は接合する．図 2は 2枚
の 1.0 [mm]厚の Al薄板に 1.0 [mm]の間隙を
開けて電磁圧接を行った時の xz断面図である．
可動薄板の頭頂部が円筒状に変形していること
がわかる．

x, y, z座標を図 1の様に定める．可動薄板の
変形が y方向に軸対称のため，x軸と z軸に注
目する．原点 Oはコイル中央部上方に最も近
い可動薄板の 1点にとる．u = u(x, t)は可動薄
板の変形曲線，T は張力，ρは線密度，2bはコ
イル幅，2Lは可動薄板の長さである．可動薄
板の両端 x = ±Lは万力で固定され，可動薄板
の初期形状は x軸，初速度を 0とする．電磁力
E0がコイル幅だけ一様に可動薄板に作用する
とき可動薄板の形状は次の波動方程式の初期値
境界値をみたす．

IBVP⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
ρ∂2

t − T∂2
x

)
u =

{
E0 (0 < x ≤ b)

0 (b < x < L)

(0 < t < ∞)

u(x, 0) = ∂tu(x, 0) = 0 (0 < x < L)

∂xu(0, t) = u(L, t) = 0 (0 < t < ∞)

dを間隙長とするとき，uは 0 ≤ u ≤ dとする．
固有値 λj = (j + 1/2)(π/L) を用いて，IBVP
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の解は次式で示される．

u(x, t) =

4E0

TL

∞∑

j=0

1

λ3
j

sin(λjb) sin2

(
λj

2

√
T

ρ
t

)
cos(λjx)

(0 < x < L, 0 < t < ∞) (1)

d [mm] 0.38 0.80 1.17 1.59 2.04
tc [µs] 3.40 4.94 6.00 7.24 8.34
vc [m/s] 227.6 311.2 357.4 399.3 425.2
v′

c [m/s] 223.3 324.4 389.8 434.8 432.2
e [%] −1.88 4.24 9.06 8.89 1.64
p [MPa] 178 178 176 164 162

d [mm] 2.48 3.10 3.54 4.07 4.60
tc [µs] 9.12 10.68 11.40 12.88 14.12
vc [m/s] 437.0 443.7 439.1 413.7 375.7
v′

c [m/s] 442.7 436.2 447.9 437.5 436.2
e [%] 1.30 −1.69 2.00 5.75 16.10
p [MPa] 170 165 174 166 165

図 4 d, tc, vc, v′c, e, pの関係

t = 0.0 [µs] t = 1.0 [µs]

t = 2.0 [µs] t = 3.0 [µs]

t = 4.0 [µs] t = 5.0 [µs]

t = 6.0 [µs] t = 7.0 [µs]

図 5 可動薄板の変形形状（d = 0.80 [mm]）

可動薄板のx軸方向の線密度ρは，Al（A1050-

H24材）の密度 [2, p.25]の値を用いてρ = 2.168×
10−4 [kg/mm]となる．コイル幅の磁気圧力に
よる荷重密度を E0 = 80p [kg/s2] とすると，
可動薄板内部の張力は T = 160p [kg · mm/s2]

となる [3, p.108–109]．これら ρ, E0, T の値と
図 3 の数値を式 (1) に代入し，有限和で打ち
切った式を (2)とし，本研究の数値実験に用い
る．式 (2)は x, tの 2変数関数であり，未知定
数 pを含んでいる．実験で計測される衝突時間
を tc[µs] [4, p.342 Fig.3 (A1050-H24)]，実験で
計測される衝突速度を vc[m/s] [4, p.342 Fig.4

(A1050-H24)] とする．dと tc を式 (2)に適用
し，u(0, tc×10−6) ! dをみたす pを求める．こ
の pと式 (2)を使って，推定衝突速度 v′c[m/s]，
測定誤差 e = 100 × (v′c − vc)/vc [%]を求めた
（図 4）．|e| ≤ 10[%]では，式 (2)が妥当である
ことがわかる．式 (2)に図 4の pを適用して，t

を固定する毎に uのグラフを表示した．変形の
特徴である塑性ヒンジを確認することができる
（図 5）．式 (2)を xで偏微分することで，実験
では得難い xでの衝突角度 β[◦]が求められる
（図 6）．
電磁圧接の可動薄板の変形を波動方程式でモ

デル化し，フーリエ級数解を求めることで，実
際の電磁圧接の実験で得ることが難しい，衝突
点の移動速度や衝突点での角度を求めることに
成功した．

x 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1
t 4.94 4.94 4.94 4.95 5.04 5.24 5.58 6.05
β 0.0 0.0 0.0 2.76 7.49 12.6 18.2 24.1

図 6 衝突点の位置 x，時刻 t [µs]，角度 β [ ◦]

（d = 0.80 [mm]）
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プライバシの定量的モデルと保護メカニズム
川本 裕輔
産業技術総合研究所

概要
IoT機器の普及に伴ってセンサやモニタから

大量のデータが収集されるようになり，行動履
歴，趣味嗜好，健康状態などのプライバシに関
わる情報が意図せず漏洩してしまう危険性が高
まっている．このような背景のもと，プライバ
シを数理的にモデル化し解析する研究が盛んに
行われている．本稿では，プライバシの定量的
なモデル化と，プライバシ情報の漏洩量を低減
するための保護メカニズムについて解説する．

1 プライバシの定量的モデル
プライバシの定量的モデルには様々なものが

あるが，定義の際に考慮すべき点は，(1) どの
ようなシステムの (2) どのような秘密情報を
(3)どのような攻撃から秘匿したいのかである．
例えば，データベースのプライバシの場合，

秘密情報は個別のレコードであり，データベー
ス全体の統計量を観測できる攻撃者から秘匿し
たい．位置情報システムの場合，秘密情報は個
人の位置情報であり，人々の位置情報の集合の
統計量を観測する攻撃者から秘匿したい．

1.1 システムの確率モデル
本稿では，プライバシの定量的モデルとして

確率を用いるものを紹介する．このようなモデ
ルでは，まず，対象とするシステムがどのよう
な確率でどのように振る舞うのかを記述する．
これは，システムの仕様を記述したプログラム
や，システムを繰り返し実行して得られる実行
トレースの集合などから得られる．
ここでは，秘密情報が何らかの（事前）確率

分布に従うモデルを考える．例えば，位置情報
システムのモデルでは，個人の位置（秘密情報）
の確率分布を考え，システムの実行時に，個人
の実際の位置（隠したい秘密情報の値）がその
確率分布に従ってランダムに選ばれると考える．

1.2 エントロピーを用いた定量化
プログラムの定量的情報流解析（quantita-

tive information flow analysis）の研究分野 [10,

5, 2]では，エントロピーを用いてプライバシ
を定量化する研究が盛んに行われてきた．一般
に，エントロピーが大きいとき，情報が不確か
であり，秘密の度合いが強いことを表す．
プライバシの度合いには，絶対量（システム
実行後の度合い）と相対量（システム実行の前
後での度合いの変化）がある．前者は「観測結
果が与えられたときの秘密情報の条件付きエン
トロピー」で定義され，後者は「観測前の秘密
情報のエントロピー」と「観測後の条件付きエ
ントロピー」の差（や比）として定義される．
想定する攻撃に応じて，様々な種類のエント
ロピーが用いられる．Shannonエントロピー
は，攻撃者が秘密情報の値を特定するのに要す
る yes/no形式の質問の数の期待値を表す [15]．
一方，minエントロピーは，攻撃者が 1回の推
測で秘密情報の値を特定する確率に基づく．さ
らに，これを一般化した概念としてg-leakage[2]

が提案され，性質が明らかにされている [14]．

1.3 差分プライバシ
一方，データベースのプライバシの概念とし
て，差分プライバシ [11]がある．これは，デー
タベース全体の統計量を観測する攻撃者から，
個々のレコード（秘密情報の値）を秘匿できる
度合いを表す．厳密には，高々1レコードだけ
異なる任意のデータベース x0と x1，確率シス
テムM の任意の出力値 yに対し，

Pr[M(x0) = y] ≤ eε Pr[M(x1) = y]

が成り立つとき，Mが ε-差分プライバシを満た
すという．差分プライバシは，エントロピーと
異なり，秘密情報の事前確率分布に依存しない．
差分プライバシの対象はデータベースに限ら
ない．位置情報のように，秘密情報 x0と x1の
間に距離が定義されていれば，差分プライバシ
を拡張した枠組みで扱うことができる [3]．

2 プライバシ保護メカニズム
2.1 ノイズ付加によるプライバシ保護
差分プライバシを実現する仕組みとしては，
システムが出力する統計量に対して，（ラプラス
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分布などに従う）ランダムなノイズを付加する
メカニズムが提案されている．ノイズを付加す
ると，個別の秘密情報の値と統計量の間の関係
が曖昧になってプライバシが強化されるが，統
計量の有用性は低下する．そこで，プライバシ
と有用性のトレードオフを考慮して，ノイズの
確率分布のパラメータが選択される．

2.2 適応的防御によるプライバシ保護
同一の確率分布に従ってランダムに選んだノ

イズを付加するのではなく，システムが攻撃に
応じて適応的にノイズを変更すると，プライバ
シ情報の漏洩をより少なくできる．具体的には，
ゲーム理論を用いて，情報漏洩を減らそうとす
るシステムと増やそうとする攻撃者の間のゲー
ムを考え，均衡点を求める研究がある [1]．

3 むすびに
本稿では，プライバシの定量的なモデル化と，

プライバシ保護メカニズムについて述べた．紙
面の都合上省略したが，システムがプライバシ
の性質を満たすかどうかを検証する技術につい
ても多く研究されている [4, 6, 9, 7, 8, 13]．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP17K12667の助
成を受けたものです．
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1 ং

ใηΩϡϦςΟͷจ຺Ͱɼଟͷࡦޚ
ʹରͯ͠ݶΒΕͨݯࢿΛͲͷΑ͏ʹ͢Δ
ͷ͕Α͍͔͕ͱͳΔɽຊڀݚͰɼͦͷ
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ͦ͜ͰɼຊڀݚͰෳஈ֊ʹΑͬͯߏ͞
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ಘΒΕΔɽ
ऀޚͷखஈɿ

1. ୈҰஈ֊ܸ߈ʹର͢Δࡦޚ
2. ୈҰஈ֊ܸ߈ͷޭͷݕग़
3. ୈೋஈ֊ܸ߈ʹର͢Δࡦޚ

ୈೋஈ֊͕ܸ߈ޭ͢Δͱɼܸ߈ޭͷଛࣦΛ
ඃΔɽ
֤खஈͷܦඅͱޭͷཱ֬ɼܸ߈ޭͷརӹɼ

ଛΛҎԼͷจࣈͰද͢ɽ
– CA

1 : ୈҰஈ֊ܸ߈ͷܦඅ
– CA

2 : ୈೋஈ֊ܸ߈ͷܦඅ
– CD

1 : ୈҰஈ֊ܸ߈ʹର͢Δࡦޚͷܦඅ
– CD

2 : ୈҰஈ֊ܸ߈ͷޭͷݕग़ͷܦඅ
– CD

3 : ୈೋஈ֊ܸ߈ʹର͢Δࡦޚͷܦඅ
– BA : ͷརӹऀܸ߈ޭͷ߹ͷܸ߈
– −BD : ͷଛऀޚޭͷ߹ͷܸ߈
– e1 : ୈҰஈ֊ܸ߈ʹର͢Δࡦޚͷޭͷ
֬
– e2 : ୈҰஈ֊ܸ߈ͷޭͷݕͷ֬
– e3 : ୈೋஈ֊ܸ߈ʹର͢Δࡦޚͷޭͷ
֬
͜ΕΛɼऀܸ߈ A ͱऀޚ D ͷؒͷೋऀઓ

ུήʔϜͱͯ͠ϞσϧԽ͢Δɽ
ؔʹҰճͰͳ͍͔Εͳ͍ɽ͜Εܸ߈

ͯ͠ɼͷڀݚ [4] ͷํ๏ʹैͬͯਖ਼نԽ
͠ɼҰճͷήʔϜʹ͖ܸ߈ҰճͰ͋ΔͱԾ
ఆ͢Δɽ
ΕΔɽ͞ࢉܭʹͷརಘҎԼͷΑ͏ऀٕڝ֤
ɹऀܸ߈ͷརಘʹ
ɹɹʵ (ୈҰஈ֊ܸ߈ͷܦඅ)

ɹɹʵ (ୈೋஈ֊ܸ߈ͷܦඅ)

ɹɹʴ (ޭͷརӹܸ߈ޭͷ߹ɿܸ߈)

ɹऀޚͷརಘʹ
ɹɹʵ (ୈҰஈ֊ܸ߈ͷࡦޚͷܦඅ)

ɹɹʵ (ୈҰஈ֊ܸ߈ޭͷݕग़ͷܦඅ)

ɹɹʵ (ୈೋஈ֊ܸ߈ͷࡦޚͷܦඅ)

ɹɹʵ (ޭͷඃܸ߈ޭͷ߹ɿܸ߈)

ऀܸ߈ A ͷ७ਮઓུҎԼͷ 2छͰ͋Δɽ
– A∅ : ͳ͍ܸ͠߈
– A12 : ୈҰஈ֊ܸ߈Λߦͳ͍ɼͦΕ͕ޭ͠
ͨΒୈೋஈ֊ܸ߈Λߦͳ͏
ҎԼͷઓུɼܸ߈ͷܦඅֻ͚͔ͩͬͯརӹ

͕ແ͍ɽ͜ͷઓུʹରͯ͠ A∅ తઓུࢧ͕
ͱͳΔɽΑͬͯআ֎͢Δ
– A1 : ୈҰஈ֊ܸ߈ͷΈΛߦͳ͏
– A2 : ୈೋஈ֊ܸ߈ͷΈΛߦͳ͏
ऀޚ D ͷ७ਮઓུҎԼͷ 6छͰ͋Δɽ
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– D∅ : Կ͠ޚͳ͍
– D1 : ୈҰஈ֊ܸ߈ʹର͢ΔࡦޚͷΈΛऔΔ
– D3 : ୈೋஈ֊ܸ߈ʹର͢ΔࡦޚͷΈΛऔΔ
– D13 : ୈҰஈ֊ܸ߈ʹର͢Δࡦޚͱୈೋஈ
ΛऔΔࡦޚର͢Δʹܸ߈֊
–D23 : ୈҰஈ֊ܸ߈ͷޭͷݕग़Λߦͳ͍ɼݕ
͞ΕͨΒୈೋஈ֊ܸ߈ʹର͢ΔࡦޚΛऔΔ
– D123 : ୈҰஈ֊ܸ߈ʹର͢ΔࡦޚΛऔΓɼ
ୈҰஈ֊ܸ߈ͷޭͷݕग़Λߦͳ͍ɼݕ͞Ε
ͨΒୈೋஈ֊ܸ߈ʹର͢ΔࡦޚΛऔΔ
ҎԼͷઓུɼݕ͢Δ͕͠ޚͳ͍ɼͱ͍

͏͜ͱͰ͋Γɼݕͷܦඅֻ͚͔ͩͬͯརӹ͕
ແ͍ɽ͜ͷઓུʹରͯͦ͠ΕͧΕ D∅ ͱ D1

తઓུͱͳΔɽΑͬͯআ֎͢Δɽࢧ͕
–D2 : ୈҰஈ֊ܸ߈ͷޭͷݕग़ͷΈΛߦͳ͏ɽ
–D12 : ୈҰஈ֊ܸ߈ʹର͢ΔࡦޚΛऔΓɼୈ
Ұஈ֊ܸ߈ͷޭͷݕग़Λߦͳ͏ɽ
རಘؔ UA( ), UD( )ҎԼͷΑ͏ʹ͢ࢉܭ
Δɽྫ͑ UA(A12, D123) ͜ͷΑ͏ʹͳΔɽ
UA(A12, D123) =

−CA
1 + (1− e1)(

−CA
2 + (1− e2)BA + e2(1− e3)BA

)

·ͨ UD(A12, D123) ͜ͷΑ͏ʹͳΔɽ
UD(A12, D123) =

−CD
1 − CD

2 + (1− e1)(

(1− e2)BD + e2(−CD
3 + (1− e3)BD)

)

3 ۩ମྫ

۩ମྫͱͯ͠ɼ֤ΛҎԼͷΑ͏ʹஔ͘ɽ
ɹ CA

1 = CD
1 = CD

2 = 1, CA
2 = CD

3 = 10

ɹBA = −BD = 100

ɹ e1 = e2 = e3 = 0.9

͜ͷྫͰɼऀܸ߈ A ͱऀޚ D ͷ֤७ਮઓ
ུʹର͢ΔརಘҎԼͷΑ͏ʹͳΔɽ

D\A A∅ A12

D∅ 0 \0 −100\ 89

D1 −1 \0 −11 \ 8

D3 −10\0 −20 \ −1

D13 −11\0 −12 \ −1

D23 −1 \0 −20 \ 8

D123 −2 \0 −3.18\−0.1

७ਮઓུͷதʹφογϡߧۉଘ͠ࡏͳ͍ɽ
ήʔϜͷࠞ߹֦େΛߦͳ͍ɼࠞ߹ઓུͷதͷ

φογϡߧۉΛٻΊΔͱ
((391A∅ + 50A12)/441, (D1 + 80D13)/81)

ͱͳΔɽ
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ProVerifʹ͓͚Δ҉߸ϓϦϛςΟϒͷ҆શੑཁ݅ͱܸ߈ϞσϧͷࣜܗԽ
ํ๏ʹ͍ͭͯ

Ҫߥ Ұݚ 1, Ԭ࡚ ༟೭ 2, ా ༟Ұ 3

1࡚େֶɼ2৴भେֶɼ3౦ژՊେֶ
e-mail : 1k.arai@cis.nagasaki-u.ac.jp, 2okazaki@cs.shinshu-u.ac.jp, 3futayi@stf.teu.ac.jp

1 ֓ཁ

ProVerif[1, 2]BlanchetΒ͕։ൃͨࣜ͠ܗ
Ϟσϧ (Dolev-YaoϞσϧ) Ͱͷ҉߸ϓϩτί
ϧͷ҆શੑࣗಈূݕπʔϧͰ͋Γɼ҉߸ϓϩτ
ίϧʹཁ͞ٻΕΔൿಗೝূͳͲͷ҆શੑཁ݅
Λ͢ূݕΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽProVerif͞·͟·
ͳ҉߸ϓϩτίϧͷ͕ূݕՄͰ͋Δɽ
ຊߘͰɼProVerifʹ͓͚Δ҉߸ϓϦϛςΟ

ϒͷ҆શੑཁ݅ͱܸ߈ϞσϧΛࣜܗԽ͢Δํ๏
Λใ͢ࠂΔɽ

2 ProVerifʹ͓͚Δ҉߸ϓϦϛςΟϒͷ
҆શੑཁ݅ͱܸ߈ϞσϧͷࣜܗԽ

ຊߘͰɼProVerifʹ͓͚Δ҉߸ϓϦϛςΟ
ϒͷ҆શੑཁ݅ͱܸ߈ϞσϧΛࣜܗԽ͢Δํ๏
Λใ͢ࠂΔɽ
ҰൠతʹɼProVerifܸ߈ϞσϧΛهड़͢Δ

͜ͱ͕Ͱ͖ͣɼ͞Βʹɼൿಗೝূͱ͍ͬͨج
ຊతͳ҆શੑཁ݅ Δ͜ͱ͕Ͱ͖͢ূݕ͔͠[2]
ͳ͍ͨΊɼߴͳ҉߸ϓϩτίϧͷূݕʹର͠
ͯेͳ݁Ռ͕ಘΒΕ͍ͯͳ͔ͬͨɽͦ͜Ͱɼ
ఆ͢ΔϓϩηεΛಋೖ͢ΔࢦʹࡉඪΛৄܸ߈
͜ͱͰɼجຊతͳ҆શੑཁ݅ (ΫΤϦ)Λ༻͍ͯ
Δํ๏ΛఏҊ͢Δɽ͢ূݕͳ҆શੑཁ݅Λߴ
·ͨɼ͕ऀܸ߈ΞΫηεͰ͖Δϓϩηεͱͯ͠
ϞσϧΛܸ߈ΦϥΫϧΛಋೖ͢Δ͜ͱͰɼܸ߈
ԽࣜܗԽ͢Δํ๏ΛఏҊ͢Δɽ͢ͳΘͪɼࣜܗ
͞Εܸͨ߈ϞσϧͷԼͰ͜Ε·Ͱ ProVerifͰ
ূݕͰ͖ͳ͔ͬͨߴͳ҆શੑཁ݅Λ͢ূݕ
Δํ๏ΛఏҊ͢Δɽ۩ମྫͱͯ͠ɼؔ࿈σʔλ
͖ೝূ҉߸Խํࣜ (AEAD)[3] ͷࣜܗԽͱ
ͦͷ ProVerifʹΑΔྫূݕΛใ͢ࠂΔɽ

2.1 AEADͷࣜܗԽ

ҰൠతʹɼAEADબฏจܸ߈ (CPA)ͷ
ԼͰͷकൿੑ (ࣝผෆੑ (IND))ٴͼબϝο
ηʕδܸ߈ (CMA)ͷԼͰͷଘࡏతِෆՄ
ੑ (EUF)ͷ҆શੑཁ݅Λ༗͍ͯ͠ΔɽAEAD

ͷఆٛͱͦͷ҆શੑఆٛʹ͍ͭͯɼRogaway[3]
ʹΑͬͯ༩͑ΒΕ͓ͯΓɼAEADͷߏํ๏

ͱͯ͠MAC-then-Encrypt(MtE)ͱ Encrypt-

then-MAC(EtM)ͷ 2ͭͷߏํ๏͕ఏҊ͞Ε
͍ͯΔɽAEADͷৄࡉ [3]Λࢀর͞Ε͍ͨɽ

2.2 MtEͷࣜܗԽ

ProVerifͰͷMtEͷࣜܗԽΛҎԼʹࣔ͢ɽ

(* ࣜํ߸҉ݤ௨ڞ *)

fun enc(bitstring,key,bitstring):bitstring.

reduc forall x:bitstring,k:key,r:bitstring;

dec(enc(x,k,r),k,r) = x.

(* ϝοηʔδೝূίʔυ (MAC) *)

fun mac(bitstring,key):bitstring.

reduc forall x:bitstring,k:key;

verify_mac(mac(x,k),x,k) = true.

(* AEAD: MAC-then-Encrypt (MtE) *)

fun AEAD_MtE_Enc(key,bitstring,bitstring,bitstring):bitstring.

fun AEAD_MtE_AD(bitstring):bitstring.

fun AEAD_MtE_N(bitstring):bitstring.

equation forall k:key,n:bitstring,p:bitstring,ad:bitstring;

AEAD_MtE_Enc(k,n,p,ad) = enc((p,mac((n,ad,p),k)),k,n).

equation forall k:key,n:bitstring,p:bitstring,ad:bitstring;

AEAD_MtE_Ad(enc((p,mac((n,ad,p),k)),k,n)) = ad.

equation forall k:key,n:bitstring,p:bitstring,ad:bitstring;

AEAD_MtE_N(enc((p,mac((n,ad,p),k)),k,n)) = n.

reduc forall k:key,n:bitstring,p:bitstring,ad:bitstring;

AEAD_MtE_Dec(enc((p,mac((n,ad,p),k)),k,n),n,ad,k) = p.

reduc forall k:key,n:bitstring,p:bitstring,ad:bitstring;

AEAD_MtE_Verify(enc((p,mac((n,ad,p),k)),k,n),n,ad,k) = true.

ɼMtEʹ͓͚ΔEUF–CMA૬ͷ҆શʹ࣍
ੑཁ݅Λ͢ূݕΔϓϩτίϧΛҎԼʹࣔ͢ɽ

(* એݴ෦ *)

free c: channel.

type key.

free Kaead: key [private].

(* ҉߸ϓϦϛςΟϒͷهड़লུ *)

(* ΫΤϦ *)

event BRKs(bitstring,bitstring,bitstring).

event BRKe(bitstring,bitstring,bitstring).

query v:bitstring,w:bitstring,x:bitstring;

event(BRKe(v,w,x)) ==> event(BRKs(v,w,x)).

(* ҉߸ԽΦϥΫϧ *)

let processEO_MtE(Kaead:key) =

in(c,(na:bitstring,ada:bitstring,pa:bitstring));

event BRKs(na,ada,pa);

out(c,AEAD_MtE_Enc(Kaead,na,pa,ada)).

(* ςετΦϥΫϧ *)

let processTO_MtE(Kaead:key) =

in (c, (na’:bitstring,ada’:bitstring,d:bitstring));

if (AEAD_MtE_Verify(d,na’,ada’,Kaead) = true) then

let pa’ = AEAD_MtE_Dec(d,na’,ada’,Kaead) in

event BRKe(na’,ada’,pa’).

(* ϝΠϯϓϩηε *)
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process

(!processEO_MtE(Kaead)) | processTO_MtE(Kaead)

ຊࣜܗԽͰɼ͕ऀܸ߈ΞΫηεͰ͖Δϓϩ
ηεͱͯ͠҉߸ԽΦϥΫϧΛಋೖ͢Δ͜ͱͰબ
ϝοηʔδܸ߈ (CMA)ΛࣜܗԽ͠ɼجຊత
ͳ҆શੑཁ݅ (ΫΤϦ)Ͱ͋Δ eventͷରԠද໌
ΫΤϦ [2]Λ༻͍Δ͜ͱʹΑΓɼߴͳ҆શੑ
ཁ݅Ͱ͋ΔଘࡏతِෆՄੑ (EUF)Λূݕ
͍ͯ͠Δɽ۩ମతʹɼeventͷରԠද໌ΫΤ
ϦΛ༻͍Δ͜ͱͰ “҉߸ΦϥΫϧʹ࣭ͨ͜͠
ͱͷͳ͍ϝοηʔδ”ͷ෦ΛࣜܗԽ͍ͯ͠Δɽ
ͷ݁ՌɼProVerifূݕ “true”Λग़ྗɼ͢ͳ
ΘͪɼຊࣜܗԽʹ͓͚ΔMtEEUF–CMA૬
ͷ҆શੑཁ݅Λຬͨ͢͜ͱΛ͢ূݕΔ͜ͱ͕
Ͱ͖ͨɽ
ଓ͍ͯɼMtEʹ͓͚Δ IND–CPA૬ͷ҆
શੑཁ݅Λ͢ূݕΔϓϩτίϧΛҎԼʹࣔ͢ɽ

(* એݴ෦ - ௨෦লུڞ *)

free px: bitstring [private].

(* ҉߸ϓϦϛςΟϒͷهड़লུ *)

(* ҉߸ԽΦϥΫϧ *)

let processEO_MtE(Kaead:key) =

in(c,(na:bitstring,ada:bitstring,pa:bitstring));

out(c,AEAD_MtE_Enc(Kaead,na,pa,ada)).

(* ϝΠϯϓϩηε *)

process

(!processEO_MtE(Kaead)) |

(new nonpx:bitstring;

new adpx:bitstring;

new rand:bitstring;

let Caeadpx = AEAD_MtE_Enc(Kaead,nonpx,px,adpx) in

out(c,(choice[Caeadpx,rand])))

ຊࣜܗԽͰɼ͕ऀܸ߈ΞΫηεͰ͖Δϓϩ
ηεͱͯ͠҉߸ԽΦϥΫϧΛಋೖ͢Δ͜ͱͰબ
ฏจܸ߈ (CMA)ΛࣜܗԽ͠ɼجຊతͳ҆શ
ੑཁ݅ (ΫΤϦ)Ͱ͋Δ choice(؍ଌՁ)ΫΤ
Ϧ [2]Λ༻͍Δ͜ͱʹΑΓɼߴͳ҆શੑཁ݅
Ͱ͋Δࣝผෆੑ (IND)Λ͍ͯ͠ূݕΔɽ۩
ମతʹɼൿີ pxͷ҉߸จͱɼ҉߸จͱ·ͬ
ͷͳ͍ཚؔͨ͘ randͷ؍ଌՁੑΛূݕ
͍ͯ͠Δɽূݕͷ݁ՌɼProVerif “true”Λ
ग़ྗͨ͠ɽ͜ͷ݁Ռɼ྆ऀऀܸ߈ʹͱͬͯ
ࣝผͰ͖ͳ͍͜ͱΛҙຯ͢Δɽ͍͑ݴΔͳΒ
ɼ͜ͷ݁Ռ҉߸ΦϥΫϧͷग़ྗͱཚͷࣝ
ผෆੑΛ͍ࣔͯ͠ΔɽҎ্ΑΓɼຊࣜܗԽʹ
͓͚ΔMtE IND–CPA૬ͷ҆શੑཁ݅Λ
ຬͨ͢͜ͱΛ͢ূݕΔ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ

2.3 EtMͷࣜܗԽ

ProVerifͰͷ EtMͷࣜܗԽΛҎԼʹࣔ͢ɽ

(* MtE ͱಉ༷ͳՕॴলུɼ΄΅ಉ༷ʹࣜܗԽՄ *)

(* AEAD: Encrypt-then-MAC (EtM) *)

fun AEAD_EtM_Enc(key,bitstring,bitstring,bitstring):bitstring.

equation forall k:key,n:bitstring,p:bitstring,ad:bitstring;

ɹ AEAD_EtM_Enc(k,n,p,ad) =

ɹ (encrypt(p,k,n),mac((n,ad,encrypt(p,k,n)),k)).

ͳ͓ɼEtMʹ͓͚ΔEUF–CMA૬ͷ҆શ
ੑཁ݅Λ͢ূݕΔϓϩτίϧʹ͍ͭͯɼMtE

ͷূݕϓϩτίϧͷ “MtE” ͷهड़Λ “EtM”

ʹม͢ߋΔ͜ͱʹΑΓɼಉ༷ʹ͢ূݕΔ͜ͱ͕
Ͱ͖Δɽূݕͷ݁ՌɼProVerif “true”Λग़
ྗɼ͢ͳΘͪɼຊࣜܗԽʹ͓͚ΔEtMEUF–

CMA૬ͷ҆શੑཁ݅Λຬͨ͢͜ͱΛ͢ূݕ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ
ଓ͍ͯɼEtMʹ͓͚Δ IND–CPA૬ͷ҆
શੑཁ݅Λ͢ূݕΔϓϩτίϧΛҎԼʹࣔ͢ɽ

(* MtE ͱڞ௨෦লུ *)

(* ϝΠϯϓϩηε *)

process

(!processEO_EtM(Kaead)) |

(new nonpx:bitstring;

new adpx:bitstring;

new rand1:bitstring;

new rand2:bitstring;

let Caeadpx = AEAD_EtM_Enc(Kaead,nonpx,px,adpx) in

out(c,(choice[Caeadpx,(rand1,rand2)])))

ͷ݁ՌɼProVerifূݕ “true”Λग़ྗɼ͢
ͳΘͪɼຊࣜܗԽʹ͓͚Δ EtM IND–CPA

૬ͷ҆શੑཁ݅Λຬͨ͢͜ͱΛ͢ূݕΔ͜ͱ
͕Ͱ͖ͨɽ

3 ·ͱΊ

ຊߘͰɼProVerifʹ͓͚Δ҉߸ϓϦϛςΟ
ϒͷ҆શੑཁ݅ͱܸ߈ϞσϧΛࣜܗԽ͢Δํ๏
Λใͨ͠ࠂɽ۩ମྫͱͯ͠ɼAEADͷࣜܗԽ
ͱͦͷ ProVerifʹΑΔྫূݕΛใͨ͠ࠂɽ
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1  概要 
 大規模連立一次方程式𝐴𝒙 = 𝒃を高速に
解く手法として SA-AMG（Smoothed 
Aggregation - Algebraic Multigrid）法が提
案されている[1]．SA-AMG 法は問題行列
から階層的に，次元数の異なる行列を作成
して解く手法である． 

SA-AMG 法は構築部と解法部に分かれ,
前者では，問題行列から次元数のより小さ
い複数の行列を作成する．後者では前者で
生成された行列を用い，緩和法を用いて解
く．このとき，問題行列などの大規模問題
が設置される階層を細かいレベル，問題行
列から生成された小規模な行列が設置され
る階層を粗いレベルと呼ぶ． 

SA-AMG法は，ニアカーネルベクトル成
分（{𝒑 | 𝐴𝒑 ≈ 𝟎, 𝒑 ≠ 𝟎}）を粗いレベルで解
くことで，高い収束性を実現している．定
常反復解法でこの成分が収束停滞の要因と
なることが知られ，SA-AMG法では，構築
部でこれを用いることで，高い収束性を実
現している．このベクトルは通常，問題の
特性から判断し設定される． 
我々の研究により，V-cycleで問題行列か
らニアカーネルベクトルを複数本抽出およ
び SA-AMG 法に適切な本数設定すること
で，問題特性から設定された場合よりも，
性能改善することがわかっている[2]．[2]を
含め，従来研究では，全レベルにおいてニ
アカーネルベクトルの本数を固定し設定し
ている．そこで本研究では[2]の手法を改良
し，粗いレベルでニアカーネルベクトルを
複数本抽出する手法の実装，および SA-
AMG 法にて，粗いレベルで追加的に設定
本数を増やすことでの収束性分析を行った． 
 
2  SA-AMG法 
 SA-AMG 法は問題行列から粗い行列を
階層的に生成し，それらを用いて解く手法
である．SA-AMG法は大きく分けて構築部
と解法部がある．構築部は問題行列から未

知数間のグラフ構造を作り，それを基にア
グリゲートと呼ばれる節点集合を作成し，
粗い行列を生成する．一方，解法部は構築
部で生成された行列を用い，問題を解く．
解法部の構造を図 1に示す．詳細はこの図
に委ねる．複数の階層を行き来する様子が
V字を連想させるため，このような解法部
をV-cycleと呼ぶ． 
 
3  ニアカーネルベクトル抽出手法の概要 
 我々の行った[2]の研究では，V-cycleを用
いてレベル 1のみのニアカーネルベクトル
抽出を行った．本研究では，[2]の手法を改
良し，粗いレベルに対しても同様のことを
行う手法の実装を行った．この手法の概要
に関しては，図 2に示す． 
 
4  数値実験と評価 
 本研究では，東京大学の Fujitsu PRIME 
HPC FX10[3]を使用し，数値実験ではフラ
ットMPIで，最大 512プロセス用いた．
また，本研究では 3次元弾性体問題を使用
し，この問題では，平行移動・回転成分が
ニアカーネルベクトルとして知られている．
実験では，1 プロセスあたり 153のウィー
クスケーリングで計測を行った．さらに，
AMGSライブラリ[4]を使用し，解法部では，
AMG 前処理 GPBiCG 法[5]を使用してい
る．また解法部のV-cycleの各レベルで，対
称ガウス・ザイデル法を 2回適用する．反
復の終了条件は相対残差が1.0 × 10−7とし，
反復回数が500回のとき，収束せずとした． 
本実験では，粗いレベルでニアカーネル 

表 1. 比較対象 

図 1. 解法部の概略（V-cycle） 
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ベクトル抽出および設定を行う手法の収束
性への影響分析を行った．比較対象を表 1
に示す．また，本実験はレベル 1のニアカ
ーネルベクトル設定本数を変化させ，計測
している．詳細を表 2に示す． 

 512並列の結果を図 3に示す．図 3よ
り，ニアカーネルベクトルを適切な本数設
定することで，反復回数を削減できること
がわかる．ここで，プロセス数の変化によ
る反復回数の比較を図 4に示す．図 4の
従来最良・複数階層最良はそれぞれ，「レ
ベル 1のみ」「複数階層最良」でニアカー
ネルベクトル最良本数設定時の結果であ
る．図 4より，「複数階層最良」が，どの
プロセス数でも有用であることがわかる． 
 
5  おわりに 
本研究では，粗いレベルでニアカーネル
ベクトルを複数本抽出する手法を実装し，
それらを SA-AMG法に用い収束性への影
響分析を行った．本研究より，粗いレベル
の抽出手法で適切な本数の設定により，収
束性改善することがわかった．しかし，本
数を多く用いることが必ずしも収束性改善
しないことなども見受けられた． 
 
 

比較対象 詳細 

レベル 1のみ 粗いレベルで抽出なし 

粗いレベルで抽出: 

+1，+5 

Level2以降の階層ごとに

1or5本抽出・追加設定 

表記 詳細 

3p 平行移動成分 X,Y,Z (3本) 

6p 3p(3本) + 回転成分 X,Y,Z (3本） 

3p+1,3p+2,… 3p + レベル 1での抽出本数 (最大 7本) 
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    𝑉_𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒𝜇  (𝐴𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙𝒙 = 0) 

    𝐵𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 ← 𝒙  

    𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙_𝑐𝑟𝑒𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(𝐵𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙) 

  𝐸𝑛𝑑 𝑓𝑜𝑟 

𝐸𝑛𝑑 𝑓𝑜𝑟 

𝐵をニアカーネルベクトルとして出力 

z 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡_𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟：抽出したい本数 

z 𝐴𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙：レベル𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙の問題行列𝐴 

z 𝑉_𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒𝜇：V-cycleを𝜇回繰り返す 
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3p+1 3p+2 3p+3 3p+4 3p+5 3p+6 3p+7
レベル1のニアカーネルベクトル設定本数

レベル1のみ
粗いレベルで抽出:+1
粗いレベルで抽出:+5

3p 6p

反
復
回
数

0

5

10

15

20

1 8 64 216 512

反
復
回
数

プロセス数

3p
6p
従来最良
複数階層最良

表 2. レベル 1のニアカーネルベクトル抽出本数 

図 3. 設定本数による反復回数の変化（512並列） 

図 4. プロセス数による反復回数の変化 

図 2. ニアカーネルベクトル抽出手法の概要 

表 1. 比較対象 
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େنີྻߦΛྻߦʹͭ
࿈ཱҰํ࣍ఔࣜʹର͢Δਫ਼อূ๏ʹ͍ͭͯ

ඌ࡚ ٱࠀ 1, ඌࣉ ࢙߶ 2, མ߹ ྋଠ 2, Ԯా ࢙ 3

1ࣳӜۀେֶɼ2ࣳӜۀେֶେֶӃɼ3౦ࢠঁژେֶ
e-mail : ozaki@sic.shibaura-it.ac.jp

1 ֓ཁ

ɼจ෦Պֶলࡏݱ ϙετʮژʯ๖ժత՝ 1

ʮૅجՊֶͷϑϩϯςΟΞʵݶۃͷઓʢۃ
ͷలֶࢉܭΔਫ਼อূ͖͢ࢿʹڀͷ୳ݶ
։ͱੑߴڥࢉܭͷʣʯͱ͍͏՝Λ
ਪਐ͍ͯ͠Δɽେنฒྻࢉܭʹ͓͍ͯ͞
ΕΔͷ࣠ʹରͯ͠ਫ਼ͷ࣠ΛՃ͑ɼͱ
ਫ਼ཱ͕྆͢ΔڥࢉܭͷߏஙΛ͍ͯ͠ࢦΔɽ
ຊൃදͰɼ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜͷղʹର͢Δ
ਫ਼อূ๏ͷݱঢ়ʹ͍ͭͯใࠂΛ͍͍ͨߦɽ

2 ४උ

ຊߘͰ༻͍Δه߸ͱදهͷઆ໌Λ͏ߦɽIEEE
754 [1]͕ఆΊ͍ͯΔɼ͋Δݻఆ͞Εͨਫ਼ͷු
ಈখͷू߹Λ Fͱ͢ΔɽuΛؙΊͷ୯Ґ
ͱ͢Δʢഒਫ਼ුಈখͰ͋Ε u = 2−53

Ͱ͋Δʣɽfl(·)ׅހʹ͋Δͯ͢ͷ 2߲
ԋࢉΛුಈখԋࢉʢۙ࠷ͷؙΊʣͰධ
Ձͨ݁͠ՌΛද͢ɽI దͳαΠζͷ୯Ґߦ
ྻͱ͠ɼe͕ͯ͢ 1ͷదͳαΠζͷ
ϕΫτϧͱ͢Δɽnu < 1ͱͳΔ nʹରͯ͠ɼ
γn =

nu

1− nu
ͱ͢Δɽ

3 େنࢉܭʹ͓͚Δࠩޡ

େنࢉܭͰɼԋ͕ྔࢉଟ͍ͨΊʹؙΊޡ
ࠩͷӨ͕ڹ৺͞ΕΔɽ·ͣɼژίϯϐϡʔ
λΛ༻͍ɼPBLASͷؔ pdgesvʹΑΓಘΒ
Εͨ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜͷղͷ૬ରࠩޡʹ͍ͭ
ͯௐͨɽ֤ϊʔυʹαΠζ͕ 4ສͷਖ਼ํߦ
ྻΛͪ࣋ɼϒϩοΫαΠΫϦοΫͷׂαΠζ
Λ 200ͱͨ͠ɽٙࣅཚྻߦʹઁಈΛՃ͑ͨ
ྻߦΛ༻ҙ͠ɼਅͷղ͕ͯ͢ 1ʹͳΔΑ͏
ʹ࿈ཱҰํ࣍ఔࣜΛ࡞ͨ͠ɽ͜ͷํఔࣜʹର
͢Δղͷ૬ରࠩޡΛද 1ʹ·ͱΊͨɽ
ද 1ΑΓɼྻߦͷαΠζ͕ 64ສΛ͑Δͱɼ

ഒਫ਼ුಈখͷࢉܭΛ༻͍ͯ݁Ռ୯
ਫ਼ුಈখఔͷਖ਼͔֬͞͠ͳ͍ɽΑͬ
ͯɼେنࢉܭʹؙ͓͍ͯΊࠩޡͷӨڹΛ
͑ɼࢉܭͷ࣭Λอূ͢Δ͜ͱ͕ॏཁͰ͋Δɽ

ද 1. ฏۉ૬ରࠩޡͱ࠷େ૬ରࠩޡ

n ϊʔυ ฏࠩޡۉ ࠩޡେ࠷
80000 4 4.02e-10 2.23e-09

160000 16 2.94e-09 1.57e-08

320000 64 1.08e-08 7.17e-08

640000 256 1.64e-07 1.15e-06

1280000 1024 2.69e-08 1.56e-07

4 େنڥػࢉܭԼͰͷਫ਼อূ๏

ఔࣜͷํ࣍ίϯϐϡʔλ্Ͱ࿈ཱҰژɼࡏݱ
ղʹର͢Δਫ਼อূ๏Λ࣮͍ͯ͠Δɽ࿈
ཱҰํ࣍ఔࣜΛ Ax = bͱ͠ʢA ∈ Rn×n, b ∈
Rnʣɼx̂ͦͷۙࣅղͱ͢Δɽ∥RA− I∥∞ < 1

ͱͳΔR ∈ Rn×n͕ଘ͢ࡏΕ

∥x̂−A−1b∥∞ ≤ ∥R(Ax̂− b)∥∞
1− ∥RA− I∥∞

(1)

ཱ͕͠ɼ͜ͷํ๏ʹΑΔ࣮ΛਐΊ͍ͯΔɽ

4.1 ͷਖ਼ଇੑͷอূྻߦ

ࣜ (1)ͷ্ݶΛࢉܭͷΈΛ༻͍ͯٻΊΔ
͜ͱΛ͑ߟΔɽ͜ͷࢉܭʹ͓͍ͯ ∥RA−I∥∞
ͷ্ݶͷ࠷ʹࢉܭࢉܭίετΛཁ͢Δɽ·ͣɼ
จݙ [2]ͷख๏Λߟࢀʹɼ

∥RA− I∥∞ ≤ ∥fl(|RA− I|)∥∞
+ ∥(n+ 1)u(|R|(|A|e) + e)∥∞

(2)

ίϯϐϡʔλ༻ʹίʔυΛ࣮͠ژɼ͖ͮجʹ
ͨʢ࣮ࡍʹΞϯμʔϑϩʔ߲ѻ͍ͬͯΔʣɽ
ӈลΛ୯Ґྻߦͱͨ͠ํྻߦఔࣜͷղͱ͠
ͯ Aͷۙྻߦٯࣅ RΛٻΊͨɽྻߦͱϕΫτ
ϧͷੵΛ IEEE 754͕ఆΊΔ্ؙ͖ΊͷϞʔ
υͰ͢ࢉܭΔؔΛࣗ͠࡞ɼ∥RA − I∥∞ͷ্
Λಘͨɽݶ
͜͜Ͱɼੵྻߦʹ͓͍ͯϒϩοΫࢉܭΛಋೖ
͢ΔɽϒϩοΫαΠζΛ n′ɼϒϩοΫΛ s =

⌈n/n′⌉ͱͨ͠ͱ͖ɼ

∥RA− I∥∞ ≤ ∥fl(|RA− I|)∥∞
+ ∥γn′+s(|R|(|A|e) + e)∥∞

(3)
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ද 2. ͷൺؒ࣌ࢉܭͷੵྻߦ

αΠζ n′ = 200 n′ = 500 n′ = 1000

80000 1.061 1.060 1.034

160000 1.100 1.068 1.046

320000 1.192 1.069 1.044

640000 1.383 1.070 1.045

1280000 1.783 1.066 1.047

ද 3. ∥RA− I∥∞ ͷ্ݶ (n = 1280000)

݅ ௨ৗ࣮ ϒϩοΫ࣮
102 1.800828e-02 2.137594e-05

104 1.039366e+01 1.235979e-02

106 - 5.428087e-01

108 - 8.081996e+00

͕ΒΕ͍ͯΔɽϒϩοΫੵྻߦɼnߦ n′ྻ
ͷྻߦͱn′ߦnྻͷྻߦͷੵʹΑΓΞοϓσʔ
τΛ͍ͯ͘͠ɽϒϩοΫαΠζϒϩοΫ͕√
nʹ͍ۙͱ͖ʹ γn′+sΛ࠷খԽͰ͖Δɽ
n′ = 200, 500, 1000ͱઃఆ͠ɼ௨ৗͷpdgemm

ͷؒ࣌ࢉܭͱϒϩοΫੵྻߦͷؒ࣌ࢉܭͷൺΛ
ද 2ʹࣔͨ͠ɽ֤ϊʔυʹอଘ͍ͯ͠Δྻߦͷ
αΠζ 20000Ͱ͋ΓɼϒϩοΫαΠΫϦοΫ
ͷׂαΠζ 200Ͱ͋Δɽ
ϒϩοΫαΠζn′͕ ͷαΠζ͕ྻߦ200͔ͭ

32ສΛ͑ΔͱɼϒϩοΫੵྻߦύϑΥʔϚ
ϯεͷԼ͕େ͖͍ɽҰํͰɼn′͕ 500, 1000

ͷ߹ɼྻߦͷαΠζʹΑΒͣύϑΥʔϚϯ
εͷԼ͕͋·Γͳ͍ɽ100ສݩͷɼ͢ͳ
Θͪ n = 106ͷ߹ʹ n′ =

√
n = 1000Ͱ͋

ΔͨΊɼϒϩοΫࢉܭʹΑΔύϑΥʔϚϯεͷ
ԼແࢹͰ͖Δɽ͜ͷͱ͖ɼγn′+s (n+1)u

ʹରͯ͠ 500ഒఔখ͘͞ͳΔͨΊɼϒϩοΫ
ඇৗʹ༗༻Ͱ͋Δɽࢉܭ
ʹ࣍ (2)ͱ (3)Λ༻͍ͯ ∥RA−I∥∞ͷ্ݶΛ
ධՁͨ݁͠ՌΛද ࢉܭɽϒϩοΫͨ͠ࡌهʹ3
Λ༻͍ͳ͍߹ʹɼྻߦͷ͕݅ 104

Ͱਫ਼อূʹࣦഊͨ͠ɽҰํͰϒϩοΫࢉܭ
Λ༻͍ͨ߹͕݅ 106Ͱਫ਼อূʹ
ޭͨ͠ɽ

4.2 ɾϕΫτϧੵྻߦਫ਼ͳߴ

(1)ʹ͓͚ΔࠩAx̃− bܻམ͕ͪൃੜ͢Δ
ΛࠩͰ͋ΔɽΑͬͯɼ͜ͷࢉܭ

c− r ≤ Ax̂− b ≤ c+ r

ද 4. ͷൺؒ࣌ࢉܭɾϕΫτϧੵͷྻߦਫ਼ߴ

n/10000 8 16 32 64 128

ൺؒ࣌ 14.2 19.1 30.5 25.7 22.3

ͱͳΔ c, r ∈ FnʹΑΓแؚ͢Δߴਫ਼ͳੵ
ͷࢉܭ๏ ([3]ɼAlgorithm 5.8)Λߦ ɾྻϕΫτϧ
ੵʹ֦ு࣮ͯͨ͠͠ɽͨͩ͠ɼ͜ͷ࣮ʹ
Fused Multiply-AddΛ༻ͨ͠ɽpdgemvؔ
ͱߴਫ਼ࢉܭͷؒ࣌ࢉܭͷൺΛද 4ʹࣔͨ͠ɽ
ද 4ΑΓɼߴਫ਼ࢉܭ pdgemvͷ࠷େͰ 30

ഒఔͷؒ࣌ࢉܭΛཁͨ͠ɽͨͩ͠ɼ࿈ཱҰ࣍
ํఔࣜͷਫ਼อূશମͱͯ͠ྻߦɾ͕ੵྻߦ
ଘ͢ࡏΔɽΑͬͯɼAx̂ − bͷแؚʹߴਫ਼ܭ
ͷ૿Ճؒ࣌ࢉܭɼશମʹ͓͚Δͯ͠༺Λࢉ
ͷׂ߹େنࢉܭͰඍʑͨΔͷͰ͋Δɽ
ɼΑΓѱ݅ͳ·ͰରԠͰ͖Δखޙࠓ
๏ͷ࣮ɼϝϞϦ༻ྔΛ࣮ͨ͠ݮɼࠩޡ
ܘͷվળΛ͏ߦɽ

ँࣙ
ຊڀݚɼจ෦Պֶল ϙετʮژʯ๖ժత
՝ 1ʮૅجՊֶͷϑϩϯςΟΞ ʵ ͷݶۃ
ઓʢݶۃͷ୳͢ࢿʹڀΔਫ਼อূ͖ܭ
ͷʣʯͷҰڥࢉܭੑߴͷల։ͱֶࢉ
ͱ࣮ͯ͠͠ࢪɼ݁ՌͷҰ෦ཧԽֶڀݚॴͷ
εʔύʔίϯϐϡʔλʮژʯΛར༻ͯ͠ಘΒΕ
ͨͷͰ͋Δʢ՝൪߸ɿhp170224ʣɽ
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TSQRΞϧΰϦζϜʹ͓͚Δྻߦ֯ࡾͷϦμΫγϣϯॲཧʹؔ͢Δߟ

ਂ୩  1

1ւಓେֶ ใج൫ηϯλʔ
e-mail : fukaya@iic.hokudai.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ͷεʔύʔίϯϐϡʔλγεςϜɼωࠓࡢ
οτϫʔΫͰ݁ΕͨଟͷࢉܭϊʔυʹΑ
Γߏ͞Ε͍ͯΔ͜ͱ͕ҰൠతͰ͋Δɽ·ͨɼ
CPUͷԋੑࢉʹରͯ͠ɼωοτϫʔΫΛհ
ͨ͠௨৴ੑ૬ରతʹੑ্͕͘͠ɼಛ
ʹɼ௨৴ͷϨΠςϯγʢ௨৴ͷηοτΞοϓί
ετʣ͕ଟͷϊʔυΛ༻ͨ͠ฒྻ࣌ࢉܭ
ʹେ͖ͳͱͳΔ͜ͱ͕ࢦఠ͞Ε͍ͯΔɽ͜
ͷΑ͏ͳഎ͔ܠΒɼۙɼ௨৴ճආܕʢCAɿ
Communication-AvoidingʣΞϧΰϦζϜͷݚ
ΘΕ͍ͯΔɽߦʹൃ׆͕ڀ
ʹ͓͚Δදతͳ௨৴ճආࢉܭྻߦີ

ߦΞϧΰϦζϜͱͯ͠ɼॎʢTall-Skinnyʣܕ
ྻͷ QRղΛ͢ࢉܭΔɼTSQRΞϧΰϦζ
Ϝ [1]͕ΒΕ͍ͯΔɽ͢Ͱʹɼ༷ʑͳػࢉܭ
ɼTSQRΞϧΰϦζϜ͕༗ޮͱ͍͓ͯʹڥ
ͳΔ͕ྫࣄใ͞ࠂΕ͓ͯΓɼஶऀΒ͕ژͨͬߦ
ίϯϐϡʔλΛ༻͍ͨੑධՁͰɼैདྷͷϋ
εϗϧμʔQRղΑΓߴͱͳΔ͜ͱ͕
֬ೝ͞Ε͍ͯΔ [2]ɽTSQRΞϧΰϦζϜͰɼ
֤ϊʔυͰಠཱʹ QRղΛͯ͠ಘΒΕ্ͨ
ΛॖʢϦμΫγϣϯʣ͢Δॲཧ͕͋ྻߦ֯ࡾ
Γɼ͜ͷίετϊʔυʹԠͯ͡૿Ճ͢Δɽ
͕ͨͬͯ͠ɼϊʔυ͕૿͑ͨ߹ʹɼΑΓྑ
͍ฒྻԽޮΛಘΔͨΊʹɼ্ྻߦ֯ࡾͷϦ
μΫγϣϯॲཧͷޮԽ͕ॏཁͱͳΔɽࠓճͷ
ൃදͰɼ͜ͷ෦ͷॲཧͷํ๏ʹ͍ͭͯݕ౼
Λ͏ߦɽ

2 TSQRΞϧΰϦζϜͷ֓ཁ

TSQR ΞϧΰϦζϜͷ֓ཁΛհ͢Δɽͳ
͓ɼৄࡉʹ͍ͭͯɼจݙ [1]ͳͲʹҕͶΔɽ
ೖྗྻߦAΛํߦʹϒϩοΫʹׂ͠ɼ֤
ϊʔυʢϓϩηεʣ͕ 1ͭͷϒϩοΫΛอ࣋͠
͍ͯΔͱ͢ΔɽTSQRΞϧΰϦζϜͰɼ·ͣɼ
֤ϓϩηε͕อ͍ͯ࣋͠Δ෦ྻߦͷʢϋε
ϗϧμʔʣQRղΛಠཱʹ͍ߦɼ্ྻߦ֯ࡾ
ΛಘΔɽ࣍ʹɼ֤ϓϩηε͕อ͍ͯ࣋͠Δ্ࡾ
ߦ֯ࡾͷ্ݸΛϊʔυؒͰ௨৴͠ɼෳྻߦ֯
ྻΛॎʹฒͨྻߦͷʢϋεϗϧμʔʣQR

n

m

!"#$%
!"#$&
!"#$'
!"#$(

A

)*)+,

)*)+,
-.!"#$/0123456789:;

-.!"#$/0123456789:;

-.!"#$/01+<089:;
ਤ 1. TSQRΞϧΰϦζϜͷ֓ཁʢೋʹैͬͯϦμ
ΫγϣϯΛͨͬߦ߹ʣɽ

ղΛ͜͏ߦͱͰɼ্ྻߦ֯ࡾͷϦμΫγϣϯ
ॲཧΛ͏ߦɽ࠷ऴతʹ্͕ྻߦ֯ࡾશମͰ 1ͭ
ʹͳΔ·Ͱɼ͜ͷॲཧΛ܁Γฦ͢͜ͱͰɼೖྗ
ͷQRղͷ݁ՌΛಘΔɽ۩ମతͳྫͱ͠ྻߦ
ͯɼਤ 1ʹɼϓϩηε͕ 4Ͱɼೋʹैͬ
ͯϦμΫγϣϯΛͨͬߦ߹ͷࢉܭͷશମ૾Λ
ࣔ͢ɽ
ఆͯ͠ɼϊʔυΛ૿ͨ͠ݻαΠζΛྻߦ

ʢڧεέʔϦϯάͷʣ߹ɼ֤ϊʔυ͕อ࣋͠
͍ͯΔ෦ྻߦͷαΠζϊʔυʹԠͯ͡খ
͘͞ͳΔͷͰɼͦͷ෦ͷQRղͷؒ࣌ࢉܭ
ݮগ͢Δɽٯʹɼ্ྻߦ֯ࡾͷϦμΫγϣϯ
ॲཧɼೋʹैͬͯॲཧΛ͏ߦ߹ɼϊʔ
υΛ P ͱͯ͠ɼO(log2 P )Ͱίετ͕૿Ճ͢
Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼ্ྻߦ֯ࡾͷϦμΫγϣϯॲ
ཧɼTSQRΞϧΰϦζϜͷฒྻੑΛٞ͢
Δ্ͰॏཁͳϙΠϯτͱͳΔɽ࣮ࡍɼஶऀΒɼ
Λྻߦ֯ࡾ্ ͷQRղͷ࣮ྻߦฒͨݸ2
ํ๏ʹΑͬͯɼTSQRΞϧΰϦζϜશମͷੑ
͕େ͖͘มԽ͢Δ͜ͱΛใ͍ͯ͠ࠂΔ [3]ɽ

3 ౼ݕͷϦμΫγϣϯํ๏ͷྻߦ֯ࡾ

TSQRΞϧΰϦζϜʹ͓͚Δ্ྻߦ֯ࡾͷϦ
μΫγϣϯͷॲཧɼଟ͘ͷจݙͰɼೋʹ
ै͏ํ๏ͱͳ͍ͬͯΔɽ͔͠͠ɼ3ͭҎ্ͷ্
ΛҰʹQRղ͢ྻߦΛॎʹฒͨྻߦ֯ࡾ
Δ͜ͱͰɼ3ͭҎ্ͷ্ྻߦ֯ࡾΛ 1ͭʹॖ
͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ࣮ ݙɼจࡍ [4]Ͱɼ֤ ϊʔ
υͰ͞ࢉܭΕ্ͨྻߦ֯ࡾΛશͯ·ͱΊͯɼҰ
ʹ 1ͭʹू͢Δ࣮͕༻͍ΒΕ͍ͯΔɽͦ
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͜Ͱɼࠓճɼೋʹैͬͯ 2ͭͣͭॖ͢Δ
ͷͰͳ͘ɼ3ͭҎ্ͷ্ྻߦ֯ࡾΛҰʹॲ
ཧ͢Δ͜ͱͰɼར͕ੜ͡Δͷ͔͢ߟΔɽ
·ͣɼϊʔυؒͷ௨৴ίετʹؔͯٞ͢͠

Δɽ3ͭҎ্ͷ্ྻߦ֯ࡾΛҰʹॲཧ͢Δ
߹ɼಛఆͷϊʔυʹ 2 ͭҎ্ͷଞͷϊʔυ͔
Β্ྻߦ֯ࡾΛ௨৴͢Δඞཁ͕͋Δɽͦͷࡍɼ
ड৴ϊʔυ͕ɼෳͷૹ৴ϊʔυ͔Βͷσʔλ
Λฒྻʹड৴Ͱ͖Δ͔Ͳ͏͔͕ϙΠϯτͱͳ
Δɽྫ͑ɼ8ݸͷ্ྻߦ֯ࡾͷϦμΫγϣϯ
Λͨ͑ߟ߹ɼೋʹै͏߹ͷ௨৴ίετ
 3TcommͱͳΔɽͨͩ͠ɼTcommɼ্֯ࡾ
ྻߦ ͷίετͰ͋ΔɽҰํɼࡍΛ௨৴͢Δݸ1
ΛҰʹॲཧ͢Δ߹ɼ͋Δྻߦ֯ࡾͷ্ݸ8
ϊʔυʹ 7Օॴ͔Βσʔλ͕ૹ৴͞ΕΔ͜ͱʹ
ͳΓɼฒྻʹड৴͕Ͱ͖ͳ͍ʢஞ࣍తʹड৴͢
Δʣ߹ɼͦͷίετ 7TcommͱͳΔɽҎ্
ͷ͜ͱΛ౿·͑Δͱɼෳͷૹ৴ϊʔυ͔Βͷ
σʔλͷड৴ΛฒྻʹॲཧͰ͖ͳ͍߹͕͋ͬ
ͨΓɼฒྻʹड৴͕ՄͰ࣮͋ͬͯݱతʹಉ
ΒΕ͍ͯͨΓ͢ΔͷͰɼݶॲཧͰ͖Δʹ࣌
͋·Γʹଟͷ্ྻߦ֯ࡾΛҰʹ·ͱΊͯॲ
ཧΛ͢Δͷɼ௨৴ίετͷ؍͔ΒಘࡦͰ
ͳ͍ͱࢥΘΕΔɽ
Λྻߦ֯ࡾͷ্ݸɼෳʹ࣍ 1ͭʹू͢Δ
ॲཧʢQRղʣͷԋࢉίετʹؔͯٞ͢͠
Δɽਤ 2ɼ͜ͷࢉܭͷ༷ࢠʢ4ݸͷ߹ʣΛ
͍ࣔͯ͠Δ͕ɼਤ͔Β͔ΔΑ͏ʹɼԋࢉճ
ɼ্ྻߦ֯ࡾͷݸΛMɼ্ྻߦ֯ࡾͷαΠ
ζΛn×nͱͨ͠߹ɼc(M−1)n3ఔͱͳΔɽ
ͨͩ͠ɼcྻߦͷݸαΠζʹґଘ͠ͳ͍
ఆͰ͋Δɽ௨৴ίετͷٞͱಉ༷ʹɼ8ݸ
ͷ্ྻߦ֯ࡾͷϦμΫγϣϯΛ͑ߟΔͱɼೋ
ʹै͏߹ͷԋࢉճ 3cn3ͱͳΔɽҰํɼ
ճɼ7cn3ࢉΛҰʹॲཧ͢Δ߹ͷԋݸ8

ͱͳΓɼ௨৴ίετಉ༷ɼೋʹै͏ํ͕ԋ
ճͷͰ༗རͱͳΔɽࢉ
͔͠͠ɼԋࢉίετʹ͍ͭͯɼ͏গٞ͠

Λ͢Δ༨͕͍ͯͬΔɽۙͷCPUʹ͓
͚Δԋؒ࣌ࢉɼ୯७ʹԋࢉճ͚ͩͰٞ
Ͱ͖ͳ͍߹͕ଟʑ͋Δɽࠓճͷ߹ɼ্֯ࡾ
͕ྻߦ ίΞࢉͷ߹ʹɼۙͷCPUͷԋݸ2
Λશͯ׆༻͢Δ͜ͱʢn͕ेʹେ͖͍߹
Λআ͍ͯʣࠔͰ͋Δɽٯʹɼ্ྻߦ֯ࡾͷݸ
͕૿͑ͨͱͯ͠ɼ༨͍ͬͯΔԋࢉίΞΛ׆
༻͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Εɼԋࢉճ͕૿͑ͨͱ͠
ͯɼԋؒ࣌ࢉ͋·Γ૿Ճ͠ͳ͍Մੑߟ
͑ΒΕΔɽવɼϋʔυΣΞOpenMP

!"#$

!"

ਤ 2. ʢ4ݸͷʣ্ྻߦ֯ࡾͷϦμΫγϣϯॲཧͷ༷ࢠɽ

ͷεϨουฒྻԽϥΠϒϥϦʹґଘ͢ΔͰ
͋Δ͕ɼCPUͷࡌίΞʹ߹Θ࣮ͤͨΛ
͢Δ͜ͱͰɼ3ݸҎ্ͷ্ྻߦ֯ࡾΛҰʹॲ
ཧ͢Δํ๏͕༗ޮͱͳΔ߹͑ߟΒΕΔɽ
ൃදɼ্ड़ͷٞʹ͍ͭͯɼ࣮ࡍʹϓ
ϩάϥϜΛ࣮݁ͨ͠ߦՌΛࣔ͠ͳ͕Βɼݱঢ়ͷ
Δ༧ఆͰ͋Δɽ͢ࠂΛใگͰͷঢ়ڥػࢉܭ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 15K16000ͷॿ
Λड͚͍ͯΔɽ

ݙจߟࢀ
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キリング方程式の可積分条件
友田 健太郎 1, 宝利 剛 2, 安井 幸則 3

1神戸大学，2京都大学，3摂南大学
e-mail : k-tomoda@stu.kobe-u.ac.jp

1 はじめに
古典力学の基本問題に与えられたハミルト

ン系の可積分性を判定することがあります．こ
こで，ポアソン括弧に関して可換で独立な保存
量が，考えるハミルトン系の自由度と等しい数
あるとき，このハミルトン系を可積分系とよび
ます．
可積分系の最大の特徴は，正準方程式を解析

的に解くことができるということです．方程式
を法則，その解を現象と読みかえたとき，可積
分系とは現象と法則の対応があらわにわかる
系だといえるでしょう．興味深いことに，ケプ
ラー問題や調和振動子，カー時空上の自由粒子
など，物理的示唆に富んだ系の多くが可積分系
になっています．可積分性を判定するための努
力は，新たな数学分野を拓き，物理学の進歩に
本質的な貢献をしてきました．

2 キリング方程式
古くから知られていることは，保存量と対称

性との間に対応関係があるということです．実
際，ネーターの定理として知られているように，
運動量の一次で与えられる保存量の存在は，配
位空間に作用する等長変換群の存在と等価で
す．この考え方を拡張して，運動量の二次以上
の保存量が存在するとき，相空間に力学的対称
性が存在するといわれます．例えば，ケプラー
問題のルンゲ–レンツベクトルや，カー時空上
のカーター定数は，力学的対称性を反映した保
存量です．
力学的対称性は，配位空間上のキリングテン

ソルの存在によって表されます．ここで，p階
のキリングテンソルは，キリング方程式

∇(bKa1···ap) = 0 , (1)

を満たすテンソル場として定義され，運動量ua

の p次の保存量Qを与えます：

∇aQ = 0 , Q ≡ ua1 · · ·uapKa1···ap ,

ここで，∇aは共変微分，丸括弧 (...)は添字の
対称化を表します．

3 研究目的と方策
本研究は，ハミルトン系の可積分性を判定す

るという動機に基づいて，与えられたハミルト
ン系に運動量の多項式型の保存量が存在するか
どうかということを問題にします．そのために，
キリング方程式をどのように解くか，そもそも
解はあるのかという問に取り組みます．
方策は以下の通りです．まず，キリング方程

式 (1)は，線型の偏微分方程式系であり，その
階数 pの値によらず過剰決定系になることが知
られています．そのため，キリング方程式の解
が存在するための条件（可積分条件）は，多様
体の幾何学量に制限をかけます．この制限は強
力で，キリング方程式の可積分条件から，キリ
ング方程式の解の個数を判定することが可能で
あることがわかっています．
キリング方程式 (1)の可積分条件を導出する
ことが本研究の課題です．

4 結果とまとめ
キリングベクトルKaの可積分条件は，

Ya c
b d

[
(∇dRcba

m)Km − 2Rcba
mK(1)

md

]
= 0 ,

(2)

ここで，YΦは標準ヤング盤に関するヤング対
称子，K(1)

ab ∈ a
b はキリングベクトルから誘導

される反対称テンソル，Rabcdはリーマンテン
ソル．
二階，三階，四階のキリングテンソルの可積

分条件も得ているが，ここでは省略する．
本研究で得られた成果によって，ハミルトン

系に存在する運動量の四次の保存量の存在を判
定することが可能となった．また，四階までの
キリングテンソルの可積分条件は，長方形のヤ
ング対称性をもつことが確かめられた．例えば，
条件式 (2)は，リーマンテンソルRabcdと全く
同じ対称性を有する．
本講演内容は論文 [1]の成果に基づく．

参考文献
[1] 宝利剛，友田健太郎，安井幸則，

arXiv:1704.02074
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Schwarz微分方程式の離散化と複比について 
 
   伊藤 利明 
     同志社大学 

     e-mail: toito@mail.doshisha.ac.jp 

 
1  概要 
 Schwarz 微分は色々なところに現れる[1,2]．
ここでは 2階線形常微分方程式の Schwarz微分

方程式と対応する 2 階線形差分方程式の

Schwarz 差分方程式を扱う．Schwarz 差分方程

式には色々な誘導法があるが[3]，最終的に複

比(Corss-ratio)が離散版の Schwarz 微分とみ

なすことで得られる離散方程式が一番自然な

概念の同一視であることがわかる． 

ところで複比は射影空間で非常に基本的な

概念であり至る所に現れる．複比は簡単な変形

で一次分数変換の形をした非線形離散方程式

ともみなせ，また Riccati型離散方程式でもあ

る．この道筋を逆にたどると，Schwarz 差分方

程式は，特殊関数の離散的扱いに関係している

ことがわかる．実際に連立一次分数変換方程式

により，離散パンルヴェ方程式の候補などが見

つけ出された[4]．以上の背景から本報告では

Schwarz 微分方程式の離散化と複比の関係を再

考する 

 

2  離散版 Schwarz微分と複比 
 次の 2階線形常微分方程式において， 

,0)(')()("  �� yxqyxpxy  
,)/()(,/ 21 dcbayy ��  ]][]  

とすると，Schwarz微分は以下で定義される， 
^ ` 22 '2/)''3''''2(:, ]]]]] � x . 

特徴として，一次分数変換で不変

^ ` ^ `xx ,, []  であり，また次の Schwarz微分

方程式が得られる． 
^ ` 2/)()(')(2:, 2xpxpxqx �� ] . 

 ところで，これに対する2階線形差分方程式， 
,0)()()( )1()()1(  �� �� kkk ykRykQykP  

の離散版 Schwarz微分方程式は，
)(

2
)(

1
)( / kkk yy ] を用い， 

))(/())(( )2()1()()1()2()()1()1( ������ ���� kkkkkkkk ]]]]]]]]  
)1()(/)1()( �� kRkPkQkQ , 

となる[3]．上式の左辺は複比である．この複比

(以後
)2/1( �kCr と略記する)とSchwarz微分との

関係は， 

^ ` )(2/}4{, 22)2/1()2/1( '�'� �� OCrx kk] , 

であり，右辺は )( 2'O を無視し変形すると次の

Schwarz微分の離散表現と見た目も対応する, 
)2()()2()1()2()1( '~'~2/)''~''~3'''~'~2( ����� � kkkkkk ]]]]]]  

^ ` )2/1(, �| kx] . 
ここで上付き(~’)は，例えば

'� � /)('~ )1()()( jjj ]]] の後退差分を意味す

る．ここで Schwarz微分方程式が，一次分数

(Möbius)変換から誘導されたことより解のモ

ノドロミーと関係することが判るが，複比は

この場合の何に対応するかを調べる． 
 
3  複比と 2階線形差分方程式について 
 複比(

)2/1( �kCr )は近年では離散幾何における

差分等温曲面の条件 

)(1),,,( 2211)2/1( '��  ���� oCrCr kkkkk pppp , 
Hp Im�j  として扱われた[5]. これは共形

変換で不変な空間上の 4 点関係を与える．こ

こではより素朴な複素 2 次元射影空間での条

件と考える．この場合，

cCr kkkkk  ���� ),,,( 211)2/1( ]]]] :一定，は

Chasles 定理により，
j] の 4 点が１つの既約

2 次曲線上にあることに対応する．以上から，

複比が c の一定値であることは
k] の kによる

列が c により分類される同一 2次曲線上にあ

ることになる．例として )exp( ' kk] とする

円上の点列とすると， )2/(cos4 2 ' c を得

る． 
次にこのような 2次曲線を 3辺に持つ曲線

弧 3角形を考える．この 3 角形の 3つの内角

の和は一般にS でなくともよい．これより局

所（離散）的な曲率の定義を用い曲面の曲が

り具合が考察できる．いま複素上半面を単位

円盤領域内に移し，この円盤領域内の曲線弧 3
角形による三角形分割を考える．各 3角形領

域はフックス関数の基本領域に対応する．以

上から曲率のある空間内での 3つの内角の和

と複比の関係が現れる．例えば超幾何微分方

程式の曲線弧 3角形による基本領域が，その 3
つの内角の組み合わせ ),,( JED で特徴付けるこ

とができる．以上の幾何学的理由から曲線弧 3
角形を与える不連続な複比の関係を求める
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（下図 1 参照）． 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

この場合に１つの頂点で4通りの円弧の辺の組

み合わせがある．図 2にその 1例を示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

)exp( ' kk] ，' :一定，とし )2/1( �kCr が頂点

を含まない
k] の 4 点からなる場合には
)2/(cos4 2 ' c であり，頂点を 4 点内に含む

場合(例とし図 2 の場合)は以下を得る． 
 � )2/1(kCr  

))exp()exp(/))(exp(1( 21 '�'�� iirri D . 

また得られた関係式より数値的に求めた2辺を

図 3に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

上式は頂点角度𝛼を含むが，角度を消去した頂

点での
)(kCr に関する次の発展方程式も得られ

る．図 2の場合では，  � )2/1(kCr  
))}exp(1(/{)}exp(1({ )2/1()2/1( '��'� �� iCriCr kk

この式と離散版Schwarz微分方程式を連立方程

式とみなすと， 

/))(( )2()()1()1( ��� �� kkkk ]]]]  
)2()1()()1( )(( ��� �� kkkk ]]]] ) )2/1( �kCr ， 

)2/1( �kCr )1()(/)1()( �� kRkPkQkQ ， 
 � )2/1(kCr

)}.exp(1(/{))}exp(1({ )2/1()2/1( '��'� �� iCriCr kk

これら式が元の 2 階線形差分方程式とその基

本領域を結び付ける関係式となる． 
 
3  結言 
 ここで得られた関係式は係数関数が特異点

を持つ 2階線形差分方程式の解の特徴付け

を，同様の 2階線形常微分方程式における古

典的な特徴づけの方法にならって離散的な対

応の導出から得られたものである．[4]に似た

関係式が得られたが，これら離散方程式と

色々な特殊関数の関係付けなど，今後追求す

べきことを多く残している． 

 

参考文献 
[1] L. V. Ahlfors, Cross-ratios and 

Schwarzian Derivatives in Rn, Complex 

Analysis, ed. By J. Hersch and A. 

Huber, Birkhauser Verlag, Basel, 1988. 
[2] Z. Nehari, Conformal mapping, McGraw-

Hill, 1952. 

[3] T. Itoh, Discretization of Schwarzian 
derivative and applications, Numta 

2016, AIP Conf. Proceedings, 1776, 

090025 (2016). 

[4] A. Ramani, B. Grammaticos, T. 
Tamizhmani and K. M. Tamizhmani，

Special Function Solution of the 

Discrete Painlevè Equation，Computers 

and Mathematics with Applications，

Vol. 42 (2001), 603-614. 

[5] A. I. Bobenko, Y. B. Suris, Discrete 
Differential Geometry, Graduate 

Studies in Math. 98, Amer. Math 

Soc.,2008. 

 

図 2. 内角 DS � の頂点 ⇔ 曲線の折れ 

図 1. 曲線弧 3角形と複比による
k] 列 

図 3. 頂点付近の数値解法結果 
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メニーコアプロセッサによる多倍長精度数値積分の性能評価
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1 はじめに
数値計算や数値シミュレーションのための計

算機システムが高速化,並列化,大規模化される
とともに,様々なアプリケーションにおいて,数
値計算シミュレーションで標準的に利用されて
いる, IEEE 754-2008で規定されている倍精度
binary64フォーマット (仮数部 nman = 53ビッ
ト,指数部nexp = 11ビット)がそれぞれのアプ
リケーションついて十分適切性であるか,検討を
する必要性が高まっている. 一方で,計算機シス
テムの高度化・大規模化のため,総消費電力をで
きるだけ削減する技術が求められており, 例え
ば, 必要に応じて携帯端末の描画プロセッサ等
で利用されている半精度浮動小数点 binary16

フォーマット (nman = 11, nexp = 5) を活用
するのはその一例である. IEEE 754-2008で
は, 倍精度フォーマットより nman を拡張した
四倍精度 binary128フォーマット (nman = 113,

nexp = 15)も規定されている. さらには, 様々
なアプリケーションにおいて binary128フォー
マットよりもさらに nmanを拡張した多倍長精
度演算が必要な場合があり, これまでその手法
について様々な研究がおこなわれてきた.

多倍長精度演算を実現する手法として, 今
日主に利用されている手法は, (a) 浮動小数点
演算 (FP演算)による多倍長演算手法 (例えば
QD Library[1]) と, (b) 整数演算による浮動
小数点エミュレーション (例えばGNU MP[2],

MPFR[3])の二種に分類される. 上記 (a)の手法
は, FP演算の丸め誤差を補償する手法をベース
にしており,倍精度変数を 2語利用するdouble-

double(DD)方式 (nman = 105, nexp = 11に相
当)は,様々な計算機において高速に実行できる.

我々は, 素粒子物理学での場の理論による高
次摂動までの補正効果を取り入れることで評価
が必要となる, ファインマンループ図形積分を,

多倍長精度浮動小数点演算により高速に計算す
る手法について研究開発を進めている. 再構成
可能デバイス (FPGA)による高精度な専用計
算システムを実現することに加えて, DD方式
によるGPUおよびメニーコアプロセッサでの

積分計算をおこなう手法を確立した. DD方式
は, 計算の並列性が大きく, 演算密度が高いた
め, GPUおよびメニーコアプロセッサのアクセ
ラレータ型計算機で高性能である. 本研究では,

メニーコアプロセッサのひとつである PEZY-

SCを採用した計算システムでの,ファインマン
ループ図形積分の性能評価について報告する.

2 ループ図形積分用プログラミング環境
我々の計算手法では, ファインマンループ図

形積分に二重指数積分法を適用することで, 多
重ループによる総和計算として積分を評価す
る. この総和計算を高速に計算するために,我々
は, eASICおよび FPGAによる多倍長精度浮
動小数点演算アクセラレータである, GRAPE-

MP/GRAPE-MPs/GRAPE9-MPX[4](以下, GRAPE-

MP系)を利用するためのプログラミングシス
テム Gooseを開発し利用してきた. Gooseは,

ディレクティブ型のコンパイラであり, C++で
記述された多重ループによる総和演算を様々な
アクセラレータにオフロードすることができる.

Gooseは指定された多重ループの総和計算を,

演算カーネルとして抽出し, この総和計算をア
クセラレータでのカーネル実行に置換して, 実
行ファイルを生成する. Gooseでは, 演算カー
ネルのバックエンドとして, CPUバックエンド,

GRAPE-MP系バックエンド, OpenCLバック
エンドが利用可能である. いずれの場合にも複
数ノードでの並列化をするために, MPIによる
データ並列化が利用可能である. よって, Goose

を利用することで,アクセラレータがないCPU

のみのクラスターでも並列計算が可能となって
いる. さらに,複数ノードからなるアクセラレー
タのクラスターにより, より高速に並列計算も
可能である.

ファインマンループ図形積分には,多くの種類
があり, 被積分関数の数値的な不安定性の度合
いにも様々な場合があるため,図形の性質に応じ
て, 演算性能とのトレードオフを考慮して適切
な演算精度を選ぶ必要がある. Gooseを使うこ
とで, 元のプログラムはC++でMPFRを利用
して記述し,基本的な演算の検証をした上で,必
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図 1. 異なる問題規模ごとの, PESY-SCプロセッサの並列数を変えた時の計算時間.

要に応じて,拡張した精度 (nman = 240, nexp =

19)での演算が可能な GRAPE9-MPX(最大で
64台の FPGAを利用可能)を利用したり, DD

方式によりアクセラレータを利用することを切
り替えることができる. 本研究では、高エネル
ギー加速器研究機構にて稼働している PEZY-

SCクラスター, Suiren(睡蓮)にて, OpenCLバ
ックエンドによりDD方式での性能評価をおこ
なった.

3 PEZY-SCクラスタによる性能評価
PEZY-SCプロセッサは, PEZY Computing

社により開発されたMultiple Instruction Mul-

tiple Data(MIMD) 方式のプロセッサであり,

ホスト計算機と組み合わせて演算アクセラレー
タとして利用する. PEZY-SC プロセッサを
採用したスーパーコンピュータシステムとし
て, 2014年秋に高エネルギー加速器研究機構の
Suiren(睡蓮)が稼働を始め, 2015年春からは,

高エネルギー加速器研究機構で Suiren Blue(青
睡蓮), 理化学研究所で Shoubu(菖蒲)が稼働し
ている. いずれのシステムも, ホスト計算機と
アクセラレータからなるノード全体を液体に浸
して放熱する冷却機構を採用しているため, エ
ネルギー効率が高いシステムである. 睡蓮 (機
種名 ExaScaler-1)の計算ノードは, Intel Xeon-

2600v2を 2個と PEZY-SCプロセッサが 8個
搭載されており, 睡蓮全体は 48ノードからな
る. これらのノード間は InfiniBand FDRで接
続されており, PEZY-SCプロセッサの総数は
384チップである. ノードは, 8ノードずつ液浸
冷却用筐体に収められており, 液体を循環させ
ることでPEZY-Sプロセッサだけでなくホスト

CPUや他の基盤を直接冷却する.

我々は, Gooseによるファインマンループ図
形積分の性能評価に, ２ループ・ボックス・ク
ロスと呼ばれるループ図形の場合を例として選
んだ. この積分は, 6次元の多重積分であり, こ
れまで GRAPE-MP系計算機での性能評価も
おこなってきた [4]. 二重指数積分法により, こ
のループ図形積分は各次元での積分点数を N

とた時に, O(N6)の演算量となる. Gooseによ
り並列計算をおこなうために, 六重ループの総
和計算を, 二重ループの総和計算に書き換えた
コードを, Gooseによって睡蓮で性能評価した.

図 1は, 各次元での積分点数 N = 80, 96, 128

と変えた時の, PEZY-SCプロセッサの総数を
変えて計測した計算時間を示す. 問題規模が
N = 96, 128の場合には, プロセッサ数に応じ
て計算時間がよくスケールしている. このルー
プ図形のカーネルは除算 1回を含んで 125演算
からなる. よって, N = 128でプロセッサ数
128の場合の最大演算性能は 3.26 TFLOPSと
なった.
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1 ॳΊʹ

AI Λ͡Ίͱ͢ΔՊֶٕज़ࢉܭʹ͓͍
ͯɼු ಈখԋࢉෆՄܽͷίΞٕज़Ͱ͋Δɽ
͔͠͠ɼ༗ݶਫ਼ܻͷൣғͰ͔݁͠ࢉܭՌ
อূ͞Εͳ͍ͨΊɼେنࢉܭʹͳΕͳΔఔɼ
࣭Λҡ࣋͢ΔͨΊʹਫ਼ܻΛ্͛Δඞཁͷ͋
Δέʔε͕૿͑ͯ͘Δɽࣗવɼਫ਼ܻΛଟ͘औ
Εؒ࣌ࢉܭΛଟ͘ඞཁͱ͢Δɽ͔Α͏ʹɼܭ
૬্͢ͷޮࢉܭͱ࣋Ռͷ࣭ͷҡ݁ࢉ
ΔཁٻͰ͋Δ͕ɼͦ͜ΞϧΰϦζϜϓϩά
ϥϛϯάͷͰԿͱ͔྆ํͷإΛཱͯΔΑ͏
ʹྗ͢Δଞͳ͍ɽҙਫ਼ුಈখԋࢉϥ
ΠϒϥϦ MPFR[1]/GMP[2] ɼഒਫ਼ࢉܭΛ
Έཱ࣮ͯͯ͞Ε͍ͯΔQD[3]ɼ͖ʹΘ
ͨͬͯͦͷΑ͏ͳ͕ͳ͞Ε͖ͯͨଟഒ
ࢉܭͷج൫ιϑτΣΞͰ͋Δɽ
͔͠͠ɼ͜ΕΒΛͱͨ͠ࢉܭɼಛʹ

ߴɼϋʔυΣΞͷ͍͓ͯʹࢉܭܕຊઢج
Խʹ͏࠷దԽͷ͕͔ͬ͠Γͳ͞Ε͍ͯΔ
ͱ͑ݴͳ͍ɽզʑMPFR/GMPΛར༻ͨ͠
ଟഒਫ਼ੵྻߦϥΠϒϥϦBNCmatmul[4]Λ
ɼϒϩοΫԽΞϧΰϦζϜɼੵྻߦ͠ɼ୯७࡞
Strassen & WinogradͷΞϧΰϦζϜΛαϙʔτ
͘ਚྗ͖ͯͨ͠͏ߦΛࢉܭੵྻߦͷ࠷ͯ͠
͕ [7][8]ɼCPUͷΞʔΩςΫνϟج൫ϥΠϒ
ϥϦͷੑͳͲʹґଘͯ͠࠷ͳΞϧΰϦζ
ϜϒϩοΫԽαΠζมԽ͢Δ͜ͱ͕໌͠
͍ͯΔɽߋʹɼϒϩοΫԽΞϧΰϦζϜʹ͓͍
ͯɼछྨͷϒϩοΫαΠζΛਫ਼͝ͱʹશ
ͯνΣοΫͤͶͳΒͣɼαΠζͷେ͖ͳྻߦ
ੵͷϕϯνϚʔΫςετΛͦͷ··͍ͯͯͬߦ
͍ͭ·Ͱͯͬܦ࠷దϒοΫαΠζ͕͔Β
ͳ͍ɽ
ͦ͜Ͱɼখنͳ͔ࢉܭੵྻߦΒن࠶α

Πζͷؒ࣌ࢉܭΛ༧ଌ͢Δख๏Λ༻͍ͯ࠷ద
Խʹཁ͢Δؒ࣌ॖΛਤΔ͜ͱʹͨ͠ɽࡢ
Δ͚͓ʹࢉܭͰMPFR/GMPͷҙਫ਼࣌
༗ޮੑΛࣔ͢ʹͱͲ·͕ͬͨɼࠓճɼQDΛ
༻͍ͯ double-doube(DD,࣮༻ 4ഒਫ਼)ɼquad-
double(QD, ࣮༻ 8ഒਫ਼)ʹ͓͍ͯಉ༷ͷ༗
ޮੑ͕֬ೝͰ͖ͨͷͰͦͷ݁Ռʹ͍ͭͯใࠂ

͢Δɽ

2 ଟഒੵྻߦͷؒ࣌ࢉܭ༧ଌػ

Aྻߦ࣮ ∈ Rm×l, B ∈ Rl×nΛ༻͠ɼC :=

AB ∈ Rm×nΛٻΊΔࢉܭੵྻߦΛ͑ߟΔɽ͜
͜ͰɼA = [aij ] ∈ Rm×l and B = [bij ]∈ Rl×n

Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱ C ͷཁૉ cij 

cij :=
l∑

k=1

aikbkj (1)

Ͱ͋Δɽ͜ͷఆٛࣜΛͦͷ··͢ࢉܭΔํ๏
ΛɼຊߘͰ୯७ੵྻߦͱݺͿɽۙ࠷ͷ CPU
ΩϟογϡϝϞϦΛ༗ޮʹੜ͔ͨ͢Ίɼ௨ৗ
AͱBΛɼߦͱྻ͕nmin(ϒϩοΫαΠ
ζ)ҎԼʹͳΔখྻߦʹׂͯ͢͠ࢉܭΔɽྫ
͑AΛM×LݸͷখྻߦAikʹɼBΛL×N

ͷখྻߦBkjʹׂͨ͠ͱ͢ΔͱɼCM×N

ͷখྻߦ Cij ͱͯ͠͞ࢉܭΕɼͦΕͧΕ

Cij :=
L∑

k=1

AikBkj

ͱͯ͠ٻΊΒΕΔɽ͜ΕΛϒϩοΫԽΞϧΰϦ
ζϜͱݺͿ͜ͱʹ͢ΔɽຊߘͰɼ࠷ͷࢉܭ
ͳΔϒϩοΫαΠζʹؒ࣌ nmin ΛٻΊΔͨΊ
ʹɼਤ 1ʹࣔ͢Α͏ʹɼ෦ͷؒ࣌ࢉܭΛ
ߦΑΓେ͖ͳαΠζͷ͍ͯͮجʹଌ͠ɼͦΕܭ
ͱΛఏҊ͢Δɽ͜͏ߦͷ༧ଌΛࢉܭੵྻ

C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33

C41 C42 C43

B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33

B41 B42 B43

A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

A41 A42 A43 A44

：＝ ＊m

n

C51 C52 C53

nmin

A51 A52 A53 A54

nmin

m

l

l

n

ਤ 1. ϒϩοΫԽΞϧΰϦζϜͷؒ࣌ࢉܭ༧ଌͷํ๏

ͷαΠζͱಉ͡ΩϟογϡώοτʹͳΔݩ
Α͏ɼB ϑϧαΠζ༻͠ɼA ͷߦͷΈ
ؒ࣌ͷࢉܭΔ͢༺ʹΔ͜ͱͰ༧ଌ͢ݶ੍
Λॖͭͭ͠ɼਖ਼֬ͳ༧ଌ͕Ͱ͖ΔΑ͏ʹͯ͠
͍Δɽ͜ΕΛ࣮͢ߦΔͨΊͷ࠷దԽϓϩάϥϜ
short_mmbenchΛ࡞ͨ͠ɽ͜Ε
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1) 5ʙ7छྨͷ nmin Λ༻ͯ͠ϒϩοΫԽ
ΞϧΰϦζϜͷؒ࣌ࢉܭΛ༧ଌ͠ɼ࠷
ͷؒ࣌ࢉܭʹͳΔ nmin Λઃఆ

2) ୯७ੵྻߦɼ࠷దͳ nmin ͷϒϩοΫԽ
ΞϧΰϦζϜɼStrassen ͷΞϧΰϦζϜ
ͷؒ࣌ࢉܭΛ࣮ଌ͠ൺֱ

3) ͳΔΞϧΰϦζϜΛग़ʹؒ࣌ࢉܭͷ࠷
ྗ

ͱ͍͏खॱͰੵྻߦͷ࠷దԽΛ͏ߦɽ࣮ߦը໘
ͷྫΛਤ 2ʹࣔ͢ɽ
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ਤ 2. ྫߦ༧ଌͷ࣮ؒ࣌ࢉܭ

3 ࣮ݧ

ੵྻߦਖ਼ํ࣮ͨ͠༺ C := AB ͷࢉܭʹ
ྻߦਖ਼ํ࣮ͨ͠༺ A, B ࣍ͷ௨ΓͰ͋Δɽ
MPFR/GMP ͕ఏ͢ڙΔଟഒුಈখԋࢉ
ɼԾ෦͕ϑϧͰ٧·͍ͬͯͳ͍ͱࢉܭΛ
Մੑ͕͋ΔͨΊɼແཧཁૉͷΈ͏ߦͯ͠ॖ
͔ΒͳΔྻߦཁૉΛੜͨ͠ɽ

A =
[√

5 (i + j − 1)
]n
i,j=1

, B =
[√

3 (n− i)
]n
i,j=1

ຊߘͰ࣍ͷ 2ͭͷڥػࢉܭΛ༻͢Δɽͦ
ΕͧΕCPUͷ໊લΛऔͬ ʮͯXeonʯͱʮRyzenʯ
ͱུ͢هΔɽ྆ऀͱ x86 64 ϋʔυΣΞج
൫Ͱߏங͞Εͨ Linux boxͰ͋Δ͕ɼCPUͷಈ
ͷํऀޙपલऀͷํ͕େ͖͍ͷͷɼ࡞
Ͱ͖Δɽࢉܭʹߴ͕

Xeon Intel Xeon E5-2620 v2 (2.10GHz, 6 cores)
ʷ 2, 32GB RAM, CentOS 6.5 x86 64, In-
tel C/C++ 13.1.3, MPFR 3.1.2 / GMP 6.0.0a
+ BNCpack 0.8[6]

Ryzen AMD Ryzen 1700 (1.55Hz, 8 cores),
16GB RAM, Ubuntu 16.04 x86 64, GCC
5.4.0, MPFR 3.1.5 / GMP 6.1.2 + BNC-
pack 0.8

QDΛ༻͍ͯࡍͨ͠ࢉܭͷؒ࣌ࢉܭੵྻߦ༧
ଌ݁ՌΛද 1ʹࣔ͢ɽ

ද 1. :Xeon(্)ɼRyzen(Լ)ػ༧ଌؒ࣌ࢉܭ
Xeon

prec thread(s) n
opt.min.

dim

block

time(s)

real

time(s)

est.

time(s)
rel.err(%)

DD 1 1024 64 45.97 5.77 46.1 0.28%
DD 2 1024 64 23.26 2.92 23.3 0.17%
DD 4 1024 64 12.29 1.54 12.3 0.08%
DD 8 1024 64 6.518 0.809 6.47 0.74%
QD 1 1024 512 491.5 490 490 0.31%
QD 2 1024 512 248.5 249 249 0.20%
QD 4 1024 128 130.2 32.5 130 0.15%
QD 8 1024 128 67.27 16.8 67.3 0.04%

Ryzen

prec thread(s) n
opt.min.

dim

block

time(s)

real

time(s)

est.

time(s)
rel.err(%)

DD 1 1024 128 12.57 3.15 12.6 0.24%
DD 2 1024 256 6.716 3.36 6.71 0.09%
DD 4 1024 256 4.064 2.01 4.01 1.33%
DD 8 1024 128 2.128 0.554 2.22 4.32%
QD 1 1024 256 86.64 43.4 86.7 0.07%
QD 2 1024 128 45.08 11.2 44.9 0.40%
QD 4 1024 256 26.21 13.2 26.5 1.11%
QD 8 1024 128 14.66 3.44 13.8 5.87%

༧ଌͨؒ࣌͠ࢉܭͱ࣮ଌͱͷ૬ରࠩޡશ
ͯ 5%ະຬͰऩ·͍ͬͯΔɽMPFR/GMPΛ༻͍
ͨ݁ՌͰ࠷େ10%ఔͷͣΕͰऩ·͓ͬͯΓɼ
͜ͷ༧ଌํ๏ͷਖ਼֬͞Λ֬ೝͰ͖ͨɽ
͜ͷϒϩοΫԽΞϧΰϦζϜͷؒ࣌ࢉܭ༧ଌ

ͬߦదԽΛ࠷ͷؒ࣌ࢉܭੵྻߦ࣮͍ͯ༺Λػ
ͨ݁Ռʹ͍ͭͯߨԋ࣌ʹड़Δɽ
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Newton重力の高階微分を用いた高次Hermite積分法
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1理研AICS，2一橋大学，3会津大学
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1 はじめに
重力多体問題の数値計算においては，時間積

分法として 4次精度のHermite積分法 [1]が広
く使われている．この手法では，重力加速度に
加えてその 1階時間導関数を直接計算し，積分
の開始点と終了点での合わせて 4語の情報を用
いて 3次の補間多項式を構築する．積分結果は，

∆v =
∆t

2
(a0 + a1) +

∆t2

12
(ȧ0 − ȧ1) (1)

のようなシンプルな式で与えられる．未来の加
速度が必要となる陰的公式となっており，予測
子修正子法の一種である．
最近では，重力加速度の 2階導関数までを直
接計算する 6次精度及び 3階導関数までを用い
る 8次精度の Hermite積分法 [2]．も重力多体
問題に応用されている
常微分方程式の数値解法においてHermite積

分法は古くから知られているが，そこで議論さ
れるのは
• 高階の導関数が安価に評価できれば簡単
かつ効率的な高次精度の積分が可能にな
る

• しかし高階の導関数まで安価に計算でき
る問題のクラスは限定的ではなかろうか

といったことであろう．[2]においては，人力
で計算量を最適化された 3階導関数までの公式
[3] を用い，8次精度の積分法の計算コストは 4

次のものの 2.5倍程度に収まった．しかしなが
ら，より高次への一般化は追求しなかった．
ここでは，Newton重力の p階までの導関数

の一般的な計算法を示し，2(p + 1) 次精度の
Hermite積分法が構築可能であること，導関数
の計算コストは O(p2)に収まることを示して
いく．

2 高階の導関数
積の微分に関しては，微分を繰り返しても項

数は線形にしか増加しない：

z =xy

ż =ẋy + xẏ

z̈ =ẍy + 2ẋẏ + xÿ
...
z =

...
xy + 3ẍẏ + 3ẋÿ + x

...
y

(2)

係数は単に二項係数で与えられる．
冪関数の高階微分については多少の工夫が必

要になる．
y =xn

ln y =n lnx

ẏ

y
=n

ẋ

x

0 =nẋy − xẏ

(3)

と変形することで，

0 =nẋy − xẏ

0 =nẍy + (n− 1)ẋẏ − xÿ

0 =n
...
xy + (2n− 1)ẍẏ + (n− 2)ẋÿ − x

...
y

(4)

のように積の微分の要領で微分を繰り返すこと
ができ，高階の微分が

ẏ =
[
nẋy

]
/x

ÿ =
[
nẍy + (n− 1)ẋẏ

]
/x

...
y =

[
n
...
xy + (2n− 1)ẍẏ + (n− 2)ẋÿ

]
/x

(5)

の様に得られる．途中の計算結果を再利用する
かたちで，項数が線形でしか増えない形式が得
られた．一般形として yの p階微分は，

y(p) =
1

x

p−1∑

j=0

[(
p− 1

j

)
n−

(
p− 1

j − 1

)]
x(p−j)y(j)

(6)

となる．
重力加速度の計算式は，

r̈ = −GM
[
(r · r)−3/2

]
r (7)
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（ここで GとM は定数）なので，積の微分と
冪関数の微分を組合させることにより，O(p2)

の計算コストで p階までの導関数を求めること
ができる．除算と平方根はそれぞれ 1回のみ評
価すればよい．具体的に 3階までの導関数計算
を書き下してみる．s = (r ·r)/2と置くことで，

ṡ =(r · ṙ)
s̈ =(r · r̈) + (ṙ · ṙ)
...
s =(r · ...r ) + 3(ṙ · r̈)

(8)

q = (2s)−3/2と置くことで，

q̇

q
=− 1

s
[3ṡ]

q̈

q
=− 1

s

[
3s̈+ 5ṡ

(
q̇

q

)]

...
q

q
=− 1

s

[
3
...
s + 8s̈

(
q̇

q

)
+ 7ṡ

(
q̈

q

)]
(9)

加速度は a = −GMqrなので，

ȧ =−GMq

(
ṙ +

q̇

q
r

)

ä =−GMq

(
r̈ + 2

q̇

q
ṙ +

q̈

q
r

)

...
a =−GMq

(
...
r + 3

q̇

q
r̈ + 3

q̈

q
ṙ +

...
q

q
r

)
(10)

のように計算できる．8次精度の積分法に対し
ても計算量はこの程度であり，より高階の導関
数の計算も現実的なものであることが見て取
れる．
次数に対してO(p2)という計算量であるが，

これは補外法を用いて任意次数を達成したとき
のサブステップ数と同等ということになる（等
差数列を用いた場合）．補外法と比較したとき
Hermite法は，除算と平方根の評価回数はO(1)

であること，丸め誤差の増幅が起こりにくいと
が長所としてあげられるだろう．

3 予測子・修正子
予測子には単なるテイラー展開を用いるが，

修正子は時間対象で簡単な係数を持つ式で書く
ことができる．

F±
n =

1

2

(h/2)n

n!

(
a(n)1 ± a(n)0

)
(11)

のように導関数の和分と差分を用いることで，
修正子は以下の係数の線形結合で与えられる．

F+
0 F−

1 F+
2 F−

3 F+
4 F−

5

A2 1

H4 1 1
3

H6 1 2
5

2
15

H8 1 3
7

4
21

2
35

H10 1 4
9

6
27

2
21

8
315

H12 1 5
11

8
33

4
33

8
165

8
693

若干複雑な式にはなるが，p階までの導関数を
用いた場合の修正子の k 番目の係数は，m =

⌊(k + 1)/2⌋として，
1
2k

(2k)!!
(2k+1)!!

(p−k+m
p−k

) (2k+1)!!
(2p+1)!!

(2p+1−2m)!!
(2k+1−2m)!! (12)

となる．

4 多倍長計算ライブラリの利用
容易に高次精度の積分法を構築できるが，10

次精度を超えた領域からは倍精度計算では打切
り誤差を計測することが困難となった．そこで
qdライブラリ [4]で提供される double-double

型を用い，16次精度までのテスト計算を行った．
有用だった機能のひとつとして，double型と
double-double型間の乗算があげられる．dou-

ble型で表現可能な範囲の簡単な係数を掛けるよ
うな計算では，演算命令数を削減することがで
きる．高次のHermite積分法に対して double-

double型を用いる場合，より積極的に double

型との混合精度演算を進める最適化が考えられ
るが，これは今後の課題としたい．

謝辞 修正子の係数の一般形の導出と証明にあ
たり，東京工業大学の山本智子さんに多大なる
ご協力をいただきましたことを感謝します．
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1 Ҟ์

അ߸⏓ۚढ़⎚⏌Էඕຆޫ⎯λ⎥⎨⎃⏌ޫ⎰
Ѥ⎩⏵␐⏓ߖ⎢る ߸Չଯड़ߞ⎯ยچ Չߞ)
)⏓ߖ⎥れ ⎞⎯⎎⎖⎰␘⍬⏞ޫߞµB ⏓
Λ⎩⎘⎧ gχޫ⎩څ⎱⏍⏌ຟ⎨⎖⏍る Dirac

⎯৷ଯຟޫຢӁ⎌⏊ g = 2⎨⎃⏌⎍る ݘ߹
⎰ 0.1%ଟ⎎⎅れ ⎔⏍⏓ΪߞՉ ae =

(g− れ⎷څ⎩2/(2 ޫ g−2⎯݂ई⎯ਗખ⎰
Harvard⏬⍬␓⎬⏉⏌⏃⎯⎨ [1]

ae(HV08) = 1 159 652 180.73(28)×10−12 (1)

⎨⎃⏋ る ৷ܴڬO(10−9)Ιч⎯ۿ⎧⏂⎅३
⎨ਗ⎖⏍⎧⎅⏌れ λ൘る ଯ⎬⎰⎼⎽ຟ
ޫՉຢӁ (QED)⎯ڹї⎨⎖⏍る ખ
⎰ [2]

ae(theory) = 1 159 652 182.031(720)× 10−12

(2)

⎨⎃⏋ る ຑࠋ⎰ ३⎨λઠ⎘⎧⎅⏌れ⎯ن9 ⎔
⎯३⎨⎰␋␅ ⏅ࠜ৷ݩڞๆ⎯ࢡ⎖⎫Ժ
ิ⎍߄⎨⎎⎛る (2)⎰⎔⏍⏊⎯Ժิ⏓ԥ⏁れ ⎔
⎯⏉⎇⎬る ޫ g−2⎰QED⎋⏉⎴ຆޫ⎯ವ
れ⏌⎅⎧⎉ิ⏓࣍३ව٠⎯ؠ෦ࡵ
ޫ g−2⎹⎯ QED⎯Ժิ ae(QED)⎰ঌஓ
⎬⏉⏋ る⏍⎖ޔظ ಘۚݔਏॅ α (∼1/137)

⎯⎺⎎֎ॅ⎨⎖⏍⏌れ

ae(QED) = A(2)
(α
π

)
+A(4)

(α
π

)2
+ · · · (3)

⎨ࣘ⏌⎚ਗ३⎩ಅҼ⎯ݚټ A(10)۽ߘ10
(α
π

)5

⎿⎨⎯ь⎍์⎨⎃⏌れ わߘ2 わߘ4 ѽ⎰ߘ6
ॾଯ⎬ગ⏊⏍⎧⎋⏋ る るפ݂⎰۽ߘ8 ѽॾଯࡵ
⎫ࠡ൚⎬⏉⏋ۿ३⎫ખ⎍ண⏊⏍ [3]る ⎔⏍⎿⎨
⎯ѱゖ⎯ॅખଯ⎫ٌї⎩⏉⎐ λઠ⎘⎧⎅⏌れ ټ
⎧⎤ࡓ⎰યअଯ⎫Ѩ⎯ݚ ⎃⎨ь⎯۽ߘ10
⏋ る ⎤⎫⎩ખଯ⎫ࠡ൚⎍ธλ⎯ࠡઓॅ⎰⎨ࣨټ
⎧⎅⏌れ

2 ь⎯۽ঌஓߘۿ

ঌஓ⎯ޔظ⎰る щ২ຆޫ⎯ڱԀ⎬⏉⏌ޫ
⏠⏝␑⏌⎚ټଯ⎬ߧๆ⏓यݩڞ৷⎯ޫڶ⎩
␚यآ⎬Է⎦⎅⎧۱⏐⏍⏌れ ү␑⏝⏠␚

I(a) I(b) I(c) I(d) I(e)

I(f) I(g) I(h) I(i) I(j)

II(a) II(b) II(c) III(a) III(b)

II(d) II(e) II(f) III(c) IV

V VI(a) VI(b) VI(c) VI(d) VI(e)

VI(f) VI(g) VI(h) VI(i) VI(j) VI(k)

य 1. ޫ g−2 ⎯ آԺิ⎚⏌␑⏝⏠␚य⎬۽ߘ10
⎰ 32⎯⏮⍬⏴ബ⎫⎬ഇຳ⎖⏍⏌れ ⎞⏍⎟⏍⎯⎬ਛ
⎚⏌यآ⎯ߟ⏓ຶؠ⎚れ

यآ⎬Ы⎚⏌इ⎰ভ⏓Ѿ⏌Ϭஓຟ⎬⎥⎅
⎧⎯ঀഇ⎨ࢆ⎌⏍る ভ⎬Ӎ⏋⎧⏊⏍⎠␑⏝
⏠␚␍␥␝⍬⏻ zi ⎬⎥⎅⎧⎯ਪ࡚ঀഇ⎯
Շમ⎚⏌れ⎬آ
⎰آԺิ⎚⏌य⎬ߘ10 ⏋ࣘ⎬ڃ12,672 る ⎔
⏍⏊⎰यآ⎯ۚਏ⎌⏊ 32⎯⏮⍬⏴ബ⎫⎬
ഇຳ⎖⏍⏌ (य 1)れ ⎔⏍⏊⎯यآ⎯⎇ ⎢る ѱゖ
⎍ Set V⎩څ⎷⎰ޫ⎯ೱ⍬␓⏓ԥ⎿⎫
⎅ ⏋⎫⏊⎌آय⎯ڃ6354 る ॅ⎍ਪ⎐ ゖڃ⎠⎿
⎯यآ⎍ށ⎫ۚਏ⏓ߖ⎥⎠⏂る ⏃݂⎍ޔظ
⎘⎅⏃⎯⎯λ⎥⎨⎃⏌れ Ward-Takahashiێ
⎐⎦Է⎬ߧ ԟؙߗ⎩ߧԝୃࣁड़⎬⏉⏋ る ⎔
⏍⏊⎰ ⎫⎯ڃ389 ঀഇ⎬Շમٴߘ(14−1)
⎘ る ⎔⏍⏓ Monte Carlo ঀഇ⎬Է⎦⎐ ॅખঀ
ഇ⏞⏰␦ ⏶␜ VEGAS⏓ๆ⎅⎧ь⎚⏌れ ү
ঀഇ⎯λ౫آ⎯ߘ⎰آ⎬⎖⏍⏌ :

MG =

(
−1

4

)5

4!

∫ ∏
dziδ(1−

∑

i

zi)

×

[
1

4

(
E0 + C0

U2V 4
+ · · ·

)
+

(
N0 + Z0

U2V 5
+ · · ·

)]
(4)

ಎঀഇԟॅ⎰ૠ⎫ยԟॅ⎨る En, Cn, Nn,

Zn, U , V ⎰␑⏝⏠␚␍␥␝⍬⏻ zi ⎩ る zi
⎯ਪߧ۽⎨␑⏝⏠␚यآ⎯␄ ␙⏴⍬⏓
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ϴ⎚⏌ຟBij , Cij , Aj ⏓ๆ⎅⎧ࢆ⎌⏍⏌れ
ߟ⏓ޏҙ⎋⏉⎴অҙ߀⎰Ժิ⎯آゖ⎯यڃ

⎘る ⎞⎯⎿⎿⎨⎰ॅખޔظ⎨⎎⎫⎅れ ޏҙ߀
⎰K -operation⎩ࡽ⏌⏍⎱څ൘⎨ٴ⎯इ⎯
ढ़⎘るۚ⏓۽⏻⍬⏢⏧⏊⎌ߧ ಎঀഇԟॅࣘ⎨
ޏ⏓৷ݿ⎖⎜⏌れ অҙޏ⎬⎘⎧⏃ஔโ⎬
I -/R-subtraction ⏧⎠⎘൘⎬⏉⏋ۚढ़ࡽ⎷څ⎩
⏢⏻⍬۽⎨৷ݿ⎖⎜⏌れ ⎐ ⏋ ⎔⏀ঽ⎯इ⎯
ߧ⎩⏧⏢⏻⍬۽⎰␑⏝⏠␚यآ⎋⏉⎴
⎞⎯ೱഇयآ⎌⏊ࡥ⎚⏌⎔⎩⎍я⎨⎃⏋ る
यآ⏓ټ⎚⏌Ւ܃ໆ⎌⏊ߢஓш␓⏬␥␜⎬
⏉⏋ ۚढ़⎖⏍⏌れ ॅ⎯۽ݿ৷⎯آүय⎯ߘ10
⎰ れ⏌ࣘ⎬ڃ2゚161 [4]

3 ॅખޔظ

ѱゖ⎯ॅખࠡޔظ൚⎨⎰る ␑⏝⏠␚␍␥
␝⍬⏻ঀഇ⎨ٴ⏌⏍⎌ࢆ⎯इ⎬⎘る ⏧⏢
⏻⍬۽⏓ஔ⎙ঀഇມη⎯ঀഇ⎩⎘⎧ۚढ़⎘ω
⎎֓⏌⎔⎩⎨ยځ⎫ঀഇ⏓ิ⎉⎧⎅⏌れ ޏ⎰
␑⏝⏠␚यآ⎯ೱഇय⎬⎋⎅⎧⍬␓Ϭஓ
ຟ⎍ځ⎿⎠⎰ 0⎬⎫⏌ֺࣨ⎌⏊१⎙る ␑⏝
⏠␚␍␥␝⍬⏻ԝ⎯⎯ມη⎨⎯ಎঀ
ഇԟॅ⎯Ϊड़⎬Ы⎚⏌れ ৷۽ݿ⎰⎞⎯ມη
⎨ஔ⎙Ϊड़⏓ߖ⎥⏉⎇ ⎬ۚढ़⎖⏍⏌れ
⎔⎯⏉⎇⎫৷ޔظ⏓ݿՆࣘ⎨ॅખଯ⎬۱⎫⎇

ࣘ⎨る ߹ॅખ⎍ยځ⎯३⎨ټ⎖⏍⎧⎅⏌⎠
⏂る ⏋⎔⎢⎯⎍Քن ⎇ ⏌れ ঀഇ⎯ڃ389
⎯⎇⎢ る⎘ߟ⏓⏀⎯ޏҙ߀⎰ڃ135 ⎔⏍⏊⎰
ఝ३Жࡒ⏃⎨ޔഇ⎫३⎨ޔظ⎨⎎⏌⎍る ⎞
⎯⎯ ԥ⏀る⏃ޏঅҙ⎰آय⎯ڃ254 ޏ⎍
ن⏂⎠⏌⎔Ք⎨آ⏌⎚ຟ⎯⎺⎎⎬ಅຶ߸ޫڶ
⎢⎍⏉⏋ٶ⎘⎅れ ⎔⏍⏓⎒⏌⎠⏂る ա 4ఝ
३߹ॅ⏓ๆ⎅⎧ಎঀഇԟॅ⏓ь⎚⏌れ
る⎰⎨ޔظખॅ⎯۽ߘ10 ಎঀഇԟॅ⎍ૠ
⎌⎥ޏೱഇ⎯৷ݿ⎯⎠⏂⎬इ⏌೮⎅⎍ͼ⎅⎔
⎩る ঀഇܟ⏓ޔظ⎍⎩⎔⎅ۿ⎍ٴߘ⎬⎘⎧⎅
⏌れ ߧ (4)⎩⏧⏢⏻⍬܄⏓۽⏐⎜⎠⏯⍬␅ ⏱
⏠⏶⎰λ⎥⎯यآ⎬⎥⎅⎧ช 10 ඵ۱⎬ࣘ⏋ る
VEGAS⎬⏉⏌ Monte Carloॅખঀഇ⎨⎰る 1

⏷⏿␄ ⎃⎠⏋ 2.56⎫⎅⎘ 4× 109⎯⏱␓
⏓ෳವ⎯ஂظ३⎿⎨ॅ⏷⏿␄ ␄⏿⏷ࡒॅ⏊⎌
ь⎚⏌れ ⎔⏍⎰⏵⍬␍⍬⏯␐␡⍬⏻⎯ޔظ
Նز⏓ٺߊਞଯ⎬ޡๆ⎘⎧ॅ௰⏓์⎚⏌ޔظ
ຟ⎨⎃⏌れ
ա 4ఝ३߹ॅ⎰ double-doubleߧآ⎬⏉⏋

2⎥⎯ఝ३ஓॅࢡॅ⎨ټ⎘⎠⏃⎯⎨る 4
ఝ३Жޔ⏓ॅ⎯ఝ३Жټ߹⏋⏉⎬ޔ⎚⏌
[5]れ ⎯פ݂ SIMD⏞⍬⏩␂⏫⏽␟⏓ยڹๆ⎘

ਙш⏓य⏌⎠⏂るۿ జໆ౦⎯ double-double␥
⏠␒␥␦ ⏓߹ਂ⎘る ␝␞␦ ҕ⎬܄⏐⎜⎠␍␥
␝⍬⏻⎯य़⏓۱⎤⎧߹ޔظ⎬ๆ⎘⎧⎅⏌れ

4 ⎿⎩⏂

ॅખଯࠡ൚⎬⏉⏋ ண⏊⏍⎠ QED⎯ ۽ߘ10
⎩ ѽॾଯわ⎯⎨⎿ߘ8 ѽॾଯ⎫ખるࡵ QED⎯
ਏॅα⎩るۚݔॅ⎨⎃⏌ಘ܄ٌ ವࡵ෦ؠ⎯
⎯Ժิ⏓ๆ⎅⎧る ޫ g−2⎯ખ (2)⎍ண
⏊⏍⏌ [6]れ λ൘る ޔظ३⎫ਗખ⎩ۿ
⎌⏊ ⏻⎙⎧␍␥␝⍬⏓ߧ(3) α⏓ى⏂⏌⎔⎩
⏃⎨⎎⏌れ ⎞⎯⏉⎇ ⎠⏍⎖ى⎬ α⎯ખ⎰

α−1(ae :2017) = 137.035 999 1500(18)(18)(330)

(5)

⎨⎃⏋ る Էഅॅ⎯λ⎥⎨⎃⏌ಘۚݔਏ
ॅα⎯݂⏃३⎯ى⎅ۿ൚⎩⎫⎤⎧⎅⏌れ ⎫
⎋る Ӑڋ⎯ॅખ⎰⎞⏍⎟⏍QED⎯ る۽ߘ10
␋␅ ⎯Ժิる ⎋⏉⎴ਗખ⎯ҷ⎌⎖⎨⎃
⏋ る ࠞ์⎫Ժิ⏓ิ⎉⏌ QED⎯ڹї⎍る ವࡵ
෦ؠ⎯⎯Ժิ⎩ஔଟ⎯ҷ⎌⎖⎿⎨३ව⎬
ֆ⏂⏊⏍⎧⎅⏌れ

ߤࠌ ඕۣ⎰る ৮ঝѸޣ (ڄл)る чୱλ
 (Cornell/Massachusetts Amherst)る टಗऐ
Տޫ (٥) ⎩⎯֩ஔ٥⎬Է⎦⎐ れ ॅખޔظ
⎬⎰٥RICC⎋⏉⎴ HOKUSAI GreatWave

⏓ๆ⎘⎠れ
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１．概要 

 光伝導アンテナにレーザー光を照射して THz

波を発生させる方法では，フェムト秒レーザー

を用いる方法が主であるが，フェムト秒レーザ

ーが高価であり，装置全体のコストを引き上げ

てしまう。一方，安価な半導体レーザーをもち

いる方法も開発されたが，系の構成が簡単な単

一の多モード半導体レーザー（MLD）を用いた

広帯域CW-THz発生においては，安定性に欠け，

帯域も 0.5 THz以下に限られる。また，出力も

10nW程度である１,２)。これまでの研究で，外部

鏡をもちい光学的遅延帰還を加えることで，単

体のレーザーの空間的コヒーレンスを保った

まま多モード化しスペクトルが広くなるレー

ザーカオス光を光伝導アンテナの励起光源と

して用いることで，発生するTHz波が安定化し，

更に広帯域化した。 

今回，低出力を補う方法として，検出感度向

上のため、 V 溝金属導波路 (MVG, Metal 

V-grooved wave Guide)による超集束効果をも

ちいたので報告する。今回設計した、ギャップ

幅可変の金属Ｖ溝の写真を Fig.1 に示す。手前

に光伝導アンテナが取り付けられている。光伝

導アンテナに対し、THz 波はレーザー光とは、

反対側から入射し回折の影響を受けている。今

回、MVG のギャップ幅により超集束効果でどの

程度までの強度増強が得られるかを調査した。

Fig.2 にギャップ幅（Δｘ）と信号強度（時系

列の peak to peak）の変化示す。アンテナのサ

イズ効果の影響を受けずに、Ｖ溝幅を狭めるに

従って，Δx=20[μm]まで超集束効果により信

号強度が増大している。 

  われわれが発生している THｚ波は、0.1THz 

～１THz と比較的低い周波数帯である。１THｚ

以上の THｚ波帯は一般に水に対する吸収が強

いため、水を含んだものの分光は苦手であり、

乾燥したものや、凍らせたものを用いての分光

が中心である。そのため、水中の物質の分光は

苦手である。一方 0.1THz ～１THｚの間は比較

的吸収が少ない。このため、オープンスペース

での電波として伝播しうる最高周波数帯とな

っている。この周波数帯を用いて水を含んだ物

質の分光を試みたので報告する。 

 

２．水と油の分光 

Fig.3 に実験配置を示す。放物物面鏡間にコ

ットンに浸した水、油を挿入し、コットンのみ

のときと比較した。 

 Fig.4 に透過特性を示す。水のほうが、油に

 

 
Fig.1 ギャップ幅可変の金属V 溝 
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比べて、全周波数領域に渡って、吸収が強いこ

と、特に 0.3THz を超えると吸収が多きなって

いるのが明確に測定されている。 

 また、Fig.5 に位相変化を示す。THｚ－TDS

（Time Domain Spectroscopy）は、時間波形

を測定できるので、位相特性も測定できるのが

特徴である。このグラフからも水と油の違いが

明確に観測される。特に水においては 0.3THz 

以上で急激に位相が変化しているのが観測さ

れている。 
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ΧΦεईΛ༻͍ͨؾӷೋ૬ྲྀϞσϧͷղੳ

Ҫ্ɹܒ 1, Ճ౻ɹெܙ 1, ฏɹത೭ 2

෦ֶཧՊେֶࢁ෦ɼ2ԬֶཧՊେֶژ౦ޱࢁཱࢢཅখాࢁ1
e-mail : kinoue@rs.tusy.ac.jp

1 ֓ཁ

ΧΦεͷఆྔԽʹɼϦΞϓϊϑࢦɼϑϥ
Ϋλϧݩ࣍ɼKSΤϯτϩϐʔͳͲͷࢦඪ͕༻
͍ΒΕ͍ͯΔɽಛʹɼϦΞϓϊϑࢦɼΧΦ
εͷఆٛʹ༻͍ΒΕ͍ͯΔॳظʹؔ͢Δ
ඪԽͨ͠ͷͰɼਖ਼ͷࢦӶහੑΛ(ؔతࢦ)
ΛऔΔͱରͱ͢Δྗֶ͕ܥΧΦεΛࣔ͠ɼ
ͦͷ͕େ͖͍΄ͲΧΦε͕͍ڧͱஅ͢Δɽ
͔͠͠ͳ͕Βɼ࣮ݧͷ؍ଌσʔλʹද͞ΕΔ
Α͏ʹྗֶܥʹؔ͢Δใ͕ྻܥ࣌Ͱ͔͠ಘΒ
Εͳ͍߹ۙࣅख๏͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔͷͷ
[1]ɼͦͷํࢉܭ๏͕ඞཱͣ֬͠͞Ε͍ͯΔͱ
͍͑ͳ͍ɽ
͜͏ͨ͠ঢ়گͷதͰɼใཧͷ؍͔ΒΧ

ΦεΛଌΔࢦඪͱͯ͠ΤϯτϩϐʔܕΧΦεई
ʢҎԼɼΧΦεईͱུʣ͕ಋೖ͞Εͨ [2]ɽ
ΧΦεईɼྗֶܥʹؔ͢Δใ͕͠ྻܥ࣌
͔ಘΒΕͳ͍߹ͰࢉܭՄͰ͋Δɽຊஶऀ
ɼ͍··ͰʹΧΦεईʹΑΔྗֶܥͷΧ
Φεͷಛ͚ͷࢼΈ (ͨͱ͑ɼ[3]Λࢀর)

Λ͍ߦɼΧΦεईͷجຊతੑ࣭ϦΞϓϊϑ
ௐ͖͍ͯͨͯͭʹͱͷରԠؔࢦ [4, 5]ɽ
ຊൃදͰɼΧΦεईͷ׆༻Λͯ͠ࢦɼ

ΧΦεईΛ༻͍ͨؾӷೋ૬ྲྀϞσϧͷղੳΛ
ҭ͢ࣂΛಉ͡ਫ૧Ͱڕͱ୶ਫڕΈΔɽւਫࢼ
ΔͨΊʹɼਫ૧શମʹۭؾΛ͖ߦΒͤΔਫ૧
ͷܗଶͷݕ࡞ࢼ౼͕OpenFOAMʹΑΔؾӷೋ
૬ྲྀϞσϧͷγϛϡϨʔγϣϯͱͯ͠ߦΘΕͯ
͓Γɼ͜ΕΒͷγϛϡϨʔγϣϯͷྻܥ࣌σʔ
λΛΧΦεईʹΑΓղੳ͢Δ͜ͱΛࢼΈΔɻ

2 ΧΦεई

ຊઅͰɼࣸ૾ f : I → I (≡ [a, b]d ⊂
Rd, a, b ∈ R, d ∈ N) Ͱఆٛ͞ΕΔࠩํఔ
ܥࣜ (͢ͳΘͪɼxn+1 = f (xn) , n = 0, 1, . . .)

ͷΧΦεईͷఆٛΛड़Δɽ
ॳظ x0ͱ I ͷ༗ݶׂ {Ai}:

I =
N⋃

k=1

Ak, Ai ∩Aj = ∅ (i ̸= j)

ʹରͯ͠ɼࠩํఔࣜʹΑܾͬͯఆ͞ΕΔࠁ࣌

mͷ֬
(
p(m)
i,A (M)

)
ͱࠁ࣌mͱm+1ͷ

ಉ֬࣌
(
p(m,m+1)
i,j,A (M)

)
Λ

p(m)
i,A (M) =

1

M

m+M−1∑

k=m

1Ai(xk),

p(m,m+1)
i,j,A (M) =

1

M

m+M−1∑

k=m

1Ai(xk)1Aj (xk+1)

Ͱ༩͑Δɽ͜ͷͱ͖ɼيಓ {xn}ͷΧΦεई
DҎԼͰఆٛ͞ΕΔ [2]ɽ

D(M,m)(A, f)

=
N∑

i=1

N∑

j=1

p(m)
i,j,A(M) log

p(m)
i,A (M)

p(m,m+1)
i,j,A (M)

.

͜͜ͰɼΧΦεई D ࠁ͕࣌ m ʹґଘ͠ͳ
͍߹D(M)(A, f)ͱུ͠هɼ͞Βʹɼيಓ
{xn}͕ࠩํఔࣜܥΑΓੜ͞Εͳ͍߹
D(M)(A)ͱུ͢هΔɽ

3 ਫ૧ͷؾӷೋ૬ྲྀͷΧΦεई

ਫ૧ʹͰ͖Δ͚ͩຬวͳۭ͘ؾ Λ(๐ؾ)
-ͷͨΊʹɼOpen౼ݕΒͤΔͨΊͷਫ૧ͷߦ

FOAMΛ༻͍ͯਫ૧ͷؾӷೋ૬ྲྀͷྲྀ
ମγϛϡϨʔγϣϯ͕ߦΘΕ͍ͯΔ [6]ɽ͜͜
Ͱɼ͜ΕΒͷγϛϡϨʔγϣϯ͔ΒಘΒ
ΕΔۭؾͷྲྀΕͷྻܥ࣌σʔλʹରͯ͠ΧΦε
ईΛ͢ࢉܭΔ͜ͱΛࢼΈΔɽ
ਫ૧ͷܗঢ়ͱͯ͠ํମ༰ثΛఆͯ͠ɼॏ
ྗʹ֯ͳ໘͕෯W = 600 mmɼԞߦD = 300

mmͷํମͱ͢ΔɽҎԼͰɼਫҐH ʹର
ͯ͠ɼΞεϖΫτൺΛAR = H/Dͱ͢Δɽ͞
Βʹɼೖ͢ΔཻࢠͷݸΛ ͱ͢Δɽݸ100
·ͨɼҎԼͷ݁ࢉܭՌʹ͓͍ͯɼม N 
ΧΦεईͷྖҬׂͰ͋Δɽ্هͷσʔλ
ਖ਼ͱෛͷΛऔΔͨΊɼ[−1, 1]ͷਖ਼ͱෛͷ྆
ํͷྖҬΛ͓͍֤ͯʑN/2ׂ͍ͯ͠Δɽͦͷ
ͨΊɼΧΦεईͷ݁ࢉܭՌΛࣔͨ͠άϥϑͰ
ԣ࣠ͷ୯ҐΛ N/2ͱ͍ͯ͠Δɽ·ͨɼN/2

ͷ࠷େΛ 10, 000ͱઃఆ͍ͯ͠ΔͨΊ,࠷େ
ׂ 20, 000ͱͳΔɽ
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3.1 ΞεϖΫτൺAR = 0.5ͷ߹

ఈ໘தԝ͔ΒͷΤΞʔͷਧ͖ࠐΈ (1ܘ cmɼ
ମੵྲྀྔ 25 mL/min)ɼਫҐH = 150 mm (Ξ
εϖΫτൺ AR = 0.5)ͷͱ͖ͷਫ૧ͷۭؾ
ͷྲྀΕͱͦͷΧΦεईΛࣔ͢ (ਤ 1)ɽ
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ਤ 1 ͷྲྀΕͱΧΦεईؾۭ (AR = 0.5)

3.2 ΞεϖΫτൺAR = 0.75ͷ߹

ఈ໘தԝ͔ΒͷΤΞʔͷਧ͖ࠐΈ (1ܘ cmɼ
ମੵྲྀྔ 25 mL/min)ɼਫҐH = 220 mm (Ξ
εϖΫτൺAR = 0.75)ͷͱ͖ͷɼਫ૧ͷۭ
ͷྲྀΕͱͦͷΧΦεईΛࣔ͢ؾ (ਤ 2)ɽ
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(b)ΧΦεई

ਤ 2 ͷྲྀΕͱΧΦεईؾۭ (AR = 0.75)

4 ͓ΘΓʹ

OpenFOAMʹΑΔؾӷೋ૬ྲྀϞσϧͷγϛ
ϡϨʔγϣϯྻܥ࣌σʔλΛΧΦεईʹΑΓ
ղੳ͢Δ͜ͱΛࢼΈͨɽจݙ [4]ʹΑΓɼΧΦ
εईׂ N ʹؔͯ͠ɼيಓ͕४पيظ
ಓ (τʔϥε)ͱͳΔ߹ʮৼಈ͠ͳ͕Β૿Ճ
ɼҰఆʹऩଋʢ·ͨɼ్தͰৼಈ͠ޙͨ͠
ͳ͕Βݮগ͢Δʣʯɼيಓ͕ΧΦεيಓͱͳΔ
߹ʮৼಈ΄ͱΜͲͳ͘ɼ୯ௐʹ૿Ճ͢Δʯ
ͱ͍ͬͨΛࣔ͢͜ͱ͕Θ͔͍ͬͯΔɽҎ্
Λྀ͢ߟΔͱɼΞεϖΫτൺAR = 0.5ͷ߹
ྲྀΕ͕४पيظಓΛܗ͍ͯ͠ΔՄੑ͕ߴ
͍͕ɼΞεϖΫτൺ AR = 0.75ͷ߹ΧΦ
εΛ͍ࣔͯ͠ΔՄੑ͕͋Δͱ͑ߟΒΕΔɽ
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1 ֓ཁ

ۙɼ༷ʑͳΣΞϥϒϧੜମηϯαྨ͕։
ൃ͞Εɼ݈߁ཧͳͲ༷ʑʹར༻͞Ε͍ͯΔɽ
ஶऀΒɼੜମσʔλͷੳʹͮ͘جੜཧঢ়ଶ
ͷਪఆɼಛʹ৺ഥมಈղੳʹΑΔࣗਆܦͷ׆
ಈঢ়ଶͷਪఆʹؔ͢ΔڀݚΛ͍ͯͬߦΔɽ
͜Ε·ͰஶऀΒɼ৺ഥִؒσʔλ͔ΒΧΦ

εईΛ͠ࢉܭɼӡసதͷؾ෭ަײਆ׆ܦ
ಈͱͷؔ࿈Λࣔࠦ͢ΔใࠂΛ͖ͨͯͬߦ [1][2]ɽ
ҰํɼΧΦεईͷɼͦͷࢉܭʹ͓͚Δ۠
ؒͷׂʢҙʹͱΕΔʣʹӨ͞ڹΕΔ͜ͱ
͕ΒΕ͍ͯΔɽΧΦεईΛධՁ͢Δʹɼ
ׂͷӨڹΛ໌Β͔ʹ͓ͯ͘͠ඞཁ͕͋Δɽ
ͦ͜ͰຊߘͰɼνΣϏγΣϑࣸ૾ͷط

ͷࣸ૾Λ༻ׂ͍ͯʹର͢ΔΧΦεईͷ
ͷมԽʹ͍ͭͯௐࠪͨ݁͠ՌΛใ͢ࠂΔɽ

2 ΧΦεई

ΧΦεईͷఆٛҎԼͷͱ͓Γ [3]ɽ
ࣸ૾ f : I → I ( ≡ [a, b]d ⊂ Rd, a, b ∈ R,

d ∈ N ) Ͱఆٛ͞ΕΔࠩํఔࣜܥ ( xn+1 =

f(xn), n = 0, 1, . . .)ʹ͓͍ͯɼॳظ x0 ͱ
I ͷ༗ݶׂ {Ai} :

I =
N⋃

k=1

Ak, Ai ∩Aj = ∅ (i ̸= j)

ʹରͯ͠ɼࠩํఔࣜʹΑܾͬͯఆ͞ΕΔࠁ࣌
mͷ֬ʢp(m)

i,A (M)ʣͱࠁ࣌mͱm + 1

ͷಉ֬࣌ʢp(m,m+1)
i,j,A (M)ʣΛ

p(m)
i,A (M) =

1

M

m+M−1∑

k=m

1Ai(xk)

p(m,m+1)
i,j,A (M) =

1

M

m+M−1∑

k=m

1Ai(xk)1Aj (xk+1)

Ͱ༩͑Δɽ͜ͷͱ͖ɼيಓ {xk}ͷΧΦεई
DҎԼͰఆٛ͞ΕΔɽ

D(M,m)(A, f)

=
N∑

i=1

N∑

j=1

p(m,m+1)
i,j,A (M) log

p(m)
i,A (M)

p(m,m+1)
i,j,A (M)

3 ݧ࣮

3.1 ཁͱ݁Ռ֓ݧ࣮

۠ؒ [0, 1]Ͱఆٛ͞Εͨςϯτࣸ૾ΛҰൠԽ
͠ɼลͷΛ kͱͨࣸ͠૾ʢຊߘͰ k-ςϯτ
ࣸ૾ͱ͢Δʣ

fk(x) =

{
kx− 2n (2nk ≤ x ≤ 2n+1

k )

−kx+ 2n (2n−1
k ≤ x ≤ 2n

k )
(1)

(n = 0, 1, . . . ⌊k/2⌋)

͓Αͼɼ۠ؒ [−1, 1] Ͱఆٛ͞Εͨ k ͷνΣ࣍
ϏγΣϑࣸ૾

gk(x) = cos(k arccos(x)) (2)

ʹ͍ͭͯɼׂmΛ 16͔Β 1039·ͰมԽ
ͤ͞ɼͦΕͧΕΧΦεईH Λͨ͠ࢉܭɽ·
ͨɼΧΦεईH ͷྻܥͷύϫʔεϖΫτϧ
ΛٻΊͨɽ
k͕ 2͔Β 6·Ͱͷ k-ςϯτࣸ૾ʹΑΔ݁Ռ
Λਤ 1ɼνΣϏγΣϑࣸ૾ͷ݁ՌΛਤ 2ʹࣔ͢ɽ

3.2 ߟ

k-ςϯτࣸ૾ͷ߹ɼׂ͕ͪΐ͏Ͳ kͷ
ഒͷͱ͖ʹ۠ؒͷ۠Γͱ͕ॏͳΓɼε
ϖΫτϧʹप 1

kͷҐஔʹϐʔΫ͕ݱΕΔɽ
νΣϏγΣϑࣸ૾ͷ߹ɼk-ςϯτࣸ૾΄
Ͳ໌ྎͰͳ͍͕Ұ෦ͷपʹϐʔΫ͕ݱΕ
ͨɽk-ςϯτࣸ૾ͷ݁Ռ͔Βྨਪ͢Δͱɼ
ͷҐஔ͕Ө͍ͯ͠ڹΔͱ༧͞ΕΔɽͦ͜Ͱɼ
νΣϏγΣϑࣸ૾ͷ xͷׂ۠ؒʹ͓͚Δ
Ґஔ qx(0 ≤ qx < 1)ͷมಈΛ͑ߟΔɽ

qx(m) =
x− (−1)

2/m
mod 1 (3)

ྫ͑ ͷνΣϏγΣϑࣸ૾ͷ߹ɼ࣍4
x = ± 1√

2
, 0Ͱ͋Γɼ͜ΕΒ͕͘͠पੑظʹ

༩͢ΔͱԾఆͯ͠د q− 1√
2
ɼq 1√

2
ɼq0 ͷมಈͷε

ϖΫτϧΛՃࢉฏͨ͠ۉεϖΫτϧΛٻΊͨɽ
࣍ kΛ 2͔Β 6ͱͨ͠ͷΛਤ 3ʹࣔ͢ɽ
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ਤ 1. k-ςϯτࣸ૾ͷ݁Ռʢ͔ࠨΒॱʹ k-ςϯτࣸ૾ɼΧΦεईɼύϫʔεϖΫτϧີʣ

k=2
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k=3
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8

k=4
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ਤ 2. νΣϏγΣϑࣸ૾ͷ݁Ռʢ͔ࠨΒॱʹ νΣϏγΣϑࣸ૾ɼΧΦεईɼύϫʔεϖΫτϧີʣ
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カオス尺度のスペクトル 頂点位置から求めたスペクトル

ਤ 3. ΧΦεई H ͷεϖΫτϧͱҐஔ͔ΒٻΊͨ
εϖΫτϧ

ϐʔΫͷҐஔҰக͠ͳ͔͕ͬͨɼҐஔ
͔ΒٻΊͨεϖΫτϧͷϐʔΫ͕ΧΦεईͷ
εϖΫτϧͷϐʔΫͷۙʹҐஔ͢ΔεϖΫτ
ϧ͕ಘΒΕͨɽ

4 ·ͱΊ

k-ςϯτࣸ૾ɼk࣍ͷνΣϏγΣϑࣸ૾ʹ͓
͍ͯɼׂmʹର͢ΔΧΦεईH ͷपظ
ੑ͕֬ೝͰ͖ͨɽຊߘͰͦͷݪҼ͕Ґஔ
ʹΑΔͱ༧Λཱ͕ͯͨɼಛఆʹࢸΒͳ͔ͬ
ͨɽޙࠓௐࠪΛܧଓ͠ɼपੑظͷݪҼ͕໌Β
͔ʹͳΕɼׂʹґଘ͢ΔΧΦεईͷద
ͳදΛܾΊΒΕΔՄੑ͕͋Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] ਅඌ๎ߦɼԞलढ़ɼ“৺ഥִؒͷΧΦε
ईʹΑΔੳ”ɼJSIAM ୈ 12ճڀݚ
෦ձ࿈߹ൃදձԠ༻ΧΦε (1)-2ɼ2016ɽ

[2] ਅඌ๎ߦɼԞलढ़ɼ“৺ഥִؒσʔλ
ͷΧΦεईͱࣗਆ׆ܦಈͷؔ࿈ʹ
͍ͭͯ”ɼJSIAM 2016ձ Ԡ༻ΧΦε
(2)-1ɼ2016ɽ

[3] Ҫ্ܒɼ“ΧΦεईʹ͓͚Δ४पيظ
ಓͷऔΓѻ͍”ɼຊԠ༻ཧֶձจ
ɼVol.25ɼNo.2ɼpp.105-115ɼ2015ɽࢽ
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ΧΦεईͷݶۃͷࢉग़ʹ͍ͭͯ

Ԟ लढ़ 1,ਅඌ ߦ๎ 1

1౦ࣳใγεςϜࣜגձࣾ
e-mail : okutomi@tjsys.co.jp

1 ֓ཁ

ຊൃදͰɼׂ෯ ∆x → 0ͱͨ͠߹ͷ
ΧΦεईH ͷݶۃʢH(∆x → 0)ͱද͢ʣ
ͷࢉग़๏ͱͦͷධՁʹ͍ͭͯड़Δɽ

2 ΧΦεई

ࣸ૾ τ Τϧΰʔυత̍૾ࣸݩ࣍ͱ͢ΔɽΧ
ΦεईͷఏҊऀΒʹΑΔఆٛ [1][2]Ͱɼॳ
ΛઃؒظΛ༩͔͑ͯΒेʹ͍ࣸ૾෮ظ
͚͍ͯΔ͕ɼຊൃදͰল͘͜ͱͱ͢Δɽ

ఆٛ 1 (ຊൃදͰͷΧΦεईͷఆٛ) τ : I →
I (I ≡ [a, b] ⊂ R1 , a, b ∈ R)Λࣸ૾ͱ͢Δɽ۠
ؒ IΛmׂͨ۠ؒ͠XiΛҎԼͷΑ͏ʹఆ
ΊΔɽ

i = 1, 2, · · · ,mʹରͯ͠ɼ

I =
m⋃

i=1

Xi, Xi ∩Xj = φ (i ̸= j)

Xi = [xi, xi + ∆x] = [xi, xi+1]

xi = a+ (i− 1)∆x, ∆x =
b− a

m

ॳظ ξ0 ∈ I ʹ͍ͭͯ ξk = τ(ξk−1) = τk(ξ0)

(k = 1, 2, · · · , n)ͱͯ͠ੜ͞ΕΔྻܥ
{ξ0, ξ1, · · · , ξn}ʹର͠ɼξk ∈ XiͱͳΔ֬Λ
p(i)ɼξk ∈ Xi͔ͭ ξk+1 ∈ Xj ͱͳΔಉ֬࣌
Λ p(i, j)ͱ͢Δɽp(i), p(i, j)ʹର͠ΧΦεई
H ҎԼͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔɽ

H =
m∑

i=1

m∑

j=1

p(i, j) log
p(i)

p(i, j)
(1)

= −
m∑

i=1

p(i)
m∑

j=1

p(j|i) log p(j|i) (2)

3 ΧΦεईͱϦΞϓϊϑࢦͷؔ

ઌڀݚߦ [3]ΑΓɼΧΦεईͷݶۃ
H(∆x → 0)ɼϦΞϓϊϑࢦ λʹରͯ͠ɼ
ඇෛؔDΛ༻͍ͯɼ

λ =

∫

I
log |τ ′(x)|ρ(x)dx (3)

lim
∆x→0
m→∞

H =

∫

I

(
log |τ ′(x)|+D(x)

)
ρ(x)dx (4)

ͱදͤΔɽ͜͜Ͱ γ(x) = |τ ′(x)|ͱ͢ΔɽDɼ
τ(Xi)͕·͕ͨΔׂ۠ؒͷ͕ ⌊γ(x)⌋+2ͷ
߹ (Type-1ͱ͢Δ)D1͕બΕɼ⌊γ(x)⌋+
1ͷ߹ (Type-2ͱ͢Δ)D2͕બΕΔʢਤ
লུʣɽࡉরʣɽʢৄࢀ2

D1(x) = − ε(x)

γ(x)

{
S(x) + log ε(x)

}

D2(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−1 + ε(x)

γ(x)

{
S(x) + log(1 + ε(x))

}

(|τ ′(x)| ≥ 1)

− log |τ ′(x)| (|τ ′(x)| < 1)

ε(x) = γ(x)− ⌊γ(x)⌋
S(x) = q(x) log q(x) + (1− q(x)) log(1− q(x))

q τ(Xi)ͷ྆෦ʢਤ রʣͷҎԼൺΛࢀ2
ҙຯ͢Δɽ

q(x) : 1− q(x) =

{
∥Xη∥ : ∥Xη+⌊r⌋+1∥ (Type-1)

∥Xη∥ : ∥Xη+⌊r⌋∥ (Type-2)

·ͨɼqͷఆٛҬɼͦΕͧΕɼ

J1 = [0, 1] (Type-1)

J2 =

(
ε(x)

1 + ε(x)
,

1

1 + ε(x)

)
(Type-2)

Ͱ͋Δɽq∆x͕༗ݶͷ߹ τ,∆x, xʹର
ͯ͠Ұҙʹܾఆ͞ΕΔɽҰํͰ∆x → 0ͷ߹
ͷಛఆࠔʹͳΔɽ

4 ΧΦεईͷݶۃΛ༩͑Δظؔ

ؔ D1, D2 Λɼ͋Βͨʹ q = q(x)ɼγ =

|τ ′(x)|Λมͱ͢ΔؔD′
1, D

′
2ͱͯ͠ද͢ͱɼ

D′
1(γ, q) = −γ − ⌊γ⌋

γ

{
S′(q) + log(γ − ⌊γ⌋)

}

D′
2(γ, q) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−1 + γ − ⌊γ⌋
γ

{
S′(q)

+ log(1 + γ − ⌊γ⌋)
}

(γ ≥ 1)

− log γ (0 ≤ γ < 1)

S′(q) = q log q + (1− q) log(1− q)
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qɼͦͷఆٛҬ J1, J2Ͱසʹग़͢ݱΔ
ͱԾఆ͢ΔͱɼD′

1, D
′
2ͷظؔɼ

E[D′
1(γ)] =

1

∥J1∥

∫

J1

D′
1(γ, q)dq

E[D′
2(γ)] =

1

∥J2∥

∫

J2

D′
2(γ, q)dq

ͱͯ͠ಘΒΕΔɽ͞ΒʹɼલهͷԾఆͷԼͰɼ
E[D′

1]ͱE[D′
2]ͷબൺ

e1 : e2 = γ − ⌊γ⌋ : 1− (γ − ⌊γ⌋)

ͱ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δʢਤ রʣɽ͜ΕΑΓࢀ2
D′ͷظؔD′

ref͕ಘΒΕΔɽ

D′
ref(γ) =(γ − ⌊γ⌋)E[D′

1(γ)]

+ (1− (γ − ⌊γ⌋))E[D′
2(γ)]

ʢৄࡉলུʣ

=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

2γ
(γ ≥ 1)

γ

2
− log γ (0 ≤ γ < 1)

(5)

5 D′
refΛ༻͍ͨΧΦεईͷݶۃ

ਤ 3 ɼϩδεςΟοΫࣸ૾ɼk = 3, 4 ͷ
νΣϏγΣϑࣸ૾ʹ͍ͭͯɼͦΕͧΕɼࠇͷ࣮
ઢׂmʹର͢Δఆٛ 1Ͳ͓Γʹ͠ࢉܭ
ͨΧΦεई Hɽͷ࣮ફલهσʔλʢm

ର HʣΛ y = a/xb + cͷؔܗϑΟοςΟ
ϯάͨ͠߹ͷਪఆؔ fH(m) = â/mb̂ + ĉɽ
ϐϯΫͷ࣮ઢ sup fH(m) = ĉɽ੨ͷഁઢ
D′

refΛࣜ (4)ʹద༻ͯ͠ಘΒΕͨΧΦεईͷ
ݶۃ H(∆x → 0)Ͱ͋ΔɽຊௐࠪͷݶΓͰ
ɼH(∆x → 0) sup fH(m)ͱ͍ۙΛࣔ͢
͜ͱ͔ΒɼΧΦεईͷݶۃΛ༩͑Δظؔ
 D′

ref ΧΦεईͷݶۃΛਫ਼Α͘༩͑
͍ͯΔͱ͑ߟΒΕΔɽ

ݙจߟࢀ

[1] େਖ਼ଇ, ,རӳݪ ཧཧͱཧใ
ͷૅج, pp.93-96, ۙՊֶࣾ (2016).

[2] K.Inoue, Basic properties of entropic

chaos degree in classical systems,

INFORMATION, Vol.16, No.12(B),

8589-8596 (2013) .

[3] Ԟलढ़, ਅඌ๎ߦ, “Lyapunovࢦͱ
ΧΦεईͷؔ࿈ੑʹؔ͢Δղੳతߟ
2017”, JSIAMڀݚ෦ձ࿈߹ൃද
ձ, Ԡ༻ΧΦε (1)-4.

ਤ 1. τ(Xi)͕·͕ͨΔׂ۠ؒʢγ = |τ ′(x)| = 4.6Λ
ఆͨ͠߹ʣ

ਤ 2. E[D′
1]ͱ E[D′

2]ͷબൺ e1 : e2ʢγ = |τ ′(x)| =
3.4Λఆͨ͠߹ʣ

ਤ 3. D′
ref Λ༻͍ͨ H(∆x → 0)
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ਅͷಛҟݻ༗͕Θ͔Δςετྻߦͷੜ๏

ඌ࡚ ٱࠀ 1, Ԯా࢙ 2

1ࣳӜۀେֶɼ2౦ࢠঁژେֶ
e-mail : ozaki@sic.shibaura-it.ac.jp

1 ֓ཁ

ຊߨԋͰɼਅͷಛҟݻ༗͕ࣄલʹΘ
͔Δςετྻߦͷੜ๏ʹ͍ͭͯड़Δɽ͜Ε
ɼղ๏ʹΑΔۙࣅղͷڍಈਫ਼ͷূݕ
ʹ༗༻Ͱ͋Δɽਅͷݻ༗͕Θ͔Δςετ
ͱͯ͠ɼ॥ྻߦ, Clementྻߦ, Frankߦ
ྻͳͲ͕ΒΕ͍ͯΔɽςετྻߦͷจ
ݙ [1]ͷୈ 28ষʹΑ͘·ͱ·͍ͬͯΔɽҰൠʹ
Ϣʔβ͕ݻ༗ɾಛҟΛࢦఆͯ͠ྻߦΛੜ
͢Δʹɼ·ͣಛҟݻ༗ͷใΛೖΕͨ
ର֯ྻߦ Σ ∈ Rm×nɼ·ͨର֯ϒϩοΫʹ
δϣϧμϯࡉ๔͕ฒΜͩྻߦD ∈ Rn×nΛ༻ҙ
͢Δɽ࣍ʹɼަྻߦ U ∈ Rm×m, V ∈ Rn×nɼ
ਖ਼ଇͳྻߦX ∈ Rn×nΛ༻͍ͯɼ

A := UΣV T , B := X−1DX (1)

ͱɼಛҟղͷٯδϣϧμϯඪ४͔ܗΒߦ
ྻΛٻΊΕΑ͍ɽͨͩ͠ɼුಈখΛѻ
͏ࢉܭͰ

• ަྻߦU, V ͷཁૉ͕ුಈখͰද
Ͱ͖ͳ͍߹͕͋Δݱ

• Xͷཁૉ͕ͯ͢ුಈখͰ͋ͬͯ
ɼҰൠతʹX−1ͷཁૉුಈখ
Ͱͳ͍

• U, V,Σ, D,X,X−1 ͷཁૉ͕ͯ͢ුಈ
খͰ͋ͬͯɼҰൠతʹABͷ
ཁૉුಈখͰͳ͍ʢੵྻߦʹ
ؙ͓͍ͯΊൃ͕ࠩޡੜ͢ΔՄੑ͕͋Δʣ

ͳͲͷ͕͋ΔɽϢʔβ͕ඪͱͳΔಛҟ
ݻ༗Λࢦఆͯ͠ɼྻߦͱͦͷਅͷಛҟ
༗Λ༩͑Δํ๏Λհ͢Δɽຊ֓ཁͰɼݻ
දهͷ؆ུԽͷͨΊʹςετྻߦਖ਼ํྻߦͱ
͠ɼྻߦͷαΠζ nΛ 2ͷ͖ͱ͢Δɽಛ
ҟͷͰҙͷmߦ nྻͷʹ֦ு
Ͱ͖Δɽ

2 දه

FΛ IEEE 754 [2]͕ఆΊͨɼ͋Δݻఆ͞Εͨ
ਫ਼ʹ͓͚Δුಈখͷू߹ͱ͢Δɽfl(·)
ׅހʹ͋Δͯ͢ͷ 2߲ԋࢉΛුಈখ

ԋࢉʹΑΓධՁ͢Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɽfl△(·)
ʹ͋Δͯ͢ͷހׅ 2߲ԋࢉΛ্ؙ͖Ίͷ
ϞʔυʹΑΓධՁ͢Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɽfl(·)
ͷධՁʹ͓͍ͯɼΦʔόʔϑϩʔΞϯμʔϑ
ϩʔൃੜ͠ͳ͍ͱԾఆ͢Δɽufp(a), a ∈ R
 |a|ΛҎԼͷ࠷େͷ 2ͷ͖Λฦؔ͢
ͱ͢Δʢྫ֎తʹ ufp(0) = 0ͱ͢Δʣɽ

3 ಛҟʹର͢ΔఏҊख๏

·ͣɼਅͷಛҟ͕Θ͔ΔྻߦΛࢉܭ
ʹΑΓੜ͢Δํ๏Λհ͢Δɽࣜ (1) ͷಛ
ҟղʹର͠ɼU ͱ V ʹεέʔϦϯά͞Ε
ͨΞμϚʔϧྻߦΛ༻͍ΔɽΞμϚʔϧྻߦ
H ∈ Rn×n ɼ͕ +1,−1ͷ͍ͣΕ͔Ͱ͋
ΓɼHTH = nIΛຬͨ͢ྻߦͰ͋Δɽ͜ ͜Ͱɼ

(
1 1

1 −1

)

Λ༻͍ɼγϧϕελͷํ๏Ͱٻ·ΔΞμϚʔϧ
Hྻߦ Λ͑ߟΔɽ͢ͳΘͪɼH ͷ 2ഒͷαΠ
ζͷΞμϚʔϧྻߦ

(
H H

H −H

)

ͱͳΔɽ
ಛҟσi (i = 1, . . . , n)ΛϢʔβ͕༩͑ɼΣ =

diag(σ) ∈ Fn×nͱ͢Δɽఆ t ∈ FΛ

t := 6ufp

(
fl△

(
n∑

i=1

σi

))
. (2)

ͱఆΊɼ ର֯ྻߦ Σ′ͷཁૉΛ

σ′i = fl((t+ σi)− t) (3)

ͱɼͯ͢ͷ iʹ͍ͭͯ͢ࢉܭΔʢ͜ͷࢉܭͷ
ཧจݙ [3]Λࢀরʣ. 2nu ≤ 1ͷͱ͖ʹ

HΣ′HT = fl(H(Σ′HT )) = fl((HΣ′)HT )

ཱ͕͢Δɽ͢ͳΘͪɼුಈখԋࢉͰྻߦ
ੵΛͯ͠ࢉܭൃ͕ࠩޡੜ͠ͳ͍ɽ͞Βʹɼn
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 2ͷ͖Ͱ͋Δ͜ͱ͔Βɼ

A := HΣ′HT /n = fl(H(Σ′HT )/n)

= fl((HΣ′)HT /n)

ཱ͕͠ɼAͷಛҟ σ′iiͱͳΓɼ·ͨີݫ
ͳಛҟϕΫτϧΘ͔ΔɽఏҊख๏ͷಛͱ͠
ͯɼσii = σjj ͳΒ σ′ii = σ′jj ཱ͕͢ΔɽҰ
ํͰɼσii ̸= σjj ͳΒ σ′ii ̸= σ′jj อূ͞Ε
ͳ͍ɽ

4 ༗ʹର͢ΔఏҊख๏ݻ

ࣜ (1)ͷδϣϧμϯඪ४ܗΛ༻͍ͯඪͱͳ
Δݻ༗Λࢦఆ͢ΔɽX ΛΞμϚʔϧྻߦ H

ͱ͢ΔͱɼX−1H/nͱͳΔɽDδϣϧμ
ϯࡉ๔͔Βߏ͞ΕΔྻߦͱ͢Δɽ࣮ରশྻߦ
Λੜ͍ͨ͠߹ʹDΛର֯ྻߦͱ͢Δɽఆ
 t ∈ FΛ

t := 6ufp

(
fl△

(
n∑

i=1

(|dii|+ 1)

))
(4)

ͱఆΊΔɽD͕ର֯ྻߦͷ߹্هͷ tΛ

t := 6ufp

(
fl△

(
n∑

i=1

|dii|
))

ͱͯ͠Α͍ɽ͜͜Ͱͷҙͱͯ͠ɼର֯ྻߦͰ
ͳ͍ Dʹରͯ͠ɼ|dii|ͷ্ݶʹ੍͕͋
ΔɽྻߦD′ΛಘΔͨΊɼ

d′ii = fl((t+ dii)− t) (5)

Λͯ͢ͷ iʹ͍ͭͯ͢ࢉܭΔ. D′ͷ෭ର֯
Dͱಉ͡ͱ͢Δɽ2nu ≤ 1ͷͱ͖ʹ

B := X−1D′X = fl(X−1(D′X))

= fl((X−1
n D′)Xn)

ཱ͕͢Δɽ͢ͳΘͪɼුಈখԋࢉͰྻߦ
ੵΛͯ͠ࢉܭൃ͕ࠩޡੜ͠ͳ͍ͨΊɼd′ii ͕
Bͷਅͷݻ༗ͱͳΔɽ
ຊ֓ཁͰͷઆ໌লུ͢Δ͕ɼ࣮ରশྻߦʹ

͍ͭͯɼkॏର֯ྻߦΛੜ͢Δ͜ͱՄ
Ͱ͋Δɽ͞ΒʹɼٞΛෳૉʹ͢Δ͜ͱՄ
Ͱ͋Δɽ

5 MATLABίʔυͷྫ

ຊষͰɼ࣮ରশྻߦʹର͢Δີݫͳݻ༗
Λ༩͑ΔMATLABͷίʔυΛհ͢ΔɽҎԼ

ϕΫτϧ σ ∈ FnΛ༩͑ɼྻߦ A ∈ Fn×nͱ
ͦͷݻ༗ τ ∈ FnΛٻΊΔؔͰ͋Δɽ

function [A, τ ] = testmat eig(σ)

n = length(σ);

H = hadamard(n);

feature(′setround′, Inf);

t = 6 ∗ ufp(sum(abs(σ)));
feature(′setround′, 0.5);

τ = (t+ σ)− t;

A = H ∗ (spdiags(τ ′, 0, n, n) ∗H);

p = randperm(n);

A = A(p, p)/n;

end

Ҏ্؆қίʔυͰ͋Γɼੵྻߦͷࢉܭίετ
Λͨ͠ݮίʔυΛ༩͑Δ͜ͱ͕ՄͰ͋Δɽ
ఏҊख๏Λ༻͍Εɼ֤ݻ༗ʹର͢Δີݫ
ͳ૬ରࠩޡΛಘΔ͜ͱՄͰ͋Δɽྻߦͷα
Πζ 1024ͱ͠ɼ࠷େݻ༗Λ 1010ɼ࠷খݻ
༗Λ 1ͱ͠ɼؒͷݻ༗زԿతʹ͢Δ
Α͏ʹઃఆͨ͠ɽਤ 1MATLABͷ eigؔ
͕ग़ྗͨ͠ i൪ͷݻ༗ʢঢॱʣͷ૬ରࠩޡ
Λද͍ͯ͠Δɽ͜ͷྫͰɼઈର͕େ͖͍ݻ
༗΄Ͳ૬ରਫ਼͕Α͘ɼઈର͕খ͍͞ݻ༗
΄Ͳ૬ରਫ਼͕ѱ͍͕͋Δɽ
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ਤ 1. ࠩޡ༗ʹର͢Δ૬ରݻ֤
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୯ਫ਼Ͱ࡞͞Εͨۙྻߦٯࣅ݅ΛԼ͛ΔޮՌΛͭ࣋ͷ͔ʁ

ೆാ ३࢙ 1,3, Ԯా ࢙ 2, େੴ ਐҰ 3

։ൃ๏ਓڀݚཱࠃ1 େֶɼ3ૣҴాେֶࢠঁژॴɼ2౦ڀݚ߹૯ۀ࢈
e-mail : aminamihata@aoni.waseda.jp

1 ֓ཁ

୯ਫ਼ුಈখԋࢉഒਫ਼ුಈখԋ
Ͱ͋Δͱ͍͏ಛΛߴΑΓਫ਼ྼΔ͕ࢉ
ɻ·ͨɺۙGPUͷൃୡʹΑΓɺ୯ਫ਼ͭ࣋
ුಈখԋ͕ࢉඇৗʹߴͳࢉܭϢχοτ
͕༰қʹखʹೖΓɺͦͷߴੑΛڀݚ͔ͨ͠׆
ΘΕ͍ͯΔɻߦʹൃ׆͕
ຊൃද୯ਫ਼Ͱ࡞͞Εͨۙྻߦٯࣅ

݅ΛԼ͛ΔޮՌΛ͔ͭ࣋Ͳ͏͔Λͱ͍͔ͭ͘
ͷଥͱࢥΘΕΔԾఆͷ্ʹࣔ͢ɻຊൃදͷ
༰

[L,U,P] = lu(single(A));

ͱͯ͠ɺ୯ਫ਼Ͱͨ͠ࢉܭ LUղΛલॲཧͱ
ͨ͠߹ͷ

κ(U−1L−1PA)

͕ κ(A)ΑΓेʹԼ͕͍ͬͯΔ͔ʹ͑Δ
ͷͰ͋ΓɺͲͷΑ͏ͳ߹ʹ୯ਫ਼લॲཧ
ޮՌత͔ʁͷٙʹ͑ΔͷͰ͋Δɻߋʹ
us = 10−8ͱͯ͠

R = inv(single(A));

ͱ͕ྻߦٯࣅۙͨ͠ࢉܭɺ

κ(RA) ≈ us
−1 · κ(A)?

ͱ͍͏ٙʹ͑ΔͷͰ͋ΓɺRumpͷѱ
݅ͷͨΊͷ෮๏ [1, 3]ͷੑ࣭ΛΑΓਂ͘
ΔͨΊͷखֻ͔ΓͱͳΔͷͰ͋Δɻߋʹ
ߴਫ਼ͳٯ LUղٯQRղ [4]ͷৄࡉ
ͳղੳʹԠ༻Ͱ͖Δɻࢴ໘ͷຕͷ্ؔɺ
κ(U−1L−1PA)͕Ͳ͏ͳΔ͔Λத৺ʹࣔ͢ɻ

2 ධՁΛ༻͍ͨղੳࠩޡલࣄ

LUղΛ

[L,U,P] = lu(single(A)); (1)

ͱͨ͠ࢉܭͷͱ͢Δɻκ(A) ≤ us−1 Ͱ͋Ε
ɺκ(LU) ≈ κ(A)͕ظͰ͖ΔɻͦΕҎ֎
ઁಈʹΑΓ κ(LU) ≈ us−1ఔʹͳΔͱݧܦత
ʹݴΘΕ͍ͯΔɻ

·ͨɺA(s) = single(A)ͱ͢Δͱɺ

|A(s) −A| ≤ us|A|

Λຬͨ͢ɻLUղͷࣄલࠩޡΑΓ

|PA(s) − LU | = cnus|L||U | (2)

Ͱ͋Δɻcn࠷దͳϒϩοΫαΠζͰͷLU
ղͰ cn = 2

√
nͰ͋Γɺcn ≈

√
nఔͰ͋Δɻ

ຊൃදͰ cn =
√
nͱͯٞ͠ΛਐΊΔɻ

|U−1L−1PA|
= |U−1L−1

((
PA(s) − LU

)
+

(
PA− PA(s)

))
|

≤ |U−1L−1|(cnus|L||U |+ usP |A|)

ఆCLUΛ || |L||U | ||∞ ≤ CLU ||LU ||∞ɺ||A||∞ ≤
CA||LU ||∞ ͱ͢Δͱɺ

||U−1L−1PA||∞ ≤ usκ(LU)(cnCLU + CA)

ࣜ (2)ΑΓ CA ≈ 1Ͱ͋Δɻैͬͯɺc′(n) :=
cnCLU ͱͯ͠ɺ

• c′(n)κ(LU) ≤ us
−1 ⇒ ||U−1L−1PA||∞ ≈ 1

• c′(n)κ(LU) ≥ us
−1 ⇒ ||U−1L−1PA||∞ ≈ O(

√
n)

ͱධՁग़དྷΔɻ·ͨɺ

|(U−1L−1PA)−1|
= |A−1PT (LU − PA(s) − PA+ PA(s))− I|
≤ I + |A−1|(|LU − PA(s)|+ |PA− PA(s)|)
≤ I + |A−1|(cnus|L||U |+ us|P ||A|)

ఆ g͕ || |L||U | ||∞ ≤ g||A||∞Λຬͨ͢ఆ
ͱ͢Δɻ͜ͷ࣌ɺ

||(U−1L−1PA)−1||∞ ≤ 1 + usκ(A)(cng + 1)

ͱධՁग़དྷΔɻ্هͷ߲ɺg͕খ͞ͳఆͰ
͋Εɺ

||(U−1L−1PA)−1||∞ ≈ max(cnusκ(A), 1)

ͱ͑ߟΔ͜ͱ͕ग़དྷΔɻै ͬͯɺκ(A) < us−1ͷ
߹ɺۙࣅͷ LUղ͕ κ(LU) < us−1 ظ͕
Ͱ͖ɺ͜ͷલॲཧmax(

√
nusκ(A), 1)ఔͷ

݅ʹ͢ΔޮՌ͕͋Δ͜ͱ͕͔Δɻκ(A) ≥

217



us−1 ͷ߹ͰɺઁಈʹΑΓۙࣅͷ LUղ͕
κ(LU) ≈ us−1ͱͳΔ߹Ͱ

κ(U−1L−1PA) ≈ cn
2usκ(A) = nusκ(A)

ͱͳΔͷͰ κ(A)ͷ͕͍݅ͱ͖ΑΓ࣍
ͳΓ݅ΛԼ͛ΔޮՌ͕Լ͕ͬʹײʹහݩ
ͯ͠·͏͜ͱ͕͔Δɻ
ͨͩ͠ɺ࣮ࢉܭʹࡍΛ͏ߦͱκ(A) ≥ us−1ͷ

߹ɺઁಈʹΑΓۙࣅͷLUղ͕ κ(LU) ≈
us−1 ʹͳΔΘ͚Ͱͳ͘ɺΑΓ͕݅ѱ͘
ͳͬͯΔ͜ͱ͕ଟʑ͋Γɺߋʹ݅ΛԼ͛Δޮ
Ռ͕Լ͕ͬͯ͠·͍ͬͯΔɻ͜ ͷݱʹؔͯ͠
࣮݁ݧՌΛࢀর͖͍ͨɻ·ͨɺκ(LU) >

us−1ͷ߹ɺ

κ(U−1L−1PA) ≈ cn
2us

2κ(LU)κ(A)

= nus
2κ(LU)κ(A) (3)

ͱධՁͰ͖Δɻ

3 ࣮ݧ

࣮ݧʹMATLABͷ galleryؔΛ༻
͍ͨɻ

A = gallery(’randsvd’,n,cond_num,mode);

[L,U,P] = lu(single(A));

Λݩ࣍ nͱ͠ɺ݅Λ cond numͱͨ͠ɺ
mode 3ͱͨ͠ɻͦΕͧΕͷݩ࣍ɺ݅
ʹ͓͍ͯɺLUղͷ݅ɺલॲཧޙͷ݅
ɺલॲཧޙͷແݶେϊϧϜΛܭଌͨ͠ɻ݅
ͷࢉܭߴਫ਼ԋࢉΛ༻͍ͯͨ͠ࢉܭɻදʹ
ͨ͠༺ 30ճͷฏۉΛऔ͍ͬͯΔɻ

ද 1. Λݩ࣍ n = 10ͷ߹
κ(A) κ(LU) κ(U−1L−1PA) ||U−1L−1PA||∞
106 2.50× 106 1.03× 100 1.02× 100

107 2.55× 107 1.28× 100 1.14× 100

108 2.42× 108 5.85× 100 2.40× 100

109 5.40× 109 9.84× 102 4.67× 101

1010 4.79× 109 3.10× 103 1.88× 101

ද 2. Λݩ࣍ n = 100ͷ߹
κ(A) κ(LU) κ(U−1L−1PA) ||U−1L−1PA||∞
106 7.66× 106 1.12× 100 1.06× 100

107 7.36× 107 2.28× 100 1.51× 100

108 7.44× 108 3.49× 101 6.29× 100

109 2.90× 1010 6.96× 103 1.70× 102

1010 6.06× 1010 1.21× 105 3.12× 102

ද 1,2,3.ΑΓྻߦͷݩ࣍ʹԠͯ͡ɺ݅
ΛԼ͛ΔޮՌ͕མ͍ͪͯΔ͕ࣄ͔Δɻ·ͨɺ
κ(A) > us−1 ͷ݅ͰઁಈͰ κ(LU) ≈
us−1 ͦΕΑΓʹࡍ͞ΕΔ͕ɺ࣮ظ͕

ද 3. Λݩ࣍ n = 1000ͷ߹
κ(A) κ(LU) κ(U−1L−1PA) ||U−1L−1PA||∞
106 3.85× 107 2.41× 100 1.56× 100

107 3.46× 108 2.72× 101 5.24× 100

108 9.05× 1010 3.32× 104 9.72× 102

109 2.76× 1011 6.67× 105 2.42× 103

1010 6.08× 1011 9.90× 106 4.37× 103

͕݅େ͖͘ͳ͓ͬͯΓɺͦͷӨڹͰલॲཧޙ
ͷ͕݅ nusκ(A)ΑΓΔ͔ʹѱ͍ͱ
ͳ͓ͬͯΓɺࣜ (3)ʹ͍ۙ݅ͱͳ͍ͬͯΔ
͜ͱ͕Θ͔Δɻ·ͨɺݩ͕࣍૿͑ΔʹͭΕɺ
κ(LU)૿Ճ͍ͯ͠Δ͜ͱΘ͔Δɻ

4 ·ͱΊ
ຊߘͰɺ୯ਫ਼Ͱ࡞͞Εͨۙྻߦٯࣅ

݅ΛԼ͛ΔޮՌΛͭ࣋ͷ͔Ͳ͏͔ʹযΛ
ͯɺ͋Δ݅Ҏ্ྻߦͷݩ࣍ʹӨڹΛ
ड͚͍͢͜ͱΛཧతɺ࣮ݧతͷ྆໘Α
Γࣔͨ͠ɻൃද࣌ʹɺR = inv(A)ͷ߹ʹ
͍ͭͯ͠ٴݴɺؒ࣌ͷݶ͢ڐΓɺຊൃදͷԠ
༻Ͱ͋Δ RumpͷΞϧΰϦζϜʹؔ͢Δࣄฑ
ʹ͍ͭͯ৮ΕΔ༧ఆͰ͋Δɻ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 17K12692ͷॿ
͓Αͼ JSTɺCRESTͷࢧԉΛड͚ͨͷͰ͋
Δɻ
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相対的に大きな特異値を持つ悪条件連立一次方程式の前処理法による高速
かつ高精度な数値計算法

小林 由佳 1, 荻田 武史 2

1東京女子大学理学研究科，2東京女子大学
e-mail : h15m001@cis.twcu.ac.jp

1 概要
本報告では，密な連立一次方程式

Ax = b, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn (1)

において，Aの条件数が大きいために倍精度演
算（単位丸め誤差 u = 2−53）を用いて高精度
な解が得られないとき，LU分解因子を利用し
た前処理手法 [1]を元にした高速かつ高精度に
近似解 x̂を求める前処理手法を提案する．この
とき，Aの条件数は κ(A) = ∥A∥ · ∥A−1∥ と表
され，κ(A)が大きくなると近似解は不安定と
なり，このようなAを悪条件と呼ぶ．
一方，連立一次方程式の高精度な近似解を得

るための標準的な手法として次の二通りの手法
が挙げられる．まず一つ目として，LU分解と
残差反復を用いる手法が用いられる．ただし，
この手法では Aが悪条件のときには高精度な
近似解を得ることができない．二つ目の手法と
して，このような悪条件な問題に対して多倍長
演算が有効となる場合がある．しかし，この手
法では Aの条件数に関わらず計算時間が著し
く増大してしまうという欠点がある．
そこで，Aが悪条件であるとき，

κ(MA) ≈ u · κ(A), M ∈ Rn×n

のようにして前処理を行うことでAの条件数を
低減し，高精度な近似解を得る手法について考
える．従来，κ(A) ≤ (u−1)2である問題に対し，
M にはAの近似逆行列が用いられたが [2]，文
献 [1]のようにLU分解因子を用いることで，計
算コストを大きく削減することが可能となった．
本報告では，Aが相対的に大きな特異値を持

つような (1)に対し，LU分解因子を用いる前
処理手法に基づく手法により計算量を大きく削
減可能な前処理手法を提案し，発表においてそ
の数値実験結果を示す．

2 LU分解因子を用いる前処理手法
悪条件なAに対し，Crout型の LU分解を適
用するとAの悪条件性はLに付与され，κ(A) ≈

κ(L)となる [3]．この性質を利用し，次のよう
に左前処理を行うことで Aの条件数を低減で
きる．A′ = PA ≈ LU とし，(1)の両辺に L−1

をかけて

XL ≈ L−1, b′ = Pb′, XLA
′x = XLb

′ (2)

とする．このとき，

κ(XLA
′) ≈ 1 + u · κ(A)

となることが示されている [3]．

3 提案手法
Aの特異値を σi (i = 1, · · · , n)

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn

とする．ここで，閾値 αを u ≤ α < 1 となる
ように定めたとき，

σm ≥ α · σ1, σm+1 < α · σ1

であるとする．すなわち Aは相対的に大きな
特異値をm個持つ．このとき，PA ≈ LU とす
ると，経験的に

L =

[
L11 O

] }
m

}
n

L21 L22

|(L11)ii| ≥ α∥A∥∞ (i = 1, · · · ,m)

|(L22)11| < α∥A∥∞ (3)

となる場合が多い（例外もある）．このとき，
L22の各要素は αに近い相対的に小さな値とな
ることが推測される．数値実験において，L22の
対角要素以外を 0としたところ前処理に影響は
さほど見られなかったことから，L22をαIn−m

で置き換え（I は単位行列），

L̂ :=

[
L11 O
L21 αIn−m

]
(4)

とすることで，前処理における計算量を削減で
きると考える．XL ≈ L̂−1として (2)の近似解
を求めることにより，

κ(XLA
′) ≈ 1 + α · κ(A)
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となり，Aの条件数を低減できることが期待で
きる．

4 アルゴリズム
部分軸交換付き LU分解により PA ≈ LU と

し，前進後退代入によって得られた x̂に対して
残差反復を用いて (1)の近似解を求める．ただ
し，LU分解の途中で (3)が満たされた場合は
LU分解の処理を途中で止める．これによって
高精度な近似解が得られなかった場合，さらに
以下の手順 (i), (ii)を行う．
(i) (4)を用いた前処理によって Aの条件数
を低減し，再び LU分解と前進後退代入
を用いて (2)の近似解を求める．

(ii) 手順 (i)で求めた近似解に対し残差反復
を行う．

ただし，前進後退代入と残差反復については文
献 [1]にある手順と同様に行う．

5 前処理手法
(2)を解くことを考える．このとき，

A′ :=

[
A1

A2

]
, U :=

[
U1

U2

]
,

XLA ≈ C :=

[
C1

C2

]
(5)

とする．なお，A1, U1, C1 ∈ Rm×n，A2, U2, C2 ∈
R(n−m)×n である．このとき，(4), (5)より

C ≈
[

L−1
11 O

− 1
αL21L

−1
11

1
αIn−m

][
A1

A2

]

≈
[

U1

C2

]
(6)

となる．ここで，

W = L21L
−1
11 , C2 =

1

α
(A2 −WA1) (7)

とすることで C が得られる．次に，

b :=

(
b1
b2

)
, d :=

(
d1
d2

)
(8)

とすると，(4), (8)より

d ≈
[

L−1
11 O

− 1
αL21L

−1
11

1
αIn−m

](
b1
b2

)

≈
(

d1
d2

)
(9)

となる．d1と d2はそれぞれ

d1 = L−1
11 b1, d2 =

1

α
(b2 −Wb1) (10)

によって得られる．ただし，(7), (10)は高精度
計算を必要とする．そのため，本発表では Dot2

[4]を用いる．こうして得られた C と dを用い
て，軸交換付き LU分解と前進交代代入によっ
て (2)の近似解（すなわち (1)の近似解）を得
ることができる．

6 計算量
提案手法において，計算量がO(n3) flopsと

なるのは以下の通り．
O(n3)の演算 計算量 (flops)

Aの LU分解 2
3m

3 + 2(n−m)m2

(7)のW (n−m)m2

(7)の C2 25(n−m)mn (Dot2)

C の LU分解 2
3(n−m)3 +m2(n−m)

+2m(n−m)2

総計算量 2
3n

3 + (2m+ 25n)(n−m)m

総計算量は m ≈ 1
2n のときに極大となる．

m = 1，つまり一つの大きな特異値を持つ場合
には 2

3n
3 flopsとなり，これは LU分解の計算

量と同じとなる．また，m = n，つまり特異値
に差が見られない場合にも同様となる．また，
m = 1

2nのときは
43
6 n

3 flopsとなる．従来の
前処理法 [1]の計算量は 85

6 n
3 flopsであるため，

提案手法によって計算量を大きく削減できる．
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ʹอূ͢ΔͨΊͷཧͱ࣮๏ߴͷਖ਼ଇੑΛྻߦ

ඌࣉ ࢙߶ 1, ඌ࡚ ٱࠀ 2

1ࣳӜۀେֶେֶӃཧڀݚֶՊɼ2ࣳӜۀେֶγεςϜཧֶ෦ཧՊֶՊ
e-mail : nb17105@shibaura-it.ac.jp

1 ֓ཁ

ຊͰɼ༩͑ΒΕͨྻߦͷਖ਼ଇੑΛߴʹ
อূ͢Δख๏ʹ͍ͭͯड़Δɽઌڀݚߦͱͯ͠ɼ
LUղͷ݁ࢉܭՌͱͦͷྻߦ֯ࡾͷۙߦٯࣅ
ྻΛ༻͍ͨख๏͕ΒΕ͍ͯΔɽզʑɼઌߦ
ͷಋग़ํ๏Λม͑ͯ৽͍͠ख๏ΛఏҊ͢Δɽڀݚ
·ͨɼྻߦͷࢉܭʹରͯ͠ϒϩοΫࢉܭΛ༻͍
ධՁΛվળ͢ΔɽϒϩοΫαΠζΛࠩޡલࣄͯ
ࠩޡͱ͖ɼͨ͠ࢉܭαΠζͷฏํࠜఔͰྻߦ
ʹͷαΠζ͕ेྻߦదͳΛͱΔɽ࠷ݶ্
େ͖͍߹ɼϒϩοΫྻߦԋࢉΛݶ্ࠩޡͷҙ
ຯͰ࠷దʹͯ͠ࢉܭɼؒ࣌ࢉܭͷ૿Ճখ͞
͍ɽզʑɼϒϩοΫԋࢉʹର͢ΔؙΊࠩޡղ
ੳΛԠ༻͠ɼઌڀݚߦͱఏҊख๏ͷվળΛ͏ߦɽ

2 ϒϩοΫԋࢉΛ༻͍ͨࠩޡղੳ

·ͣɼຊͰ༻͍Δه߸ʹ͍ͭͯઆ໌Λ͏ߦɽ
FΛ IEEE ʹఆ͞Εͨਫ਼ݻͮ͘جʹ֨ن754
͓͚Δුಈখ [1]ͷू߹ͱ͠ɼuΛ Fͷ
ؙΊͷ୯Ґͱ͢Δʢ binary ߹ͷࣜܗ64 u =

2−53Ͱ͋Δʣɽ·ͨɼγk = ku/(1−ku)ͱ͢Δɽ
fl(·), f l▽(·), f l△(·)ׅހͷ֤ 2߲ԋࢉΛු
ಈখԋࢉΛ͏ߦͷͱ͠ɼͦΕͧΕۙ࠷
ؙΊɼԼؙ͖Ίɼ্ؙ͖ΊͷϞʔυͰධՁ
Λҙຯ͢Δɽͨͩ͠ɼຊͰුಈখԋࢉ
ͰΞϯμʔϑϩʔ͕ൃੜ͠ͳ͍͜ͱΛԾఆ͢Δɽ
·ͨɼϕΫτϧ x, y ∈ Rnʹର͠ɼઈରͱෆ
߸ͷه߸ |x| = (|x1|, |x1|, · · · , |xn|)T , x <

y ⇔ xi < yi (∀i)Λҙຯ͠ɼྻߦͷ߹ಉ༷
ʹ༻͍ΔɽϕΫτϧee = (1, 1, . . . , 1)T ∈ Nn

ͱ͢Δɽ
͔͜͜ΒɼϒϩοΫࢉܭΛ༻͍ͨࡍͷࣄલޡ

ࠩղੳΛհ͢Δ [2]ɽ

ิ 1 A,B ∈ Fn×nͱ͢Δɽ͜ ͷͱ͖ɼϒϩο
ΫαΠζΛ nbͱͯ͠ੵྻߦ C = fl(AB)Λܭ
ͱ͖ͨ͠ࢉ

|C −AB| ≤ γnb+⌈n/nb⌉−1|A||B|

͕Γཱͭɽ

ॱংʹ੍͕͋Δ͕ࢉܭͷղੳ݁Ռɼه্
ຊͰઆ໌Λলུ͠ɼҎޙಉ༷ͱ͢Δɽ

ิ 2 A ∈ Fn×nͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼϒϩοΫ
αΠζΛ nb ͱ͠ɼϒϩοΫ LUղΛ༻͍ͯ
L̂, Û , P ͕ಘΒΕͨͱ͖

|PA− L̂Û | ≤ γnb+⌈n/nb⌉−1|L̂||Û |

͕Γཱͭɽͨͩ͠ɼL̂୯ҐԼྻߦ֯ࡾɼÛ

্ྻߦ֯ࡾɼP ஔྻߦͰ͋Δɽ

ิ 3 T ∈ Fn×nΛྻߦ֯ࡾͱ͢Δɽ͜ ͷͱ͖ɼ
ϒϩοΫαΠζΛnbͱ͠ɼํྻߦఔࣜXT = I

ͷղ X̂ ͕ಘΒΕͨͱ͖

|I − X̂T | ≤ γnb+⌈n/nb⌉−1|X̂||T |

͕Γཱͭɽ

ิ 3ͱಉ༷ʹɼX̂ ఔࣜํྻߦ͕ TX = I Ͱ
ಘΒΕͨ߹

|I − TX̂| ≤ γnb+⌈n/nb⌉−1|T ||X̂|

͕Γཱͭɽ

3 ઌڀݚߦ

ຊষͰɼୈ 2ষͷղੳΛ༻͍ͨઌڀݚߦͷ
վྑ݁ՌΛհ͢ΔɽྻߦA ∈ Fn×nͷਖ਼ଇੑ
ͷอূʹ∥RA−I∥ < 1Λຬͨ͢R ∈ Fn×n͕
ଘ͢ࡏΔ͜ͱΛࣔͤྑ͍ɽຊষͰɼXL, XU

Λ L̂, Û ͷۙྻߦٯࣅͱ͠ɼ·ͣR = XUXLP

ͱͨ͠ͱ͖ͷղੳ݁ՌΛհ͢Δɽ

ఆཧ 4 A ∈ Fn×n ʹର͢ΔϒϩοΫ LUղ
ͷ݁ࢉܭՌΛ L̂, Û , P ͱ͢Δɽͨͩ͠ɼL̂୯
ҐԼྻߦ֯ࡾɼÛ ্ྻߦ֯ࡾɼP ஔྻߦ
Ͱ͋Δɽ·ͨɼL̂, Û ͷۙྻߦٯࣅΛͦΕͧΕ
XL, XU ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖

∥RA− I∥∞ ≤γnb+⌈n/nb⌉−1∥2|XU ||XL||L̂||Û |e
+ |XU ||Û |e∥∞ (1)

͕Γཱͭ [3]ɽ

ࣜ (1)ʹ͓͍ͯɼඞཁͳྔࢉܭ 4
3n

3+O(n2)

flopsͰ͋Δɽ·ͨɼ͜ ͷख๏ͷ΄͔ʹɼ7
3n

3, 103 n
3

flops ͷਫ਼อূ๏͕ΒΕ͍ͯΔ [4, 5]ɽ͞
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ΒʹɼR = (L̂Û)−1P ͱͨ͠ख๏͕ Minami-

hataΒʹΑͬͯఏҊ͞Ε͍ͯΔ [6]ɽ͜ͷख๏
ɼOishi-Rump ͷख๏ͱಉͷ͔ͭྔࢉܭɼ
∥RA−I∥∞ͷ্ݶΛʹ·ͰݮͰ͖Δɽ

4 ఏҊख๏

R := XU L̂−1Pͱͨ͠ख๏ΛఏҊ͢ΔɽXL, XU

ɼͦ ΕͧΕํྻߦఔࣜ L̂X = I, XÛ = Iͷ
ղͱ͠ɼ∆Lࣅۙ = I − L̂XL,∆U = I −XU Û

ͱ͢Δɽ·ͨɼ

γnb+⌈n/nb⌉−1∥|L̂||XL|∥∞ < 1 (2)

ΛԾఆ͢Δɽิ 3ͱ (2)ΑΓ L̂ਖ਼ଇͰ͋Δɽ
͜͜Ͱɼ∆A := PA− L̂Û ͱ͓͘ͱ

|RA− I| = |XU L̂
−1(L̂Û + ∆A)− I|

= |XU Û +XU L̂
−1∆A− I|

≤ |XU L̂
−1∆A|+ |∆U |

͕Γཱͭɽ࣍ʹɼ∆Lͷఆٛͱ (2)ΑΓɼ
∥∆L∥∞ < 1ͳΒ I − ∆L͕ਖ਼ଇͰ͋Δ͔Β

(LXL)
−1 = (I − ∆L)−1

L−1 = XL(I − ∆L)−1

ཱ͕͠ɼ࣍ͷෆࣜΛಘΔɽ

|RA− I| ≤ |XUXL(I − ∆L)−1∆A|+ |∆U |
(3)

·ͨɼ∥∆U∥∞ < 1 ͷͱ͖ R = (L̂Û)−1P

ͱ͠ɼ

|RA− I|
≤|(I − ∆U)−1XUXL(I − ∆L)−1∆A| (4)

Λಉ༷ʹಘΔɽࣜ (3)Λ༻͍Δ߹ɼࣜ (4)ͱ
ൺֱͯ͠O(n2) flopsͷࢉܭΛݮͰ͖Δɽఏ
Ҋख๏ൺֱతখ͍͞ྻߦαΠζͷʹ༗ޮ
Ͱ͋ΓɼO(n2) flopsͷ͕ࢉܭແࢹͰ͖ͳ͍
߹͕͋Δɽͨͩ͠ɼࠩޡղੳʹ͓͍ͯࣜ (3)
աେධՁͱͳΔɽ
ʹ࣍ |XUXL|v, |∆A|eͷ্ݶͷࢉܭ๏Λɼͦ
ΕͧΕ 2௨Γ༩͑Δɽ͜͜Ͱ vཁૉ͕ͯ͢
ඇෛͷϕΫτϧͱ͢ΔɽॳΊʹ |XUXL|vʹͭ
͍ͯҎԼͷ 2௨Γͷํ๏Λ͑ߟΔɽ

ख๏A |XUXL|v ≤ |XU |(|XL|v)
ख๏B |XUXL|v ≤ fl(|XUXL|)v

+γnb+⌈n/nb⌉−1|XU |(|XL|v)

ํ๏ A͕ྔࢉܭ O(n2) flops Ͱ͋Γߴʹ
Ͱ͖Δɽํ๏ࢉܭ B͕ྔࢉܭ n3/2 +O(n2)

flops Ͱ͋Γɼํ๏Aͱൺֱͯ͠աେධՁ͕খ
͍͞ɽ࣍ʹ |∆A|eʹ͍ͭͯҎԼͷ 2௨Γͷํ๏
Λ͑ߟΔɽ

ख๏C |∆A|e ≤ γnb+⌈n/nb⌉−1|L̂|(|Û |e)
ख๏D |∆A|e ≤ max(fl▽(|PA− L̂Û |),

f l△(|PA− L̂Û |))e

ํ๏C͕ྔࢉܭO(n2) flops Ͱ͋Γߴʹܭ
͕ྔࢉܭͰ͖Δɽํ๏Dࢉ n3+O(n2) flops

Ͱ͋Γɼํ๏ Cͱൺֱͯ͠աେධՁ͕খ͍͞ɽ
ൃදͰɼA, BͱC, DͷΈ߹Θͤʹ

ΑΔ 4௨Γͷख๏ͷ࣮݁ݧՌ͓Αͼ͜ΕΒ
ͷख๏ͱઌڀݚߦͱͷൺֱ݁ՌΛհ͢Δɽ

ँࣙ
ຊڀݚͷղੳʹ͓͍ͯɼۀ࢈૯߹ڀݚॴͷೆ

ാ३وʹࢯ࢙ॏͳ͝ҙݟΛ͖·ͨ͠ɽ৺ΑΓ
ɽ͢·͍ͨ͠ँײ
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͍ͯͭʹBSSϞσϧྀͨ͠ߟਰΛݮऩʹΑΔٵؾۭ

ʑࠤ ༟จ 1, ʑࠤ จ 2

1ૣҴాେֶɼ2౦ژཧՊେֶ
e-mail : hsasaki.jpn@gmail.com

1 ֓ཁ

ຊߨԋͰɼۭٵؾऩʹΑΔ೪ੑݮਰΛྀߟ
ͨ͠ϒϥΠϯυ৴߸ݯ (Blind Source Sep-

aration; BSS)ϞσϧΛऔΓѻ͏ɽҰൠʹԻͷ
ਰ͕ݮਰͱपʹΑΔݮʹΑΔڑਰݮ
͋ΔɽۭٵؾऩʹΑΔ೪ੑݮਰڑͱप
ʹґଘ͠ɼڑɾߴपʹͳΔ΄ͲӨ͕ڹ
େ͖͘ͳΔɽैདྷͷڀݚͰখنͳۭؒΛ
ఆ͠ɼԻͷݮਰΛఆͱ͍ͯͨ͠ɽࠓճҬ
ͳۭؒΛఆ͠ɼपґଘͷݮਰΛՃຯͨ͠
BSSϞσϧʹ͍ͭͯ͢ߟΔɽ

2 ͍ͯͭʹਰݮऩʹΑΔٵؾۭ

ຊষͰɼۭٵؾऩʹΑΔԻͷݮਰͷํࢉܭ
๏ ֨نࡍࠃ) ISO 9613-1)ʹؔ͢Δղઆࣄه [1]

Λߟࢀʹͯ͠ɼWaveletղੳ Fourierղੳͱ
ͷؔ࿈Λ؆୯ʹड़ΔɽISO 9613-1Ͱɼप
 f [Hz]ͷ७Ի͕ d[m]ਐࡍͨ͠ߦͷۭٵؾ
ऩʹΑΔݮਰΛࣜ࣍ͷΑ͏ʹද͍ͯ͠Δɽ

b(f) = exp

(
− 1

10 log10e2
β(f)d

)
(1)

β(f) =8.686f2

(
1.84×10−11 pr

pa

(
T

T0

)1
2

+

(
T

T0

)− 5
2

×
{
0.01275e−

2239.1
T

[
frO+

f2

frO

]−1

+0.1068e−
3352.0

T

[
frN+

f2

frN

]−1
})

(2)

ͨͩ͠ɼpa ؾѹɼpr ج४ͷؾѹɼT Թ
ɼT0ج४ͷԹɼfrOࢎૉͷ؇पɼ
frN ૉͷ؇पͰ͋Δɽβ(f)७ԻΛ
ରͱͨ͠ͷͰ͋Δ͕ɼҰൠͷଳҬͳεϖ
ΫτϧͷԻͷ߹ʹɼΦΫλʔϒόϯυϨϕ
ϧͰ࣍ͷ 2ͭͷํࢉܭ๏͕͛ڍΒΕ͍ͯΔɽ

1) όϯυϨϕϧͷݮਰΛόϯυͷத৺प
ͷ७ԻͷݮਰͰදͤ͞Δํ๏

2) όϯυͷݸʑͷपʹ͍ͭͯݮΛ
ਰݮɼͦΕΒΛੵͯ͠όϯυͷ͠ࢉܭ
ΛٻΊΔີݫͳํ๏

͜ΕΒͷํࢉܭ๏ΛߟࢀʹɼWaveletղੳͱ
FourierղੳΛ༻͍ͨपґଘͷݮਰΛͭ࣋
BSSϞσϧΛ͑ߟΔɽ͢ͳΘͪɼԻݯ s(t)ʹର
ͯ͠पґଘͷݮਰ b(ω)Λ؍ྀͨ͠ߟଌ৴
߸ x(t)ͷදݱΛ͑ߟΔɽ
Waveletղੳͷ߹ɼԻݯ s(t)ΛMeyerͷ

WaveletͰਖ਼نަWaveletม͠ɼεέʔϧ
ύϥϝʔλ jʹରԠ͢Δपଳʹղ͢Δɽ

s(t) =
∑

j

sj(t) =
∑

j

∑

k

αj,kψj,k(t) (3)

αj,k=

∫ ∞

−∞
s(t)ψj,k(t)dt, ψj,k(t)=21/2ψ(2jt−k)

͜͜Ͱ؍ଌ৴߸ͷܧଓؒ࣌ΛT [s]ͱ͢Δͱɼ֤
jຖʹω∈

[
2j+1π/3T, 2j+3π/3T

]
ͷपଳʹ

͞ΕΔɽ֤पଳ jͷදͰ b(ωj)Λ
ଌ৴߸ͱ͢Δɽ؍ɼͦΕΛͯ͡͠ࢉܭ

x(t) =
∑

j

b(ωj)sj(t),
(
ωj=2j+2π/3T

)
(4)

Fourier ղੳͷ߹ɼपྖҬͰ ŝ(ω) ͱ
b(ω)Λ͡ɼྖؒ࣌Ҭʹͯ͠؍ଌ৴߸ͱ͢Δɽ

x(t) = F−1[b(ω)ŝ(ω)] (5)

͜ΕΒͷํ๏ʹΑΓप (ଳ)ຖʹҟͳΔݮ
ਰΛ؍ͭ࣋ଌ৴߸͕ಘΒΕΔɽ2ͭͷํ๏Λൺ
ΔͱɼWaveletղੳΛ༻͍Δख๏ΑΓFourierղ
ੳΛ༻͍Δख๏͕ີݫͱ͑ݴΔɽ·ͨɼFourier
ղੳͰશपͰͷԋࢉΛඞཁͱ͢Δͷʹର
͠ɼWaveletղੳͰަWaveletมΛ༻͍
֤ͯपଳຖʹղੳ͢Δ͜ͱʹΑΓɼԋ࣌ࢉ
ؒΛ૬ʹॖͰ͖Δͱ༧͞ΕΔɽ

3 पґଘͷBSSϞσϧͷఆࣜԽ

ຊߘͰɼΑΓີݫͱ͑ߟΒΕΔ Fourierղ
ੳΛ༻͍ͯपґଘͷݮਰΛΈࠐΜͩBSS

ϞσϧΛѻ͏ɽಛʹ୯ԻݯͷԻͷΈͷ؆୯
ͳϞσϧΛѻ͏ɽͦͯ͠؍ଌใͷΈ͔Βͭز
͔ͷະใΛߏ࠶͢Δํ๏Λड़Δɽ
߸ଌ৴؍ xk(t)ͱͯࣜ࣍͠ΛԾఆ͢Δɽ

xk(t) = F−1
[
akbk(ω)ŝ(ω)e

−iωck
]

(6)

223



ͨͩ͠ɼk=1, · · ·,M (M ≥4؍ଌ)ط
ɼak : ਰఆɼbk(ω)=eαβ(ω)dkݮ : पґ
ଘͷݮਰɼŝ(ω) : Իݯɼck : ɼ͍ͣΕࠩؒ࣌
ະͰ͋Δɽࣜ (6)ΛϑʔϦΤม͢Δɽ

x̂k(ω) = akbk(ω)ŝ(ω)e
−iωck (7)

̎ͭͷ؍ଌ৴߸Λ༻͍ͯؔΛఆٛ͢Δɽ

Q(ω) :=
x̂k2(ω)

x̂k1(ω)

=
ak2bk2(ω)

ak1bk1(ω)
e−iω(ck2−ck1 ) ∈ C (8)

͜͜Ͱ l=ck2−ck1ͱ͠ɼ྆ลʹ e−iωlΛ͡Δɽ

Q(ω)e−iωl =
ak2bk2(ω)

ak1bk1(ω)
∈ R (9)

ak ∈R, bk(ω)∈RΑΓࣜ (9)ͷࠨล࣮ͱͳ
ΔɽΑͬͯ͜ͷΑ͏ͳ l=ck2−ck1Λ͢ࢉܭΔ͜
ͱͰ૬ରٻ͕ࠩؒ࣌·Γɼ͔ͭزͷ૬ରࠩؒ࣌
ͱ؍ଌ͔ΒԻݯͷ࠲ඪ͕ࢉܭͰ͖Δ [2]ɽ͞
ΒʹԻ࠲ݯඪͱ֤؍ଌͷڑΛࠩؒ࣌͠ࢉܭ
ʹ͢Δ͜ͱͰɼͯ͢ͷ ck͕ٻ·Δɽ
ɼω=0ͷͱ͖ʹ࣍ bk(0) = 1ʹண͢Δͱɼ

Q(0) = ak2/ak1ͱͳΔͷͰɼҙͷωʹରͯ͠

Q(ω)

Q(0)
e−iω(ck2−ck1 ) =

bk2(ω)

bk1(ω)
(10)

ͱͳΓɼbk2(ω)/bk1(ω)͕ٻ·Δɽ͜͜Ͱɼ

bk2(ω)

bk1(ω)
=

eαβ(ω)dk2

eαβ(ω)dk1
= eαβ(ω)(dk2−dk1 ) (11)

Ͱ͋Γɼ͞Βʹ dk=ck×ν, (ν :ൖ)ΑΓɼ

bk(ω) = exp

(
dk

dk2 − dk1
log

bk2(ω)

bk1(ω)

)
(12)

ͱͳΓɼbk(ω)͕ٻ·Δɽޙ࠷ʹࣜ (7)ΑΓɼ

s̃(t) := ak1s(t) = F [x̂k(ω)e
iωck/bk(ω)] (13)

ͱͯ͠ɼఆഒΛؚΉԻߏ࠶͕ݯ͞ΕΔɽ

4 ࣮ݧ

લষͷఆࣜԽΛ༻͍ͯɼ࣮ݧΛ͏ߦɽ2

ଌM=4ͱ͠ɼਤ؍͍͓ͯʹฏ໘ݩ࣍ 1ͷ
Α͏ʹԻݯͱ؍ଌΛඪ४తͳڥʹஔ͢Δɽ
·ͨɼαϯϓϦϯάप 44.1[kHz]ɼ૯εςο
ϓN=524, 288[step]ɼൖ ν=340[m/s]

ͱ͢ΔɽԻݯϐοίϩͷԻΛ༻ͨ͠ [3]ɽ͜

ΕΒ݅ͱද 1ͷઃఆΛͱʹɼࣜ (6)Λຬ
ɽ͏ߦΛߏ࠶͠ɼใͷ࡞ଌ৴߸Λ؍ͨ͢
ͦͷ݁ՌΛද 1,2,3ʹࣔ͢ɽͲͷ݁Ռਫ਼

Α͘ಘΒΕ͓ͯΓɼࢄԽʹΑΓ͏ࠩޡͷൣ
ғͱ͑ݴΔɽपґଘͷݮਰͱԻݯͷ
͍ͨ༺Λࣜࢉܭͷ࣍ࠩޡ (ͨͩ͠ൺֱͷͨΊ
Իݯͷ࣮ݧΛఆഒ (1/a1)ͨ͠)ɽ

=ࠩޡ
√∑

j(ઃఆj−࣮ݧj)
2

/√∑
j(ઃఆj)

2

x1(50,50)
x2(160,20)

x3(30,150)

x4(90,180)

s(100,100)

ਤ 1. Իݯͱ؍ଌͷஔ

ද 1. ࠩޡɼݧͷઃఆɼ࣮ࠩؒ࣌ਰൺͱݮ
!"# $%# &' ()' !"# $%# &'

a 1 /a 1 1.0000 1.0000 0.000E+00 c 1 9172 9172 0
a 2 /a 1 0.5000 0.5000 0.000E+00 c 2 12971 12971 0
a 3 /a 1 0.6757 0.6757 -4.297E-14 c 3 11158 11158 0
a 4 /a 1 0.7692 0.7692 -6.195E-14 c 4 10457 10457 0

*+,

ද 2. Ի࠲ݯඪͷઃఆɼ࣮ݧɼࠩޡ
!"#$

 x #$

 y #$

%&

0.001466
0.001478

'()

100.000000
100.000000

*+)

100.001466
100.001478

ද 3. पґଘͷݮਰͱԻݯͷࠩޡ

b 4 (! )9.683E-09
9.299E-09
8.253E-09

!"

b 1 (! ) 1.018E-08 b 3 (! )
b 2 (! )

!"

#$ s(t) 1.006E-08

5 ·ͱΊ

ຊߘͰɼैདྷͷݮਰఆʹՃ͑ɼपґ
ଘͷݮਰΛͭ࣋BSSϞσϧͷఆࣜԽΛͨͬߦɽ
࣮ݧͰྑͳ݁Ռ͕ಘΒΕͨɽޙࠓͷ՝
ͱͯ͠WaveletղੳΛ༻͍ͨ߹ͷఆࣜԽ
ɼԻ͕ݯෳଘ͢ࡏΔ߹ͳͲ͕͑ߟΒΕΔɽ

ݙจߟࢀ
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Ի੍ޚ, 21 (1997), 130–135.
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ΣʔϒϨοτղੳʹΑΔ slow ABRͱ40-Hz ASSRͷൺֱ؍

Ҫ ৴ࢠ 1, कຊ ஶߊ 2, Ѷ ོҰ 2

1ྲྀ௨ࡁܦେֶɼ2େڭࡕҭେֶ

e-mail : ikawa@rku.ac.jp

1 ֓ཁ

ௌྗͷଞ֮తͳࠪݕͳͲʹ༻͍ΒΕΔௌੑ

Ԡװ (Auditory Brainstem Response : ABR)

ͱௌੑఆৗԠ (Auditory Steady State Re-

sponse : ASSR) ͦΕͧΕʹࢄఆৗΣʔϒ

Ϩοτղੳ (Discrete Stationary Wavelet Anal-

ysis : SWA)Λ༻͍ΔɽSWAͰࢄఆৗ

ΣʔϒϨοτม (Discrete Stationary Wavelet

Transform : SWT)ɼٯࢄఆৗΣʔϒϨο

τม (Inverse Discrete Stationary Wavelet

Transform : ISWT) Λద༻͠ɼղप͝

ͱʹߏ࠶͞ΕͨܗΛٻΊΔɽSWAʹΑͬ

ͯಘΒΕͨABRͷ؇ঃ (slow ABR)ʹ

ରԠ͢ΔܗͷՃࢉաఔʹଂຊϞσϧΛ༻͍ͯ

ࣗൃͱಉ͢ظΔ༷ࢠΛͨ͠؍ʢৄࡉจ

ݙ [1]ʣɽ͞Βʹɼslow ABRͷߏܗप

ʹؚ·ΕΔߏपͱಉ༷ͷप͔ΒͳΔ

40-Hz ASSR͍ͭͯͦͷՃࢉաఔΛൺֱ͢؍

Δ͜ͱʹ͍ͭͯใ͢ࠂΔɽ

2 ํ๏ͱ݁Ռ

2.1 SWAͷద༻

• ABRͷ߹

αϯϓϦϯάप 50,000HzͰ༠ൃ

Λܭଌͨ͜͠ͱ͔ΒɼSWAղϨϕ

ϧD5 (781ʙ1562 Hz)͓ΑͼD6 (390ʙ

781 Hz) ʹ fast ABR (ABR),

A8 (0ʙ97 Hz)ʹ slow ABR͕ରԠ͢Δɽ

• 40-Hz ASSRͷ߹

ͷαϯϓϦϯάपܗଌܭ 1024 Hzɼ

αϯϓϦϯάϙΠϯτ 512ʢ500 msecɼ

पղɿ2 HzʣΛɼ1 epoch ͱΑ

ͿɽαϯϓϦϯάप͔ΒɼSWAղ

ϨϕϧD4ʢ32ʙ64 Hzʣʹ 40-Hz ASSR

ΛಘΒΕΔͷͰɼղϨϕϧ D4Λநग़

ͯ͠ղੳ͢Δɽ

2.2 ଂຊϞσϧͷԠ༻

ಉݱظΛهड़͢ΔͨΊʹ, ଂຊ࣍ͷඍ

ํఔࣜΛఏҊͨ͠ [2]ɿ

dθi
dt

= ωi −
K

N

N∑

j=1

sin(θi − θj), i = 1, · · · , N.

(1)

͜͜Ͱ θi(t) ԁप্Λӡಈ͢Δৼಈͪͨࢠͷ

Ґ૬֯Λදؔ͢Ͱ͋Δɽωi ∈ R ࣗવৼಈ

ͱݺΕΔఆͰ͋ΓɼఆK > 0݁߹

ɼNڧ ݁߹ͤ͞ΔৼಈࢠͷͰ͋Δɽ͜

ΕΛଂຊϞσϧͱ͍͏ɽK = 0ͷͱ͖ɼ͠

ωi ̸= ωj ͳΒ θi(t)ͱ θj(t)ҟͳΔͰճ

స͢Δ (ඇಉظঢ়ଶ)ɽ݁߹K͕େ͖͘ͳΓɼ

͋Δେ͖͞Ͱ θi(t)ͱ θj(t)͕ؒ࣌ฏۉͱͯ͠ಉ

͡Ͱճస͢ΔΑ͏ʹͳΔ͜ͱ͕తʹ

ΒΕ͍ͯΔ (ಉظঢ়ଶ)ɽ

slow ABRɼܹ༠ൃχϡʔϩϯ͕܈Ұఆप

ΔͱԾઆ͜ى͕ظಉܗΛड͚ܹͯͷ֎෦ظ

ΛͨͯΔɽࣗൃχϡʔϩϯ܈ͷৼಈࢠ (A8

Λఆ)ͱ֎෦ܹʹΑΔܹ༠ൃχϡʔϩϯ܈

ͷৼಈࢠ (D5,D6Λఆ)ΛԾఆ͢ΔɽલऀͷҐ

૬ θ3(t)ɼ֯  ω3ɼऀޙͷҐ૬ θi(t), i = 1, 2ɼ

֯ ωi, i = 1, 2ΛԾఆ͠ɼ(1)ࣜΛ༻͍ͯ૬

ͷͳ͍༺࡞ޓΔɽ૬͢؍Λ༺࡞ޓ K = 0 ͷ

߹ͱൺֱͨࠩ͠ʢθi(t)− ωit, i = 1, 2, 3ʣͷ

ڧ߹มԽΛ݁ؒ࣌ K = 0, 0.06, 0.12, 0.18ͷ

߹ʹඳ͘ͱɼਤ 1 ΛಘΔɽA8, D6, D5ͷ֤

पΛॱʹͦΕͧΕω3 = π/250, ω2 = π/50,

ω1 = π/25ͱఆͨ͠ɽ݁߹ڧKࢉܭ

ՌΛ౿·͑ɼΛઃఆͨ͠ɽD5,D6݁ݧ࣮

૬࡞ޓ༻͕ͳ͍߹ΑΓK > 0͕େ͖͘ͳ

ΔʹͭΕҐ૬ θ1(t), θ2(t) ɼΑΓখ͍͞͞

Ͱճస͢ΔɽҰํɼA8ɼΑΓେ͖͍͞Ͱ

ճస͢ΔΑ͏ʹͳΔɽ

͜ͷΑ͏ʹಉݱظΛهड़͢ΔͨΊʹͭ͘Β

ΕͨଂຊϞσϧʹ͠ɼଂຊϞσϧΛద༻͢

Δ͜ͱͰɼՃࢉաఔͰ slow ABR(A8)ʹ͓͍ͯɼ

Λܹͷ֎෦ظҰఆप͕܈༠ൃχϡʔϩϯܹ

ड͚ͯܗಉ͜ى͕ظΔݱΛ؍Ͱ͖ͨɽ
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ਤ 1. Example results of equation (1), when θ1(t)−ω1t
as D5 (upper graph), θ2(t)−ω2t as D6 (middle graph)
and θ3(t)− ω3t as A8 (lower graph).

2.3 slow ABRͱASSRͷൺֱ

ਤ 2 40-Hz ASSRಘΔͨΊʹܭଌͨ͠ 5

epochsܗʹରԠ͢ΔD4ϨϕϧܗΛॏͶॻ

͖ͨ͠ͷʢ্ʣͱͦͷ FFTύϫʔεϖΫτ

ϧදࣔʢԼʣͰ͋Δɽप͓͓Αͦ 40 Hz

ۙʹूத͍ͯ͠Δ͕ɼ֤ܗʹҐ૬ࠩΛΈ

ͯͱΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽਤ 3ՃࢉॲཧޙಘΒΕ

ͨ 40-Hz ASSRͷD4ܗʢ্ʣͱͦͷFFTύ

ϫʔεϖΫτϧදࣔʢԼʣͰ͋Δɽslow ABR

ಉ༷ʹɼՃࢉॲཧʹΑͬͯࣗൃʹಉͯ͠ظ

40-Hz ASSR͕ಘΒΕΔͱ༧Ͱ͖Δɽ

3 ·ͱΊ

SWA ʹΑΔؒ࣌–पղੳΑΓಘΒΕͨ

40-Hz ASSRͷՃࢉաఔͰɼҐ૬ಉ͕ظॏཁ

Ͱ͋ΔɽՃࢉաఔͷܗ ABRN ʹ SWAΛద

ਤ 2. Example results of overlapped epoch waveforms
of D4 (upper graph) and its FFT power spectrums
(lower graph) .

ਤ 3. Example results of averaged waveform of D4
(upper graph) and its FFT power spectrums (lower
graph) .

༻͠Ґ૬ಉ͕ظΧΪͱͳΔ slow ABRͷৼΔ

͍Λৄ͘͠ௐɼଂຊϞσϧΛద༻ͨ͠ͱಉ༷

ͷҐ૬ಉظϞσϧ͕ɼ40-Hz ASSRʹద༻Ͱ

͖Δ͜ͱΛࣔࠦͨ͠ɽ্هϞσϧͷ۩ମԽࠓ

ͷ՝Ͱ͋Δɽޙ

ँࣙ ɼઍ༿େֶࡍͷݧ࣮ CFME ͷࢧԉΛड

͚ͨ͜ͱʹ͢ँײΔɽ·ͨɼຊڀݚ JSPSՊ

අݚ 17K05298, 17K05363 ͷॿΛड͚ͨ

ͷͰ͋Δɽ

ݙจߟࢀ
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ճసը૾ͷॏͳΓͷ๏ʹ͍ͭͯ

कຊ ߊ 1, Ѷ ོҰ 1, ᤈ ࢙ 2

1େڭࡕҭେֶɼ2େؾిࡕ௨৴େֶ
e-mail : morimoto@cc.osaka-kyoiku.ac.jp

1 ֓ཁ

Ҡಈͱճసͷೖͬͨըߦը૾ʹରͯ͠ɼฏݩ
૾ͷॏΈ͖ॏͶ߹ΘͤΛ؍ଌ͠ɼෳͷ؍ଌ
ը૾͔Βݩը૾Λ͢Δͷղ๏Λͯ͑ߟ
͍ΔɽຊߨԋͰɼෳͷಉҰαΠζͷݩը૾
Λը૾ͷத৺Ͱճస͠ɼۉͳॏΈͰॏͶ߹Θ
ͤͨ 2 ຕͷ؍ଌը૾͔Βɼݩը૾ͷ૬ରతճస
֯Λਪఆ͢Δํ๏Λ݁ͨ͠ࢼՌΛใ͢ࠂΔɽ

2 ը૾ͱࠞ߹ํ๏ݩ

s1 s2 s3

s4 s5 s6

ਤ 1. ը૾ݩ

×ը૾ɼ512ݩ 512 αΠζͷϞϊΫϩඪ४
ը૾ʹରͯ͠ɼ·ͣϑʔϦΤม૾ͷαϙʔτ
Λݪத৺ͷԁʹ੍͠ݶɼ࣍ʹͦͷٯϑʔϦ
Τม૾ͷαϙʔτΛը૾ͷத৺ͷԁʹ੍ݶ
ͨ͠ਤ 1Λ༻͍Δɽ͜ΕΒͷݩը૾Λը૾ͷத

1

100 200 300 400 500

100

200

300

400

500

x

100 200 300 400 500

100

200

300

400

500

2x

ਤ 2. ଌը૾؍ x1, x2

৺Ͱճసͤͯ͞ɼॏΈ 0.5 ͰॏͶ߹ΘͤΔͱɼ
ਤ 2 ͷ؍ଌը૾Λ͑Δɽճస֯ͱҐ૬ࠩ
ද 1 Ͱ͋Δɽ

ද 1. ճస֯ͱҐ૬ࠩɼ୯Ґ [Deg]

s1 s2 s3 s4 s5 s6
x1 338 90 237 40 159 358

x2 356 228 182 103 289 112

Ґ૬ࠩ 342 222 55 297 230 246

3 ࣮ۭؒͰͷҐ૬ࠩਪఆ๏ 1

ਤ 1 ͷ؍ଌը૾͔ΒΤοδΛநग़͢ΔɽΤο
δநग़ը૾ɼը૾ͷ֤ͷ 3× 3 ۙதͷ࠷
େ͔Β࠷খΛҾ͍ͨΛ৽ً͍͠ͱ͠
ͯ༩͑ͨਤ 3ͷը૾Ͱ͋ΔɽࠨͷΤοδը૾Λ

Edges of x
1

100 200 300 400 500

100

200

300

400

500

Edges of x
2

100 200 300 400 500

100

200

300

400

500

ਤ 3. Τοδநग़ը૾

ఆ͠ɼӈͷΤοδը૾Λݻ θ ճసͤͯ͞ɼ
ੵΛ͠ࢉܭɼճస֯Λԣ࣠ʹੵΛॎ࣠ʹ
ඳ͍ͨάϥϑ͕ɼਤ 4Ͱ͋ΔɽҹͰࣔͨ͠

0 100 200 300 400

位相差 [deg]

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8
10

8 実空間での位相差と内積

ਤ 4. ࣮ۭؒͰͷճస֯ͱੵ

ॴ͕ɼද 1 ը૾ͷҐ૬ࠩͰ͋Γɼݩͨࣔ͠ʹ
͋Δݩը૾ͷΤοδ͕ॏͳΓ߹͏Ґ૬ࠩͰੵ
͕ϐʔΫΛऔ͍ͬͯΔ͜ͱ͕͔Δɽ
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4 ࣮ۭؒͰͷҐ૬ࠩਪఆ๏ 2

ਤ 3 ඪͰදࣔ࠲ۃӈͷΤοδநग़ը૾Λࠨ
͢Δɽը૾ͷத৺Λݪʹͯ͠ɼܘ 70 ͔Β
210 ·ͰΛ࠲ۃඪදࣔ͢Δͱਤ 5 ʹͳΔɽͨͩ

Edges of x1

50 100 150 200 250 300 350
[Deg]

90
110
130
150
170
190
210

R
ad

iu
s

極座標表示

Edges of x

50 100 150 200 250 300 350
[Deg]

90
110
130
150
170
190
210

R
ad

iu
s

極座標表示2

ਤ 5. Τοδը૾ͷ࠲ۃඪදࣔ

͠ɼL1 ϊϧϜΛอଘ͢ΔͨΊɼ࠲ۃඪදࣔ
ܘͰॏΈ͚ͯ͋͠Δɽ֤ܘΛݻఆ͠ɼ্
ਤͷ֯ํͱԼਤͷٯॱͷ֯ํ
ͱͷ८ճΈࠐΈΛऔΓɼͦΕΛํܘʹ
͠߹Θͤͨ݁Ռ͕ɼਤ 6 Ͱ͋Δɽ͜ͷํ๏Ͱ

0 100 200 300 400

位相差 [deg]

8.4

8.6

8.8

9.0

9.2

9.4
107 極座標表示のたたみ込み

ਤ 6. ࣮ۭؒͰ࠲ۃඪදࣔ

ɼ͍͍ͤͥ 4 ͭͷϐʔΫ͔͠ଊ͑ΒΕ͍ͯ
ͳ͍ͷͰɼ࠷ॳͷํ๏ʹൺͯɼੑ͕མͪΔ
ഒૣ͍ɽؒ࣌ࢉܭ͕

5 ϑʔϦΤۭؒͰͷҐ૬ࠩਪఆ๏ 1

100 200 300 400 500

100

200

300

400

500

帯域制限したフーリエ像 1
x̂

100 200 300 400 500

100

200

300

400

500

帯域制限したフーリエ像 2
x̂

ਤ 7. ʣઈରݶʢଳҬ੍૾ଌը૾ͷϑʔϦΤม؍

ɼप෦ͱ͠ଌը૾ΛϑʔϦΤม؍
प෦ΛΓམͱͨ͢͠ਤ͕ɼਤߴ 7Ͱ͋
ΔɽࠨਤΛݻఆ͠ɼӈਤΛ θ ճసͤͯ͞ɼෳ
ૉͱͯ͠ੵΛ͠ࢉܭɼճస֯Λԣ࣠ʹ
ੵͷઈରΛॎ࣠ʹඳ͍ͨάϥϑ͕ਤ 8 Ͱ
͋Δɽਤ 8 ͔ΒɼϐʔΫ͕ 6 ɼͦΕͯͬ͋ݸ
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ਤ 8. ϑʔϦΤۭؒͰͷճస֯ͱੵ

ͧΕͷϐʔΫ͕ද 1 ͷҐ૬ࠩʹରԠ͍ͯ͠Δ
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6 ϑʔϦΤۭؒͰͷҐ૬ࠩਪఆ๏ 2
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10 11 フーリエ空間で極座標表示

ਤ 9. ϑʔϦΤۭؒͰ࠲ۃඪදࣔ

ϑʔϦΤۭؒͰɼ࠲ۃඪදࣔ͢ΔɽܘΛݻ
ఆ͠ɼ֯ํʹ८ճΈࠐΈΛෳૉͰࢉܭ
͠ɼํܘʹ͠߹ΘͤΔɽԣ࣠ʹҐ૬ࠩɼ
ॎ࣠ʹઈରΛϓϩοτ͢Δͱɼਤ 9 Λ͑Δɽ
ϐʔΫ ؒ࣌ࢉܭΒ͍֬ೝͰ͖Δ͠ɼ͘ݸ4
ૣ͍ɽ
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1 ֓ཁ

੪࣍ϙςϯγϟϧ−1/ra͓ΑͼLennard-Jones

ϙςϯγϟϧ 1/r12−1/r6Ͱ૬࡞ޓ༻͢Δฏ໘
্ͷ࣭ྔ 3ମͷ 8ͷࣈղͷϞʔεΠϯ
σοΫεΛͨ͠ࢉܭɻ
ϞʔεΠϯσοΫεͱ࡞༻

S(q) =

∫ T

0
L(q, q̇)dt

ͷୈ 2มS(2)Λෛʹ͢Δಠཱͳมؔͷݸ
Ͱ͋Δɻ࡞༻ͷୈ kม S(k)ɼhΛ࣮ɼ
δΛมؔͱͯ͠ɼ

S(q + hδ) = S(0) + hS(1) +
h2

2
S(2) + · · ·

Ͱఆٛ͞ΕΔɻ

q = (q0, q1, . . . , q5)
∗

ฏ໘্ͷ 3ମͷ࠲ඪ (∗సஔ)ɼL(q, q̇)ϥ
άϥϯδΞϯͰ͋Δɻ
มؔ δͷۭؒɼपؔظɼίϨΦάϥ
ϑΟʔɼ8ͷࣈରশੑΛͭίϨΦάϥϑΟʔ
ͷ 3௨ΓͰࢉܭΛͨͬߦɻ͜ΕΒͷϞʔεΠϯ
σοΫεΛॱʹNɼNc, Neͱ͢Δɻ

2 ϞʔεΠϯσοΫεͷࢉܭ

ୈ 2ม

S(2) =

∫ T

0
dtδ∗Ŝ(2)δ,

(Ŝ(2))ij = −δij
d2

dt2
+

∂2L

∂qi∂qj

ͱॻ͚ΔͷͰɼԋࢠࢉ Ŝ(2)ͷݻ༗

Ŝ(2)ψ = λψ (1)

Λղ͚ɼδ = ψͷ࣌ S(2) = λ Ͱ͋Γɼෛͷ
ݻ͕ϞʔεΠϯσοΫεͰ͋Δɻݸ༗ͷݻ
༗ɼจݙ [1]ΛߟࢀʹɼψΛϑʔϦΤ
ڃ

ψ =
b0√
T
+

√
2

T

m∑

k=1

(ak sin(kωt)+bk cos(kωt)),

ω = 2π/T

Ͱల։ͯ͠ɼల։ྻߦͷݻ༗ͱͯ͠
ղ͍ͨɻ
༗ݻ (1)ɼΤωϧΪʔอଘʹରԠ͢
Δ ༗Λݻ0 1ͭɼ֯ӡಈྔอଘʹରԠ͢Δ 0

༗Λݻ 1ͭɼӡಈྔอଘʹରԠ͢Δ ༗ݻ0
Λ 2ͭɼ߹ܭ 4ͭͷ ܦ༗Λͭɻզʑͷݻ0
ͰɼΤωϧΪʔอଘʹରԠ͢Δݧ ༗ɼݻ0
Ͱ͋Γɼͦͷઈରײਫ਼ʹහࢉܭ |λ0|ɼ
ࢉܭΛνΣοΫ͢Δྑ͍ࢦඪͱͳΔɻ

3 ੪࣍ϙςϯγϟϧ

੪࣍ϙςϯγϟϧʹ͍ͭͯɼm = 80 Ͱ
|λ0| < 10−6ͷेਫ਼ͷࢉܭ͍ߴΛ͜͏ߦͱ
͕Ͱ͖ɼϙςϯγϟϧͷࢦʹԠͯ͡ɼ

N(a) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

4 (0 ≤ a ≤ 0.9965)

2 (0.9974 ≤ a ≤ 1.3423)

0 (1.3425 ≤ a)

ͦͯ͠ɼ

Nc(a) = Ne(a) = 0 (0 ≤ a)

Ͱ͋ͬͨɻ
a = 1 ͷ࣌ɼ2 ॏʹॖॏͨ͠ਖ਼ݻ༗ λ =

0.0017428ʹண͢Δɻ͜ͷݻ༗ɼN(a)͕
a = 0.9965ۙͰ 4͔Β Δ͜ͱʹରԠݮʹ2
͢Δɼ2ॏʹॖॏͨ͠ෛݻ༗͕ਖ਼ʹసͨ͡
ͷͰ͋Δɻਤ 1ɼيಓ qʹͦͷݻ༗ؔψͷ
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ਤ 1. Simó H3ʹରԠ͢Δيಓ q + hψ

มΛՃ͑ͨيಓ q+hψ Ͱ͋Δɻ͜Ε Simó

ͷൃͨ͠ݟɼ8ͷࣈղʹඇৗʹ͍͕ۙίϨΦά
ϥϑΟʔͰͳ͍पظղ H3 [2]ͱ΄΅Ұக͠

229



͍ͯΔɻSimóͷपظղ H3ͷଞʹ H1ͱ H2

͋Δ͕ɼͦΕΒ͜ͷݻ༗ۭؒͰߏ͢Δ
͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

4 Lennard-Jonesϙςϯγϟϧ

Lennard-Jonesϙςϯγϟϧʹ͍ͭͯɼT →
∞Ͱ a = 6ͷ੪࣍ϙςϯγϟϧͷݩͰͷ 8ͷ
ݙղʹۙ͢Δղɼจࣈ [3]Ͱ αղͱ໊͚Β
Εͨղʹ͍ͭͯࢉܭΛ͓͜ͳͬͨɻ͜ͷղɼ
T → ∞Ͱ௨ৗͷ8ͷܕࣈͰɼTΛ࿈ଓతʹม
Խͤ͞ΔͱɼT খͷ࠷͕ T = Tm = 14.4793
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ਤ 3. N ͱ Nc

ͷมԽͷ༷ࢠͰ͋Δɻͳ͓ɼݻ༗ͷࢉܭ
ɼT ͷେ͖ͳͻΐ͏ͨΜܕ΄ͲࠔͰɼਤ 2

ͷͻΐ͏ͨΜܕͰɼm = 5120ɼ|λ0| < 10−4ఔ
ͷਫ਼Ͱ͋Δɻ
8ͷࣈίϨΦάϥϑΟʔʹର͢Δ࡞༻ͷଟ༷
ମΛ͑ߟɼΦΠϥʔඪ χͷؔࣜ

∑

γ

(−1)γCγ = χ (2)

ΛௐͯΈΔɻγϞʔεΠϯσοΫε, Cγ
ϞʔεΠϯσοΫε͕ γ Ͱ͋ΔྟքͷͰ
͋Δɻ

Sbanoͷఆཧ [4]ʹΑΓɼ͋Δ T0ʹରͯ͠ɼ
T < T0Ͱ 8ͷࣈίϨΦάϥϑΟʔଘ͠ࡏ
ͳ͍ɼͭ·Γଟ༷ମʹྟքͳ͍ɻΑͬͯ

χ = 0. (3)

ҰํɼT = Tm ۙͰαղͷ֎ʹղͳ͍
ͱ͢Δͱɼࠨล

(−1)0 × 1 + (−1)1 × 1 = 0. (4)

͕ͨͬͯ͠ɼ࡞༻ͷଟ༷ମ T ʹΑͬͯมԽ͢
Δ͕ɼͦͷΦΠϥʔඪχมԽ͠ͳ͍ͱ͢Δ
ͱɼχมԽͤͣʹ 0ͷ··Ͱ͋Γɼ(2)͕
Γཱͭɻ
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制限三体問題におけるポアンカレ写像を用いたリアプノフ軌道の追跡
斎藤 正也 1

1統計数理研究所
e-mail : saitohm@ism.ac.jp

1 概要
木星型惑星の衛星には質量が小さく軌道離心

率が大きいものがあり，不規則衛星と呼ばれて
いる．これらは捕獲によって衛星になったとか
んがえられており，木星近傍への質量輸送過程
の理解は衛星系形成の重要な課題といえる．
制限三体問題 (太陽-木星-テスト粒子系)のリ
アプノフ軌道および付随する安定多様体はその
ような過程を理解するための道具として有用と
考えられる．実際，特に地球-月-テスト粒子系
の設定で宇宙機の軌道設計に利用されている．
リアプノフ軌道は不安定性が高く，その族を数
値的に追跡するには境界値問題の解として定式
化した後に求解する方法が取られている [1, 2].

また，AUTO[4]というライブラリベースのソ
フトウェアも存在し，低エネルギーな月遷移軌
道の探索への利用例 [3]がある．
本研究では 4倍精度 (MPFR 128bit長)で数

値積分，横断面 (y = 0)との交叉判定を行えば，
平均運動共鳴などと同様に二次元のポアンカレ
写像の解としてリアプノフ軌道の族および付随
する安定/不安定多様体を追跡できることを確
認した．さらに，得られた多様体をヒル圏の到
達する初期値の集合と考えたときの，その軌道
要素分布について議論する．

2 手法
運動方程式 円平面制限三体問題を考える．質
点を質量が大きいものから順に太陽，木星，テ
スト粒子と呼び，それぞれ質量を µ1 = 0.999，
µ2 = 0.001, 0とする．太陽と木星が x軸上に
固定されるた座標系でのテスト粒子の位置を
(x, y) ∈ R2とすると運動方程式は

ẍ− 2ẏ =
∂U

∂x
, ÿ − 2ẋ =

∂U

∂y
, (1)

U =
1

2
(x2 + y2) +

µ1√
(x+ µ2)

2 + y2

+
µ2√

(x− µ1)
2 + y2

.

となる．式 (2)が定める (x, y, ẋ, ẏ) ∈ R4上の流
れはヤコビエネルギーと呼ばれる量を保存する:

CJ(x, y, ẋ, ẏ) := 2U − ẋ2 − ẏ2 + µ1µ2.(2)

リアプノフ軌道と木星近傍への質量輸送 式
(2)が定める流れには5つの不動点Li (i = 1, 2, 3, 4, 5)

を持つ．L1, L2, L3はx-軸上に存在し，太陽と木
星の間にあるものをL1，木星の背後にあるもの
をL2，太陽の背後にあるものをL3と呼ぶのが
慣習になっている．木星からL1，L2への (配意
空間上の)距離はおおよそ rH := µ1/3

2 /3 ≈ 0.07

である．木星を中心とする半径 rH の球内をヒ
ル圏とよび天文学では「木星の近傍」の実効的
定義として用いられている．本研究ではとくに
木星の外側の軌道からの輸送に注目し，L2 に
接近しうる軌道ののことを詳しく調べる．技術
的には L1への接近も同様に調べられる．
L1, L2, L3 に付随する 4つの固有値のうち 2

つは一方が正，他方が負で実固有値である．そ
のため t → −∞または t → +∞で Li に漸近
するR4上の点の集合が存在する．これらはそ
れぞれLiに付随する安定/不安定多様体と呼ば
れる．これらの多様体上では CJ(Li) = CJ が
成り立つから，質量輸送のソースとしては特殊
すぎる．Liから分岐する周期軌道に付随する安
定/不安定多様体がより重要である．Liの残り
2つの固有値は互いに共役な純虚数であるため
このような周期軌道が存在し，CJ をパラメー
タとする族をなす．これらの周期軌道はリアプ
ノフ軌道と呼ばれる．CJ(Li)を含むあるCJ の
範囲ではもとの不動点の不安定性が継承され，
リアプノフ軌道に漸近する多様体が存在する．

2D横断面上でのリアプノフ軌道の追跡 ポア
ンカレ写像PΣを軸下向きの交叉 (x = 0, ẏ > 0)

として導入する．保存量CJ(x, y, ẋ, ẏ) = CJ が
存在するで，PΣは (x, ẋ)を座標に用いてR2か
ら R2への写像とみなすことができる．
族の追跡にあたり，はじめに適当に CJ(L2)

に近いCJ = CJ,0のもとでリアプノフ軌道の横
断面との交叉点をもとめる．横断面を描いてお
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およその初期値を得た後，山登り法によりラン
ダムに選んだ xの各桁を改良した．つづいて求
めた xを初期点として CJ,1 = CJ,0 − ∆CJ (経
験的に∆CJ = 1/2000 → 1/500と取った)での
リアプノフ軌道を同様に求める．CJ,n (n ≥ 2)

での探索でも同様にできる．しかし，修正す
る桁をランダムに選ぶ方法は効率が悪いので，
CJ,n−1と CJ,n−2での解の位置から線形予測に
よって荒い推定値を得ておき，その後修正する
桁を下げながら山登り法により受理・棄却する
ことで改良するようにした．線形予測にはカル
マンフィルタを用いた．

軌道要素 物理的な軌道形状の理解のために適
当な方法で二体問題の解を貼り付けて，軌道長
半径 a，離心率 eを導入する．ここでは横断面
上の点 (x, ẋ)に対して

a = −EK

2
, e =

√

1 +
2EKκ2

µ′2 , (3)

と定義する．ただし κ := xẏ − yẋ + x2 + y2，
EK := (µ1µ2 − CJ)/2 + κ，仮想的な質量

µ′(x, y)√
x2 + y2

=
µ1√

(x+ µ2)
2 + y2

+
µ2√

(x− µ1)
2 + y2

.

3 結果
リアプノフ軌道はCJ(L2) = 3.03961417465 ≤

CJ ! 2.9845で線形不安定である．図 1に分
岐の直後と安定化の直前での不安定多様体を
(a, e)- 平面に投影したものを示す (系の可逆性
により安定多様体も同一の分布となる)．安定
周期解の周辺への集中はあるものの，それぞれ
のCJ の値でほぼ曲線上の至るところに分布し
ている．したがって，二つの「曲線」で囲まれ
る領域内が木星の近傍に接近できる可能性をも
つ軌道要素となる．この曲線は等ヤコビエネル
ギー面の (a, e)-平面上への射影である．実際，
式 (2)は µ(x, y) ≈ 1の近似をすると式 (2)が a

と eで表示できる．これをティスランの関係式
と呼ぶ．図 1にはティスランの関係式による等
ヤコビエネルギー面を破線で記入している．不
安定多様体の分布領域がこの曲線によく一致し
ていることがわかる．Higuchi&Ida[5]は 2組の
二体問題の接続可能条件 (太陽周回軌道と木星
周回軌道それぞれの二体問題の解の接続)によ
り木星への一時捕獲条件を定義し，数値計算と

よく一致することを示している．ティスランの
関係式が等ヤコビエネルギー面のよい近似を与
えていることとリアプノフ軌道がくまなく等ヤ
コビエネルギー面を埋め尽くしていることをこ
のような二体近似による判別式が機能している
ことの要因として解釈できる．

図 1. L2 からの分岐直後 (CJ = 3.039)と安定化の直前
(CJ = 2.9845)におけるリアプノフ軌道に付随する不安
定多様体の (a, e)-平面上の分布．安定化後も含めリアプ
ノフ軌道自身 (青線)も示している．
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1 ֓ཁ

ຊใࠂͰ, ͷ࣍ͱ͢ΔߧΛฏݪ nݩ࣍
ඍํఔࣜܥΛ͑ߟΔ.

ẋ = f(x) =
∞∑

i=1

f i(x), x ∈ Cn. (1)

͜͜Ͱ, f : Cn → CnղੳతͰ, f i f ͷς
Πϥʔల։ͷ i߲࣍Λද͢. ઢ߲ܗΛ f1(x) =

f s(x)+ fn(x)ͱ୯७߲ f s(x)ͱႈྵ߲ fn(x)

ʹղͯ͠ද͢. ࣜ (1)͕Poincaré-Dulacඪ४
ܗ (ҎԼ, ඪ४ܗͱݺͿ)Ͱ͋Δͱ,

[f s, f ](x) := Df(x)f s(x)−Df s(x)f(x) = 0

Λຬͨ͢͜ͱΛ͍͏. ଟॏࢦදهΛ༻͍Δͱ,

ඪ४ܗ

f(x) := f (1)(x) +
n∑

i=1

∑

p∈Ri

ci(p)x
pei

ͱॻ͚Δ. ͜͜Ͱ, ei i͕࣍ 1ͷ୯Ґϕ
ΫτϧͰ͋Γ,

Ri :=

⎧
⎨

⎩p ∈ Zn

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

λjpj = 0,

pi ≥ −1, pj ≥ 0, j ̸= i, |p| ≥ 1}

ͱͨ͠. Ұൠతʹ, ࣜ (1)ࣜܗతϕΩڃʹ
ΑΔม x = φ(y) = y + O(|y|2)ʹΑΓ, ඪ४
ܗ ẏ = Dφ(y)−1f(φ(y))ʹม͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δ. ͜ͷϕΩڃ͕ऩଋ͠, φ(y)͕ղੳతͱͳ
Δ݅ʹ͍ͭͯ, .ͷ݁Ռ͕ΒΕ͍ͯΔ࣍

ఆཧ 1 (Zung [1]) ࣜ ͷۙͰղੳݪ͕(1)
తʹՄੵͳΒ, ղੳతͳมͰඪ४ܗʹม
.ՄͰ͋Δ

͜͜Ͱ,Մੵੑ Bogoyavlenski [2]ͷҙຯʹ
ΑΔͷͰ, mΛ nҎԼͷࣗવͱ͠, f Λؚ
Ίͨmݸͷ͍ޓʹՄͳϕΫτϧͱ n −m

Δͱ͖ࣜ͢ࡏͷୈҰੵ͕ଘݸ (1)  (m,n−
m)-Մੵ, ͋Δ͍୯ʹՄੵͰ͋Δͱ͍͏.

BogoyavlenskiͷҙຯͰͷՄੵੑϋϛϧτ
ϯܥʹ͓͚Δ LiouvilleՄੵੑΛҰൠͷྗֶ
.ுͨ͠ͷͰ͋Δ֦ʹܥ

2 ඪ४ܗʹର͢Δཧ݁Ռ

·ͣ, ඪ४ܗʹର͢Δཧ݁ՌΛड़Δ. ূ
໌จݙ [3] ΛࢀরͤΑ. ࣜ (1) ͷ୯७߲͕
f s(x) =

∑n
i=1 λixiei ͱॻ͚ΔͱԾఆͯ͠Ұ

ൠੑΛࣦΘͳ͍. ͜͜Ͱ, λ1, . . . ,λn  Df(0)

ͷݻ༗Ͱ͋Δ. Znͷ෦ू߹RͱRFΛ

R :=
n⋃

i=1

Ri,

RF :=

{
p ∈ Zn

≥0

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

λipi = 0, |p| ≥ 1

}

ͱఆٛ͢Δ. ͜͜Ͱ, |p| =
∑n

i=1 piͰ͋Δ. ͞
Βʹ,

γ = dimQspanQR, γF = dimQspanQRF

ͱ͓͖, ͦΕͧΕڞ໐࣍, F-ڞ໐࣍ͱݺͿ.

γF ඪ४͕ͪ࣋ܗಘΔอଘྔͷ࠷େݸͰ͋
Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. Ұํ, γ ͱՄੵੑʹ
ؔ͢ΔҎԼͷ݁Ռ͕ಘΒΕΔ.

ఆཧ 2 ([3]) ࣍໐ڞ γ͕ 1ҎԼͷඪ४ܗՄ
ੵͰ͋Δ. Ұํ, 2Ҏ্ͷ lʹରͯ͠, ڞ
໐͕࣍ γ = lͱͳΔඇՄੵͳ l + ඪݩ࣍1
४͕ܗଘ͢ࡏΔ.

,ʹ࣍ ඪ४͕ܗՄੵͱͳΔͨΊͷे݅
Λ༩͑Δ. ࣜ (1) ͕ඪ४ܗͱͳΔͱ͖, ϕΫτ
ϧҎԼͷܗͰॻ͚Δ.

f(x) =
n∑

i=1

⎛

⎝λixi +
∑

p∈RF

ci(p)x
pxi

+
∑

q∈R̂i

ci(q)x
qxi

⎞

⎠ ei +
n∑

i=2

ρixi−1ei. (2)

͜͜Ͱ, ρi ∈ {0, 1}, R̂i = {p ∈ Ri | pi = −1}
Ͱ͋Δ.

ఆٛ 3 r ∈ RF ʹରͯ͠, ୯߲ࣜ xr ͕ඪ४ܗ
(2)ͷอଘྔʹͳ͍ͬͯΔͱ͖, ඪ४ܗ (2)
݅ (C)rΛຬͨ͢ͱ͍͏.
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ඪ४ܗ (2)Ͱ, ρi = 0 (i = 2, . . . , n)͔ͭRͷ
෦ू߹ R′͕ଘ͠ࡏ, ci(p) = 0 (i = 1, . . . , n,

p ∈ R\R′)ͱͳΔͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖,

f(x) =
n∑

i=1

⎛

⎝λixi +
∑

p∈RF∩R′

ci(p)x
pxi

+
∑

q∈R̂i∩R′

ci(q)x
qxi

⎞

⎠ ei (3)

ͱද͞ΕΔ.

ఆཧ 4 ([3]) dimQ spanQRF∩R′ = dimQ spanQR
′

ͱԾఆ͠, ͜ͷΛ γ′ͱ͓͘. ࣜ (3)͕ҙͷ
r ∈ R′ʹରͯ݅͠ (C)r݅Λຬͨ͢ͳΒ,

(n− γ′, γ′)-ՄੵͰ͋Δ.

Ұํ,ɹ࣍ͷΑ͏ʹదͳԾఆͷԼͰ, 
݅ (C)r ͕ (n − γF, γF)-ՄੵͰ͋ΔͨΊͷඞ
ཁ݅ͱͳΔ.

ఆཧ 5 ([3]) ୯७߲ f sͷଟ߲ࣜͷอଘྔͷ
ͳ͢ू߹͕ γFݸͷ୯߲ࣜψ1(x), . . . ,ψγF(x)ʹ
Αͬͯ, C[ψ1, . . . ,ψγF ]ͱॻ͚ΔͱԾఆ͢Δ. ͜
ͷͱ͖, (2) ͕ γFݸͷอଘྔΛͭͳΒ, 
ҙͷ r ∈ RFʹରͯ݅͠ (C)r͕Γཱͭ.

3 Ԡ༻

ఆཧ 2ΑΓ, f s ̸= 0͔ͭඇՄੵͱͳΓ͏Δ
ඪ४ܗͷ࠷ݩ࣍ 3Ͱ͋Δ͜ͱ͕༰қʹࣔ͞
ΕΔ. ҎԼͷ :Δ͑ߟΛΛܗඪ४ݩ࣍3

f(x) =

⎛

⎜⎝
0

iωx2
−iωx3

⎞

⎟⎠+
∑

j, k≥0
j+2k≥1

xj1(x2x3)
k

⎛

⎜⎝
ajkx1
bjkx2
cjkx3

⎞

⎟⎠

+
∑

l≥1

(x2x3)
l

⎛

⎜⎝
dl
0

0

⎞

⎟⎠ . (4)

͜͜Ͱ, ajk, bjk, cjk, dl ∈ CఆͰ͋Δ. ࣜ
(4)༨ݩ࣍ 2ͷ fold-Hopfͨؔ͠ʹذඪ
४ܗͰ͋Δ. ఆཧ 4ͱ 5ʹΑΓҎԼΛಘΔ.

໋ 6 ([3]) ඪ४ܗ (4)͕ (1, 2)-ՄੵͰ͋Δ
ͨΊʹ,

ɹj + 2k ≥ 1, j, k ≥ 0, l ≥ 0ʹରͯ͠

ajk = dl = bjk + cjk = 0 (5)

͕Γཱͭ͜ͱ͕ඞཁेͰ͋Δ. ͞Βʹ, 
݅ (5) ͕Γཱͭͱ͖, ࣜ (4)  (2, 1)-Մੵ
Ͱ͋Δ.

,ʹ࣍ ࣜ (1) ͕ղੳతʹඪ४ܗʹมͰ͖Δ
݅ʹ͍ͭͯ͑ߟΔ. ఆཧ 1 ͷଞʹҎԼͷఆ
ཧ͕༗໊Ͱ͋Δ.

ఆཧ 7 (Bruno [4]) ҎԼͷೋͭͷ͕݅Γ
ཱͭͱ͢Δ:

(A) ࣜ (1) ࣜܗతͳม y = φ(x)ʹΑͬͯ
ඪ४ܗ

ẏ = α(y)
n∑

i=1

λiyiei (6)

ʹม͞ΕΔ. ͜͜Ͱ, α(y)εΧϥʔ
ࣜܗ͖ڃͰ͋Γ, α(0) = 1 Λຬ
ͨ͢;

(ω)
∑∞

k=1 2
−k logω−1

k < ∞. ͜͜Ͱ,

ωk =min

{∣∣∣∣∣

n∑

i=1

piλi − λj

∣∣∣∣∣ : 1 ≤ j ≤ n,

p ∈ Zn
≥0, 1 < |p| < 2k,

n∑

i=1

piλi ̸= λj

}
.

͜ͷͱ͖, ม φ x = 0ͰղੳతͰ͋Δ.

R′ = RFͱ͓͘ͱ, ඪ४ܗ (6)ఆཧ 4ͷ
݅Λຬͨ͢͜ͱ͕Θ͔Δ. Αͬͯ, .ΛಘΔ࣍

໋ 8 ([3]) ࣜ (1)͕݅ (A), (ω)Λຬͨ͢
ͱ͖, .ͷۙͰղੳతʹՄੵͰ͋Δݪ

͜ΕʹΑΓ, ఆཧ 1ͷ݅ఆཧ 7ΑΓऑ͍
͜ͱ͕Θ͔Δ.

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ JP17J01421ͷॿ
Λड͚ͨͷͰ͋Δ.
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nମͷඇՄੵੑݶ੍

ࢁࣲ Ҹྤ 1

ՊڀݚେֶେֶӃใֶژ1
e-mail : shibayama@amp.i.kyoto-u.ac.jp

1 ϋϛϧτϯܥͷՄੵੑ

D ⊂ R2k Λ։ू߹ͱ͠ɼH : D → RΛΒ
͔ͳؔͱ͢Δɽ

dq

dt
=
∂H

∂p
(q,p),

dp

dt
= −∂H

∂q
(q,p)

ΛH ͷਖ਼४ํఔࣜ͋Δ͍ϋϛϧτϯܥͱ͍
͍ɼH ΛϋϛϧτχΞϯͱ͍͏ɽ
ਖ਼४ํఔࣜͷ֤ղʹԊͬͯҰఆͷΛͱΔΑ

͏ͳD্ͷؔΛୈҰੵͱ͍͏ɽF,G : D →
Rʹରͯ͠ɼϙΞιϯׅހΛ

{F,G} =
k∑

k=1

(
∂F

∂qj

∂G

∂pj
− ∂F

∂pj

∂G

∂qj

)

ʹΑΓఆٛ͢ΔɽF ͕H ͷϋϛϧτϯܥͷୈ
ҰੵͰ͋Δ͜ͱɼ{F,H} = ʹత߃0͕
Γཱͭ͜ͱͱಉͰ͋Δɽ
H : D(⊂ R2k) → Rͷϋϛϧτϯ͕ܥՄੵ

Ͱ͋ΔͱɼkݸͷୈҰੵ F1, . . . , Fk : D →
R͕ଘ͠ࡏɼdF1, . . . , dFkDͷີͳ։ू߹
্ͰҰ࣍ಠཱͰɼ{Fi, Fj} = 0(i, j = 1, . . . , k)

͕Γཱͭ͜ͱΛ͍͏ɽ
ϦϰΟϧ-ΞʔϊϧυͷఆཧΑΓɼՄੵͳ

ϋϛϧτϯܥͷղͷৼΔ͍نଇతͰ͋Δ͜
ͱ͕͔ΔɽඇՄੵͳϋϛϧτϯܥͷੑ࣭
ҰൠʹΑ͘Θ͔Βͳ͍͕ɼղ͕ΧΦεతͳৼ
Δ͍Λ͢Δ߹͕ଟ͍ɽ

2 ݶ੍ nମ

ສ༗ҾྗͷͱͰͷۭؒͷnݸͷ࣭ͷӡ
ಈΛ͑ߟΔɽ1ͭͷ࣭ͷ࣭ྔແݶখͱͯ͠ɼ
ଞͷ n − Λ༩͑ͳ͍ͱ͢ΔɽڹͷӡಈʹӨݸ1
Γͷ n − ͷ࣭࣭ྔΛͪɼxyݸ1 ฏ໘
Ͱ֯ͷԁӡಈΛ͍ͯ͠Δͱ͢Δɽͦͷ
Ͱͷ࣭ྔݩ 0ͷ࣭ͷӡಈΛௐΔΛ (ۭ
ؒԁप)੍ݶ nମͱ͍͏ɽ
ͦΕΒͷ࣭ z࣠ʹؔ͢Δճస࠲ඪܥʹ͓

͍ͯɼck = (ak, bk, 0)(k = 1, . . . , n− 1)ͷҐஔ
ʹ͋Δͱ͢Δɽ

U(q) = −
n−1∑

k=1

mk

|q − ck|

ͱ͓͘ͱɼn൪ͷ࣭ͷӡಈϋϛϧτχΞ
ϯ

H(q,p) =
1

2
|p|2 + pxy − pyx− U(q) (1)

ʹؔ͢Δਖ਼४ํఔࣜͰද͞ΕΔɽҎԼͰɼ͜
ͷϋϛϧτχΞϯͷඇՄੵੑΛূ໌͢Δɽ

3 ओ݁Ռ

nମͷඍํఔࣜΛෳૉඍํఔࣜݶ੍
ͱͯ͑͠ߟΔɽಛҟͷू߹

Sk = {q ∈ C3 | (x− ak)
2 + (y − bk)

2 + z2 = 0}
(q = (x, y, z), k = 1, . . . , n)

Ͱ͋Δɽ͜ΕΒͷ͏ͪͷ͍͔ͭ͘ͷू߹ͷڞ௨
෦ʹ͋Δ͕ॏཁͳׂΛՌͨ͢ɽඞཁͳΒ
ఴࣈͷॱ൪Λม͑ͯɼe = (ex, ey, ez) ∈ S1 ∩
S2 ∩ · · · ∩ Sl ∩ (Sl+1 ∪ · · · ∪ Sn−1)cͱ͢Δɽ
ϕΫτϧ d ∈ C3ͱෳૉ C ∈ CΛ

Cd =
l∑

k=1

mk

(2(e− c) · d)3/2
(e− c)

Λຬͨ͢ͷͱͯ͠ͱΔɽ3࣍ਖ਼ํྻߦAΛ

A = 3
l∑

k=1

mk

(2(e− c) · d)5/2
t(e− c)(e− c)

ʹΑΓఆٛ͢Δɽρ1, ρ2, ρ3 ∈ CΛ Aͷݻ༗
ͱ͢Δɽ

νk =

√
25

4
− 4ρk

C
− 1

2
(k = 1, 2, 3)

ͱ͓͘ɽ

ఆཧ 1 (1)ΛϋϛϧτχΞϯͱ͢Δϋϛϧτϯ
ͷΑ͏ʹͯ͠ఆ·ΔهՄੵͰɼ্͕ܥ A͕
ର֯ԽՄͰ͋Δͱ͢Δͱɼν1, ν2, ν3શͯ
Ͱ͋Δɽ

ܥ 1 ݶ੍ nମʹ͍ͭͯɼ͋Δ l ≥ 3ʹͭ
͍ͯm1 = m2 = · · · = ml Ͱ c1, . . . , cl ͕ਖ਼ l

Ͱ͋Εɼ(1)ΛϋϛϧτχΞϯͱ͢Δϋܗ֯
ϛϧτϯܥඇՄੵͰ͋Δɽ
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4 ূ໌ͷུ֓

ূ໌ʹ͍ͭͯ؆୯ʹड़Δɽ

H0(q,p) = lim
λ→+0

λ2H(λ4q + e,λ−1p)

ͱ͢ΔɽH0

H0(q,p) =
1

2
|p|2 −

l∑

k=1

mk√
2q · (e− ck)

ͱද͞ΕΔɽH͕ՄੵͳΒH0Մੵͱͳ
ΔͷͰɼH0ͷඇՄੵੑΛࣔͤेͰ͋Δɽ

Cd =
l∑

k=1

mk

(2(e− ck) · d)3/2
(e− ck)

Λຬͨ͢ d ∈ C3, C ∈ CΛͱΓɼg(t)Λ

d2g

dt2
= Cg−3/2.

ͷղͱ͢Δͱɼ(q,p) = (g(t)d, ġ(t)d)H0ͷ
ਖ਼४ํఔࣜͷղʹͳΔɽ
͜ͷղʹԊͬͨมํఔࣜ

d2X

dt2
= g−5/2AX

ͱද͞ΕΔɽ͜͜Ͱɼ

A =
l∑

k=1

3mk

(2(e− ck) · d)5/2
t(e− ck)(e− ck)

Ͱ͋Δɽ1
2g

′2 + 2Cg−1/2 ҰఆͱͳΔͷͰ͜
ͷΛ hͱ͠ɼ٢ా [1]ʹΑΓಋೖ͞Εͨม

w = 2Cg(t)−1/2

h Λద༻͢Δͱɼมํఔࣜ

w(1− w)
d2X

dw2
+

(
3− 7

2
w

)
dX

dw
= C−1AX

ͱͳΔɽρ1, ρ2, ρ3 Λ Aͷݻ༗ͱ͠ɼAΛର
֯Խ͢Δͱඍํఔࣜͷ֤Ψεͷز
Կํఔࣜ

w(1− w)
d2ξ

dw2
+

(
3− 7

2
w

)
dξ

dw
− C−1ρkξ = 0

ʹͳΔɽಛҟͷಛੑࢦ

λ̃ = −2, µ̃ =
1

2
, ν̃k = ±

√
25

4
− 4ρk

C

ͱͳΔɽزԿํఔ͕ࣜඍΨϩΞཧͷҙຯ
ͰՄੵʹͳΔͨΊͷඞཁे݅ଜ [2]

ʹΑΓٻΊΒΕ͍ͯΔɽͦͷ݁ՌʹΑΓɼ͜ͷ
زԿํఔ͕ࣜՄੵͱͳΔͷ ν1, ν2, ν3 ∈
Z(νk = ν̃k − 1

2)ͱͳΔ߹Ͱ͋ΔɽMorales-

Ramisཧ [3, 4]ΑΓɼH0 ͷϋϛϧτϯ͕ܥ
ՄੵͳΒมํఔࣜՄੵʹͳΔ͜ͱ͔Β
ఆཧ͕ै͏ɽ
ͷূ໌ҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɻ͜ͷ߹ܥ

ν1, ν2, ν3͕۩ମతʹࢉܭՄͰɼl ≥ 3ͳΒ

ν1 = 0, ν2 = ν3 =

√
37

2
− 1

2

Ͱ͋Δ͔ΒඇՄੵͰ͋Δɽͳ͓ɼl = 2ͷ
߹

ν1 = 0, ν2 = 2, ν3 = 3

ͱͳΔɽ࣮ ɼ͜ࡍ ͷ߹ɼHඇՄੵͰ͋Δͱ
༧͞ΕΔ͕ɼH0ՄੵͰ͋ΔͷͰν1, ν2, ν3
͕ͱͳΔͷࣗવͳ݁ՌͰ͋Δɽ

ँࣙ ຊڀݚՊݚඅ (՝൪߸: 26800059,

16K05173, 26287023)ͷॿΛड͚ͨͷͰ
͋Δɽ
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一般化された戸田格子の可積分・非可積分性
吉田 春夫
自然科学研究機構・国立天文台・理論研究部
e-mail : h.yoshida@nao.ac.jp

1 概要
n粒子が指数関数型の相互作用をする戸田格
子は自由度 nのHamilton系である．その戸田
格子を一般化した力学系の可積分・非可積分性
に関する現時点での知見を報告する．可積分な
系としてはBogoyavlenskyによる，単純Lie代
数のルート系に対するものが著名である．一方
で系が可積分となるように定数パラメータを
決める手続きとして特異点解析が行われ，それ
を正当化することを動機とする Ziglin解析や
Morales-Ramis解析が実行されてきている．

2 戸田格子とその可積分性
n粒子戸田格子のハミルトニアンは

H =
1

2

n∑

i=1

p2i + eq1−q2 + eq2−q3 + . . .+ eqn−q1

で与えられる．この系の可積分性は 1974年に
Hénon と Flaschka によって独立に示された．
Flaschkaの方法はある変数を採用することに
より運動方程式を行列型の Lax形式

d

dt
L = [L,A] := LA−AL

に書き換えるというものである．この形から直
ちに行列Lのべき乗のトレース trace(Lk) が第
一積分となることが示せ，系の可積分性が導か
れる．

3 一般化された戸田格子 (GTL)

戸田格子を一般化して，次のようなHamilton

系 (Generalized Toda lattice, GTL)を考える．

H =
1

2

∑

i

p2i +
∑

i

exp

⎛

⎝
∑

j

Dijqj

⎞

⎠ (1)

Bogoyavlensky [1] はDi := (Di1, . . . , Din) で
定義される定数ベクトルが条件

Cij := 2
(Di ·Dj)

(Dj ·Dj)
∈ −Z+ (2)

（Cij がゼロまたは負の整数となる）を満たす
時，通常の戸田格子と同様に Lax形式を許す
可積分系となることを示した．この条件は単純
Lie代数のルート系の満たす条件と同じであり，
ベクトルDi 達の相互関係を図示する Dynkin

ダイアグラムによって分類される．通常の戸田
格子は An型に相当する．また例外型単純 Lie

代数のG2型と呼ばれる系のハミルトニアンは

H =
1

2

3∑

i=1

p2i+eq1−q2+e−2q1+q2+q3+eq1+q2−2q3

で与えられる．

4 GTLに対する特異点解析
1980年代になり Bogoyavlenskyによる可積

分なGTLは特異点解析（Kowalevski-Painlevé

解析）によって特徴付けられた．新変数

ai = exp

⎛

⎝
∑

j

Dijqj

⎞

⎠ , bi = pi

によって書かれた運動方程式

dai
dt

= ai
∑

j

Dijbj ,
dbi
dt

= −
∑

j

Djiaj

に対して，解の複素平面上の特異点 t = t0にお
ける Laurent級数展開

ai = (t− t0)
−2

∞∑

k=0

fi,k(t− t0)
k

bi = (t− t0)
−1

∞∑

k=0

gi,k(t− t0)
k

が十分な数の任意定数を含む，つまり解が極
(pole)以外の特異点を有しないという要請を課
すと，先の係数ベクトルの間の条件式 (2)が必
要条件として導出される (Adler-van Moerbeke

[2], Yoshida [3])．この解の特異点は極のみと
いう特異点解析が課す要請と系の可積分性の間
の論理的関係は明らかでない．
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5 GTLに対するZiglin解析，Morales-

Ramis解析
Hamilton系の可積分性の必要条件をあたえ

るZiglinの定理 (1982)を用いた解析がGTLに
対して種々実行された．Ziglinの定理は解の特
異点解析と系の可積分性の関係を与えることを
一つのモチベーションとした．実際，系が有する
第一積分が特殊解の周りの変分方程式に対する
第一積分をもたらし，その結果として変分方程
式の解のモノドロミー群にある種の制約を与え
ることを利用するものである．例えば Yoshida

et al.[4] は２次元のGTL

V = exp(q1 + αq2) + exp(q1 − αq2)

が可積分となるのは定数パラメータが α2 =

n(n− 1)/2, の時のみであることを示した．こ
の中で α2 = 0, 1, 3 の時は実際に可積分であ
る．Horozov [5] は Bogoyavlenskyによる可積
分GTLのポテンシャルの指数関数項を倍にした
Gross-Neveu系が非可積分となることを Ziglin

の定理を用いて示している．
可積分性を判定する手段であるZiglin解析の
進化・改良版としての Morales-Ramis 解析が
今世紀になって種々の力学系に対して実行され
てきた．これはMorales-Ramisの定理 (1999)

に基づく．Ziglin解析においては特殊解の周り
の変分方程式の解のモノドロミー群を調べる
が，Morales-Ramis解析では解の微分ガロア群
を対象とする．その主張は可積分ならば微分ガ
ロア群の単位元成分が可換となる，というもの
である．実際，同次式ポテンシャル系を始めと
する多くの系において Morales-Ramis解析は
Ziglin解析と比較して，より強い可積分性の必
要条件を与えている．関連する話題の解説が単
行本 [6]にある．GTLに関係した例としては，
Maciejewski et al. [7] が Gross-Neveu系に対
して適用したものがある．

6 未解決問題
Morales-Ramis解析を GTL(1) に適用して，

可積分性の必要条件として定数ベクトルが満た
すべき条件 (2)を導出することは，未だなされ
ていないが実行可能な課題である．また方向性
は若干異なるが，可積分なGTLの完全分類を
目指す最近の研究 Combot [8]がある．
Kozlov and Treshchev [9]は条件 (2)を GTL

(1) が Birkhoff可積分，つまり変数 ai, bi の多

項式第一積分の存在によって可積分となる条件
として導出しているが，内容をフォロー出来て
いないのでここでは参考文献として挙げるにと
どめる．
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Ԡ༻Մੵܥͷํૅجఔࣜͱͯ͠ͷํࢠ֨ాށఔࣜ

தଜ Ղਖ਼

ՊڀݚେֶେֶӃใֶژ
e-mail : ynaka@i.kyoto-u.ac.jp

1978ʹ͞ߦץΕͨాށஶʮඇઢ֨ܗ
Δ༷ʑ͛ࠂʯ[1]ɼ৽͍͠ͷੜΛֶྗࢠ
ͳൃݟΞΠσΞɼҙ֎ͳ૬ؔޓ՝ʹҲ
Ε͍ͯΔɽͦͷͻͱͭɼʮ༗ݶͷ֨ࢠʯͱ໊͚
ΒΕͨ 3.10અɼJ. Ϟʔβʔ [2]ʹΑΔࢦؔ
ͷϙςϯγϟϧͷͱͰ૬࡞ޓ༻͢Δ༗֨ݶ
ٯཚͷࢄʣʹର͢Δࢠ֨ాށظඇपݶʢ༗ࢠ
͕औΓ্͛ΒΕ͍ͯΔɽͦ͜Ͱ༻͍ΒΕͨ࿈
ʹΑΔεςΟϧνΣεͷํ๏ิAʹ͓
͍ͯৄड़͞ΕɼʮҎ্ͷऔѻ͍อଘྔʢ࡞༻ม
ͷ͜ͱʣΛ༻͍ͯղΛߏ͢Δํ๏ͱͯ͠
͓ͦΒ͘࠷తͳͷͰ͋Ζ͏ʯͱ݁ΜͰ
͍Δɽ
༗ݶඇपࢠ֨ాށظʢมมΛͯܦʣ
⎧
⎪⎨

⎪⎩

dVk(t)

dt
= Vk(t)(Jk+1(t)− Jk(t)),

dJk(t)

dt
= Vk(t)− Vk−1(t),

V0(t) ≡ 0, Vk(t) > 0 (k = 1, 2, . . . , N − 1),

VN (t) ≡ 0ͱද͞ΕΔɽ͜ΕϥοΫεର

TΨ = λΨ,
dΨ

dt
= −T−Ψ,

T :=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

J1 V1

1 J2
. . .

. . .
. . . VN−1

1 JN

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
, Ψ :=

⎛

⎜⎜⎜⎝

ψ1

ψ2
...

ψN

⎞

⎟⎟⎟⎠

ʹ͍ͭͯɼϥοΫεํఔࣜදࣔ

dT

dt
= [T, T−] , [A,B] := AB −BA

ΛͭɽT−  3ॏର֯ྻߦ T ͷԼ֯ࡾ෦ɽ
ઢํܗఔࣜ dL/dt = LT−, L(0) = I Λ༻͍

ΔͱϥοΫεํఔࣜͷղ T (t) = L−1T (0)L

ͱද͞Εɼ͞ΒʹɼT (t)  t → ∞ Ͱॳظ
T (0)ͷݻ༗ (λ1 < · · · < λN )͕ର֯Λ
ͳ͢Լྻߦ֯ࡾʹऩଋ͢Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

lim
t→∞

T =

⎛

⎜⎜⎜⎝

λN
1 λN−1

. . .
. . .

1 λ1

⎞

⎟⎟⎟⎠

͜Εੱྗͷ૬࡞ޓ༻ͷͱͰແݶԕʹඈͼڈ
Δཻࢠͱ͍͏༗ࢠ֨ాށݶͷཧతඳ૾ʹରԠ
͍ͯ͠Δɽ
ؔࢦͷྻߦ exp(tT (0))ਖ਼ఆͰ͋Δ͔

Β LRղ exp(tT (0)) = L(t)R(t)͕ՄͰ͋
Δɽt = 1ͱ͓͖ɼexpT (0) = L(1)R(1)ɽҰํɼ
expT (1) = R(1) expT (0) ·R−1(1) = R(1)L(1)

Ͱ͋Δ͔Βɼ༗ࢠ֨ాށݶͷ t = 0͔Β t = 1

ͷൃؒ࣌లɼexpT (0)ͷݻ༗ࢉܭͷLR

ΞϧΰϦζϜʢϧςΟεϋβʔ, 1958ʣͷ 1

෮ʹՁͰ͋Δɽ
ͳ͓ɼϞʔβʔ [2]ͰɼT (t)ରশͳ 3ॏ

ର֯ྻߦɼT−ରশྻߦɼexp(tT (0))ͷ
ղ QR ղΛ༻͍͓ͯΓɼ͜Εʹରͯ͠α
ΠϜε (1982)ɼ༗ࢠ֨ాށݶͷൃؒ࣌ల
expT (0)ʹର͢ΔQRΞϧΰϦζϜʢϑϥϯγ
ε, 1962ʣͷ 1෮ʹՁͱͳΔ͜ͱΛ͍ͩݟ
͍ͯ͠Δɽ
ཚͷࢄతʹɼAΛϙςϯγϟϧͱ͢Δࣜܗ

ٯ AR−1 = LʹΑΔ༗ࢠ֨ాށݶͷϥο
Ϋεํఔࣜͷղ๏ʢੵʣɼྻߦͷղA =

LRͱҼࢠͷަ A′ = RLʹΑͬͯ૬ࣅม
A′ = L−1AL͢Δ͜ͱͰର֯Խ ԽΛਐΊ֯ࡾ·
Δݻ༗ࢉܭͷ 1εςοϓͱҰக͢Δɽ༗ށݶ
ܥՄੵܕఔࣜͱ͢ΔϥοΫεํૅجΛࢠ֨ా
ͱ૬ࣅมܕͷݻ༗/ಛҟࢉܭΞϧΰϦζ
Ϝͷ૬ؔޓͷڀݚ 1980-90ͷΞϝϦΧ
ʹ͓͍ͯΜʹߦΘΕͨɽ͔͠͠ɼ͜ΕʹΑͬ
ͯ৽͍͠ݻ༗/ಛҟࢉܭΞϧΰϦζϜ͕ఆ
ࣜԽ͞ΕΔ͜ͱͳ͔ͬͨɽ

ށݶ༗ͮ͘جʹͱλؔࣜܗܗͷઢా
ԽࢄมͷʮՄੵͳʯؒ࣌ͷࢠ֨ా
{

∆V (n)
k = V (n)

k J (n)
k+1 − V (n+1)

k J (n+1)
k ,

∆J (n)
k = V (n)

k − V (n+1)
k−1 ,

V (n)
0 ≡ 0, V (n)

k > 0 (k = 1, 2, . . . , N − 1),

V (n)
N ≡ 0Λ͑ߟΔɽ͜ ͜ʹɼ∆g(n) := (g(n+1)−

g(n))/ε, ε ̸= 0Ͱ͋Δɽ nε = tΛอͬͯ࿈ଓۃ
ݶ ε → 0 ΛͱΕɼํࢄఔࣜ༗֨ాށݶ
ண͢Δɽ͜͜Ͱɼؼʹࢠ

e(n)k := εV (n)
k , q(n)k := J (n)

k + 1/ε
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ͱ͓͚ɼϥϯνϣε (1950,1952)ͱϧςΟε
ϋβʔ (1954)ʹΑΔ qdΞϧΰϦζϜ [3]ͷ
Խࣜ
{

e(n)k+1 = e(n+1)
k + q(n+1)

k+1 − q(n)k+1,

q(n)k+1e
(n)
k = q(n+1)

k e(n+1)
k

ΛಘΔɽqdΞϧΰϦζϜਖ਼ఆ 3ॏର֯ྻߦ
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

q(0)1 q(0)1 e(0)1

1 q(0)2 +e(0)1 q(0)2 e(0)2

1
. . .

. . .
. . .

. . . q(0)N−1e
(0)
N−1

1 q(0)N +e(0)N−1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ʹର͢ΔLRΞϧΰϦζϜʹՁͰ͋Γɼલड़
ͱ߹ΘͤͯՄੵͳࢄԽͷҙຯͷҰ͕ཧղ
Ͱ͖Α͏ɽqdΞϧΰϦζϜ n → ∞Ͱͷڍಈ
ҎԼͷ௨Γɽ

q(0)1

e(1)0 e(0)1

q(1)1 q(0)2

e(2)0 e(1)1
. . .

q(2)1 q(1)2 q(0)N

e(3)0 e(2)1
. . . e(0)N

... ↓ ↓ ↓ ↓
...

ɹ 0 λN 0 λN−1 λ1 0

Fig. 1. The qd table

3ॏର͕֯ྻߦਖ਼ఆͰͳ͍߹ʹඞͣ͠
LRղՄͱݶΒͣɼqdΞϧΰϦζϜ
ඪ४ղ๏ͷ࠲ΛΒ͘QRΞϧΰϦζϜʹৡͬ
͖ͯͨɽ͔͠͠ɼਖ਼ఆͷ߹ʹλؔղ
ͷਖ਼ੑͷࣗવͳ݁ؼͱͯ͠ɼqdΞϧΰϦζϜ
ʹΑͬͯ͞ࢉܭΕͨݻ༗͍ߴ૬ରਫ਼Λ
ͭɽฏํ͕ࠜࢉܭෆཁͳؚΊͯQRΞϧΰ
ϦζϜʹର͢ΔҰఆͷ༏ҐੑΛͭͱ͍͑Δɽ

ͯ͞ɼՄੵܥͷࢹ͔Β qdΞϧΰϦζϜ
ͱ͍͏ҙຯΛࢠ֨ాށؒ࣌ࢄΕɼ͞ݟൃ࠶͕
૬ରਫ਼͍ߴͱͰɼqdΞϧΰϦζϜ͕ͨͬ࣋͜
Λֶͭత͕ࠜڌཧղͰ͖ΔΑ͏ʹͳͬͨ
͚ͩͰͳ͘ɼࢠ֨ాށؒ࣌ࢄΛํૅجఔࣜͱ
͢ΔҰ܈ͷࢉܭΞϧΰϦζϜΛఆͰ͖Δ
Α͏ʹͳͬͨɽ͜͜ͰೋͭͷྫΛ͋͛Α͏ɽ
ॳ࠷ dLVʢؒ࣌ࢄϩτΧɾϘϧςϥʣΞ
ϧΰϦζϜ

v(n+1)
k

(
1 + δ(n+1)v(n+1)

k−1

)
= v(n)k

(
1 + δ(n)v(n)k+1

)

ʹΑΔ্ 2ॏର֯ྻߦͷಛҟࢉܭͰ͋Δɽ͜
͜ʹɼv(n)0 ≡ 0, v(n)k > 0 (k = 1, . . . , 2N −
1), v(n)2N ≡ 0, δ(n) > 0ɽҙͷํྻߦͷओཁ

෦ v(0)k > 0ͳΔ্ 2ॏର֯ྻߦʹมͰ͖
ΔͨΊɼdLVΞϧΰϦζϜ͍ద༻ൣғΛ
ͭɽߴͳݪγϑτ͖ͭmdLVsΞϧΰϦζ
Ϝ [4]ͷ։ൃʹޭ͍ͯ͠Δɽ
͏ͻͱͭɼϋϯάϦʔܕՄੵͮجʹܥ
͘ΞϧΰϦζϜͷ dhToda, dhLVK, qd-dhLVK

(K = I, II)ͱͦͷݪγϑτ͖ͭ൛ʹΑΔඇର
শଳྻߦͷߴਫ਼ݻ༗ࢉܭͰ͋Δ [5]ɽྫ͑
ɼϋϯάϦʔM = 1ͷ dhLVI Ͱɼط
ଘͷιϑτΣΞͰେ͖ͳ͕ࠩޡੜ͡Δෳૉ
༗Λͭඇରশݻ 3ॏର֯ྻߦʹରͯ͠े
ͳਫ਼Ͱݻ༗ࢉܭͰ͖Δ͜ͱ͕ใ͞ࠂΕͯ
͍Δɽ
ιϦτϯղΛͭແࢠ֨ాށݶପԁؔ
ղΛͭपࢠ֨ాށظͷڀݚͰཱ͖͍ͬͯͨ
1970ʹɼాށઌੜ͕ஶॻʮඇઢ֨ܗ
ʯͷதͰɼཧతʹ͞΄Ͳ໘നΈ͕༗ֶྗࢠ
Δͱ͑ࢥͳ͍ʮ༗ݶͷ֨ࢠʯʹৄࡉͳهड़Λ
༩͑ͨཧ༝Α͘Θ͔Βͳ͍ɽ͋Δ͍ɼ͜ͷ
ํఔ͕ࣜํૅجఔࣜͱͳͬͯల։͞ΕΔʮԠ༻
Մੵڀݚܥʯͷ౸དྷΛݟ௨͍ͯͨ͠ͷ͔͠
Εͳ͍ɽ
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1 ඇରশࢄҳܥͱަ௨ྲྀܕ

OVϞσϧަ௨ྲྀͷौΛ͢ݱ࠶Δܕͱ
ͱͯ͠ɼҰྻʹ࿈ࢠΒΕͨɽंΛཻ͑ߟͯ͠
ͳͬͯӡಈ͢Δूஂͷ Δɽं͑ߟΛܕݩ࣍1
ɼਐํߦલํͷं͕ؒେ͖͚ΕՃ͠ɼ
খ͚͞ΕʢিಥΛආ͚ͯʣݮ͢Δɽͨͩͦ
Ε͚ͩͷৼΔ͍ʹ؆୯ͳֶతදݱΛ༩͑ͨ
ͷ͕ɼOVܕͰ͋Δ [1]ɽ

d2xn
dt2

= a

{
V (∆xn)−

dxn
dt

}
(1)

xn n൪ͷཻࢠͷҐஔͰ, ∆xn = xn+1−xn
લํִؒͰ͋ΔɽOVؔ V (∆x)લํͷ
ΔͨΊͷ͢ޚিಥ͠ͳ͍Α͏ʹӡಈΛ੍ʹࢠཻ
ใɼ͢ͳΘͪɼ࠷ద (optimal velocity :

҆શ)Λ༩͑Δɽ͜ͷΑ͏ͳੑ࣭Λຬͨ͠
͍ͯΕؔܗͷৄࡉॏཁͰͳ͍ɽྫ͑
V (∆x) = α{tanh(∆x− d) + tanh d}, (α, d >

0)ΛબͿ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜ͷ࠷దͱࡏݱͷ
Λൺֱͯ͠ (ࠩΛͯݟ)ɼཻࢠͷՃΛ੍
Δɽa͢ޚ (> 0)ײԠ (ݩ࣍ͷٯͷؒ࣌)

ͱݺΕɼཻࢠͷԠͷӶහ͞Λ༩͑Δɽ

2 ཧత༰

ํఔࣜͷཧతҙຯɼʮલํͷཻࢠͷΈͱඇ
ઢྗܗͰ૬࡞ޓ༻͠ɼʹൺྫ͢Δ೪ੑ߲Λ
ͭଟཻܥࢠʯͱ͍͏༰Ͱ͋Δɽલํͷཻࢠ
ͷΈͱ૬࡞ޓ༻͢Δͱ͍͏͜ͱɼ࡞༻࡞༻
ͷ๏ଇ͕Γཱͨͳ͍ɼӡಈྔ͕อଘ͠ͳ͍ͱ
͍͏͜ͱͰ͋ΔɽOVؔʹΑΓཻࢠʹΤωϧ
Ϊʔ͕ೖ͞Εɼ೪ੑ߲ʹΑΓࢄҳ͞ΕΔɽ̍

؇ʹେ࠷ͷ߹ɼӡಈOVؔͷࢠཻ
͢Δ͕ɼଟཻࢠͷ߹ɼཻີࢠ͕ྟքΛ
ӽ͑Δͱɼཻ֤͕ࢠಠཱʹ؇͢ΔͷͰͳ͘ɼ
ඇࣗ໌ͳूஂӡಈ͢ͳΘͪौΫϥελΛܗ
ͯ͠ಈత؇ঢ়ଶΛ࣮͢ݱΔͷͰ͋Δɽ
OVܕͰࣔࠦ͞Εͨौܗͷྗֶߏػɼ
࣮ं྆ʹΑΔ࣮ݧͰ֬ೝ͞Εɼौൃੜʹྟ
քີΛӽ͑Δं྆ʹຊ࣭తݪҼ͕͋Δ͜
ͱ͕ࣔ͞Εͨ [2]ɽ

3 อଘܥͷιϦτϯ/Մੵܥͱͷؔ

ौඇରশࢄҳܥͷҠಈΫϥελղͱͯ͠
ཧղͰ͖Δͷ͕ͩɼอଘܥͷιϦτϯղͱڵຯ
͋ΔؔΛ͍ͯͬ࣋Δɽؒ࣌Ε͖ 1֊ඍ
ํఔࣜΛબͼɼOVؔʹΑΔલํཻࢠͱͷ૬
Δɽ͑ߟϞσϧΛ༺࡞ޓ

d

dt
xn(t+ T ) = V (∆xn(t)) (2)

(2)ࣜɼࣜܗతʹࠨลΛΕؒ࣌TͰల։ͯ͠
ɼT͠Ͱ·߲࣍1 = 1/aͱ͢Δͱɼ̎ ֊ඍํ
ఔࣜͷOVܕ (1)ʹଞͳΒͳ͍ (dOVϞσϧ
ͱݺΕ͍ͯΔ)ɽΓඇରশ૬࡞ޓ༻͢Δཻ
Ͱ͋Δɽ(2)ͷํఔࣜɼNewell-Whithamܥࢠ

ʹΑΓ༩͑ΒΕ͍͕ͯͨ [3]ɼV (∆x) = tanh(∆x)

࠾ΒΕͳ͔ͬͨΑ͏ͩɽ
(2)ࣜΛ͢ࢉܭΔͱɼؒ࣌Εͷύϥϝʔ
λ͕ྟքΛӽ͑Δ (Tc < T )ͱҰ༷ྲྀ͕ෆ҆
ఆʹͳΓ, ҠಈΫϥελ͕ܗ͞ΕͯͲΕಉ
͡Ͱํޙʹ͍ͯ͘͠ɽ؇ঢ়ଶͷৼΔ
͍ݱذͷੑ࣭ɼఆੑతʹ 2֊ඍํ

0

速
度

前方間隔 ∆x

Fast

Jam

ਤ 1. ौྲྀղͷϓϩϑΝΠϧ ͷӡಈͷϓϩοτɽJam͕ौΫϥελྖࢠͷͯ͢ͷཻޙɼ૬্ۭؒͰͷ؇(ਤࠨ)
ҬɼFast͕࠷ྖߦҬΛࣔ͢ɽഎܠͷઢ OVؔɽ(ӈਤ)ݸʑͷཻࢠͷӡಈͱΫϥελͷӡಈ ɽ
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ఔࣜͷOVܕͱಉ͡Ͱ͋Δɽ(2)ͷํఔࣜͰ
ॏཁͳ͜ͱɼΫϥελྲྀ (ौྲྀ)ͷີݫղ
͕ಘΒΕɼपܥظͰପԁؔͰهड़͞ΕΔ͜
ͱͩɽ
ͰಘΒΕͨࢉܭΊΔաఔͰɼٻղΛີݫ

ʮҠಈΫϥελҐ૬ v=1/(2T )Ͱ͢
Δʯͱ͍͏࣮ࣄΛ͍ɼu = n+ vt+ 1/2ͱ͠
ͯɼม uΛಋೖ͠ରশԽ͢ΔɽvΫϥελ
ͷɼnཻࢠ൪߸Ͱ͋ΔɽΫϥελྲྀղ͕
ຬ͖ͨ͢ํఔࣜඍࠩํఔࣜ ண͞ؼʹ(3)
ΕΔ [5]ɽ

v
dG(u)/du

1−G(u)2
= G(u+

1

2
)−G(u− 1

2
) (3)

͜ͷํఔࣜɼAblowitz-LadikํఔࣜͱݺΕ
ΔιϦτϯղΛͭ࣋Մੵܥͷఆৗղͷํ
ఔࣜͱಉ͡ͷͰ͋ΔɽA-LํఔࣜBäcklund

มͰLotka-Volterraํఔࣜʹؼண͞Εɼ
ۙࣅͰɼมܗKorteweg de Vries (mKdV)

ํఔࣜʹͳΔɽ2֊ඍํఔࣜOVܕͷྟք
ۙͰͷಉ༷ͷۙࣅʢऑඇઢܗղੳʣͰmKdV

ํఔ͕ࣜ༩͑ΒΕΔ [4]ɽ(2)ʹɼJacobiؔɼ
ϑؔͳͲͷପԁؔͰද͞ݱΕͨղ͕ݟग़͞
Ε͕ͨ [5][6]ɼछʑͷมมʹΑΓ࣮࣭తʹ
ಉҰͷղʹؼண͢Δɽాͷํ๏ʹΑΓিܸ
ղಘΒΕ [7]ɼପԁؔղͰWeierstrassͷ
℘͕ؔಋೖ͞Εɼࢠ֨ాށϑΝϛϦʔͷ੮
ʹՃΘ͕ͬͨ͋ײΔɽ

4 ରশԽͷཧతҙຯ

2֊ඍํఔࣜOVܕͰɼΫϥελྲྀͷ
ղʹ͓͍ͯɼཻ֤ࢠͷӡಈ࣍ͷؔΛͭ࣋ɽ
xn−1(t) = xn(t+ τ) + vcτ. ͜͜Ͱ vcΫϥε
λͷ͕ͩɼτ ಈྗֶతʹಋग़͞ΕΔɼ࿈
ͳཻͬͨࢠӡಈͷಛతͳʠΕؒ࣌ʡͰ͋Δɽ
ʮ࿈ͳͬͯಈཻ͕͘ࢠҰఆؒ࣌Εͯલํཻࢠ
ͱಉ͡ӡಈΛ܁Γฦ͢ʯͱ͍͏ରশੑ͕ଘ͢ࡏ
Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɽʢํఔࣜ (2)ͷύϥϝʔλ
T ͱผͰɼ(1)Ͱɼaτ ΛܾΊΔӽํఔࣜ
͕Γཱͭɽʣτ ौͷྗֶతੑ࣭Λنఆ͢
ΔͷͰɼΫϥελͷɼvc ∼ −∆xJ/τ

ʢ∆xJ ΫϥελͷִཻؒࢠʣͰ͋Δɽ͜ͷ
ॏཁͰɼHeaviside֊ஈؔΛOVؔؔ
ͱ͢ΔܕͰɼ͜ͷੑ࣭ʹΑΓີݫղΛߏ
Ͱ͖ΔɽdOVํఔࣜͷରশԽ͜ͷੑ࣭ʹى
Ҽ͍ͯ͠Δɽ

5 ඇରশࢄҳܥͷՄੵԽͱࢹڊతܗଶ
ͷൃٴݱͼࣗ༝ͷಋೖ

(1)ඇରশ૬࡞ޓ༻͢ΔࢄҳܥͰྟքີ
ͰौΫϥελΛൃ͢ݱΔɽ(2)ඇରশࢄҳ
ʹͰɼ͔͋ͨࣗൃతؒ࣌Ͱ͋ΓɼྟքΕܥ
ରশԽ͞ΕՄੵܥͱมԽ͠ɼΫϥελྲྀ͕
ιϦτϯղͷΑ͏ʹग़͢ݱΔɽอଘܥͷιϦτ
ϯରশੑʹΑΔଋറ͕͘ڧɼৼ෯ʹԠͯ͡
͕نఆ͞ΕΔ͕ɼOVࢄҳܥͷΫϥελɼ
ͲΕಉ͡ͰҠಈ͢Δɽପԁؔೋॏ
पؔظͰ͋ΓɼαʔΩοτͷपੑظͱɼ
(modulus)ͷ࣮ύϥϝʔλ kͰಛ͚ΒΕ
ΔιϦτϯͷपظΛ༩͑Δɽ͜Εݩʑͷج
ૅํఔࣜ (2)ʹແ͘ɼΫϥελྲྀղͷࣗ༝
ͱͯࣗ͠વʹ༠ಋ͞ΕΔɽ͜Εौͷ͞ʹ
ࣗ༝Λ༩͑Δɽ(1)͕ൃ͢ݱΔौͷ͞ʹ
ҙੑ͕͋Γɼ࣮ݱͷߴಓ࿏ͷौͷঢ়گ
Λ͠Ί͢ɽඇରশࢄҳܥʹ͓͚ΔࢹڊతܗଶΛ
Δղʹɼ͜ͷΑ͏ͳ࿈ଓࣗ༝͕༠ಋ͢͞ݱൃ
ΕΔ͜ͱڵຯਂ͍ɽ͜ͷࣗ༝ Ͱܥݩ࣍2
ɼൃ͢ݱΔࢹڊతܗଶʢ܈ΕͳͲʣͷܗͱม
ͷࣗ༝ʹ֦ு͞Ε͍ͯΔɽܗ
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Binary powering ⏓ๆ⎅⎠ஓॅࢡॅ⎯␕⏩⎯ۿਙޔظ൚

ᒝࢡ λഓ 1

٨Ӂ࠾1
e-mail : kazufumi.ozawa@gmail.com

1 ⎰⎙⏂⎬

य़ॅ␕⏩ xp ⎧⎘⎩൘൚⏌⎚ޔظ⎬ଯڹ⏓
binary powering (Ιч BP ⎩⎚)⎍⏉⎐ ગ⏊
⏍⎧⎅⏌ [1, 2]ゎ ⎔⎯൘൚⏓ๆ⎅⏌⎩ ろ ।य़ॅ
p⎬⎘⎧ O(log p) ⎨ຟޔظԝߗ⎯ xp⎍ޔظ
⎨⎎⏌ゎ ⎘⎠⎍⎤⎧ろ ␄⏵⏯⎯⏋⎠λѾޔࣛ
⎍⎎⎅ਪఝૠЖޔ⎨⎰ BP⎰ยຢ⎫൘൚⎩⎫
⏌ゎ ⎘⎌⎘ xp ⎯ِࣥॅ⎰ p⎫⎯⎨ろ x⎍ஓ
ろ܄ࣟ⎯ॅॅࢡ ൚⏓ๆ⎅⎧⏃ޔظ⏌⎫⎌⎅
ຢ␃⍬⏻⎯৷ܴڬ⎍ p⎬ಅຶ⎘⎧⎎⎐ ⎫⎤
⎧⎅⎐ ゎ
ඕ⎨⎰ろ BP⏓҉ຜ⎚⏌⎔⎩⎬⏉⎤⎧ 0 <

|d| ≪ 1⎩⎅⎇ِࣥ⎯⏃⎩⎨ xp = (1+ d)p ڹ⏓
ଯ⎬ޔظ൚⎚⏌൘൚⏓ଚΕ⎘ ろ ⎞⎯३⎩ظ
ҷ௨⎚⏌ゎ⎨ޔ⏓ਪఝૠЖڹޔ

2 BP⎩⎞⎯҉ຜ

⎿⎛य़ॅ p > 0⎯ 2छଽҔ⏓

p = bm−12
m−1 + · · ·+ b12 + b0,

bi = 0, 1 (0 ≤ i < m− 1), bm−1 = 1,

m = ⌊log2 p⌋+ 1

(1)

⎩⎚⏌ゎ ⎔⏍⏉⏋ xp⎰

xp =
m−1∏

i=0

x bi2i (2)

⎩⎫⏌ゎ ⎘⎠⎍⎤⎧ろ x⏓ߘゖ⎩ 2ࣛ⎘⎧⎅⎎
x2, . . . , x2

m−1
⏓ֆ⏂⎠ڤろ bi = 1⎩⎫⏌ i⎬

Ы⎚⏌۽ x2
i

⎯⏀⏓ӆ⎒⎧⎅⎒⎱݂ 2 (m−1)

Ѿ⎯ࣛޔ⎨ xp⎍ֆ⎿⏌ゎ Ѿॅ⏓Էޔࣛ⎢⏐⎫⎚
ь⎚⏍⎱ろ⎧⎘⎬ࡵ ຟ⎰O(logޔظԝߗ p)⎨
⎃⏋ ろ ਪߐפߧ۽⏓ๆ⎅⎧ xp = exp(p log(x))

⏋⏉⏌⎚ޔظ⎧⎘⎩ ଯ⎨⎃⏌ゎڹ⎬⎌⏌⎰
⎩⎔⏎⎨ろ xp⎯ِࣥॅ⎰ p⎫⎯⎨ِࣥ |d| ≪ 1

⎯⏃⎩ x = 1 + d ⎧⎅ๆ⏓⏍⎞⎘ޔظ⏓ xp ⏓
ろ⎱⏍⎚ޔظ d⎍ࡒഇ⎫३⎨ֆ⎿⎤⎠⎩⎘⎧
⏃ 1+ d ⎨ޔظ⎯ d⎯чΛن⎯ࣣൎ⎍⎢ろ ݂
⎞⏉⎋⎋⎍ܴڬଯ⎬⎰⎞⎯৷ pఞ⎬ұ⎖
⏍⏌ゎ ⎞⎔⎨ろ ඕ⎨⎰ 1 + d⏓ޔظ⎘⎫⎅
⎨ xp ⎘ޔظ⏓ ろ ⏓൚ޔظ⎠⎉ਊ⏓๓⎯ܴڬ
ଚΕ⎚⏌ゎ

ߧ (2)⏉⏋ ろ x = 1 + d⎯⎩⎎

xp =
m−1∏

i=0

(1 + d) bi2
i

=
m−1∏

i=0

(1 + bidi) (3)

⎩⎫⏌ゎ ⎔⎔⎨

(1 + d)2
i

= 1 + di (4)

⎩ટ⎅⎠ゎ di⎰িшߧ

di = di−1 (2+di−1), d0 = d, i = 1, . . . ,m−1

(5)

⏉⏋ֆ⎿⏌ゎ ⎚⎺⎧⎯ di ⏓ֆ⏂⎠ڤろ bi = 1⎩
⎫⏌ i⎬⎥⎅⎧⎡⎒ di ろ⏂ࡍ⏓ ഝ⎺⎘⎠⏃⎯
⏓ई⎠⎬ di (i = 0, . . . ,m′ − 1)⎩⎚⏌ゎ ⎞⎇⎚
⏌⎩ ろ ߧ (3)⎰

xp =
m′−1∏

i=0

(1 + di)

=
m′∑

j=0

s
(m′)
j (d0, . . . , dm′−1)

(6)

⎩⎫⏌ ゎ ⎔⎔⎨ s
(l)
j (x1, . . . , xl) ⎰ l ബॅ⎯ڃ

xk (k = 1, . . . , l)⎌⏊⎫⏌ j ⎨ߧࣁԷඕ⎯ߘ

⎃⏋ ろ s(l)0 = 1 ⎩ชਖ⎚⏌ゎ ߧ (6)⏉⏋ ろ (1+d)p

ろ⎰⎎⎩⏌⎚ޔظ⏓ ⎬⏂ࡾ 1⎬ಅ⎺ওખ⎯ࢡ
۽⎅⎖ s

(m′)
j (j > 0) ю⎉⎧⎅⎎ろ⎬ࡼ⎅⎖ࢡ⏓

ॅ⎫⎎⎬ڤ݂ s
(m′)
0 = 1⏓ю⎉⏍⎱Ԥ⏂ܴڬ

⎯ϳׄ⏓ຢ๓⎉⏌⎔⎩⎍⎨⎎⏌ゎ ⎞⎔⎨ 1

⎯⏞⏰␦ ⏶␜⏓ଚΕ⎚⏌ゎ

3 ҉ຜBP⎯ߗԝޔظຟ

 1⎯҉ຜBP⎨⎰ろ ݂ͼ⎯ࣟ܄ (p = 2m−1

⎯⎩⎎ )⎰mߘ⎿⎨⎯Էඕޔظ⏓ߧࣁ⎘⎫⎒
⏍⎱⎫⏊⎫⎅ゎ ޔࣛ⎯m(m+1)/2Ѿ⎰܄ࣟ⎯⎞
⎍์⎬⎫⏌⎯⎨ [3]ろ щॅೱૠ nbit ⎯ஓࢡ
ॅࣛޔ⎯⏯⏵␄ ⏓ M(n)⎩⎘⎠⎩⎎ろ ظԝߗ
O(log2⎰܄ࣟ⎯ຟ⎰݂ͼޔ pM(n))⎩⎫⏌ゎ λ
൘ろ ݂ຜ⎯ࣟ܄⎰ di⎯ޔظ⎯⏀⎨Էඕߧࣁ⎯
⎰ຟޔظ⏊⎌⏌⎃⎨์⎰ޔظ BP⎩ஔ⎙⎬⎫
⏌ゎ ⎔⏍⎬⎘⎧ਪߐפߧ۽⎨ exp(p log(1+d))
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൘൚⏌⎚ޔظ⏓ (log1p ൚⎩⏉⎷) ⎰ຟޔظ⎯
O(nM(n))⎩⎫⏌ [3, 4]ゎ Ιࣘ⏓ 2⎬⎿⎩⏂
⎧⎋⎐ ゎ ⎔⎯⏉⏋ BP⎩҉ຜ BP⎯ࣛޔ⎯Ѿ
ॅنޔظ⎰ॅ n⎬Μਣ⎘⎫⎅⎔⎩⎍⏐⎌⏌ゎ

 1. ҉ຜ BP✓ ✏
1: For given p and d, let m = ⌊log2 p⌋ + 1

and d0 = d.
2: for i = 1 to m− 1 do
3: di = di−1 (2 + di−1)
4: end for
5: Let p be p = (bm−1, bm−2, . . . , b0)2.
6: Collect di’s for bi = 1 and renumber them.

Let the new ones be di (i = 0, . . . ,m′−1).
7: for j = 1 to m′ do

8: Calculate s
(m′)
j (d0, . . . , dm′−1).

9: end for
10: D = 0
11: for j = m′ downto 1 do

12: D = D + s
(m′)
j (d0, . . . , dm′−1)

13: end for
14: y = 1 +D

✒ ✑

 2. 3 ⎥⎯⏞⏰␦ ຟޔظԝߗ⎯␜⏶

Algorithms Best case Worst case
BP O (log pM(n)) O (log pM(n))
IBP O (log pM(n)) O (log2 pM(n))
log1p O (nM(n)) O (nM(n))

4 ѽॾܴڬ

xp = (1 + d)p ⏓ d⎯ԟॅ⎩۪⎉⏌⎩ ろ ِࣥ
ॅ⎰ p⎌⏊ p |d| ゎ⏌⎚ࢢٹ⎬ ⎔⎯ખ⏓Ιч⎨
⎰ ρ⎩ટ⎐ ゎ ҉ຜ BP⎯ܴڬ⎬ԟ⎘⎧ߘ⎯ٌї
⎍ண⏊⏍⏌ [3]ゐ

 1 ِࣥ

3ρ log2 p < 1, ρ = p |d| (7)

⎍ढ़⏋ ⎤⎧⎅⏍⎱ろ ҉ຜ BP ⎬⏉⎤⎧ xp =

(1+ d)p⎯ખ⎰ΛԤ⏂ u = 2−nଟ⎯৷३
⎨ޔظя⎨⎃⏌ゎ

⎫⎋ろ 2 ≤ p⎨⎃⏍⎱ ρ < 3ρ log2 p⎨⎃⏌⎌
⏊ ろ ِࣥ (7)⎰ِࣥॅ ρ < 1⏓Τය⎚⏌ゎ

5 їٌٲ߹

exflib⏓ๆ⎅⎧߹ٲ⎘⎠ٌї⏓ ろ ⎘ԟ⎬ܴڬ
⎧⎰ 3ろ ԝ⎬ԟ⎘⎧⎰यߗޔظ ゎ⎚ߟ⎬1,2
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य 1. ԝߗޔظ [sec] (p = 2m, u = 2−64001)

.

1e-04

1e-03
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 2  4  6  8  10  12  14  16

BP
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log1p
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य 2. ԝߗޔظ [sec] (p = 2m − 1, u = 2−64001)

.

ഓ٤۪ދ
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ๆॅӁѼഓ߈ろ 27 (2017)ろ 66–83.

[4] Brent, R.P., Zimmermann, P., Modern

Computer Arithmetic, Cambridge Uni-
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 3. ৷ܴڬ (u⎨।Ցш)

− log2 u IBP BP log1p

193 0.0316 0.0316 1170

449 0.601 0.601 -8982

961 -0.982 0.840 -10565

1985 -0.054 -0.054 -10736

4033 0.186 0.186 -2313

8129 0.907 0.907 -9001

16321 0.395 3.25 -1832

32705 -0.963 2.68 2715

p = 16383, d = 5.678 × 10−6
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数学定数の特定の桁を計算するBBP型公式の高速計算法
高橋 大介 1

1筑波大学計算科学研究センター
e-mail : daisuke@cs.tsukuba.ac.jp

1 はじめに
π のような数学定数の n 桁目の数字だけを

計算することは，最初の n桁をすべて計算す
るよりも簡単ではないと広く信じられていた．
ところが，1995年に発見されたBBP（Bailey-

Borwein-Plouffe）型公式 [1]により，いくつか
の超越数のn桁目の数字だけをさまざまな基数
で計算できることが示された．BBP型公式は
多倍長精度演算が不要であり，容易に実装でき
る．またメモリをほとんど必要としないという
特長がある．
本論文では数学定数の特定の桁を計算する

BBP型公式の高速計算法について述べる．

2 BBP型公式
BBP公式 [1]は以下の式で表される．

π =
∞∑

k=0

1

16k

(
4

8k + 1
− 2

8k + 4
− 1

8k + 5

− 1

8k + 6

)
(1)

16進 n + 1桁目から始まる πの数桁を計算
することを考える．これは {16nπ}（ここで {·}
は小数部を表すものとする）を求めることと等
価になる．式 (1)から以下の式が得られる．

{16nπ} =
{{

16nS(8, 1, 2)
}

−
{
16nS(2, 1, −1)

}
−
{
16nS(8, 5, 0)

}

−
{
16nS(4, 3, −1)

}}
(2)

S(m, j, l) =
∞∑

k=0

2l

24k(mk + j)
(3)

{16nS(m, j, l)}

=

{{ n∑

k=0

24(n−k)+l

mk + j

}
+

∞∑

k=n+1

24(n−k)+l

mk + j

}

=

{{ n∑

k=0

24(n−k)+l mod (mk + j)

mk + j

}

+
∞∑

k=n+1

24(n−k)+l

mk + j

}
(4)

Algorithm 1 右向きバイナリ法 [2]
Input: a, e, N positive integers
Output: x = ae mod N
1: let (elel−1 . . . e1e0) be the binary representa-

tion of e, with el = 1
2: x← a
3: for i from l − 1 downto 0 do
4: x← x2 mod N
5: if ei = 1 then
6: x← ax mod N
7: return x.

BBP型公式のビット演算量はO(n log nM(log n))

であることが知られている [1]．ここでM(d)は
dビットの乗算の演算量である．

3 BBP型公式の高速計算法
BBP型公式における主要な計算は，式 (4)の

べき剰余 24(n−k)+l mod (mk+ j)である．べき
剰余を計算する右向きバイナリ法 [2]を Algo-

rithm 1に示す．
式 (4)のべき剰余 24(n−k)+l mod (mk+ j)は

正確に計算する必要がある．IEEE 754の128ビ
ット浮動小数点演算を用いた場合，16進桁数 n

の上限は (8n+5)2 < 2113よりn = ⌊
√
2 ·253⌋−

1 ≈ 1.27×1016となる．一方，128ビット符号な
し整数演算を用いた場合，16進桁数nの上限は
(8n+5)2 < 2128よりn = 261−1 ≈ 2.31×1018

となる．本研究では，IEEE 754の 128ビット
浮動小数点演算よりも一般的に高速である 128

ビット符号なし整数演算をべき剰余の計算に用
いた．
Algorithm 1における乗算剰余 x2 mod N お

よび ax mod Nに対しては，Montgomery乗算
[3]を用いることで時間の掛かる除算を実質的
に行うことなく，乗算，加減算およびシフト演
算のみで乗算剰余を計算することができる．
また，式 (4)の各項の値の範囲は [0, 1)となる

ため，除算と総和の計算は固定小数点演算で行
うことができる．式 (4)における除算を128ビッ
ト符号なし固定小数点演算で行う場合，192ビッ
トを 64ビットで割る符号なし整数除算 ⌊(2128 ·
x)/N⌋ を行う必要がある．もし，剰余 (2128 ·
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Algorithm 2 Exact divisionアルゴリズムに
基づく 192ビットを 64ビットで割る符号なし
整数除算
Input: x, N, r, µ such that 0 ≤ x < N,

0 < N < 264, 2 ! N, r = (2128 · x) mod N,
µ = N−1 mod 264

Output: q = ⌊(2128 · x)/N⌋
1: if x = 0 then
2: return 0
3: q0 ← (−r · µ) mod 264

4: q1 ← [{(264−1)− umulh(N, q0)} ·µ] mod 264

5: q ← q1 · 264 + q0
6: return q.

x) mod N の値が事前に分かっていれば，この
除算は exact divisionアルゴリズム [4]を用い
ることで高速に行うことができる．Algorithm

2に exact divisionアルゴリズムに基づく 192

ビットを 64ビットで割る符号なし整数除算を
示す．4行目の umulh関数は 64ビット × 64

ビット→ 128ビットの符号なし整数乗算の上
位 64ビットを返す．
なお，式 (4)の各項は独立であるため，複数
のべき剰余と複数の整数除算に対して SIMD

化および並列化を行うことができる．式 (4)に
おいて総和を計算する部分では，OpenMPの
reduction指示節を用いて並列化を行った．

4 性能評価
性能評価にあたっては，提案手法に基づくプ

ログラムと，Baileyによるプログラム（piqpr16.f）
[5]を用いて，BBP公式による πの 16進 1000

万桁目の計算時間を比較した．Baileyによるプ
ログラムでは IEEE 754の 128ビット浮動小数
点演算が用いられており，SIMD化および並列
化は行われていない．
評価環境として，Intel Xeon E5-2670 v3を用

いた．提案手法に基づくプログラムにおいては，
コンパイラは Intel C compiler 17.0.1.132を用
い，コンパイルオプションは“icc -O3 -xHOST

-qopenmp”を用いた．Baileyによるプログラム
においては，コンパイラは Intel Fortran com-

piler 17.0.1.132を用い，コンパイルオプション
は “ifort -O3 -xHOST -free”を用いた．
BBP公式による πの 16進 1000万桁目の計

算時間を表 1に示す．表 1より 1コア，1スレッ
ドにおいては，提案手法に基づくプログラムが，
Baileyによるプログラムよりも 100倍以上高速
であることが分かる．その主な理由としては，

表 1. BBP 公式による π の 16進 1000 万桁目の計算時
間（秒）（Xeon E5-2670 v3）

1コア 12コア
（1スレッド） （24スレッド）

提案手法 4.099 0.305
piqpr16.f [5] 440.833 N/A

• Baileyによるプログラムでは，べき剰余
の計算を IEEE 754の 128ビット浮動小
数点除算で行っているのに対して，提案
手法に基づくプログラムではべき剰余の
計算をMontgomery乗算と 128ビット符
号なし整数演算で行っている．

• 提案手法に基づくプログラムでは複数の
べき剰余と複数の整数除算に対してSIMD

化が行われている．
が挙げられる．

5 まとめ
本論文では数学定数の特定の桁を計算する

BBP型公式の高速計算法について述べた．BBP
型公式における主要な計算である，べき剰余の
計算をMontgomery乗算と 128 ビット符号な
し整数演算で行うことで高速化した．また，複
数のべき剰余と複数の整数除算に対して SIMD

化および並列化を行うことができることを示
した．

謝辞 本研究の一部は，JSPS科研費16K00168

の支援によって行われた．
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1 ͡Ίʹ

զʑɺग़ྗ͕ྻܥΧΦεతʹৼ͏ϩδ
εςΟοΫࣸ૾Λ༻͍ٖͨࣅཚੜʹؔ͢Δ
ϝϞϦྔͷ੍ࡌͷػࢉܭΔɻ͍ͯͬߦΛڀݚ
͔Β༗ݶϏοτͰͷԋࢉʹΑΔϩδεςΟο
Ϋࣸ૾Λར༻ͤ͟ΔΛಘͳ͍ͨΊɺ༗ݶਫ਼Ͱ
ͷͷදࣜܗݱͱͯ͠ɺුಈখܕͱൺͯ୯
७ͳࣜܗͰ͋Δ͜ͱߴͳԋࢉΛظͯ͠ɺ
༗ݶϏοτͷܕͰ͕ද͞ݱΕΔ্
ͷϩδεςΟοΫࣸ૾Λར༻͍ͯ͠Δɻ
ຊجͷثཚੜࣅٖ͍ͨ༺Γฦࣸ͠૾Λ܁

Γ܁ɺϏοτநग़நग़ͳ͠ͷࣸ૾ͷʹ࡞ૢ
ฦ͠ɺύϥϝʔλͷߋ৽͕͋Δɻ্ͷϩδ
εςΟοΫࣸ૾ʹΑΔग़ྗྻܥपظ෦Λ
ඞؚͣΉͨΊɺύϥϝʔλͷߋ৽पظ෦ʹ
Ͱ͋Δɻ࡞ঢ়ଶ͔Βग़͢ΔޮՌతͳૢͨͬࢸ
্ͷϩδεςΟοΫࣸ૾ʹ3ͭͷύϥϝʔ
λɺԋࢉϏοτɺೖྗɺίϯτϩʔϧύϥ
ϝʔλ͕ଘ͢ࡏΔɻԋࢉϏοτͷมߋॲཧ
ͳ͍ɻ·ͨɺྀ͠ߟͰߘมΘΔͨΊɺຊ͕ؒ࣌
ೖྗͷมߋɺඇपظ෦͕ҟͳΔՄੑ͕
ΔՄੑ͕͋ΔͨΊɺࢸʹ෦ظಉ͡प͕͍ߴ
ೖग़ྗͷؔͦͷͷΛఆΊΔίϯτϩʔϧύ
ϥϝʔλͷม͕ߋΑΓదͰ͋Δͱͨ͑ߟɻ͠
͔͠ͳ͕Βɺߋ৽લʹରͯ͠ߋ৽ޙͷ͕ຬͨ
͖݅͢ʹ͍ͭͯ͑ߟͳ͚ΕͳΒͳ͍ɻͦ
͜ͰɺϩδεςΟοΫࣸ૾ʹ͓͚Δ 2ͭͷίϯ
τϩʔϧύϥϝʔλͷࠩͱग़ྗͷؔʹ͍ͭ
ߋͰɺίϯτϩʔϧύϥϝʔλͷ্ͨ͠ߟͯ
৽ʹؔ͢ΔઃܭͷࢦΛ༩͑Δɻͳ͓ɺຊߘ
จݙ [1]ʹͯ໌Β͔ʹͨ͠ੑ࣭Λจݙ [2]ʹͯί
ϯτϩʔϧύϥϝʔλߋ৽ख๏ͷࢦͱͯࣔ͠
ͨ͠ͷΛߏ࠶ͨ͠ͷͰ͋Δɻ

2 ্ͷϩδεςΟοΫࣸ૾

্ͷϩδεςΟοΫࣸ૾Λ

LM(n)
Int (X) = ⌊µX(2n −X)/2n⌋ (1)

ͱఆٛ͢Δɻͨͩ͠ɺnΛԋࢉϏοτɺXΛ
ด۠ؒ [0, 2n]Λຬͨ͢ɺ⌊a⌋Λ࣮ a

ʹରͯ͠খ෦ΛΓࣺͯͨͱ͢Δɻ·
ͨɺࣜ (1)ʹ͓͍ͯ µΛͰ੍ޚͰ͖ɺ͔
ͭΧΦεతʹৼ͏ग़ྗྻܥͷऔಘ͕ظͰ
͖Δ۠ؒ [3, 4]Ͱར༻͢ΔͨΊʹ

µ =
4 · 2n −M

2n
(2)

ͱఆٛ͢Δɻͦ͜Ͱɺࣜ (1)ʹࣜ (2)Λೖ͠

LM(n,M)
Int (X) =

⌊
(4 · 2n −M)X(2n −X)

22n

⌋

(3)

ͱमਖ਼͢ΔɻຊߘͰɺM Λ۠ؒ [0, 2n]ͷ
ͱ͢ΔίϯτϩʔϧύϥϝʔλͱݺͿɻ

3 2ͭͷίϯτϩʔϧύϥϝʔλͷࠩͱ
ग़ྗͷؔ [1, 2]

ຊઅͰɺ2ͭͷίϯτϩʔϧύϥϝʔλʹ
͓͍ͯɺೖྗʹର͠ग़ྗ͕͍ޓʹҟͳΔ֬
ʹ͍ͭͯ͢ߟΔɻM ͱM + δ ʹରͯ͠ɺ
LM(n,M)

Int (X) ̸= LM(n,M+δ)
Int (X)ͱͳΔʹɺ

{(4 · 2n −M)α mod 22n}− δα < 0

Λຬͨ͢ඞཁ͕͋Δɻͨͩ͠ɺα = X(2n−X)

ͱ͢Δɻ͜ ͜Ͱɺ(4·2n−M)X(2n−X) mod 22n

Ұʹ͢ΔͱԾఆ͢Δͱɺ۠ؒۉ͕ [0, 2n]ʹ
͓͚Δ 22nͱ δαͷੵͷൺ͕ɺҟͳΔग़ྗ
ͱͳΔׂ߹ʹ͘͠ͳΔɻ͜͜Ͱɺδαͷੵ
۠ؒ [a, b]ʹରͯ͠ɺ

[
2nδ

2
X2 − δ

3
X3

]b

a

Ͱ༩͑ΒΕΔɻ
δ < 4ͷͱ͖ɺಉҰೖྗʹରͯ͠ҟͳΔग़
ྗͱͳΔׂ߹ҎԼͷΑ͏ʹͳΔɻ

[(
2nδ

2
X2 − δ

3
X3

)
/(22nX)

]2n

0

=
δ

6

δ ≥ 4ͷͱ͖ɺಉҰೖྗʹରͯ͠ҟͳΔग़ྗ
ͱͳΔׂ߹ҎԼͷΑ͏ʹͳΔɻ

{
1 +

δβ2

22n
− 2δβ3

3 · 23n − 2β

2n

}
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ͨͩ͠ɺβ = 2n−1 − 2n−1

δ

√
δ2 − 4δͰ͋Δɻຊ

݁Ռͷಛతͳɺίϯτϩʔϧύϥϝʔλ
MͰͳ͘ɺجຊతʹ 2ͭͷίϯτϩʔϧύ
ϥϝʔλͷࠩ δʹґଘ͢Δͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɻ
ද 1ʹɺ্هͷཧࣜΑΓಋग़͞ΕΔ֬Λ

ཧͱͯ͠ɺ·ͨશௐࠪʹΑΓಋग़ͨ֬͠
Λ࣮ଌͱͯࣔ͢͠ɻ

ද 1. ҟͳΔग़ྗͷׂ߹ʹ͓͚Δཧͱ࣮ଌͷൺ
ֱ: n = 15,M = 0

δ ཧ ࣮ଌ ૬ରࠩޡ (%)

1 16.7 16.4 −1.36

2 33.3 32.6 −2.29

3 50.0 49.2 −1.58

4 66.7 66.0 −0.96

5 75.9 75.3 −0.75

6 80.6 80.5 −0.37

4 Δίϯτϩʔϧ͚͓ʹثཚੜࣅٖ
ύϥϝʔλͷߋ৽ʹؔ͢Δઃࢦܭ [2]

લઅͰͷ݁Ռɺྫ͑ɺδ = 6Ͱ͋Εɺ
ද 1ΑΓɺͨͱ͑ಉ͡ೖྗͰ͋ͬͯ 80.6%ͷ
ͰͦΕΒग़ྗҟͳΔɺͱ͍͏͜ͱ͍֬ߴ
Λ͍ࣔͯ͠Δɻ͜Εɺ1ճͷࣸ૾ʹ͓͚Δۮ
વͷҰகΛ 20%ఔ͢ڐͷͰ͋Εɺߋ৽લ
ͷίϯτϩʔϧύϥϝʔλͷࠩΛޙ 6ͱ͢Ε
ྑ͍ͱ͍͏ઃࢦܭΛ༩͍͑ͯΔɻ
ҰํͰɺجຊૢ࡞ͷҰͭʹɺϏοτநग़ͳ͠

ͷࣸ૾ͷ܁Γฦ͕͋͠Δɻྫ͑ɺͦͷ܁Γฦ
͕͠ 3Ͱ͋ΕɺͦͷٖؒࣅཚϏοτྻ
ͱͯ͠ग़ྗ͞Εͳ͍ͨΊɺͨͱ͑ಉ͕͡ग़
ྗ͞Εଓ͚ͯɺநग़࣌ͰҟͳΔͰ͋Ε
ͱͳΒͳ͍ɻͭ·Γɺࣸ૾ճΛྀ͠ߟ
ͨɺ2ͭͷίϯτϩʔϧύϥϝʔλͷࠩͱग़ྗ
͕ҟͳΔ֬Λ͢ߟΔ͜ͱ͕ॏཁͰ͋Δɻ
ͦ͜ͰɺҎԼͷೋͭͷఆٛΛ༩্͑ͨͰɺ܁

Γฦࣸ͠૾ͱҟͳΔग़ྗͱͳΔ֬Λཧ
తʹಋग़͢Δɻ

• Pr(δ)(i): δʹରͯ͠ɺLM(n,M)
Int (Xi) ̸=

LM(n,M+δ)
Int (Xi)ͱͳΔ֬

• Pr(δ)Seq(i): X(M)
i ̸= X(M+δ)

i ͔ͭ j < iʹ

ରͯ͠X(M)
j−1 = X(M+δ)

j−1 ͱͳΔ֬

Pr(δ)(0)ɺલઅͷཧࣜʹΑΔ δʹର͢Δ֬
Ͱ͋ΔɻPr(δ)Seq(i)ɺࣜ (4)Ͱ༩͑ΒΕΔɻ

Pr(δ)Seq(i) = (1− Pr(δ)(0))i−1Pr(δ)(0) (4)

0.0

25.0

50.0

75.0

100.0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

δ=6

δ=5

δ=4

δ=3

δ=2

割合(%)

δ=1

写像回数

実線: 理論値
破線: 実測値

ਤ 1. LM(15,0)
Int (X)ͱ LM(15,δ)

Int (X)ʹ͓͍ͯɺi൪ͷཁ
ૉ͕͍ޓʹҟͳΔ֬

͜ͷ݁ՌΑΓɺࣜ (5)ΛಘΔɻ

Pr(δ)(i) =
i∑

j=1

Pr(δ)Seq(j) (5)

ਤ 1ʹ LM(15,0)
Int (X)ͱ LM(15,δ)

Int (X)ʹ͓͚Δೋ
ͭͷग़ྗ͕ҟͳΔ֬ͷཧͱ࣮ଌΛ
ࣔ͢ɻ

5 ·ͱΊ

ຊߘͰɺ্ͷϩδεςΟοΫࣸ૾Λ༻
৽ૢߋΔύϥϝʔλ͚͓ʹثཚੜࣅٖ͍ͨ
ͰͷՌɺநߘΛ༩͑ͨɻຊࢦͷܭͷઃ࡞
ग़ͳ͠ͷࣸ૾ͷ܁Γฦ͠Λ্ྀͨ͠ߟͰɺߋ
৽લޙͷίϯτϩʔϧύϥϝʔλͷࠩΛ࠷ݶ
Ͳͷఔ͖͔͢ͷࢦΛࣜ (5)ʹΑΓཧ
తʹ༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

ݙจߟࢀ

[1] ,ߥ ଜԬ, ,࡚ٶ ,ݪ্ ᛢ࡚, “্ͷ
ϩδεςΟοΫࣸ૾ʹ͓͚Δίϯτϩʔ
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2016 International Symposium on In-

formation Theory and its Applications,

pp. 817-821, 2016.
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1ຊ1ຊͷཚʹͨ͠NIST SP800-22ͷղੳ

࡚ؠ ३ 1

1Ԭۀେֶ
e-mail : a-iwasaki@fit.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ཚݕఆ “༩͑ΒΕͨྻཧతͳཚ
Ͱ͋Δ”ͱͷԾઆͷͱߦΘΕΔԾઆݕఆͰ͋
Γɼ҉߸ͷධՁͳͲͰඞཁෆՄܽͰ͋Δɽແ
ͷཚݕఆ͕࡞ΒΕ͏Δ͕ɼNIST SP800-22ཚ
ݕఆπʔϧ [1] ΘΕ͍ͯΔςε͘࠷͕
τηοτͰ͋Ζ͏ɽ࠷৽൛ͷ SP800-22 (revi-

sion 1a)  15छྨ 188߲ͷݕఆͰߏ͞Ε
͍ͯΔɽ
ͣ·ఆ߲ͷྲྀΕͰ͋Δ͕ɼݕ֤ 1ຊ 1ຊͷ

ཚʹରͯ͠ pͱݺΕΔΛ͢ࢉܭΔɽ۩
ମతͳ pͷํࢉܭ๏͕ݕఆ߲͝ͱͰҟͳͬ
͍ͯΔɽ༩͑ΒΕͨཚྻ͕ཧతͰ͋Εɼ
ಘΒΕΔ pʢۙࣅతʹʣ[0,1]Ұ༷ʹै
͏Α͏ʹઃ͞ܭΕ͍ͯΔɽͦΕΛmຊͷཚ
ͷݸɼಘΒΕͨm͍ߦʹ pʹରͯ͠ “ಠཱʹ
[0,1]Ұ༷ʹै͍ͬͯΔ”ͱͷԾఆͷԼͰݕ
ఆΛͯ͠ɼͦͷݕఆ߲ʹ͍ͭͯͷ߹൱Λఆ
͢Δɽ
SP800-22ͷ࣮༻্ͷݒ೦ͱͯ͠ɼ֤߲ͷ

߹൱ͷఆNISTʹΑΓج४͕ఆΊΒΕ͍ͯ
Δ͕ɼ188߲શମΛ௨ͯ͡ͷج४͕ఆΊΒΕ
͍ͯͳ͍͜ͱ͕͋Δɽશମͱͯ͠ͷج४ΛఆΊ
ΔͨΊʹɼͦͷૅجͱͳΔ֤ݕఆ߲ؒͷಠ
ཱੑʹ͍ͭͯͷཧղ͕ඞཁͰ͋Δ͕ɼेͰ
ͳ͍ɽʢಠཱੑͳΔ༻ޠʹ͍֤ͭͯछจݙͰఆٛ
ʹࠩҟ͕ݟΒΕΔ͕ɼ͜͜Ͱɼ“ݕఆԾઆͷ
ͱͰ pͷ͕ಠཱͰ͋Δ”ͱ͍͏ҙຯͰ
༻͍Δɽʣ
ຊߨԋͰɼͦͷڀݚΛਐΊΔ৽ͨͳΞϓ

ϩʔνΛఏҊ͍ͨ͠ɽ

2 Ξϓϩʔν

ཚXj ʹରͯ͠ݕఆ߲ iͰٻΊΒΕΔ p

Λ pi,jͱॻ͘͜ͱʹ͢Δɽͳ͓ɼSP800-22ʹ
ؚ·ΕΔRandom Excursions Testͱ Random

Excursions Variant Test ʹ͍ͭͯશͯͷཚ
ʹݕఆΛ͏ߦΘ͚Ͱͳ͍ͷͰআ֎͠ɼΔ
162߲ͷΈΛߟͷରͱ͢ΔɽຊڀݚͰ
ҎԼͷΞϓϩʔνΛͱΔɿ

1) 1ຊͷཚʹରͯ͠શݕఆ߲Λ௨ͯ͡

Ұͭͷɼ͢ͳΘͪ p1,j , p2,j , · · · , p162,j
ΛҾͱ͢ΔεΧϥྔ

qj = q(p1,j , p2,j , · · · , p162,j)

ΛٻΊΔɽ
2) q1, q2, · · · , qmͷώετάϥϜͱɼݕఆ߲
ؒͷಠཱੑΛԾఆͨ͠ͱ͖ͷཧ
Λൺֱ͢Δɽ

͜ͷΞϓϩʔνͷϝϦοτ

• qͱͯ͠؆୯ͳؔܗͷͷΛબಠ
ཱੑΛԾఆͨ͠ͱ͖ͷཧ͕༰қʹ
ಋग़Ͱ͖Δ

• ,ΒΕΔཚ͕ҟͳΔͷͰɼq1͍༺ʹࢉܭ q2,
· · · , qm Λ͍ޓʹಠཱͳมͱΈͳͯ͠
Α͍

͜ͱ͕͛ڍΒΕΔɽ݁Ռɼݕఆ߲ؒͷඇಠཱ
ੑΛ ͱཧͷζϨ”ͱ͠ݧܦͷݩ࣍1“
Ͱ͖ΔɽظଌͰ͖Δͱ؍ͯ

3 ฏۉͷࢄ

qΛ୯७ͳฏۉͱͯ͠ɼ࣮ݧΛͨͬߦɽ͢ͳ
Θͪɼ

qj =
p1,j + p2,j + · · ·+ p162,j

162
.

͜ͷͱ͖ɼp1,j , p2,j , · · · , p162,j͕ಠཱʹ [0,1]۠
ؒʹҰ༷͢Δ֬มͩͱ͢Δͱɼத৺ۃ
ఆཧ͔Βɼqjݶ ฏۉ 1

2ɼඪ४ภࠩ
1√

162∗12 ͷ

ਖ਼نʹै͏֬มͰ͋Δͱʢۙࣅతʹʣ
ΈͳͤΔɽ
ਤ 1ɼϝϧηϯψɾπΠελͰੜͨ͠ 106

ϏοτͷཚͰͨͬ࡞ qj ͷݧܦͱཧ
ͷൺֱͰ͋Δɽ໌Β͔ʹɼݧܦͷํ͕ඪ
४ภ͕ࠩେ͖͍ɽ͜ͷ݁Ռɼݕఆ߲ؒͷ p

ͷʹਖ਼ͷ૬͕ؔ͋Δ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠Δɽ
ͳ͓ɼqj ͷఆٛΛ

q̃j =
1

162

162∑

i=1

pi,(j+i mod m)

ͷΑ͏ʹม͑ɼ͠߹ΘͤΔ pΛҰͭͣͭͣ
Βͯ͠Δͱɼਤ 2ͷΑ͏ʹݧܦͱཧ
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ਤ 1. ϝϧηϯψɾπΠελͰੜͨ͠ 106 Ϗοτ ×106

ຊͷཚΛͨͬ࡞ʹج qj ͷͱཧͷൺֱɽ

͕ॏͳΔɽ͜ͷ͜ͱ͔Βɼ“֤߲ͦͦ
ͷ pͷ͕ [0,1]Ұ༷͔ΒͣΕ͍ͯΔ”

͜ͱ͕ਤ 1ͷͣΕͷݪҼͱ͍͏Մੑ൱ఆ͞
ΕΔɽʢҰ༷͔ΒͣΕ͍ͯΔ͜ͱࣗମ൱ఆ
͠ͳ͍ɽʣ

ਤ 2. q̃j ͷݧܦͱཧͷൺֱɽ

͞ΒʹɼqjͷఆٛΛͱʹͯ͠ɼཚΛ
มԽͤͨ͞ͱ͖ͷݧܦͷมԽΛௐͨɽਤ
3ݧܦͷඪ४ภࠩͷมԽΛ͍ࣔͯ͠Δɽ
ཚΛͯ͘͠ඪ४ภࠩཧʹ͔ۙͮ
ͳ͍ɽԾʹਤ 1ͷͣΕ͕ཚ͕༗ݶͰ͋Δͨ
Ίʹੜͨࠩ͡Ͱ͋ͬͨͱͯ͠ɼগͳ͘ͱݱ
Ͱѻ͑ΔఔͷཚͰͣΕΛղػࢉܭͷࡏ
ফͰ͖ͦ͏ʹͳ͍ɽ

ਤ 3. qj ͷݧܦͱཧͷඪ४ภࠩͷൺֱɽ

4 ϛχϚϜηοτͷಋग़

ඪ४ภࠩͷཧͱͷͣΕͱ͍͏ “ඇಠཱੑ”

Λ؍ଌ͕ͨ͠ɼࠓ͜ΕΛ “ඇಠཱੑͷࢦඪ”

ͱͯ͠༻͍Δ͜ͱΛ͑ߟΔɽ֨نԽͯ͠

I =
(ͷඪ४ภࠩݧܦ)

(ཧͷඪ४ภࠩ)

Λࢦඪͱͯ͠༻͍ΔɽͪΖΜɼ͜ͷࢦඪ͚ͩ
ͰඇಠཱੑΛͯ͢ܭΕΔΘ͔Ͱͳ͍ɽ͔͠
͠ɼಠཱͰ͋ΔͳΒ͜ͷࢦඪ 1ʹۙ͘ͳ͘
ͯͳΒͳ͍ͷͰ͋Δ͔ΒɼͱΓ͋͑ͣͷࢦ
ඪͱͯ͠༻͍Εͳ͍͜ͱͳ͍ͩΖ͏ɽ
SP800-22 ߲Λநग़͠ɼಠཱੑͷ߲͍ߴ

͚ͩͷϛχϚϜηοτΛͭ͘ΔࢼΈ͕͋Δɽʢͦ
ͷతඞͣ͠߹ཧతͳ߹൱ج४ͷࡦఆͰ
ͳ͍͕ɼ͜͜Ͱʹ͠ͳ͍ɽʣզʑ “ඇಠ
ཱੑͷࢦඪ”ΛҰͭखʹͨ͠ͷͰͦͷΛΑΓ
Α͘͢ΔΑ͏ʹϛχϚϜηοτΛͭ͘ΕΑ͍ɽ
ϛχϚϜηοτͷ࡞Γํͷ૯ܭ 2162 ௨Γ
͋ΓɼશͯΛௐͭ͘͢͜ͱෆՄͰ͋Δɽ
ͦ͜Ͱɼࠓճᩦཉ๏Λ༻͍ͨɽ͢ͳΘͪɼݱ
ঢ়Ͱࢦඪ Iͷ͕దਖ਼ΑΓ͍ߴͷͰɼ֤
εςοϓͰΛ࠷খ͘͢͞ΔΑ͏ʹ߲ΛҰ
ͭͣͭൈ͍͍ͯ͘ɽ

ਤ 4. qj ͷݧܦͱཧͷඪ४ภࠩͷൺֱɽ

ਤ 4ͦͷ݁ՌͰ͋ΔɽςετΛݮΒ͍ͯ͠
͘ͱཚʹΑΔ͕ࠩΈΒΕΔΑ͏ʹͳͬͨɽ
֓Ͷɼ120͔Β 140ఔͷ߲ΛऔΓআ͍ͨ࣌
Ͱ I ͕దਖ਼ͱͳ͍ͬͯΔɽ

ݙจߟࢀ

[1] NIST SP800-22, http://csrc.

nist.gov/publications/nistpubs/

800-22-rev1a/SP800-22rev1a.pdf.
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乱数検定の独立性解析に向けた区分線形写像のカオス真軌道による 

マルコフ過程の構成 
 
   山口 明宏1, 斉藤 朝輝2 
     1福岡工業大学, 2公立はこだて未来大学 

     e-mail: aki@fit.ac.jp 

 
1  概要 
 擬似乱数の乱数性の評価として様々な乱数

検定が提案されているが，検定結果の間の独立

性については自明ではない[1]．本研究では，乱

数検定の独立性の解析にむけて，区分線形写像

のカオス真軌道[2]によってマルコフ過程を構

成し，相関構造を調整可能な擬似乱数系列を生

成する．更に，生成した弱い相関を有する擬似

乱数系列についてNIST乱数検定[3]を適用した

結果について報告する． 
 

2  区分線形写像によるマルコフ過程の構成 
 与えられた任意のマルコフ過程に対応する

区分線形写像を構成できることが知られてい

る[4,5]．本研究では，理想的な乱数列からわず

かに乱数性が劣る系列の生成を目的とするた

め，ベルヌーイ写像を部分的に変更した区分線

形写像 

𝑔(𝑥) = 

{
  
 

  
 

𝜉+ ⋅  𝑥 (𝑥 ∈ [𝑙0, 𝑙1) )
𝜉− ⋅ (𝑥 − 2−𝑚) + 21−𝑚 (𝑥 ∈ [𝑙1, 𝐼2) )

2𝑥 (𝑥 ∈ [𝑙2, 𝐼3) )
𝜉− ⋅ (𝑥 − 2−1) (𝑥 ∈ [𝑙3, 𝑙4))

𝜉+ ⋅ (𝑥 − 2−1 − 2−𝑚) + 21−𝑚 (𝑥 ∈ [𝑙4, 𝑙5) )
2𝑥 − 1 (𝑥 ∈ [𝑙5, 𝑙6] )

 
(1) 

を構成する．ここで，𝜉± = 2/(1 ± 2𝑒), 区間の

端点 𝑙𝑖 は，  

(𝑙0, 𝑙1,⋯ , 𝑙6) = 

(0,
1 + 2𝑒
2𝑚+1 ,

1
2𝑚 ,

1
2 ,
1
2 +

1 − 2𝑒
2𝑚+1 ,

1
2 +

1
2𝑚 , 1) 

(2) 

と与えられる．ここで，有理数𝑒 = 𝑞/𝑝は，ベル

ヌーイ写像からのずれを表すパラメータであ

り，𝑒 = 0の場合に𝑔(𝑥)は，ベルヌーイ写像に対

応する．また，𝑚は，変更する範囲を限定する

パラメータである．この区分線形写像を用いて

力学系，𝑥𝑛+1 = 𝑔(𝑥𝑛)を構成し，生成される時

系列𝑥𝑖  (𝑖 = 0,1,⋯ )から，0,1 の二値系列
{𝜖𝑖}𝑖=0,1,⋯ を，𝑥𝑖 ∈ (0,1/2)の場合に 𝜖𝑖 = 0, 
𝑥𝑖 ∈ (1/2,1)の場合に 𝜖𝑖 = 1 として得ること

ができる．この区分線形写像は，長さ𝑚の部分

列を等確率1/2𝑚 で生成する．部分列 0𝑚 およ

び1 ⋅ 0𝑚−1が生成された後に0,1が生成される

条件付き確率は， 

𝑃(0|0𝑚) =  𝑃(1|1 ⋅ 0𝑚−1) = 1/2 + 𝑒,  
𝑃(1|0𝑚) =  𝑃(0|1 ⋅ 0𝑚−1) = 1/2 − 𝑒,  

(3) 

となる．長さ𝑚の他の部分列の後に0,1が生成さ

れる条件付き確率は 1/2である．写像𝑔(𝑥)に対

応するマルコフ過程は，長さ𝑚の部分列に対応

する2𝑚個の状態からなり，長さ𝑚の部分列𝜔に
対応する状態の出現確率を𝜔の二進数での値 

𝑘を添え字として𝑝𝑘と表す．各状態は，前述し

た確率で 0,1を生成し次の状態に遷移する．次

の状態は，現在の状態に対応する部分列𝜔の先

頭ビットを削除し生成したビットを最後に追

加した文字列に対応する状態となる．例として

𝑚 = 2の場合の遷移行列は, 

𝑇2 = (

1/2 + 𝑒 0 1/2 − 𝑒 0
1/2 − 𝑒 0 1/2 + 𝑒 0

0 1/2 0 1/2
0 1/2 0 1/2

) 
(4) 

 

となる． 
 
3  カオス真軌道の計算 
カオス力学系の軌道を無限精度で生成する

方法として，斉藤等によってカオス真軌道が提

案され,擬似乱数生成において良好な結果が得

られている[2,6]．本研究においては，２次代数

的数を用いて区分線形写像のカオス真軌道を

計算する．以下に式(1)の区分線形写像に対応

するカオス真軌道の計算式を示す．𝑥𝑖 ∈ (0,1)
を根の 1つとして持つ整数係数の 2次多項式を  

𝑓𝑖(𝑥) = 𝑎𝑖𝑥2 + 𝑏𝑖𝑥 + 𝑐𝑖 (5) 

とすると，𝑥𝑖+1 ∈ (0,1) を解として持つ二次多

項式の係数 (𝑎𝑖+1, 𝑏𝑖+1, 𝑐𝑖+1) は， 

(
𝑎𝑖+1
𝑏𝑖+1
𝑐𝑖+1

) = 𝐴𝑘 (
𝑎𝑖
𝑏𝑖
𝑐𝑖
) ; 𝑥𝑖 ∈ [𝑙𝑘−1, 𝑙𝑘) (6) 

で与えられる(𝑘 = 1,2,⋯ ,6)．ここで𝐴𝑘は, 
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𝐴1 = 𝑝2 (
(1 + 2𝑒)2 0 0

0 2 + 4𝑒 0
0 0 4

) (7) 

𝐴2 = 4𝑚−2𝑝2 (
(1 − 2𝑒)2 0 0

23−𝑚𝑒(1 − 2𝑒) 2 − 4𝑒 0
42−𝑚𝑒2 23−𝑚𝑒 4

) (8) 

𝐴3 = (
1 0 0
0 2 0
0 0 4

) (9) 

𝐴4 = 𝑝2 (
(1 − 2𝑒)2 0 0
2 − 4𝑒 2 − 4𝑒 0
1 2 4

) (10) 

𝐴5 = 

4𝑚𝑝2 (
(1 + 2𝑒)2 0 0

21−𝑚(2𝑚 − 4𝑒)(1 + 2𝑒) 2 + 4𝑒 0
4−𝑚(2𝑚 − 4𝑒)2 2 − 23−𝑚𝑒 4

) 
(11) 

𝐴6 = (
1 0 0
2 2 0
1 2 4

) (12) 

である．式(6)の条件𝑥𝑖 ∈ [𝑙𝑘−1, 𝑙𝑘)は，𝑓𝑖(𝑙𝑘−1) ⋅
𝑓𝑖(𝑙𝑘) < 0 を満たす𝑘について成り立つ．また，

二値系列の出力については，𝑓𝑖(0) ⋅ 𝑓𝑖(1/2) < 0 
の場合に𝜖𝑖 = 0, そうでない場合に𝜖𝑖 = 1 と
して直接𝑥𝑖の値を用いることなく計算できる． 

 

4  数値実験 
 数値実験としてカオス真軌道の相関の評価

と NIST 乱数検定による乱数性の評価を行う．

ここで相関として𝐸[𝜖𝑖 ⋅ 𝜖𝑖+𝑛]を計算する．この

相関の理論値については前述した遷移行列か

ら得ることができる．例として𝑒 = 1/4, 𝑚 =
1,2の場合の相関の理論値とカオス真軌道によ

って得られた推定値を表 1に示す．ここでカオ

ス真軌道は初期値(𝑎0, 𝑏0, 𝑐0) = (1,1001,−1)
から106ステップを生成している．結果として

理論値とほぼ一致する相関値が得られた． 

次に𝑒 = 1/4, 𝑚 = 4,6,10の写像について，

𝑎0 = 1, 𝑏0 = 1001, 𝑐0 = −1,⋯ ,−1000とし

て, 長さ106の二値系列を 1000 個生成し NIST

乱数検定を適用した．個々の系列の合格率を表

２に示す．結果としてパラメータ𝑚を増加させ

るとNo.11,No.14の検定を除いて合格率が理想

的な乱数の場合の期待値 99%に近づくことがわ

かる．No.11,No.14 の検定については，部分列

のエントロピーに基づくものであるためマル

コフ過程の遷移確率の理想的な乱数列からの

ずれに敏感に反応していると考えられる． 

 

5  まとめ 
 本研究では，マルコフ過程に対応する区分線

形写像のカオス真軌道を用いて弱い相関を持

つ系列を生成し，理論値にほぼ一致する相関値

が得られることを数値実験で示した．また，生

成した系列に NIST 乱数検定を適用した結果，

相関を弱くするのに応じて理想的な乱数の場

合の合格率に近づくことを示した． 
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表 1. 相関𝐸[𝜖𝑖 ⋅ 𝜖𝑖+𝑛]の計算結果(𝑒 = 1/4) 
(a)   𝑚 = 1 

n 理論値 推定値 誤差 
1 3/8 0.375088 0.00009 
2 5/16 0.312671 0.00017 
3 9/32 0.281695 0.00044 
4 17/64 0.266002 0.00038 
5 33/128 0.258112 0.00030     

(b)   𝑚 = 2 
n 理論値 推定値 誤差 
1 1/4 0.249595 0.00040 
2 5/16 0.312503 0.00000 
3 17/64 0.265249 0.00038 
4 69/256 0.269335 0.00020 
5 265/1024 0.258542 0.00025 

表 2. NIST乱数検定における個々の系列の合格率 

No. 検定名称 m=4 m=6 m=10 
1 Frequency 97.5% 98.8% 99.2% 
2 BlockFrequency 85.3% 97.3% 98.4% 
3 CumulativeSums 97.8% 98.7% 99.2% 
4 Runs 97.9% 98.4% 99.1% 
5 LongestRun 99.3% 99.3% 99.0% 
6 Rank 98.8% 99.1% 99.2% 
7 FFT 33.6% 98.5% 99.5% 
8 NonOverlappingTemplate 64.3% 92.4% 99.0% 
9 OverlappingTemplate 98.9% 98.9% 98.5% 
10 Universal 0.0% 5.6% 98.6% 
11 ApproximateEntropy 0.0% 0.0% 0.0% 
14 Serial 0.0% 0.0% 58.2% 
15 LinearComplexity 99.0% 98.9% 99.0% 
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Arnoldの猫写像におけるパラメータ推定の困難さの解析 
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1  まえがき 

代表的なカオス写像の一つとして Arnold の
猫写像が知られており，擬似乱数生成器に応用

されている．荒木ら[1]は，Arnold の猫写像と
VSC暗号方式を用いた暗号システムを提案し，
擬似乱数生成器に関する評価を行っている．評

価結果より，生成された擬似乱数は暗号化に用

いるさいに攪拌性とランダム性を持つことが

示されている．一方，暗号システムにおいては，

生成されたデータ系列からパラメータを推定

することが困難であることが必要となる．そこ

で，本研究では，Arnoldの猫写像によって生成
されたデータ系列からパラメータを推定する

方法を提案し，その方法において推定の困難さ

を解析する． 
 

2  パラメータ𝑢, 𝑣の導入 
Arnold の猫写像は 2 次元のカオス写像であ
り，式(2.1)で表される．𝑁 × 𝑁の正方領域はパ
ラメータ𝛼 = 1, 𝛽 = 1のとき，図 1のように変
換される．  

(
𝑋1

𝑖

𝑌1
𝑖 ) = (1 𝛼

𝛽 𝛼𝛽 + 1) (
𝑋0

𝑖

𝑌0
𝑖 )  𝑚𝑜𝑑 𝑁  (2.1) 

𝑖は𝑖番目の探索を表し，𝑋0
𝑖 , 𝑌0

𝑖, 𝑋1
𝑖 , 𝑌1

𝑖から

 𝛼, 𝛽を推定する． 
𝑋0

𝑖 , 𝑌0
𝑖, 𝑋1

𝑖 , 𝑌1
𝑖, 𝛼, 𝛽の値はそれぞれ0以上(𝑁 −

1)以下の正の整数として推定を行う．modを使
わずにmod操作をするためのパラメータ𝑢, 𝑣を
導入する(式(2.2))．パラメータ𝑢, 𝑣はともに整数
とする． 

(
𝑋1

𝑖

𝑌1
𝑖 ) = (1 𝛼

𝛽 𝛼𝛽 + 1) (
𝑋0

𝑖

𝑌0
𝑖 ) + (𝑢

𝑣) 𝑁  (2.2) 

線形変換で引き伸ばされた正方領域を図1の
ように幅𝑁の正方領域で分割する．このときの
𝑢, 𝑣は，正方領域が線形変換で引き伸ばされた
後，mod操作で折りたたまれたときに，それぞ
れX軸，Y軸が正の方向に正方領域何個分移動
したかを表す．図 1の④の領域では，mod操作
をするときにX軸正の方向に－1個分，Y軸正
の方向に－2個分移動している．そのため，④
の領域にある点の𝑢, 𝑣の値は，𝑢 = −1, 𝑣 = −2
となる． 

 
図 1. 𝛼 = 𝛽 = 1での猫写像の正方領域の変化 

 
2.1  𝑢, 𝑣の最大値と組合せ個数 
正方領域が引き伸ばされたとき，X軸方向の
長さは(1 + 𝛼)𝑁，Y 軸方向の長さは((1 +
𝛼)𝛽 + 1)𝑁となる．𝑢, 𝑣が整数のとき，𝑢, 𝑣の最
大値は， 

max|𝑢| = max|−𝛼| ,
max|𝑣| = max|−(1 + 𝛼)𝛽| (2.3) 

となる．また，𝑢, 𝑣の組合せ個数は，(1 + 𝛼)𝛼𝛽
に比例する． 
 
3  パラメータ推定方法 
パラメータの推定は，𝛼のパラメータ推定と

𝛼が既知の場合の𝛽のパラメータ推定，𝛼が未知
の場合の𝛽のパラメータ推定の 3つの場合に分
けて述べる．与える𝑋0

𝑖 , 𝑌0
𝑖は，毎回ランダムに設

定する． 
3.1  𝛼のパラメータ推定 
まず，パラメータを推定するための式の導出

をする．推定するパラメータは𝛼である．式(2.2)
を𝛼について解くと式(3.1)となり，𝑢について解
くと式(3.2)となる．𝑌0

𝑖 = 0のときは，分母が 0
となり𝛼を推定することができない．そのため，
𝑌0

𝑖 ≠ 0のときの推定となる． 

𝛼 =
𝑋1

𝑖 − 𝑋0
𝑖 − 𝑢𝑁

𝑌0
𝑖  (3.1) 

𝑢 =
𝑋1

𝑖 − 𝑋0
𝑖 − 𝛼𝑌0

𝑖

𝑁
 (3.2) 

次に，パラメータの推定手順を説明する． 
①式(3.1)と与えられた𝑋0

0, 𝑌0
0, 𝑋1

0から𝛼が𝑁よ

257



りも小さい整数となる整数𝑢を探索．②整数と
なる𝛼は予測値�̂�の候補とする．③式(3.2)と与え
られた𝑋0

𝑖 , 𝑌0
𝑖, 𝑋1

𝑖において𝑢が整数となる𝛼を�̂�
の候補から探索．④𝑢が整数とならない𝛼は�̂�の
候補から除外．⑤�̂�が１つになるまで𝑖を 1ずつ
増やし，③にもどる． 
 

3.2  𝛼が既知の場合の𝛽のパラメータ推定 
まず，パラメータを推定するための式の導出

をする．推定するパラメータは𝛽である．式(2.2)
を𝛽について解くと式(3.3)となり，𝑣について解
くと式(3.4)となる．𝑋1

𝑖 − 𝑢𝑁 = 0のときは，分
母が 0となり𝛽を推定することができない．そ
のため，𝑋1

𝑖 − 𝑢𝑁 ≠ 0のときの推定となる． 
式(3.3)には𝑢があるが，式(3.2)と与えられた

𝑋0
𝑖 , 𝑌0

𝑖, 𝑋1
𝑖により，対応する𝑢の値が定まる． 

𝛽 =
𝑌1

𝑖 − 𝑌0
𝑖 − 𝑣𝑁

𝑋1
𝑖 − 𝑢𝑁

  (3.3) 

𝑣 =
𝑌1

𝑖 − 𝑌0
𝑖 + (𝑋1

𝑖 − 𝑢𝑁)𝛽
𝑁

  (3.4) 

次に，パラメータの推定手順を説明する． 
①式(3.3)と与えられた𝑋0

0, 𝑌0
0, 𝑋1

0, 𝑌1
0から𝛽が𝑁

よりも小さい整数となる整数𝑣を探索．②整数
となる𝛽は予測値�̂�の候補とする．③式(3.4)と与
えられた𝑋0

𝑖 , 𝑌0
𝑖, 𝑋1

𝑖 , 𝑌1
𝑖において𝑣が整数となる𝛽

を�̂�の候補から探索．④𝑣が整数とならない𝛽は
�̂�の候補から除外．⑤�̂�が１つになるまで𝑖を 1
ずつ増やし，③にもどる． 
 
3.3  𝛼が未知の場合の𝛽のパラメータ推定 
まず 3.1の方法で𝛼を推定したあとに，3.2の
方法で𝛽を推定する．𝛼から推定する理由として
は，式(3.1)と式(3.2)の左辺に𝛽, 𝑣が存在しない
ため，𝛽, 𝑣が未知の場合においても推定が可能
だからである． 
 

4  数値実験 
4.1  実験方法 
数値実験では，𝑋0

𝑖 , 𝑌0
𝑖をランダムに設定し，𝛼

のパラメータ推定と𝛼が既知の場合の𝛽のパラ
メータ推定に分けて解析する．3.1 の方法では
式(3.1)，式(3.2)，3.2の方法では式(3.3)，式(3.4)
を用いて計算した回数を計算回数とする．同じ

𝛼, 𝛽において推定を 1000 回行い，計算回数の
平均値をとる．未知パラメータを全探索した場

合の平均計算回数を𝐶𝑓̅̅ ̅，提案した推定方法を用
いた場合の平均計算回数を𝐶𝑠̅̅̅として，𝐶𝑓̅̅ ̅と𝐶𝑠̅̅̅を
比較する． 

 

 
図 2. α = 41, β = 32のときの𝐶𝑓̅̅ ̅, 𝐶𝑠̅̅̅ 

 

 
図 3. 𝛽 = 43, 𝑁 = 100のときの𝐶𝑠̅̅̅/𝐶𝑓̅̅ ̅ 

 

4.2  実験結果と考察 
図 2は特定の𝛼, 𝛽について調べたときの𝛼の
パラメータ推定と𝛼が既知の場合の𝛽のパラメ
ータ推定の解析結果である．図 3では，一般
的な変化を見るために𝛽, 𝑁を固定し，𝛼を変化
させた．提案した推定方法は，𝛼のパラメータ
推定では𝐶𝑠̅̅̅が𝐶𝑓̅̅ ̅の半分程度となった．𝛼が既知
の場合の𝛽のパラメータ推定では，𝐶𝑠̅̅̅/𝐶𝑓̅̅ ̅が𝛼
の値に比例する傾向がみられた． 
 
5  むすび 
本研究では，Arnoldの猫写像のパラメータ
推定の方法を導出し，パラメータ推定の困難

さを解析した．結果として，パラメータの片

方が既知の場合において提案手法では，全探

索と同程度かそれ以上の計算コストが必要と

なることを数値実験で示された． 

 

参考文献 
[1] 荒木丈宏, 山口明宏, 2次元キャットマッ

プを用いた VSC暗号方式の擬似乱数性能

解析, 第 55回理論応用力学講演会講演論

文集, 2006年, pp.185-186. 
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少数のレゾルベントにより構成されたフィルタによる実対称定値一般固有
値問題の解法の実験

村上 弘 1

1首都大学東京
e-mail : mrkmhrsh@tmu.ac.jp

1 概要

フィルタ対角化法で実対称定値一般固有値問
題の固有値が指定された区間にある固有対を解
く．フィルタには少数のレゾルベントの線形結
合の実部の作用の「多項式」を用いる．少数と
は 2～3個あるいは 4個程度であり，設計の簡易
さから「多項式」としてチェビシェフ多項式を
用いる．レゾルベントの作用はシフト行列を係
数とする連立 1次方程式を解いて実現するが，
それを行列分解を用いて解くのならば必要な分
解の数は少数になる．実際に構成したフィルタ
を用いて固有対を求めた実験例を紹介する．

2 はじめに

フィルタ対角化法で係数AとBが実対称でB

は正定値の一般固有値問題 Av = λBvの固有
対で固有値が区間 [a, b]にあるものを求める．シ
フト ρのレゾルベントをR(ρ) ≡ (A−ρB)−1B

とする．レゾルベントの縦ベクトルの組 V へ
の作用X = R(ρ)V は，係数が C = A − ρB，
右辺が BV の連立 1次方程式 CX = BV を解
くことで実現する．行列 C はシフトが実数な
らば実対称，複素数ならば複素対称で，AとB

が疎あるいは帯であれば C も同様となる．
複素シフトのレゾルベント 8～16個の線形結
合（の実部）で十分に特性の非常に良いフィル
タを構成できるが，連立 1次方程式を直接法で
解くのであれば，レゾルベントと同数の行列分
解が要る．行列分解の数が最少になる単一のレ
ゾルベントの多項式でフィルタを構成すること
を試みたが，これまでのところでは高い遮断特
性のフィルタを得ることが難しい．そこでここ
では，少数のレゾルベントの線形結合（の実部）
の多項式でフィルタの構成を試みることにした．

3 単一のレゾルベントの多項式によるフ
ィルタ

固有値が固有値分布の下端 [a, b]にある固有
対を求めるとする（aは固有値のある下界であ
る）．シフト ρのレゾルベントはR(ρ) = (A−

ρB)−1Bである．フィルタがレゾルベントの多
項式F = Q (R(ρ))ならば，固有対 (λ,v)に対
しては Fv = f(λ)vで，伝達関数は λの有理
関数で f(λ) = Q(1/(λ− ρ))となる．
λの正規化座標 tを，λ ∈ [a, b]と t ∈ [0, 1]の

間の 1次変換λ = a+(b−a) tで定義する．パラ
メタµ > 1とσ > 0を持つ [0,∞)で定義された
1次有理関数を x(t) = (µ + σ)/(t + σ)とする．
f(λ)を正規化座標 tで表した有理関数 g(t) ≡

f(λ)が，n次多項式P により g(t) = P (x(t))と
表わされるならば f(λ) = P (ℓ/(λ−ρ))で，フィ
ルタはF = P (ℓR(ρ))，ここで ℓ ≡ (µ+σ)(b−

a)，ρ ≡ a− (b− a)σである．フィルタをなる
べくうまく調整して，固有値が区間 [a, b]にあ
る固有ベクトルは良く通過するが区間から離れ
た固有ベクトルは強く阻止されるようにする．

4 関数合成による伝達関数の拡張

元の伝達関数 g(t)は定義域 [0,∞)で有界な実
有理関数とする．定義域 [0,∞)の通過域，遷移
域，阻止域への区分けをそれぞれ [0, 1]，(1, µ)，
[µ,∞) とする．そうして 1) 通過域 [0, 1]での
g(t)の最大値を 1に規格化．2) 通過域 [0, 1]で
の g(t)の最小値を gp．3) 阻止域 [µ,∞)での
|g(t)|の最大値を gsとする．gpと gsを伝達率
の閾値と呼ぶことにする．伝達関数の通過域で
の最大最小比は 1/gpである．
拡張用の有理関数 h(t)は，定義域が [0,∞)

で以下の 3条件を満たすものとする．1) [0, 1]

を [0, 1] 全体に写す．2) [1, µ′] で単調増加で，
h(µ′) = µ．3) [µ′,∞) での最小値は µ．
合成で拡張された関数 g′(t) = g(h(t))も有理

関数で，g′(t)を伝達関数とするフィルタF
′が構

成できる．g′(t)の定義域 [0,∞)の通過域，遷移
域，阻止域への区分けをそれぞれ [0, 1]，(1, µ′)，
[µ′,∞)とすれば，g′(t)と g(t)は伝達率の閾値
gpと gsを共有し，遷移域の幅は g(t)ではµ−1，
g′(t) では µ′−1 となる．h(t) が偶関数ならば
g′(t)も偶関数であり，定義域や各区域を原点
対称に拡張できる．
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電気回路理論の 4種類の典型フィルタである
バターワース型（Butterworth），チェビシェフ
型（Chebyshev），逆チェビシェフ型（Inverse-

Chebyshev），楕円型（Elliptic）のうち，今回
は楕円型を除いた 3種類のフィルタの構成法を
模倣して，「簡易構成」の伝達関数に対する関数
合成による拡張を行なう．
合成用の関数 h(t)は tの k次の有理関数で，

kが奇数のときは通過域が [0, 1]で，kが偶数の
ときは通過域が [−1, 1]となるように定義する．

h(t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

tk （B-拡張）

{1 + Tk(2t−1)}/2 （C-拡張，k が奇数）

{1 + Tk(t)}/2 （C-拡張，k が偶数）

2µ/{1 + Tk(µ′/t)} （I-拡張）.

5 合成で拡張されたフィルタの構成

伝達関数 g′(t) = P (x′(t))からのフィルタF
′

の構成は，x′(t) = (µ+σ)/(h(t) +σ)の部分分
数分解を x′(t) = c∞ +

∑k
j=1 cj/(t− tj)とする

とき，対応する作用素X
′は，レゾルベントの

線形結合 X
′ = c∞ I +

∑k
j=1 ℓjR(ρj)になる．

そうしてフィルタは F
′ = P (X ′)である．

実関数 x′(t)の実数の極には実数のシフトの
レゾルベントが，複素共役の極には複素共役の
シフトのレゾルベントが対応する．実ベクトル
上の作用素であるX

′は，それが含むシフトが
複素共役であるレゾルベントの項の対の和の作
用は対の片方の項の作用の実部の 2倍になる，
つまり ℓR(ρ) + ℓR(ρ) = Re{2ℓR(ρ)}である．
そこでこのことを用いると，今回の 3種の拡張
では，必要なレゾルベントのシフトは，kが奇
数のときには虚部が正のもの (k−1)/2個と実
数のもの 1個．kが偶数のときには虚部が正の
もの k/2個になる．フィルタは k が奇数なら下
端固有対用，k が偶数なら中間固有対用である．

6 「簡易構成」の伝達関数とその拡張

「簡易構成」の伝達関数（Tnは n次Cheby-

shev多項式）は g(t) = gs Tn(2x(t)−1)，x(t) =

(µ+σ)/(t+σ)である．これからk次（k ≥ 2）の
有理関数h(t)による合成拡張で，伝達率の閾値
gp，gsを変えずに，遷移域の幅をµ−1からµ′−1

に縮小する．ここでh(µ′) = µである．合成によ
り拡張した伝達関数は g′(t) = gs Tn(2x′(t)−1)，
x′(t) = (µ + σ)/(h(t) + σ)となる．標準のパ
ラメタの 3つ組 (n, µ,σ)を指定すれば，g(t)と
g′(t)で共通な閾値 gsと gpは以下で計算できる．

gs ← 1/ cosh ( 2n sinh−1
√

µ/σ )，
gp ← gs cosh { 2n sinh−1

√
(µ−1)/(σ+1) }．

7 拡張された「簡易構成」のフィルタの
ベクトルの組に対する作用の実装

作用素 X
′ を有理関数 x′(t)に対応する（恒

等作用素と）レゾルベントの線形結合の実部と
して，Y

′ = 2X ′ − I とおくとき，拡張された
簡易構成のフィルタは F

′ = gsTn(Y ′)である．
そのとき V (j) ≡ Tj(Y

′)V を以下の 3項漸化式
を用いて計算する：
{

V (0) = V , V (1) = Y
′ V ,

V (j) = 2Y ′ V (j−1) − V (j−2) ( j ≥ 2 のとき)．

するとフィルタF
′のベクトルの組 V への作用

は，V から三項漸化式を用いて求めた V (n)を
用いて F

′V = gsV
(n)で与えられる．

8 拡張された簡易型フィルタの設計

元のフィルタFが簡易型でその伝達関数の式
を g(t) = gs Tn(2x(t)−1)，x(t) = (µ+σ)/(t+

σ)とする（係数 gsは規格化条件 g(0) = 1から
決まる）．g(t)はその「標準パラメタの 3つ組」
(n, µ,σ)を指定すると直接的に決まる．しかし
フィルタの特性を指定するのにより便利なのは
「形状パラメタの 3つ組」(µ, gp, gs)である．
拡張された簡易型の伝達関数 g′(t)について
も，拡張の種類（B-拡張，C-拡張，I-拡張）と
次数 kを先に決めておくとき，その「形状パラ
メタの 3つ組」を指定して構成できる．
以下のようなパラメタの組の指定により，拡

張された簡易型の伝達関数 g′(t)とそのフィル
タ F

′が決まる（詳細は割愛）．

• 標準の 3つ組 (n, µ,σ)で指定する場合．
• 3つ組 (n, gp, gs)で指定する場合．
• 形状パラメタの 3つ組 (µ′, gp, gs)で，

i) µ′と gsは値を，gpはその下限を指定．
ii) µ′と gpは値を，gsはその上限を指定．
iii) gpと gsは値を，µ′はその上限を指定．

9 数値実験

一辺の長さが π の立方体に於ける零ディリ
クレ境界条件のラプラス演算子の固有値問題
−∇

2 ψ(x, y, z) = λψ(x, y, z) の有限要素法に
よる離散化で得られる実対称定値一般固有値問
題 Av = λB v に適用した数値実験の結果の
例を会場で紹介する．
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γεςϜಉఆΞϧΰϦζϜܗઢؒ࣌ࢄͮ͘جʹదԽ࠷Կֶతز

౻ࠤ ೭ 1, ౻ࠤ Ұ 2

1౦ژཧՊେֶɼ2ۀݟେֶ
e-mail : hsato@rs.tus.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ຊߨԋͰɼؒ࣌ࢄઢܗγεςϜಉఆͷ৽
ͨͳΞϧΰϦζϜΛɼزԿֶతͳ࠷దԽͷ؍
͔ΒఏҊ͢Δɽৄࡉ [1]Λࢀর͞Ε͍ͨɽ
ຊߘͰɼγεςϜಉఆ๏ͷதͰ༧ଌࠩޡ

๏ʹண͢Δɽ༧ଌࠩޡ๏ɼ୯ೖྗ୯ग़ྗγ
εςϜʹର͢Δͷ͔Β͕࢝ڀݚ·Γɼޙʹଟ
ೖྗଟग़ྗγεςϜͱ֦ு͞Εͨɽଟೖྗଟ
ग़ྗγεςϜͷಉఆʹ͓͍ͯΦʔόʔύϥϝ
τϦθʔγϣϯͷ͕͋Δ͕ɼ[2]Ͱ DDLC

(Data driven local coordinates) ͱݺΕΔख
๏ΛఏҊ͢Δ͜ͱͰɼ͜ ͷΛղܾ͍ͯ͠Δɽ
[3]Ͱ DDLCʹ࠷ͮ͘جదԽΛ༻͍ͨΞϧΰ
ϦζϜ͕ఏҊ͞Ε͕ͨɼͦͷதͰɼຊདྷߦ
ྻͰ͋Δਪఆ͖͢ύϥϝʔλΛྻϕΫτϧʹ
ม͍ͯ͠Δɽ
ຊߨԋͰɼ͜ΕΒͷύϥϝʔλ͕ଐ͢Δߦ

ྻۭؒͷੵଟ༷ମ্Ͱͷ࠷దԽΛఏҊ͢Δ
͜ͱͰɼΑΓޮతͳ༧ଌࠩޡ๏Λಋग़͢Δɽ
͞Βʹɼೖग़ྗՁͳγεςϜΛ࣮͢ݱΔύϥ
ϝʔλؒʹಉؔΛಋೖ͢Δ͜ͱͰଟ༷ମ
্ͷ࠷దԽΛఏҊ͢Δɽ͜ΕΒ 2ͭͷ
ʹର͢Δ߱ٸ࠷Լ๏తʹຊ࣭తʹՁ
ͳΞϧΰϦζϜͱͳΔҰํͰɼͦΕͧΕʹର͢
Δڞޯ๏ҟͳΔΞϧΰϦζϜͰ͋Δ͜ͱ
Λࣔ͠ɼଟ༷ମΛಋೖ͢Δ͜ͱʹΑΔࢉܭͷ
ޮԽʹ͍ͭͯɼ࣮ݧʹΑΓ࣮ূ͢Δɽ

2 ༧ଌࠩޡ๏ʹؔ͢Δྻߦมͷ࠷దԽ

ຊߨԋͰؒ࣌ࢄঢ়ଶۭؒϞσϧ

xt+1 =Axt +But +Kvt,

yt =Cxt +Dut + vt (1)

Λ͑ߟΔɽ͜͜Ͱɼut ∈ Rm, yt ∈ Rp, xt ∈ Rn

ͦΕͧΕγεςϜͷೖྗɼग़ྗɼঢ়ଶϕΫτ
ϧͰ͋Γɼvt ∈ Rp ฏ͕ۉ 0 ͰಠཱಉҰ
ʹै͏֬աఔͰ͋Δͱ͢ΔɽA ∈ Rn×n,

B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n, D ∈ Rp×m, K ∈ Rn×p

γεςϜΛಛ͚ΔύϥϝʔλΛͱ͢
ΔྻߦͰ͋Γɼ༩͑ΒΕͨ؍ଌσʔλ͔Β͜Ε
ΒͷྻߦΛಉఆ͢Δʹ͍ͭͯٞ͢Δɽͳ

͓ɼ(1)ͰϓϩηεࡶԻͱ؍ଌࡶԻʹڞ௨ͷ
vt͕ݱΕ͍ͯΔ͕ɼ͜ΕΒ 2ͭͷࡶԻ͕ແ૬ؔ
Ͱ͋ΔΑ͏ͳγεςϜͷಉఆͰ͋ͬͯɼ
(1)ͷؼʹܗணͰ͖Δ͜ͱ͕ΒΕ͓ͯΓɼ(1)

Λͱ͘ʹΠϊϕʔγϣϯࣜܗͱ͍͏ [3]ɽ
ू߹M := Rn×n ×Rn×m ×Rp×n ×Rp×m ×

Rn×pΛಋೖ͠ɼΘ := (A,B,C,D,K) ∈ M Λ
γεςϜྻߦͷͱ͢Δɽ͜ͷ ΘʹΑͬͯύ
ϥϝʔλ͚ΒΕͨϞσϧ (1)ͷఆৗঢ়ଶʹ͓
͍ͯɼ1ஈઌ༧ଌ ŷt|t−1(Θ)ࣜ࣍Λຬͨ͢ɿ

x̂t+1|t =(A−KC)x̂t|t−1

+ (B −KD)ut +Kyt,

ŷt|t−1(Θ) =Cx̂t|t−1 +Dut.

σʔλΛN ͱͯ͠ɼ[3]Ͱ༧ଌࠩޡ

e(Θ)

:=
(
y⊤1 − ŷ⊤1|0(Θ) . . . y⊤N − ŷ⊤N |N−1(Θ)

)⊤

ͷ 2ϊϧϜͷฏํͷ࠷খԽ͕ٞ͞Ε͍ͯΔɽ
ͨͩ͠ɼ࠷దԽͱͯ͠ɼA,B,C,D,Kͷ
ΛྻϕΫτϧԽͨ͠ͷΛܾఆมͱͯ͠
͍ΔɽຊߨԋͰ·ͣɼ͜ΕΒΛྻߦͷ··ܾ
ఆมͱͯ͠ѻ͏࣍ͷ࠷దԽΛ͑ߟΔɽ

 2.1

minimize f̄(Θ) := ∥e(Θ)∥22,
subject to Θ ∈ M.

తؔ f̄ ͷϢʔΫϦουޯ∇f̄(Θ)ͷಋग़
݁Ռʹ͍ͭͯ [1]Λࢀর͞Ε͍ͨɽ

3 ೖग़ྗՁੑʹΑΔಉؔͱߏ

ຊઅͰɼঢ়ଶۭؒϞσϧ (1)ʹ͓͍ͯҎԼ
ͷԾఆΛஔ͘ [1]ɽ

1) rank
(
A B K

)
= n͔ͭ

rank
(
C⊤ (CA)⊤ · · · (CAn−1)⊤

)
=

n.

2) A−KC҆ఆɼ͢ͳΘͪA−KCͷݻ
༗ͷઈରͯ͢ 1ະຬͰ͋Δɽ
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3) γεςϜͷॳظঢ়ଶ x0 = 0Ͱ͋Δɽ

Θ = (A,B,C,D,K)ͷ୳ྖࡧҬͱͯ͠ɼલ
અͷMͰͳ͘ɼA, B, C, K͕݅ 1)Λຬͨ
͢Α͏ͳΘશମ͔ΒͳΔM̄Λ͑ߟΔɽ͞ Βʹɼ
Rn্ͷҰൠઢ܈ܗGL(n)ͷ M̄ͷ࡞༻ ◦Λɼ
Θ = (A,B,C,D,K) ∈ M̄, T ∈ GL(n)ʹର͠
T ◦Θ = (T−1AT, T−1B,CT,D, T−1K)ͱఆٛ
͢Δɽ͜ ͷͱ͖ɼΘͱT ◦Θೖग़ྗՁͳγε
ςϜΛ࣮͢ݱΔͷͰɼ∥e(Θ)∥2 = ∥e(T ◦Θ)∥2͕
ΓཱͪɼΘͱT ◦Θʹ͓͚Δతؔ͠
͍ɽͦ ͜ͰɼM্̄ͷಉؔ∼ΛɼT ∈ GL(n)

͕ଘͯ͠ࡏΘ2 = T ◦Θ1ͱͳΔͱ͖ɼ·ͨͦͷ
ͱ͖ʹݶΓΘ1 ∼ Θ2Ͱ͋Δͱఆٛ͠ɼΘ ∈ M̄
ͷಉྨ [Θ] := {Θ1 ∈ M̄ |Θ1 ∼ Θ}શମ͔
ΒͳΔଟ༷ମM := M̄/GL(n) = M̄/ ∼ =

{[Θ] |Θ ∈ M̄}Λ͑ߟΔ͜ͱͰɼతؔ f̄ 
ͦΕͧΕͷಉྨͰෆมͱͳΔɽ͜͏ͯ͠ଟ
༷ମM্ͷ࠷దԽ͕࣍ͷΑ͏ʹಋ͔ΕΔɽ

 3.1

minimize f([Θ]) := ∥e(Θ)∥22,
subject to [Θ] ∈ M.

Mۭؒྻߦ ͷඪ४ੵ͔ΒM̄ʹɼ͕ͨͬ͠
ͯMʹϦʔϚϯ͕ྔܭ༠ಋ͞ΕɼϦʔϚϯ
ଟ༷ମ (M, g)Λఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽϦʔ
Ϛϯଟ༷ମ্ͷ࠷దԽʹରͯ͠ɼଟ͘ͷ
ԿֶతͳΞϧΰϦζϜ͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔز [4]ɽ

4 ޯ๏ڞԼ๏ͱ߱ٸ࠷Կֶతͳز

·ͣɼ 2.1ʹ͍ͭͯ୳ྖࡧҬM͕Ϣʔ
ΫϦουۭؒͰ͋Δ͔Βɼඪ४తͳ࿈ଓ࠷దԽ
ͷ෮ΞϧΰϦζϜΛద༻͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
͢ͳΘͪɼదͳॳظΘ0 ∈ M Λ༩͑ɼ

Θk+1 = Θk + αkηk, k = 0, 1, 2, . . . (2)

ʹΑΓྻ{Θk} ⊂ MΛੜ͢Δɽ͜ ͜Ͱɼαk >

0εςοϓ෯Ͱɼηk ∈ M ୳ํࡧͰ͋Δɽ
ΛํࡧԼ๏Ͱ୳߱ٸ࠷ ηk = −∇f̄(Θk)ͱ
͢Δ͕ɼڞޯ๏Ͱ η0 = −∇f̄(Θ0)͓Αͼ

ηk = −∇f̄(Θk) + βkηk−1, k = 1, 2, . . . (3)

ʹΑͬͯఆΊΔɽ͜ ͜ͰɼβkεΧϥʔͰ͋Δɽ
Ұํɼ 3.1ଟ༷ମ্Ͱ͑ߟΔ͜ͱʹ

ͳΔ͕ɼࢉܭʹ͓͍ͯදݩΛ༻͍ͯܭ
ɽM̄ͷಉྨͷྻ͏ߦΛࢉ {Φk} ⊂ MΛ෮

Φk+1 =
[
Θk + αkζkΘk

]
(4)

ʹΑͬͯੜ͢Δɽ͜͜ͰɼΘk ∈ M̄  Φk

ͷදݩɼ͢ͳΘͪ [Θk] = Φk Ͱ͋Δɽ·ͨɼ
ζkΘk

∈ TΘkM̄୳ํࡧ ζk ∈ TΦkMͷ Θkʹ
͓͚ΔਫฏϦϑτɼ͢ͳΘࣹͪӨ π : M̄ →
Mʹؔͯ͠Dπ(Θk)

[
ζk

]
= ζkΛຬͨ͢Ұҙత

ͳݩͰ͋Δɽతʹදݩ Θk ∈ M̄Λ༻
͍ͯಉྨΛѻ͏ͷͰɼ(4) (2)ͱՁͳܭ
Λҙຯ͢Δɽ͞Βʹɼଟ༷ମM্ͷޯࢉ
grad f([Θk])ͷਫฏϦϑτ grad fΘk

∇f̄(Θk)

ͱҰக͢Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔͷͰɼ 2.1ͱ
 3.1ʹର͢Δ߱ٸ࠷Լ๏্ࢉܭՁ
Ͱ͋Δɽ͔͠͠ɼزԿֶతͳڞޯ๏ʹ͓͍
ͯɼΦk ∈ Mʹ͓͚Δ୳ํࡧ ζkMͷϕ
Ϋτϧͱͯ͠બͿඞཁ͕͋Δɽͨ ͱ͑ɼΘkʹ
͓͚Δ TΘkM̄ͷ෦ۭؒͰ͋ΔਫฏۭؒHΘk

ͷަࣹӨ P h
Θk
Λ༻͍ͯɼζk ͷਫฏϦϑτ

ζkΘk
͕

ζkΘk
= −grad fΘk

+ βkP
h
Θk

(
ζk−1Θk−1

)
(5)

Λຬͨ͢Α͏ʹߋ৽͢Εྑ͍ɽ͜ͷࣹӨPΘk

ʹΑΓɼ(5)ࢉܭʹ͓͍ͯ (3)ͱҟ
ͳΔࢉܭΛ͢Δ͜ͱʹͳΔɽ
ͷޮԽ͕ࢉܭԋͰɼࣹӨPΘkʹΑͬͯߨ
ୡ͞ΕΔ͜ͱΛ࣮݁ݧՌΛ௨࣮ͯ͠ূ͢
Δɽ·ͨɼطଘͷγεςϜಉఆख๏ͱఏҊख๏
ͱͷൺֱ࣮ݧͷ݁Ռհ͢Δɽ
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ॏෳݻ༗Λࢦఆ͢Δݻٯ༗ʹର͢Δೋ࣍ऩଋղ๏ʹ͍ͭͯ

૬ౡ ݈ॿ 1

1౦ژେֶ
e-mail : Kensuke Aishima@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ߏ༗͓Αͼݻఆͨ͠ࢦ༗ͱݻٯ
Λ༗͢ΔྻߦΛਪఆ͢ΔٯͰ͋Δɽݹయత
ͳԠ༻ྫͱͯ͠ Sturm-Liouville ʹର͢
Δٯ͕༗໊Ͱ͋Γɼۙɼ༷ʑͳԠ༻ྫΛ
ͭॏཁͳͱͯ͠ೝ͞Εͦͷղ๏
Μʹ͞ڀݚΕ͍ͯΔɽ
యܕతͳٯରশݻ༗ҎԼͷͷͰ͋

Δɽ࣮ରশྻߦ A0, A1, . . . , An ∈ Rn×n ͱ
ඪͱ͢Δݻ༗ λ∗1 ≤ · · · ≤ λ∗n ͕༩͑ΒΕɼ
c = [c1, . . . , cn]⊤ ʹରͯ͠A(c) = A0+c1A1+

· · · + cnAn ͱఆٛ͢Δɽ͞Βʹ A(c) ͷݻ༗
Λ λ1(c) ≤ · · · ≤ λn(c) ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖
i = 1, . . . , nʹର͠ λi(c) = λ∗i ͱͳΔ c Λٻ
Ί͍ͨɽղ๏ଟʑ͋Δ͕ɼۙࣅղ͕ಘΒ
Ε͍ͯΔ߹ඇઢํܗఔࣜ λi(c) = λ∗i (i =

1, . . . , n)ʹର͢Δχϡʔτϯ๏͕Ұͭͷ༗ྗͳ
ղ๏Ͱ͋Δ [1, Method I]ɽ͔͠͠ͳ͕Β͜ͷ
χϡʔτϯ๏෮ຖʹݻ༗Λղ͘ඞཁ
͕ੜ͡Δɽ͜Εʹରͯ͠ɼஶऀۙ࠷ɼΛ∗ :=

diag(λ∗1, . . . ,λ
∗
n)ͱఆٛͯ͠ɼඪͱ͢Δݻ༗

͕͍ͯͯ͢͠Δ߹ʹɼ
{

X∗TX∗ = I

X∗TA(c∗)X∗ = Λ∗ (1)

ऩଋղ๏ΛఏҊͨ࣍͠ೋͮ͘جʹ [2]ɽ
ຊൃදͰ্ͷख๏ [2] Λॏෳݻ༗Λͭ

߹ʹద༻Ͱ͖ΔΑ͏ʹ֦ு͠ɼೋ࣍ऩଋΛ
อূ͢ΔఆཧΛ༩͑Δɽͳ͓ [1, §3.1] ʹͯఏ
Ҋख๏ͱྨ͢ࣅΔೋ࣍ऩଋղ๏͕ଟʑࣔ͞Εͯ
͍Δ͕ɼॏෳݻ༗͕͋Δ߹ʹೋ࣍ऩଋΛอ
ূ͢Δࡍ෮աఔʹ͓͚Δͯ͢ͷઢํܗఔ
ࣜͷྻߦͷਖ਼ଇੑΛԾఆ͢Δඞཁ͕͋Δɽ
ΘΕ͍ͯߦʹ͜ͷछͷऩଋղੳਫ਼ྗతࡏݱ
ΔͷͷɼͦͷԾఆΛ֎͢ఆࣜԽݟड͚ΒΕ
ͳ͍ɽ͜Εʹରͯ͠ຊߘͰ༩͑Δऩଋఆཧɼ
ॳظʹରԠ͢Δྻߦͷਖ਼ଇੑΛ՝͢ͷΈ
Ͱೋ࣍ऩଋੑΛอূ͢ΔఆࣜԽʹͳ͓ͬͯΓɼ
͜ͷಛචʹ͢Δɽ

2 ఏҊख๏

൫ͱͳΔجͣ· [2] ͷ෮ղ๏ʹ͍ͭͯड़
Δɽ෮ճΛ kͱͯ͠ɼۙ ղX(k)ʹର͢Δࣅ
৽ࣜΛಋग़͢ΔͨΊɼX(k)ߋ = X∗(I + E(k))

ͱ͓͖ɼE(k) ͷຬͨ͢ํఔࣜͷઢܗԽʹΑΓ
E(k) ͷۙྻߦࣅ Ẽ(k) ΛٻΊΔɽ۩ମతʹɼ
(1)ͷୈҰࣜʹରԠ͢Δ

X(k)⊤X(k)

= I + E(k) + E(k)⊤ + E(k)⊤E(k) (2)

ͱୈೋࣜʹରԠ͢Δ

X(k)⊤A(c∗)X(k)

= Λ∗ + Λ∗E(k) + E(k)⊤Λ∗ + E(k)⊤Λ∗E(k) (3)

ʹযΛͯΔɽ
ඪͷݻ༗͕ͯ͢͢Δ߹ɼ্ࣜ

ͷE(k)ͷೋ࣍ͷ߲Λআͯ͠ઢܗԽͨ͠

X(k)⊤X(k) = I + Ẽ(k) + Ẽ(k)⊤

X(k)⊤A(c(k))X(k) = Λ∗ + Λ∗Ẽ(k) + Ẽ(k)⊤Λ∗

Λ࿈ཱͯ͠ղ͘͜ͱʹΑΓ Ẽ(k)(≈ E(k))͓Αͼ
c(k)(≈ c∗)ΛಘΔɽͦͯ͠X(k+1) := X(k)(I −
Ẽ(k))ͱߋ৽͢Δ͜ͱͰೋ࣍ऩଋͷղ๏ͱͳΔɽ
͜ͷ෮ົͳखॱʹΑΓߴʹࢉܭՄͩ
͕ɼॏෳݻ༗͕ଘ͢ࡏΔ߹ɼ্ͷํఔࣜ
ҰൠʹղΛͨͳ͍ͨΊमਖ਼͕ඞཁͰ͋Δɽ
ͦͦॏෳݻ༗͕͋Δ߹ɼղ c∗͕

༗ʹରԠ͢ΔݻॴతʹҰҙͱͯ͠ɼॏෳہ
༗ϕΫτϧ͕ҰҙͰͳ͍ͨΊX∗ҰҙͰݻ
ͳ͘ɼ͕ͨͬͯ͠ E(k) ҰҙͰͳ͍ɽͦ͜
ͰɼX(k) ʹґଘ͢Δܗͷ

Y (k) = arg min
X∗

∥X∗ −X(k)∥F (4)

Λຬͨ͢ղ Y (k) Λಋೖ͢Δɽ࣮ Y (k) ہॴ
తʹҰҙͰ͋ΓɼE(k) ΛX(k) = Y (k)(I+E(k))

Λຬͨ͢ྻߦͱ࠶ఆٛ͢Δɽࠓɼ୯७ԽͷͨΊ
λ∗1 = · · · = λ∗p Λॏෳݻ༗ͱ͢ΔͱɼE(k) ͷ
p× pट࠲খ͕ྻߦରশྻߦʹͳΔɽͦͷཧ༝
ׂѪ͢Δ͕ɼOrthogonal Procrustes problem
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ʹ͓͚Δ࠷దղ͕ۃղͰಘΒΕΔ͜ͱʹىҼ
͢Δ [3, §6.4.1]ɽͳ͓͜ͷணݻ༗ʹ
ର͢Δ෮վྑ๏ [4] ͷॏෳݻ༗ʹର͢Δ
ͷ͔ΒͷྨਪͰ͋Δɽ
Ҏ্ͷٞʹ͖ͮجɼຊߘͰ Ẽ(k)(≈ E(k))

ΛҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ·ͣݻ༗λ∗i ̸=
λ∗j ʹରԠ͢Δఴ͑ࣈ i, jʹରͯ͠ Ẽij  [2]

ͷΞϧΰϦζϜͱಉ༷ʹ (2), (3) ΛઢܗԽͯ͠
ಘΒΕΔํྻߦఔࣜΛຬͨ͢Α͏ʹ༩͑Δɽॏ
ෳݻ༗ λ∗i = λ∗j ʹରԠ͢Δఴ͑ࣈ i, jʹର͠

ͯɼE(k)
ij = E(k)

ji ͱ (2)ͷΈͷઢܗԽʹͮج

͖ Ẽ(k)
ij = [X(k)⊤X(k)]ij/2ͱ͢Δɽ͜ΕʹΑΓ

∥Ẽ(k)−E(k)∥ = O(∥E(k)∥2)ͱͳΔ͜ͱʹҙ
͞Ε͍ͨɽ͜ͷ Ẽ(k)Λ༻͍ͯX(k)Λߋ৽͢Δ
۩ମతΞϧΰϦζϜҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ

ΞϧΰϦζϜ 1 ఏҊख๏.
ೖྗ: ඪͱ͢Δ࣮ݻ༗ λ∗1 ≤ · · · ≤ λ∗n,

A0, A1, . . . , An ∈ Rn×n, ॳྻߦظ X(0).

1: for k := 0, 1, . . . do:

2: R(k) = X(k)TX(k)

3: Ẽ(k)
ii = (R(k)

ii − 1)/2 (1 ≤ i ≤ n)

4: J (k)
ij = x(k)

i
TAjx

(k)
i (1 ≤ i, j ≤ n)

5: d(k)
i = λ∗iR

(k)
ii − x(k)

i
TA0x

(k)
i (1 ≤

i ≤ n)

6: c(k) = (J (k))−1d(k)

7: S(k) = X(k)TA(c(k))X(k)

8: if λ∗i ̸= λ∗j then

9: Ẽ(k)
ij = (λ∗jR

(k)
ij − S(k)

ij )/(λ∗j −
λ∗i ) (1 ≤ i, j ≤ n)

10: else

11: Ẽ(k)
ij = (R(k)

ij − 1)/2 (1 ≤ i, j ≤ n)

12: end if

13: X(k+1) = X(k)(I − Ẽ(k))

14: end for

3 ऩଋੑղੳ

·ͣલઅͷ Y (k) ʹରͯͦ͠ͷୈ iྻͷϕ
ΫτϧΛ y(k)

i ͱ͓͘ɽ͜ΕΛ༻͍ͯ

J̄ (k)
ij := y(k)

i
⊤Ajy

(k)
i , (1 ≤ i, j ≤ n) (5)

α(k) := ∥J̄ (k)−1∥

√√√√n
n∑

ℓ=1

∥Aℓ∥2 (6)

ͱఆٛ͠ɼݻ༗ͷڑʹؔͯ͠

δ :=
minλ∗i ̸=λ∗j |λ

∗
i − λ∗j |

∥Λ∗∥ (7)

ͱ͓͘ɽ͜ͷͱ͖࣍ͷऩଋఆཧ͕ಘΒΕΔɽ

ఆཧ 1 ΞϧΰϦζϜ 1 ͷॳྻߦظ X(0) ʹର
Ԡ͢Δ J̄ (0)͕ਖ਼ଇͰ͋Γྻߦࠩޡ E(0)͕

∥E(0)∥ ≤ δ

18n(1 + α(0))
(8)

Λຬͨ࣌͢ɼρ = 0.47, c = 1.4 ͱͯ͠

∥E(k+1)∥
∥E(k)∥

≤ ρ (k ≥ 0) (9)

lim sup
k→∞

∥E(k+1)∥
∥E(k)∥2

≤ 6n(1 + cα(0))

δ
+ 3 (10)

͕Γཱͭɽ

4 ྫ

ॏෳݻ༗Λ λ∗1 = λ∗2 = λ∗3 = 0 ͱ͠ɼ
A(c∗) ∈ R10×10 ͷ֤ΛཚͰ༩͑ͨ
ྫʹର͠ɼఏҊख๏Λద༻ͨ͠߹ͷ ∥E(k)∥
ͱ ∥c(k) − c∗∥ද 1 ͷ௨ΓͰ͋Γɼೋ࣍ऩଋ
ΕΔɽ͞؍͕ੑ

ද 1. ∥E(k)∥ ͱ ∥c(k) − c∗∥ ʹର͢Δྫ
k ∥E(k)∥ ∥c(k) − c∗∥
0 7.52E−03 1.24E−02
1 1.30E−04 1.13E−04
2 6.33E−08 5.15E−08
3 1.57E−14 1.21E−14
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対称特異系に対する右前処理MINRES法とMR-2法の収束性
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1 概要
疎で対称特異系の解法として，MINRES法

と，MINRES法におけるKrylov部分空間を係
数行列の値域に制限したMR-2も採用する．本
講演では特異系に対する右前処理MR-2の収束
性を理論解析する．さらに半正定値系に対し，
Eisenstat’s trickを SSOR右前処理に適用した
前処理ならびに，自動リスタートを提案し，提
案手法を適用したMINRES法とMR-2法の性
能を数値実験により比較検証する．

2 はじめに
A ∈ Rn×nを大規模疎で対称行列，x, b ∈ Rn

とし，連立一次方程式

Ax = b (1)

または最小二乗問題

min
x∈Rn

∥b−Ax∥2 (2)

を数値的に解くことを考える．ここで，Aは必
ずしも正則行列とは限らず，右辺ベクトル bは
R(A) (Aの像空間)に必ずしも属さないと仮定
する．以降，連立一次方程式の右辺ベクトル b

がR(A)に属しているか否かで (1)，(2) を以下
のように呼ぶ．
• consistent : b ∈ R(A)

• inconsistent : b /∈ R(A)

著者は (1)，(2)の解法として，consistent，in-
consistentに関わらず，(最小二乗)解を得るた
めに MINRES 法 ([1]) を採用した．さらに右
前処理MINRES法を導入し，Eisenstat SSOR

による右前処理MINRES法 (以後，E-SSOR右
前処理MINRES法と呼ぶ)，ならびにそのリス
タートを提案し，数値実験により提案手法の有
効性を示した ([2])．また右前処理MINRES法
の収束性の理論的解析を行った ([3])．
本研究では，係数行列が悪条件な系の効率的

な解法を考える．そこで，2ノルム最小の最小
二乗解への収束が理論的に保証された反復解法
であるMR-2法 ([4])をMINRES法とともに採

用し，右前処理MR-2法，Eisenstat’s trick([5])
を SSOR右前処理に適用したMR-2法 (以後，
E-SSOR右前処理MR-2法と呼ぶ)を提案する．
さらに右前処理 MR-2法の収束性を理論解析
し，数値実験にてMR-2法，E-SSOR右前処理
MINRES法，MINRES法と性能比較する．
またE-SSOR右前処理MINRES法を自動リ

スタートする手法を提案し，その性能も報告
する．

3 MR-2法
Kk(A,Ar0) = span(Ar0, ...., Ak−1r0) と定

義する．ここで，x0は初期近似解とし，r0 =

b−Ax0 は初期の残差ベクトルを意味する．
MR-2法は以下を満たす xk を求める手法で

ある．

xk ∈ x0 +Kk(A,Ar0)

s.t. ∥b−Axk∥2 = min
x
∥b−Ax∥2

ここで，A†をAの擬似逆行列，A†の定義域
をD(A†)とする．MR-2法の収束性について以
下の定理が成立する．

定理 1 ([4], 1995) b ∈ D(A†)ならば，MR-2

法はA†bに収束する．

4 右前処理MR-2法と収束性解析
M ∈ Rn×n を正定値対称行列とする．最小
二乗問題 (2)に対し，

min
z∈Rn

∥b−AM−1z∥2 (3)

を考える．また

定義 2

(x,y)M−1 = xTM−1y

と定義する．行列 AM−1は必ずしも対称行列
ではないが，行列M−1に関する内積について
は自己随伴なので，行列M−1に関する内積空
間におけるMR-2法を最小二乗問題 (3) に適用
可能である．右前処理MR-2法のアルゴリズム
の概要はAlgorithm 1 のようになる．
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Algorithm 1 : Right preconditioned

MR-2 (essence)

1:Find

zk ∈Mx0 +Kk(AM
−1, AM−1r0)

s.t. ∥b−AM−1zk∥M−1 = min
z∈Rn

∥b−AM−1z∥M−1

2: Compute the solution xk = M−1zk

本研究では，右前処理MR-2法を係数行列が
対称な連立一次方程式に適用した場合の収束性
の理論的解析を行い，以下の定理を得た．

定理 3 右前処理MR-2法は，正則な系のみな
らず，特異系に対しても，任意の b ∈ Rn，任
意の初期ベクトル x0 ∈ Rn(= M−1z0)に対し，
破綻することなく

min
x∈Rn

∥b−Ax∥M−1 = min
z∈Rn

∥b−AM−1z∥M−1

の解 x = M−1zに収束する．

5 E-SSOR右前処理MR-2法
正定値対称系に対し，SSOR法を内部反復数

1回で用いた場合の前処理行列M は，ω を実
数の加速パラメータをとしたとき，

M =
ω

(2− ω)(L+
D0

ω
)D−1

0 (LT +
D0

ω
)

で与えられる ([6])．ただし，係数行列A = L+

D0 + LTとし，Lは Aの狭義下三角部分，D0

はAの対角部分とする．
本研究では特異系に対し，対角行列Dの成分
をD0の成分が正の値の場合はその値をそのま
ま用いるが，非正である対角成分に対しては，
正の値に置き換え，行列 Dを正の対角行列と
して定義する．その場合前処理行列M は

M =
ω

(2− ω)(L+
D

ω
)D−1(LT +

D

ω
) (4)

与える．加速パラメータ ω ∈ (0, 2)であれば，
Mは正定値であり，右前処理行列として使える．
右前処理MR-2法にて毎反復生成されるベク
トル wj(j は反復ステップ数)に対し，w̃j :=

D
1
2 (L+ D

ω )
−1wj を定義する．

行列 Ã = D
1
2 (L+ D

ω )
−1A(LT + D

ω )
−1D

1
2 と

定義すると，右前処理MR-2法で毎ステップ計
算するスカラ値 αに対して，

α = (AM−1wj ,wj)M−1 (5)

= (
2− ω
ω

)2(w̃j , Ãw̃j) (6)

となる．Ãw̃j の計算には
Ã = D

1
2 (L + D

ω )
−1A(LT + D

ω )
−1D

1
2 である

ことから，Eisenstat’s trickを使うことができ，
Ãw̃j という行列ベクトル積を対角行列とベク
トルの積，前進代入，後退代入の形に置き換え
て計算量を削減する．

6 自動リスタート
本講演では，右前処理MINRES法が毎ステッ

プ計算するスカラ値が ∥b−Ax∥M−1(Mは前処
理行列)に等しく，単調減少することを利用し
て，リスタートするステップ数を決める手法を
提案する．リスタートする目的は，残差をより
小さくすることである．
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1 はじめに
本講演では，2次元の関数に対するウェーブ

レット，およびその変形版であるカーブレット
等を考えるが，それらの定義から紹介しよう．

2 直交ウェーブレット
R上の関数 ψ が直交ウェーブレットである

とは，
{
ψj,k(x); j, k ∈ Z

}
がL2(R)の正規直交

基底となることで，次と同値である．

(i)
∑

j∈Z

∣∣ψ̂(2jξ)
∣∣2 = 1

(ii)
∞∑

j=0

ψ̂
(
2j(ξ+2(2m+1)π)

)
ψ̂(2jξ)=0 (m∈Z)

これは 1次元版のウェーブレットの定義である
（[1]，[2]等を見よ）．もしも直積なものを想定
するならば，2次元の場合も同様に定義できる．
カーブレットのときは (ii)は考えずに，(i)の
ような１の分解に相当する式を満たし，パーセ
バルフレームによる展開を目指している．

3 カーブレット
周波数空間で直交座標系でなく極座標表示を

用いるが，2変数に対してまず 1パラメータ α

だけ用い，r = |ξ|, ω = tan−1 ξ2
ξ1
とおいて次を

考える．
√
α3e−ib·(r cosω,r sinω)W (α2r)V (π−1α−1ω).

ただし，W と V は以下の１の分解の条件を満
たすとする．

∞∑

j=−∞
|W (α2r)|2 = 1 r ∈

(3
4
,
3

2

)
,

∞∑

ℓ=−∞
|V (ω − ℓ)|2 = 1 ω ∈

(
− 1

2
,
1

2

)
.

ここで，W の方の式ではα = 2−j/2とおいて和
を実行している．動径に関する関数W は rの負
の方も同時に被覆することを考えているので，

角度を半円分の領域だけに制限すればよい．こ
のとき，カーブレットの定義は次のようになる．

Ψ(k)
j,ℓ (x)

=2−3j/4F−1
[
W(2−jr)V

(
π−12⌈j/2⌉+1ω

)](
RΩj,ℓx

−
(k1
2j

,
k2
2j/2

))
.

ただし，Ωj,ℓ = 2−⌈j/2⌉−1ℓπ (−2⌈j/2⌉+1 ≤ ℓ <

2⌈j/2⌉+1)であり，RΩj,ℓ は角度 −Ωj,ℓであるよ
うな逆回転の行列とする（[3]を見よ）．この
カーブレットを用いたフレームによる展開式は
冗長性を含んでいるが，パーセバルフレームと
なっているので展開係数が内積の形になってい
るため扱いやすいと言える．カーブレットによ
るタイリングは，jが進むたびに 2分割するこ
とであることに注意する．このとき，jによっ
てどんどん細長くなる長方形となることに注意
する．カーブレットを用いることで，方向性に
より詳しい解析が可能となるとされている．

4 ラドン変換
2次元のラドン変換Rは，X線変換とも呼ば

れ，医療の CTスキャン等で応用されている．
Lt,γを γ = (γ1, γ2) ∈ S1と垂直で，γ方向に原
点から tだけ離れた直線とし，2次元のラドン
変換Rは線積分を用いて

R(f)(t, γ) :=

∫

x∈Lt,γ

f(x)dx

=

∫

R
f
(
x1,

t− x1γ1
γ2

)dx1
|γ2|

で定義され，その双対ラドン変換 R∗ は関数
ϕ(t, γ)に対して

R∗(ϕ)(x) :=

∫

S1
ϕ(x·γ, γ)dσ(γ)

=

∫ 2π

0
ϕ
(
x1 cos θ + x2 sin θ, (cos θ, sin θ)

)
dθ
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で与えられる．一般に，再生公式は様々な形で
表現され，応用されている（[4]，[5]を見よ）．
特に，2次元の場合に

f(x) =
1

4π
(−∆)1/2R∗

(
R(f)

)
(x)

となることが知られている．f のカーブレット
フレームによる展開式を求めるときに，わざ
わざ再生公式を経由するのは，局所的な作用素
ではない擬微分作用素 (−∆)1/2 も含んでいる
ため計算の負担が大きいと思われる．そこで，
観測されたR(f)(t, γ)のありのままからカーブ
レットフレームによる展開式を求める公式が [6]

で与えられている．本講演では，パーセバルフ
レームによるMultidirectionalな展開式につい
て述べるが，ラドン変換Rの像から直接的に
展開式を与える公式も目標とする．
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61, SIAM, Philadelphia, PA, 1992.
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[5] I. M. Gelfand, S. G. Gindikin, M.

I. Graev, Selected topics in integral
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lations of Mathematical Monographs,

220. American Mathematical Society,

Providence, RI, 2003.
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1 Introduction

In this talk, we will discuss the applica-

tion of the scattering transform of Mallat et

al. [1, 2] to the problem of classification of un-

derwater objects using sonar waveforms. This

is motivated by previous work done by our

group on the detection of unexploded ordi-

nance (UXO) using synthetic aperture sonar

(SAS) [3]. A fundamental question here is

whether the acoustic wavefield scattered from

an object submerged underwater (in the re-

sponse of transmitted sound pulses from a trans-

ducer) contain enough information to classify

whether that object is a UXO or not, and if so,

which features should be extracted from the

acoustic wavefields and which classification al-

gorithm should be used. A major difficulty

to achieve this goal is whether we can sepa-

rately and reliably extract: 1) geometric infor-

mation (i.e., shapes) of the objects; 2) mate-

rial information (e.g., air, aluminum, plastic,

stone etc.) of the objects; and 3) measurement

conditions (e.g., distance between the receiver

and the objects, rotations of the objects rela-

tive to the receiver, etc.).

One of the reasons for the difficulty is the

mathematics needed to relate intrinsic changes

in object characteristics, i.e., shape and mate-

rial contents, to the changes on the recorded

acoustic waveforms, whose analysis would re-

quire the detailed perturbation analysis of the

wave or Helmholtz equations. This situation

is quite different from some image analysis

and computer vision tasks where one wants to

classify detected objects in an image into sev-

eral categories (e.g., handwritten digit recog-

nition is a typical example). In such prob-

lems, one needs to extract features invariant

with respect to some geometric transforma-

tions of those detected objects such as shifts,

(a small amount of) rotations, and scaling,

etc., but one can also directly observe those

transformed objects in the given input image.

Our problem is different in the sense that the

geometrically or materially transformed ob-

jects are only indirectly observed via recorded

acoustic waveforms, dictated by the physics of

underwater sound propagation.

2 Invariant Feature Extractors

When geometrically-transformed objects are

directly observable as in the case of hand-

written digit recognition, there is an estab-

lished theory of invariant feature extraction

pioneered by Amari in 1960s [4] followed by

Otsu [5]. They clarified the difference be-

tween the relative and absolute invariant fea-

ture extractors, and derived a set of linear

feature extractors absolutely or relatively in-

variant to certain transformation groups, such

as amplitude changes, shifts, dilations for 1D

signals and various affine transformations for

2D signals. For example, they proved that

the feature extractor relatively invariant to

shifts must be of the Fourier-Laplace trans-

form type, pointing to the well-known fact

that the magnitude (i.e., absolute value) of the

Fourier transform of an input signal is invari-

ant w.r.t. shifts applied to the input signal.

They also pointed out that the linear absolute

invariant feature extractors given a transfor-

mation group are quite restricted (e.g., a con-

stant multiple of the DC component of an in-

put signal is the only linear feature extractor

absolutely invariant w.r.t. shifts), one needs

to consider nonlinear transforms for more mean-

ingful absolutely invariant feature extractors.

3 Scattering Transforms

Here comes the scattering transform pro-

posed by S. Mallat and further developed by

him and his group [1, 2], with their attempt

to tie together convolutional neural networks
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(CNNs) and wavelet theory. They demon-

strated that scattering networks of wavelets

and modulus nonlinearities, are translation in-

variant in the limit of infinite scale, and Lip-

schitz continuous under non-uniform transla-

tion, i.e., Tτ (f)(x) := f(x − τ(x)) for τ with

bounded gradient. Numerically, they achieved

state of the art on image and texture clas-

sification problems. More recent work from

Wiatowski and Bölcskei have generalized the

Lipschitz continuity result from wavelet trans-

forms to frames, and more importantly, estab-

lished that increasing the depth of the network

also leads to translation invariant features [6].

4 Our Proposed Method

The approximate translation invariance and

Lipschitz continuity under small diffeomorphisms

of the scattering transform mean that for classes

that are invariant under these transformations,

members of the same class will be close to-

gether in the resulting scattering transform

domain. So long as morphing via Tτ (f) from

one class to another requires a τ with large

but bounded derivative, then the classes will

be well separated. Accordingly, we use a lin-

ear classifier on the output of the scattering

transform. In addition, because the scatter-

ing transform concentrates energy at coarser

scales, and wavelets in general encourage spar-

sity for smooth signals with singularities, we

use multiclass logistic regression equipped with

sparse variable selection algorithm called LASSO

as our linear classifier [7]. We will demon-

strate the effectiveness of our proposed method

by numerical experiments using both synthetic

and real acoustic waveforms.

If the time permits, we will also describe

our new transform specifically adapted for 2D

wavefields called the shattering transform by

replacing the wavelet transform used in the

conventional scattering transforms by the shear-

let system, which is a frame and quite effective

and efficient at handling curvilinear features

and events in 2D/3D signals [8].

However, we still have the unresolved ques-

tion: can the changes in the recorded acoustic

waveforms due to the geometric or material

changes of objects be described by the non-

uniform translation operators Tτ (f)?

ँࣙ This research was partially supported

by ONR grant N00014-16-1-2255, and NSF

grants DMS-1418779, IIS-1631329.
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1 ֓ཁ

Bloch-Iserlesܥͱɼ2006ʹA. M. Bloch

ͱ A. Iserlesʢ[1]ʣʹΑͬͯݩ࣍ߴճస্܈ͷ
ࣗ༝߶ମʹରతͳܥͱͯ͠ಋೖ͞Εͨɼ࣮ର
শྻߦશମͷ্ۭؒͷྗֶܥͰ͋Δɽ·ͣɼ͜
ͷྗֶܥͷ LiouvilleͷҙຯͰͷશੵՄ
ੑɼA.S. MishchenkoͱA.T. Fomenkoʢ[2]ʣʹ
Αͬͯ 1980લޙʹಋೖ͞Εͨ୯७ Lie܈
্ͷҰൠԽ͞Εͨࣗ༝߶ମͷྗֶܥͱͷؔ
ʹ͍ͭͯΒΕ͍ͯΔ݁Ռʹ͢ٴݴΔɽͦͷ্
ͰɼBloch-IserlesܥͷҰൠͷγϯϓϨΫςΟο
Ϋ༿্ͷཱݽฏߧ͕LyapunovͷҙຯͰ҆
ఆͰ͋Δͱ͍͏݁Ռʹ͍ͭͯड़Δɽ

2 Bloch-Iserlesܥͱͦͷ Hamilton

ߏ

͜ͷઅͰɼBloch-Iserlesܥͷఆ͓ٛΑͼͦ
ͷHamiltonྗֶܥʢLie-Poissonํఔࣜʣͱ͠
ͯͷߏͱHamiltonߏʹ͍ͭͯઆ໌͢Δɽ
ҎԼͷهड़େମ Δɽڌʹ[3]
n× n࣮ରশྻߦશମͷͳ࣮͢ϕΫτϧۭؒ

Λ Sym(n)ͱ͢هɽBloch-Iserlesܥͱ࣍ͷৗ
ඍํఔࣜͰهड़͞ΕΔ Sym(n)্ͷྗֶܥΛ
ɿ͢ࢦ

dX

dt
=

[
X2, N

]
= [X,XN +NX] . (1)

ͨͩ͠ɼX = X (t) ∈ Sym(n)ؒ࣌ tʹґΔ
ະവ, N X ∈ Sym(n)ʹ tʹґΒͳ
͍ n×n࣮ରশྻߦͰ͋Δɽn×nྻߦA,B

ʹରͯ͠ [A,B] = AB −BAͱ͢Δɽ
ৗඍํఔࣜ (1)࣍ͷҙຯͰ Hamiltonྗ

Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ·ͣɼSym(n)͑ߟͱܥֶ
ରশྻߦ N ʹԠܾͯ͡·Δ࣍ͷ Lieͷߏ
Λͭɿ

[X,Y ]N := XNY − Y NX. (2)

ͨͩ͠ɼX,Y ∈ Sym(n)Ͱ͋Δɽ͞ ΒʹɼX,Y ∈
Sym(n)ʹରͯ͠ ⟨⟨X,Y ⟩⟩ := Tr (XY )ͱ͓͘
ͱੵ͕ఆ·Γɼ͜ΕʹΑͬͯ Sym(n)ͱͦͷ
ରۭؒΛಉҰ͢ࢹΔɽ͢ ΔͱɼLie-Poissonߏ

͕࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔɿ

{F,G}N (X) := −⟨⟨X, [∇F (X),∇G(X)]N ⟩⟩

͜͜ͰɼF,G Sym(n)্ͷҙͷΒ͔ͳവ
Ͱ͋ΓɼX ∈ Sym(n)Ͱ͋Δɽ

໋ 1 Bloch-Iserlesܥ (1)Lie-Poissonߏ

{·, ·}Nʹؔͯ͠H (X) :=
1

2
⟨⟨X,X⟩⟩ΛHamil-

tonവͱ͢ΔHamiltonܥʢLie-Poissonํఔ
ࣜʣͰ͋Δɽ

Sym(n)্Ͱɼ࣍ͷΑ͏ͳXʹґΒͣݻఆ
͞Εͨ Poissonߏ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɿ

{F,G}FN (X) := −⟨⟨En, [∇F (X),∇G(X)]N ⟩⟩.

En n× n୯ҐྻߦͰ͋Δɽ

໋ 2 Poissonߏ {·, ·}FN ͱ {·, ·}N ɼͦ
ΕΒͷҙͷઢ࠶͕߹݁ܕͼPoissonߏͰ͋
Δͱ͍͏ҙຯͰ߹తͰ͋Δɽ

໋ 3 (1)  Poisson ߏ {·, ·}FN ʹؔͯ͠

H ′ (X) :=
1

3
Tr

(
X3

)
Λ Hamiltonവͱ͢Δ

HamiltonܥͰ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼBloch-Iserles
ܥ (1)HamiltonߏΛͭɽ

Ұൠʹɼ͋Δৗඍํఔ͕ࣜHamiltonߏ
Λͭͱɼ߹తͳࣗ໌Ͱͳ͍;ͨͭͷPois-

sonߏͦΕͧΕʹؔ͠ ʢͯҰൠʹҟͳΔHamil-

tonവʹ͍ͭͯͷʣHamiltonํఔࣜͰ͋Δͱ
͖Λ͍͏ɽ
Bloch-IserlesܥͷશੵՄੑɼNʹؔ
͢Δ corankN = 0ʢ͜ͷͱ͖ nۮͰ͋Δʣ
·ͨ corankN = 1ʢ͜ͷͱ͖ nحͰ͋
Δʣͱ͍͏݅ԼͰɼ࣍ͷύϥϝʔλ͖ Lax

ํఔࣜΛͱʹ [3] Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔɽͨͩ͠ɼ
͜͜Ͱ͍͏શੵՄੑ Lie-Poissonۭؒ
(Sym(n), {·, ·}N )ͷҰൠͷʢͭ·Γ࠷େݩ࣍
ͷʣγϯϓϨΫςΟοΫ༿্ͷܥͷ੍ݶΛߟ
͑ͯಘΒΕΔHamiltonܥʹؔ͢ΔLiouvilleͷ
ҙຯͰͷશੵՄੑΛҙຯ͢ΔɽҎԼͰѻ
ͦͷ҆ఆੑɼ͜ͷҰൠͷγϯߧฏཱݽ͏
ϓϨΫςΟοΫ༿ͷ੍͑ߟͯؔ͠ʹܥݶΔɽ
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3 Bloch-IserlesܥͷฏߧͷඇୀԽੑ
ͱ҆ఆੑ

͜ͷઅͰɼҰൠͷHamiltonܥʹؔͯ͠
ҰൠͷγϯϓϨΫςΟοΫ༿্ͷཱݽฏߧͷ
ҐஔͷಛఆͱͦΕΒͷฏߧͷඇୀԽੑʹͭ
͍ͯͷఆ๏Λ༩͑ͨA. V. BolsinovͱA. A.

OshemkovʹΑΔ݁Ռ [4]͓ΑͼBolsinovͱA.

IzosimovʹΑΔ݁Ռ [5]Λ༻͍ͯࣔ͞ΕΔ໋
ʹ͍ͭͯड़ΔɽҎԼͰɼcorankN = 0͓Α
ͼ corankN = 1ͷ߹ͷΈѻ͏ɽ

corankN = 0ͷ߹ɽ ͜ͷͱ͖ɼnۮͳ
ͷͰ n = 2m, m ∈ Nͱॻ͚ΔɽҰൠੑΛࣦΘ

ͣɼN =

(
0 D

−D 0

)
, D = diag (d1, · · · , dm)

ͱͯ͠Α͍ɽʢ͜ͷ߹ɼBloch-IserlesܥCܕ
Lie sp (n,R)্ͷMishchenko-Fomenkoܥͱ
ΈͳͤΔɽʣ

໋ 4 d1, · · · , dm͕૬ҟͳΔͱ͖ɼLie-Poisson
ۭؒ (Sym(n), {·, ·}N )ͷҰൠͷγϯϓϨΫςΟ
οΫ༿O ⊂ Sym(n)্ʹBloch-Iserlesܥ (1)Λ
ߧฏཱݽͷܥಘΒΕΔHamiltonྗֶͯ͠ݶ੍
ͷू߹O∩hͰ͋Δɽͨͩ͠ɼh ⊂ Sym(n)



(
Λ 0

0 Λ

)
ͷܗͷର֯ྻߦશମͷͳ͢ϕΫτ

ϧۭؒͰ͋Δɽ͜ ͜ͰɼΛ = diag (λ1, · · · ,λm),

λi ∈ R, i = 1, · · · ,mɽ

໋ 5 ߧฏཱݽ

(
Λ 0

0 Λ

)
∈ O ∩ h࣍ͷ

m (m− ҟͳΔͱ͖ඇୀԽͰʹ͍ޓͷ͕ݸ(1
͋Δɿ

−dkλk ± dℓλℓ
dk ± dℓ

, 1 ≤ k < ℓ ≤ m.

LiouvilleͷҙຯͰͷશੵՄͳHamilton

ʹ͕ඇୀԽͰ͋Δͱɼവతߧฏཱݽͷܥ
ಠཱͳୈҰੵͷฏߧʹ͓͚ΔઢܕԽ͕ɼ
ϕΫτϧۭؒͷແݶখγϯϓϨΫςΟοΫม
ͷͳ͢ LieͰ Cartan෦Λੜ͢Δ
߹Λ͍͏ɽશੵՄͳHamiltonܥͷཱݽ
ฏߧ͕͜ͷҙຯͰඇୀԽͰ͋ΕɼBirkhoff

ඪ४͕ܗऩଋڃͷൣᙝͰऔΕΔ͜ͱ͕ΒΕ
͍ͯΔɽ͜ΕΛ༻͍Δͱฏߧͷ Lyapunovͷ
ҙຯͰͷ҆ఆੑ͕HamiltonํఔࣜͷઢܕԽํ
ఔࣜʹؔ͢Δ҆ఆੑͱҰக͢Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔɽ
ɼcorankNࡍ࣮ = 0ͷ߹ʹ Bloch-Iserles

ʹݶͷҰൠͷγϯϓϨΫςΟοΫ༿Oͷ੍ܥ

ΑͬͯಘΒΕΔHamiltonํఔࣜͷฏߧͰͷ
ઢܕԽํఔࣜΛௐΔ͜ͱʹΑͬͯ࣍ΛಘΔɽ

ఆཧ 6 ҰൠͷγϯϓϨΫςΟοΫ༿O্ͷݽ

ཱฏߧ

(
Λ 0

0 Λ

)
∈ O∩hͯ͢ Lyapunov

҆ఆͰ͋Δɽ

corankN = 1ͷ߹ɽ n = 2m + 1, m ∈ N

ͱॻ͚ɼҰൠੑΛࣦΘͣN =

⎛

⎜⎝
0 D 0

−D 0 0

0 0 0

⎞

⎟⎠,

D = diag (d1, · · · , dm)ͱͯ͠Α͍ɽcorankN =

0ͷ߹ͱಉ༷ʹɼd1, · · · , dm͕૬ҟͳΔͱ͖ɼ
ҰൠͷγϯϓϨΫςΟοΫ༿O ⊂ Sym(n)ͷ
ͷू߹O∩h′Ͱ͋Δɽͨͩߧฏཱݽͷݶ੍

͠ɼh′ ⊂ Sym(n)

⎛

⎜⎝
Λ 0 0

0 Λ 0

0 0 λ0

⎞

⎟⎠ ͷܗͷର֯

શମͷͳ͢ϕΫτϧۭؒͰ͋Δɽ͜͜Ͱɼྻߦ
Λ = diag (λ1, · · · ,λm), λi ∈ R, i = 0, · · · ,mɽ
corankN = 0ͷ߹ͱಉ༷ͷඇୀԽ݅ͷԼɼ
Γཱͭɽ͕࣍

ఆཧ 7 O ∩ h′ʹؚ·ΕΔཱݽฏߧͯ͢
Lyapunov҆ఆͰ͋Δɽ
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1 Abstract

Structure-preserving integrators have emerged

in nearly every branch of numerical analy-

sis during recent decades; in particular, vari-

ational integrators are probably one of the

most accessible ones in the sense that the dis-

cretized version of Hamilton’s principle nat-

urally recovers discrete Euler-Lagrange equa-

tions that preserves the discrete Lagrangian

two-form, see e.g. [1]. In this study, we ex-

plore the discrete variational integrators for

interconnected systems with holonomic con-

straints from both continuous and discrete point

of views. In particular, we develop two dif-

ferent types of discrete Lagrange-d’Alembert

principles (LDA) for the interconnected sys-

tems. Some numerical simulations illustrate

the symplecticity of the proposed schemes to

show the fluctuating energy behavior in long

time.

2 Variational structure for intercon-

nected systems

2.1 KCL and KVL constraints

For analysis of large scale networks, it is in-

dispensable to model the system as an inter-

connected system of constituent subsystems.

The notion of interconnected systems was first

developed by Kron ([2]), where he introduced

a method of tearing and interconnecting sys-

tems that plays an essential role in the mod-

ular analysis. One-dimensional L-C transmis-

sion line may be a typical interconnected sys-

tem with holonomic constraints, which con-

sists of a serial chain of interconnecting n prim-

itive modules of L-C circuits, i.e., Zk, (k =

1, . . . , n), see Fig. 1 ([3]).

The interconnection structure between ad-

Fig. 1. L-C circuits

jacent modules Zk−1 and Zk+1 is given by

q̇k−1 = ˙̄qk, V̄k = −Vk+1, k = 1, . . . , n, (1)

which implies the power continuity condition
n+1∑

k=1

⟨V̄k−1, q̇k−1⟩+ ⟨Vk, ˙̄qk⟩ = 0.

and with some boundary conditions for Z0

and Zn+1. For each module, q denotes charge

and V denotes voltage.

There is another interconnection structure

inside of the k-th module associated to the

Kirchhoff’s current law (KCL) and Kirchhoff’s

voltage law (KVL) constraints. These con-

straints are holonomic and thus can be lo-

cally expressed using the following functions

φαk : Qk → R:

φ1k = −q̄k + qCk + qLk = const,

φ2k = −qLk + qk = const .
(2)

Now the configuration space is coordinated by

xk = (q̄k, qLk , qCk , qk) ∈ Qk.

2.2 Augmented Lagrangians

For the derivations of dynamics, there are

two different kinds of LDA principles for this

interconnected system. One is based on an

augmented Lagrangian Lk : TQk × Rm → R
defined as follows

Lk(xk, ẋk,λk) = Lk(xk, ẋk) +
m∑

α=1

λk,αφ
α
k (xk),

where
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Lk(xk, ẋk) =
1

2
Lk(q̇Lk)

2 − (qCk)
2

2Ck
.

Here Lk and Ck are the inductor and capac-

ity constants respectively. The voltage fields

ek : TQk → T ∗Qk associated to the adjacent

modules Zk ʵ 1 and Zk+1 plays a role of ex-

ternal force fields in mechanics as

ek(xk, ẋk) = (q̄k, qCk , qLk , qk, Vk, 0, 0, V̄k).

The interconnected system is then given by

the following LDA principle

δ

∫ b

a
Lk(xk, ẋk,λk) dt+

∫ b

a
ek(xk, ẋk)·δxk dt = 0,

under the interconnection constraints (1). Af-

ter elimination, the following ordinary differ-

ential equations (ODEs)

Lkq̈Lk(t) =
qLk+1(t)− qLk(t)

Ck+1
−
qLk(t)− qLk−1(t)

Ck
.

2.3 The LDA principle

Alternatively, the interconnected system can

be derived from the following LDA principle

δ

∫ b

a
L(xk, ẋk) dt+

∫ b

a
ek(xk, ẋk) · δxk dt = 0,

under the KCL constraints ẋk ∈ ∆Qk(xk),

and with δxk ∈ ∆Qk(xk). The distribution

∆Qk(xk) is determined by the constraints (2).

The final DAEs are given by

Lkq̈Lk(t) = −
qCk+1(t)

Ck+1
+

qCk(t)

Ck
,

q̇Ck(t) = q̇Lk−1(t)− q̇Lk(t).

3 Discrete Lagrange-d’Alembert prin-

ciples for interconnected systems

For the k-th module, the discrete phase space

is given by Qk×Qk. For a time step h, a path

xk : [t0, tN ] → R is replaced by

xdk : {t0, t0 + h, . . . , t0 +Nh = tN} → Qk,

where xk,l = xdk(tl) = xdk(t0+ lh) is an approx-

imation of the path xk(t) ∈ Qk.

Given the discretization map Ψk : Qk ×
Qk → TQk by

Ψk(xk,l, xk,l+1) =

(
xk,l,

xk,l+1 − xk,l
h

)
,

we discretize the interconnection constraints

and then the two LDA principles shown in

previous section respectively to construct the

discrete numerical schemes.

Respectively, we obtain the explicit method

qLk,l+1 = 2qLk,l − qLk,l−1 +
h2

LkCk
(qLk−1,l − qLk,l)

− h2

LkCk+1
(qLk,l − qLk+1,l)

and the semi-implicit method
qLk,l+1 = 2qLk,l − qLk,l−1

+
h2

Lk

(
qCk,l

Ck
−

qCk+1,l

Ck+1

)
,

qCk,l+1 = qCk,l − qLk,l+1 + qLk,l

+ qLk−1,l+1 − qLk−1,l.

In the following Fig. 2, we show the energy

behavior of the two numerical schemes given

above. The parameters are chosen as Lk =

1.0, Ck = 2.0, module number n = 200 and

time step h = 0.01.

Time [sec] 

 E
n

e
r
g
y
  

[J
] 

Semi-Implicit Method

Explicit Method

Fig. 2. Energy behavior
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1 はじめに
不可逆過程を含む非平衡熱力学系の定式化に

関連して，ラグランジアン形式による新たな変
分的定式化手法について述べる．特に，不可逆
過程に起因するエントロピー生成と現象論的関
係から非線形かつ非ホロノミックな拘束として
組み込み，一般化されたラグランジュ・ダラン
ベール原理によってダイナミクスの定式化を行
う．例として，摩擦を受けるピストン，抵抗を
含む回路を示す．

2 非平衡熱力学系と変分的定式化
2.1 単純系

有限次元の非平衡熱力学系 Σは，有限個の
相互作用する単純系 ΣA の集まりとして Σ =

∪N
A=1ΣAのように定義できる. 単純非平衡系と
は，一つの熱力学的状態を表すスカラー変数と
幾つかの力学的変数によって，系全体の状態を
表すことができるようなマクロな系を意味する
[4]．熱力学第二法則から，熱力学的状態を表す
スカラー変数としては，エントロピーSを選ぶ
ことができる．ある系 Σが与えられた時，外
界との物質移動も熱交換もなければ，系 Σは
断熱的に閉じた系であり，さらに，外界との力
学的なエネルギーのやりとりがない場合，Σは
孤立系であるという．

2.2 ラグランジアン的変分構造

単純非平衡熱力学系の変分構造について見
てみよう [1]．Qを力学変数に対応する有限次
元の配位空間とし，系全体のラグランジアンを
L = L(q, q̇, S) : TQ×R → Rとする．ここに，
TQは Qの接バンドルである．また，系には
外力場，及び抵抗力の場が与えられているとし
て，これらを F ext, F fr : TQ × R → T ∗Qとし
て与える．この時，曲線 (q(t), S(t)) ∈ Q × R,
t ∈ [t1, t2] ⊂ Rが，

δ

∫ t2

t1

L(q, q̇, S)dt+

∫ t2

t1

〈
F ext(q, q̇, S), δq

〉
dt = 0, (1)

なる変分条件を満たす時，非平衡熱力学系の変
分的定式化の解曲線であるという．但し，変分
δq(t)と δS(t)は

∂L

∂S
(q, q̇, S)δS =

〈
F fr(q, q̇, S), δq

〉
, (2)

及び，端点条件として δq(t1) = δq(t2) = 0を満
たすものとする．さらに，曲線 (q(t), S(t))は，
非線形非ホロノミックな現象論的な拘束

∂L

∂S
(q, q̇, S)Ṡ =

〈
F fr(q, q̇, S), q̇

〉
− P ext

H . (3)

を満足する．ここに，P ext
H は外界から供給され

る熱的なパワーを表す [1]．
上記の変分的定式化により，断熱的に閉じた

有限次元の単純非平衡力学系のダイナミクスは
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

d
dt
∂L
∂q̇

− ∂L
∂q

= F ext(q, q̇, S) + F fr(q, q̇, S),

∂L
∂S

Ṡ =
〈
F fr(q, q̇, S), q̇

〉
.

(4)

で与えられる．また，変分的定式化法 (1)–(3)

は，いわゆる力学におけるハミルトンの原理
の非平衡熱力学系の場合への拡張となってい
る．実際に，エントロピー S がない時，この
変分的定式化手法は，ハミルトンの原理その
ものとなり，上の式は外力を受けるオイラー・
ラグランジュ方程式となる．また，温度 T は
T = −∂L

∂S (q, v, S) > 0である．

3 単純系の変分的定式化
3.1 理想気体が充填されたピストン

単純系の例として，図 1に示すような完全気
体がシリンダー内に充填されたピストンの運動
を考えよう．力学的な配位空間は Q = R ∋ x

であり，ラグランジアン L : TR × R → Rは，
L(x, ẋ, S) = 1

2mẋ2−U(x, S)によって与えられ
る．ここに，mはピストンの質量であり，シリ
ンダー内のガスは完全気体の場合，U = cNRT

と pV = NRT から状態関数が定まり，内部エ
ネルギー U(x, S) := U(S, V = Ax,N0)は，

U(S,N, V ) = U0e
1
cR

(
S
N − S0

N0

)(
N

N0

) 1
c+1(V0

V

) 1
c
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図 1. 理想気体が充填されたピストン

である．ここに，cは気体のモル比熱に関連す
る定数，気体が単原子分子の場合は c = 3

2，二
原子分子の場合は c = 5

2であり，Rは気体定数，
N0 はモル数，Aはシリンダーの断面積で一定
とし，V = Axはシリンダーの体積である．摩
擦力を F fr(x, ẋ, S) = −λ(x, S)ẋとすと，この
系の運動方程式は

{
mẍ = p(x, S)A− λ(x, S)ẋ,

T (x, S)Ṡ = λ(x, S)ẋ2,
(5)

ここに，p(x, S) = −∂U
∂V (x, S)は圧力，T (x, S) =

∂U
∂S (x, S)は温度である．この方程式は [3]の結
果と一致する．

3.2 抵抗を含む回路系

図 2に示すような電圧源を有する L-C-R直
列回路を考えよう．ここに，抵抗 Rによる電
力消費により，外界との熱的パワーの交換を考
慮し，熱力学的状態変数としてエントロピー S

をとる．この回路では，キャパシター，インダ

C

L

R

F
ext

V

P
ext

H

ext

図 2. 電源を含む L-C-R回路系

クター及び抵抗の各回路素子の構成方程式は，
V = VC(q)，ϕ = ϕL(I)，V = VR(I)で与え
られる．q は電荷，I = q̇ は電流，ϕは電束，
VL = ϕ̇はインダクターの電圧である．この回
路系のラグランジアンは L(q, q̇, S) = KL(q̇)−
UC(q)−U(S)と表される．また，全エネルギー
は E(q, q̇, S) = KL(q̇) + UC(q) + U(S) と表さ
れる．ここに，KL(q̇)はインダクターの電磁的

エネルギーで, UC(q)はキャパシターの静電ポ
テンシャル ，U(S)は内部エネルギーであり，
ϕL(q̇) =

∂KL
∂q̇ ，VC(q) =

∂UC
∂q 及び T = ∂U

∂S を得
る．エントロピー生成に関わる抵抗素子の特性
は，F fr(q, q̇, S) = VR(q, q̇, S) = −R(q, S)q̇で
あり，R(q, S)は正値の定数である．電圧源を
F ext(q, q̇, S) = V ext，外部からの熱源を P ext

H

とすると，系のダイナミクスは，
⎧
⎪⎨

⎪⎩

d
dt
ϕL(q̇) + VC(q) = VR(q, q̇, S) + V ext,

Ṡ = − 1
T
VR(q, q̇, S)q̇ +

1
T
P ext
H .

(6)

と表される．エントロピー生成は

Ṡ = − 1
T
VR(q, q̇, S)q̇ +

1
T
P ext
H

=
1
T

[(
− d
dt
ϕL(q̇)− VC(q) + V ext

)
q̇ + P ext

H

]

=
1
T

[
− d
dt

(KL(q̇) + UC(q)) + P ext
W + P ext

H

]
(7)

となる．ここに，P ext
W := V ext · q̇及び

(
d

dt
ϕL(q̇) + VC(q))q̇ =

d

dt
(KL(q̇) + UC(q))

を用いた．
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1 ֓ཁ

ࣗ༝ྲྀࢠதΛӡಈ͢Δମͷۙڍಈʹؔ
͢Δ݁Ռʹ͍ͭͯ͢ɽҰఆͷۦಈྗ E ͰՃ
͞Εͨମͷ V (t) Λղੳ͢Δɽ V (t)

ؒ࣌ແݶେͰɼ͋Δऴ V∞(E) ʹۙ
͢Δɽ͜ͷۙڍಈʹน໘͕༩͑ΔӨڹΛௐ
ͷ݁ՌΛհ͢Δɽۙ࠷ͨ

2 ؾࢠମͱӡಈମͷ૬࡞ޓ༻

ମ͕ؾମதΛಈ͘ͱɼମʹྗֻ͕͔Δɽ
͜ͷ૬࡞ޓ༻ͷݯىɼମͱؾମࢠͷ૬ޓ
ͷࣗ༝ΛࢠମྗֶͰؾΔɽҰํɼ͋ʹ༺࡞
ཅʹѻ͏͜ͱগͳ͍ɽࢠͷࣗ༝೪ੑͳ
Ͳͷ༌ૹʹ͘Γࠐ·ΕɼྲྀΕ࿈ଓମͷॾ
ʢྔີɼྲྀ ɼԹʣͰهड़͞ΕΔɽ͜ ͷ͜ͱ
ͷഎޙʹʮؾମ͕ہॴతʹฏߧʹ͍ۙʯ
ͱ͍͏Ծఆ͕͋Δɽؾମ͕ہॴతʹฏߧʹۙ
͍ͱ͢Εɼؾମͷঢ়ଶগͷྔࢹڊͰදͤɼ
೪ੑͳͲͷ༌ૹΛఆٛ͢Δ͜ͱͰ͖Δɽ
͔͠͠ɼ͜ͷԾఆ͕͍ͭΓཱͭͱݶΒ

ͳ͍ɽؾମΛฏߧʹཹΊΔ࡞༻ؒࢠিಥ
͕୲͍ͬͯΔɽ͑ݴʹٯɼؒࢠিಥͷස
͕ेͰͳ͍ͱɼؾମฏߧΛΕΔɽ͜ͷ
Α͏ͳؾମؾࢠମɼ͋Δ͍رബؾମͱΑ
ΕΔɽͨͱ͑ߴඦϝʔτϧͷߴେؾ
ඇৗʹѹͰɼؾࢠମͱͯ͠ͷѻ͍͕ඞཁ
Ͱ͋Δɽ·ͨৗѹͰ͋ͬͯখ͞ͳεέʔϧͰ
িಥස͕Լ͢ΔͷͰɼඍখྲྀ࿏தͷྲྀΕ
ؾࢠମͱͯ͠ͷѻ͍͕ඞཁͰ͋Δɽ
ମ͕ؾࢠମதΛಈ͘ͱɼମʹΓ

ྗֻ͕͔Δɽ͜ͷྗͷੑ࣭ʹࢠͷࣗ༝͕
ʹؔΘͬͯ͘Δɽ͜ͷྗͷੑ࣭Λௐɼͦ
ͷͱ͖ͷମӡಈͷ༷ࢠΛղੳ͍ͨ͠ɽ

3 ࣗ༝ྲྀࢠதͷମӡಈ

͜͜Ͱؾࢠମͷಛผͳ߹Ͱ͋Δɼࣗ༝
ྲྀࢠʹண͢Δɽࣗ༝ྲྀࢠͱɼࢠিಥ
͕ແࢹͰ͖Δ΄ͲرബͳؾମྲྀΕͰ͋Δɽ͜Ε
ؾࢠମͷͬͱۃͳ߹Ͱ͋Γɼ௨ৗ
ͷؾମྗֶͱͷ૬ҧ͕ͬͱݱ͘ڧΕΔͱظ
Ͱ͖Δɽ

ࣗ༝ݶʹྲྀࢠΒͣɼؾࢠମͷঢ়ଶ
ؔ f = f(x, ξ, t) Ͱهड़͞ΕΔɽx ∈ Rd,

t ≥ 0 Ґஔɼؒ࣌Λද͢ɽ·ͨ ξ ∈ Rd 
ͷΛද͢ಠཱมͰ͋Δɽؔࢠ f ͷ
ཧతͳఆٛɼࢠͷ࣭ྔΛ m ͱͯ͠

m−1f(x, ξ, t)dxdξ

=ඍখମੵ dxdξ ʹଘ͢ࡏΔࢠͷݸ

Ͱ͋Δ [1, §1.2]ɽ͜͜Ͱͷʮݸʯ౷ܭతͳ
ҙຯͰղऍ͢Δɽີ ρ(x, t)  v(x, t)ɼ
Ԡྗ pij(x, t) ࣜ࣍Ͱఆٛ͞ΕΔɿ

ρ(x, t) =

∫
f dξ, (ρv)(x, t) =

∫
ξf dξ,

pij(x, t) =

∫
(ξi − vi)(ξj − vj)f dξ. (3)

ࣗ༝ྲྀࢠͷ߹ɼؔ f ͷൃؒ࣌ల
 Vlasovํఔࣜ

∂tf + ξ ·∇xf = 0

Ͱهड़͞ΕΔ [1, §2.2]ɽࢠ ξ Λݻఆ͢Ε
ɼVlasovํఔࣜ dݩ࣍ͷҠྲྀํఔࣜͰ͋
Δɽॳظ݅ͱͯ͠ɼؾମࠁ࣌ t = 0 Ͱฏ
ঢ়ଶʹ͋Δͱ͢Δɿߧ

f(x, ξ, 0) = f0(ξ) =
2β(d+2)/2

0

πd/2
p0 exp(−β0|ξ|2).

͜Ε Maxwell–BoltzmannͱΑΕΔ
ؔͰ͋Γɼѹྗ p0ɼٯԹ β0 ͷฏߧঢ়
ଶΛද͢ [1, §1.9]ɽڥք݅ͱͯ͠ڸ໘ࣹ
ͷڥք݅ [1, §1.11] Λ՝͢ɽ
ࣗ༝ྲྀࢠதͷମӡಈʹؔ͢Δ࠷ॳͷֶ
తͳ݁Ռ CaprinoΒʹΑΔ [2]ɽମܗঢ়
؆୯ͷͨΊԁபܗͱ͢Δɽ͜ͷମ࣠ํʹ
Ұఆ֎ྗ E > 0ͱɼؾମ͔Βͷྗ߅ D(t)Λ
ड͚ͯӡಈ͢Δʢਤ 1ʣɽମͷ V (t) 
Newtonͷӡಈํఔࣜ

V̇ (t) = E −D(t)

ྗ߅ల͢Δɽ͜͜Ͱൃؒ࣌ͯͬैʹ D(t) =

Df (t) Ԡྗͷࣜ (3) ͔Βఆ·Δɽ V (t)
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ͱؔ f ڞʹະͰ͋Δɽै ͬͯ Vlasov

ํఔࣜͷҠಈڥքΛ Newtonͷӡಈํఔࣜ
ͱద߹͢ΔΑ͏ʹղ͔ͳ͚ΕͳΒͳ͍ɽ

x1V (t)

ED(t)

X(t)

ਤ 1. ԁபܗͷମ͕ V (t) Ͱ࣠ํʹӡಈ͢Δɽ

CaprinoΒҎԼͷ͜ͱΛূ໌ͨ͠ [2]ɿ
ମͷ V (t) ֎ྗ E ͔Βఆ·Δऴ
V∞(E) ʹऩଋ͢Δɽͦͯ͠ɼͦͷۙڍಈ
͖ଇ

V∞(E)− V (t) ≈ Ct−(d+2)

ʹै͏ɽ͜͜Ͱ C ͋Δఆɼd ۭؒݩ࣍
Ͱ͋Δɽ
ྗ߅ D(t) ͕ V (t) ʹൺྫ͢ΔͳΒɼ

ऴͷۙࢦతͱͳΔɽఆৗঢ়ଶͰ
ྗ߅࣮ࡍɼʹൺྫ͢Δɽ͔͠͠ඇఆ
ৗӡಈʹͬͯྗ߅ʹิਖ਼͕ੜ͡ɼͦΕ͕
తͳۙڍಈΛҾ͖͢͜ىɽ͜ͷิਖ਼ਤ 2

ʹࣔ͢Α͏ͳɼӡಈମͱࢠͷଟஈিಥ͕ݪ
Ҽͱͳ͍ͬͯΔɽ
͜ͷΑ͏ʹɼࣗ༝ྲྀࢠͰࢠͷϛΫϩ

ͳྗֶ͕ϚΫϩͳମͷྗֶͱີʹؔΘͬͯ
͍Δɽ

ਤ 2. ӡಈମͱࢠͷଟஈিಥɽ

4 ମӡಈʹର͢Δน໘ޮՌ

͜Ε·Ͱͷڀݚɼମ͕શۭؒ Rd Λӡಈ
͢Δ߹Λѻ͖ͬͯͨɽԠ༻্ମ͕ڥքͷ
͋ΔྖҬͰӡಈ͢Δ͜ͱଟ͍ɽͦͷͨΊɼڥ
քͷӨڹΛྀͨ͠ߟղੳ͕·ΕΔɽͦ͜Ͱڥ
քޮՌΛ͡ΔͨΊɼຊڀݚͰମํޙʹ੩
น͕͋Δ߹Λղੳͨ͠ɽ͜Εମ͕ۭࢭ
ؒ Rd

+ Λӡಈ͢Δ߹ʹ͋ͨΔɽ͜ͷͱ͖ۙ
ಈશۭؒڍ Rd ͷ߹ͱҟͳΔͩΖ͏͔ʁ
ਤ 3 ͷུ֓ਤͰ͋Δɽମฏ໘น
Ͱ͞ڥΕͨແྖݶҬΛɼฏ໘น͔ΒΕΔํ
ͱฏ໘นͭܦ͕ؒ࣌ӡಈ͢Δɽӡಈମʹ

X(t)

V (t)

ED(t)

ਤ 3. ମฏ໘นͰ͞ڥΕͨແྖݶҬΛӡಈ͢Δɽ

͔ΒΕΔͷͰɼҰ͢ݟΔͱน໘ޮՌۙڍ
ಈʹө͞Εͳ͍Α͏ʹ͓͑Δɽ͔͠͠ɼ
ৄ͍͠ղੳʹΑΓɼ͜ͷײͱ͢Δ݁Ռ͕
ಘΒΕͨ [3]ɽ

ఆཧ 1 ମͷ V (t) શۭؒͷ߹ͱಉ
͡ऴ V∞(E) ʹऩଋ͢Δɽ͔͠͠ɼͦͷ
ۙڍಈҟͳΔ͖ଇ

V∞(E)− V (t) ≈ Ct−(d−1)

ʹै͏ɽ

શۭؒͰͷӡಈͷ߹ɼۙڍಈͷࢦ
−(d+2) Ͱ͋ͬͨɽैͬͯɼน໘ޮՌʹΑͬͯ
ऴͷۙ͘ͳΔɽ͜Εฏ໘นΛ
հͨ͠ɼ৽͍͠λΠϓͷଟஈিಥʹΑͬͯҾ͖
ΕΔʢਤ͜͞ى 4ʣɽ͜ͷଟஈিಥͷޮՌΛऔ
ΓೖΕΔ͜ͱ͕ূ໌ͷཁͰ͋Δɽ
͜ͷఆཧ͕ࣔ͢Α͏ʹɼࣗ༝ྲྀࢠதͷମ
ӡಈͰɼڥքͷଘࡏӡಈʹඇࣗ໌ͳӨڹΛ
༩͑Δɽ

V (t)

ED(t)

1

V(t)

ED(t)

1

ਤ 4. ฏ໘นΛհͨ͠ଟஈিಥɽ
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強磁場下における磁性ナノ粒子からなる面密度0.109の薄膜形成に関する数

値シミュレーション 
 
   早坂 良1, 大村 高弘1, 藤原 誠之1,2 
     1和歌山高専, 2明石高専 

     e-mail: hayasaka@wakayama-nct.ac.jp 

 
1  緒言 
 近年，磁性ナノ粒子は非常に大きな可能性を

有するため，基礎から応用に至るまで様々な角

度から研究されている．その応用例として，

Fe-Pt 系材料を用いた次世代超高密磁気記録材
料の研究が幅広く研究されている．これらの作

成法として本研究では，粒子を揮発性液体に分

散してその液滴を基板上に滴下して，液体を蒸

発させることにより，秩序的な配列を持った粒

子を付着させることを考えている．  

 以上のような背景から本研究では，溶液堆積

により粒子が持つ磁気特性を利用して薄膜を

作製することを目標とし，その過程を解析する．

具体的には，ナノ粒子の挙動に及ぼす，印加磁

場の強さや，粒子間の磁気的な相互作用の大き

さ，粒子の質量密度，ならびに液体の温度の影

響を種々に設定し，全粒子が沈降し薄膜が形成

される条件をシミュレーション[1]により検討

する． 

 

2  粒子モデルと計算方法 

本研究では粒子モデルとして図１に示すよ

うな，中心に磁気双極子を有し，その表面を厚

さδの界面活性剤によって一様に被覆された直
径 dの球状粒子を考える．この粒子が，粘度𝜇で
密度𝜌′の液体に懸濁されているとする．本研究
で扱う物理現象を考え，距離の代表値として粒

子固体部の直径 d，時間の代表値を3𝜋𝜇𝑑2/
𝜌′𝑔𝑉などとして無次元化する．また上付き添

え字*が付いた量は無次元化された量を表す． 
**

*

*
* B

ii
i

i dt
d FFrv �   (1) 

**
*

* B
iii dt

d
i TTω 33 �  

M  (2) 

ここに，vi
*は粒子の速度ベクトル，

*
ir は粒子の

位置ベクトル，ωi
*は角速度ベクトル

*
iM は粒子

の向きを表すベクトルである．また，Fi
B*と Ti

B*

はランダム力とランダムトルクを表す．さらに，

粒子 iに作用する力Fi
*とトルク Ti*はそれぞれ 

� � � �� �
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ij
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m
iji FFFFF ��� ¦
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H
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m
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*** TTT  (4) 

となる．ここに
� �G

iF
*は重力，

� �Bo
iF

*は浮力を

表す．式(3)，(4)には以下に示す無次元パラメー
タが現れる．RBは浮力に対するランダム力の大

きさを表すパラメータ，RHは浮力に対する印加

磁場の強さを表し，Rmは浮力に対する粒子間磁

気力の大きさを表し，Rρは粒子と液体の質量密
度の比を表す．計算は，RB= 0.01 から 0.10 の
10通りとし，印加磁場の強さを表すパラメータ
を RH = 60から 100の 5通りにとり，粒子間磁
気力の強さを表すパラメータを Rm = 3から 30
の 10通りに設定し，Rρ= 3から 30の 10通りの
場合の全 5000 通りの条件で実行した．計算は
xyz 座標の 3次元系に対して行い，粒子濃度は
底面に対する面積分率𝜙𝐴で表現するのが妥当
である．粒子数を N=1400として，平均粒子間
距離を l*=3.25 にするため，面積分率は
𝜙𝐴 = 0.086に設定した．これに対応する領域の
長さは𝐿𝑥 =  113，𝐿𝑦 = 113，𝐿𝑧 = 112であり，
無次元面密度は n*=N/𝐿𝑥𝐿𝑧=0.109となる．境界
条件として重力方向(－y軸方向)には，一般的な
衝突モデルである弾性反射，x, z軸方向には周
期境界条件を適用した． 

 

 図 1. 粒子モデル 
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3  結果と考察 
1)沈降過程 

 粒子の沈降過程を定量的に把握するために，

横軸に時刻，縦軸に最上位に存在する粒子の位

置を示した結果を図 2に示す．図を見ると，時
間の経過とともに粒子が沈降し，沈降速度は密

度比 Rρが大きくなるほど増加している状況が
読み取れる．Rρ=30, 18, 15では全粒子が最下層
に沈降している．ただし Rρ=12の場合は，全粒
子が最下層に沈降することはない．さらに，

Rρ=18, 15では粒子が沈降した後，全粒子が最下
層に達しない状況が長く続くが，ランダム運動

を繰り返す過程で最終的には沈降する． 
粒子が沈降した後の状態をさらに詳しく検

討するために，スナップショットを図3に示す．
図 3は RH =90，RB=0.07，Rm =30，Rρ=18に設定
したときの最終時刻の場合の結果である．この

ときは，全ての粒子が最下層に沈降，さらに単

独で存在し所望の薄膜が得られていることが

わかる． 
2) 薄膜が形成される条件 

図 4は RH =90，RB= 0.07として，最大クラス
タのサイズを示した等高線である．白い領域は

クラスタを形成せず所望の薄膜が得られてい

ることを意味する． Rmが小さく，Rρが大きい
方がクラスタを形成しないという傾向が見て

取れる．このとき，薄膜が得られた条件数は 71
個であった． 
 また，図 5は所望の薄膜が得られた条件の数
を示した結果である．全体的に，印加磁場の値

による条件数に大きな違いはみられない．これ

は RH =60 は既に大きな値で磁気モーメントが
磁場方向に拘束されているため，それ以上の効

果がなかったことを示唆する重要な結果であ

る． 
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図 2.最上位粒子位置の時間変化         図 4. 最大クラスタサイズ 

           
図 3.スナップショット           
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BurgersӔྲྀମཚྲྀϞσϧʹ͓͚ΔӔͷํϕΫτϧͷཚΕ

தҪ ޗݓ 1, ੪ ٢ོ 2, ถా ߶ 1

1౦ژେֶ ཧՊֶڀݚՊɼ2Ұڮେֶ ֶڀݚՊ
e-mail : knakai@ms.u-tokyo.ac.jp

1 ಋೖ

1.1 Navier-Stokes ํఔࣜͷղͷരൃͱ
ӔͷํϕΫτϧ

ඇѹॖNavier-Stokesݩ࣍3 ํఔࣜ
{
∂tv + (v ·∇)v = −∇p+ ν∆v in R3 × (0,∞)

div v = 0 in R3 × (0,∞).

ͨͩ͠, v = v(x, t)ΛϕΫτϧ, p = p(x, t)

Λѹྗ, ν > 0 Λಈ೪ੑͱ͢Δ. େ͖ͳ
ॳظʹର͢ΔNavier-Stokes ํఔࣜͷΒ͔
ͳؒ࣌େҬղ͕ଘ͢ࡏΔ͔൱͔ͱ͍͏ະ
ղܾϛϨχΞϜͷҰͭͰ͋Δ. ͜Εʹର
ͯ͠, Navier-Storkes ํఔࣜͷղͷരൃͱӔ
ͷํϕΫτϧͱͷ͕ؔ P. Constantin, C.

Fefferman[1] ΒʹΑͬͯ͡Ίͯࣔ͞Εͨ.

ఆཧ 1. [1] v(x, t) Λ ॳظ v0 ∈ W 1,2
σ

ʹର͢Δ Navier-Storkes ํఔࣜͷղͱ͠, Ӕ
Λ ω(x, t) := rot v(x, t), ӔͷํϕΫτ
ϧΛ ξ(x, t) := ω(x, t)/|ω(x, t)|ͱ͢Δ. K <

|ω(x, t)|, |ω(y, t)|Λຬͨ͢ t ∈ [0, T ), x, y ∈ R3

ʹରͯ͠

1/ρ ≥
√

1− (ξ(x, t) · ξ(y, t))2
|x− y| (=: η(x, y, t)),

ͱͳΔ K > 0 ͱ ρ > 0 ͕ଘ͢ࡏΔͱԾఆ͢
Δ. ͜ͷ࣌ Navier-Storkes ํఔࣜͷղ, ࠁ࣌
[0, T ]Ͱരൃ͠ͳ͍.

1.2 Hatakeyama-Kambe ͷཚྲྀϞσ
ϧ

೪ੑྲྀମͷӡಈNavier-Stokes ํఔࣜʹΑ
ͬͯද͞ݱΕΔ. ಛʹ, ཚྲྀӡಈ͜ͷํఔࣜ
Ͱهड़͞Ε,࣮͜ͷཚྲྀ͕ͦ͜Navier-Stokes

ํఔࣜͷղͷരൃͷΧΪΛѲ͍ͬͯΔͷͰ
ͳ͍͔ͱ͑ߟΔऀڀݚ͍Δ [2]. ͦ͜Ͱ, Ͳ
ͷΑ͏ͳཚྲྀͰ η(x, y, t)ͷ͕େ͖͘ͳΔ͔Λ
ࢉܭΛ༻͍ͯ͢ߟΔ͜ͱΛඪͱͨ͠.

͔͠͠, Navier-Stokes ํఔࣜͷܭ
ʹΑͬͯಘΒΕͨൃୡͨ͠ཚྲྀͷղੳʹࢉ

େͳࢉܭίετ͕͔͔Δ. ͦ͜Ͱ, Burg-

ers ӔΛ༗ྖݶҬʹϥϯμϜʹஔͨ͠
Hatakeyama-Kambe ͷཚྲྀϞσϧ [3] ʹ͍ͭ
ͯ·ͣ͢ߟΔ͜ͱͱͨ͠. ಛʹຊߨԋͰ,

Hatakeyama-Kambe ͷཚྲྀϞσϧʹ͓͍ͯ
ஔ͢Δ Burgers Ӕͷຊͱ η(x, y, t)ͱͷؔ
.Δ͜ͱͱͨ͢͠ߟΛ

ͨͩ͜͠ͷཚྲྀϞσϧ, ཚྲྀͷຊ࣭తͳੑ
࣭ [4]ͩͱ͞ΕΔӔͷؒܽੑ, ؔͷεߏ
έʔϦϯάࢦͱ͍ͬͨੑ࣭Λ͏·ͯ͘͠ݱ࠶
͍Δ͜ͱ͕ใ͞ࠂΕ͍ͯΔ [3].

2 ओ݁Ռ

2.1 Ռ݁ࢉܭ๏ͱํࢉܭ

ఆཧ 1ͷ݁Ռ͕ࣔࠦ͢Δ͜ͱ, Ӕͷ͕
େ͖͍ͱ͜Ζ͕ͦͷྲྀମӡಈͷരൃՄੑΛࢧ
͍ͯ͠Δͱ͍͏͜ͱͰ͋Δ. ͦ͜Ͱ, ͷ࣍
Sʹ͢Δ.

ఆٛ 2. ཱํମ T ͷ֨ࢠDʹରͯ͠Dα :=

{y ∈ D | ω(y) > α

100
sup
x∈D

ω(x)}ͱͯ͠

S := sup
x∈D75
y∈D

η(x, y),

ͱఆٛ͢Δ. ͨͩ͠, ճ༻͍ΔϞσϧ͋Δࠓ
ର͢ΔཚྲྀϞσϧͰ͋ΔͨΊʹࠁ࣌ ηΛվΊͯ

η(x, y) :=

√
1− (ξ(x) · ξ(y))2

|x− y| ,

ͱͨ͠.

ͦ͜Ͱ,Ұล 2πͷཱํମྖҬʹBurgersӔ
Λ n = 2 ∼ 20ຊϥϯμϜʹஔͨ͠߹ ʹ͓
͚ΔSͷΛ֤nʹରͯ͠, 72000ճͣͭ͠ࢉܭ
ͨ. ͜ͷͱ͖, Sͷ͕͖͍͠Q(=2.1 ∼ 2.9)

Ҏ্ʹͳΔճΛஔ͢ΔBurgersӔͷஔ
Λม͑Δຖʹ͑ͨ.

ਤ 1, 2 ԣ࣠Λ n, ॎ࣠Λ S ͷ͕ Q =

2.2, 2.9Λ͑ͨճͱͯ͠ಘΒΕͨ. ͜ͷά
ϥϑʹ͍ͭͯ n = 5 ∼ 10ͷ߹ͱ n = 15, 20

ͷ߹Λൺֱ͢Δͱ, nΛ૿͢ͱ S͕QҎ্
ͷͱͳΔճ͕ݮগ͢Δ͜ͱ͕Θ͔Δ. ͜ͷ͜

281



 2100

 2200

 2300

 2400

 2500

 2600

 2700

 2  4  6  8  10  12  14  16  18  20
 1000

 1050

 1100

 1150

 1200

 1250

 1300

 1350

 1400
a

m
o

n
g

 7
2

0
0

0

a
m

o
n

g
 3

6
0

0
0

n

among 72000
among 36000

ਤ 1. The number of distributions of n Burgers vortices
where S > 2.2.

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 10

 2  4  6  8  10  12  14  16  18  20
 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

a
m

o
n

g
 7

2
0

0
0

a
m

o
n

g
 3

6
0

0
0

n

among 72000
among 36000

ਤ 2. The number of distributions of n Burgers vortices
where S > 2.9.

ͱ, ͍ͨ༺ճࠓ 2.1͔Β 2.9ͷͯ͢ͷQͰ
ಉ༷ͳ͕֬ೝͰ͖ͨ. Αͬͯ,ͭ͗ͷ͜ͱ
.Δ͑ݴ͕

2.2 ݁

Ռ݁ࢉܭ 3. ଟͷBurgers ӔΛஔͤͨ͞
ঢ়گΑΓ, ͋Δఔগͳ͍ BurgersӔΛ
ஔͤ͞Δํ͕ S͕େ͖͘ͳΔʹ͋Δ.

͜ͷ͜ͱ͔Β,ཚྲྀͷہॴߏͱNavier-Stokes

ํఔࣜͷղͷരൃͱͷؔʹ͍ͭͯ, ͷ͜ͱ࣍
͕ࣔࠦ͞ΕΔ. ཚྲྀதʹ͓͍ͯ Navier-Stokes

ํఔࣜͷղͷരൃʹؔΘΔՄੑͷ͋Δॴ,

Ӕͷຊͱ͍͏Ͱ͑ߟΔͱ, ີʹӔ͕ೖ
Γ͍ࠞͬͯ͡ΔॴͰͳ͘, ͋ΔఔӔ͕ૄ
ʹஔ͞Ε͍ͯΔͱॴͩͱਪଌ͞ΕΔ.
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ܗΕͷෆมղͷύλʔϯྲྀݩ࣍໘্ͷೋٿ

ʑࠤ ӳҰ 1, Տݪ ଠݯ 2,  ਅҰ 3, ాࢁ ಓ 3

1ಉࣾࢤେ ཧɼ2 େӃࡕ ,ૅج େژ3 ཧݚ
e-mail : esasaki@mail.doshisha.ac.jp

1 ͡Ίʹ

ฏ໘τʔϥε্Ͱݩ࣍2 sinؔͰද͞ΕΔ֎
ྗΛՃ͑ͨඇѹॖ Navier-StokesྲྀΕݩ࣍2
KolmogorovྲྀͱݺΕ,҆ఆ ɾੑذʹؔ͢Δ
యܕతͳͱͯ͠ଟ͘ͷߦ͕ڀݚΘΕ͖ͯͨ.

Okamoto and Shōji[1], Kim and Okamoto[2,

3, 4]༷ʑͳ֎ྗʹ͍ͭͯߏذΛௐ, ߴ
ReynoldsͰਖ਼ͱෛҰରͷӔ͔ΒͳΔఆৗղ
पظղΛ͚ͨͭݟ. Kim and Okamoto,͜
ͷΑ͏ͳղΛ unimodalղͱݺͼ, “ఆৗղ͠
ؒ࣌͘पظղͷू߹ͷதʹগͳ͘ͱͻͱͭ
 unimodalͳղ͕ଘ͢ࡏΔ” ͱ͍͏༧Λཱ
ͯͨ [5, 4].

զʑٿ໘্ͷඇѹॖ ݩ࣍2 Navier-Stokes

ྲྀΕʹ͍ͭͯ, ֎໘ௐؔͰද͞ΕΔఆৗٿ
ྗΛՃ͑,ߏذΛௐͨ. ໘ௐؔٿ
ਫฏϥϓϥγΞϯͷݻ༗ؔͰ͋Γ,sinؔ
ฏ໘τʔϥε্ͷϥϓϥγΞϯͷݻ༗ؔͰ͋
Δ.Αͬͯ͜͜Ͱѻ͏ྲྀΕͱKolmogorovྲྀ,

֎ྗ͕֤ʑͷଟ༷ମ্ͷϥϓϥγΞϯͷݻ༗ؔ
Ͱද͞ݱΕΔͱ͍͏Ͱڞ௨͓ͯ͠Γ, ͭ·
Γզʑͷ͍KolmogorovྲྀΛٿ໘֦ு͠
ͨઃఆͰ͋Δ.

2 ํఔࣜࢧ

զʑ͕ѻ͏ํఔࣜ,ٿ໘্ͷඇѹॖ ݩ࣍2
Navier-StokesྲྀΕΛهड़͢Δແݩ࣍Խ͞Εͨ
Ӕํఔࣜ,

∂∆ψ

∂t
+J(ψ,∆ψ) =

1

R
(∆ + 2)∆ψ + F (λ, µ),

Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱ tؒ࣌,λ, µܦͱ sinҢ
(µ = sinφ,φҢ)Λද͢ɽψྲྀΕؔͰӔ
∆ψͱද͞Ε, ∆୯Ґٿ໘্ͷਫฏϥϓ
ϥγΞϯͰ͋Δ. RReynolds, J(A,B) =

(∂A/∂λ)(∂B/∂µ) − (∂A/∂µ)(∂B/∂λ)Ϡί
ϏΞϯ, F (λ, µ) = (l(l+1)− 2)Y m

l (λ, µ)/R
Ӕ੍ڧͰ, Y m

l (λ, µ) 4πʹਖ਼نԽ͞Εͨશ
 l,ܦํmͷٿ໘ௐؔͰ͋Δ.

೪ੑ߲ͷ 2∆ψ/R೪ੑ߲Λ ࠲σΧϧτݩ࣍3
ඪ͔Β વʹಋࣗʹࡍΔ͢ඪʹม࠲໘ٿݩ࣍2
ग़͞ΕΔ߲Ͱ, ͜ͷ߲ʹΑΓܥͷશ֯ӡಈྔ

อଘ͞ΕΔ.

3 ݁Ռ

໘ௐؔٿ Y m
1 (λ, µ)ʹΑͬͯද͞ΕΔྲྀ

ΕؔͷϓϩϑΝΠϧ unimodalͳύλʔϯ
Λͭ. ͔͠͠,શ֯ӡಈྔอଘʹΑΓ,ඇઢܗ
ղ͜ͷϞʔυΛʹͨ࣋ͳ͍. Ӕ੍͕ڧ
Y m
2 (λ, µ)ͷॏͶ߹ΘͤͰද͞ΕΔ߹, ҙͷ

ReynoldsͰେҬతʹۙ҆ఆͳࣗ໌ղ͕ଘ
Δ͢ࡏ [6].

Ӕ੍ڧͷܦํ m = 0ͷ߹,ܦ
ํʹฏߦͳͤΜஅྲྀͷࣗ໌ղ͕ଘ͢ࡏΔ.

શ l = 3ͷ߹,ࣗ໌ղ͔Β Hopf͢ذ
Δఆৗਐߦ (TW)Λ͚ͨͭݟ. ͜ͷղߴ
Reynolds Ͱਖ਼ͱෛೋରͷӔͷղͱͳΔ (ਤ
1-a)[6]. ͳ͓,TWͷ͔ذΒ 2ͭͷ pitch-fork

ذͱ HopfذΛ͚ͨͭݟ. pitch-forkذ
͔Βఆৗਐߦ͕,Hopf͔ذΒܦํͷฒ
ਐγϑτΛ͏पظղ (relative periodic orbit)

͕͢ذΔ. Reynolds͕૿Ճͯ͠,͜ΕΒ
ͷղͷྲྀΕؔͷӔͷ TWͷͦΕΑΓগ
ͳ͘ͳΒͳ͍. ʹ࣍ l = 4ͷ߹,ࣗ໌ղ͔Β
,ղΛͯ͠ظΔఆৗղ,प͢ذ ྲྀΕؔ
 3ͭҎ্ͷӔΛͭ (ਤ 1-b). Homotopyύ
ϥϝʔλαΛ༻͍ͯӔ੍ڧΛF (µ) = 10(1−
α)Y 0

3 (µ)/R+(l(l+1)−2)αY 0
l (µ)/Rͱ͠,TW

ΛαΛ 0͔Β 1มԽͤͨ͞ͱ͜Ζ,TWα =

1ͰఆৗղʹHomotopyଓͨ͠. ͜ͷղͷྲྀ
ΕؔͷϓϩϑΝΠϧߴReynoldsͰਖ਼ͱෛ
ೋରͷӔͱͳͬͨ (ਤ 1-c). ͳ͓ReynoldsΛ
ม͑ͯ,͜ͷղͷذࣗ໌ղʹଓ͠ͳ͍.

͜ͷ͜ͱ,ࣗ໌ղʹ͕ܨΔߏذ͚ͩΛௐ
ͯ, ྲྀΕ͕ؔ୯७ͳύλʔϯͷඇઢܗղ
Λ͚ͭݟΔ͜ͱͰ͖ͳ͍͜ͱΛࣔࠦ͢Δ. ͞
Βʹ l = 5, 6, · · · , 9ͱม͑ͯTWΛHomotopy

ଓ͢Δͱ, Ͳͷղߴ ReynoldsͰਖ਼ͱෛ
ೋରͷӔ͔ΒͳΔྲྀΕؔͱͳͬͨ.

Ӕ੍ڧͷ͕ l = 3,m = 1ͷ߹,
,͕ͩࡶෳߏذ ߴ ReynoldsͰਖ਼ͱෛೋ
ରͷӔ͔ΒͳΔपظղΛ͚ͨͭݟ (ਤ 2). ͞Β
ʹ,Ӕ੍ڧͷ͕ l = 3,m = 3ͷ߹ਖ਼
ͱෛೋରͷӔ͔ΒͳΔपظղΛ͚ͨͭݟ. ͭ·
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Γ,ྲྀΕؔͷϓϩϑΝΠϧ͕ਖ਼ͱෛೋରͷӔ
͔ΒͳΔղఆৗղ͚ͩͰͳ͘,पظղͷ߹
͋Δ.

͜ΕΒͷ݁Ռ ฏ໘τʔϥεʹ͓͚Δݩ࣍2
unimodalղͷ݁ՌͱΑ͍ͯ͘ࣅΔ. Kim and

Okamotoͷ༧ͱฒͯ͠ߦ, ໘্Ͱఆৗٿ“
ղؒ࣌͘͠पظղͷू߹ͷதʹগͳ͘ͱ
ͻͱͭਖ਼ͱෛೋରͷӔ͔ΒͳΔղ͕ଘ͢ࡏ
Δ” ͜ͱ͕༧͞ΕΔ.

ਤ 1. Ӕ੍ڧͷܦํm = 0ͷ߹ͷෆมղͷྲྀ
Εؔ:(a)l = 3, Re = 106 ͷ TW, (b) l = 4, Re = 103

Ͱͷࣗ໌ղͷୈҰذͷपظղͷεφοϓγϣοτ, (c)
l = 4, Re = 106 Ͱͷ TW ͔Β Homotopy ଓͨ͠ఆ
ৗղ.
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1 ͡Ίʹ

Εؒ࣌ (λΠϜϥάɺ୯ʹ delayͱॻ͘͜
ͱ͋Δ.) γεςϜΛෆ҆ఆԽͤ͞Δ͜ͱ
͋Δ (delay-induced instability)͠ɼෆ҆ఆͳ
Λ͍ΕΔ͜ͱʹΑΓޚΕΛؚΉ੍ؒ࣌ಓΛي
҆ఆԽͤ͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱ͋Γ ([1]: DF

͔Β͍Ζ͍Ζͳ؍ɼ”҆ఆੑ”ͱ͍͏(ޚ੍
ଆ໘Λͭ
͜͜ͰɼλΠϜϥάͷͳ͍ܥʹ͓͍ͯղ

ͷരൃͳͲ͖ىͳ͍ܥΛ͑ߟɼͦ͜ʹλΠϜ
ϥάΛೖΕΔ͜ͱʹΑΓํఔࣜܥͷੑ࣭͕Ͳͷ
Α͏ʹมΔ͔Λɼղͷരൃɼͱ͍͏ࢹ͔Βߟ
Δɽ͢
ຊߨԋͰ؆୯ͳ߹ͱͯ͠ 1ͭͷݻఆؒ࣌

Ε τ > 0ΛؚΉ x(t) ∈ Rnʹؔ͢Δ 1֊ͷ
Ԇඍํఔࣜ (DDE)ܥ:

dx

dt
= f(x(t), x(t− τ)) (t > 0),

x(t) = φ(t) (−τ ≤ t ≤ 0)

Λ͑ߟΔɽߨԋऀ͕ௐͨൣғͰ͋Δ͕ɼDDE

ͷരൃͷֶղੳͷจ͋·Γଟ͘ͳ͍.

[2]ͳͲ͕͋Δ͕ɼݩͷ͕രൃղΛͭ࣋߹
Λͯ͑ߟɼdelay߲ΛՃͨ͠߹ͷޮՌΛߟ
,ԋͰߨΔɽຊ͍ͯ͠ Λѻ͍ɼλΠܥݩ࣍2
Ϝϥάͷͳ͍ݩͷܥେҬۙ҆ఆͳϦϛοτ
αΠΫϧΛͭ߹Λ͑ߟΔɽ͜ͷϞσϧʹλ
ΠϜϥάΛೖΕΔ͜ͱʹΑΓ, ҙͷλΠϜϥ
άʹର͠, രൃղ͕ग़͢ݱΔ͜ͱΛड़Δ. ݱ
ஈ֊ͰॳؔظΛ͔ͳΓ੍ͨ͠ݶதͰͷղੳ
Ͱ͋Δ͕ɼͦͷঢ়گͰ ฏ໘ͷͲͷํݩ࣍2
ʹരൃ͍͔ͯ͘͠ʹ͍ͭͯใ͕ಘΒΕΔͷ
Ͱɼ͜Εʹ͍ͭͯใ͢ࠂΔ.

વͳ͕Βɼͯ͢ͷղ͕രൃ͢ΔΘ͚Ͱ
ͳ͍ͷͰɼ͕͋ؒ࣌Εඇരൃղʹ͍ͭͯͷߟ
ڍຯਂ͍ڵΒΕΔݟʹɼരൃʹ͍ͨΔ·Ͱ
ಈʹ͍ͭͯɼࢉܭʹΑͬͯ༧ଌ͞Ε͍ͯΔ
༷૬ͳͲใ͢ࠂΔɽ

2 ओ݁Ռ: Delay-induced Blow-up

ͷ࣍ :Δ͑ߟΛܥݩ࣍2

x′ = x−y−x(x2+y2), y′ = x+y−y(x2+y2).

͜ͷํఔࣜܥɼ(x, y) = r(cos θ, sin θ)ͱ͓͘
ͱɼr′ = r − r3, θ′ = 1 ͱͳΓ୯Ґԁप্Λ֯
 1Ͱಈ͘पظղ͕ۙ҆ఆͳϦϛοταΠ
ΫϧͱͳΓɼෆ҆ఆͳෆಈͰ͋ΔݪΛআ͘
ॳظ͔Βͷيಓͯ͢͜ͷपظղऩଋ͢
Δɽ͜ͷํఔࣜ࣍ʹܥͷΑ͏ʹ delayΛೖΕΔ:

x′ = x− y − x(t− τ)(x2 + y2),

y′ = x+ y − y(t− τ)(x2 + y2).

͜ΕʹదͳॳؔظΛઃఆ͢Δ͜ͱͰҎԼΛ
ࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ఆཧɹҙͷ τ > 0 ʹର͠ɼ্ه༗࣌ݶ
ؒͰരൃ͢ΔղΛͭ࣋ɽ

͜ͷ݁ՌΑΓɼλΠϜϥάʹݩͷܥͷղي
ಓΛෆ҆ఆԽͤ͞Δ͚ͩͰͳ͘ɼΑΓ͘ڧɼ༗
Ռޮ͢͜ىΛҾ͖ݱΔരൃ͢ࢄͰൃؒ࣌ݶ
ঢ়گʹΑͬͯ͋Δ͜ͱ͕͔ͬͨɽ
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粘菌アルゴリズムにおける常微分方程式の数値解法について
小藤 俊幸
南山大学理工学部
e-mail : koto@nanzan-u.ac.jp

1 はじめに
粘菌アルゴリズムは，今から 10年ほど前に

日本人研究者 [1]によって提案されたグラフの
最短経路問題の解法である．イグノーベル賞を
受賞して話題になったので，記憶されている方
も多いのではないかと思われる．筆者は提案者
の一人である小林亮先生からお話を伺う機会が
あり，「なぜか答えが出る不思議なアルゴリズ
ム」という印象を受けた覚えがある．
忙しさに取り紛れて忘れていたのだが，最近，

このアルゴリズムについて，収束証明 [2, 3]が
与えられていることを知った．収束証明の勉強
を兼ねて，粘菌アルゴリズムを数値解析の観点
から考察してみたい．

2 粘菌アルゴリズム
G = (V, E) を連結なグラフとする．V が

頂点の集合，Eが辺の集合であり，頂点の数を
µ = ♯V , 辺の数を ν = ♯E とする．V は，2つ
の特殊な頂点，ソース（sで表す）とシンク（t

で表す）を含んでいて，各辺 e ∈ Eには，重み
le > 0が与えられているものとする．
粘菌アルゴリズムでは，各辺 e ∈ Eに量xe >

0と辺の適当な orientation のもとでの流量 qe

を考える．xe, qeは，微分方程式
dxe

dt
= |qe|− xe (e ∈ E) (1)

に従って，時間的に変化する．変数 xeの直観
的な意味は辺の太さである．方程式 (1) は流量
の多い辺は太くなり，そうでない辺は細くなる
ことを表していると考えられる．
頂点は vi (i = 1, ..., µ), 辺は ej (j = 1, ..., ν)

のように番号付けられているものとし，与えら
れた orientationでの接続行列を Aとする．A

は µ × ν行列であって，成分が

aij =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1 (viは ej の始点)

−1 (viは ej の終点)

0 (それ以外)

で与えられる．re = le/xe (e ∈ E)とおき，qe,

xe, leを辺の順 j = 1, ..., νで並べた ν次元ベク

トルをそれぞれ q，x, l とし，同様に，e = s

に対応する成分が 1，e = tに対応する成分が
−1，それ以外の成分が 0である ν 次元ベクト
ルを bとする．流量 qeは，最適化問題

⎧
⎨

⎩

minimize
∑

e∈E

re q2
e

subject to Aq = b
(2)

を満たすものとする．変数 xeと qeを (1)と (2)

から求め，t → ∞の極限を考えるのが粘菌ア
ルゴリズムである．
ν × ν行列RxをRx = diag(re)で定める．q

を (2)の最適解とするとき，目的関数の凸性か
ら，µ次元ベクトル uが存在して，

Rx q − uT A = 0 (3)

が成り立つ（Lagrangeの未定乗数法）．ベクト
ル uを用いると，流量は q = R−1

x AT uと表さ
れることから，(1), (2) はxとuを未知変数と
する微分代数方程式

⎧
⎨

⎩

dxe

dt
=

∣∣∣(R−1
x AT u)e

∣∣∣ − xe (e ∈ E)

0 = AR−1
x AT u − b

(4)

に書き直される．ただし，rankA = µ−1より，
AR−1

x AT は可逆でないため，このままでは指
数 1ではない．

3 指数オイラー法による離散化
λ (̸= 0)を定数，g(t)を既知関数とする．ま

た，∆t > 0 とし，tn = n∆t (n = 0, 1, ...) を
考える．微分方程式

dx

dt
= g(t) − λx (5)

の解は

x(tn+1) = x(tn)e−λ∆t

+ e−λtn+1

∫ tn+1

tn

g(s)eλsds

を満たす．被積分関数を定数 g(s) ≡ g(tn)で置
き換えることにより，指数オイラー法の公式

xn+1 = xne−λ∆t +
g(tn)

λ

(
1 − e−λ∆t

)
(6)
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が得られる．ここで，xnは x(tn)の近似値であ
る．微分方程式 (1) を指数オイラー法で離散化
すると，粘菌アルゴリズムの次のような計算手
順が得られる．

x0 を適当に与え，次式により，un, qn, xn

を順次計算する :

AR−1
x AT un = b (7)

qn = R−1
x AT un (8)

(xe)n+1 = (xe)n e−∆t

+
∣∣∣(qe)n

∣∣∣ (1 − e−∆t) (e ∈ E) (9)

任意の e ∈ Eに対して，(qe)n ≥ 0 が成り立
つならば，(9) から，

Axn = b =⇒ Axn+1 = b (10)

が成り立つ．このとき，さらに，

Vn = lT xn (11)

とおくと，

Vn+1 − Vn = lT xn+1 − lT xn

= (1 − e−∆t)
(
lT qn − lT xn

)

= (1 − e−∆t)
(
xT

nRxqn − xT
nRxxn

)

= (1 − e−∆t)
{(

xT
nRxxn

)1/2(
qT

nRxqn

)1/2

−xT
nRxxn

}

となることから，Ax0 = b, (qe)n ≥ 0 が成り
立つならば，Vn は単調減少数列となり，極限
lim

n→∞
Vn が存在する．

4 数値例
簡単な例題として，次の 2つのグラフについ
て，計算を行う．左の問題は 0 → 1 → 3 の経
路が節点 0から節点 3の最短経路（経路長 7）
を与え，右の問題は 0 → 1 → 3 と 0 → 2 → 3

の 2つの経路が最短経路（経路長はやはり 7）
を与える．

0   3

 1

 2

3 4

 6 2

 2
 8

0   3

 1

 2

3 4

 5 2

 2
 8

図 1. 簡単な例題

この 2つの例題に，上記のアルゴリズムを適
用して計算を行う．節点 iと節点 jを結ぶ辺に

対する変数 xの値を xij とするとき，n = 0 で
は，すべての辺の値 xij = 1として，∆t = 0.1

を用いて，n = 500 まで計算した結果は，左の
場合が

x01 = 0.994971, x02 = 0.002514

x03 = 0.002515, x12 = 0.000000

x13 = 0.994971, x23 = 0.002514

右の場合が

x01 = 0.499307, x02 = 0.499327

x03 = 0.001366, x12 = 0.000000

x13 = 0.499307, x23 = 0.499327

となる．左の場合は，最短経路の辺が 1，それ
以外の辺が 0と言う値，右の場合は，最短経路
の辺が 1/2，それ以外の辺が 0と言う値に収束
しているように思われる．
また，次の図は，左の場合において，いくつ

かの ∆tに対する Vn の変化の様子を示してい
る．右の場合も同様で，少なくともこのnの範
囲では，単調に減少している．やはり不思議な
アルゴリズムである．

10

15

20

 0  10  20  30  40  50  60
n 

∆t = 0.01

∆t = 0.1
∆t = 1.0

Vn 

図 2. Vn の変化
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非弱結合離散非線形Schrödinger方程式における
dark discrete soliton解の存在
吉村 和之
鳥取大学工学部
e-mail : kazuyuki@eecs.tottori-u.ac.jp

1 はじめに
離散非線形 Schrödinger (DNLS)方程式は，
種々の物理現象の記述に普遍的に現れる方程式
の一つである [1]．1次元 DNLS方程式は，以
下の常微分方程式系により定義される．

iψ̇n + κ(∆ψ)n + γ|ψn|2ψn = 0 (1)

ここで，n ∈ Z, ψn ∈ C, κ ≥ 0, γ = ±1であ
る．(1)式中の作用素∆は，次式で定義される
離散ラプラシアンである．

(∆ψ)n = ψn+1 + ψn−1 − 2ψn (2)

近年，空間離散的な非線形媒質における普遍
的波動現象として，局在モードが関心を集めて
いる [2]．本稿では，以下のような (1)式の局在
周期解を扱う．

ψn(t) = φn exp(−iωt) (3)

定数ω ∈ Rは角周波数，φnは時間変数 tに依存
しないサイト nの振幅を表す．振幅 φnが実数，
かつ，局在条件 |φn| → c, n → ±∞ ( cは定数 )

を満たす局在周期解は，Discrete Soliton (DS)

解と呼ばれる．特に，c = 0のとき bright DS

解，c ̸= 0のとき dark DS解と呼ばれる．本稿
では，dark DS解の存在を議論する．

DNLS方程式 (1)に対し，結合係数κがκ = 0

となる極限としてAnti-Integrable (AI) 極限が
定義される [3]．この極限では，(3)式の形を持
つ自明な周期解（AI解）が無限個存在する．例
えば，有限個の nに対し φn ̸= 0で他は φn = 0

である解は，bright DSに相当する AI解であ
り無限個存在する．十分小さい結合係数 κに対
し，bright DS解の存在が，それら AI解の一
意的延長を陰関数定理を用いて行うことにより
証明されている [3]．さらに，κがある程度大き
い非弱結合系に対しても，AI解の一意的延長
による bright DS解の存在証明が，Banachの
不動点定理を用いて与えられている [4]．
一方，dark DS解に相等するAI解も無限個
存在する．それらは，NL, NR ∈ Z, NL ≤ NR

および c > 0とするとき，φn = −c, n < NL

と φn = c, n > NR を満たすような AI解であ
る．bright DS解の場合と同様に，十分小さい
結合係数 κに対しては，dark DS解の存在が，
陰関数定理を用いたこれらのAI解の一意的延
長により証明される．しかしながら，κがある
程度大きい非弱結合系に対する dark DS解の
存在証明は，未だ与えられていない．本研究で
は，文献 [4]で提案された Banachの不動点定
理に基づくアプローチを用いて，1次元非弱結
合 DNLS方程式における dark DS解の存在定
理を与える．

2 定常DNLS方程式とAI極限
(1)式に (3)式を代入すると, φn ∈ Rに関す
る以下の連立代数方程式系が得られる．

ωφn + κ(∆φ)n + γφ3
n = 0, n ∈ Z (4)

(4)式を定常DNLS方程式と呼ぶ．γ = 1, ω < 0

に対する解と，γ = −1, ω > 4κに対する解の
間には一対一対応が在ることが知られているの
で，以下では γ = −1, ω > 4κを仮定する．

(4)式を簡単化するために，φn =
√

µun に
より変数 {un}n∈Z を定義する．ただし，µ =

ω− 2κである．(4)式より，{un}n∈Zに関する
以下の方程式を得る．

un − u3
n = −ε (un+1 + un−1) , n ∈ Z (5)

ここで，εは ε = κ/µにより定義されるパラ
メータである．(5)式のAI極限は ε = 0で定義
され，以下の無限個のAI解が存在する．

un = σn, σn ∈ {0,±1} (6)

各サイト振幅 un は独立に定めることができ，
unは 0または±1の値を取る．(6)式は，任意
のAI解 {un}n∈Zが，コード列 σ ≡ {σn}n∈Zに
より指定されることを示している．
コード列 σに対し，NL, NR ∈ Z, NL ≤ NR

が存在して σn = −1, n < NLと σn = 1, n >
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NRを満たすとき，σは dark DSに相当するAI

解を表すコード列とみなせる．このようなdark

DSを表すコード列の集合を S で表す．
l∞(Z)を有界な実数列 u = {un}n∈Z の空間

とし，そのノルムを ∥u∥ = supn∈Z |un|で定義
する．このとき，l∞(Z)はBanach空間となる．
(5)式を l∞(Z)における方程式と考えて解き，
ε > 0に対して，任意コード列 σ ∈ Sで与えら
れるAI解の延長に相当する dark DS解の存在
を証明する．

3 不動点問題の定式化
(5) 式の近似解 a = {an}n∈Z ∈ l∞(Z) で，

条件 1 − 3a3
n ̸= 0を満たすものを取る．変数

x = {xn}n∈Z を un = an + xn で定義すると，
(5)式より xに関する以下の方程式を得る．

xn =
1

1 − 3a2
n

[
−ε (xn+1 + xn−1)

+ 3anx2
n + x3

n + Rn(a)

]
, (7)

ここで，Rn(a)は次式で定義される．

Rn = −ε(an+1 + an−1) − an + a3
n (8)

(7)式の右辺は，パラメータ εに連続的に依存
する非線形写像 Fε : l∞(Z) × R → l∞(Z) を定
める．方程式 (7)の解は，写像 Fε の不動点と
見なすことができる．解の |n|に関する指数関
数的局在を保証するような l∞(Z)の閉凸部分
集合を定義し，その集合上で Fεが縮小写像と
なることを示して，dark DS解の存在が証明さ
れる．

4 主結果
σ ∈ S に対して, 集合 U−(σ) = {n; σi =

−1, i < n} と U+(σ) = {n; σi = 1, i > n}
を定義する. このとき，NL(σ) = max U−(σ),

NR(σ) = min U+(σ)と定義する．σ から延長
された dark DS解に対する近似解 an として，
次式で与えられる u∗

nを採用する．

u∗
n =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−
√

1 + 2ε n ∈ I−
σn − εχ(σn)(σn+1 + σn−1) n ∈ Ic√

1 + 2ε n ∈ I+

ここで，I− = {n; n ≤ NL−2}, Ic = {n; NL−
1 ≤ n ≤ NR + 1}, I+ = {n; n ≥ NR + 2}であ
る．また，χ(q)は χ(q) = (3δq,0 − 1)/2で定義

される整数 qの関数である．ただし，δq,0はク
ロネッカーのデルタを表す．この近似解を用い
て，1次元DNLS方程式に対し，以下のDS解
の存在定理が得られる．
定理 1 σ ∈ S と仮定する．ε0 = 0.1457, c0 =

0.16, r0 = 0.1 とする．このとき，区間 ε ∈
[0, ε0)において，εに関し連続で un(0) = σnを
満たす (5)式の解の族 {un(ε)}n∈Z が一意に存
在する．さらに，各 ε ∈ [0, ε0)に対し，解は次
式を満たす．

|un − u∗
n| ≤

⎧
⎪⎨

⎪⎩

c rNL−2−n if n ∈ I−
c if n ∈ Ic

c rn−NR−2 if n ∈ I+

ただし，c = c0 ε/ε0, r = r0 ε/ε0である．

注 1 0 ≤ r < 1なので，定理 1の不等式より，
n → ±∞のとき un(ε)は漸近値 ±

√
1 + 2ε に

指数関数的に収束する．この意味で，un(ε)は
指数関数的に局在している．
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可解カオス系の分布関数発展則の厳密な簡約と
そのシンプレクティック情報幾何
後藤振一郎, 梅野健
京都大学情報学研究科数理工学専攻
e-mail : goto.shinichiro.5r @kyoto-u.ac.jp, umeno.ken.8z @kyoto-u.ac.jp

1 概要
本研究では 1 次元エルゴード的力学系の一

つとして知られる一般化ブール変換族に注目す
る。特に初期分布関数を位置母数 ν と尺度母
数 γの 2つをパラメータに持つコーシー分布関
数に設定した場合を考える。この系において、
ペロン=フロべニウス方程式を厳密に簡約する
ことによって、分布の時間発展則を上半面空間
上の 2次元写像族の形 (ν, γ) !→ (ν ′, γ ′) で厳
密に導く。この導出した写像族はコーシー分布
のパラメーター空間上での力学系族であるとと
もに、フィッシャー計量 gと双対接続を導入す
ると、情報幾何学で知られる統計多様体上の力
学系となる。なお、この 2次元多様体の上にシ
ンプレクティック構造を誘導することも可能で
ある。以上を踏まえ、導出した 2次元写像族の
幾何学的特徴を情報幾何学的視点とシンプレク
ティック幾何学的視点から与える。

2 導入
可解カオス系は相関関数等の物理量の解析的

が得られ、理論物理、応用数学分野において、
様々な役割を果たす。それらの知見を用いて工
学へも応用される。その可解カオス系の一つと
して、ブール変換という 1次元空間上の写像が
知られている。近年、その一般化と基礎的数理
の理解が進み、それらを使った応用が提案され
ている。その一般化された写像は「一般化ブー
ル変換」と呼ばれ、1パラメーターを有する混
合的力学系族をなしている。エルゴード的性質
を使い、物理量の無限時間平均値が積分表示さ
れるため、こういった写像族での次の興味の対
象となるのが、緩和の理解となる。緩和の理解
は分布関数の時間発展を調べることに帰着され
る。分布関数の時間発展はいわゆるペロン=フ
ロべニウス方程式に従うが、その解析は通常困
難である。従って、ペロン=フロべニウス方程
式を有限次元多様体上の力学系へ帰着できたと
すると、それは福音である。
情報幾何学は、数理統計学の幾何学化として

知られ、統計学や数学や物理学で盛んに研究さ
れている。情報幾何学で研究されている統計多
様体と呼ばれる多様体は有限個のパラメーター
で記述される分布関数を表現するのに適してい
る。更に統計多様体の次元が偶数であれば、シ
ンプレクティック多様体を誘導することができ、
古典力学の幾何学であるシンプレクティック幾
何学を持ち込み、シンプレクティック幾何学で
発展した手法や事実を統計多様体にもたらすこ
とが可能となる。
以上を踏まえ本研究は、一般化ブール変換族
の分布関数の時間発展則を厳密に簡約し、統計
多様体上の力学系族を導出する。そして、その
力学系族を情報幾何学やシンプレクティック幾
何学を使って特徴付ける [1]。

3 一般化ブール変換族 (復習)

本章では、本研究で用いる一般化ブール変換
族の定義とその性質をまとめる。

定義 3.1. R− = R \ R∞
− を 実数直線 Rの

部分集合で、R∞
− は後ほど指定される。αを

0 < α < 1を満たす実数、Fα : R− → R− を
以下の形の写像とする。

Fα(ξ) = α

(
ξ − 1

ξ

)
, ξ ∈ R−.

ここでR∞
− は Fα がすべての点 ξ ∈ R− で有

限になるような集合である。この写像 Fαもし
くは取り得るすべてのαを含む写像族 {Fα} の
ことを一般ブール変換 (族)と呼ぶ。

以下が知られている。

定理 3.1. (梅野 & 大久保, 2016): 一般化ブー
ル変換での不変測度は以下で与えられる

µα(dξ) = C

(
ξ; 0,

√
α

1− α

)
,

ここでC (ξ; ν, γ)は位置母数 νと尺度母数 γの
コーシー分布である:

C (ξ; ν, γ) =
1

π

γ

(ξ − ν) 2 + γ 2
, (ν, γ) ∈ H. (1)
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また、H := R× R>0は上半面平面である。

4 パラメーター写像族
一般に、写像の分布関数の時間発展則 ρn !→

ρn+1は以下のいわゆるペロン=フロべニウス方
程式に従う。本研究では 1次元写像 ξ ′ = Fα(ξ)

を対象にし、

ρn+1(ξ
′) =

∑

ξ=F−1
α (ξ ′)

1∣∣∣dFα
dξ

∣∣∣
ρn(ξ), n ∈ Z

である。この方程式に関して、以下が成り立つ。

定理 4.1. (後藤 & 梅野, 2017): 一般化ブール
変換族において、もし ρn(ξ) = C(ξ; ν, γ) であ
るなら、ρn+1(ξ ′) = C(ξ ′; ν ′, γ ′)。ここで

ν ′ = α ν
γ 2 + ν 2 − 1

γ 2 + ν 2
, γ ′ = αγ

γ 2 + ν 2 + 1

γ 2 + ν 2
.

上の定理で現れる H → H の写像に名前を
つけよう。まず、(ν ′, γ ′) = Fα(γ, ν), ν ′ =

Fα,ν(ν, γ), γ ′ = Fα,γ(γ, ν) とする。

定義 4.1. 定理 4.1 での写像 Fα : (ν, γ) !→
(ν ′, γ ′) をパラメーター写像、もしくはすべて
の 0 < α < 1を考える時はパラメーター写像
族と呼ぶ。

αを固定した時、パラメーター写像にはただ
1つの不動点がある:

(ν, γ) =

(
0,

√
α

1− α

)
.

以下のように、分布関数の時間発展FαをFα

を使って記述可能であることが証明できる。

補題 4.1. (ν, γ), (ν ′, γ ′)を (ν ′, γ ′) = Fα(γ, ν)

を満たす Hの点の組、複素変数 s = ν − i γ,

w = ν+i γ, s ′ = ν ′− i γ ′, w ′ = ν ′+i γ ′,( i =√
−1)とする。すると、写像 (s, w) !→ (s ′, w ′)

は s ′ = Fα(s)と w ′ = Fα(w)と書ける。

また、Fαを Fαを使って記述可能である。

補題 4.2. (ξ 1, ξ 2) をR−×R−の点、ξ̃ = ξ 1+

i ξ 2 とする。すると以下が成立する :

Fα( ξ̃ ) = Fα,ν(ξ
1, ξ 2) + iFα,γ(ξ

1, ξ 2).

5 シンプレクティック情報幾何
本稿では (1)の分布を扱うが、これはHの点

によって一意に指定される。Hは多様体であり、

次の計量 gを入れ、(H, g)をリーマン多様体と
みなす。まず、分布関数 p ζ を p ζ(ξ) = C(ξ; ζ),

ζ = (ζ 1, ζ 2) = (ν, γ) と表示する。

定義 5.1. 以下の2×2行列{g ab}をフィッシャー
情報行列と呼ぶ。

g ab =

∫

H

∂ ln p ζ(ξ)

∂ζ a

∂ ln p ζ(ξ)

∂ζ b
p ζ(ξ)dξ,

また、g =
∑2

a,b=1 g abdζ a⊗dζ b をフィッシャー
計量 (テンソル)と呼ぶ。

コーシー分布 (1)に対する gは以下である

g(ν, γ) =
dν ⊗ dν + dγ ⊗ dγ

2γ 2
.

以下が証明できる。

命題 5.1. (後藤 & 梅野, 2017): (ν, γ), (ν ′, γ ′)

を (ν ′, γ ′) = Fα(ν, γ)を満たす点とする。する
とA = ν 2 + γ 2とおいて、以下が成立する。

dν ′ ⊗ dν ′ + dγ ′ ⊗ dγ ′

2(γ ′) 2
=

[
1− 4γ 2

(1 +A) 2

]
g.

Hには概複素構造 J : TH → TH, JJ = −Id

で g(JX, JY ) = g(X,Y ), (∀X,Y ∈ TH) を満
たすものを導入できる。ここで Id は恒等写像
である。
シンプレクティック統計 (SS)多様体とは、以
下を満たす (H, g, J,∇)である。まず gと接続
∇は双対接続を誘導し、(H, g,∇)はいわゆる
統計多様体をなす。なお、(g, J)により 2形式
ω を ω(X,Y ) = g(JX, Y ), (∀X,Y ∈ TH)と誘
導し、∇は∇ω = 0を満たす。なお、(H,ω)は
シンプレクティック多様体である。

定理 5.1. (後藤 & 梅野, 2017): (H, g)に J を
導入して、正準 2形式 ωを誘導できる:

J = dγ ⊗ ∂

∂ν
− dν ⊗ ∂

∂γ
, ω =

dν ∧ dγ

2γ 2
.

正準座標 (q, p) は ω = dp∧ dqとなる座標で決
めると、q = ν, p = 1/(2γ)である。gでレビチ
ビタ接続を誘導し、パラメーター写像族 {Fα}
は SS多様体上の力学系族である。

参考文献
[1] S. Goto and K. Umeno, “Maps on

statistical manifolds exactly reduced from

the Perron-Frobenius equation for solvable

chaotic maps”, arXiv:1707.03607.
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結合可解カオス系の提案とその特異的な振る舞いについて–可解カオス場
の理論の構築に向けて–

梅野　健 1

1京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻
e-mail : umeno.ken.8z@kyoto-u.ac.jp

1 概要
　カオスを結合した系（結合写像系）は, 1980

年代から研究されてきたが [1, 2], 　一般には
少数自由度系の場合に数値計算でしかその特性
が計算できない. 一方, エルゴード的な不変測
度を明示的に　与えられる１次元カオス系が可
解カオスとして研究せれてきた [3, 4, 5]. 　こ
こでは, その可解カオスの結合系として, 任意
自由度で極限分布を明示的に与えられる系を結
合可解カオス系として提案する. 　更にこれは,

通常の場の理論が結合系の連続極限として得ら
れるのと同じく, 　結合写像系の空間方向の差
分 ∆をゼロとする連続極限によって　可解カ
オス場の理論の構築が可能となる.

2 結合可解カオス系 (ネットワーク)

ここでは,パラメータα,β(0 < α < 1,β > 0)

で混合性 (カオス性)を持つことが証明された
[6]一般化ブール写像 f(x) = αx−β 1

x
が結合す

る以下の 7つの結合可解カオス系 (ネットワー
ク)を考える. D, ϵ, ϵ1, ϵ2,K > 0とする.

1) モデル 1 (拡散結合型ネットワーク)

x(i)n+1 = f(x(i)n ) +
D(x(i+1)

n + x(i−1)
n )

2

2) モデル 2 (拡散結合型ネットワーク)

x(i)n+1 = f(x(i)n )

+
D

2
(f(x(i+1)

n ) + f(x(i−1)
n ))

3) モデル 3 (リング型結合型ネットワーク)

x(i)n+1 = f(x(i)n ) + ϵx(i−1)
n

4) モデル 4(リング型結合型ネットワーク)

x(i)n+1 = f(x(i)n ) + ϵf(x(i−1)
n )

5) モデル 5 (双方向結合型ネットワーク)

xn+1 = f(xn) + ϵ1yn
yn+1 = f(yn) + ϵ2xn

6) モデル 6 (大域的結合型ネットワーク)

x(i)n+1 = f(x(i)n ) +K
N∑

j ̸=i

x(j)n

7) モデル 7 (大域的結合型ネットワーク)

x(i)n+1 = f(x(i)n ) +K
N∑

j ̸=i

f(x(j)n )

ここで全てのモデルについて, 時刻 nは離散的
n ∈ N であり,力学変数x(i)n の種類を示す整数 i

は, 0 ≤ i ≤ Nを満足し,モデル 1∼4は, N個の
カオス系が結合したモデルで周期的境界条件
x(N)
n = x(0)n が課されるとし, 全ての力学変数は
実数, つまり x(i)n , xn, yn ∈ Rとなる.

3 コーシー極限分布への繰り込み
元の力学系 xn+1 = f(xn)は, リアプノフ指

数 λ = log(1+ 2
√
α(1− α)) > 0のカオスであ

り, 尺度母数 γ =

√
β

1− α
> 0のコーシー分布

µ(dx) =
γdx

π(x2 + γ2)
をR上の不変測度として

持ち, 極限分布はコーシー分布に一致すること
が知られている [6]. ここでは, 文献 [5]に従い,

結合定数 D,K, ϵ1, ϵ2 の絶対値が充分 0に近い
として,それぞれの力学変数 x(i)n , xn, ynの極限
分布を尺度母数 γ, γx, γyのコーシー分布として
持つと仮定する. すると, g(γ) ≡ αγ+β

1

γ
に対

して, 以下 γ が満足する方程式 (極限分布への
繰り込みを示す方程式)が得られる.

1) モデル 1: γ = g(γ) +Dγ

2) モデル 2: γ = g(γ) +Dg(γ)

3) モデル 3: γ = g(γ) + ϵγ

4) モデル 4: γ = g(γ) + ϵg(γ)

5) モデル 5:

γx = g(γx) + ϵ1γy, γy = g(γy) + ϵ2γx
6) モデル 6: γ = g(γ) +K(N − 1)γ

7) モデル 7: γ = g(γ) +K(N − 1)g(γ).

295



よって極限分布の尺度母数 (モデル 1-4,モデル
7,8は対称性から共通の γ を持つとする)を求
めると, それぞれ以下の様になる.

1) モデル 1解: γ =

√
β

1− α−D

2) モデル 2解: γ =

√
β(1 +D)

1− α(1 +D)

3) モデル 3解: γ =

√
β

1− α− ϵ

4) モデル 4解: γ =

√
β(1 + ϵ)

1− α(1 + ϵ)

5) モデル 5解: Λ = γxγy とし,

Λ = β
(ϵ1 + ϵ2) +

√
(ϵ1 − ϵ2)2 + 4(1− α)2

2((1− α)2 − ϵ1ϵ2)

γx =

√
β + ϵ1Λ

1− α
, γy =

√
β + ϵ2Λ

1− α

6) モデル 6解: γ =

√
β

1− α−K(N − 1)

7) モデル 7解: γ =

√
β(1 +K(N − 1))

1− α(1 +K(N − 1))
.

4 極限分布解と共鳴型超拡散
今,それぞれのモデルの結合定数D, ϵ, ϵ1, ϵ2,K

が全て 0の時, この結合可解カオス系の結合が
無くなり,　独立な可解カオスとなり全ての力学

変数は尺度母数γ =

√
β

1− α
> 0のコーシー分

布を極限分布として持つが, この結合定数を少
しずつ正の方に大きくすることを考える。する
と,前節で得られた尺度母数の分母の項が0とな
る有限の臨界結合定数Dc, ϵc, Ec(≡ [ϵ1ϵ2]c),Kc

で尺度母数が発散するという興味深い現象が起
こる. この臨界結合定数は, 前節の尺度母数の
解から, 以下の通りに与えられる.

1) モデル 1臨界点: Dc = 1− α > 0

2) モデル 2臨界点: Dc =
1− α

α
> 0

3) モデル 3臨界点: ϵc = 1− α > 0

4) モデル 4臨界点: ϵc =
1− α

α
> 0

5) モデル 5臨界条件: ϵ1ϵ2 = (1− α)2 > 0

6) モデル 6臨界点: Kc =
1− α

N − 1
> 0

7) モデル 7臨界点: Kc =
1− α

α(N − 1)
> 0 .

モデル 1∼ 5　は, 結合による効果から, 上記の
臨界点又は臨界条件を満足する有限の結合定数

で尺度母数が発散する. 尺度母数の発散の仕方
は, δ > 0をそれぞれの結合定数の臨界点からの
ずれ (例えば, モデル 1の場合, δ = Dc−D > 0

となる)とすると, γ = O

(√
1

δ

)
の様に δ → 0

の極限で, 尺度母数 γ が発散することが解る.

この特異的な振る舞いを,共鳴型超拡散と言い,

一方向ではなく系全体として双方向で結合され
る結合カオス系の特有の振る舞いと考えること
ができる.

5 連続極限：カオス場の理論構築に向けて
ここで, 前節で求めた結合定数の臨界点から

N → ∞の極限を考えてみる. これは物理学で
言うと一般に熱力学的極限をとることに相当す
るが, まずモデル 6∼7は, N → ∞で, Kc → 0

となり, 有限の結合定数を持つ連続極限は存在
しないことを意味する. これは, 一般化中心極
限定理の教えるところによりコーシー分布の重
ね合わせでO(N)以上の大きさで各変数を割ら
なければ極限分布に収束しないことと等価であ
る. 一方, モデル 1∼4は, N → ∞の連続極限
で, 有限の結合定数が生き残る意味ある総合結
合型のカオス場の理論を提供する. 特にモデル
2の結合項は拡散項 [1]を示し, カオスと拡散項
からなるカオス場の理論と見ることができる.

その連続極限 (カオス場の理論)の場合において
も, 拡散係数が, D = Dc =

1− α

α
> 0の臨界

点に近付くと, 質的に異なる振る舞い (共鳴型
超拡散という臨界現象)が起きると予言される.

参考文献
[1] Kunihiko Kaneko, Prog. Theor. Phys. ,

Vol. 72 (1984), 480–486.
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(1998), 2644–2647.
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超一般化Boole変換の exact性
大久保 健一 1, 梅野　健 1

1京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻
e-mail : okubo.kenichi.65z@st.kyoto-u.ac.jp

e-mail : umeno.ken.8z@kyoto-u.ac.jp

1 概要
時間発展する軌道の不安定性を特徴付ける量

としてカオス性が知られている. 一般にカオス
軌道とは初期値鋭敏性で代表される指数関数的
不安定性をもつ軌道をさす. Lyapunov指数 λ

という量を計算し, その符号を評価することで,

軌道のカオス性を決定することが多い.

Lyapunov指数は無限時間の時間発展を観測
し, その時間平均として定義されるので, 一般
に解析的な値を求めることは簡単ではない. し
かし, エルゴード性が証明された系であれば,

Lyapunov指数を解析的に求めることができる.

本発表では, 超一般化 Boole変換 (以下 SGB

変換)があるパラメータの範囲で Exact性 (エ
ルゴード性より強い条件)をもつことと, ある
パラメータの範囲でコーシー分布を不変密度関
数としてもつことを証明する.

Exact性から Lyapunov指数をパラメータの
関数として陽に導出し, Lyapunov指数が 0と
なる臨界点での臨界指数を導出した. その結果,

一般化 Boole変換 (BG変換)では観測できな
かった現象が見られた.

2 背景:一般化Boole変換
はじめに, 一般化Boole変換 (BG変換)を以
下のように定義する.

Tα,β : R\A → R\A,
xn+1 = Tα,βxn = αxn − β

xn
,

(1)

ここで, α > 0,β > 0であり, 集合 Aは有限
回のイテレーションで特異点に写される点集合
を表す. 講演者たち [1] は 0 < α < 1の範囲
で, GB変換が混合性 (エルゴード性より強い条
件)をもつことを証明し, Lyapunov指数をパラ
メータ αの関数として陽に導出した.

λ(α,β) = log
(
1 + 2

√
α(α− 1)

)
. (2)

これを用いて, Lyapunov指数が 0となるα = 0

の点と α = 1の点での Floquet乗数を求めた

結果, α = 0では Type 3 のインターミッテン
シーが発生し, α = 1では Type 1 のインター
ミッテンシーが発生することがわかった.

3 超一般化Boole変換
まず, cot関数のK倍角に対応する関数FK(x)[4]

を以下のように定義する.

FK(cot θ) = cot(Kθ). (3)

関数FK(x)を用いて,超一般化Boole変換SK,α

を以下のように定義する.

SK,α : R\B → R\B, (4)

xn+1 = SK,αxn = αKFK(x). (5)

例として, K = 3, 4, 5の時の SK,αの形は以下
のように表される.

S3,α(xn) = 3α
x3n − 3xn
3x2n − 1

, (6)

S4,α(xn) = 4α
x4n − 6x2n + 1

4x3n − 4xn
, (7)

S5,α(xn) = 5α
x5n − 10x3n + 5xn
5x4n − 10x2n + 1

. (8)

4 不変密度関数とExact性
講演者は任意のKについて,写像SK,αがコー
シー分布

fγK,α(x) =
1

π

γK,α

x2 + γ2K,α

(9)

を不変密度関数としてもつための αの条件 (条
件A)を求めた.

定義 1. 条件 A: K が 2N,N ∈ Nの場合, 0 <

α < 1. K が 2N + 1の場合, 1
K2 < α < 1.

条件 Aを満たすとき, 写像 SK,αはコーシー
分布を保存し, そのようなコーシー分布は唯一
に定まる. ここで, K = 3, 4, 5の尺度母数 γK,α
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は以下のようになる.

γ3,α
def
=

√
9α−1
3−3α ,

γ4,α
def
=

√
6α−1+

√
32α2−8α+1

2(1−α) ,

γ5,α
def
=

√
−5(1−5α)+

√
20(25α2−6α+1)

5(1−α) .

(10)

5 Exact性
講演者は任意のK で, 条件Aを満たすとき,

力学系が exact[2, 3]であることを証明した. Ex-

act性を用いて, 発表者は Type 1 のインター
ミッテンシーが生じる時, Lyapunov指数の臨
界指数が 1/2であることを任意のK で証明し
た [4]. Exact性が証明されたパラメータの範
囲では, エルゴード性が成り立ち, Lyapunov指
数を不変密度関数を用いて導出することができ
る. 以下, K = 3, 4, 5の場合の Lyapunov指数
λ3,α,λ4,α,λ5,α の関数形をそれぞれ上から順に
示す.

log

∣∣∣∣
1
α

(
3(1−α)

8

)2 [
1 +

√
9α−1
3−3α

]4∣∣∣∣ ,

log

∣∣∣∣
α(1+γ4,α)6

γ24,α(1+γ
2
4,α)

2

∣∣∣∣ ,

log
∣∣∣ 25
256α

(1−α)4
(
√
125α2−30α+5+11α−1)2

|1 + γ5,α|8
∣∣∣

(11)

K = 3, 4, 5の場合のLyapunov指数の計算結
果と理論値の比較を以下の図 1-3に載せる.
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図 1. K = 3の時の Lyapunov指数の数値計算結果と理
論値. 1

9 < α < 1で数値計算結果と理論曲線が一致して
いる.
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図 2. K = 4の時の Lyapunov指数の数値計算結果と理
論値. 0 < α < 1で数値計算結果と理論曲線が一致して
いる.
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図 3. K = 5の時の Lyapunov指数の数値計算結果と理
論値. 1

25 < α < 1で数値計算結果と理論曲線が一致して
いる.
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ؔͷͨΊͷDouble-shift-invertࢦྻߦ Arnoldi๏

ຊڮ ༔߳ 1, ࣉ ོ 2

ηϯλʔڀݚ߹ॴֵ৽౷ڀݚՊɾཧԽֶڀݚֶጯٛक़େֶཧܚ1
෦ֶጯٛक़େֶཧܚ2
e-mail : 1yukahashimoto@math.keio.ac.jp, 2nodera@math.keio.ac.jp

1 ং

ɼภඍํఔࣜͷࢉܭؔͷࢦྻߦ
ղΛٻΊΔ্ͰॏཁͰ͋ΔɽຊڀݚͰɼࣜ࣍
ͷΑ͏ͳࢦྻߦؔͱϕΫτϧͷੵΛ͢ࢉܭ
Δ͜ͱΛ͑ߟΔɽ

eAv, A ∈ Rn×n, v ∈ Rn

ଘख๏ʹɼArnoldiطΔ͢ࢉܭؔΛࢦྻߦ

๏ʢAE ๏ʣɼShift-invert Arnoldi ๏ʢSIAE

๏ɽRD-rational Krylov๏ͱݺΕΔ [1]ʣɼ
Rational Krylov๏ʢRKE๏ʣ͕ ͋ΔɽAE๏
AͷҬW (A)͕ෳૉฏ໘্ൣғʹ͢Δ
΄Ͳɼ෮ճ͕૿Ճ͢Δɽͨͩ͠ɼW (A) =

{x∗Ax ∈ C | x ∈ Cn, ∥x∥ = 1} Ͱ͋ΔɽSIAE

๏RKE๏֤෮ʹ͓͍ͯγϑτͱݺΕ
Δ༻͍ͯҬͷΛվળͤ͞Δ͜ͱͰ෮
ճΛݮগͤ͞Δɽ͜ΕΒͷํ๏Ͱɼγϑτ
֤෮ʹ͓͍ͯ1ͭ༻͍ΔɽຊߘͰɼ֤ ෮
ʹ͓͍ͯγϑτΛ 2ͭ༻͍Δ͜ͱͰҬͷ
ͷ͞ΒͳΔվળΛਤΓɼ෮ճΛ͞Βʹݮগ
ͤ͞ΔDouble-shift-invert Arnoldi๏ʢDSIAE

๏ʣΛఏҊ͢Δɽ

2 Shift-invert Arnoldi๏

(γI−A)−1ʹର͢ΔKrylovաఔΛ࣮͢ߦΔɽ
ͨͩ͠ɼγ > 0γϑτͰ͋Δɽ

hj+1,jvj+1 = (γI −A)−1vj −
j∑

k=1

hk,jvk

͜ΕΛmεςοϓ͜͏ߦͱͰɼ͕ࣜ࣍ಘΒΕΔɽ

V ∗
m(γI −A)−1Vm = Hm

ͨͩ͠ɼVm = [v1, · · · , vm]ɼHm hijΛ
m×mͭ࣋ʹ HessenbergྻߦͰ͋Δɽ͜ΕΛ
༻͍ͯɼࣜ࣍ͷΑ͏ʹۙ͢ࣅΔɽ

eAv = fγ((γI −A)−1)v

≈ Vmfγ(Hm)V ∗
mv

ͨͩ͠ɼfγ(z) = eγ−z−1
Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱɼfγ((γ

− w)−1) = ewཱ͕͢Δɽ
ͷఆཧཱ͕͢Δ࣍ରͯ͠ɼʹࠩޡࣅۙ [1]ɽ

ఆཧ 2.1 Sρ,θ := {z ∈ C | | arg z| < θ, 0 <

|z| ≤ ρ}ɼPmΛɼm࣍ҎԼͷଟ߲ࣜશମɼΓ∗Λ
Sρ∗,θ∗(ρ∗ ≥ ρ/(1− sin(θ∗− θ)), θ < θ∗ < π/2)

ͷڥքͱ͢Δͱ

W ((γI −A)−1) ⊆ Sρ,θ

ͳΒɼཱ͕ࣜ࣍͢Δɽ

∥eAv − Vmfγ(Hm)V ∗
mv∥

≤ ∥v∥
π sin(θ∗ − θ)

× min
p∈Pm−1

∫

Γ∗

∣∣∣∣
fγ(λ)− p(λ)

λ

∣∣∣∣ |dλ| (1)

3 Double-shift-invert Arnoldi๏

(γ1I −A)−1(γ2I −A)−1ʹର͢ΔKrylovա
ఔΛmεςοϓ͜͏ߦͱͰɼ͕ࣜ࣍ಘΒΕΔɽ
ͨͩ͠ɼγ1, γ2 > 0γϑτͰ͋Δɽ

V ∗
m(γ1I −A)−1(γ2I −A)−1Vm = Hm

͜ΕΛ༻͍ͯɼࣜ࣍ͷΑ͏ʹۙ͢ࣅΔɽ

eAv = fγ1,γ2((γ1I −A)−1(γ2I −A)−1)v

≈ Vmfγ1,γ2(Hm)V ∗
mv

ͨͩ͠ɼfγ1,γ2C\(−∞, 0]্Ͱఆٛ͞Εͨؔ

Ͱɼfγ1,γ2(z) = e(γ1+γ2)/2−
√

(γ1−γ2)2+4z−1/2

Ͱ͋Δɽz ∈ C \ (−∞, 0]ͳΒ (γ1 − γ2)2 +

4z−1 ∈ C \ (−∞, 0]Ͱ͋Δɽ
√
wɼw = reiθ

(r > 0, −π < θ < π)ʹରͯ͠ҎԼͷΛͱΔ
ؔͱ͢Δɽ

√
w =

√
reiθ/2 (2)

͜͜Ͱɼࣜ (2)ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ͜ͱͰɼfγ1,γ2
C\(−∞, 0]্ղੳతʹͳΔɽ·ͨɼfγ1,γ2(0)
= 0ͱ֦ு͢Δ͜ͱͰɼC \ (−∞, 0)্࿈ଓͳ
1ՁؔͱͳΔɽ͞Βʹɼ

h(w) := (γ1 − w)−1(γ2 − w)−1

g(z) := (γ1 + γ2)/2−
√
(γ1 − γ2)2 + 4z−1/2
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ͱఆΊΔͱɼw ∈ C− := {z ∈ C | ℜ(z) < 0}ʹ
ରͯ͠ɼh(w) ∈ C\ (−∞, 0]ཱ͕͢Δɽ࣮ࡍɼ
(γ1−w) = a+biɼ(γ2−w) = c+di (a, b, c, d ∈
R)ͱ͓͘ͱɼγ1, γ2 > 0ΑΓɼa, c > 0ͱͳ
Δɽbd = 0·ͨ bd < 0ͳΒℜ(h(w)) > 0ɼ
bd > 0 ͳΒ ℑ(h(w)) ̸= 0ΑΓɼh(w) ∈ C \
(−∞, 0]ɽΑͬͯ w ∈ C−ͳΒ g(h(w)) = w

ͱͳΓɼfγ1,γ2(h(w)) = ewཱ͕͢Δɽ
ͷఆ࣍ରͯ͠ɼSIAE๏ͱಉ༷ͳʹࠩޡࣅۙ

ཧཱ͕͢Δɽ

ఆཧ 3.1 θ < θ∗ < πɼθ < π/2ͱ͠ɼSρ,θɼ
Pmɼρ∗ɼΓ∗Λఆཧ 2.1ͱಉ༷ʹఆٛ͢Δɽ

W ((γ1I −A)−1(γ2I −A)−1) ⊆ Sρ,θ

ͳΒɼཱ͕ࣜ࣍͢Δɽ

∥eAv − Vmfγ1,γ2(Hm)V ∗
mv∥

≤ ∥v∥
π sin(θ∗ − θ)

× min
p∈Pm−1

∫

Γ∗

∣∣∣∣
fγ1,γ2(λ)− p(λ)

λ

∣∣∣∣ |dλ| (3)

ࣜ (1)ͱࣜ (3)ʹ͓͍ͯൺֱ͕ඞཁͳͷɼੵ
ۂઢΓ∗ͷ͞ɼඇੵؔͷੑ࣭ɼsin(θ∗−
θ)ͷͰ͋Δɽ࣍ͷ໋Λ༻͍Δɽ

໋ 3.2 X = (γI −A)−1ɼY = (γ1I −A)−1

(γ2I − A)−1ͱ͢ΔɽW (A) ⊆ C−ͳΒɼ࣍
ཱ͕ࣜ͢Δɽ

W (X) ⊆ {z ∈ C | ℜ(z) < 1/γ}
W (Y ) ⊆ {z ∈ C | ℜ(z) < 1/(γ1γ2)}

͜͜ͰɼΓ∗ ͷ͞Λ͘͢ΔͨΊʹɼρΛ
খ͘͢͞Δඞཁ͕͋Δɽ໋ 3.2ΑΓɼSIAE

๏Ͱ γ Λେ͖͘͢Δ͜ͱͰ ρΛখ͘͞Ͱ͖
Δɽ͔͠͠ɼγΛେ͖͘͢Δ͜ͱͰඇੵؔ
|fγ(λ)− p(λ)|/|λ|ͷதʹେ͖ͳఆ eγ Εݱ͕
ΔɽҰํɼDSIAE๏Λ༻͍Εɼ໋ 3.2Α
Γɼγ1, γ2 > 1ͱ͢Ε γ = γ1 ͱͨ͠ SIAE

๏ʹൺͯ ρ Λখ͘͞Ͱ͖Δɽ͜ͷͱ͖ඇੵ
ؔͷதʹݱΕΔఆ e(γ1+γ2)/2 Ͱ͋Γɼ
γ1 ≈ γ2 ͱ͢Ε γ = γ1 ͱͨ͠ SIAE๏Ͱݱ
ΕΔͷͱ΄΅͍͠ɽsin(θ∗ − θ)ʹؔͯ͠
ɼSIAE๏͕ θ∗ < π/2·Ͱ͔͠͞ڐͳ͍ͷ
ʹର͠ɼDSIAE๏Ͱɼθ∗ < π ·Ͱ͢ڐɽ͜
Εɼfγ ͕ C+ := {z ∈ C | ℜ(z) > 0}্ղ
ੳత͔ͭC+ ⋃

{0}্࿈ଓͳͷʹର͠ɼfγ1,γ2͕
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ਤ 1. ෮ճͱ૬ରࠩޡͷؔ

C \ (−∞, 0]্ղੳత͔ͭ C \ (−∞, 0)্࿈ଓ
ͱͳΔ͔ΒͰ͋ΔɽDSIAE๏Ͱ SIAE๏ʹ
ൺͯ θ͕େ͖͘ͳΔՄੑ͕͋Δ͕ɼ্هͷ
ཧ༝ʹΑΓɼsin(θ∗− θ)ͷ͕ SIAE๏ʹൺ
ͯখ͘͞ͳΔڪΕͳ͍ɽ·ͱΊΔͱɼSIAE

๏Ͱɼੵۂઢͷ͞ͱඇੵؔʹݱΕΔ
ఆͷେ͖͞ʹτϨʔυΦϑͷཱ͕ؔͯ͠
͍͕ͨɼ͜ΕDSIAE๏Λ༻͍Δ͜ͱͰղܾ
Ͱ͖Δɽ·ͨɼDSIAE๏Λ༻͍Δ͜ͱʹΑΓɼ
sin(θ∗ − θ)ͷ͕૿Ճ͢Δ͜ͱͳ͍ɽ

4 ࣮ݧ

࣮ݧɼจݙ [2]ͷ Example 1ʹର͠
ͯɼCPU: Intel(R) Xeon(R) X5690 3.47GHzɼ
ϝϞϦ : 32Gʹ͓͍ͯCޠݴΛ༻͍ͯͨͬߦɽ
DSIAE๏Ͱɼ(γ1I −A)−1(γ2I −A)−1v =

((γ1I−A)−1v−(γ2I−A)−1v)/(γ2−γ1)ͱ͍͏
ఔࣜΛฒྻʹղ͘ํܗΛ༻͍ͯɼ2ͭͷઢؔ
͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽΑͬͯɼ1෮ʹ͔͔Δࢉܭί
ετSIAE๏ͱಉఔͰ͋Δɽਤ 1ʹDSIAE

๏ͱ SIAE๏ͷऩଋͷ༷ࢠΛࣔ͢ɽDSIAE๏
 SIAE๏ʹൺͯগͳ͍෮ճͰऩଋͯ͠
͍Δɽৄࡉͳ݁Ռൃදͷࡍʹड़Δɽ

5 ݁

DSIAE๏ɼۙؔࣅͷੑ࣭ΛѱԽͤ͞Δ
͜ͱͳ͘ҬͷΛվળ͢Δ͜ͱͰ෮ճ
Λݮগͤ͞Δɽ͜Ε SIAE๏ʹ͓͍ͯෆՄ
Ͱ͋ͬͨɽ

ݙจߟࢀ
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1 ͡Ίʹ

ຊൃදͰඇઢݻܗ༗ͷղ๏ʹͭ
༗͔ΒੜݻΔɽྫ͑ɼଟ߲ࣜ͑ߟ͍ͯ
͡Δݩ࣍ߴඍํఔ͕ࣜ͋Δ [2, 4]ɽ௨ৗɼ͜
ͷඍํఔࣜݻମྗֶྲྀମྗֶͳͲʹݱΕ
Δɽ͜ ͷΑ͏ͳʹର͢Δղ๏ʹɼArnoldi

๏ [3]Λൃలͤͨ͞ϥϯΫແݶArnoldi๏ [4]

͕͋Δ͕ɼզʑϦελʔτΛར༻ͯ͠ɼ෮
ճͷݮগɼؒ࣌ࢉܭͷॖɼϝϞϦͷઅΛ
ݶ༗͍͓ͯʹݧΔɽ࣮͑ߟ Arnoldi๏ [2]

ͱൺֱ͠ɼϥϯΫແݶArnoldi๏ͷϦελʔ
τͷ༗ޮੑΛࣔ͢ɽ
༗ɿݻܗͷඇઢ࣍ॳʹɼ࠷

M (λ)x = 0, Ω ⊂ C, M : Ω → Cn×n (1)

ʹରͯ͠ (λ,x) ∈ Ω × Cn\{0} Λ͢ࢉܭΔ͜
ͱΛ͑ߟΔɽ͜ͷͷҰൠతͳղ๏ͱͯ͠ɼ
Arnoldi๏͕͋Δ [3]ɽ͜ͷղ๏Λमਖ਼ͨ͠ࢉ๏
ʹɼ༗ݶArnoldi๏͕͋Δ [2]ɽ͞Βʹɼ෮
ճؒ࣌ࢉܭΛॖ͢ΔͨΊͷํ๏ͱͯ͠ɼ
ϥϯΫແݶArnoldi๏͕͋Δ [4]ɽ͜Εɼ༗
ͷઅͰఆٛ࣍͢Arnoldi๏ͷվྑ൛Ͱ͋Γɼݶ
Δ࡞༻ૉ B Λ༻͍ͯࢉܭΛ͏ߦɽҰํɼϥ
ϯΫແݶ Arnoldi๏Ͱ࡞༻ૉ B ͱ࡞༻ૉ F
Λ྆ํ༻͍ͯ͢ࢉܭΔɽ྆࡞༻ૉΛ༻͍Δ͜ͱ
Ͱɼ1ճͷ෮ͷྔࢉܭΛݮΒ͢͜ͱ͕Մͱ
ͳΔɽ͞Βʹɼ෮ʹϦελʔτΛՃ͑Δ͜ͱ
Ͱɼ෮ճͷݮগɼؒ࣌ࢉܭͷॖɼϝϞϦ
ͷ༻ΛݮগͰ͖ΔՄੑ͕͋Δɽͦ͜Ͱɼ
ϥϯΫແݶArnoldi๏ʹϦελʔτΛద༻ͯ͠
ղ͘͜ͱΛ͑ߟΔɽ͜͜Ͱɼ࣍ͷΑ͏ͳදه๏
Λར༻͢Δɽ

• xi ∈ Cn, x̂i ∈ Cr, yi ∈ Cn, ŷi ∈ Cr

• Ui, Q ∈ Cn×r, QTQ = I

ͨͩ͠ɼn > r Ͱ͋Δɽ

2 ઢ࡞ܗ༻ૉݻ༗

·ͣɼࣜ (1)Λࣜ (2) ͷΑ͏ʹม͢ܗΔɽ

B (λ) :=
1

λ
M (0)−1 (M (0)−M (λ)) (2)

ͱஔ͘ͱɼࣜ࣍ (3) ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

B (λ)x =
1

λ
x (3)

ૉ༺࡞ɼʹ࣍ Bͱ࡞༻ૉF Λಋೖ͢Δͷ͕ͩɼ
Vanࡉৄ BeeumenΒ [4] Λࢀরͯ͠ཉ͍͠ɽ
͜ͷͱ͖,B (λ)x = 1

λxͷղ (λ,x)ΛٻΊΔ͜
ͱͱɼ(FB)φ = 1

λφ ͷղ (λ,φ)ΛٻΊΔ͜ͱ
ಉͰ͋Δɽ

3 ઢ࡞ܗ༻ૉΛ༻͍ͨArnoldi๏

ϥϯΫແݶArnoldi๏ͷΫϦϩϑ෦ۭؒ
ɼࣜ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ

Kk (FB,φ) := Span{φ,FBφ, · · · , (FB)k−1 φ}

ͨͩ͠ɼϕ (θ) =
(
(FB)k φ

)
(θ)Ͱ͋ΔɽҰํɼ

༗ݶ Arnoldi๏Ͱ࡞༻ૉ B ͷΈΛ༻͍Δͨ
ΊɼΫϦϩϑ෦ۭؒࣜ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ

Kk (B,φ) := Span{φ,Bφ, · · · ,Bk−1φ}

ͨͩ͠ɼϕ (θ) =
(
Bkφ

)
(θ)ͱ͢Δɽ࠷ॳʹɼ

ϥϯΫແݶArnoldi๏Λ͑ߟɼΫϦϩϑྻߦΛ
ΊΔͨΊʹؔٻ ϕΛࣜ࣍ͷΑ͏ʹ͓͘ɽ

ϕ (θ) :=
p−1∑

i=0

θixi +
N−1∑

i=p

θiQx̂i

ϕΫτϧ x͔Β yͷࣸ૾Λ࣍ͷΑ͏ʹ͓͘ɽ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[
y1 · · ·yp−1

]
=
[x0

1
· · · xp−2

p− 1

]

ŷp = Q∗xp−1

p
[
ŷp+1 · · · ŷN

]
=
[ x̂p

(p+ 1)
· · · x̂N−1

N

]

y0 =
p−1∑

i=0

Bixi +
N−1∑

i=p

Uix̂i

(4)

͜͜Ͱɼ࡞༻ૉ FBͱࣜ (4)Λ༻͍Δ͜ͱͰɼ
ؔ ϕ͔Βؔ ψΛࣜ࣍ͷΑ͏ʹߏͰ͖Δɽ

ψ (θ) := (FBϕ) (θ) =
p−1∑

i=0

θiyi +
N∑

i=p

θiQŷi
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Δɽ͑ߟ͍ͯͭʹ߹Arnoldi๏ͷݶɼ༗ʹ࣍
gi (θ) = θi Ͱ͋ΔͨΊɼؔ ϕΛ࣍ͷΑ͏ʹ
͓͘ɽ

ϕ (θ) :=
N−1∑

i=0

θixi

͞ΒʹɼϕΫτϧ x͔Β y ͷࣸ૾Λ࣍ͷΑ
͏ʹ͓͘ɽ

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

[
y1 · · · yN

]
=
[x0

1
· · · xN−1

N

]

y0 =
N−1∑

i=0

Bixi
(5)

͜ͷΑ͏ʹ࡞༻ૉBͱࣜ (5)Λ༻͍ͯɼؔϕ

͔Βؔ ψΛ࣍ͷΑ͏ʹߏͰ͖Δɽ

ψ (θ) := Bϕ (θ) =
N∑

i=0

θiyi

Ͱࢉܭ͕ྻߦΑΓɼ֤ʑͷํ๏ͰΫϦϩϑه্
͖ΔͨΊɼArnoldi๏Λ༻͍ͯղΛٻΊΒΕΔɽ
·ͣɼϥϯΫແݶ Arrnoldi๏Ͱɼલͷ
෮Ͱੜ͞Εͨ vj Λ x0, · · · ,xp−1 ∈ C[n], x̂p,

x̂p+1, · · · , x̂j ∈ C[r]ͱ͠ɼy0, · · · ,yp−1 ∈ C[n],

ŷp, · · · , ŷj+1 ∈ C[r]Λ͢ࢉܭΔɽ͜ΕΒͷϕΫ
τϧΛॎʹฒͨϕΫτϧΛwͱ͠ɼArnoldi

๏ʹΑΔ෮Λ͏ߦɽҰํɼ༗ݶArnoldi๏ɼ
લͷ෮Ͱੜ͞Εͨ vj Λ x0, · · · ,xj ∈ C[n]

ͱ͠ɼy0, · · · ,yj+1 ∈ C[n] Λ͢ࢉܭΔɽ͜ͷ
͕ϥϯΫແݶ Arnoldi ๏ͱҟͳΔͰ͋
Δɽ·ͨɼ͜ΕΒͷϕΫτϧΛॎʹฒͨϕ
ΫτϧΛ w ͱ͢ΔɽϥϯΫແݶ Arnoldi๏
ͱ༗ݶ Arnoldi๏ͷ w ͷେ͖͞ɼͦΕͧΕ
np+(j − p+ 2) r ͱ n (j + 1) ΑΓɼn ≫ r Ͱ
͋Δ͜ͱ͔Βɼnp + (j − p+ 2) r ͷํ͕খ͞
͍͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜ΕΑΓɼཧతʹϥϯ
ΫແݶArnoldi๏ͷํ͕͕ؒ࣌ࢉܭ͍ͱ͑ߟ
ΒΕΔɽ

4 Ϧελʔτ

ϦελʔτɼArnoldi๏ͰٻΊΒΕͨϔοη
ϯϕϧάྻߦΛγϡʔϧղ͠ɼ͜ΕΛྻߦ S

ͱ͢Δɽ͜͜Ͱɼऩଋͯ͠Δݻ༗ΛྻߦSͷ
-Ҡಈͤ͞ΔͨΊʹɼγϑτQRղͱDiʹ্ࠨ

rect Swapping๏ (DS๏ͱݺͿʣ[1]ͷ2ͭΛ༻
͍ͯมͨ͠ܗɽऩଋ͍ͯ͠Δݻ༗ͷݸΛm

ͱ͢ΔͱɼS11ݸ ∈ C (m×m)ɼཉ͍͠ݻ༗ͷ
Λkݸͱ͢ΔͱɼS22 ∈ C ((k −m)× (k −m))

ද 1: ༗ݶ Arnoldi๏ͱϥϯΫແݶ Arnoldi

๏ͷؒ࣌ࢉܭͱ෮ճͷൺֱ

ࢉ ๏ ؒ࣌ߦ࣮ (sec) ෮ճ
༗ݶ Arnoldi๏ x y
ϥϯΫແݶ Arnoldi๏ 0.84x 0.89y
QRղͰϦελʔτ 0.80x 0.99y
DS๏ͰϦελʔτ 0.54x 0.71y

ͱͳΔɽ͜ͷྻߦ SͷӈԼͷ෦ΓऔΓ

S :=

(
S11 S12

0 S22

)

ͷΈΛ༻͍Δɽ͜ΕΛϔοηϯϕϧάྻߦͷ
ΘΓʹ༻͍ͯɼ࣍ճͷ෮Λ͏ߦɽ

5 ࣮ݧ

ςΠϥʔࣸ૾Λ༻͍ͯɼ࣍ͷΛߟ
͑Δɽ

M(λ) = A0 + λA1 +A2λ
4 +A3 sin(λ)

ͨͩ͠ɼA0, A1, A2, A3 ∈ R500×500ͱ͢Δɽද 1

ʹɼऩଋͨ͠ݻ༗͕ ग़ͯ͘Δ·Ͱͷ֤ݸ10
ड़ͨ͠ɽ͜هͷ݁ՌΛݧ๏ͷ࣮ࢉ ͷදͰɼ
༗ݶ Arnoldi๏ͷؒ࣌ࢉܭΛ xɼ෮ճΛ y

ͱͨ͠߹ʹɼ֤ࢉ๏ͷؒ࣌ࢉܭͱ෮ճͷ
ൺֱΛࣔͨ͠ɽ͜ͷද͔Βؒ࣌ࢉܭɼ෮ճ
ɼDS๏Λར༻ͯ͠ϦελʔτΛͨ͠ϥʹڞ
ϯΫແݶArnoldi๏͕࠷ྑ͍͜ͱ͕͔Δɽ
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ඇΤϧϛʔτྻߦͷෳૉݻ༗ͷࢉܭΞϧΰϦζϜ

Ӌా ಓ

౦ژେֶੜٕ࢈ज़ڀݚॴ
e-mail : hatano@iis.u-tokyo.ac.jp

1 ֓ཁ

ඇΤϧϛʔτྻߦͷෳૉݻ༗ͷࢉܭΞ
ϧΰϦζϜఏҊΛ̎ͭհ͠·͢ɻ͍ͣΕར
ͱ͕ܽ͋Γɺޙࠓͷվྑ͕ͨΕ·͢ɻ

2 Τϧϛʔτྻߦͷ࣮ݻ༗ͷܭ
ΞϧΰϦζϜࢉ

·ͣΤϧϛʔτྻߦͷ࣮ݻ༗ͷࢉܭ
ΞϧΰϦζϜ [1–4]Λ෮श͠·͢ɻN × N Τ
ϧϛʔτྻߦH ͕N ༗ݻͷ࣮ݸ {Eµ}Λ
༗ݻΔͱ͠·͢ɻ͍ͯͬ࣋

ρ(E) =
1

N

N∑

µ=1

δ(E − Eµ) (1)

Ͱఆٛ͞Ε·͢ɻ͜ͷؔΛνΣϏγΣϑଟ߲
ࣜ {Tn(E)}Ͱల։͢Δ͜ͱΛ͑ߟ·͢ɻͨͩ
͠ɺͦͷͨΊʹ ρ(E)ͷαϙʔτ͕ [−1, 1]ʹ
ೖ͍ͬͯͳ͚ΕͳΓ·ͤΜɻྻߦHͦ͏ͳ
ΔΑ͏ʹ֨نʹطԽ͞Ε͍ͯΔͷͱ͠·͢ɻ
ͦͷ্Ͱ

ρ(E) =
1√

1− E2

∞∑

n=0

cnTn(E) (2)

ͷܗͷల։ {cn}ΛٻΊ·͠ΐ͏ɻνΣϏ
γΣϑଟ߲ࣜͷަؔΛ༻͍Δͱɺ
n = 0ͱ n > 0ͷͦΕͧΕʹରͯ͠

c0 =
1

π

∫ 1

−1
T0(E)ρ(E) =

1

π

∫ 1

−1
ρ(E) =

1

π
.

cn =
2

π

∫ 1

−1
Tn(E)ρ(E)dE =

2

Nπ

N∑

µ=1

Tn(Eµ)

=
2

Nπ
TrTn(H) (3)

ͱٻ·Γ·͢ɻ͜͜Ͱɺྻߦଟ߲ࣜ Tn(H)
Խࣜ

Tn+1(H) = 2HTn(H)− Tn−1(H) (4)

͔ΒಘΒΕ·͢ɻͨͩ͠ɺT0(H) = I ͓Αͼ
T1(H) = H Ͱ͢ɻࣜ (4)ʹ͋ΔΑ͏ʹɺྻߦ

ͷֻ͚ࢉҰճ͝ͱʹҰͭ࣍ߴͷ͕ٻ·Γ
·͢ɻ
ΊΒΕͳ͍ͷͰɺٻͰ͔͠·࣍ݶ༗ʹࡍ࣮
ࣜ (2)ͷΛ͢ࢉܭΔʹͨͬͯɺଧͪΓ
Λখ͘͢͞ΔͨΊʹΧʔωϧଟ߲ࣜࠩޡ [4]Λ
ར༻͠·͢ɻ͜ͷࢉܭΞϧΰϦζϜʹ͓͍ͯ
 (3)Λਖ਼֬ʹٻΊΔͨΊʹɺྻߦશମΛ
O(N2)ͷϝϞϦʔʹอଘͯ͠ɺO(N3)ͷֻ͚
Λ͢Δඞཁ͕͋Γ·͢ɻͨͩ͠ɺࣜࢉ (3)ͷର
֯ΛϞϯςΧϧϩͰஔ͖͑Δ͜ͱʹΑͬ
ͯɺO(N)ͷϝϞϦʔʹϕΫτϧΛอଘͯ͠ɺ
O(N2)ͷֻ͚ࢉΛαϯϓϧ͚ͩܗ͏ߦʹม
Δ͜ͱͰ͖·͢ɻ͢ߋ
େ͖ͳརͱͯ͠ɺؔ ρ(E)ͷؔܗ
ͦͷͷ͕ಘΒΕΔ͜ͱ͕͛ڍΒΕ·͢ɻݸʑ
ͷ E ͷʹରͯ͠ࢉܭΛ͢ΔΘ͚Ͱ͋Γ·
ͤΜɻ͜ͷ͕ɺ࣍ʹड़ΔඇΤϧϛʔτྻߦ
ͷΞϧΰϦζϜͰࣦΘΕͯ͠·͍·͢ɻ

3 ඇΤϧϛʔτྻߦͷෳૉݻ༗ͷ
ΞϧΰϦζϜࢉܭ

લઅͷΞϧΰϦζϜΛඇΤϧϛʔτྻߦͷෳ
ૉݻ༗ʹ֦ு͠·͢ɻ·ͣɺ୯७ʹ

∑

m,n

cmnTm(ReE)Tn(ImE) (5)

ͷܗͷల։ʹ֦ுͰ͖ͳ͍͜ͱΛڧௐ͓ͯ͠
͖·͢ɻඇΤϧϛʔτྻߦҰൠʹਖ਼ྻߦن
Ͱͳ͘ɺH ͱͦͷΤϧϛʔτڞ H† ඇ
ՄͰ͢ɻ͕ͨͬͯ͠

∑
µ(ReEµ)kTr[(H+

H†)/2]kͰ͋Γ·ͤΜɻͭ·Γࣜ (3)ͷޙ࠷
ͷࣜʹ૬͢Δཱ͕ࣜ͠ͳ͍ͷͰ͢ɻͦͷ
ͨΊɺల։ cmnΛ؆୯ͳྻߦଟ߲ࣜΛͬ
ͯදͤ·ͤΜɻ
ͦ͜Ͱɺ͜͜ͰʮΤϧϛʔτԽʯͷख๏ [5]

Λ༻͍·͢ɻN×NͷඇΤϧϛʔτྻߦHʹର
ͯ͠ɺෳૉύϥϝʔλ zΛ༻ҙͯ͠ɺ2N ×2N

ͷΤϧϛʔτྻߦ

H(z, z∗) =

(
0 H − z

H† − z∗ 0

)
(6)
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Λߏ͠·͢ɻ͜ͷΤϧϛʔτྻߦHͷݻ༗
ω(µ; z, z∗)ʢµ͕ݻ༗Ͱ zͱ z∗͜͜Ͱ
ύϥϝʔλʣ͔ΒɺඇΤϧϛʔτྻߦH ͷ
ෳૉฏ໘্ͷݻ༗ ρ(z, z∗)͕

ρ(z, z∗) =
4

π

∂2

∂z∂z∗

∫ ∞

0
ω(µ; z, z∗) lnµdµ

(7)

ͱࢉܭͰ͖·͢ɻͦ͜Ͱ ω(µ; z, z∗)Λલઅͷํ
๏Ͱల։͢Δͱɺ

ρ(z, z∗) = − 4

π
× 1

2N

×
∑

m=1

(−1)m

2m
Tr

∂2

∂z∂z∗
T2m[H(z, z∗)] (8)

ͱ͍͏ల։Λಘ·͢ [6]ɻ͜ͷల։ɺ
ԽࣜΛඍͨ͠৽ͨͳԽ͔ࣜΒ͠ࢉܭ·͢ɻ
͜ͷख๏ͷ࠷େͷܽɺલઅͷํ๏ͱҟͳ

Γɺρ(z, z∗)ͷؔͦܗͷͷ͕ٻ·Βͳ͍͜
ͱͰ͢ɻෳૉฏ໘ (z, z∗)Λϝογϡʹͬͯɺ
ʑͷʹରͯ͠ݸ ρ(z, z∗)ͷΛ͢ࢉܭΔඞཁ
͕͋Γ·͢ɻ·ͨɺݸʑͷ (z, z∗)ʹର͢Δࢉܭ
ʹ͓͍ͯɺԽࣜΛඍͨ͠ԽࣜΛͨ͏
ΊɺલઅͷΞϧΰϦζϜͷ̐ഒͷ͔͔͕ؒ࣌Γ
·͢ɻͳ͓ɺର֯ΛϞϯςΧϧϩʹஔ͖
Λઅ͢Δ͜ͱՄͰ͢ɻؒ࣌ͯ͑

4 ඇΤϧϛʔτྻߦͷٖεϖΫτϧ

TrefethenΒ [8]ɺྻߦH ͷάϦʔϯؔ
ͷϊϧϜG(E) =∥(E−H)−1∥͕ඇৗʹେ͖͘
ͳΔྖҬͷू߹ΛʮٖૉεϖΫτϧʯͱݺͼ·
ͨ͠ɻ൴ΒҎԼͷ͕̐ͭՁͰ͋Δ͜ͱΛূ
໌͠·ͨ͠ɿ

(i) ∥(z −H)−1∥≥ ε−1.

(ii) খಛҟ͕࠷ σmin(z −H) ≤ ε.

(iii) ∥Hu − zu∥≤ εΛຬͨ͢ϊϧϜ̍ͷϕΫ
τϧ u͕ଘ͢ࡏΔɻ

(iv) z ͕ H + E ͷݻ༗ͱͳΔΑ͏ͳઁಈ
∥E∥≤ ε͕ଘ͢ࡏΔɻ

͜ͷ͜ͱ͔ΒɺٖεϖΫτϧ͕ඇΤϧϛʔτߦ
ྻͷෳૉݻ༗ʹ͍ۙͷͰ͋Δ͜ͱ͕Θ
͔Γ·͢ɻ
ͦ͜ͰάϦʔϯؔͷϊϧϜG(E) =∥(E −

H)−1∥ΛɺʮΤϧϛʔτԽʯ[5]ͨ͠ྻߦ (6) ͷ
ɻΤϧϛʔ͢·͠ࢉܭ༗͔Βݻେ࠷ͷྻߦٯ
τྻߦͷྻߦٯڞࣼ๏ɺͦͷ࠷େݻ༗
ϥϯνϣε๏͔ΒࢉܭͰ͖·͢ɻ͍ͣΕϝ
ϞϦʔͱؒ࣌ࢉܭͱʹO(N)ͷํࢉܭ๏Ͱ͢ɻ

͜ͷख๏ͷܽɺલઅͷํ๏ͱಉ༷ʹρ(z, z∗)

ͷؔٻ͕ܗ·Βͳ͍͜ͱͰ͢ɻෳૉฏ໘ (z, z∗)

্ͷݸʑͷʹରͯ͠Λ͢ࢉܭΔඞཁ͕͋Γ
·͢ɻͨͩ͠ɺݸʑͷʹ͓͚Δࢉܭલઅͷ
ํ๏ʹൺͯܰ͘͘ࡁΈ·͢ɻ͏Ұͭͷ
ͱͯ͠ɺάϦʔϯؔͷϊϧϜͦͷͷ
༗Λද͍ͯ͠ΔͷͰͳ͍͜ͱͰݻ͕
͢ɻͦΕ͕ඇৗʹେ͖͘ͳͬͨྖҬͷू߹͕ٖ
εϖΫτϧͰ͋ΓɺͦΕߴઢͰғ·Εͨྖ
Ҭͱ͔ͯ͠͠ಘΒΕ·ͤΜɻ
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1  概要 
 心臓は収縮と弛緩を繰り返す高性能ポンプ

である. そのリズムは周期的な電気的刺激に

伴う細胞内カルシウムイオン濃度変化によっ

て保たれる. しかし, 弛緩と収縮の中間的な

濃度一定環境下では, 収縮運動の最小単位で

あるサルコメアは自励振動し, その際に急速

な弛緩を伴うことが確認されている[1]. この

ような迅速な弛緩は, 血液拍出後に素早く心

室が拡張し円滑に血液を充てんする上で欠く

ことができない要素である. 筆者らは, 文献

[2]において, ミオシン分子のパワーストロー

ク原理からサルコメアの自励振動と急速な伸

長が説明できることを示した. 本稿ではミク

ロな分子の集団運動とマクロな心筋の収縮伸

長運動のカップリングが行列の rank-one 

update として解釈できることを示し, これを

もとに振動と弛緩の数理を理解するために必

要とされる解析手法につき議論する.  

 

2  分子モデルとサルコメアモデル 
 図１(a)に示すようなミオシン分子の３状

態モデルを考える. PXB がアクチンフィラメン

ト(緑)から解離した状態で, XBPreRはそこから

結合した状態, XBPostRは結合後にミオシンヘッ

ドが回転(パワーストローク)した状態である. 

このパワーストロークによりバネに歪み sが加

わり, これが収縮力の源になると仮定する. 

a, d, g, f(x), b(x)は状態間の遷移速度定数を表し, 

特に結合状態間の遷移はバネの歪xに依存する

と仮定する. サルコメアは, 図１(b)のような

ミオシン分子の無数の集団で構成されると仮

定し, 状態分布 p: 

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
� 

][
)(

)(Pr

XB

PostR

eR

P
sxp

xp
p                   (1) 

とサルコメアの伸長 zの時間変化を求める次の

方程式を考える[2].  

� � � � � � � �ttztt CpApp �� ��             (2) 

� � � � � �� � J/tzktkntz ZMM � Bp�        (3) 

(1)式において 1,2 行目はそれぞれ XBPreRおよ

びXBPostRの歪分布を表す確率密度関数に, ３行

目は PXBの濃度に対応する. (3)式は慣性力を無

視した摩擦係数Jのもとでのアクチンフィラメ

ントの運動方程式である.A は状態遷移の演算

子で次のように表される.  

� � � �

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

��
���

���
 

agd
gxbxf

xayxbdxf
0)()(

)( 0

A    (4) 

ここで, y0 は結合時の初期歪分布である. (2)式
右辺第２項はアクチンの運動により歪分布が

ずれることを表し, Cは歪 xによる微分演算子

である.  

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
� 

0
)(/

)(/Pr

sxdxdp
xdxdp

PostR

eR

Cp              (5) 

図 1 分子モデル(a)とサルコメアモデル(b) 
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B は次式のように歪の総和を与える演算子で, 
(3)式右辺第１項はミオシン分子がアクチンを

引張る合力である. 

� �� �³ ��� dxsxpsxxxp PostReR )()(PrBp  

 
3  Rank-one updateで表されるヤコビ行列 
 結合状態の確率密度関数を十分な大きさの区

間領域で離散化すると AT は各行の和がゼロで

対角正, 非対角成分が非負の行列となる. し

たがってATのカーネルは定数ベクトルであり, 

ゼロ以外の固有値の実部は正となる. 一方で

A の正規化されたカーネル p0 は等尺性収縮で

の状態に対応する. p0の状態で発生する力から

アクチンフィラメントの静止変位: 

ZMM kknz /00 Bp                    (6) 

を与えると(p0,z0)は(1),(2)式の定常解を与え

る. この定常解でのヤコビ行列は以下のよう

に表される. 

> @ZMM kkn �»
¼

º
«
¬

ª
�»
¼

º
«
¬

ª�
 B

Cp
00
0A

K
1

1 0
0 J

 (7) 

右辺第２項はミクロ変数pとマクロ変数 zの結

合を表現する Rank-one update行列で行ベクト

ルは両変数の力の均衡を, 列ベクトルは変数

変化の関係を表している.  

 

4  ホップ分岐との関連性 
 (7)式からK0の固有値Oに対してA+OIが正則

であれば以下が成り立つことがわかる[2].  

� � 00
1  ��� �

ZMM kkn JOOO CpIAB   (8) 

ここでCp0はAの値域に含まれるので以下の条

件は well-definedであり, 成立すれば十分小

さなサルコメア剛性 kzに対して少なくとも二

つの正の固有値Oが存在することがわかる��

� � JO
O

!� �

�o 0
1

0
lim CpIABMM kn        (9) 

図２(a)に振動要因となるK0の実部正の固有

値と摩擦係数Jの関係を, (b)では振動解の様子

を示す. J=0.87あたりでホップ分岐が現れ, 

0.57あたりで固有値の虚部がゼロとなり, 実

際の生理的環境に近い値(J≈����pNs/nm�ではオ

ーダーの異なる二つの正の実固有値が振動の

要因となっていることがわかる��この生理的条

件下での振動解は(b)からも明らかなようにホ

ップ分岐直後の振動解とは異質のものであり��
サルコメア振動の数理を理解するためには新

たな微分方程式理論が必要ではないかと考え

られる��固有値解析の観点からは�����式で表さ

れるRank-one update により振動を引き起こす

潜在力を行列Aのどのような性質から特徴付

ければ良いのかという興味ある問題が生じる. 

文献[2]では, 図 1(a)の関数 fと bが両状態間

で揺らぐ多くの分子を作り出す必要があるこ

とが必要条件として挙げられている. このよ

うな分子の性質が行列Aのどのような特性と

して表現でき, Rank-one updateにより振動を

励起する固有モードが現れやすくなるのか調

べることが重要である.  

図２ 振動を励起する固有値と摩擦係数Jの関係(a)

とJ=0.01およびJ =0.7での振動解(b) 
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Γൃ͞ݟΕ͕ͨɼແཧμΠϨʔγϣϯʹ͓͚
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શମͷू߹ΛRɼશମͷू߹ΛZͰද͠ɼ
ϑʔϦΤมͱͦͷٯมΛɼf, f̂ ∈ L1(R)ͱ

ͯ͠ɼ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

F(f)(ω) = f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t) e−i ω t dt,

F−1(f̂)(t) = f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω) ei ω t dω.

2 ҙ࣮μΠϨʔγϣϯΛͭ࣋ਖ਼ن

ަΣʔϒϨοτجఈͷఆٛ

ॳʹɼ1ΑΓେ͖͍ҙͷ࣮μΠϨʔγϣ࠷

ϯ aɼ͓ΑͼΣʔϒϨοτͷܗঢ়Λܾఆ͢Δ

ҙͷ࣮ఆ bͱڞʹɼεέʔϦϯάؔͷ

ू߹ {φa,b
j,n(t) : j, n ∈ Z}Λࣜ࣍Ͱఆٛ͢Δɽ

φa,b
j,n(t) =

√
ajφa

(
ajt − (n + b)

)
,

ͨͩ͠

φ̂a(ω) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 , |ω| ≤ 2π

a + 1
,

cos

(
π

2
ν

(
(a + 1)|ω|− 2π

2π(a − 1)

))
,

2π

a + 1
< |ω| <

2πa

a + 1
,

0 , otherwise,

(1)

ν(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

0, x ≤ 0,

x4(35 − 84x + 70x2 − 20x3),

0 <x <1,

1, x ≥ 1.

ؔ ν(x) Daubechies[2]͕MeyerΣʔϒ

ϨοτͷͨΊʹઃͨ͠ܭͷͰཱ͕ࣜ࣍͢Δɽ

ν(x) + ν(1 − x) = 1.

ਖ਼نަΣʔϒϨοτجఈͷఆٛͷૅجͱͳ

Δؔͷू߹ {W a,b
n (t) : n ∈ Z}Λࣜ࣍Ͱఆٛ

͢Δɽ

Ŵ a,b
n (ω) =

⎧
⎨

⎩
ψ̂ a(ω)e−iθ a,b

n , ω < 0,

ψ̂ a(ω)eiθ a,b
n , ω ≥ 0,

ͨͩ͠

ψ̂ a(ω) =

√
1

a − 1

{∣∣∣φ̂ a(a−1 ω)
∣∣∣
2
−

∣∣∣φ̂ a(ω)
∣∣∣
2
}

,

θ a,b
n = π

{
1

a − 1

(
n +

1

2

)
−

(
b +

1

2

)}
.

ͷه্ {W a,b
n (t) : n ∈ Z}Λ༻͍ͯɼҙ࣮

μΠϨʔγϣϯ aΛͭ࣋ਖ਼نަΣʔϒϨο

τجఈ {ψa,b
j,n(t) : j, n ∈ Z}Λࣜ࣍Ͱఆٛ͢Δɽ

ψa,b
j,n(t) =

√
aj W a,b

n

(
ajt − 1

a − 1

(
n +

1

2

))
.

͜ͷਖ਼نަجఈͷ֤ΣʔϒϨοτɼҙ

࣮ఆ b ͷʹΑΓҟͳΔܗঢ়Λͭ࣋ɽ·

ͨ bʹɼ͍ޓͷ͕ࠩ 1/2ͱͳΔ 2ͭͷҟͳΔ

 b1ɼb1 + 1/2ʢb1 ∈ RʣΛઃఆ͢Δͱɼݸʑ
ͷΣʔϒϨοτͷϖΞ ψa,b1

j,n (t)ɼψa,b1+1/2
j,n (t)

ʢj, n ∈ Zʣ͕HilbertมϖΞ [3]Λ͢ 2ͭͷ

ਖ਼نަΣʔϒϨοτجఈ {ψ a,b1
j,n (t) : j, n ∈

Z}ɼ{ψ a,b1+1/2
j,n (t) : j, n ∈ Z}͕ಘΒΕΔɽͦ͠

ͯ j1, j2, n1, n2 ∈ Zͱ͢Δ࣌ɼཱ͕ࣜ࣍͢Δɽ
〈
ψa,b

j1,n1
, ψa,b

j2,n2

〉
= δj1,j2δn1,n2 ,

〈
φa,b

j1,n1
, φa,b

j1,n2

〉
= δn1,n2 ,

〈
ψa,b

j1,n1
, φa,b

j2,n2

〉
= 0, j1 ≥ j2.

·ͨ f(t) ∈ L2(R)ʹରཱ͕ͯࣜ࣍͢͠Δɽ

f(t) =
∑

j,n∈Z

〈
f, ψa,b

j,n

〉
ψa,b

j,n(t),

∑

n∈Z

〈
f,φa,b

j,n

〉
φa,b

j,n(t) =
∑

n∈Z

〈
f,φa,b

j−1,n

〉
φa,b

j−1,n(t)

+
∑

n∈Z

〈
f,ψa,b

j−1,n

〉
ψa,b

j−1,n(t), j ∈ Z.
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3 ม͓ΑͼٯมͷߴԽ

j ∈ Zʹ͓͚Δ{φa,b
j,k(t) : k ∈ Z}ͱ{ψa,b

j−1,n(t) :

n ∈ Z}ͷؒͷղɼߏ࠶ΞϧΰϦζϜʹ༻
͍Δྻ {ga,b

n,k : n, k ∈ Z}ࣜ࣍Ͱٻ·Δ [3]ɽ

ga,b
n,k =

1

2π

∫ π

−π
Ga,b

n (ω) ei kω dω, (2)

ͨͩ͠ Ga,b
n (ω) =

ψ̂a,b
−1,n(ω)

φ̂a,b
0,0(ω)

.

ߏ࠶ͷྻɼҰൠతͳղྻه্

ྻͱҟͳΓɼϨϕϧ j − 1ͷݸʑͷΣʔϒ

Ϩοτψa,b
j−1,n(t)ɼn ∈ Zʹରͯ͠ɼݸผʹྻ

{ga,b
n,k : k ∈ Z}, n ∈ ZΛఆ͓ٛͯ͠Γɼ͕ࣜ࣍

ཱ͢ΔʢμΠϨʔγϣϯ a͕ແཧͷ࣌ɼ֤

ϨϕϧͷݸʑͷΣʔϒϨοτͷܗঢ়ͯ͢

ҟͳΔͨΊɼ͜ͷΑ͏ͳఆ͕ٛඞཁͱͳΔʣɽ

ψa,b
j−1,n(t) =

∑

k∈Z
ga,b
n,kφ

a,b
j,k, j, n ∈ Z.

(2)͓Αͼɼ2અͷਖ਼نަΣʔϒϨοτجఈ

ͷఆٛΑΓٻ͕ࣜ࣍·Δɽ

ga,b
n,k = (−1)n+k+1G a

(
k + b − a

a − 1

(
n +

1

2

))
,

n, k ∈ Z, (3)

ͨͩ͠ Ĝ a(ω) =
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
a

a − 1
, |ω| ≤ π(a − 1)

a + 1
,

√
a

a − 1
cos

(
π

2
ν

(
(a + 1)|ω|− π(a − 1)

2π(1 − a−1)

))
,

π(a − 1)

a + 1
< |ω| <

π(a + 1 − 2a−1)

a + 1
,

0 , otherwise.

ͱ͜ΖͰҙͷ࠲ඪ t ∈ Rͷؔ G a(t)͕ߴ

ʹٻ·Εɼ(3)ͷྻ {ga,b
n,k : n, k ∈ Z}

ʹఈجަΣʔϒϨοτنΓɼਖ਼·ٻʹߴ

ΑΔมɼٯมͷߴࢉܭՄͱͳΔɽͦ

͜Ͱؔ G a(t)Λ៛ີͳ࠲ඪִؒͰ༧ΊٻΊ

͓͖ͯʢྫ͑ 1/512ִؒͷ֤࠲ඪͷؔΛ

༧ΊٻΊ͓͖ͯʣɼઢؒิܗͰҙͷ࠲ඪͷؔ

 G a(t)Λߴʹ͢ࢉܭΔɽ

ಉ͡Α͏ʹͯ͠ j ∈ Zʹ͓͚Δ {φa,b
j+1,k(t) :

k ∈ Z}ͱ {φa,b
j,n(t) : n ∈ Z}ͷؒͷղɼߏ࠶

ΞϧΰϦζϜʹ༻͍Δྻ {ha,b
n,k : n, k ∈ Z}

ࣜ࣍ΑΓٻ·Δɽ

ha,b
n,k = H a (k + (1 − a)b − an) , n, k ∈ Z,

ͨͩ͠ H a(t) =
√

a−1φa
(
a−1t

)
.

φa(t) (1)Ͱද͞ΕΔؔͰ͋ΓɼH a(t)

G a(t)ͱಉ͘͡ߴࢉܭͰٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Ҏ্ͷྻΛ༻͍ͯɼղΞϧΰϦζϜҎ

ԼͷΑ͏ʹ࣮͢ߦΔɽ͢ͳΘͪ j ∈ Zʹ͓͚Δ
{φa,b

j,k(t) : k ∈ Z}ͷΛ {ca,b
j,k}ɼ{ψa,b

j−1,n(t) :

n ∈ Z}ͷΛ {d a,b
j−1,n}ɼͦͯ͠ {φa,b

j−1,n(t) :

n ∈ Z}ͷΛ {ca,b
j−1,n}ͱͯ͠ɼղΞϧΰ

ϦζϜࣜ࣍ʹΑΓ͢ࢉܭΔɽ

d a,b
j−1,n =

∑

k∈Z
ga,b
n,kc

a,b
j, k,

ca,b
j−1,n =

∑

k∈Z
ha,b

n,kc
a,b
j, k.

Δɽ͢ࢉܭΑΓʹࣜ࣍ΞϧΰϦζϜߏ࠶

ca,b
j,n =

∑

k∈Z
ha,b

k,nca,b
j−1,k +

∑

k∈Z
ga,b
k,nd a,b

j−1,k.

4 ·ͱΊ

μΠϨʔγϣϯ a =
√

2ɼ࣮ఆ b = 0ʹ

͓͍ͯؔ G a(t)ɼH a(t)Λ 1/512ִؒͷ࠲

ඪͰ༧ΊٻΊ͓͖ͯɼࢉܭʹඞཁͳ֤ྻΛɼ

ͦΕͧΕ نΊɼਖ਼ٻΑΓʹؒิܗઢͭͣݸ120

ަΣʔϒϨοτجఈʹΑΔม͓Αͼٯม

ʹॲཧͰ͖ͨʢ3અͰߴͱ͜ΖɼͨͬߦΛ
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1 概要 
近年の画像デバイスの発達で、多くの組織画

像がデータとして残される様になった。ある程

度、形のはっきりした画像に対しては、ディー

プラーニング等の技術を駆使して、解析が行わ

れている。しかし、病理組織画像の様に非常に

複雑な組織に対しては、いまだ有効な方法が開

発されていない。このため、多くの組織画像デ

ータが活用されないまま死蔵されてしまって

いる。これらは「画像タイプのビッグ・データ」

ともいえる。このような画像を解析する手法を

開発することは社会の課題でもある。 

 
2  ホモロジーの概念を用いた画像解析技
術 
ホモロジーについては、現在では高度に抽象

化されているが、原点に立ち返れば、接触を定

量化する概念ともみなすこともできる。組織と

はそもそも『組織構成要素間の接触により構成

される』と考えれば、組織画像を解析する手段

として有効であることは予想がつくであろう。 

図１のような図形の【接触＝つながり】の程度

を定量評価しようと思えば、辺の数 eを数える

のが妥当と考えらえる。これに白丸が繋がるよ

うに辺を一本追加すること、囲まれた領域が新

たに一つ生まれる。これはオイラーの公式から

明らかであるが、接触の程度を計測するのに面

の数（囲まれた領域の数）を数えても本質的に

は変わりない（cf.［1］）。 

 

 

 

 

 

 

 

    

図１ 図形の接触の程度を評価するには、 

辺の数を評価すればいいが、オイラーの 

公式より、面の数で評価してもよい。 

 

実際の組織画像からベッチ数を計算するため

に、ここでは、画像をいったん二値化している。

二値化された画像からベッチ数を算出するこ

とは一般に市販されているソフト（MATLAB等）

で可能である。ただし、この二値化は現象をう

まく表現できるように閾値を選んでくること

が必要である[2]。または閾値を全範囲で計算

してその変化を見る手法［3］もある。 

本手法の特徴としては、 

① ベッチ数は位相不変量なので、組織構成要

素の個別の形に結果が左右されない 

② 二値化画像を計算するため、計算量が少な

く一般の計算機でも十分機能する 

の２点が挙げられる。 
 

3具体的な応用例 
3－1 がん組織に対する応用 
病理診断は癌の治療方針を決定する上で重要

な情報を提供する。しかし、一部の先進国を除

いて病理診断を担う病理医の数は十分とは言

えない。これらの現状から、ネットワークを活

かした遠隔診断技術や計算機による病理診断

支援システムの開発が望まれている。 

これまで病理診断支援システムの開発は、ディ

ープラーニングなどをはじめとする、パターン

認識技術に基づくアルゴリズムで構成されて

きた。病理組織は形態が非常に複雑であるため、

全ての形態を網羅した学習データを揃えるこ

とは非常に難しく、時間的・経済的コストが非

常に高いものになる。残念ながら実用に適した

システムは未だ開発されていない。 

大腸の場合、癌細胞は接触阻止性を喪失(loss 

of contact inhibition)しており、癌細胞は重

なり合っても増殖を続ける。これが癌組織の多

様性を生む原因の一つとなっている。このため

癌病変部は、他に比べて接触の程度が高くなっ

ている。図２は実際の大腸組織に対して適用し

た結果である。画像を分割してそれぞれの領域

でベッチ数を計算し、指標の値によって色付け

したドットを左隅に配置した（左b1 右b1/b0、
指標の低い場合は無印。色の濃い部分が指標の
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値が高い）。病変部の上には何らかのドットが

配置されていることが分かる。 

 

 

 

 

 

 

  

            (b) 

   

 

 

図２ 実際の大腸組織の画像。上半分に腫瘍、

下半分に異形成がみられる。この結果は病理医

の判断とも一致する（[2]）。 

 
3－2 ミクログリアの活性化指標 

ミクログリアは神経機能発現に重要な働きを

している細胞であり、ヒトの脳では神経細胞の

数倍～数十倍の細胞数が存在していると見積

もられている。グリア細胞の一種であるミクロ

グリアは、脳・脊髄の免疫細胞と呼ばれ、異物

などの貪食・回収を担う。刺激が加わると形態

変化がおき、健常状態の休止型ミクログリアに

特徴的であった細い突起は肥大・退縮し、小さ

い細胞体は大きくなる。形態変化したミクログ

リアは種々のサイトカインを放出することで

炎症病態の形成に寄与し[4]、この一連の過程

はミクログリアの活性化として捉えられる。即

ち、ミクログリアの形態変化は活性化と平行し、

脳・脊髄の異常の指標として患者の病状を判断

する上で重要な情報となりうる。 

ここではミクログリアに特異的に発現し、活性

化に伴い membrane rufflingが生じる細胞膜近

傍に局在変化することが培養実験において確

認されている Iba1 の免疫蛍光組織染色像に、

ホモロジー法を適用しミクログリアの活性化

を評価する。 

 梗塞巣最近傍領域のミクログリアでは、二値

化閾値の上昇に伴って細胞体内に小さな複数

の「穴」の出現による b1の上昇が生じたが（図

３参照）、非梗塞側では見られなかった。一方、

非梗塞側の細く枝分かれした突起を持つミク

ログリアでは突起構造が分断されるため、連続

体数の増加(b0の上昇)が生じた。そこで、b1/b0
が最大となる閾値をその画像のミクログリア

活性値とすることで検出感度を高めることに

成功した（[4])。 

 

 

 

 

 

 

図３ ミクログリア内の Iba1の局在。(左:活性

化ミクログリア、右:非活性状態のミクログリ

ア). (cf. [5]) 

                          

4 まとめ 

囲まれた領域の数 b1 は接触の程度を表す、と

いうホモロジーの概念を画像処理に適用した。

この手法は、一見して数学的構造が入らないよ

うな複雑な画像を特徴づける（インデックス

化）するのに非常に有効な手段であった。本手

法は一般性が高いため、ここで紹介する以外の

応用も考えられる。現象の本質をうまくとらえ

て二値化すれば、非常に効果的な結果が得られ

ると思われる。今後、さらなる応用例が生まれ

ることを期待したい。 

 

参考文献 

[1] Topological Graph Theory, J. L. 

Gross and T. W. Tucker, 

Wiley-Interscience, 1987.  

[2] Homology-based method for detecting 
regions of interest in colonic 

digital images. Diagnostic 

Pathology 10:36, 2015. 

[3] Persistent Homology for Fast Tumour 
Segmentation in Whole Slide 

Histology Images. Procedia Computer 

Science. 90:119-124, 2016. 

[4] Kreutzberg, G. W. 1996. Microglia: 
a sensor for pathological events in 

the CNS. Trends Neurosci. 19: 312–8. 

[5] A new method for evaluation of 

microglial activation based on 

homology theory, Neuroscience 

volume 346, 2017. 

310



ՄఐܕࢠύʔγεςϯτՃ܈Λ༻͍ͨରԠͷ༠ಋࣸ૾

 തࢤ 1, ฏԬ ༟ষ 2

1౦େֶେֶӃཧֶڀݚՊɼ2౦େֶࡐྉՊֶߴڀݚॴ
e-mail : hiroshi.takeuchi.s6@dc.tohoku.ac.jp

1 എܠͱઌڀݚߦ

Δɽ͑ߟͷΑ͏ͳઃఆΛ࣍

 1. ࿈ଓࣸ૾ f : X → Y ͕ଘ͠ࡏɼ͋Δ༗
S߹ूݶ ⊂ X্ͷৼΔ͍f!S͚ͩ༩͑ΒΕͯ
͍Δɽ͜ͷ࣌ɼϗϞϩδʔ༠ಋࣸ૾ f∗ : HX →
HY ͷใΛಘΔ͜ͱ͕ग़དྷΔͩΖ͏͔ɽ

ઌڀݚߦ [1]Ͱ࣍ͷΑ͏ͳղੳΛఏҊͯ͠
͍Δɽ·ͣҐ૬ۭؒX ͼٴ Y Λ༗ݸݶʹׂ
͠ɼαϯϓϧ { (s, f(s)) | s ∈ S }͕͍ͬͯΔ
ྖҬʢਤ 2ͷࢵͷ෦ʣΛ F ͱ͓͘ɽ

X

Y
f
{ (s, f (s)) | s 2 S }

ਤ 1. f ͷάϥϑ Gr(f)ͱαϯϓϧ

X

Y

ਤ 2. ׂͯ͠ରԠ F ΛऔΓग़͢

ఆٛ 2. X ×Y ͷ෦ू߹ΛʢX͔Β Y ͷʣ
ରԠͱݺͿɽ

ఆٛ 3. ରԠF ʹର͠ɼࣗવͳࣹӨ͔Βఆ·Δ
ਤࣜX

p← F
q→ Y Λ͑ߟΔɽೋ݅

• Im p∗ = HX (homologically complete)

• q∗(Ker p∗) = 0 (homologically consis-

tent)

Λຬͨ࣌͢ɼ༠ಋࣸ૾ F∗ := q∗ ◦ p−1
∗ : HX →

HY ͕ well-definedʹఆ·Δɽ

͜͜Ͱɼ࿈ଓࣸ૾ fͷάϥϑGr(f)ରԠͰ
͋ΓɼGr(f)∗͕ఆ·Δ͕ɼ͜Ε f∗ͱҰக͢
Δ͜ͱʹҙ͢Δɽ࣍ͷೋఆཧʹΑΓɼׂ͕
ेʹ͔͘ࡉαϯϓϧ͕ेʹऔΕ͍ͯΔ࣌ɼ
f∗Λ F∗ʹΑͬͯऔΓग़ͤΔ͜ͱ͕อূ͞Εͯ
͍Δɽ

ఆཧ 4 ([1, Theorem 3.10]). ରԠ F ͕Gr(f)

⊂ F ͔ͭ homologically consistent݅Λຬͨ
͢ͳΒɼF  homologically completeͰ F∗͕
ఆ·Γɼf∗ = F∗ɽ

ఆཧ 5 ([1, Theorem 4.6]). ରԠF ͕ homolog-

ically consistent݅ɼରԠG͕homologically

complete݅Λຬͨ͠ɼ͞ ΒʹG ⊂ Fͷ࣌ɼF
homologically complete, Ghomologically

consistentͰ F∗, G∗͕ఆ·ΓɼG∗ = F∗ɽ

2 ᝪͷදݱʹΑΔผఆٛ

զʑ͜ΕΛᝪͷදݱͷΈͰଊ͑͠ɼ
ɼϗϞϩޙʑͳղੳख๏ͱ֦ுͨ͠ɽҎ༷ʹߋ
δʔ܈ͷશͯମKͱ͢ΔɽਤࣜHX

p∗←
HF

q∗→ HY A3ܕᝪͷදݱͱͯ͠طදݱ
ͷʹղ͢Δ͜ͱ͕ग़དྷɼHX

p∗← HF
q∗→

HY ∼=
⊕

1≤b≤d≤3
I[b, d]mb,d ͱॻ͚Δɽ͜͜Ͱ I[b, d]

۠ؒදݱʢྫ͑ I[1, 2] = (K
idK← K → 0)ʣ

Λද͠ɼmb,dͦͷॏෳΛද͢ɽطղ
 ఈͷׂΓͯΛબͿ͜ͱͰ͋Γɼྫج”͍ྑ“
͑ I[1, 2]HX ͷੜݩΛHY ͷ 0ʹׂΓ
͍ͯͯΔɽैͬͯɼ͜͜Ͱඇࣗ໌ͳׂΓͯ

 I[1, 3] = (K
idK← K

idK→ K)ͷΈͰ͋Γɼଞͷ
طදݱΛHX ͔ΒHY ͷ 0ࣸ૾ͱݟ၏
͢͜ͱʹΑͬͯɼHX ͔Β HY ͷ४ಉࣸܕ
૾F∗ΛվΊͯఆٛ͢Δ͜ͱ͕ग़དྷΔʢਤ 3ʣɽ
͜ͷఆٛͰ্Ͱड़ͨೋ݅ෆཁͰ͋Γɼ
·ͨ͜ͷೋ݅Λຬͨ࣌͢ɼઌڀݚߦͷఆٛ
ͱҰக͢Δ͜ͱ͕ࣔͤΔɽ͜ͷఆٛͷԼͰ࠶ͼ
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HX HF HY

K↵ K� K�

Km1,3 Km1,3 Km1,3

p⇤

⇠=

q⇤

⇠= ⇠=

これを　と定義するF⇤

ਤ 3. ରԠͷ༠ಋࣸ૾ͷผఆٛɽ1ߦ͔Β طߦ2
ղɽ

ఆཧ ͼఆཧٴ4 5Γཱͪɼূ໌Մఐ
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ඇৗʹ؆ܿͰ͋Δɽ
ΒͣɼA3ݶʹͷਤࣜܗͷٞ͜ͷه্ ܕ

ᝪͷදݱ͖͚ʹґΒͣʹ۠ؒදݱͷ
ʹطղ͢Δ͜ͱ͕ՄͰ͋Γɼྫ͑
δάβάՃ܈M1 → M2 ← M3 ʹ͓͍ͯM1

ͱ M3 ͷରԠ͕ॏཁͳ࣌ɼಉ༷ͷఆٛͰࣸ૾
M1 → M3Λఆٛ͠ɼຊ࣭తͳ෦͚ͩΛऔΓ
ग़͢͜ͱ͕ग़དྷΔɽ

3 ͷܥֶྗ ČechϑΟϧτϨʔγϣϯ

طղΛͯ͠ I[1, Δͱ͍͏ख๏ݟ͚ͩ[3
ɼྗֶܥͷ ČechϑΟϧτϨʔγϣϯΛ༻͍
ͨղੳ [3]ʹผͷࢹΛ༩͑Δ͜ͱ͕ग़དྷΔɽ
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I[b, d]m

i
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}
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ͼ࠶ I[1, 3] ͷྻݱΔ͜ͱͰɼ෦ද͢ݶ੍ʹ
{ I[1, 3]mi

1,3 }ΛಘΔɽI[1, 3]Kͱݟ၏ͤΔͷ
Ͱɼ͜ͷྻϕΫτϧۭؒͷྻ {Kmi

1,3 }ͱݟ

၏͢͜ͱ͕ग़དྷɼ͜ΕύʔγεςϯτՃ܈Ͱ
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1  概要 
 非可積分な非線形格子中に生成する、局在励

起を非線形局在励起(Intrinsic Localized 

Mode, ILM)あるいは Discrete Breather(DB)と

呼んでいる。[1-2] 非可積分なので、ソリトン

のように走らせることは難しいが、励起源と減

衰項を組み込むと、走行させることができる。

走行するILMは格子と共鳴相互作用して波状の

励起を後に残すが、励起-減衰の条件下でも走

行を邪魔する主要な原因となっている。非線形

項の調整で、非可積分ではあるが共鳴を消すこ

とができ、走りやすくなる。[3]このような現

象に興味を持っているが、走行速度は共鳴の波

数を決める重要な量である。ある格子点の運動

方程式を見た時、非線形項がその格子点の変数

だけに依存する場合（オンサイト非線形）、我々

の経験では走行速度は振幅増大とともに減少

する。[4] オンサイト非線形は、分散関係を単

純に上下させるだけで分散線のバンド幅を増

大することがない（群速度は増大しない）とい

うのがその理由である。可飽和非線形は走行性

を獲得するために考え出された手法の一つで

あるが[5]、速度は振幅とともに増大するとい

う報告がなされている。[6]可飽和非線形の場

合の速度について、励起－減衰項を組み込んだ

シミュレーションで調べた。 

 

2  シミュレーション 
 シミュレーションで、過飽和非線形性を組み

込 ん だ Discrete Nonlinear Schrödinger 

equation(DNLS) に励起項を加え、以下の式で

シミュレーションを行った。 
2

1 1 2

2 | |
2 1 | |
exp[ ( )]

n
n n n n n

n

c

ii

i k n t

\\ \ \ \ \
W J \

D

� �� � � �
�

 �:
(1) 

第２項が減衰項、右辺が波数 ck  、周波数:  の

励起であり、第５項が可飽和の非線形項、J  は

飽和パラメーターである。分散曲線は

� � 2cosn k kZ   である。 

 格子サイズ N=400 、 10 / 50ck S � 、

1.15 nZ:  で走行するＩＬＭが得られた。こ

の n\  を２次元フーリエ変換(FT)して分散線

と重ねると、図 1(a)のように、分散線より少し

上に、ほぼ接する直線状のフーリエ強度が得ら

れる。速度はほぼ群速度 /gv d dkZ  に等し

いことが分かる。 
 
3  速度について 
 図 2.に 0,2,5J   の場合に得られた速度の

励起周波数依存性を示す。励起周波数の左端は

10 / 50ck S � でのノーマルモード周波数

0.2575であり、周波数増大とともに振幅が増大

する。黒い領域は速度スペクトルが狭く、安定

に走行していることを示す。 0,2J  では、周

波数増大とともに速度が減少し、 5J   では低

周波側では減少していた速度が高周波側で速

くなることを表している。 

 速度の変化を説明するために、以下のように

考えた。群速度は、 /gv d dkZ であり波数 ck
での分散線の１点周辺で決まる。一方走行する

局在励起はキャリア波数の周りに分布を持つ。

分布は図 1(b)のように波数 ck を中心に両側に

exponential にＦＴ振幅が減衰している。実空

間の n\  が � �� �sech n vtP �  のエンベロープ

なら、そのフーリエ変換は 

� � � �sech
2

ck k
k A

SS\
P P

§ ·�
 ¨ ¸

© ¹
  (2) 

である。図 1(b)の点線に(2)式を示す。パラメ

ーターP はｋ空間での幅を表すとも考えられ

る。 

  P とピーク中心波数 'ck をフィッテイング

で得た。これを各モデルで励起周波数の関数と

して表したのが図 3 である。ピーク中心波数

'ck が、励起波数 ck  よりずれるのは、図 1 の

(a)や(b)の矢印に示す共鳴効果のためである。 

 速度に関して、局在励起の波数空間での広が

りを考慮するため、微分の代わりに(3)式のよ
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うに平均傾きを考えた。オンサイト非線形はバ

ンド幅を変えず、分散線をずらすだけなので、

傾きには直接影響しない。ＦＴ強度の波数空間

の分布を考慮すべきであるが、ここでは分散線

の 'ck 周りの単純な平均傾きを用いた。 

� � � �

� � � �

� �

2
2cos 2cos

2
2sin sin sin

n c n c

c c

c
g c

k k
v

k k
k k

k v k

Z P Z PZ

P P
P

P P
P P

� � �'
  
' '

� � �
 

  

(3) 

ここで、 k P'   とした。その結果を図 2.の各

モデルに点線で示している。このことから、速

度変化は波数空間の幅を考慮することで説明

ができた。 
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図 1. (a)走行する ILM の２次元フーリエ変換

� �,k\ Z のグレイ表示。 � �1.075 ckZ:   

10 / 50ck S �  である。点線は分散関係。Ｉ

ＬＭ強度の延長は矢印で分散線と交わり、共鳴

する。(b)実線は、２次元ＦＴ強度を線上の強

度に表したもの。矢印の位置で共鳴による増大

が見られる。点線は sech 関数によるフィッテ

ィング。 

 

図 2.速度の励起周波数依存性。励起強度
31.0 10D � u 、N=400 (a) 0J  (b) 2J   

(c) 5J  。点線は、(3)式で見積もられる速度。 

 

図 3. (a) 中心波数 'ck   (b)波数空間での幅

P  の励起周波数依存性。 
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ඇઢܗಈํఔࣜͷιϦτϯղʹର͢Δذղੳ

ϲ࡚ Ұ 1, ఴࢁ ଠ 2

ՊڀݚେֶେֶӃใֶژ 1,2

e-mail : yagasaki@amp.i.kyoto-u.ac.jp1, yamazoe@amp.i.kyoto-u.ac.jp2

1 ֓ཁ

ඇઢܗಈํఔࣜͰ͠͠ιϦτϯղ
ͱݺΕΔۭؒతʹͨ͠ࡏہɼֶత͔ͭཧ
తʹڵຯਂ͍ղ͕ଘ͠ࡏɼͦͷذʹ͍ͭͯ
ଟ͘ͷߦ͕ڀݚΘΕ͍ͯΔɽۙ࠷ɼஶऀΒҰ
ൠతͳແݩ࣍ݶHamilton͓ܥΑͼ࿈ཱඇઢܗ
Schrödingerํఔࣜʹରͯ͠ɼιϦτϯղͷ
ͱͦΕΒͷذ (ઢܗ)҆ఆੑΛղੳ͢Δख๏Λఏ
Ҋ͍ͯ͠Δ [1, 2]ɽຊߨԋͰɼରԠ͢Δݻ༗
ͷݻ༗ͱݻ༗ؔΛ͢ࢉܭΔ͜ͱʹΑͬ
ͯɼ͜ͷΑ͏ͳιϦτϯղͷઢ҆ܗఆੑΛܾఆ
͢ΔͨΊͷղੳ๏ʹ͍ͭͯใ͢ࠂΔɽಛʹɼ
จݙ [1, 2]ͷཧ݁ՌΛతʹ֬ೝ͢Δɽ

2 ཧ݁Ռ

ۭؒ ɼখ͞ͳϙςϯγϟϧΛ͍͓ͯʹݩ࣍1
༗͢Δඇઢܗ Schrödingerํఔࣜ

i∂tu = −∂2xu+ εW (x;µ)u− |u|2u, x ∈ R
(1)

Λ͑ߟΔɽ͜͜Ͱɼ0 < ε≪ 1ɼµ ∈ RɼW ̸≡ 0

༩͑ΒΕ࣮ͨؔɼuෳૉͷະ
ؔͰ͋Δɽε = 0ͷͱ͖ɼϕ(x) =

√
2 sechxɼ

ξ ∈ Rͱͯ͠ɼࣜ (1)ιϦτϯղu = eitϕ(x−
ξ)Λͭɽ

M(ξ;µ) ··=
∫

R
W (x;µ)ϕ(x− ξ)ϕ′(x− ξ) dx

ͱ͓͘ɽจݙ [1]Ͱ͜ͷιϦτϯղʹରͯ͠
ͷ݁Ռ͕ಘΒΕ͍ͯΔɽ࣍

ఆཧ 1 µ = µ0ʹ͓͍ͯɼM(ξ;µ)୯७Ͱͳ
͍ྵ ξ = ξ0Λ༗͢Δͷͱ͢Δɽ

(i) ∂µM(ξ0;µ0), ∂2ξM(ξ0;µ0) ̸= 0ͳΒɼµ =

µ0+O(ε)ʹ͓͍ͯιϦτϯղͷαυϧɾ
ϊʔυ͜ى͕ذΔɽ

(ii) W (x;µ)͕xʹ͍ͭͯؔۮͰ͋Γɼ͔ ͭ
∂µ∂ξM(ξ0;µ0), ∂3ξM(ξ0;µ0) ̸= 0ͳΒɼ
µ = µ0+O(ε)ʹ͓͍ͯιϦτϯղͷϐο
νϑΥʔΫ͜ى͕ذΔɽ

ղͷ҆ఆੑʹ͍ͭͯࢴ໘ͷ߹্লུ͢Δ.

ɼۭʹ࣍ SchrödingerܗΔ࿈ཱඇઢ͚͓ʹݩ࣍1ؒ

ํఔࣜ

i∂tu = −∂2xu− (|u|2 + β1|v|2)u,
i∂tv = −∂2xv − (β1|u|2 + β2|v|2)v,

x ∈ R,

(2)

Λ͑ߟΔɽ͜͜Ͱɼβ1,β2 ∈ Rɼu, vෳૉ
ͷະؔͰ͋Δɽࣜ (2)ιϦτϯղ (u, v) =

(eitU(x), eistV (x)) = (eitϕ(x), 0)Λ༗͢Δɽจ
ݙ [2]Ͱ͜ͷιϦτϯղʹରͯ࣍͠ͷ݁Ռ͕
ಘΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 2 β1Λ੍ޚύϥϝʔλͱ͢Δɽ

β1 =
(2
√
s+ 2ℓ+ 1)2 − 1

8
, ℓ ∈ Z≥0,

ʹ͓͍ͯιϦτϯղͷϐονϑΥʔΫى͕ذ
͜Δɽ͞Βʹɼs = 4, 9ʹରͯ͠ɼࢬͨ͠ذ
 ℓ = 0ͷͱ͖ઢ҆ܗఆɼℓ = 1, 2, 3ͷͱ͖ઢ
ෆ҆ఆͱͳΔɽܗ

3 ղੳख๏

ࣜ (1)͓Αͼ (2)ͷιϦτϯղ u = eitU ͓
Αͼ (u, v) = (eitU, eistV )ɼͦΕͧΕɼx →
±∞Ͱݮਰ͢Δɼৗඍํఔࣜ

−U ′′ + εW (x;µ)U − U3 = 0

͓Αͼ

− U ′′ + U − (U2 + β1V
2)U = 0,

− V ′′ + sV − (β1U
2 + β2V

2)V = 0,

ͷղͱͯ͠ද͞ΕΔɽ͜͜Ͱɼ′ xʹ͍ͭͯ
ͷඍΛද͢ɽ͜ͷΑ͏ʹɼۭؒ ͚͓ʹݩ࣍1
ΔඇઢܗಈํఔࣜͷιϦτϯղΛٻΊΔ
ɼnΛ͋Δࣗવͱͯ͠ɼ݅

lim
x→±∞

z(x) = z± ∈ Rn (3)

Λຬͨ͢ৗඍํఔࣜܥ

z′ = f(x, z;µ), z ∈ Rn, (4)
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ͷղΛٻΊΔͱ͍͏ʹؼண͞ΕΔɽಉ༷ʹɼ
ιϦτϯղͷઢ҆ܗఆੑʹؔ࿈ͨ͠ݻ༗
ɼmΛ͋ΔࣗવɼλR,λI ∈ Rͱͯ͠ɼ

ζ ′ = A(x;µ,λR,λI)ζ, ζ ∈ R2m, (5)

lim
x→±∞

ζ(x) = 0 (6)

ͷܗʹද͞ΕΔɽ͜͜ͰɼλRͱ λIݻ༗ λ

ͷ࣮෦ͱڏ෦Λද͠ɼA(x;µ,λR,λI)࣮ 2m

Ͱ͋Δɽྻߦਖ਼ํ࣍
༗λ͓Αͼ݅ݻ (3)ͱ (6)Λຬͨࣜ͢ (4)

ͱ (5) ͷղΛҎԼͷΑ͏ʹٻΊΔɽ·ͣɼ

f(x, z;µ) → f±(z;µ), A(x;µ,λ) → A±(µ,λ)

(x → ±∞)͕Γཱͪɼܥ z′ = f±(z;µ) 
Ҍܕۂ z = z± Λ༗͢Δͷͱ͢ΔɽEs

± ͓
ΑͼEu

±ΛɼͦΕͧΕɼ

ξ′ = Dzf±(z±;µ)ξ

ͷ҆ఆ͓Αͼෆ҆ఆ෦ۭؒͱ͠ɼLs
−͓Αͼ

Lu
+ ΛɼͦΕͧΕɼDzf±(z±;µ)ͷ࣮෦ෛ͓Α
ͼਖ਼ͷݻ༗ʹର͢ΔҰൠԽݻ༗ߦϕΫτϧ͔
ΒͳΔྻߦͱ͢Δɽx− < 0 < x+ɼ|x±| ≫ 1

ͱͯ͠ɼڥք݅

Ls
−(z(x−)− z−) = 0, Lu

+(z(x+)− z+) = 0

ʹରͯ͠ղΛ͠ࢉܭɼ݅ (3)Λຬͨࣜ͢ (4)

ͷۙࣅղΛٻΊΔɽ݅ (6)Λຬͨࣜ͢ (5)ͷ
ղಉ༷ʹۙࣅతʹٻΊΔɽ

4 ղੳ݁Ռ

ࣜ (1)͓Αͼ (2)ʹରͯ͠ (1)Ͱ

W (x;µ) = a sech(x+ µ) + sech(x− µ),

ͱͯ͠ɼ3અͷํ๏Λ༻͍ͯࢉܭΛͨͬߦɽ
a = 0.5ͱ 1.0ͱͨ͠ͱ͖ͷࣜ (1)ʹର͢Δ
ਤΛɼͦΕͧΕɼਤذ 1ͱ 2ʹࣔ͢ɽఆཧ 1ʹ
ΑΓ༧ଌ͞ΕΔΑ͏ʹɼa = 0.5ͷͱ͖αυϧɾ
ϊʔυ͕ذɼa = 1.0ͷͱ͖ϐονϑΥʔΫ
͍͖ͯى͕ذΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽਤͷ੨͍ۂઢ
ઢ҆ܗఆͳࢬΛɼ͍ۂઢઢܗෆ҆ఆͳࢬ
ΛͦΕͧΕද͍ͯ͠Δɽ·ͨɼࣜ (2)ʹ͓͚Δ
ιϦτϯղͷذਤΛਤ 3ʹࣔ͢ɽఆཧ 2ʹड़
ΒΕ͍ͯΔΑ͏ʹɼϐονϑΥʔΫ͕ذ࿈
ଓ͍͖ͯͯ͠ىΔ͜ͱ͕֬ೝͰ͖Δɽ
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Bifurcations of radially symmetric solutions in a coupled elliptic
system with critical exponents

Stachowiak Tomasz1, Yagasaki Kazuyuki2
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1 Introduction

We consider the coupled elliptic partial dif-
ferential equations

∆u+ (up−1 + β1v
p−1)u = 0,

∆v + (β1u
p−1 + β2v

p−1)v = 0
(1)

in the entire space Rd with d ≥ 3, where (u, v) =
(u(x), v(x)) are real-valued functions on Rd, ∆
is the Laplace operator on Rd and p,β1,β2 ∈ R
are constants such that p > 1 and β2 > 0.
We concentrate on the case in which p equals
the critical Sobolev expont, i.e., p = p∗ :=
(d + 2)/(d − 2), and fix p at this value. More-
over, we assume that the right hand side of (1)
is C4 and p > 2, so that (d, p) = (3, 5) or (4, 3).

In this setting, we have three families of ra-
dially symmetric, bounded solutions to (1) in
the entire space Rd, as follows. It is well-known
that the single equation with critical exponent,

∆φ+ φp = 0, (2)

to which the first equation in (1) reduces for
u = φ and v = 0, admits a radially symmetric,
bounded positive solution called the Talenti so-
lution

φ̄(x) =

(√
d(d− 2)

1 + |x|2

)(d−2)/2

,

and has a scaling law such that

λ2/(p−1)φ(λx)

is a solution for any positive λ if φ(x) is so. The
first family of solutions is thus given by

T1 : (u, v) =
(
λ2/(p−1)φ̄(λx), 0

)
.

Similarly, by setting u = 0 and v = φ/β
1/(p−1)
2 ,

the second equation of (1) becomes (2), so that
the second family is given by

T2 : (u, v) =

(
0,

(
λ2

β2

)1/(p−1)

φ̄(λx)

)
.

Finally, we assume that both u and v are pro-
portional to φ, to obtain two equations similar
to (2). So the third family is given by

T3 : (u, v) =
(
u
1/(p−1)
0 , v

1/(p−1)
0

)
λ2/(p−1)φ̄(λx)

if

β2 ̸= β2
1 ,

u0 =
β1 − β2

β2
1 − β2

> 0, v0 =
β1 − 1

β2
1 − β2

> 0. (3)

In this talk, we take β1 as a control parame-
ter for β2 fixed, and discuss bifurcations of the
three families Tj , j = 1, 2, 3. See [1] for the
details.

2 Main Results

Our main results are stated as follows.

Theorem 1 For d = 3, 4 and almost all values
of β2, at infinitely many values of β1 given by

β1 =
((p− 1)ℓ− p+ 2)(2(p− 1)ℓ− p+ 3)

p+ 1
,

ℓ ∈ N,

pitchfork bifurcations of the first family T1 oc-
cur in (1).

Theorem 2 For d = 3, 4 and almost all values
of β2, at infinitely many values of β1 given by

β1 =
((p− 1)ℓ− p+ 2)(2(p− 1)ℓ− p+ 3)

p+ 1
β2,

ℓ ∈ N,

pitchfork bifurcations of the second family T2

occur in (1).

Theorem 3 Suppose that β2 ̸= 1 and condi-
tion (3) holds. Then for d = 3 and 4, at in-
finitely many values of β1 given by

β1 =
1

8ℓ(ℓ+ 1) + 6

(
3(1 + β2)

−
√

9 + (64ℓ2(ℓ+ 1)2 + 9(β2 − 2))β2
)
,

ℓ ∈ N,
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and

β1 =
1

ℓ(2ℓ+ 3) + 2

(
(1 + β2)

−
√
1 + (ℓ2(2ℓ+ 3)2 + (β2 − 2))β2

)
,

ℓ ∈ N,
respectively, transcritical bifurcations of the third
family T3 occur in (1).

3 Sketch of Proofs

First, we easily see that radially symmetric
solutions to (1) satisfy the ordinary differential
equations

u′′ +
d− 1

r
u′ + (up−1 + β1v

p−1)u = 0,

v′′ +
d− 1

r
v′ + (β1u

p−1 + β2v
p−1)v = 0,

(4)

where r = |x| and the prime represents differ-
entiation with respect to r. Introducing the
new independent and dependent variables as

τ =
2

p− 1
log r

and (ξ1, ξ2) =

(
p− 1

2
r

)2/(p−1)

(u, v),

respectively, we rewrite (4) as

ξ̇1 = ξ3, ξ̇3 = ξ1 − (ξp−1
1 + β1ξ

p−1
2 )ξ1,

ξ̇2 = ξ4, ξ̇4 = ξ2 − (β1ξ
p−1
1 + β2ξ

p−1
2 )ξ2,

(5)

where the dot represents differentiation with re-
spect to τ . The three families Tj , j = 1, 2, 3,
in (1) correspond to three homoclinic orbits to
the origin ξ = 0 ∈ R4,

ξ =(θ1(τ ; 1), 0, θ2(τ ; 1), 0),

(0, θ1(τ ;β2), 0, θ2(τ ;β2)) and

(θ1(τ ; δ1), θ1(τ ; δ2), θ2(τ ; δ1), θ2(τ ; δ2)),

where δ1 = u−1
0 , δ2 = v−1

0 and

θ1(τ ; δ) =

(
p+ 1

2δ

)1/(p−1)

sech2/(p−1)

(
p− 1

2
τ

)
,

θ2(τ ; δ) = θ̇1(τ ; δ).

We easily see that the system (5) is reversible,
i.e., the vector field g of (5) satisfies g(Rξ) +
Rg(ξ) = 0 for any β1,β2 ∈ R, where R : R4 →
R4 is the linear involution given by

R : (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) &→ (ξ1, ξ2,−ξ3,−ξ4).

We apply the results of [2], which is an ex-
tension of [3] to reversible systems, to the au-
tonomous system (5), and obtain the results of
Theorems 1-3. See [1] for the details.

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6

δ 0

β1
Figure 1. Numerically computed bifurcation diagram
for the third family T3 when d = 3 (p = 5) and β2 = 2.

Here δ0 = δ
1/(p−1)
1 ξ1(0)− δ

1/(p−1)
2 ξ2(0).

4 Numerical Computations

As in [2, 3], we carried out numerical com-
putations for bifurcations of homoclinic orbits
in (5), using the computer tool AUTO [4]. In
Fig. 1 we show a numerically computed bifur-
cation diagram for the third family T3 when
d = 3 (p = 5) and β2 = 2. Note that the value
of the ordinate is zero for T3. We observe that
transcritical bifurcations occur successively, as
stated in Theorem 3.
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≉␗ⅬࡢᚤศᗄఱᏛ—㸱ḟඖ✵ࡢᴟ᭤㠃࡚ࡋ࣐࣮ࢸࢆ—

ᱵཎ 㞞㢧 1

ᮾிᕤᴗᏛ࣭ሗ⌮ᕤᏛ㝔

e-mail : umehara@is.titech.ac.jp

1 ᴫせ

㸱ḟඖࡢ Euclid ✵㛫 R3ࡿࡅ࠾ᖹᆒ᭤⋡

ࡃࡘࡢ⭷㸪▼㮯ࢀࡤࡼᴟᑠ᭤㠃ࡣ᭤㠃ࡢ㞽ࡀ

✵㸪㸱ḟඖࡀࡿࢀࡉゎ㔘᭤㠃ࡿ R3
1 ᖹᆒࡢ

᭤⋡ࡀ㞽ࡢ✵㛫ⓗ᭤㠃ࡣᴟ᭤㠃ࢀࡤࡼ㸪୍

ࢢ✲◊ࡢ⪅➹㸪ࡣ㸬ᮏㅮ₇࡛ࡘࡶࢆⅬ␗≉⯡

ᚤศᗄఱᏛࡢⅬ␗≉ࡿ࠸࡛ࢇ⤌ࡾྲྀࡀࣉ࣮ࣝ

࣮ࢸࢆ㛫ⓗᴟ᭤㠃ࠖ✵ࡢ✵㸱ḟඖࠕ࡚࠸ࡘ

㸪ᗄఱࡣ㛫ⓗᴟ᭤㠃✵ࡢ✵㸬ࡿࡍゎㄝ࣐

Ꮫⓗኚ⯆῝࠸ᑐ㇟࡛ࡃ࡞࡛ࡾࡤࡿ࠶㸪

ࡣࢀࡑ㸪ࡋࢆᆺኚ᭤㠃࡞㸪㛫ⓗࡤࡋࡤࡋ

ࠖ㏿㉸㡢ࠕࡽࠖ㏿ள㡢ࠕࡢ㠀ᐇᅾẼయࡢ✀ࡿ࠶

࠸ࡘࢀࡇ㸪ࡣ㸬ᮏㅮ₇࡛ࡿࡍᑐᛂኚࡢ

㸬࠸ࡓࡋゝཬࡶ࡚

2 ᭤㠃ࡿࢀ⌧≉␗Ⅼࡢ⤂

௨ୗࡢR2ࡽR3ࡢ C∞-ീࡿ࠼⪄ࢆ㸬

fC = (u2, u3, v),

fS = (3u4 + u2v, 4u3 + 2uv, v),

fW = (u2, uv, v), fCW = (u, v2, uv3).

fC ㎶㸪fSࣉࢫ࢝ᶆ‽ⓗࡀ ࡢ࣓ࣂࢶᶆ‽ⓗࡀ

ᑿ㸪fW ᶆ‽ⓗཫᖗᏊࡀ (Whitneyࡢചࡶ

㸪fCW(࠺࠸ ࠼ࢆཫᖗᏊ≦ࣉࢫ࢝ᶆ‽ⓗࡀ

ཎⅬࡶࢀ㸬ࡿ (0, 㸬ࡿ࠶Ⅼ࡛␗≉ࡿࡍヱᙜࡀ(0

ᅗ 1. ᑿ㸦ྑୖ㸧㸪ཫᖗᏊࡢ࣓ࣂࢶ㎶㸦ᕥୖ㸧㸪ࣉࢫ࢝
㸦ᕥୗ㸧㸪ࣉࢫ࢝≧ཫᖗᏊ㸦ྑୗ㸧

ࡓࢀࡽ࠼ C∞-ീⱆࡣ㸪ᐃ⩏ᇦ್ᇦࡢᗙ

ᶆኚ࡛㸪ୖグࡢᶆ‽ᙧ fC , fS , fW , fCW ୍

㎶ࣉࢫ࢝ࢀࡒࢀࡑ㸪ࡁࡿࡁ࡛ࡀࡇࡿࡏࡉ⮴

(cuspidal edge)㸪ࡢ࣓ࣂࢶᑿ (swallowtail)㸪

ཫᖗᏊ (cross cap)㸪ࣉࢫ࢝≧ཫᖗᏊ (cuspidal

cross cap)ࡿࢀࡤࡼ㸬㸲ࡢࡘ≉␗Ⅼࡕ࠺ࡢ㸪

ཫᖗᏊࡀࡅࡔᏙ❧≉␗Ⅼ࡛ࡿ࠶㸬ཫᖗᏊࡣ㸪

㸰ḟඖ㡿ᇦࡽ R3 ࡢ C∞-ീࡗࡶࡿࢀ⌧

࡛࣐࣮ࢸࡢ㸪ᅇࡀࡿ࠶Ⅼ࡛␗≉࡞ⓗ⯡୍ࡶ

㸬࠸࡞ࢀ⌧ࡣᴟ᭤㠃ୖࡿ࠶

ཫᖗᏊࡣ࡚࠸ࡘ㸪Whitneyุࡢᐃἲࡀ▱

ࡢࡑ㸪ࡣ࡛✲◊ࡢᮇึࡢ➼⪅➹㸪ࡀࡓ࠸࡚ࢀࡽ

ࡢ≉␗Ⅼุࡢᐃἲࢆࡀࡇࡿ࠼┠ᶆ࡛ࡗ࠶

㸪ㄽࡣ࡚࠸ࡘᑿࡢ࣓ࣂࢶ㎶ࣉࢫ࢝㸬ᐇ㝿ࡓ

ᩥ [1] ࡛㸪ࣉࢫ࢝≧ཫᖗᏊุࡢᐃ᮲௳ࡣ [2]

࡛ࡓ࠼㸬➹⪅⮬㌟ࡀ࠸࡞ࡣ࡛✲◊ࡢ㸪࡛ࡣ㸪

ࡶ࡚࠸ࡘⅬ␗≉࡞せࡿࢀ⌧᭤㠃ࡢࡢࡑ

ุᐃ᮲௳ࡀࡿ࠸࡚ࢀࡽ࠼㸬ᮏㅮ₇ࡣᴟ᭤㠃

✲◊ࡢ᪉㠃ࡢࡇࡢ⪅➹㸪ࡀࡿ࠸࡚ࡋ࣐࣮ࢸࢆ

ᴫせࡣ࡚ࡋ [3, 㸬࠸ࡓࢀࡉ↷ཧࢆ[4

ᅗ 2. Osserman ᆺࡢ➼ᘧࡢ➼ྕ᮲௳ࡍࡓ‶ࢆᴟ㠃
㸦ᕥࡣᴟࢻࣀࢸ࢝㸪ྑࡣ Kim-Yang᭤㠃㸧.

3 3ḟඖ✵R3
ᴟ᭤㠃ࡢ1

ࡋ⏝ᛂࡢ௳ᐃ᮲ุࡢⅬ␗≉ࡢ㸪ୖグࡀ⪅➹

࡚⯆ࢆᣢࡣࡢࡓࡗ㸪㸱ḟඖ✵ࡢ✵㛫ⓗᴟ

᭤㠃࡛ࡿ࠶㸬M2 㸪gࡋRiemann㠃ࢆ M2ࢆ

᭷⌮ᙧ㛵ᩘ㸪ωࡢୖ M2ࢆ ṇ๎㸯ḟᚤศࡢୖ

ᙧᘧ࡚ࡋ㸪M2 ௳Ⅼ࡛ṇ್᮲ྛࡢ

(1 + |g|2)|ω| > 0 (1)

㸪ࡾ࠾࡚ࡋࡓ‶ࢆ i =
√
−1 ࡃ࠾

f0 := Re(F0), F0 :=

∫ z

z0

(1−g2, i(1+g2), 2g)ω

࡛ࡿࢀࡽ࠼ീ f0ࡀ㸪M2 ୖ୍࡛౯࡛ࢀ࠶

㸪㸱ḟඖࡤ Euclid ✵㛫 R3 ࡳ㎸ࡵࡣᴟᑠࡢ
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Weierstrassࡣࡇࡿ࠼ࢆ ⾲⌧බᘧࡼ࡚ࡋ

㸬z0ࡿ࠸࡚ࢀࡽ▱ࡃ ∈ M2 㸬୍ࡿ࠶ᇶⅬ࡛ࡣ

᪉ᑡࡋᙧࡀ㐪ࡀ࠺㸪

f := Re(F ), F :=

∫ z

z0

(1+ g2, i(1− g2),−2g)ω

ീࡿࢀࡽ࠼࡚ࡗࡼ f 㸪M2ୖ୍࡛౯࡛ࡀ

ᩘྕ➢㸪ࡤࢀ࠶ 㸱ḟඖ✵R3ࡢ(−++)
✵㸦ࡢ1

㛫ⓗ㸧ᴟ᭤㠃ࢆࡿ࠼㸬R3
1 ᭤ࡣ㸰ⴥ᭤㠃ࡢ

ࡀ⋠ S2ࡾࡼ㸪❧యᑕᙳࡾ࡞1− = C∪{∞}

㸪༢ࡀࡿࢀࡉど୍ྠ |z| = 1 ࡢୗୖࡣ

᭤㠃ࡿࡅࡘࡧ⤖ࢆ⌮ቃ⏺ࡿࢀࡉ࡞ࡳ㸬ࡢࡇ

ྠ୍ど࡛㸪ୖ㏙ࡢ g ᛮീࡢ㸰ⴥ᭤㠃ࡣ

࠺ f ࡢ Gaussീ୍ྠどࡿࢀࡉ㸬ࡢࡇබ

ᘧࡓ࠸⏝ࢆᴟ᭤㠃ࡣ✲◊ࡢᑠᯘ ࡲጞ[5]

ࡣ㸬➨୍ᇶᮏᙧᘧࡿ

ds2 = (1− |g|2)2|ω|2 (2)

࡛ࡢࡿ࡞ |g| = 1 Ⅼ␗≉ࡢ᭤㠃ࡀⅬࡿ࡞

ࡤ࠼㸬ࡿ࡞ g = z, ω := dz/z2 㸪ୖグ࡚ࡋ

ࡿࡁ࡛࡚ࡵࡣᙜ࡚ᘧࡢ R3
ᴟࡣᴟ᭤㠃ࡢ1

ࢀࡤࡼࢻࣀࢸ࢝ x = sinh tࢆࣇࣛࢢࡢ㛫

㍈ࡢᅇࡾᅇ㌿ࡓࡋᙧ≧ࡾ࠾࡚ࡋࢆ㸪㗹ⓗ࡞≉

␗Ⅼࡘࡶࢆ㸦ᅗ 2ᕥ㸧. ᑠᯘẶࡣ㸪࡞࠺ࡼࡢࡇ

㗹ⓗ࡞≉␗Ⅼࢆ⪃ᐹࡀࡓࡋ㸪ᡃ୍ࡾࡼࡣࠎ

㸸࠺ᢅࢆᴟ᭤㠃ࡍࡓ‶ࢆ௳᮲ࡢ௨ୗ⯡

a) M2 㒊ศ㞟ྜ࡞ᐦ⛻ࡘ㛤ࡢ W Ꮡᅾࡀ

㸪(2)ࡋ ࡛ࡓࢀࡽ࠼ ds2 ࡣ W ୖ࡛ṇ

ᐃ್ࡿ࡞㸬ࡾࡲࡘ f ࡣ㞟ྜࡢṇ๎Ⅼࡢ

M2 ୖ࡛㛤ࡘ⛻ᐦ࡛ࡿ࠶㸬

b) (g,ω) ௳᮲ࡣ (1) ࡾࡲࡘ㸬ࡍࡓࡳࢆ f ࡣ

ศᒱⅬࢆᣢ࠸࡞ࡓ㸬

࡞࠺ࡼࡢࡇ f ᴟ㠃ࢆ (maxface)ᡃྡࡣࠎ

ࡓࡅ [6]㸬ࡢࡇᐃ⩏ࡀ≉␗Ⅼࡘࡶࢆᯟ⤌ࡋࡳ

࡚㐺ษ࡛ࡿ࠶᰿ᣐ࡚ࡋ㸪ḟࡢᐃ⌮ࡓࡋ♧ࢆ㸬

ᐃ⌮ 1 ([6]) ᴟ㠃 f : M2 → R3
1 Ⅼ␗≉ࡢ

㞟ྜ Σ 㡿ᇦ࡞ࢺࢡࣃࣥࢥᑐ┦ࡴྵࢆ U Ꮡᅾࡀ

㸪➨୍ᇶᮏᙧᘧࡋ ds2 M2ࡀ \ U ࡿࡍㄏᑟ

㊥㞳ࡀഛࡿࡍ㸪ࢺࢡࣃࣥࢥ Riemann㠃

M̄2ࡀᏑᅾࡋ㸪M2 ࡣ M̄2ࡽ᭷㝈ಶࡢⅬࢆ㝖

ࡓ࠸ Riemann㠃ඹᙧྠ್࡛㸪g ࡣ M̄2 ࡢୖ

᭷⌮ᆺ㛵ᩘᣑᙇࡿࢀࡉ㸬㝖ࡓࢀ᭷㝈ಶࡢⅬ

㸦ࢻ࢚ࣥࡪ㸧ࡢಶᩘࢆN 㸪➼ᘧࡿࡍ

2deg(g) ≥ −χ(M2) +N

࡛ࡇࡇ㸬ࡘ❧ࡾᡂࡀ χ(M2) ࡣ M2 ࣮ࣛ࢜ࡢ

㏆࡛ࢻ࢚ࣥ㸪ྛࡣྕ➼㸬ࡿ࠶࡛ᩘ f ᕫ⮬ࡀ

ཫࡿ࠶࡛ࡇ࠸࡞ࡋ㸬

ࡢᴟᑠ᭤㠃ࡣࢀࡇ Osserman➼ᘧࡢᴟ᭤

㠃ᑐࡿࡍ㢮ఝ≀࡛ࡿ࠶㸬ୖ㏙ࡢᴟࣀࢸ࢝

㸦ᅗࢻ 2ᕥ㸧ࡣ➼ᘧࡍࡓ‶ࢆྕ➼ࡢ✀ᩘ㸮ࡢ

᭤㠃࡛ࡿ࠶㸬ࡓࡲKim-Yang᭤㠃㸦ᅗ2ྑ㸪[7]㸧

㸬ࡿ࠼ࢆࡢ㸯ࡀᩘ✀ࡍࡓ‶ࢆྕ➼ࡣ

4 ≉␗Ⅼࡢᑐᛶᴟ᭤㠃ࡢᆺኚ

ᴟ㠃 f ࡳ㎸ࡵࡣ㸪ṇ๎ࡣ F ࡿ࠶ᐇ㒊࡛ࡢ

㸪㒊ࡀ

f∗ := Im(F )

࠺࠸ඹᙺᴟ㠃ࢆ (ᐇ㝿 f∗ 㸬(ࡿ࡞ᴟ㠃ࡶ

f ࡀ M2 ୖ୍࡛౯࡛ࡶ࡚ࡗ࠶ f∗ 㝈ࡣ࠺ࡑࡣ

ࡽ㸰ḟඖ㡿ᇦ⯡㸬୍࠸࡞ࡽ R3ࡢീⱆ

࡛ീ (u, v) (→ (u, v2, 0) ᗙࡢᇦ್ᐃ⩏ᇦ

ᶆኚ୍࡛⮴ࢆࡢࡶࡿࡁ࡛ࡀࡇࡿࡏࡉᢡࡾ┠

≉␗Ⅼࡪࡼ㸬ᴟ㠃ࡢࡑඹᙺ㸦ᴟ㸧᭤㠃

␗ࡣ㢮✀ࡢⅬ␗≉ࡀࡿ࠶ඹ㏻࡛ࡣⅬ㞟ྜ␗≉ࡢ

㸬ࡿ࠶ࡀᑐᛶࡢ௨ୗࡣ㛫ࡢ⪅㸪୧ࡾ࡞

(i) p ∈ M2 ࡀ f ࡽ࡞㎶ࣉࢫ࢝ࡢ f∗ ࡶ p ࡛

ࡿ࡞㎶ࣉࢫ࢝ ([2])㸬

(ii) p ∈ M2 ࡀ f ≦ࣉࢫ࢝ᑿ㸦ࡢ࣓ࣂࢶࡢ

ཫᖗᏊ㸧ࡽ࡞ f∗ ࡣ p ཫᖗ≦ࣉࢫ࡛࢝

Ꮚ㸦ࡢ࣓ࣂࢶᑿ㸧ࡿ࡞ ([2])㸬

(iii) p ∈ M2 ࡀ f ␗≉┠ࡾ㗹ⓗ≉␗Ⅼ㸦ᢡࡢ

Ⅼ㸧ࡽ࡞ f∗ ࡣ p ࡛ᢡࡾ┠≉␗Ⅼ㸦㗹ⓗ

≉␗Ⅼ㸧ࡿ࡞ ([8])㸬

ᅗ 3. ᴟࡢࡑࢻࢥࣜ࣊ゎᯒⓗᘏ㛗

ᴟࡢࢻࣀࢸ࢝ඹᙺ᭤㠃࡛ࡿ࠶ᴟࢥࣜ࣊

ࡢ㸪ୖグᑐᛶࡣࢻ (iii) Ⅼ␗≉┠ࡾ㸪ᢡࡾࡼ

㸬ࡿࡍ್┠ὀࡣᐇࡢ㸬௨ୗࡘࡶࢆ

ᐇ 2 ᴟࡣࢻࢥࣜ࣊㸪ᴟᑠ᭤㠃ࡢ࡚ࡋ

㸪ࡣࢻࢥࣜ࣊㸬ᴟࡿ࠶㒊୍࡛ࡢࢻࢥࣜ࣊

ᢡࡾ┠≉␗Ⅼࢆቃ㸪㛫ⓗ᭤㠃ᐇゎᯒⓗ࡞

ᘏ㛗ࡕࡶࢆ㸪ᘏ㛗ᚋࡢ᭤㠃ࡣ㸪ᴟᑠ᭤㠃࡚ࡋ

㸦ᅗࡿࡍ⮴୍ࢻࢥࣜ࣊ࡢ 3ཧ↷㸧㸬

௨ୗࡢᐇ㸱ࡾࡼ㸪ୖグࡢᐇ㸰ࡢࡑࡣ≉

㸸ࡿ࠸࡚ࡗ࡞࡞ู
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ᐇ 3 ([9, 10, 8]) ᴟ᭤㠃 f ␗≉┠ࡾᢡࡢ

Ⅼࡿ࡞ࡽ✵㛫᭤⥺ γࡣ㸪㏿ᗘࣝࢺࢡ࣋ dγ/dt

ࡢࡑ㸪ࡾ࡞ගⓗࡀ xy-ᖹ㠃ࡢᑕᙳࡣ㸪ኚ᭤

Ⅼ࠸࡞ࡢᖹ㠃᭤⥺ࡿ࡞㸬ࡽࡉ γࢆ㉺࡚࠼ f

ᐇゎࡢ࡚ࡋᖹᆒ᭤⋡㞽᭤㠃㸪㛫ⓗ᭤㠃ࡣ

ᯒⓗᘏ㛗ࢆ᭷ࡿࡍ㸬

ᅗ 4. Schwarz Dᆺᴟ᭤㠃 Jorge-Meeksᆺᴟ᭤㠃
ゎᯒⓗᘏ㛗ࡢ

ᛮ㆟ࡇ࡞㸪ᢡࡾ┠≉␗Ⅼἢ࡚ࡗ㸪✵

㛫ⓗᴟ᭤㠃ࡢලయࢆ㛫ⓗ᭤㠃ゎᯒⓗ

ᘏ㛗ࡿࡍ㸪ከࡢࡃሙྜ࠸ࡼࡶ࡚ᙧ≧࡚ࡋࢆ

㸸ࡿࡆ࠶ࢆ௨እࢻࢥࣜ࣊ࡢ㸬ୖ㏙ࡿ࠸

• ᑠᯘ 㸪㛵ᩘࡣ[5]

t1 := x tanh 2y, t2 := log

(
cosh x

cosh y

)
.

㸪R3ࡀࣇࣛࢢࡢ
1 㞽ࡀ⋠ᖹᆒ᭤ࡿࡅ࠾

㸦ᅗࡿ࡞᭤㠃ࡢ 5㸧ࡓࡋ♧ࢆࡇ㸬

• Schwarz Dᆺࡢ㸱㔜࿘ᮇⓗ࡞ᴟ᭤㠃ࡣ㸪

ᢡࡾ┠≉␗Ⅼࡕࡶࢆࡳࡢ㸪ࡢࡑゎᯒⓗᘏ

㛗ࡣ㸱㔜࿘ᮇⓗ࡞ᅛ᭷ᇙࡵ㎸ࡿ࠶࡛ࡳ㸦[11]㸪

ᅗ㸲ᕥ㸧㸬ࡋࡔࡓ㸪ࢺࢡࣃࣥࢥ㞟ྜࡢ㏫

ീ࡞࠺ࡼࡿ࡞ࢺࢡࣃࣥࢥࡀ㐃⥆ീࢆ

ᅛ᭷࡛࠺࠸ࡿ࠶㸬

• Jorge-Meeks ᆺࡢᴟ᭤㠃ࡣ㸪ᢡࡾ┠≉

␗Ⅼࡕࡶࢆࡳࡢ㸪ࡢࡑゎᯒⓗᘏ㛗ࡣᅛ᭷

ᇙࡵ㎸ࡿ࡞ࡳ㸦[12]㸪ᅗ㸲ྑ㸧㸬

Euclid ✵㛫࡚࠸࠾ ϕ : R2 → R ࣇࣛࢢࡢ

㸦entire graph࠺࠸㸧ࡀᖹᆒ᭤⋡㞽ࡿ࡞

▱ࡀࡇࡿ㝈ሙྜࡿ࡞ᖹ㠃ࡀࣇࣛࢢ㸪ࡣࡢ

.ᐃ⌮㸧ࡢ㸦Bernsteinࡿ࠸࡚ࢀࡽ ࡋ㢮ఝࡢࡑ

࡚㸪1970ᖺCalabiࠕࡾࡼentire graphࡀ✵

㛫ⓗᴟ᭤㠃ࡣࡢࡿ࡞ᖹ㠃ࡁࡢ㝈ࠖࡿ

✵ࠕࡣᙇ࡛ࡢࡇ㸪ࡀࡿ࠸࡚ࢀࡽᚓࡀᯝ⤖࠺࠸

㛫ⓗࠖ࠺࠸௬ᐃࡣྍḞ࡛ࡿ࠶㸬ᐇ㝿

t(x, y) := x+ µ(y) (dµ(y)dy > 0, x, y ∈ R)

ࢆ᭤㠃ࡢᖹᆒ᭤⋡㞽࡞㸪㛫ⓗࡣࣇࣛࢢࡢ

ࡢᑠᯘẶࡢグୖࡽࡉ㸬ࡿ࠼ tj (j = 1, 2)

㸪✵㛫ⓗ㒊ศ㸦ᅗࡃ࡞࡛ࡅࡔ㒊ศ࡞㸪㛫ⓗࡣ

㸳ࡢᕥྑ࡛ᐇ⥺࡛ᅖࡓࢀࡲพ㡿ᇦ㒊ศ㸧ྵࢆ

ࡴ entire graph ࠸࡚ࡋពࢆࡇࡿࢀࡉチࡶ

ࡗ࠶࡛ࡅࡔࡘ㸰ࡢࡇࡣ࡞࠺ࡼࡢࡇ࡛ࡲ㸬ࡿ

ሙྜ࡞ู≉ࢆࡘ㸰ࡢࡇ㸪ࡣ➼⪅➹㸪᭱㏆ࡀࡓ

ᖹᆒࡘࡶࢆ㛫ⓗ㒊ศ✵࡞࠺ࡼࡢ㸪௨ୗࡴྵ࡚ࡋ

᭤⋡㞽ࡢ entire graph 㸬ࡓࡋⓎぢࢆ⣔ิࡢ

0 = α0 ≤ α1 ≤ · · · ≤ α2n−1 < 2π (3)

ࢆ (2n − 1) ಶࡢᐇᩘࡋ⤌ࡢ㸪b1, ..., bn−1 ࡣ

|b1|, ..., |bn−1| < 1 ࡋࡍࡓ‶ࢆ

g =
n−1∏

k=1

z − bk

1− bkz
,

ω =
i
∏n−1

k=1(1− bkz)2∏2n−1
j=0 (e−iαj/2z − eiαj/2)

dz

ࡲ࠸㸬ࡃ࠾ {eiα0 , ..., eiα2n−1} ࡞␗┦୰࡛ࡢ

ࢆࡢࡶࡿ {p1, ..., pN} 㸪ୖグࡍ⾲࡛ (g,ω) ࡣ

M2 := C \ {p1, ..., pN} ୖ࡛ᐃ⩏ࡓࢀࡉᴟ㠃

,㸪p1ࡋㄏᑟࢆ ..., pN ௨እࡢ༢ |z| = ࡢ1ୖ

Ⅼࡀ f ሙࡢ௨እࢀࡑ㸪ࡋᑐᛂⅬ␗≉┠ࡾᢡࡢ

ᡤࡣ≉␗ⅬࡣᏑᅾ࠸࡞ࡋ㸬ᡃࡣࠎ㸪࠺ࡼࡢࡇ

࡞ f ࡣ⏤⌮ࡢࡑ㸬ࡓࡅྡᑠᯘ᭤㠃ࢆ n = 2

࡛ b1 = 0 ࡘ

(α0,α1,α2,α3) := (0,
π

2
,π,

3π

2
)

ࡀゎᯒⓗᘏ㛗ࡢሙྜࡢ t2 㸦ᅗ࠼ࢆ 5ᕥ㸧㸪

(α0,α1,α2,α3) := (0, 0,π,π)

ࡀゎᯒⓗᘏ㛗ࡢሙྜࡢ t1 ࡿ࠶࡛ࡽࡿ࠼ࢆ

㸦ᅗ5ྑ㸧㸬ᑠᯘ᭤㠃ࡣ㸪୍ ⯡ⓗࡣ entire graph

࠶࠼ࡉሙྜࡘࡶࢆᕫཫ⮬ࡾࡤ࠸࡞ࡽ࡞

㸬ࡓࡁ࡛ࡀࡇࡍ♧ࢆᯝ⤖࡞࠺ࡼࡢ㸪௨ୗࡀࡿ

ᅗ 5. t1(ᕥ) t2(ྑ)ࡿࢀࡉ⾲࡛ࣇࣛࢢࡢᴟ᭤㠃

ᐃ⌮ 4 ([13]) n ≥ 㸬」⣲ᩘࡼࡏ2 b1, ..., bn−1

㸪αnࡃࡉᑠศࡀᑐ್⤯ࡢ := 2πࡁࡿࡍ

|αj − αj+1| <
π

n− 1
(j = 0, ...., 2n − 1)
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㸪ࡣゎᯒⓗᘏ㛗ࡢᑠᯘ᭤㠃ࡿࡍ㸪ᑐᛂࡤࡏࡓ‶ࢆ

ᖹᆒ᭤⋡ࡀ㞽ࡢ entire graph 㸬ࡿ࡞ീࡢ

ᑠᯘ᭤㠃ࡣ R3
࡚࠸㝖ࢆఝኚ┦ࡢ1 4n − 7 ಶ

㸬nࡘࡶࢆᗘ⏤⮬ࡢኚᙧࡢ ࡔᩘᩚࡢ㸰௨ୖࡣ

⋠㞽ᖹᆒ᭤ࡘࡶࢆ㸪✵㛫ⓗ㒊ศࡽ entire graph

ࢇࡉࡃࡓࡀᚓࡿ࡞ࡇࡓࢀࡽ㸬࡛ࢁࡇ㸪

㞽࡛࠸࡞ᖹᆒ᭤⋡୍ᐃࡢ✵㛫ⓗ᭤㠃ࡣ㸪㛫ⓗ

᭤㠃ࡢゎᯒⓗᘏ㛗ࢆᣢ࠸࡞ࡓ ([14]). ពࡢࡇ

࡛ࠕࡣᆺኚࠖࡣ㇟⌧࠺࠸ᴟ᭤㠃≉᭷ࡢ

㸬ࡿ࠼࠸㇟⌧

5 ᴟ᭤㠃㸰ḟඖὶయࡢ㛵ಀ

᭱ᚋ㸪ᴟ᭤㠃ࡢ㛫ⓗ᭤㠃ࡢᖹᆒ᭤⋡

㞽ࡢ᭤㠃ࡢ࡚ࡋᘏ㛗ࡣ㸪㸰ḟඖὶయࡢ࡚ࡋ

ゎ㔘࡚ࡁ࡛ࡀ㸪ࡢ✀ࡿ࠶㠀ᐇᅾẼయࡢ㉸㡢㏿

࠾࡚ࡋᣦࢆࡇࡿࡍᑐᛂኚࡢ㏿ள㡢ࡽ

ࡃ ([8])㸬࠺ࡼࡿࢀࡽ▱ࡃࡼ㸰ḟඖࡢὶయࡢ

stream function ψ ࡣ

(ρ2c2−ψ2
y)ψxx+2ψxψyψxy+(ρ2c2−ψ2

x)ψyy = 0

࡛ࡇࡇ㸬ࡍࡓ‶ࢆ c ᒁᡤ㡢㏿㸪ρࡣ ࠶ᐦᗘ࡛ࡣ

ࡶࡋࡶ㸬ࡿ cρ = 1 㸪ࡿࡍࡓࡗ࠶࡛

(1− ψ2
y)ψxx + 2ψxψyψxy + (1− ψ2

x)ψyy = 0

ࢀࡉ㑏ඖ t = ψ(x, y) 㸪R3ࡣࣇࣛࢢࡢ
1 ࠾

ࡀሙྜ࡞㸪✵㛫ⓗࡾ࡞᭤㠃ࡢᖹᆒ᭤⋡㞽ࡿࡅ

ள㡢㏿㸪㛫ⓗ࡞ሙྜࡣ㉸㡢㏿ࡿ࡞㸬㏻ᖖࡢ

Ẽయ࡛ࡣ㸪ᅽຊࡣ p = ργ (γ ≈ 1.4) 㸪ࡀࡿ࡞

ᴟ᭤㠃࡛ࡣ p = p0−1/ρ࠺࠸ᙧࡿ࡞㸬ࡇ

࡛ࡇ p0 㸬ࡿ࠶ᐃᩘ࡛ࡢṇࡣ
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1  概要 

 宇宙という無重力状態で火災は起こるので

あろうか？常識的には引火性物質に火がつい

たとしても、重力による対流が生じないために

持続せずに短時間で消えることから、火災は起

こらないと考えられる。しかしながら、スペー

スシャトルや国際宇宙ステーション(ISS)では

酸素を含んだ空気が常に補給されているので

ある。1967年アポロ１号では、配線関係の故障

によって発火し、あっという間に船内は火の海

になり、悲惨な結果になったのである。これが

契機となって宇宙空間（微小重力）環境での火

災（燃焼）の恐ろしさが再認識されたのである。

微小重力環境下で酸素などの可燃性気体が常

に供給されている状況では燃焼はどのように

広がっていくのであろうか？そしてそれを予

測することはできるのであろうか？ Olson 達

はスペースシャトル内でこの実験を行った。燃

焼がゆっくり進むようにすす燃焼を起こすフ

ィルター紙を用意し、一方側から酸素と窒素の

混合希薄気体を供給する状況下において，一点

着火による燃焼の拡がりを観察した。燃焼パタ

ーンはかなり複雑で、かつ、供給速度に依存し

て様々な燃焼パターンが現れることが報告さ

れた[1]。そこで、Moses達はこの実験をより精

密にかつ長時間行うためにスペースシャトル

内の実験をあきらめ、地上（通常上の重力）に

おいて，間隔が狭い２枚のガラス板の中にフイ

ルター紙を置くことから，重力効果が少ない環

境を作ることに成功した。結果は供給速度に依

存して定性的に異なる４つの燃焼パターンが

現れることが示された[2],[5]。 この実験結果

を理論的に説明するために報告者とその共同

研究者はモデリング、シミュレーション，解析

を統合する現象数理学の視点から議論して来

た[3],[4],[6],[7]。本報告では，これまでの

成果を紹介すると共に，不完全燃焼であるすす

燃焼に現れる「再燃」現象（燃焼が過ぎ去った

所であっても，わずかでも可燃性物資が残って

いることから，何らかの刺激で発火すると再び

燃焼が起こること）に注目し、その実験結果を

交えて結果を紹介する。 
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ʮాށઌੜͷཧʹର͢Δ࢟ͱཧֶ̏̌ߨશ̍̌רʯ

ลɹ৻հ 1,2
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1 ʮࢠ֨ాށੜͷʯ

ͰࠓͷୈҰจ͕ൃද͞Εͯࢠ֨ాށ 50

ʹͳΔɻࢠ֨ాށ 30ͷࡍࠃձٞɺࢲͲ
͕༿ࢁͷ૯߹ڀݚେֶӃେֶͱভೆࡍࠃଜͰ։
ࢠ֨ాށɻ·ͨɺͨ͠࠵ 40पɺभେֶԠ
ࢲΕ͕ͨɺ͞࠵ձͱͯ͠։ूڀݚॴڀݚֶྗ༺
ଟͷͨΊ೦ͳ͕ΒࢀՃͰ͖ͳ͔ͬͨɻͦ
ͯ͠ɺࠓճɺࢠ֨ాށ 50पΛຊԠ༻ཧֶ
ձͷಛผηογϣϯͱͯ͠։͍ͯ͘͜ͱʹͳ
Γɺ͍ਂ֒ײͷ͕͋Γ·͢ɻͦͷؒɺాށઌ
ੜ 2010 11݄ʹ Ͱ͘ͳΒΕ·ͨ͠ɻࡀ93
͓ผΕͷձాށθϛ࠷ऴճͱͯ͠౦ژେֶۨ
ΩϟϯύεཧՊֶڀݚՊେߨಊͰ։͔Ε·
ͨ͠ɻాށθϛ࠷ऴճɺզͳ͕Βྑ͍ωʔϛ
ϯάͰ͋ͬͨͱɺࠓͰࣗը͍ࣗͯ͠ࢍ·͢ɻ
ͦͷޙɺஜେֶͰాށઌੜͷࣨڀݚΛ͍ͩܧ
খࣉ͞߁Μ͕͘ͳΒΕɺ౦ڭژҭେֶޫֶ
େֶ໊༪ژͷॿखͰ͋Γɺ౦ࣨڀݚాށॴڀݚ
थ͞Μ͘ͳΒΕ·ͨ͠ɻେมࡾतͷୡڭ
ऐ͍͍͕͍ͯ͠͠ࢥ·͢ɻୡ͞Μͱɺڀݚ
ͱผʹɺதֶߍͷཧՊͷڭՊॻͷฤूʹܞΘ
ΓɺചΕΔڭՊॻΛ࡞ΔͨΊʹָۤΛڞʹ͠·
ͨ͠ɻ
50લʹ͕ࢠ֨ాށੜͨ͠ɺઍ༿ݝ

҆ڒ܊ೆʢ͖ΐͳΜʣொͷอాͱ͍͏খ͞ͳ
ொͰ͢ɻ1966ͷՆɺాށઌੜɺԞ༷ͱͱ
ʹอాͷͰҰݢՈΛआΓͯա͝͞Εͨɻͦ͜
Ͱࢠ֨ాށͷணΛಘͨͱ͍͏͜ͱͰ͢ɻආॵ
ʹֶؔ࿈ͷॻ੶Λ͍ͯ͠ࢀ࣋ͳ͍ͨΊɺ
ͨ·ʹ౦ژʹग़ͨંʹॻళʹཱͪدΓɺପԁؔ
ͷެࣜΛ͔֬ΊͨΓͨͦ͠͏Ͱ͢ɻ
Ͳࢲதʹɺࡏʹେֶཱࠃઌੜ͕ԣాށ

ͷࣨڀݚͱాށઌੜͷࣨڀݚͰ૯ౡͷࢁڒ
ʢͷ͗͜Γ·ʣʹϋΠΩϯάʹग़ֻ͚ͨ͜ͱ
͕͋Δɻ౦ژϑΣϦʔͷۚ୩ͷւ؛ઢ͔Β
ҰޯٸʹؾΛొΔ͔ࢁڒΒɺྡொͷอా͕
͙͢Լʹ͑ݟΔɻอాͷ֗ฒΈΛݟͳ͕Βɺށ
ాઌੜʮ͕͋ͦ͜อాͷ֗ͩΑɻʯͱɺջ͔
ੜͷͰ͢ࢠ֨ాށɻʮ͢·͠͞ࢦʹ͏ͦ͠
Ͷɻʯͱݴ༿Λֻ͚Δͱɺʮͦ͏ͩͶʯͱ͚ͩ
Δɻ͍ͯͬʹͰҹࠓͷ͕ͨͬڼ

2 ʮڵຯʑʯ

͟·ઌੜཧͰɺ͓ͪΌͰɺ͞ాށ
·ͳ͜ͱʹڵຯͷൣғΛͨ͛ɻ͋·ΓΒΕ
ͨ͜ͱͰͳ͍͕ɺాށઌੜɺҰ࣌ɺཧݚͷ
ۚଐബບͷ࣮ݧάϧʔϓͱڞಉڀݚΛ͍ͯ͠
ͨɺͱ͍͏Λͨͬ͜ͱ͕͋Δɻཧݚͷํ
ʹΑͬͯͦͷ͕ڀݚऴྃͤ͞ΒΕͨͨΊɺͦͷ
Ͱ͋Δ͕ɺ͏ͦͨͬ·ͯ͠͠ࢭதڀݚಉڞ
ͦ͠ͷڀݚΛଓ͚Δ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯΕɺྔ
͠Εͳ͍ͱ͔͕ͨͬܨʹڀݚϗʔϧޮՌͷࢠ
೦͕͓ͬͯΒΕͨɻઌੜాށ
ɺͦͷॏཁੑΛೝࣝͪ࣋͠ຯΛڵઌੜ͕ాށ
ͳ͕ΒɺࣗΒखΛग़͢͜ͱͷͳ͔ͬͨڀݚ
ʹɺݧ࣮ػࢉܭɺࢉܭཧֶ͕͋Δɻઌੜϫʔ
ϓϩͱͯ͠ύιίϯΛΘΕΔ͜ͱ͑͞ͳ͔ͬ
͕ͨɺݧ࣮ػࢉܭͷ݁ՌͷԸܙΛେ͍ʹड͚ͯ
͍ͨɻͦΕͲ͜Ζ͔ɺݟൃࢠ֨ాށͷӄͷޭ࿑
ऀݧ࣮ػࢉܭͳͷͰ͋Δɻͦͷݧ࣮ػࢉܭʹ
ઌੜԸฦ͠Λ͍ͯ͠Δɻ1973ʹຊཧ
ֶձ͔Βग़൛͞Εͨ৽ฤཧֶબॻNo.54ʰܭ
ઌੜͳͷͰ͋Δɻాށʱͷฤऀݧ࣮ػࢉ
ڀݚɺͪ࣋ຯΛڵઌੜͲΜͳʹాށ
ͷ෯Λ͛ΒΕͨͷͰͨ͠ɻ

3 ʮूதྗʯ

Α͘ΒΕ͍ͯΔɻ͖ઌੜͷ͓ͪΌాށ
ઌੜʹͱ͓ͬͯͪΌͷ͔Β͘ΓΛղ͖໌͔͢
ͷɺཧͷڀݚ՝Λղ໌͢Δ͜ͱಉ͡
ͩͬͨͷͰͳ͍͔ͱࢥΘΕͯͳΒͳ͍ɻ͓
ͪΌཧͩͬͨͷͰ͋ΔɻͦͷҙຯͰɺాށ
ઌੜͷ͓ͪΌʹର͢Δ࢟ɺཧʹର͢Δ
Α͔Ζ͏ɻͯݟͱ૬௨͡Δͱ͜Ζ͕͋Δͱ࢟
ਫҿΈௗͱ͍͏͓ͪΌ͕͋ΔɻΨϥεͷ
ௗ͕ɺͦͷલʹஔ͔Εͨάϥε͔Βपظతʹਫ
ΛҿΉෆٞࢥͳ͓ͪΌͰ͋ΔɻӬؔػٱΛኲ
ኵͤ͞ΔɻੲΑ͕͚͔ͨ͘ݟɺࠓ·ͣݟΔ
͜ͱͳ͍ɻ
ژͷɺͨݟʹॳ࠷ઌੜ͕ਫҿΈௗΛాށ
ͷொͷதͰ͋ͬͨͱ͍͏ɻڀݚձ͕ऴΘΓɺͷ
ΜͼΓͱொΛา͍͍ͯΔͱ͖ʹళͷγϣʔ
έʔεͷதʹஔ͍ͯ͋Δ͜ͷௗΛాށઌੜݟ
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͚ͭͨɻਫΛҿΉಈ࡞ͦͷ͏ͪࢭ·Δͱ͑ߟ
͍ͯͨͷ͔͠Εͳ͍ɻ͔͠͠ɺਫҿΈͷಈ࡞
͍ͭऴΘΔͱͳ͘ଓ͘ɻ͍ͭʹాށઌੜ
γϣʔέʔεͷલʹ࠲ΓࠐΈɺਫҿΈௗͷಈ࡞
Λ८Βͤͨɻ·͞ʹएແਓɺΒ͍ࢥʹཧݪ
ʹਓແ͖͕ए͠ɺҰͭࣄʹूதͨ͠ͷͰ͋ͬͨɻ

4 ʮ࣋ଓੑʯ

՝ʹऔΓΜ͕ͩɺڀݚઌੜ༷ʑͳాށ
͢ͰʹղܾࡁΈͷɺ͋Δ͍ະղܾͷ
ʹ͍ͭͯɺಛʹాށઌੜ͕ࣗೲಘͰ͖ͳ͍
ʹ͍ͭͯͷٙΛͪ࣋͘ଓ͚͓ͯΒΕͨɻ
ͦͷҰͭɺΏͰཛͷճసӡಈʹؔ͢Δ෬ݟ
ͷ্Ͱ͍ΑصઌੜͷઆͰ͋ΔɻΏͰཛΛ࣏߁
͘ճసͤͨ͞ͱ͖ɺઑͬͨཛͷઌ্͕ʹͳΔ
͔ɺͦΕͱؙΈΛଳͼͨཛͷ্͕ʹͳΔ͔
ͷͰ͋ΔɻͦͷΛ࠶ࢲʹఏࣔͨ͠ͷ
 1978͝ΖͰ͋ͬͨɻ࣮ɺͦͷΛށ
ాઌੜͦΕΑΓ 25લʹ෬ݟઌੜͱٞ͠
ଓ͚ɺͪ࣋ʹΔɻͦΕΛͣͬͱ͕ٙ͋ڌূͨ
ઌੜͷઆɺݟʮ෬ʹࢲΔɺ͋ͨͬܦ͕لੈ࢛
Ͳ͔͓͔͍͜͠ͱ͏ࢥΜͩʯͱɺ΅ͭΓͱͭͿ
͍ͨͷͰ͋Δɻࣄͷహຊཧֶձࢽʹ
ॻ͍ͨͷͰͦͪΒΛͯݟ͖͍ͨ [1]ɻ͍ͣΕ
ʹ͠Ζాށઌੜͷҙࣝͷ͞ʹ͍ͯ͠ڻ
·͏ɻ
ಉ͡Α͏ͳ͜ͱɺۚฏʹͯ·Δɻ

ಪͷਵචͷதాࣉΒѪಡ͔ͨ͠ࠒͷߍֶߴ
ʹۚฏ͕إΛग़͢ɻాށઌੜͦΕΛͣͬͱ
৺ʹཹΊɺۚฏͷใ͕͔ͳΓू·ͬͨ 1980

ࠒʹʮۚฏΛ࡞Γ·ͤΜ͔ʯͱͪ࣋ग़͞Ε
ͨ [2]ɻઌੜͷߴֶ࣌ߍ͔Β͑Εɺ
࣋ຯɾؔ৺Λڵɻ͍͍͍͋ͩͨͯͬܦلੈ
ͪଓ͚Δాށઌੜͷ࣋ଓੑʹڪΕೖΔɻ

5 ʮશମੑʯ

ֶྗࢠ֨ܗͱ͔ɺඇઢֶྗܭઌੜɺ౷ాށ
ͱ͔ͷݸผͷֶͰͳ͘ɺཧશମΛମ
ΒΕͨΑ͏Ͱ͓͋ͯ͑ߟతʹཧղ͍ͨ͠ͱܥ
ΔɻεϖΠϯޠͰɺtodaʮͯ͢ʯΛද͢ܗ
༰ࢺ todo͕ঁੑ໊ࢺΛܗ༰͢Δͱ͖ͷܗͰ͋
Δ͜ͱΛͬͨాށઌੜΛͻͲ͘تΕͨɻ
ཧͷͯ͢Λཧղ͍ͨ͠ͱ͔͍ͨͯͬࢥΒʹଞ
ͳΒͳ͍ɻͦͷҙຯͰɺ1994͔Β 8Λ͔͚
ͯேॻళ͔Βग़൛͞Εͨʮཧֶ ʯશߨ30
ͷॻޙ࠷ͨ͠ʹܗΛ͍ࢥઌੜͷాށɺר10
Ͱ͋ΔɻཧֶશମΛཧղ͠Α͏ͱҙਤͨ͠
ҰਓͷஶऀʹΑΔॻͱͯ͠ɺ͓ͦΒ͘ޙ࠷

ʹͳΔ͔͠Εͳ͍ɻͦͷҙຯͰాށઌੜ͕࠷
ͷཧֶऀͳͷͩΖ͏ɻޙ

ݙจߟࢀ

[1] ล৻հɹಠָͱాށઌੜɹຊཧֶ
ձࢽVol.66ɹNo.9ɹ p.698ɹ 2011.

[2] ล৻հɹۚถͱాށઌੜɹځཧ
ɹୈ 5߸ɹ p.28ɹ 2017.
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ઌੜ͔ΒֶΜͩ͜ͱాށ

ຎॱ٢ࡵ

ଂେֶֶ෦
e-mail : jsatsuma@musashino-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ݟൃࢠ֨ాށ 50ʹ͠ࡍɺాށઌੜͱ
ͷग़ձ͍Λ·ͣ͠ɺઌੜ͔ΒֶΜͩࣄฑΛࡾ
ఔࣜͷରํాށड़ΔɻҰͭͯͬߜʹͭ
ੑͷ͜ͱɺೋͭࢠ֨ాށͷͭ࣋ඇઢ͕ੑܗ
Ռׂͨ͢ͷ͜ͱɺͦͯͭ͠ࡾڀݚʹର͢
Δ࢟ͷ͜ͱͰ͋Δɻ

2 ग़ձ͍

ॳΊͯઌੜʹ͓ձ͍ͨ͠ͷɺ1970ͷ
ॳΊɺژେֶཧղੳڀݚॴૅجཧֶݚ
ॴͰ։͔ΕͨڀݚେֶϓϥζϚݹॴɺ໊ڀ
ݟΛൃࢠ֨ాށʹطձʹ͓͍ͯͰ͋Δɻूڀݚ
͞Ε͍ͯͨ࣌ͰɺߨԋΛԿ͓ฉ͖ͯ͠ɺͦ
ͷෆײʹٞ͞ࢥͨ͠ͷͰ͋Δɻ
1985౦ژʹདྷ͔ͯΒɺాށઌੜͷ໊લΛ
Ίͨɻ΄΅ຖճઌੜʹ͝ग़࢝ηϛφʔΛͨ͠ף
੮͍͖ͨͩɺඇઢܗͷ৺Λଊ͑Δ͜ͱ͕Ͱ
͖ͨɻ50ճଓ͚ͨͱ͜ΖͰҰ୴தஅͱͨ͠ɻ
ֶ෦ͰࣨڀݚΛ͍࣌ͨͯ͑ߏɺࣨڀݚੜҰಉͰ
ઌੜͷึߴͷผʹԿ͔͓अຐͨ͜͠ͱ͕͋
Δɻઌੜ͔Βɺڀݚͷ͜ͱɺ͓ͪΌͷ͜ͱɺ
ࣾձͷ͜ͱͳͲ͞·͟·͍͍ͨͩͨࣔ͝ڭɻ90

ը͕ͨ͠ɺاɺଔणͷ͓ॕ͍Λ࣌ͳΒΕͨʹࡀ
લʹͳͬͯΩϟϯηϧͱͳͬͨ͜ͱ೦ࢸ
Ͱ͋Δɻۃ

3 ରੑ

70ͷूڀݚձͰ͓ฉ͖ͨ͠ࢠ֨ాށͷ
ͷ͖͔ͬݟҹతͳͷɺͦͷൃ࠷ԋͰɺߨ
͚Ͱ͋Δɻ
ӡಈํఔࣜܗఔࣜՄੵͳඇઢํࢠ֨ాށ

ͱͯ͠།ҰͷͷͰ͋Δ͕ɺӡಈํఔࣜͷࠨ
ลɺ͢ͳΘͪมҐͷ̎֊ඍʹରͯ͠ɺӈลͷ
ྗࢦؔܕͱ͍͏ಛผͳܗΛ͍ͯ͠Δɻม
ΛऔΓସ͑ͯɺྗ (ͷରΛͱͬͨͷ) ͷ
̎֊ඍΛࠨลʹͬͯ͘Δͱɺӈลྗͷઢ
ʹͳΔɻมҐͱྗʹର͢Δํఔࣜ͋Δछܗ
ͷରੑΛ͍ͬͯΔͷͰ͋Δɻͦͷෆٞ͞ࢥ
ΛோΊ͍ͯͯɺઌੜ૬࡞ޓ༻͢Δପԁؔղ
Λൃͨ͠ݟͱͷ͜ͱͰ͋Δɻ
͜ͷ݁ՌɺมมͷॏཁੑΛͯ͑͘ڭΕ

Δɻ࣮ࡍɺޗྑాઌੜ͕ݟग़͞ΕͨҰܗ࣍
ࣜ·ͣํాށఔࣜʹରͯ͠ద༻͞Εͨͱͷ͜
ͱͰ͋Δɻࣗͷڀݚʹ͓͍ͯมʹΑͬͯ
৽͍͠ํݟΛ͢Δ͜ͱ͕ɺͦͷޙॏཁͳࢦͱ
ͳͬͨɻ

4 ཧ

ରɺઈ͑ͣཧͰ͋Δɻڀݚઌੜͷాށ
ӷମͳͲͰ༏Εͨࢠମɺ༹ӷɺྔݸࢠྔ
ࢠΛͳ͍ͬͯ͞Δɻ1960ʹೖͬͯ݁থ֨ࣄ
ͷৼಈΛ࢝ΊΒΕɺͦͷԆ্Ͱඇઢܗಈι
ϦτϯͷڀݚʹೖΒΕͨɻ
ιϦτϯͷԠ༻ʹؔͯ͠ɺڞஶʹ͍ͯͨͩ͠
͍ͨจ͕Ұͭ͋Δ [1]ɻͦΕඇઢܗͷഁյ
ͷͰ͋Δɻίϯϐϡʔͨ͑ߟͷԠ༻Λݱ
λͰγϛϡϨʔγϣϯΛߦͳ͕ͬͨɺ࣮ࡍͷ࣮
Ͱग़ͯ͘Δ݁Ռͱ߹ੑ͕औΕͣɺෆेͳݧ
··ͰڀݚऴΘ͍ͬͯΔɻ
͔͠͠ɺࢠ֨ాށͷͭόωͱͯ͠ͷಛੑɺ
৳ͼʹऑ͘ɺॖΈʹ͍ڧͱ͍͏ੑ࣭༷ʑ
ͳ࣭Ͱద༻Ͱ͖ΔՄੑΛൿΊ͍ͯΔͱ͑ߟ
Δɻ࣮ࡍɺݘͷ݂นͷੑ͕ࢠ֨ాށͰΑ͘
ՌΛ݁ڀݚͰ͖Δͱ͍͏ࣅۙ 80ʹͬͯ
ҎདྷɺੜମͷԠ༻Մੑ͕͋Δͱͣͬͱͬࢥ
͍ͯΔɻ

5 ࢟ର͢Δʹڀݚ

༷ʑͳग़ձ͍ͷͰɺઌੜ͔Β͚ͩڀݚͰ
ͳ͘ɺࣾձʹؔ͢Δ͜ͱɺڭҭʹؔ͢Δ͜ͱɺ
Ԇ͍ͯੜ͖ํʹؔ͢Δ͜ͱͳͲΛֶΜͩɻࠓ
खݩʹ͋Δຊ [2]ͷதͰɺઌੜ͕͓ͯͬ࣋Β
ΕΔ༏Εͨੑ֨ɺ͢ͳΘͪڏݠͳଶͰɺͨࢲ
ͪͷੜ͖ํʹେͳ͜ͱΛ͑߇ΊͳܗͰ͑ͯ
Լ͍ͬͯ͞Δɻ

ݙจߟࢀ

[1] M.Toda, R.Hirota and J.Satsuma,

Chopping Phenomenon of a Nonlin-

ear System, Prog. Theor. Phys. Suppl.

No.59, (1976) p.148-161.

[2] ,ాށ ͓ͪΌͱۚฏ, ,ॻళؠ

2002.
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ਤ 1. ϊʔτڀݚઌੜͷాށ
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ࢠ֨ాށָ͍͠

ڮߴ େี

ૣҴాେֶ ෦ֶཧװج Ԡ༻ཧֶՊ
e-mail : daisuket@waseda.jp

1 ࢠ֨ాށ

ͷϙςϯγϟϧܕࢦࢠ֨ాށ

φ(r) =
a

b
e−br + ar

Λͭ Ͱ͋Δܥࢠཻݩ࣍1 [1]ɽྗͰ͑ߟΔͱ

f(r) = −φ′(r) = a(e−br − 1)

ͱͳΔɽ৳ͼ rʹରͯ͠ f(r)ͱ͍͏ྗ͕ಇ͘ό
ωͩͱ͏ࢥͱมͳόωͰ͋Δɽʮ৳ͼͯॖΜͰ
มҐʹൺྫʯͱ͍͏ّͳઢܗόω f(r) =

−krͱൺΔͱɼ৳ͼͨͱ͖−aͷҾྗɼॖ
Ήͱ ae−brͷੱྗ͕ࢧతͰ͋Γɼʮ৳ͼΔͱཔ
Γͳ͘ɼॖΉͱΜͪΌʯͱ͍͏หܚͳόω
Ͱ͋Δɽ
͜ͷόωΛͻͱ͚ͭͩ࣍ਤͷΑ͏ʹ࣭ʹͭ

ͳ͛ͯৼಈͤͯ͞ΈΑ͏ɽ

ӡಈํఔࣜmÿ = f(y)ʹै͏ղͷ૬ฏ໘ (y, ẏ)

ͷيಓ͓Αͼؒ࣌มԽ࣍ਤͷΑ͏ʹͳΓɼ
͔֬ʹ৳ͼ͍ͯΔͱ͖Ώͬ͘ΓɼॖΜͰ͍Δ
ͱ͖ૉૣ͘Δɽ

-4 -2 0 2 4 6 8 10
-10

-5

0

5

10

0 5 10 15 20

-2

2

4

6

8

ɼ͜ͷόωΛʹ࣍ తʹͨ͘͞Μͭͳ͛ݩ࣍1
ͨ࿈ৼಈࢠΛ͑ߟΔɽ͜ Ε͕ࢠ֨ాށͰ͋Δɽ

εέʔϧมʹΑͬͯӡಈํఔࣜ

üj = euj+1 − 2euj + euj−1

Ͱ༩͑ΒΕΔɽ512ݸͷৼಈࢠΛϧʔϓঢ়ʹͭ
ͳ͛ɼதԝ͕ࢁͷܗʹͳΔΑ͏ͳదͳॳظ
͔Βൃؒ࣌లΛ͢ࢉܭΔͱҎԼͷਤͷΑ͏
ͳղ (uj(t))͕ಘΒΕΔɽ

100 200 300 400 500

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

t = 0

← →

100 200 300 400 500

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

t = 90

→ ←

100 200 300 400 500

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

t = 380

← →

100 200 300 400 500

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

t = 457

→ ←

100 200 300 400 500

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

t = 820

t = 0Ͱͷͻͱ͕ࢁෳͷύϧεͱͳͬͯࠨӈʹ
͔Εʢt = 90)ɼपڥظք݅ʹΑΓ࠶ͼதԝ
ʢtͤدӈ͔Βԡ͠ࠨʹ = 380)ɼࠨӈͷύϧε
ਖ਼໘িಥ͠ͳ͕Β͢Γൈ͚ʹ͍ޓ͕ (t = 457)ɼ
͞Βʹ࠶ͼதԝʹࠨӈ͔Βԡͤ͠دΔ (t = 820)

Ε͍ͯΔɽt͕ࣔ͞ࢠ༷ = 380, 820ͰࢹͰ
ӈ͔Βࠨ ͷҟͳΔύϧε͕ԡ͠͞ߴͷͭͣݸ5
ޙΛม͑ͣʹͦͷܗ΅΄ΓɼͦΕΒ͕͓ͯͤد
Կ͢Γൈ͚Δɽ·ͨɼ͍ߴύϧε΄Ͳ
͘Ҡಈ͢ΔͷͰɼt = 820 380ͱൺύϧε
ͷִ͕ؒ։͍͍ͯΔͷ͕Θ͔Δɽ͜ͷΑ͏ͳύ
ϧεͻͱͭͻͱ͕ͭιϦτϯͰ͋Γɼࢠ֨ాށ
ιϦτϯཧͷᴈ໌͔ظΒࡏݱ·Ͱॏཁͳ
ׂΛ୲͍ଓ͚͍ͯΔɽ
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2 Խࢄͱࢠ֨ాށ

ιϦτϯํఔࣜࢄԽͱ͍͏ݶۃΛ͏
มʹΑͬͯσδλϧԽՄͰ͋Δ͕ɼ͜ͷ
ࢄԽͱ͍͏ख๏Λൃ͢ݟΔࢠ֨ాށʹࡍͨ
͍ΜॏཁͳׂΛՌͨͨ͠ɽͦͷܦҢͷ֓ཁ
ҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ·ͣɼ࣌ผͷσδλ
ϧιϦτϯܥͱͯ͠ശ͕ܥۄΒΕ͓ͯΓɼ࣍
ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ [2]ɽ

• ӈʹʣࠨʢݸݶͷ༰ྔͻͱͭͷശΛແۄ
ฒͨྻʹɼదͳݸͷۄΛஔͨ͠
ͷΛʮঢ়ଶʯͱ͢Δɽঢ়ଶҎԼͷϧʔ
ϧʹ͕ͨͬͯ͠ൃؒ࣌ల͢Δɽ

• ശʹ͕͋ۄΕͦΕΛऔΓग़͠ɼശʹۄ
͕ͳ͘खͪ࣋ͷ͕͋ۄΕͦͷ͏ͪͷͻ
ͱͭΛശʹೖΕΔͱ͍͏ۀ࡞Λɼࠨͷശ
͔Βॱʹ͏ߦɽ͜ͷۀ࡞Λͯ͢ͷശʹ
ରͯͨͬ͠ߦΒ͕ࠁ࣌ਐΈɼ·ͨಉ͡࡞
Γฦ͢ɽ܁Λۀ

ശܥۄͷൃؒ࣌లͷྫΛҎԼʹࣔ͢ɽ

ͷूஂ͕ιϦτϯͱͯ͠;Δ·͍ɼͦΕΒۄ
͍ൈ͖૬࡞ޓ༻Λ͠ͳ͕ΒӈํʹҠಈ͢Δɽ
ʢ͜ͷܥޙʹࠩ Lotka–Volterraํఔࣜͷ
ࢄԽͰಘΒΕΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ[3]ʣ
ͱ͜Ζ͕ɼιϦτϯܥʹKorteweg–de Vries

(KdV)ํఔࣜͷΑ͏ʹιϦτϯ͕ҰํʹͷΈ
ಈ͘ܥ͋Εɼࢠ֨ాށͷΑ͏ʹ྆ํʹಈ
ͷιϦτϯKdVํఔࣜܥۄ͋Δɽശܥ͘
ͷΑ͏ͳ;Δ·͍Λ͢Δͷ͔ͩΒɼࢠ֨ాށͷ
Α͏ͳσδλϧιϦτϯܥͳ͍ͩΖ͏͔ͱߟ
͑ΔͷࣗવͰ͋Δɽ
Lotka–Volterraํఔࣜ

v̇j = vj(vj−1 − vj+1)

ؒ࣌ 1֊ɼۭؒ 1֊ͷιϦτϯํఔࣜͰ͋
Δɽuj(t) = log(vj−1(t)vj(t))ͱ͍͏มม
ʹΑͬͯɼ͜ͷํఔ͔ࣜΒ
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病理形態学とトポロジー
瀧山 晃弘 1, 寺本 敬 2

1北海道文教大学，2旭川医科大学
e-mail : takiyama@do-bunkyodai.ac.jp

1 概要
形態学 (Morphologie)は詩人で自然科学者で

あったゲーテの創始によるが [1], 形態学におけ
る相同 (homology)の概念は, 基本的骨格のつ
ながり方に着目している点で位相幾何学的な視
点を含んでいた. それから 1世紀程後に数学に
おけるホモロジー群が発見され, 更に近年では
計算トポロジーの発展により, 画像から容易に
ホモロジー群が計算できるようになった. 本講
演では病理形態学における計算トポロジーの応
用例を紹介する.

2 ホモロジー
計量病理学・定量形態学で用いるデジタル画像

は有限個の画素 (pixel)により構成され, 一般に
2次元の画像は平面上の点 (x, y)に実数値を対
応させる2変数関数f : R2→Rと考えられるが,

各座標と fの値域は全て有限で離散的な値を取
る. 区間の直積からなる基本方体 (elementary

cube)とこれらの有限個の和集合である方体集
合 (cubical set)を考え, 方体集合のホモロジー
群を考えれば, デジタル画像はそのまま幾何学
的対象物となり, ホモロジー理論が適用される.

X × Y 画素, 階調数 2n(通常は n = 8)の濃淡
画像は, 適切な仕方で方体集合上で定義された,

区間 I = [0, 2n − 1]の整数値をとる 2変数関数
f(x, y)と捉えられる. 各 i∈ I∩Zに対して関
数 f の下位集合 (sublevel set)f−1([0, i])をKi

と表す: Ki = f−1([0, i]). この時Kiに対する q

次元ホモロジー群Hq(Ki), 及び q次元ベッチ数
βq = rank(Hq(Ki))を計算することが出来る.

二値化されたデジタル画像からホモロジー群を
高速に計算するソフトウェアとしてCHomPが
あり [2], 物質科学の実験データ分析などで用い
られてきた [3–5].

3 階層ホモロジーとパーシステント・ホ
モロジー
各 i, j ∈ Z(0 ≤ i ≤ j ≤ 2n − 1)に対する下

位集合について, 系列K

K0⊂K1⊂K2⊂…⊂Ki⊂…⊂Kj⊂…⊂K2n−1

という増大列が得られるが,これを下位集合フィ
ルトレーション (sublevel set filtration)という.

この系列に対応する q 次元ホモロジー群の列,

すなわち系列K に対する q次元ホモロジー群
Hq(K)を考えることが出来る. これを q 次元
下位集合ホモロジー群 (sublevel set homology

group), または階層ホモロジー群と呼ぶ. 階層
ホモロジー群から各次元のベッチ数の列も得ら
れる.

ホモロジー群はホモトピー同値な図形を区
別出来ないので, 点集合の分布や形について
の情報が得られるように工夫されたのがパー
システントホモロジーである [6]. 系列 K に
おいて, Ki⊂ Kj に対して, 準同型写像 f i,j

q :

Hq(Ki)→ Hq(Kj)を考え, この準同型写像の
像をパーシステントホモロジー群 (persistent

homology group)と呼び, そのランクβi,j
q =

rank{im(f i,j
q )}を f のパーシステントベッチ

数 (persistent Betti number)という. 点 (i, j)

における重複度は,μi,j
q =βi,j−1

q −βi−1,j−1
q −(

βi,j
q −βi−1,j

q )により与えられる. 各点 (i, j)に
おける重複度を 2次元平面にプロットした図を
Kの q次元パーシステント図 (persistence dia-

gram)といい, PDq(K)と書く. また,区間 [i, j]

をパーシステント区間 (persistence interval)と
呼び, iはホモロジー類が発生するパラメータ
の値 (birth)を表し, jはホモロジー類が消滅す
るパラメータの値 (death)を表している. 定義
上全ての点は対角線より上に分布する. 対角線
から遠い点ほどパーシステント区間が長く, ロ
バストなホモロジー類と言うことが出来る. ま
た, 対角線に近い点はパーシステント区間が短
いため, 位相的ノイズとみなすことが出来る.

4 応用例
免疫組織化学 (immunohistochemistry, IHC)

への応用例として, 浸潤性乳がんのKi-67 染色
画像のパーシステント図による定量的な分析を
紹介する. 病理医は画像から色づいた陽性細
胞を数え, 陰性細胞を含めた全体数との割合か
ら標識率 (Ki-67 labeling index)を算出するが,

筆者らは, Ki-67 labeling indexに対応するパー
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システントホモロジー理論に基づく数値指標を
提案し, それをコンピュータ上で画像分析する
方法論を提案した.

図 1. パーシステント図

図1は,実際に核グレード1(図1a)と核グレー
ド 3(図 1b)の浸潤性乳管癌のKi-67の画像につ
いて, 0次元パーシステント図 (図 1a, b右)を作
成したものである. 陽性細胞のクラスターと陰
性細胞のクラスターとに分かれていることが分
かる. クラスター分析によって, パーシステン
ト図上で 2グループに分類し (図 1a, b中央),中
心の birth座標が小さい方を陽性グループ (赤),

大きい方を陰性グループ (黒)とする. 我々は次
のように定義されるパーシステントホモロジー
指数 (Persistent Homology Index, PHI):

PHI =
陽性グループのホモロジー類の数
全てのホモロジー類の数

を新規に定義した. 図 1 の例では, 核グレー
ド 1 の PHI 指数は 0.1418, 核グレード 3 で
は 0.4842 であり, 病理医によるKi-67 labeling

indexの目視判定による標識率とほぼ一致する.

各核グレード 10 症例について Ki-67の PHI

指数を計算し, 病理医の目視判定と比較したと
ころ, 高い正の相関を示した [7]. パーシステン
ト図から得られる情報は PHI 指数だけではな
く, Ki-67標識率よりも多くの情報を含む. 例
えば, 核グレードが上がれば, 陽性グループの
ホモロジー類の数が増えるだけでなく, 中心の
座標が下方へ移動する. これはパーシステント
区間の短いホモロジー類が増えていることを意
味するが, 病理学的には細胞密度の上昇や核の
配列の乱れ, 核の大小不同などを反映している
と考えられる. 1次元パーシステント図に見ら
れる中心の下方への移動もこのような現象を反
映するものと考えられる. 従って, パーシステ
ントホモロジー指数やそれに付随する量は, よ
り病理医の直感に近いものになっている可能性

がある. パーシステント図による病理画像分析
手法は, ERやPgRなど核に染まる免疫組織化
学の評価だけでなく, HER2 など細胞膜に染ま
る場合にも適用できると考えられる.

以上の他に病理形態学における計算トポロ
ジーの応用例として, 大腸癌の病理組織画像へ
の CHomP の応用 [8] や階層ホモロジーの応
用 [9]がある.

謝辞 症例をご提供頂いた北海道がんセンター
の山城勝重先生, 鈴木宏明先生に大変お世話に
なりました. ここに記して感謝申し上げます.
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1  概要 

 変形性関節症（Osteoarthritis; OA）は，関

節軟骨の変性・菲薄化・消失といった軟骨の損

傷に起因する疾患であり，歩行時の疼痛や関節

可動域の減少といった症状を伴い，その結果と

して日常生活が大きく制限される．軟骨損傷は

年齢とともに増加し，高齢化社会では患者数の

増加が見られ，わが国では４人に１人が変形性

膝関節症と言われている．診断法として，X 線

検査などが用いられているが，軟骨を直接可視

化することが困難なために骨の位置変化によ

って軟骨損傷を推測しているのが現状である．

したがって，軟骨の変化を直接診断し，変形性

関節症の早期診断と正確な病態の把握を可能

とする技術の開発は極めて重要である． 

光イメージング技術は非侵襲的に生体を傷

つけることなく細胞レベルの分解能での観察

を可能にする．近年，光学顕微鏡技術は大きな

発展を遂げており，基礎的な生物・医学研究に

活用されるのみでなく，様々な病態の診断技術

として期待されている．特に，非線形光学現象

を利用した染色・標識を必要とせずに特異的な

分子イメージングができる技術が注目を集め

ている．第２高調波発生（Second Harmonic 

Generation; SHG）は，無染色で生体組織内の

コラーゲンを特異的に可視化することのでき

る技術である．軟骨の主成分は II 型コラーゲ

ンであるためにSHGによって直接的に軟骨を可

視化することが可能であり，これまで困難であ

った関節症の早期診断が期待される． 

可視化技術の発展の一方で，画像解析技術の

発展も著しい．近年では，画像の「視覚感性」

という言葉によって表される画像の「質的な」

空間情報を統計学的に捉える技術が発展して

いる．この画像解析手法を利用することで，コ

ラーゲンの密集度・方向性・周期性などを反映

した軟骨基質の「質感」を表現する画像解析法

を開発することができ，新規の変形性関節症病

態評価システムの提案が期待される． 

 

2  これまでの解析法と問題点 

 我々はこれまで，変形性関節症の新しい診断

法の確立を目指し，膝関節不安定性誘導手術に

よって変形性関節症を発症する OA モデルマウ

スを利用し，SHG イメージングを用いて関節軟

骨変性の評価を行ってきた（図1，参考文献[1]）．

SHG イメージングを用いると無染色・無標識で

軟骨コラーゲンの微細な軟骨の損傷を捉える

ことができる．マウスモデルは腱の切断と半月

の除去による関節不安定性を誘導することに

よって作成でき，観察は大腿骨を取り出したの

ちに膝関節後方の軟骨に対して行った（図 1）．

正常の軟骨では，軟骨細胞が一様に存在し，軟

骨表面は滑らであるが，変形性関節症を発症し

たマウスの軟骨は，軟骨細胞が減少し，表面は

荒く削れた形状を示していた．これらは従来の

診断法では捉えることのできなかった微細な

病態変化であり，軟骨変性の診断指標となる．

しかしながら，これまでの我々の研究では軟骨

全体に変性が見られるような損傷の激しいモ

デルを対象としており，より早期で局所的に起

こる軟骨損傷を捉えるまでには至っていない．

図 1．関節軟骨の非線形光イメージング． 
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この問題の解決のために軟骨基質の微細な質

感の変化を捉えることのできる画像解析技術

を発展させる必要があった． 

 

3  視覚感性情報による軟骨形態定量解析 

コラーゲンのような生体組織中に存在量が

多い分子を可視化した画像は一般に，分子の密

集度を反映した多様なパターンを示す．テクス

チャ画像解析法は，画像の質感を数値化し特徴

付けする解析法であり，SHG像の定量的評価を

目的とした解析に極めて有効である（参考文献

[2]）．テクスチャ解析は，古くから画像認識の

分野で使用されてきた技術であるが，近年にな

ってバイオイメージングへの応用が進んでお

り，生体組織の分類や状態判別に利用されるよ

うになってきている．本研究では，テクスチャ

解析の一種であるグレーレベル生起行列（Gray 

Level Co-occurence Matrix; GLCM）を利用し

た解析法を用いた（図2，参考文献[3]）．この

計算方法を利用し，軟骨基質を特徴付けるのに

最適なパラメータ値を検討することで軟骨形

態の定量化を試みた． 

 

4  まとめ 

SHG は，２つの光子の相互作用によって引

き起こされる非線形光学現象を利用した技術

であり，発生条件の厳しさから生体内ではコラ

ーゲンを選択的に可視化することができる．近

年，SHG は，励起光が長波長であることによ

る深部到達性の向上や低障害性，また，無染色

イメージングが可能であることから病態の診

断技術として注目を集めている．本研究で対象

とする軟骨の主成分は II型コラーゲンであるた

めにSHG によって直接軟骨を可視化すること

が可能であり，従来の方法では困難であった関

節症診断への期待が持たれる． しかしながら，

得られたSHG 画像をどのように解析し，定量

的な評価を行えばいいかについてはこれまで

十分な議論はされていなかった．画像データを

解析する数理的技術は，細胞・組織形態の情報

を定量的にかつ客観的に抽出するうえで欠か

せない技術である．本研究では，コラーゲン繊

維の「視覚感性情報」を数値的に表現する画像

解析法を利用し，新規の軟骨基質評価システム

の提案を行った．コラーゲンのような生体組織

中に存在量が多い分子を可視化した画像の多

様なパターンを判別できる画像解析法が確立

されれば，関節軟骨のみでなく，その他の病態

診断，例えば線維化を伴う疾患，への応用も期

待できる． 
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図 2．テクスチャ画像解析概念図 
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年齢依存的な骨量推移動態：数理科学と実験科学による融合的アプローチ 
 
   岩見真吾1,2 
     

1九州大学大学院理学研究院生物科学部門数理生物学教室, 
2
JST さきがけ 

     e-mail: siwami@kyushu-u.org 

 
1  導入 
 骨粗鬆症における骨折は要介護となる主要

な要因一つであり、我が国では 1000 万人以上

の罹患者数が推計されていることから、疾患の

克服は高齢化社会における要介護者数抑制の

ために必須である。骨組織では骨代謝細胞の正

常な働きにより組織恒常性が維持されている

が、加齢のほか生活習慣の悪化、遺伝的要因な

ど複合的な要因により骨代謝細胞に異常をき

たすと骨粗鬆症を発症する。現在、骨粗鬆症の

治療法として骨破壊を担う破骨細胞を標的と

する治療法が一定の効果を上げているが、完全

に骨粗鬆症が制圧されているとはいえないの

が現状である。これらの骨疾患は新たな治療戦

略の確立とともに、発症を予防するもしくは早

期に疾患を見つけ出すことが非常に重要であ

る。これまで研究グループは、骨組織恒常性維

持のメカニズムに関する研究を展開し、骨疾患

の新たな治療法を確立してきた（PNAS, 2006; 

Cell, 2008; Nat Med, 2011; PNAS, 2016など）

ものの、疾患の発症予測や予防法確立に直結す

るものではなかった。現段階では病態進行の変

遷過程に関する知見が不十分であるため、疾患

発症予測を可能にするストラテジーは存在し

ないことから、骨疾患の発症予測法、新規治

療・予防法の開発が非常に期待されている。 

 

2  概要 
 興味深い事に私達のグループではこれまで

の予備的研究により i）血中の骨代謝マーカー

の変化は骨量減少に先立って起こることを見

出し、ii）複数の骨代謝マーカーの時系列変化

を正確に予測できる数理モデルとシミュレー

ションの構築に成功している。これらの結果は、

血中マーカーや骨組織の構造に関する時間的

変遷過程の定量的理解が疾患の発症予測や早

期診断法の確立につながる可能性がある、こと

を示唆している。１年間に渡るマウス血中の、

①骨破壊を担う破骨細胞の分化因子であるサ

イトカイン（receptor activator of NF-κB 

ligand: RANKL）、②破骨細胞から特異的に分泌

されるホスファターゼ（ tartrate acid 

phosphatase: TRAP）、③破骨細胞による骨破壊

時に産生される骨基質タンパク分解物

（ collagen type I cross-linked 

C-telopeptide: CTx）、④RANKLの機能を阻害す

る分泌タンパク（osteoprotegerin: OPG）、⑤

骨形成を担う骨芽細胞*7 から特異的に産生さ

れるホルモン用タンパク（Osteocalcin: OCN）、

⑥骨形成時に骨芽細胞から産生されるコラー

ゲン前駆体（N-terminal propeptide of type I 

procollagen: P1NP）、⑦骨芽細胞の分化抑制因

子（sclerostin: Sost）の７種類の骨代謝関連

マーカーの濃度変化は、開発した数理モデルに

より高精度で予測できる事が分かった。つまり、

これら７種類の血中濃度を定期的にモニター

することで将来の骨量変動や骨粗鬆症の発症

予測に繋がること、が期待できる。 
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3  今後の方針 
 マウスを用いて実施する Proof of Concept 

Study により全ライフコースの各年齢で起こる

骨量変化を定量的に予測する"骨量方程式"を

開発する。そして、骨量変化予測を実現するシ

ミュレーション開発に取り組む。また、生理的

な老化過程における骨の微細構造の変化に関

する画像を microCT撮影により取得し、骨構造

の幾何学的な解析から時系列情報を活用した

疾患発症予測に利用可能な新規統計量の開発

を進め、骨量方程式にインテグレートする事で

予測精度を向上させる。 

 

謝辞 本研究は、東京医科歯科大学大学院医歯

学総合研究科・篠原正浩講師、JST さきがけの

中岡慎治博士および野下浩司博士との共同研
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࣠डʹ͓͚Δి৯ࠟɼ์ిʹΑͬͯੜͣΔ

ϐοτʢ͘΅Έʣ͕Ұ༷ʹͤͣɼϐοτͷ
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ϯμϜʹܾఆ͢Δɽ

2) ৮ପԁͷൣғͰ์ిҐஔΛ֬తʹ
ܾఆ͢Δɽ

3) ද໘ͷ͞ߴ vΛมԽͤ͞Δɽ
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์ిҐஔɼ৮ପԁͷൣғ͔Β֬తʹ
બ͢Δɽ͜ͷͱ͖ԼهͷϙςϯγϟϧΛಋೖ
͠ɼઌӶ͕͍ߴͷ์ిͷ֬ΛߴΊΔɽ
·ͣɼପԁͷத৺͕ jͰ͋Δͱ͖ɼପԁʹؚ·Ε
Δͷू߹ΛNj = {j −K/2, ..., j, ..., j +K/2}
ͱ͢Δɽi ∈ Nj ʹ͍ͭͯϙςϯγϟϧ qi =

exp (β(avi + ui))Λ͢ࢉܭΔɼ͜͜Ͱ βϥϯ
μϜੑΛௐ͢ΔٯԹύϥϝʔλʔɼaද
໘͔ΒΒΕͨਂ͕͞์ి֬ʹ༩͑ΔӨڹΛ
ௐ͢ΔύϥϝʔλʔͰ͋Γɼa͕େ͖͍΄Ͳɼ
ਂ͍Ґஔʹ์ి͕͜ىΓʹ͍͘ɽ৮ପԁͷ
த৺͕ jͷͱ͖ iʹ์ి͕མͪΔ֬Λ

p(i|j) =

⎧
⎨

⎩

qi∑
k∈Nj

qk
(i ∈ Nj)

0 otherwise,
(1)

ͱ͢ΔɽҐஔ iͷ์ిʹΑΓද໘ͷ͕͞ߴม
Խ͢Δͱ͖࣍ͷࣜʹै͏ɿ

vnewl =

{
min(vl, vi − w(l − i)) (|i− l| ≤ r)

vl otherwise,
(2)

͜͜Ͱ w(x) ఈล 2r,͞ߴ 1ͷೋลܗ֯ࡾ
ͷܗΛؔͭ࣋ͱͨ͠ɽ
์ి 100 ճ͝ͱʹࠁ࣌ t Λ̍૿Ճ͠ɼද໘

ͷύλʔϯΛ͢؍Δɽۭؒํͷ૬ؔؔ
Cv(j) =

∑N
i=1 (vi − v̄)(vi+j − v̄)/σ2v ʹ͠ɼ

Cv(j)͕࠷ॳͷۃେΛͱΔ jΛɼଌఆͨ࣌͠
ͱ͢ΔɽͦظΔύλʔϯͷಛతप͚͓ʹࠁ
ͯ͜͠ͷۃେ͕࠷େͱͳͬͨࠁ࣌ʹ͓͚Δप
Λɼ͜ظ ͷߦࢼʹ͓͚Δಛతपظͱ͢Δɽ

4 ࣮݁ݧՌ

a͕খ͍͞Λͭ࣋ͱ͖ɼચ୕൘ঢ়ͷύλʔ
ϯ͕ܗ͞Εͨʢਤ 2)ɽॳظʹΒΕΔ෦
ͱΔ෦͕ަݱʹޓΕΔɽͦͷޙΒΕ͍ͯ
Δ෦ࠨӈʹ֦େ͍͖ͯ͠ɼચ୕൘ঢ়ύλʔ
ϯফ໓͢ΔɽKʹର͢Δಛతपظͷґଘ
ੑΛਤ 3ʹࣔ͢ɽൣ͍ғͰKͱपظ΄΅
ൺྫؔʹ͋Γɼ 0.9ఔͱͳͬͨɽ݁
Ռ͔Βɼ࣮ݧʹ͓͍ͯ؍ଌ͞ΕΔચ୕൘ύ
λʔϯͷपظ৮ପԁͷܘʹൺྫ͢Δ͜ͱ
͕༧͞ΕΔɽ

5 ·ͱΊ

ຊڀݚͰ࣠डʹ͓͚Δચ୕൘ঢ়ి৯ࠟͷܗ
Λ؆୯ͳཧϞσϧʹΑΓ͠ݱ࠶ɼύλʔϯ
͕νϡʔϦϯάෆ҆ఆੑʹΑΓੜ͍ͯ͡ΔՄ

1000 2000 3000 4000
site

500

1000

1500

2000

tim
e

-50

-40

-30

-20

-10

0

ਤ 2. ి৯ύλʔϯൃలͷྫɽN = 8192, a = 0.02,β =
50,K = 800.

0 500 1000
K

0

200

400

600

800

1000

E[
j m

ax
]

0 500 1000
K

0

0.5

1

1.5

E[
j m

ax
]/K

(a) (b)

ਤ 3. ৮ପԁͷ෯ʹର͢Δपظͷґଘੑɽ(a) ॎ࣠
पظͷτϥΠΞϧฏۉɽN = 8192, a = 0.02,β =
50.(b)K ʹର͢Δपظͷൺ.

ੑΛͨ͡ɽ࣮͔ݧΒɼύλʔϯͷपظ
͕৮ପԁͷܘʹൺྫ͢Δ͜ͱ͕༧͞Εͨɽ
͜ͷγφϦΦΛ͢ূݕʹߋΔͨΊɼ࣮ػʹΑΔ
ΑΓཧɾཧϞσϧ͔Βͷ༧ଌΛ࣮ূʹݧ࣮
͢Δͱͱʹɼۭؒ࣌Λ࿈ଓʹͱͬͨϞσϧΛ
ͳղࡉৄ͍ͯͭʹங͠νϡʔϦϯάෆ҆ఆੑߏ
ੳΛ͜͏ߦͱ͕ޙࠓͷ՝Ͱ͋Δɽ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ 16K06058ɼNSK

ϝΧτϩχΫεٕज़ߴԽஂࡒͷڀݚॿɼ
ԬۀେֶϓϩδΣΫτڀݚ४උࢧԉͷॿΛ
ड͚ͯͨͬߦɽ

ݙจߟࢀ
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UF-OFDMͷϑΟϧλઃܭʹ͓͚ΔPAPRͱBERͷؔ

ా ࢙ 1, ക ݈ 1

Պڀݚେֶใֶژ1
e-mail : tsuda.hirofumi.38u@st.kyoto-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ɺަपׂଟॏํࣜࡏݱ (OFDM)͕
ΒΕ͍ͯΔ௨৴ํࣜͰ͋Δɻ͍ͦ༺͘ ͷҰํɺ
OFDMํࣜʹɺεϖΫτϧͷαΠυϩʔϒ͕
େ͖͍ɺPeak-to-Average Power Ratio(PAPR)
͕େ͖͍ͱ͍͏͕͋ΔɻຊൃදͰɺεϖ
ΫτϧͷαΠυϩʔϒΛখ͘͢͞ΔํࣜͰ͋Δ
Universal Filtered OFDM(UF-OFDM)ํࣜΛ
Δɻ͑͜ߟ ͷUF-OFDMํࣜϑΟϧλΛ༻͍
ΔͷͰɺ۩ମతͳྑ͍ϑΟϧλͷಋग़Λ࠷దԽ
ʹΑͬͯ͏ߦɻ·ͨɺ͜ͷํࣜʹ͓͍ͯPAPR

͕ͲͷΑ͏ʹมԽ͢Δ͔Λ͢ߟΔɻ

2 UF-OFDMγεςϜʹ͍ͭͯ

Universal Filtered OFDM(UF-OFDM)γε
ςϜͱɺOFDM৴߸ʹόϯυύεϑΟϧλ
Λ௨͢͜ͱͰɺαΠυϩʔϒΛݮਰͤ͞ΔΑ͏
ͳγεςϜͰ͋Δ [1]ɻUF-OFDM৴߸xn࣍
ͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

xn =
N−1∑

l=0

flsn−l. (1)

͜͜Ͱ fn (n = 0, 1, . . . , N − 1)ϑΟϧλͷ
Ͱ͋ΓɺsnOFDM৴߸Ͱ

sn =
∑

k∈J
Ak exp

(
2πj

kn

M

)
(n = 0, 1, . . . ,M−1)

(2)

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻͨͩ͠Akૹ৴γϯϘ
ϧɺj୯ҐڏͰ͋ΓɺJఴूࣈ߹Ͱ͋Δɻ

3 దԽͷಋग़࠷

͜͜Ͱɺ৴߸xnͷϑʔϦΤมઌΛX(ω)

ͱॻ͖ɺϑʔϦΤมઌΛେจࣈͰࣔ͢͜ͱͱ
͢Δɻ͍ ·ɺUF-OFDMγεςϜͷతͰ͋Δɺ
αΠυϩʔϒΛ࠷খԽ͢Δ͜ͱΛ͑ߟΔɻҰൠ
ͷ௨৴γεςϜʹ͓͍ͯɺϏοτޡΓ (BER)

͕খ͍͜͞ͱ͕ॏཁͰ͋ΔɻΑͬͯɺBERΛ
খ͘͢͞Δ͜ͱಉ͑ߟʹ࣌Δඞཁ͕͋Δɻ
͜ΕΒΛ౿·͑ͯɺ࣍ͷΑ͏ͳ࠷దԽΛ

Δɻ͑ߟ

min t1 − λt2
s.t. |X(ωi)F (ωi)|2 ≤ t1 (ωi ∈ Ωs),

∣∣∣∣F
(
2πk

M

)∣∣∣∣
2

≥ t2 (k ∈ J),

f⊤GJ f = 1,

t1, t2 ≥ 0

มϑΟϧλϕΫτϧ f ͱεϥοΫม
t1, t2Ͱ͋ΔɻGJ ɺϑΟϧλϦϯάલޙͰฏ
ྻߦΕΔݱʹύϫʔ͕ෆมͰ͋ΔΑ͏ͳ݅ۉ
Ͱ͋ΓɺΩs ્ࢭҬͷ۠ؒΛද͢ɻ1 ൪ͷ
੍݅αΠυϩʔϒʹؔ͢Δ݅Ͱ͋Γɺ
t1 Λখ͘͢͞Δ͜ͱͰαΠυϩʔϒͷݮਰΛ
େ͖͘͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ2൪Ίͷ੍݅
ϏοτޡΓʹؔ͢Δ݅Ͱ͋Γɺt2Λେ͖͘
͢Δ͜ͱͰɺϏοτޡΓ͕খ͘͞ͳΔ͜ͱ͕
͞ΕΔɻ3൪Ίͷ੍݅ϑΟϧλϦϯظ
άલޙͰฏۉύϫʔ͕ෆมͰ͋ΔΑ͏ͳ݅Ͱ
͋Δɻ͜͜ͰGJ  J ʹґଘ͢ΔྻߦͰ͋Δɻ
Αͬͯɺతؔʹ͋ΔΑ͏ʹɺύϥϝʔλ λ

Λಈ͔͢͜ͱͰɺαΠυϩʔϒͷݮਰ͕େ͖͘ɺ
͔ͭϏοτޡΓ͕খ͍͞Α͏ͳϑΟϧλΛߏ
͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ͜ͷมมʹΑ
Γɺತܭըʹ͢Δ͜ͱ͕ՄͰ͋Δ [2]ɻ

4 ݁ࢉܭՌ

M = 128, N = 16, |J | = 12ͱͯ͠γϛϡ
ϨʔγϣϯΛͨͬߦɻ࠷దԽΛղ͘खஈͱ
ͯ͠CVX[3]Λ༻ͨ͠ɻγϯϘϧͷ෮ݩʹɺ
ϑΣʔδϯάʹؔ͢Δใશʹطͱ͠ɺ
Zero-Forcing๏Λ༻͍ͨ [4]ɻൺֱରͱͯ͠ɺ
45dB-Dolph ChebyshevϑΟϧλΛ༻͍ͨɻਤ
1༷ʑͳ λͷ͔Β࡞ͨ͠ϑΟϧλͷBER

Λਤࣔͨ͠ͷͰ͋Δɻ͜͜Ͱ D-C Dolph

ChebyshevϑΟϧλΛ͢ࢦɻ͍ͣΕͷϑΟϧλ
 Dolph ChebyshevϑΟϧλΑΓ༏Εͨੑ
Λͭ࣋͜ͱ͕Θ͔Δɻ
ਤ 2֤ϑΟϧλͱOFDMʹ͓͚Δ PAPR

ͷΛ૬ิྦྷੵؔͷܗͰਤࣔͨ͠ͷ
Ͱ͋Δɻ͜ΕΑΓɺUF-OFDMγεςϜͰɺ
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OFDMΑΓPAPR͕େ͖͘ͳΔ͕͋Δ͜
ͱ͕Θ͔Δɻ
ਤ 3֤ϑΟϧλΛ௨ͨ͠ࡍͷύϫʔεϖΫ
τϥϜΛਤࣔͨ͠ͷͰ͋Δɻ͜ΕʹΑΓɺλ
Λখ͘͢͞Δ͜ͱͰɺαΠυϩʔϒͷݮਰ͕େ
͖͘ͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δɻಛʹɺλ = 0.0001Ͱ
-90dB΄Ͳ·Ͱʹམͱ͢͜ͱ͕Մͱͳͬͯ
͍ΔɻαΠυϩʔϒͷݮਰ-70dB΄Ͳ͕ඞཁ
ͱݴΘΕ͍ͯΔͷͰ [5]ɺ͜ͷج४Λຬͨͯ͠
͍ΔɻҰൠʹ PAPRΛ੍͢ΔॲཧΛ͏ߦͱ
αΠυϩʔϒ͕େ͖͘ͳͬͯ͠·͏ [6]ɻ͔͠͠
ͳ͕Βɺ͜ͷϑΟϧλΛ༻͍Δ͜ͱͰɺPAPR

Λ੍͢Δख๏Λ༻͍ͯɺαΠυϩʔϒΛे
ʹ͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δͱظ͞ΕΔɻ

ਤ 1. ZFΛ༻͍ͨ࣌ͷ༷ʑͳύϥϝʔλ λͰͷ BER

ਤ 2. ༷ʑͳύϥϝʔλ λͰͷ PAPR

5 ݁

݁ࢉܭՌΑΓɺ༏ΕͨαΠυϩʔϒͷݮ
ਰΛͪ࣋ɺ͞Βʹैདྷ๏ͷ Dolph-Chebyshev

ϑΟϧλΑΓϏοτޡΓ͕খ͍͞Α͏ͳϑΟ
ϧλΛߏ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɻ͔͠͠ͳ͕Βɺ
PAPRͷେ͖͞OFDM৴߸ΑΓେ͖͘ͳ
ͬͯ͠·ͬͨɻͦͷͨΊɺPAPRΛ͑ΔΑ͏
ͳख๏͕ඞཁͱͳΔɻಛʹɺUF-OFDMγες

ਤ 3. ༷ʑͳύϥϝʔλ λͰͷ Power Spectrum

Ϝʹ߹͏Α͏ͳ PAPR੍ͷγεςϜ͕ظ
͞ΕΔɻ
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1 ᴫせ

⥴᪉࣭ᖹᒣࡣඛ⾜◊✲࡚࠸࠾㸪బ⸨㉸ภᩘ

ㄽᇶ್࡙ᩘࡃ✚ศἲ—㉸ภᩘἲ—ࢆᥦࡓࡋ

[1]㸬㉸ภᩘἲ࡛ࡣ㸪ồࡿࡵ✚ศࢆ㉸ภᩘࡢ✚ศ

㏆ఝࢆࢀࡑ㸪ࡋኚ⣲࿘ᅇ✚ศ「࡚ࡋ࡞ぢ

ィ⟬ࡢࡶࡾࡼࡇࡿࡍ✚ศࡢ㏆ఝ್ࢆィ⟬

➨ࡓࡋ⏝ᛂࢆ㉸ภᩘἲࡢࡑ㸪ࡣ㸬ᮏㄽᩥ࡛ࡿࡍ

㸰✀ Fredholm✚ศ᪉⛬ᘧ್ᩘࡢゎἲࢆᥦࡍ

㸪࡚࠸࠾ศ᪉⛬ᘧ✚ࡢ㸪ၥ㢟ࡣ㸬ᮏ᪉ἲ࡛ࡿ

✚ศస⏝⣲ࢆ㉸ภᩘἲࡾࡼ㞳ᩓ࡚ࡋ㸪ࢀࡑ

ࡼࡇࡃ㑅Ⅼἲ࡛ゎࢆ᪉⛬ᘧࡓࢀࡽᚓࡾࡼ

㸬ᩘ್ᐇ㦂ࡿᚓࢆ㏆ఝゎࡢศ᪉⛬ᘧ✚ࡢࡶࡾ

ࡾࡼ㸪᪤Ꮡࡢ᪉ἲẚ㍑࡚ࡋ㸪ᮏ᪉ἲࡢ᭷

ຠᛶࡿࢀࡉ♧ࡀ㸬

2 బ⸨㉸ภᩘㄽ

బ⸨㉸㛵ᩘㄽ ࢀࡉᥦࡾࡼబ⸨ᖿኵࡣ[2]

ࢱࣝࢹ㸪ᴟ㸪㐃⥆ᛶ㸪ࡾ࠶㛵ᩘㄽ࡛⯡୍ࡓ

㛵ᩘࡓࡗ࠸࡞≉␗ᛶࡴྵࢆ㛵ᩘࢆ㸪」⣲ゎ

ᯒ㛵ᩘࡿ࠶࡛ࡢࡶࡍ⾲ࡾࡼ㸬ලయⓗࡣ㸪ᐇ

㍈Rୖࡢ༊㛫 Iୖࡢ㉸ภᩘf(x)ࡣ㸪Dࢆ I࠶ࡢ

㸪D࡚ࡋ⣲㏆ഐ「ࡿ \ I࡛ゎᯒⓗ࡞㛵ᩘ F (z)

ࡢ I ᕪࡢ್⏺ቃࡿࡅ࠾

f(x) = F (x+ i0)− F (x− i0)

㸪F࡚ࡋࡑ㸬ࡿ࠶㛵ᩘ࡛ࡿࢀࡉ⾲࡛ (z)ࢆ㉸ภᩘ

f(x)ࡢᐃ⩏㛵ᩘࡪ㸬㉸ภᩘ f(x)ࡢ Iୖࡢ

✚ศࡣ㸪ࡢࡑᐃ⩏㛵ᩘ F (z)࡚࠸⏝ࢆ」⣲✚ศ
∫

I

f(x)dx = −

∮

C

F (z)dz (1)

࡛ᐃ⩏ࡿࢀࡉ㸬࡛ࡇࡇ㸪Cࡣ✚ศ༊㛫 Iࢆṇࡢ

㸪㡿ᇦࡳᅖࡁྥ Dࡿࢀࡲྵ」⣲✚ศ㊰࡛

㸦ᅗࡿ࠶ 1ཧ↷㸧㸬

D

I

C

ᅗ 1. ㉸ภᩘ f(x)ࡢ✚ศ ⣲✚ศ㊰「ࡿࡅ࠾(1) C㸬

3 ᩘ್✚ศᑐࡿࡍ㉸ภᩘἲ

ḟࡢ✚ศࡿ࠼⪄ࢆ㸬

∫

I

f(x)w(x)dx, (2)

༊㛫ࡣ㸪f(x)࡛ࡇࡇ I ୖ࡛ゎᯒⓗ࡞ࢀࡽ࠼

༊㛫ࡣ㛵ᩘ㸪w(x)ࡓ Iࡢ㔜ࡳ㛵ᩘ࡛ࡿ࠶㸬(2)

ࡇࡍ࡞ࡳ㸪㉸ภᩘ࠺ࡼࡢḟࡣศ㛵ᩘ✚⿕ࡢ

㸬ࡿࡁ࡛ࡀ

χI(x)f(x) = −
1

2πi
f(x)[Ψ(x+ i0)− Ψ(x− i0)],

χI(x) =

{
1 ( x ∈ I ),

0 ( x ̸∈ I ),
Ψ(z) =

∫

I

w(x)

z − x
dx.

(3)

ศ✚ࡾࡼ⩏ᐃࡢศ✚ࡢ㸪㉸ภᩘ࡚ࡗࡀࡓࡋ (2)

㸬ࡿࢀࡉኚ⣲✚ศ「࠺ࡼࡢḟࡣ

∫

I

f(x)w(x)dx =
1

2πi

∮

C

f(z)Ψ(z)dz, (4)

ࡣ㸪f(z)࡛ࡇࡇ I ⣲㏆ഐ「ࡢ D࡛ゎᯒⓗ࡛࠶

㸪C࡚ࡋࡿ ࢆ I ࡳᅖࡁྥࡢṇࢆ Dࡲྵ

㸦ᅗࡿࡍ⣲✚ศ㊰「ࡿࢀ 1ཧ↷㸧㸬(4)ྑ㎶ࡢ

」⣲࿘ᅇ✚ศྎࢆᙧ๎࡛㏆ఝࡾࡼࡇࡿࡍ㸪

ศ✚ࡢࡶ ㏆ఝィ⟬බᘧࡢ㧗⢭ᗘࡿࡍᑐ(2)

㉸ภᩘἲ࡛ࡿࡍᑐ㸪ᩘ್✚ศࡀࢀࡇ㸬ࡿᚓࢆ

ࡿ࠶ [1]㸬

4 ➨㸰✀Fredholm✚ศ᪉⛬ᘧᑐࡿࡍ

㉸ภᩘἲ

ᮍ▱㛵ᩘࡢࡂࡘ u(x) ✀㸰➨ࡿࡍᑐ Fred-

holmᆺ✚ศ᪉⛬ᘧࡿ࠼⪄ࢆ㸬

λu(x)−

∫

I

K(x, ξ)u(ξ)w(ξ)dξ = g(x), (5)

༊㛫ࡣ㸪w(ξ)࡛ࡇࡇ Iୖࡢ㔜ࡳ㛵ᩘ㸪K(x, ξ),

g(x)ࡣ I ࡛ࡓࢀࡽ࠼㛵ᩘ㸪λ(̸= ࡽ࠼ࡣ(0

༊㛫ࢆ㸪D࡛ࡇࡇ㸬ࡿ࠶࡛ࢱ࣮࣓ࣛࣃࡓࢀ Iࡢ

」⣲㏆ഐࡋ㸪K(z, ζ)ྛࡣ z, ζ࡚࠸ࡘD ࡛

ゎᯒⓗ㸪g(z)ࡣD࡚࠸࠾a1 , . . . , aK(∈ D\I)

ࡍࡿ࠶ゎᯒⓗ࡛࡚࠸㝖ࢆᴟࡢ᭷㝈ಶࡿࡅ࠾
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㸪ua(z)ࡿࡍ㸬ࡿ ≡ u(z)−λ−1g(z)ࡣD࡛ゎ

ᯒⓗࡾ࡞㸪Cauchyࡢ✚ศබᘧ㸪␃ᩘᐃ⌮

㸬ࡍࡓ‶ࢆ⣲✚ศ᪉⛬ᘧ「ࡢࡂࡘࡾࡼ

1

2πi

∮

C

{
λ

ζ − z
−K(z, ζ)Ψ(ζ)

}
ua(ζ)dξ

=
1

2πiλ

∮

C

K(z, ζ)g(ζ)Ψ(ζ)dζ

−
1

λ

K∑

k=1

Res(K(z, ·)Ψg, ak) ( z ∈ D ), (6)

ࡣ㸪C࡛ࡇࡇ Iࢆṇࡁྥࡢᅖࡳ a1, . . . , aKࢆ

ෆ㒊ࡳྵDࡿࢀࡲྵ㛢✚ศ㊰㸪Ψ(·)ࡣ (3)

࡛ࢀࡽ࠼㸪

Res(K(z, ·)Ψg, ak)ࡣ K(z, ζ)Ψ(ζ)g(ζ) ࢆ z ࢆ

ᅛᐃ࡚ࡋ ζ 㸪zࡢࡁࡓࡋ࡞ࡳ㛵ᩘࡢ = ak
⛬⣲✚ศ᪉「ࡢࡇ㸬ࡿ࠶࡛ᩘ␃ࡢᴟࡿࡅ࠾

ᘧࢆ㸪✚ศస⏝⣲ࢆ㉸ภᩘἲ࡛㞳ᩓ࡚ࡋ㑅Ⅼ

ἲࡾࡼゎࡤࡅ㸪」⣲✚ศ㊰ C ࡅ࠾Ⅼࡢୖ

ࡿ ua(z)ࡢ㏆ఝ್ࡀᚓࡿࢀࡽ㸬࡚ࡋࡑ㸪༊㛫 I

ࡿࡅ࠾ ua(x)ࡢ㏆ఝ್㸪࡚ࡋࡑ㸪ゎ u(x) =

ua(x)+λ−1g(x)ࡢ㏆ఝ್ࡣ㸪Cauchyࡢ✚ศබ

ᘧࢆ㞳ᩓࡓࡋᘧ࡛ィ⟬࡛ࡿࡁ㸬ࡀࢀࡇ㸪✚ศ

᪉⛬ᘧ 㸬ࡿ࠶㉸ภᩘἲ࡛ࡿࡍᑐ(5)

5 ᩘ್

-㸪ᮏ᪉ἲ㸪DE-Sincࡋᑐศ᪉⛬ᘧ✚ࡢࡂࡘ

Nyströmἲ [3]㸪Gauss-Jacobi-Nyströmἲ࡛㏆

ఝゎࢆồࡵ㸪ࡢࡑㄗᕪࢆㄪࡓ㸬

u(x) +

∫ 1

0
(x− ξ)u(ξ)ξα−1(1− ξ)β−1dξ = g(x),

g(x) =
1

1 + x2
+B(α,β)Re{F (α, 1;α; i)}x

−B(α+ 1,β)Re{F (α+ 1, 1;α + β + 1; i)}

( α,β > 0 ).

ࡣཝᐦゎࡢ᪉⛬ᘧࡢࡇ u(x) = 1/(1 + x2)࡛࠶

ࡣ⟭㸬ᩘ್ィࡿ C++࡛࣒ࣛࢢࣟࣉ㸪ከಸ㛗₇

⟬㸦10㐍 100᱆㸧ࡓࡗ⾜ࡾࡼ㸬ᅗ 㸪ྛ2

᪉ἲࡢㄗᕪࡢᶆᮏⅬᩘ N ࢆ࠸⯙ࡿࡿࡍᑐ

㸬αࡍ♧ = β = ⟭ィࡶ᪉ἲࡢࡣሙྜࡢ0.5

࠸࡚ࡋ⾶ῶᣦᩘ㛵ᩘⓗࡣ㸪ㄗᕪࡁ࠸ࡃࡲ࠺ࡣ

㸪DE-Sinc-Nyströmࡀࡿ ἲẚ࡚㸪㉸ภᩘ

ἲ࣭Gauss-Jacobi-Nyström᪉ࡀ࠺ࡢ᮰ࡀ

㸬୍᪉㸪α࠸㏿ = β = ᴟࡀⅬ≉␗ᛶ➃10−4

ሙྜ㸪DE-Sinc-Nyström࠸ᙉ➃ ἲࡾࡲ࠶ࡣ

ィ⟬ࡀ࠸࡞࡚ࡗ࠸ࡃࡲ࠺ࡣ㸪㉸ภᩘἲ࣭Gauss-

Jacobi-Nyströmἲࡃࡲ࠺ࡣィ⟬࡛ࡁ㸪㉸ภᩘ

ἲࡣGauss-Jacobi-Nyströmἲẚ࡚ⱝᖸᑡ

㸬ࡿࢃࡀࡇࡿ࠸࡚ࡁ࡛⟭ᶆᮏⅬᩘ࡛ィ࠸࡞
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ᅗ 2. ➨㸰✀Fredholm✚ศ᪉⛬ᘧᑐࡿࡍ㉸ภᩘἲ㸪DE-
Sinc-Nyström ἲ㸪Gauss-Jacobi-Nyströmἲࡢㄗᕪ㸬
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♸ྐẶ㸦࣭᫂⥲ྜᩘ⌮㸧㸪ᴬཎ⯟ஓẶ㸦ᮾ

࣭ᩘ⌮㸧ឤㅰࡿࡍ㸬ᮏ◊✲ࡣ JSPS⛉◊㈝

JP16K05267ࡢຓᡂࡿ࠸࡚ࡅཷࢆ㸬

ཧ⪃ᩥ⊩

[1] H. Ogata and H. Hirayama, Numeri-

cal integration method based on hy-

perfunction theory, J. Comput. Appl.

Math., https://doi.org/10.1016/

j.cam.2017.06.018 .

[2] బ⸨ᖿኵ㸪㉸ภᩘࡢ⌮ㄽ㸪ᩘᏛ㸪10

(1958–1959)㸪1–27.

[3] M. Muhammad, A. Nurmuhammad,

M. Mori and M. Sugihara, Numerical

solution of integral equations by means

of the Sinc collocation method based

on the double exponential transform, J.

Comput. Appl. Math., 177(2005), 269–

286.

344



ハミルトン系の相空間面積計算手法
佐々 成正
日本原子力研究開発機構・システム計算科学センター
e-mail : sasa.narimasa@jaea.go.jp

1 はじめに
これまで我々は, ハミルトン偏微分方程式系

の時間発展問題に対し,シンプレクティック数値
解法を適用した時の運動量保存則について議論
してきた. １つの結果として, シンプレクティッ
ク数値解法 (正準変換) において不変であるポ
アンカレ不変量を系の運動量と解釈できること
から, 運動量保存則が成立する事を示すことが
できた [1].

本講演ではこの手法をハミルトン偏微分方程
式系ではなく通常のハミルトン系に応用し, ポ
アンカレ不変量を実際に計算する手法を提案
する.

2 仮想的周期格子系
本研究ではN 自由度ハミルトン系,

hN (q, p) = hN (q1, · · · , qN , p1, · · · , pN ), (1)

の時間発展問題を研究対象とする. 本稿では簡
単のため, 1自由度系の時間発展問題,

dq1
dt

=
∂h1
∂p1

,
dp1
dt

= −∂h1
∂qj

, (2)

を例にとって考える. ここで,

h1 = h1(q1, p1), (3)

は 1自由度系のハミルトニアンである. 発展方
程式 (2)にシンプレクティック数値解法を適用
した場合の離散時間発展を

(q1(t+∆t), p1(t+∆t)) = Ŝ(∆t)(q1(t), p1(t))

(4)

で表すことにする. ∆tは時間メッシュである.

また, 離散時間発展 (4)は仮想的なハミルトニ
アン,

h1S(q1, p1) = h1+h11∆t+h12∆t2+ · · · , (5)

による時間発展と等価であると仮定する. 加え
てハミルトニアン (5)は Talyor展開可能,

h1S(q1, p1) =
∑

n1,n2≥0

c(n1, n2)q
n1pn2 (6)

であるとする.

今仮想的に, 系 h1 が間隔 ∆xで L個並んだ
周期的格子系,

H1 =
L∑

j=1

h1(q
(j)
1 , p(j)1 ), (7)

を用意する. 系H1は相互作用のない周期的格
子系だと考えられる. 従って系H1は L個の系
h1 を異なる初期条件でそれぞれ時間発展させ
る問題と見なすこともできる. さらに, 系 H1

に式 (4)と同じシンプレクティック数値解法を
適用して得られる離散時間発展は, 系 (5)を並
べた周期的格子系,

H1S =
L∑

j=1

h1S(q
(j)
1 , p(j)1 ), (8)

と等価な時間発展を与えることがわかる.

系 (7)はハミルトン偏微分方程式系を離散化
した系を見なすことができるため, これまでに
我々が用いてきた計算手法を適用することがで
きる.

3 ポアンカレ不変量の定式化
系 (7)にシンプレクティック数値解法を適用
して得られる離散時間発展では, 正準変換の性
質から, ポアンカレ不変量,

I =
∑

j

∫ ∫
dq(j)1 dq(j)1 , (9)

が保存される. あるいは, 系 (8)の正準方程式
による時間発展においても式 (9)が保存される.

通常, 系 (7)では有限個の点の時間発展しか
与えられないため, 積分値 (9)は近似的に求め
るしかない. しかし我々は, 条件付きながら L

を十分大きく取ればフーリエ補間を用いて積分
値 (9)を正確に与える手法を見い出した. 今,離
散フーリエ変換を,

uj =

√
1

L

L/2−1∑

ℓ=−L/2

aℓe
ikℓ(j−1)∆x, (10)
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uj = q(j)1 + ip(j)1 , kℓ = 2πℓ/(L∆x), (11)

で定義する. この表記を用いると, 式 (9)で定
義した I は

I = π

L/2−1∑

ℓ=1

ℓ(|aℓ|2 − |a−ℓ|2), (12)

と表すことができる [1].　

図 1. 式 (14), (15)) で与えられる初期値を式 (10) で補
間し, 相空間内の (q(1)1 , p(1)1 )平面に射影して得られる閉
曲線

図 2. T=100での (q(1)1 , p(1)1 )平面への射影図

4 数値シミュレーションの例
ここで数値計算の例として単振り子,

h1 = p21/2 + 1− cos q1, (13)

を考える. 系 (7)に対する初期値は,

q(j)1 = 0.5 cos[(j − 1)∆x], (14)

p(j)1 = 1.0 + 0.5 sin((j − 1)∆x), (15)

で与えるられるとする. ここで, L = 1024，
∆x=2π/L としている. 図 1.は式 (14), (15)で
与えられる点を式 (10)で補間し, 相空間内の

図 3. T=500での (q(1)1 , p(1)1 )平面への射影図

図 4. ポアンカレ不変量 (12)の相対誤差 (∆I = |I(t) −
I(0)|)の時間変化

(q(1)1 , p(1)1 )平面に射影したものである. 図 1.の
領域の面積を S1 とすると, 式 (9)との関係は
I =LS1で与えられる. 時間発展は 1次の陽的
シンプレクティック解法を用いて∆t=0.1 とし
て計算した. 図 2.は T=100のときの射影図,

図 3.は T=500のときの射影図を示している.

図 4. はポアンカレ不変量 (12) の相対誤差
(∆I = |I(t) − I(0)|) の時間変化を Lを変え
てプロットしたものである. Lが十分に大きけ
れば (L ≥ 1024), T = 500においても Iは十分
な精度で保存している. 一方, Lが小さくなる
と, 保存則が成り立つ時間も短くなる. 各 Lに
対し, 系に波数 (kc = π/L)を超える波数成分
が現れる始めるとポアンカレ不変量 (9)に対す
る保存則が破れ始める.

参考文献
[1] N. Sasa, J. Phys. Soc. Jpn. 83,

123003(2014), 86, 074006(2017).
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ѓʊʃɣʅޚಣഒʱʟౙୈൣପ߲ʍԨܴ

ܺ ࡴ 1, ಢࢼ ϟ 1

1֮ӌ
e-mail : shun sato@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 ʎɷʠʊ

ච۾Сʆʎƒ
(ut + g(u, ux, . . . ))x = f(u, ux, . . . ) (1)

ʇɣɥحʍౙୈൣପ߲ʍࢉՎડฆʊɸʪอ
ഒʱ۵ɧʪܿڌ (u(0, x) = u0(x))Ɠɲɲʆƒ
t ∈ [0, T ]ʇ x ∈ S := R/2πZʎߢԨ֊ʒԨஶ
ງഷॐƒuʎ࡞ਦഷॐʱɸ (ђೝɬɧߞʎ
ശಣഒʱɸ)Ɠɲʍ߲حʍౙୈൣପ߲ʍற
ʎƒߢԨಣഒ܈ ut ʊɴʨʊԨಣഒɫݴ๑ɶ
ʅɣʪʇɲʬʊɡʩ (ɲʍʧɥʉ܈ʱܴಣഒ
ʇɣɥ)ƒɼʍ࢈ɫʝɹฆʇʉʪƓɲʍɾ
ʠƒච۾СʆʎƒߢԨൣۈʎໞʍʝʝʇɶƒ
ԨޚѓʊુɸʪƓ
ʱʧʩॴʊ˴˙˽ѓɸʪຌʫʊࣛڇƒׯ

౦ɣƒ࡞Αʮʫʅɬɾౙୈൣପ߲ʍ༄ʱ૨ɧ
ʅƒܴಣഒʱʟൣପ߲ɫҺ࠱ଥΠɴʫƒॳ
ʲʊٰ֖ɴʫʅɣʪƓແɧʏƒOstrovskyൣପ
߲ (ut+uux+uxxx)x = γu ([1])ʎƒ(1)ʍற
˃ƪˋʆɡʩƒrotation-modified Korteweg–de

Vriesൣପ߲ʇɣɥലɫɸ૾ʩƒγ = 0ʍ
ɫKdVൣପ߲ʊжɸʪƓ࣪
ಣഒʱʟౙୈൣପ߲ܴ (1)ʱ (ശಣഒൣ

ପ߲ʊʝɾʎॐડ҈উʊ) Αɥݣʊƒڇ
ࣳʆʎƒฆʍற१ʱॲɪɶʅƒut = ...ʇ
ɣɥح (චۮʆʎǄঋഒحǅʇɣɣƒ(1)ʱǄಣ
ഒحǅʇɣɥ) ʊɬԋɧɾɥɧʆƒ૾࣭ʍౙ
ୈൣପ߲ʍઢٵʱ๑ɣʅٰ֖ɫۼʮʫʅɣʪƓ
ɶɪɶƒঋഒحʱமʪɾʠʍφʉൣʎʉ
ɮƒޚౙʉٰ֖ʊʇʈʝʂʅɣʪʇڊɧʪƓ
ແɧʏƒࡲگʍ sine-Gordonൣପ߲ (4)ʍঋഒ
ح (5)ʎܩʝʆෆઢʆɡʂɾƓ
ɲʍฆʊɶʅƒૌࠖʨʎׯݍƒ(1)ʍ
Ԩޚѓʍφʉ˧˾ƪ˲́ƪˁʍۥયʱ
ɶʅƒ

(A) ঋഒحʗɬԋɧʪφʉൣʍଥΠ
(B) ǄಣഒحʍޚѓǅʇǄঋഒحʍޚѓǅ
ʍಐӇ

(C) ѓʊ଼ɶɾܿഒʍ҈উޚಣഒʍܴ
ʇҼ

ʱۼʂɾ [2]Ɠච۾Сʆʎƒࠩʊ (B)ʱ࣐҆ɸ
ʪƓறʊƒ࡞ʎƒঋഒحʍޚѓɫࠩʊ๑ɣ

ʨʫƒಣഒحʱ૰খޚѓɶʅɣʪʍʎƒૌࠖ
ʨʍઢʪڌʩ [3, 4]ʍʞʆɡʪɫƒಣഒحʍ૰
খޚѓɫลΦʆɡʪɲʇʱࠩɸʪƓ

2 (A) ಣഒحʇঋഒحʍஉї१

ಣഒح (1)ʍ҈ uʎƒϚʉۜਡࣰٛ

F(u(t)) :=

∫

S
f(u(t))dx = 0 (t ∈ [0, T ]) (2)

ʱෂɾɸƓɲʫʊુίɸʪʇƒ଼ঔʉєଜʍђ
ʆƒಣഒح (1)ʍࢉՎડฆʎƒ

ut + g(u, ux, . . . ) = ∂g
xf(u, ux, . . . ) + C(u)

ʍࢉՎડฆʇஉїʆɡʪɲʇʱߪɺʪ [2, The-

orem 4.9]ƓɲɲʆƒCʎƒ

C(v) =

∫
S
δF
δv (g(v)− ∂g

xf(v))dx∫
S
δF
δv dx

ʆଜձɴʫʪԪॐʆɡʩ (δF/δvʎഷഒԪ
ॐ)ƒ∂g

xʎಣഒݴ๑য়ʍφօݴ๑য়ʆɡʪƓ
φօݴ๑য়ʍଜձʎӘɸʪ ([2, Defini-

tion 2.3]ʱࣆޖ) ɫƒSobolevԨHs(S) (s ≥
1)ࣣʆ۵ɧʪ࣪ƒ∂g

xʎ2࠱ਮݥɶƒφൣʎƒ

∂g
xv(x) =

∫ x

0
v(y)dy−

1

2π

∫

S

∫ z

0
v(y)dydz (3)

ʆଜձʆɬʪݴ๑য়ʆɡʩƒ Hunter [5]ɫ re-

duced Ostrovskyൣପ߲ʊɶʅ๑ɣɾݴ๑য়
ʇφફɸʪƓ
ແɧʏƒsine-Gordonൣପ߲

utx = sinu (4)

ʎƒH0 =
∫
S cosu0(x)dx ̸= 0ʱෂɾɸʇɬƒ

[2, Theoerm 4.9]ʍєଜʱෂɾɸʍʆƒঋഒح

ut = ∂g
x sinu−

1

H0

∫

S
cosu (∂g

x sinu) dx (5)

ʊɬԋɧʪɲʇɫʆɬʪƓ

3 (B) ԨޚѓʍಐӇ

ࣣ՝ʍʧɥʊƒஉїʉ ݥʍଜ߲ѓɫਮ࠱2
ɸʪɾʠƒԨޚѓʱɸʪݣʊƒʈʀʨʱՂ
ʊޚѓʱۼɥɪূ੨ߌɫɡʪƓɶɪɶƒݣࠄ
ʊʎƒ࡞ʎOstrovskyൣପ߲ʉʈʍসحʉ f

ʱʡʃൣପ߲ʍٰ֖ɫࠩɿʂɾɲʇʡɡʩƒদ
ʨঋഒحʍޚѓɫ๑ɣʨʫʅɬɾ (ુί 1)Ɠ
ঋഒحʍԨޚѓɫ࣭ಣഒൣପ߲ (ODE)

ʆɡʪʍʊɶƒಣഒحʍԨޚѓʎƒಣഒ
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ਜ਼ॐൣପ߲ (DAE)ʊʉʪƓɲʍɲʇʊೝोɶ
ʅƒঋഒحʍޚѓʇಐӇɶʅƒಣഒحʍޚ
ѓʎΤђʍʧɥʉறʱʡʃƕ

− ঢٰ֖ۼɫࢭʉɣƖ
+ २ɴʫʪɲʇɫਵɣƖۥ๑য়ʍʞʆݴࢊח
+ Ϛۜਡࣰٛ (2)ʍޚɫɡʪƖ
+ ঋഒحʗഷԋʆɬʪƓ

ѓǅʎƒޚʍحʍঋഒ࠱ʍʎƒǄɡʪگݍ
Ǆಣഒحʍޚѓǅɦ ഷحɶʅமʨʫʪɲʇʱࡲ
ʘʅɣʪɫƒɲʍഷحʎDAEʱഷحɶʅODE

ʱமʪ৸ݴʊжɶʅɣʪƓɲʫʎƒಣഒحʍ
ޚѓʎਵɮʍ࣪ (ಣഒ) ॐ 1ʆɡʪɲʇ
ʱܼߪɶʅɣʪ (DAEʍॐʊʃɣʅʎƒ[6]

ʱࣆޖ)Ɠ
ແɧʏƒsine-Gordonൣପ߲ (4)ʍޚѓ ([4]

ʍற˃ƪˋ)
u̇k+1 − u̇k

∆x
=

sinuk+1 + sinuk
2

(6)

ʱ۵ɧʪ (uk(t) ≈ u(t, k∆x), uk+K = uk (k =

1, . . . ,K), ∆x = 2π/K)Ɠ(6)ʎƒࢉՎડɫH0 =∑K
k=1 cosuk(0) ̸= 0ʱෂɾɸʇєଜɸʪʇƒ

u̇k = δgtrap sinuk −
1

H0

K∑

j=1

cosujδ
g
trap sinuj∆x

ʊഷحʆɬƒॐ 1ʍDAEʆɡʪ ((5)ʍ߭ো
ʉޚѓʊʉʂʅɣʪɲʇʊʡુί)Ɠɲɲʆƒ

δgtrapvk :=
k∑

j=0

′′
vj∆x−

1

2π

K−1∑

i=0

i∑

j=0

′′
vj(∆x)2

ʎ (3)ʍޚʆɡʩƒΣ′′ʎੜحഒʱɸƒ
՜ۼ໑ɫڇʫƒॐɫକɣʇɣɥʆ

ׅࣳɫߛʅɣʪǄ҉ʱڇɸʪ DAEǅʍ
ॐડޟكʊɩɣʅƒ१ʱҋɶʅɶʝʂʅʝʆƒ
࣭ಣഒൣପ߲ʊഷحɸʪʍʎࠄ๑ʆʉɣ ([6,

Example 9.3])ʇڊʮʫʅɣʪƓடํʊƒݣࠄ
ʍॐડޟكʊɩɣʅʎƒǄಣഒحʍޚѓǅʱΑ
ɥൣɫວɣʇڊɧʪƓ

ુί 1. f ɫসحʆɡʪ࣪ʊʎƒঋഒحʍ
Ԩޚѓʍ˙˳˼˕˚ʎɣɮʃɪڄنɴʫʪƓ
ʝɹƒ(2)ɫসحʆɡʪɾʠƒޚѓگʡਵɮ
ʍ࣪࠷ɰؽɫʫʪƓʝɾƒಝݴࢊח๑য়ʎΧ
োʇɶʅʟɫƒߢԨޚѓʍݣʊ๛҈
ʱ๑ɣʪɲʇɫʆɬʪʇɣɥɫɡʪƓࠄ
ʊƒCoclite–Ridder–Risebroݣ [7]ʎƒreduced

Ostrovskyൣପ߲ʊɶʅƒ๛ʉॐડ҈ʱ
યɶʅɣʪƓɴʨʊƒॐડ҈ʍʺ̅˚˿˦ƪۥ
҈ʗʍਡɫࣘɴʫʅɣʅƒɲʍٗѢʎƒ(1)
ʊɸʪࣳڇรφʍਡࣘʆɡʪƓ

φൣʆƒঋഒحʍޚѓʎƒѕʨɪʍ҈উʱ
ಣഒʍʊʎอ๑ʆɡʪƓແɧʏƒܴݣɥۼ
ʗحѓʊ଼ɶɾܿഒʱূ੨ɸʪɾʠʊƒঋഒޚ
ʍഷԋɫ๑ʆɬʪ (ٗѢ (C)ƒ[2, Section 6])Ɠ

ࠗ߯ ਫ਼φૌࠖʎƒ௪චӌࡱऒ҇றലٰ֖
ϑࢧໃಛʍ२ʱ࠷ɰʅɣʪƓචٰ֖ʎѠٰ
ಛ 15H03635, 16KT0016, 17H02826֊ʒƒJST
CREST JPMJCR14D2ʍПʍʡʇʊۼʮʫ
ɾʡʍʆɡʪƓ

ٯ۵ഞޖ

[1] L. A. Ostrovsky, Nonlinear internal

waves in a rotating ocean, Okeanolo-

gia, 18 (1978), 181–191.

[2] S. Sato, T. Matsuo, On spatial dis-

cretization of evolutionary differential

equations on the periodic domain with

a mixed derivative, arXiv preprint,

(2017), arXiv:1704.03645.

[3] Y. Miyatake, T. Yaguchi, T. Matsuo,

Numerical integration of the Ostrovsky

equation based on its geometric struc-

tures, J. Comput. Phys., 231 (2012)

No. 14, 4542–4559.

[4] D. Furihata, S. Sato, T. Matsuo,

A novel discrete variational deriva-

tive method using “average-difference

method”, JSIAM Lett., 8 (2016), 81–

84.

[5] J. K. Hunter, Numerical solutions of

some nonlinear dispersive wave equa-

tions, Computational Solution of Non-

linear Systems of Equations, Lectures

in App. Math., Vol. 26, Amer. Math.

Soc., Providence, RI, 1990, 301–316.

[6] U. M. Ascher, L. R. Petzold, Com-

puter Methods for Ordinary Dif-

ferential Equations and Differential-

Algebraic Equations, SIAM, Philadel-

phia, PA, 1998.

[7] G. M. Coclite, J. Ridder, N. H. Risebro,

A convergent finite difference scheme

for the Ostrovsky–Hunter equation on

a bounded domain, BIT Numer. Math.,

57 (2017) No. 1, 93–122.

348



波動方程式に対するモデル縮減手法を組み込んだ確率的数値解法について
宮武 勇登 1

1名古屋大学
e-mail : miyatake@na.nuap.nagoya-u.ac.jp

1 はじめに
近年，観測データから微分方程式に含まれる

パラメータを推定する手法の研究などに端を発
して，常微分方程式の初期値問題に対する確率
的数値解法が注目されている [1]．ここで，初
期値問題に対する確率的数値解法とは，一段解
法で一ステップ数値計算するごとに，ランダム
な摂動を加える数値解法のことを指す．すなわ
ち，初期値問題

d

dt
u = f(u), (1)

u : [0, T ] → Rn, u(0) = u0 ∈ Rn

（ただし，f : Rn → Rn）に対して，時間刻み
幅を∆tとし，一段解法を Ψ∆t : Rn → Rn と
表すとき，その一段解法に基づく確率的数値解
法は，平均 0の確率変数 ξkを用いて

Uk+1 = Ψ∆t(Uk) + ξk (2)

と定義される．この種の確率的数値解法に対し
て理論解析も進められており，例えば，関数 f

の Lipschitz連続性などの条件に加えて，一段
解法Ψ∆tと確率変数 ξk に関して
• Ψ∆tが q次精度解法：

∥u(∆t)− Ψ∆t(u0)∥ ≤ C∆tq+1,

• E[∥ξ⊤k ξk∥2F] ≤ C∆t2p+1

などを仮定すると，確率的数値解法 (2)の数値
解は厳密解に次の意味で強収束することが知ら
れている [1, 2]：

max
0≤k∆t≤T

E[∥u(k∆t)− Uk∥2] ≤ C∆t2p∧2q.(3)

ただし，本稿を通して，2p∧2q := min(2p, 2q),

Cは∆tに依存しない定数を表す（現れる場所
によって値は異なる）．
近年，このような確率的数値解法を用いるこ

との利点が報告されているが（例えば [1]），各
時刻における数値解を分布として収束させるた
めには十分な試行回数が必要であり，従って，

通常の一段解法と比べて計算コストは大きく増
大する．特に，初期値問題が偏微分方程式の初
期値境界値問題の空間離散化として現れるよう
な場合，一般に問題サイズ nは非常に大きく，
この問題は顕著になる．一方，少し異なる文脈
において，初期値問題のサイズを小さくするモ
デル縮減手法の研究も近年盛んに行われており
（例えば [3]），本研究ではこの点に着目し，モデ
ル縮減手法を組み込んだ確率的数値解法につい
て考察する．数値解法の設計は，既存のアイデ
アの組み合わせであるという意味で容易だが，
収束性などの性質については自明でないことも
多く，本研究では，そのような性質を理論と数
値実験の両面から調査することを目的とする．
なお，数値実験は，例題として波動方程式を対
象とする．

2 モデル縮減手法
本節では，POD (proper orthogonal decom-

position) に基づいたモデル縮減手法の概略を
示す．モデル縮減の目的は，元の初期値問題が
持つ性質をできる限り失わないように，サイズ
を小さくして解くことにある．以下，初期値問
題のサイズを nから r (r ≪ n) へ縮減する際
の基本的な考え方を紹介する．
主な発想は，W⊤W = Irを満たす行列W ∈

Rn×r（Ir ∈ Rr×r は単位行列）を用いて，u :

[0, T ] → Rnを

u = Wû, û : [0, T ] → Rr

と圧縮することである．ここでW⊤u = ûに注
意すると，圧縮の結果として，すなわち元の初
期値問題 (1)の uにWûを代入し，左からW⊤

を作用させることで，サイズが rの次の常微分
方程式の初期値問題を得る：

d

dt
û = W⊤f(Wû),

û : [0, T ] → Rr, û(t0) = W⊤u0.

幾つか注意を述べる．まず，行列W の構成
に関しては，一旦元の初期値問題 (1)を数値計
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算してサンプルU1, . . . , Usを集め，次の最適化
問題

min
rank(W )=r

s∑

j=1

∥Uj −WW⊤Uj∥2,

s.t. W⊤W = Ir

に帰着させるのが標準的（ユークリッドノルム
の場合，最適解は特異値分解で求まる）だが，
実際には評価関数の定義やサンプルの集め方
などに多くの自由度がある．また，関数 f が
非線形項を含む場合には，上記の縮減では依
然として計算コストが大きく，DEI (discrete

empirical interpolation) 法などに基づいたさ
らなる縮減手法を用いることが多い [4, 5]．他
にも，波動方程式の空間変数を適切に離散化す
るとHamilton系に帰着されるが，Hamilton系
に対して縮減後の方程式もHamilton系となる
ようにするためには，追加の工夫が必要である
[6]．但し，紙面の都合上，これらの観点につい
ての詳細は省略する．

3 モデル縮減手法を組み込んだ確率的数
値解法
縮減された初期値問題に対する一段解法を

Ψ̂∆tと表し，それに基づく確率的数値解法を

Ûk+1 = Ψ̂∆t(Uk) + ξ̂k (4)

と定義する．ここで，冒頭の場合と同様に ξ̂kは
平均 0の確率変数とする．
本研究の主な目的は，モデル縮減手法を組み

込んだ確率的数値解法 (4)の性質について考察
することである．様々な観点からの考察が必要
になるが，ここでは，元の初期値問題に対する
収束性 (3)の議論を念頭に

max
0≤k∆t≤T

E[∥u(k∆t)−WÛk∥2]

の振る舞いについて考える．いま，元の初期値
問題に対する議論と同様に，Ψ̂∆tが q次精度解
法であること，またE[∥ξ̂⊤k ξ̂k∥2F] ≤ C∆t2p+1 を
仮定すると，関数 f の Lipschitz連続性などの
条件のもと，次の意味での強収束性

max
0≤k∆t≤T

E[∥u(k∆t)−WÛk∥2]

≤ C

(∫ T

0
∥u(t)−WW⊤u(t)∥2 dt+ ∆t2p∧2q

)

が成り立つ．この評価は，確率的数値解法に関
して，モデル縮減手法を組み込んだとしても，
右辺の積分が十分小さくなるような縮減が出来
ていさえすれば，元の初期値問題に適用したと
きと同様の収束性が得られることを意味する．
講演当日は，周期境界条件下の波動方程式

qtt = c2qxx − g(q)

に対する数値実験例とともに詳細を示す．
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グラフデータの機械学習における特徴表現の設計と学習
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1 概要
グラフとして表現された対象が複数ある場

合、そのデータセットの統計的トレンドを理解
するための情報技術が必要となる。この目的の
ため、様々な教師付き学習方式が現在までに研
究されて来た。本発表では、発表者が関わって
きた生命科学・材料科学の例について、低分子化
合物のグラフエンコードや特徴量計算の手法、
スパース学習や回帰森を用いた教師付き学習、
及び最近の話題についての概要を紹介する。

2 グラフ集合からの教師付き学習
本発表は与えられたグラフ Gに何らかの値

y を対応づける関数 f : G !→ y を入力グラ
フ Gi ∈ G と出力値 yi ∈ Y との有限見本対
{(G1, y1), (G2, y2), . . . , (Gn, yn)}から学習する
教師つき学習問題について近年までの概要と問
題を紹介する。ただし、ここで G はラベル付
きの有限連結無向グラフの集合、Yは判別の場
合、{0, 1} や {−1, 1}、回帰の場合、Rのよう
なラベルの値域集合とする。
関連研究の概要や応用については、例えば

[1,2]に譲るが、こうした手法の適用範囲はグラ
フ表現が非常に基本的で柔軟であるがゆえに非
常に幅広く、権威ある IEEE Signal Processing

Magazine の 2016 年の Best Paper Award が
グラフ信号処理 [3]であったり、Google Brain,

DeepMind, バーゼル大らが、グラフ畳み込み
[4, 5] を一般化し、広く使われている密度汎関
数法による量子化学計算を高速・高精度に機械
学習近似する論文 [6, 7]を発表したことも記憶
に新しく、近年注目が高まっている。

3 部分構造の指示子による仮説空間と部
分構造の探索・選択・学習
発表者のグループでも主に低分子の化学構造

式のグラフ表現とそれに伴う機械学習やパター
ン発見を対象に研究を行っている [8–17] 。グ
ラフは組合せを表す離散構造であるため、グラ
フを調べる基本的な道具は多くの場合、部分グ
ラフの有無に帰着する (カウントで重み付けな

どは可能である)。したがって、前述の学習問題
の基礎は、入力グラフGiがある部分グラフ特
徴 gj を含むかどうかの部分グラフ同型の指示
子 I(Gi ⊒ gj)を変量とする仮説空間となる。こ
れは 2 値論理変数でもあるため、結局機械学習
が近似する対象関数は、Y = Rとすると、ブー
ル超立方体 {0, 1}d上の実関数 (擬ブール関数)

になる。また、与えられる標本はブール超立方
体上の端点にしか現れない。このような特殊な
問題構造特性と共に、必要となる部分構造特徴
gjを適宜効率的に探索しながら学習を行う必要
がある点がこの問題の核心であると言える。
ところで擬ブール変数には次のような基本的
な性質が成り立つ。

定理 1 ( [18]) 任意の d 変数の擬ブール関数
f : {0, 1}d → R の変数を xj ∈ {0, 1}, j ∈ [d]

とすると、関数 f は次の一意な多重線形多項式
表現を持つ ([d] = {1, 2, . . . , d}とする)。

f(x1, . . . , xd) =
∑

S⊆[d]

cS
∏

j∈S
xj , cS ∈ R.

この事実を使うと、例えば関連した問題である
アイテムセット集合上の学習については、部分
アイテムセットの指示子で展開するなら線形モ
デルも非線形モデルも同じになることが分か
る。興味深いことに、部分グラフ構造について
は通常、連結な部分グラフの探索空間を用いる
ため、非線形モデルの仮説空間は線形モデルよ
りも真に大きくなる。部分構造の指示子の空間
は超高次元であり、さらに仮説空間を広げても
過適合を招くだけにも思えるが、我々が最近得
た結果から、既存の手法の多くが線形モデルに
帰着する点、一般には適切に複雑度を正則化し
た非線形モデルの方が精度が期待できる点、回
帰森と探索を組み合わせて非線形な学習を行
う手法、及び、線形モデルでは学習に失敗する
Graph-XORという興味深い例を紹介する。
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Vol. 14, pp. 359–364, 1963.

352
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1 概要
パターンマイニングは，データマイニングを

代表する手法の一つであり，膨大な組み合わせ
の中から重要なパターンを効率的に列挙する
方法が多数開発されてきた [1]．これらの手法
は，バスケット解析や言語処理などの多彩な分
野に応用されており，生命科学や医療のデータ
の解析への貢献も期待されている [2]．しかし，
生命科学のデータを解析するには，解析結果の
統計的有意性を保証することが非常に重要であ
る一方で，パターンマイニングに統計的有意性
を取り入れることは難しく，その応用は容易で
はない．これは，膨大なパターンの中から統計
的に有意なものを検出しようとすると，従来の
パターンマイニングで問題となっている計算時
間の問題に加えて，多重検定の問題が生じるた
めである．本稿では，まず，この多重検定問題
を説明する．次に，統計的優位性を保証してパ
ターンマイニングができる手法，無限次数多重
検定補正法 [4]と，その生命科学データへの応
用例を紹介する．

2 多重検定
本稿で解析するデータは，M 個のアイテム
とN個のトランザクションから構成される．ト
ランザクションは 2値のクラス 0か 1に分類さ
れており，各トランザクションが有するアイテ
ムのセットの情報が与えられている．このデー
タから，一方のクラスのトランザクションに統
計的に有意に現れているパターンを発見する．
具体的には，パターン Iが与えられたとき，ト
ランザクションを表 1のようにパターンの有無
とクラスで分類する．Fisherの正確確率検定や
カイ二乗検定を用いれば I の p値が計算でき，
p値が δ以下のものを統計的に有意なものとし
て検出する．
パターンマイニングでは，各パターンに対し

て統計検定をするため，2M − 1回の検定が行
われる．このように検定が複数回行われる場
合，結果の中に一つ以上偽陽性が生じる確率

表 1. パターン I に対する分割表．p値≤ δのとき，I は
統計的に有意なパターンである．

I を含む それ以外 合計
クラス 1 t n− t n

クラス 0 x− t N − x− n+ t N − n

合計 x N − x N

（FWER）が増加する．例えば，検定が 1個し
かない場合には，δ = 0.05がよく用いられてい
るが，同じ閾値を検定数が 100個ある解析に用
いると，FWERは 1− (1−0.05)100 = 0.994で
あり，ほぼ確実に結果の中に偽陽性が含まれて
しまう．この偽陽性を防ぐため，一般的には δ

の値を補正する多重検定補正が行われている．
FWERを閾値 α以下に抑える方法でよく用い
られているのがBonferroni補正であり，検定数
mを補正項とし，δ = α/mとする．
パターンマイニングでは，M 個のアイテム
から構成されるパターンを網羅的に解析するた
め，検定数は 2M−1と指数関数的に増加し，非
常に膨大になる．このため，Bonoferroni補正
では δが非常に小さくなるため，データを解析
したとしても，有意な結果が一つも得られない
ことが頻繁に起きてしまう．

3 無限次数多重検定補正法
Bonferroni補正は，FWERの上限を過剰に
見積もっているため，より厳密に FWERを見
積もることができれば，検出力の高い多重検定
補正が可能である．我々は，FWERの算出に
Tarone法 [3]を用いることで，Bonferroni補正
よりも検出力が高く，統計的に有意なパターン
を列挙できる多重検定補正法，無限次数多重検
定補正法（LAMP） [4]を開発した．
Tarone法 [3]では，Bonferroni補正よりも厳

密に FWERを見積もるため，与えられた検定
の中には，検定すべきものと，検定する必要の
ないものがあることに着目し，検定すべきもの
の数だけを数え上げて多重検定の補正項として
用いている．ここで検定する必要がないものと
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呼んでいるものは，どのような状況を考えても，
p値が δ以下になることがなく，統計的に有意
にならない検定である．
例として，Fisherの正確確率検定で p値を求

める場合を考えよう．表 1の周辺分布，N , n,

xが与えられたとき，p値の下限は次式で定義
できる．

f(x) =

(
n

x

)/(
N

x

)

検定する必要のないパターンとは，f(x) > δ

を満たすパターンである．これらのパターン
は，検定をしたとしても有意になることはなく，
FWERに影響を与えることがないため，多重
検定の補正項に含める必要がない．それ以外は
検定すべきパターンである．Tarone法を用い
るには，f(x) ≤ δ を満たすパターンの個数を
数え上げ，その値を多重検定の補正項とすれば
よい．
パターンマイニングでは探索空間が 2M − 1

と膨大であるため，Tarone法を用いるには，効
率的に検定すべきパターンの個数を数え上げる
方法が必要である．このため，LAMP [4]は，f
が xに対して逆相関であることを利用した．検
定すべきパターンは，ある頻度 λ以上で出現し
ており，そのパターン数mλは，頻出パターン
マイニング [1]を用いることで高速に計算でき
る．Tarone法を用いた場合の補正項はmλと等
しいため，δ = α/mλが補正後の有意水準とな
る．つまり，次式を満たす λが計算できれば，
頻出パターンマイニングにより補正項mλを効
率的に計算できる．

f(λ− 1) > α/mλ (1)

δは大きいほど検出力が高いため，LAMPは
式 (1)を満たす最大の λを計算する．まず，λ
を上限値で初期化し，頻出パターンマイニング
でmλを計算する．λが式 (1)を満たさなけれ
ば，λ = λ − 1とし，再度mλ を計算する．λ
が式 (1)を満たしたとき，λの探索を終了し，
δ = α/mλを補正後の有意水準とする．

4 ゲノムデータ解析への応用
生命科学のデータ解析における LAMPの有

用性を調べるため，1000ゲノムプロジェクト [5]

のデータを用いて，ゲノムワイド関連解析を
行った．トランザクションとアイテムはそれぞ
れ，個人とSNPの変異の有無を表しており，日
本人か否かでトランザクションを 2個のクラス

に分類した．データに含まれるトランザクショ
ン数とアイテム数は，それぞれ 697と 11,235で
ある．有意水準 α = 0.05で解析した．
LAMPで計算した補正項は90,999（δ = 5.49E−

7）であり，106個のパターンを検出した．一番
大きいパターンは 5個のアイテムを含んでお
り，p値は 1.39E − 7である．このパターンを
Bonferroni補正で見出そうとすると，その補正
後の有意水準は 3.35E − 20以下と非常に小さ
いため，このパターンを有意なものとして検出
することができない．また，検出したパターン
を構成する 5個のアイテムを単体で統計検定す
ると，p値が一番小さいものでも 6.934E−6で
ある．単体のアイテムの解析では統計的に有意
なものとして検出できず，パターンマイニング
を行うことで初めて検出できるものである．

5 おわりに
本稿では，統計的有意性を考慮できるパター
ンマイニングの手法LAMPを紹介した．LAMP

は，FWERの上限はBonoferroni補正と同じα

以下であることを理論的に保証しつつ，パター
ンマイニングにおける検出力は格段に高い多重
検定補正法である．生命科学や医学では，今回
解析したようなゲノムデータの解析以外にも，
遺伝子発現を制御する転写因子の組み合わせの
働きやエピジェネティクスなどのように，高次
元の因子の組み合わせが重要なメカニズムが多
数存在している．これらの解析に，LAMPの
ような統計的有意性を保証したパターンマイニ
ングを応用することで，これまでの解析では見
逃されていた新たな知見の検出が期待できる．
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1 Abstract

Feature selection (a.k.a., variable selection)

is an important problem and have a number

of practical applications in biology and health-

care problems including biomarker discovery.

A common problem in biology and healthcare

is to handle a large number of features d (e.g.,

genes) and a small number of samples n (e.g.,

drugs or patients). However, most of exist-

ing feature selection algorithms are linear and

they tend to get poor results if features and

output value are nonlinearly related. In this

paper, we introduce the Hilbert-Schmidt In-

dependence Criterion Lasso (HSIC Lasso) [1],

which can find a set of non-redundant fea-

tures from nonlinearly related data. HSIC

Lasso can obtain a globally optimal solution

and deal with high-dimensional data (e.g., d >

106).

2 Problem Formulation

Let us denote an input vector by x =

[x(1), . . . , x(d)]⊤ ∈ Rdand the corresponding

output value y ∈ R. The set of samples

{(xi, yi)}ni=1 has been drawn i.i.d. from a joint

probability density p(x, y). We also define

X = [x1, . . . ,xn] = [u1, . . . ,ud]⊤ ∈ Rd×n and

y = [y1, . . . , yn]⊤ ∈ Rn.

The goal of supervised feature selection is

to find m features (m < d) of input vector x

that are responsible for predicting output y.

3 Related Work

We first introduce theminimum redundancy

maximum relevance (mRMR) [2], which is

a mutual information based feature selection

criterion.

The mRMR optimization problem is de-

fined as follows:

max
β∈{0,1}d

d∑

k=1

βkM̂I(uk,y)−
d∑

k,k′=1

βkβk′M̂I(uk,uk′),

where M̂I(u,y) is an empirical approximator

of mutual information.

The first term in mRMR measures the de-

pendency between k-th feature uk and output

y, while the second term measures feature-

feature dependency (redundancy). More

specifically, if k-th and k′-th features are heav-

ily dependent, M̂I(uk,uk′) takes a large posi-

tive value. Thus, we want to make either βk
or βk′ to be zero for maximizing the mRMR

objective score. This results in finding non-

redundant features with strong dependence on

outputs. However, since mRMR is a greedy

algorithm, it can get poor results.

4 HSIC Lasso [1]

In this paper, we introduce a convex variant

of mRMR algorithm, which we call the HSIC

Lasso1:

min
α∈Rd

1

2
∥L̄−

d∑

k=1

αkK̄
(k)∥2Frob + λ∥α∥1,

s.t. α1, . . . ,αd ≥ 0, (1)

where ∥ · ∥Frob is the Frobenius norm, K̄(k) =

ΓK(k)Γ and L̄ = ΓLΓ are centered Gram

matrices, K(k)
i,j = K(xk,i, xk,j) and Li,j =

L(yi, yj) are Gram matrices, K(x, x′) and

L(y, y′) are kernel functions, Γ = In −
1
n1n1

⊤
n is the centering matrix, In is the n-

dimensional identity matrix, and 1n is the n-

dimensional vector with all ones.

An important computational property of

HSIC Lasso is that the first term in Eq.(1)

can be rewritten as
1

2
∥vec(L̄)− [vec(K̄(1)), . . . , vec(K̄(d))]α∥22,

where vec(·) is the vectorization operator.

This is the same form as plain Lasso with n2

samples and d features.
1A MATLAB R⃝ and Python implementations

of HSIC Lasso is available from http://www.

makotoyamada-ml.com/hsiclasso.html.
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If d > n2 (i.e., high-dimensional feature se-

lection from a small number of training sam-

ples), the Lasso optimization technique called

the dual augmented Lagrangian (DAL)2 was

shown to be computationally highly efficient

[3]. Because DAL can also incorporate the

non-negativity constraint without losing its

computational advantages, we can directly use

DAL to solve our HSIC Lasso problem.

Relation to mRMR: Here, we show that

HSIC Lasso can be regarded as a convex re-

laxed variant of mRMR [2].

The first term in Eq.(1) can be rewritten as

1

2
∥L̄−

d∑

k=1

αkK̄
(k)∥2Frob

=
1

2
HSIC(y,y)−

d∑

k=1

αkHSIC(uk,y)

+
1

2

d∑

k,l=1

αkαlHSIC(uk,ul), (2)

where HSIC(uk,y) = tr(K̄(k)L̄) is a kernel-

based independence measure called the (em-

pirical) Hilbert-Schmidt independence crite-

rion (HSIC) [4] and tr(·) denotes the trace.

HSIC(y,y) is a constant and can be ignored.

HSIC always takes a non-negative value, and

is zero if and only if two random variables are

statistically independent when a universal re-

producing kernel [5] such as the Gaussian ker-

nel is used. Since HSIC(y,y) is constant, we

can safely ignore.

Kernel Selection: We employ the Gaussian

kernel for inputs. For output kernels, we use

the Gaussian kernel for regression cases and

the delta kernel for classification problems.

For input x, we first normalize the input x

to have unit standard deviation, and we use

the Gaussian kernel:

K(x, x′) = exp

(
−(x− x′)2

2σ2x

)
,

where σx is the Gaussian kernel width.

2http://www.ibis.t.u-tokyo.ac.jp/ryotat/

dal/

In regression scenarios (i.e., y ∈ R), we nor-
malize an output y to have unit standard de-

viation, and we use the Gaussian kernel:

L(y, y′) = exp

(
−(y − y′)2

2σ2y

)
,

where σy is the Gaussian kernel width.

In classification scenarios (i.e., y is categor-

ical), we use the delta kernel for y,

L(y, y′) =

{
1/ny if y = y′,

0 otherwise,

where ny is the number of samples in class y.
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1 ֓ཁ

ΞΠςϜؒͷϥϯΩϯάΛਪఆ͢ΔͰ
ɼ֤ΞΠςϜͷઈରධՁ͕ࠔͰ૬ରධՁͷ
Έ͕ՄͰ͋Δ߹͕ଟ͘ଘ͢ࡏΔɽຊൃදͰ
ɼ͜ͷΑ͏ͳ૬ରൺֱϞσϧʹ͓͍ͯਖ਼͍͠
ϥϯΩϯάΛ֬ 1− δҎ্Ͱਖ਼͘͠ਪఆ͢Δ
ʹؔ͢Δۙ࠷దΞϧΰϦζϜʹ͍ͭͯٞ
͢Δɽ

2 ͡Ίʹ

ਪનγεςϜࡧݕΤϯδϯɼΦϯϥΠϯ
ΒΞΠςϜू߹ͷϥϯΩ͔ʑͷબݸͳͲɼࠂ
ϯάΛਪఆ͢Δଟ༷ͳ໘ͰݱΕΔɽಛ
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͋Δ໘͕ଟ͘ൣͳ໘Ͱ༻͍ΒΕΔɽ·ͨɼ
૬ରൺֱʹͮ͘جϥϯΩϯάਪఆϏσΦήʔ
ϜνΣεɼғޟͳͲͷϓϨΠϠʔͷϥϯΩϯ
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ຊൃදͰ͜ͷΛ૬ରൺֱʹͮ͘جPAC

ϥϯΩϯάਪఆͱͯ͠ఆࣜԽ͢Δɽ͜ͷ
ͰKݸͷΞΠςϜ͕͋Γɼະͷબྻߦ
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ςϜ xiͱ xj ͕ൺֱ͞ΕΔͱ͖ɼલऀऀޙʹ
ରͯ֬͠ µij Ͱ·ΕΔɽ͜͜Ͱ֤ΞΠςϜ
উͪӽؔ͠ͷҙຯͰશॱং͕ؔ͋ΔͱԾ
ఆ͢Δɽ͢ͳΘͪɼ͋Δશॱং ([K],≻)͕ଘࡏ
ͯ͠ xi ≻ xj ͳΒ µij > 1/2͕Γཱͭͱ͢
Δɽ༧ଌऀͦΕ·Ͱͷൺֱ݁Ռʹ͍ͯͮجൺ
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ϯά͕ޡΓ֬ δҎԼͰਖ਼͍͠ͱఆͨ࣌͠
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͜ͷྔࢉܭཧʹ͓͚ΔࡶԻ͖ιʔ

τͱਂ͍ؔ࿈͕͋Δɽ͜Ε֤ϖΞͷൺֱ݁Ռ
͕֬ p < 1/2ͰޡΔ߹ͷιʔτͱͯ͠ఆࣜ
Խ͞ΕΔɽ༧ଌऀ͕ൺֱ͢ΔϖΞΛબͰ͖Δ
߹ͷࡶԻ͖ιʔτʹ͓͍ͯɼFeige et al. [1]
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Algorithm 1: ϖΞ (i, j)ͷൺֱɽ

ೖྗ: ৴པ δɽ
1 nij , sij := 0.

2 repeat

3 ϖΞ (i, j)Λൺֱͯ͠ Yij ∈ {−1,+1}
Λ؍ଌ͢Δɽ

4 nij := nij + 1, sij := sij + Yij .

5 until |sij | > snij (δ).

6 sij > 0ͳΒ “i ≻ j”Λɼͦ͏Ͱͳ͍ͳΒ
“i ≺ j”Λग़ྗ͢Δɽ
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E[N ] ≥ HM log(2.4δ)−1 . (1)

͜Ε [3]͔Β༰қʹಋ͔ΕΔɽ
FPRUΞϧΰϦζϜࢉܭతͳཧݶք
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and E. Hüllermeier, “Online rank elici-

tation for Plackett-Luce: A dueling ban-

dits approach,” in NIPS 2015, 2015, pp.

604–612.

[3] E. Kaufmann, O. Cappé, and A. Gariv-
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自動車の現行エネルギー吸収材を凌ぐ反転捩り型折紙構造 
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1  概要 

現行の自動車のエネルギー吸収材は,初期ピ

ーク荷重が高い,自長の 70％程度しか変形しな

い,の二つの欠点を有す.先に反転螺旋折紙構

造はこの二つの欠点を解消することを示して

いたが,ハイドロフォーミングによる製造費は

高く実用化はされていない.そこで安価な新成

形法を開発し,それによって得られる反転捩り

型折紙構造は優れた性能を有すことを示す. 

 

2  現行のエネルギー吸収材従来の研究 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 現行のエネルギー吸収材を模擬した中空

矩形断面のエネルギー吸収の理想のメカニズ

ムとそれを実現するビードとビードの効果 

 

３  従来のエネルギー吸収材の研究 
 

現行の自動車のエネルギー吸収材は,折り紙の

観点から見ると最も原始的なもので,トポロジ

ー的には,一枚の紙を丸めて左右の両端を接合

したものと同じである.しかし,左右を結合す

るともはや軸方向の伸縮は得られない.そのた

め,ビードなどを設けて理想的に潰れても自長 

の 70%程度しか潰れない.この解決には折紙構 

造でしかない.折しも 2000年前後,野島武敏 

Edge 

Bead 

Concave 

Bead 

Convex Bead 

Section Section Section 

(IV)確実に(III)の挙動が得られるよう 

設けられた 3種類のビード[1] 

(I)  

(II)中空矩形断面真直材の荷重―変位線図概略 

 

(III)矩形断面寸法と 

折れ曲がり線位置の関係 

(I)中空矩形断面真直材の初期ピークに至る過程 

 

ba 2
ba �

2
3 ba �

ba�

(V)ビードの有無による荷重―変位特性の相違 
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氏から著しい数の折紙構造の発信があった.そ

の中から,図 2 に示す反転螺旋折紙構造（以

下,RSC）[2]が現行のエネルギー吸収材にとっ

て代わるものと予感し,研究を重ねた[3]～[5].

その結果,所期の通り,自長の 90％近くまで潰

れ,所期の荷重のピーク値も十分に小さくでき

た.これをクラッシュボックスに適用した例を

図3に示す.同図に示すように,現行の構造では

初期ピーク値が高すぎ,底付も早い.一方,RCS 

では,それが解決できていることがわかる.RSC

で検討した当初は,この二つの現構造の欠点は

解消されたものの,逆に全体に荷重が低すぎ十

分なエネルギーは得られなかったが,パラメト

リックに表現することにより最適化をし易く

し,最適化を行った結果,現行値の1.7倍ものエ

ネルギー吸収値が得られた[7].しかし,ハイド

ロフォーミングによる製造[8]費は高価であり,

実用化には至っていない. 

 

3  反転捩り型折紙構造(RTO) 
RTOは，RSOよりエネルギー吸収量，ピー
ク値など全ての点ですぐれていること，大型成

形機械と金型が省略可能であることなどの詳

細は発表時行う. 
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(I) 1段の RSC 2次元展開図,両端を接合し 

3次元化の折畳んだ状態と展開した状態 

 

(a)元の円筒角 (b) ɵずらした折紙構造 

(II) RSC のパラメトリック表現準備 

図 2 反転螺旋折紙構造 

 

164mm 

Load 

Displacement 

Conventional 

one 

RSC 

RSC Conventional one 

クラッシュボックス 

 

図３ クラッシュボックスに適用した際

の荷重ー変位特性比較[6] 
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展開構造の力学的特性に関する考察 
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1  概要 
 これまで展開収縮構造というと，小さくたた

まれた構造を大きく展開する際の形状変化の

大きさや形状変化のし易さに焦点が当てられ

ることが多かった．しかし，同じ立体形状を折

りたたむにしても，どのような折りパターンを

用いるかによって展開収縮挙動は大きく異な

る．この違いを明らかにすると，展開収縮構造

に形状変化以外の新たな機能を創出し，工学的

な付加価値を生むことができる．本講演では，

簡単な展開構造を用いて，折り目の弾性と素材

の曲げ変形を力学的モデルで表し，構造の展開

収縮挙動について考察する． 

 

2  展開構造の力学モデル 
図1に示す展開構造を考える．山折りと谷折

りを交互に平行に配置したアコーディオン折

りで，筆者の考案する展開可能なコア構造[1]

の収縮可能部を簡素化したものである．上端に

垂直荷重ܨを負荷した際の変位をݔとする．上下

両端は回転ヒンジにつながれているため折線

とみなさないとすると，本モデルの要素数は

ܰ ൌ 4，折線の数はܰ െ 1 ൌ 3である．左右端は

自由であり拘束は加えない． 

 
2.1 弾性ヒンジ 展開構造を考える上で，折

り目(折線)は回転は自由であるがモーメント

を伝えないピン結合として取り扱われること

が多い．しかし，実際展開構造を製作してみる

と，素材の弾性によって折り目でモーメントが

生じていることが分かる．トーションばねのよ

うに二面角ߠの変化に比例して力を返す機構と

して折り目を表現すると， 

݈ܨ cos 2ߠ ൌ ݇ሺߠ െ     ሺ1ሻ	 ሻ߆
の関係が成り立つ．ここで，݇はばね定数，݈は
力ܨの位置から折り目までの距離，߆は二面角

の初期値である．さらに，変位ݔと二面角ߠには 

ݔ ൌ ݈ܰ ൬cos߆2 െ cos  ሺ2ሻ															2൰ߠ

で示される関係があるので，式(1)および(2)よ

り，垂直荷重ܨは変位ݔの関数として表される．

図2に，二面角の初期値߆ ൌ 60°および100°と
した時の，荷重ܨと変位ݔの関係を数値的に求め

た結果を示す．二面角ߠが初期値߆から変化し

始めた時が最も荷重ܨの変化が大きい．このよ

うに，厳密には非線形であるが，一般的な展開

構造では初期値߆ ൌ 45°	程度であることから，

線形として扱って差し支えないことが分かる．

ここでは便宜上，݇ ൌ 0.05	N ∙ mm/degとした． 

 

2.2 面の曲げ変形 折り目ではモーメントが

生じることから，梁の曲げ理論を用いて，図 3

のように両端が支持された長さ݈の要素の曲げ

変形を考える．要素の端点でのたわみ量ݕ௫は 

௫ݕ ൌ
ܹ݈ଷ
௭ܫܧ12

																													ሺ3ሻ 

で与えられる．ここで，ܹは要素にかかる垂直

荷重，ܧはヤング率，ܫ௭は断面二次モーメントで

ある． ܨ cosሺΘ/2ሻ ൌ ܹおよびݕ௫ cosሺΘ/
2ሻ ൌ  ܨが成り立つので，構造にかかる荷重ܰ/ݔ
 

 
図 1. 対象とする折り構造 

 

図2. 弾性ヒンジの変位ݔと垂直荷重ܨの関係 

݄ 
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図3. 長さ݈の要素のたわみ 

 

表1. 展開構造の諸元 

要素の長さ ݈ 20 mm 

要素の幅 35 ܮ mm 

要素の厚み	0.2 ݐ mm 

ヤング率	1000 ܧ N/mm2 

要素数	ܰ 4 

 

および変位ݔとの関係式は 

ܨ ൌ ௭ܫܧ12
cosଶ Θ2 ݈ଷܰ

 ሺ4ሻ																								ݔ

となる．つまり，たわみ量が微小の範囲におい

ては，荷重ܨは変位ݔに比例する． 

 

2.3 重ね合わせの原理 弾性ヒンジによる影

響，曲げ変形による影響共に線形であることか

ら，これらを重ね合わせ，構造全体の垂直荷重

 ．の関係を得るݔと変位ܨ

 

3  実測による検証 
図1に示す展開構造を用いて圧縮試験を行い，

二面角の初期値Θ ൌ 60°および100°の場合の

変位と荷重を測定した結果を図4に示す．構造

の諸元は表1に示すとおりである．さらに，第

2.3 節で述べた線形力学モデルの変位―荷重関

係も併せて示す．線形力学モデルが上下対称に

折りたたまれることを前提にしているのに対

し，実際の展開構造では回転ヒンジに直接つな

がれた要素とそれらの中間に位置する要素が

存在するため，回転ヒンジ部で要素の回転が起

こり要素の変形が起こらない部分と起こる部

分の両方が存在する．そのため，Θ ൌ 100°の
ように，線形力学モデルの理論値に対して荷重

が小さい変位域がある．しかし，回転できる余

地がなくなると，その変位に対応する荷重値ま

で急激に増加し，最終的には線形力学モデルの

理論値と同等の値に落ち着く．要素数ܰを増加 

 

図4. 変位ݔと垂直荷重ܨの関係 

 

させた展開構造であれば，この両端要素の影響

を無視できると考えられる． 

線形力学モデルのトーションばね定数はど

ちらの場合も݇ ൌ 0.05	N ∙ mm/degとした．展

開構造に繰り返し荷重が加わると，ヒステリシ

ス効果により，トーションばね定数は低下する．

そのため，測定は二面角初期値を条件に合わせ

たものを複数用意し，第1回目の試験結果を採

用した． 

 

4  結論と今後の課題 
 単純なアコーディオン構造において，折り目

の弾性および面の曲げをモデル化し，構造全体

の展開伸縮挙動を線形力学モデルとして表し

た．実測した結果とも相関が得られており，構

造は線形ばねと扱える． 

本構造のように左右端に拘束がなく曲げ変

形が起きやすい展開構造においては同様のモ

デル化が可能であると言える．一方，境界が閉

じた展開構造においては，単純な曲げ変形では

なく，拘束条件を加味したモデル化を行う必要

がある．このような複雑な構造に対しても，そ

の展開挙動を説明する力学モデルの解析を進

めていく． 

 

謝辞 本研究は，科学研究費若手研究(B)「折紙

構造を利用した防振機構の形状最適化と性能

評価に関する研究」の助成による． 
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構造物の剛体折りに関する一考察 
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     1明治大学先端数理科学インスティテュート, 2明治大学先端数理科学研究科 

     e-mail: aya_abe@meiji.ac.jp 

 
1  概要 
 二枚貼り折りの構造物,舘-三浦のポリへド

ロン（TMP）と野島のポリへドロン（NP）を例

にして、剛体折りが成立するか否かの検討を行

い,一般化を図る．また,これらをエネルギー吸

収特性材に利用する際に,剛体折りであること

の優劣について議論する． 

 

2  野島と舘-三浦の 2 つのポリへドロン 
 二枚貼り折り紙[1,2]は同一の二次元展開 

図を二枚対称に貼りあわせて三次元を作る手

法である.本稿では形状が円筒状で垂直方向に

も水平方向にも折り畳みが可能な二枚貼り折

りの構造物,舘-三浦のポリへドロン（TMP）と

野島のポリへドロン（NP）において,その幾何

学的な違いについて述べ,剛体折りの観点から

両者を比較し,その判定方法を明らかにする. 

1) 両ポリへドロンの幾何学的な特徴 

NP は全く同じものを向かい合わせに貼り合

わせた鏡面対称であるのに対し，TMPは全く同

じものを向かい合わせに一段ずらして貼り合

わせた映進対称である．図 1.に示す NPは貼り

合わせ部のヒンジが一つであるのに対し，図 2.

に示す TMPはヒンジが二つである．このヒンジ

部分の形状の違いが折り線の数の違いや面の

形の違いとなって表れる.下図のように TMP は

NPに比べ,折り線が多く, NPは台形と三角形の

面のみから構成されるのに対し, TMPは平行四

辺形の面からも構成される. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) 剛体折りの観点からの比較 

 折紙工学の世界では,「剛体折りか否か」は

大方の関心事であるにも関わらず,その見極め

は困難である. 本稿では TMP,NP の両ポリへド

ロンにおいてヒンジを挟んで隣り合う面に注

目して,その検討を行った.図 3.左に示す TMP

の場合,その図形は平行四辺形であり, 1点で 

接するのみである.このため,隣り合う面同士

が独立に移動できるので,変形が生じない. 一

方,図 3.右に示す NP の場合, その図形は台形

であり,赤い点線で示す辺を共有する. このた

め,隣り合う面同士が独立に移動できずに歪み

が発生し,面に変形が生じる.このように, 剛

体折りを判定する方法の一つとして,幾何学的

に図から簡易に見出す方法が挙げられる. 

本稿では上記の方法の他に各面の辺の長さ

に注目し定量的に調べることを行った.この結

果,TMPは各辺の長さが二面角θに依存せず,一

定であることから,剛体折りであることが言え

た.一方,NPはある一つの辺について検討し,そ

の長さが二面角θに依存することが式により

示された.これは即ち面に変形が生じることと

なるので,このことからもNPは剛体折りでない

ことが言えた. 

3) 剛体折りの成立判定方法について 

上記のことから, 剛体折りの成立判定方法に

ついて,以下のように一般化できる. 

・幾何学的に図から簡易に見出す方法 

・各面の辺の長さに注目し定量的に調べる方法 

図 2. TMPの展開図と立体モデル 

図 1. NPの展開図と立体モデル 

図 3. 折り畳んだ各ポリへドロンを上から見た図 

左がTMP,右がNP 
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3  両ポリへドロンのエネルギー吸収特性 
 二枚貼り折紙構造のエネルギー吸収特性につ

いては[3]で記述された方法に従い,両ポリへ

ドロンについて,高さ 200mm の解析モデルを作

成し,材料としてアルミニウムを設定し, 汎用
解析ソフト LS-DYNA を用いて,シミュレーショ

ンにより,上面からの剛体壁による圧壊解析を

行った.底面は完全固定とした.両ポリへドロ

ンの圧壊力を最小化することを目的関数とし

て,最適化した形状(図 4.)を得て,更にその解

析結果について変位と圧壊荷重の関係をプロ

ットしたのが以下の図 5.である. ここで対象
となる圧潰力とは荷重変位線図において最初

に荷重値が立ち上がってから,自らの嵩張りな

どによって,変位は殆ど増えないが,荷重だけ

が増加する（自動車業界では底つきと称され

る）状態にたどり着くが,この完全な底つき前

に,荷重が増加してゆく直前までの荷重の平均

値として定義した. 両構造の変位ごとの圧壊
による変形を図 6.に示す. 

 

4  考察 
圧潰力を最小にする最適化したモデルで解析

を行ったところ, 剛体折りでない NP はヒンジ

部分で曲がる変形が発生し, 剛体折りである

TMP はそうはならなかったが,いずれも本体部

分では最後まで折り畳まれる結果となった. 

つまり剛体折りであるか否かは変形モードに

は何らかの影響はあるが,今回のケースではそ
の目的に対しては影響がないことを示した. 
変位と圧潰荷重との関係で, TMPの圧潰荷重

が全体的にNPよりも高いこと,底つきがTMPと

NPともに全長の90%付近で生じるが, NPのほう

がTMPよりも少し長い変位を経て底つきになる

ことがいえた.この理由として,前者はTMPでは

ヒンジ部分の折り線が多いことで圧潰荷重が

高くなること,後者は TMPでは底面固定部分で

圧潰に無理が生じる現象が顕著となることか

ら, NPよりも圧潰荷重が大きく,また底つきが

少し短い変位で起こると考察される. 

これらのことから,NPや TMPをエネルギー吸

収特性材に利用する際に,剛体折りであるか否

かについてはそれ程,影響はなく,どちらもエ

ネルギー吸収特性材として機能するというこ

とがいえる．今回のケースに関して言えば, エ
ネルギー吸収量では TMPが NPを上回る結果が

得られた. 
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図 5. 変位と圧潰荷重の関係 

━ optimal TMP  

━ optimal NP 

図4. 最適化したNPモデル(左)とTMPモデル(右) 

図 6. 両構造の変位ごとの圧壊による変形。 左側は

NP（正面と右側面）,右側はTMP（正面と左側面） 
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平行多面体の平坦折り畳みと形状シフト 
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1  概要 
 ここで扱う多面体は，折目によって折ること

ができる（例えば，紙のような）素材でできた

もので，厚みは無視できるものとする．このよ

うな多面体を「切ったり伸ばしたりせずに」平

坦化する問題は，連続的平坦化問題として知ら

れている（［1］）．ここで，注目すべきことは，

閉じた多面体に関する体積保存定理［2］やフ

イゴ定理［3］で，それによると，どれかの面

の形を変えない限り，たとえ（辺をヒンジとし

て回転などして）変形しても体積は不変である

という事実である．従って，多面体を平坦化す

るためには体積をゼロに減少させるので，絶え

ずどれかの面の形を「折目」によって変形する

必要がある．このような折目を「移動折目」と

呼ぶ． 

 これに対して，多面体のいくつかの面を除去

して，辺のみを残し，取り除いた面の辺に沿っ

て面の法線方向に帯状に面を付加した立体は，

すべての面を取り除いときは「Snapology」と

呼ばれて多数の作品があり，それを起源として，

一部の面に限って取り除くモデルを，形状シフ

ト可能,しかも，空間全体を合同多面体で埋め

尽くすモデルとして，ハーバード大学の研究グ

ループが開発している（［4,5］）.そこでは，正

多面体，準正多面体，プリズムが研究対象にな

っている． 

 そこで，空間充填立体として典型的なグルー

プである平行多面体（平行移動によって，空間

を充填できる凸多面体）について，このような

性質をもつものがあるのかを検討してみた． 

 

2  ひし形十二面体の連続的平坦折り畳み 
 平行多面体は Minkowski-Venkov によって，

辺グラフとしては，5 種類に限られることが知

られている．それらの代表元は，立方体，切頂

八面体，正六角形プリズム，ひし形十二面体，

長ひし形十二面体であり，最初の３つはハーバ

ード大のグループが研究したものである．そこ

で，ひし形十二面体について，連続的平坦化を

考察し，形状シフト可能性について調べた． 

 まず，連続的平坦化には既知の手法を適用す

る．「カット・ローカスとアレクサンドロフの

糊付け」（［6］）や「ストレート・スケルトン糊

付けと順位付け押しつぶし」（［7］）の方法の場

合，「移動折目」が表面の大部分を覆う．それ

に比較すると，この移動折目が少ないのは「タ

コ型翼折り」の方法である． 

 タコ型翼折り：タコ型 ABCD（ABと BCの長さ

が同じ，ADと DCの長さが同じの凸四辺形）に

ついて，線分 BD上の点 Hと，線分 HC上の点 Q

を取り，AH,BQ,DQ,QCを山折，BH,DH,HQを谷折

りとして，線分 HQを線分 AH上に載せてできる

形状をタコ型の翼折りとよぶ（図１，［8］）． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 上述の折り方を使うと，種々の連続的平坦折

り畳みが可能となる．ひし形十二面体の場合に，

平行なひし形2面をその法線方向に互いを近づ

けることによって，平坦化され，平坦化状態は

図２(a)に示すように，単純な形状となる．図

２(b)は，カット・ローカスとアレクサンドロ

フの糊付け」の手法による平坦化状態の例であ

る．これが連続的操作で可能であるかは，詳細

な議論が必要になる． 

 

 

 

 

図 1. タコ型の翼折り 

c

a
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3  ひし形十二面体の形状シフトモデル 
ひし形十二面体からできるだけ少ない面を 

取り除いて，「取り除いた面の縁に長方形の帯

を外側に付着させる」という Snapologyの操作

は， 

条件（＊）「取り除いた面の縁（枠）は常に

同一平面上に存在しながら変形する」 

を満たす動きとなる．平坦化のためには，どの

頂点も接続する面の少なくとも１つは取り除

かれることが必要である．この条件を満たすよ

うに，かつ，条件（＊）を勘案しながら面の除

去と帯の付着を行うと，図３のような２つのモ

デルが出来上がる．１つは残りの面がベルト状

をなし，もう一方は，そのようなベルトを持た

ない例である． 

 

図３.ひし形十二面体の形状シフトモデル 

 

4  まとめ 
 平行多面体には長ひし形十二面体があるが，

これについては，ひし形十二面体とほぼ同様の

結果が得られる．今回は単一のモデルを扱った

が，空間充填立体という特異な性質を用いて，

どのようなモデルができるかは今後の課題で

ある． 
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Jeu de taquin ͱํాށࢄఔࣜ

 ࡾ 1, ਆԬ मฏ 2, ଠా ହ 3

େཧށେใɼ3ਆژେཧɼ2ڭ1ཱ
e-mail : kakei@rikkyo.ac.jp

Schützenberger [1] ʹΑͬͯಋೖ͞Εͨ “jeu

de taquin” ͱɼඪ४൫ʹରͯ͠ɼඪ४൫
ͱ͍͏ੑ࣭Λอͬͨ··ม࡞ૢ͍ͯ͘͠ܗͰ͋
Γɼରশ܈ͷදݱͱͷؔਂ͍ [2, 3]ɻຊ
ͷతɼ͜ͷڀݚ jeu de taquin ΛࢄՄੵ
ܥͷࢹ͔ΒோΊͯɼࢄ ఔࣜํాށݩ࣍2
[4, 5]ͱͷؔ࿈Λ໌Β͔ʹ͢Δ͜ͱͰ͋Δɻ
·ͣ jeu de taquin ͷૢํ࡞๏ʹ͍ͭͯઆ
໌͢Δ [1, 2, 3]ɻλ, µ Λ λ ⊇ µ Λຬͨ͢Ϡϯ
άਤܗͱͯ͠ɼϠϯάਤܗ λ/µ Λ͑ߟΔɻ
ശ b ∈ µ ʹ͓͍ͯɼbͷӈଆɼ͓ΑͼԼଆ͕Ͳ
ͪΒ µͷശͰͳ͍ͱ͖ɼbΛ λ/µͷ “inside

corner” ͱݺͿɻT Λ shape λ/µ ͷඪ४൫ɼb

Λ λ/µͷ inside corner ͷͻͱͭͱ͢Δͱ͖ɼ
ΛεϥΠυ͍ͤͯ͘͞ࣈͷΑ͏ʹ࣍ (ਤ 1)ɻ

b j

k

↗

↘

(j < k ͷ߹) j b

k

(j ≥ k ͷ߹) k j

b

ਤ 1. Jeu de taquin

b ͷӈଆ͓ΑͼԼଆʹࣈͷೖͬͨശ͕ͳ
͘ͳͬͨΒ b ΛऔΓআ͘ɻͦ͏ͯ͠ಘΒΕ
Δ ()ඪ४൫͕ jeu de taquin ͷ݁ՌͰ͋Γɼ
jdtb(T ) ͱද͢͜ͱʹ͢ΔɻྫΛͻͱͭͯ͛ڍ
͓͜͏ (ਤ 2)ɻ

T = b 1 5

2 3

4 6

→ jdtb(T ) =
1 3 5

2

4 6

ਤ 2. Jeu de taquin ͷྫ (µ = (4, 3, 2), ν = (2, 1))

ඪ४൫ T ʹର͠ɼ“growth diagrams”
{
λ(k) =

(
λ(k)1 ,λ(k)2 , . . .

)
; k = 0, 1, . . . , |λ/µ|

}

Λ࣍ͷΑ͏ʹఆΊΔ [2]:

λ(0) = µ, λ(1) = µ ∪ 1 ,

λ(2) = µ ∪ 1 ∪ 2 , . . . , λ(|λ/µ|) = λ.

ਤ 2ͷඪ४൫ T ʹର͢Δ growth diagrams

ɼਤ 3Ͱ༩͑ΒΕΔ:

→ → →

→ → →

ਤ 3. Growth diagrams

ఆཧ 1 Shape λ/µ ͷඪ४൫ T ʹର͠ɼµ ͷ
inside corner b ΛͻͱͭఆΊɼT̂ = jdtb(T ) ͱ
͢Δɻ͞ΒʹɼT , T̂ ʹରԠ͢Δ growth dia-

grams ΛɼͦΕͧΕ
{
λ(k)

}
,

{
λ̂(k)

}
ͱ͢Δɻ

͜ͷͱ͖ɼ͕࣍Γཱͭ (n = 0, 1, . . ., k =

1, 2, . . . , |λ/µ|):

λ̂(k+1)
n + λ(k)n =max

[
λ̂(k)n ,λ(k+1)

n+1

]

+min
[
λ(k+1)
n , λ̂(k)n−1

]
. (1)

ࣜؔ (1) จݙ [6]Ͱಋೖ͞ΕͨͷͰ͋
Δ͕ɼͦ͜ͰࢄKPํఔࣜͱͷؔΛٞ
͍ͯ͠ΔɻJeu de taquin ΛࢄՄੵܥͰه
ड़͢ΔࢼΈ [7]ͰߦΘΕ͓ͯΓɼͦ͜Ͱ
(1), (2)ͱྨࣅͷํఔ͕ࣜݱΕ͍ͯΔ͕ɼม
ͷऔΓํ͕ҟͳ͓ͬͯΓɼ͜͜Ͱͷ݁Ռͱશ
ʹҰக͠ͳ͍ɻҎԼͰɼ͜ͷ (1) ͕ “
”ఔࣜํాށࢄ ͱΈͳ͞ΕΔ͜ͱΛࣔ͢ɻ
ࣜؔ (1)ͷ naiveͳ Խ”ɼ͢ࢄٯ“ ͳΘ
ͪɼmax{x, y} (→ x+y, x+y (→ x ·y, x−y (→
x/y ͱஔ͖͑Δ͜ͱΛ͑ߟΔͱɼλ(k)n ʹରԠ
͢ΔมΛ ukn ͱද͢͜ͱʹͯ͠ɼ

ûk+1
n ukn =

ûkn + uk+1
n+1

1/uk+1
n + 1/ûkn−1

(2)

ͳΔํఔ͕ࣜಘΒΕΔɻ͞ Βʹukn = δ2ne−qn(x,y),

ûkn = δ2ne−qn(x,y+δ), x = x0 + kδ ͱ͓͍ͯۃ
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ݶ δ → 0 ΛऔΔͱɼ2ํాށݩ࣍ఔࣜ ాށ)
ํఔࣜ)

∂2qn
∂x∂y

+ e−qn+1+qn − e−qn+qn−1 = 0 (3)

͕ಘΒΕΔɻ͜ͷҙຯͰɼ(2)Λࢄ ށݩ࣍2
ాํఔࣜɼ(1) Λࢄ ݺఔࣜͱํాށݩ࣍2
Ϳ͜ͱʹ͢Δɻ͢ͳΘͪɼjeu de taquin
ࢄ ఔࣜํాށݩ࣍2 (1)ʹΑͬͯهड़͞Εɼ
ࢄ ఔࣜํాށݩ࣍2 (2)ɼjeu de taquin ʹର
͢Δ “tropical combinatorics” [8, 9] ͷଆͷର
ԠΛ༩͍͑ͯΔ͜ͱʹͳΔɻ
·ͨɼࢄ ఔࣜํాށݩ࣍2 (2)จݙ [4]ͷ

ͷͱ࠲ඪͷऔΓํ͕ҟͳ͍ͬͯΔ͕ɼͦΕ
Ͱ [4]ͱ·ͬͨ͘ಉ༷ʹͯ͠ܕࣜྻߦͷղΛ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ͍ΘΏΔ࡞ “ܕࢠ” ͷղΛ
ͷͰɼෛͷ͍ͨ͑ߟ n = −1,−2, . . . ʹର
ͯ͠ τn = 0, n = 0ͷͱ͖ τ0 = 1, ਖ਼
n = 1, 2, . . . ʹରͯ͠ɼ

τn(l,m)

= det
[
ϕ(l + i− n,m+ j − 1)

]n
i,j=1

(4)

ͱ͢ΕΑ͍ɻ͢ Δͱɼࣜྻߦ (4)ͷϕ(i, j)

͕ɼjeu de taquinͷॳظͱͲͷΑ͏ʹରԠ͢
Δ͔ͱ͍͏͕͑ߟΒΕΔɻࠓͷ߹ɼ[10]
ͱಉ༷ͷख๏ʹΑΓɼ͋Δ্֨ࢠͷܦ࿏ͱ͠
ߦड़͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɻهղͷΛࣜྻߦͯ
ྻࣜղͷৄࡉʹ͍ͭͯɼߨԋͷࡍʹड़Δ༧
ఆͰ͋Δɻ

ँࣙ ຊڀݚɼJSPSՊݚඅ JP16K05184ɼ
JP16K05058, JP26610029ͷॿΛड͚ͨͷ
Ͱ͢ɻ
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ํాށࢄఔࣜʹͮ͘جMin-Plusྻߦͷݻ༗ࢉܭ

ᬒ ઔ೭հ 1, ా ѥࢠر 2, ࣞ୩ ಏ 3, ࡚ؠ խ࢙ 3

1খߴۀࢁઐֶߍ, 2ࣳӜۀେֶ, ཱେֶژ3
e-mail : sewatana@oyama-ct.ac.jp

1 ͡Ίʹ

Min-Plusͱɼ࣮ʹແݶେΛՃ͑ͨ
ू߹ʹ 2ͭͷೋ߲ԋࢉminͱ+Λఆٛͨ͠
Ͱ͋ΔɽMin-Plusʹ͓͚Δྻߦ (Min-Plus

ྻߦΛॏΈ͖ྡྻߦ༗ͦͷݻͷ(ྻߦ
ͱ͢Δ͜ͱͰද͞ݱΕΔάϥϑͷ࠷খฏۉด࿏
ॏΈͱҰக͢Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [1, 2]ɽҰ
ํɼՄੵͳํాށࢄఔࣜݻ༗ࢉܭͷͨ
Ίͷ qdΞϧΰϦζϜͷԽࣜͱҰக͠ɼࢄ
లʹΑͬͯରশൃؒ࣌ఔࣜͷํాށ 3ॏର֯ߦ
ྻͷݻ༗͕ࢉܭͰ͖Δ [3]ɽຊڀݚͰɼ
ށࢄԽͯ͠ಘΒΕΔࢄఔࣜΛํాށࢄ
ాํఔࣜΛ༻͍ΔͱɼMin-Plusʹ͓͚Δ
Ͱ͖Δ͜ͱΛࣔ͢ɽࢉܭ༗͕ݻͷྻߦ

2 Min-Plus

ू߹ Rmin = R ∪ {+∞}ʹ 2ͭͷೋ߲ԋࢉɼ
⊕ͱੵ⊗Λ⊕ = minͱ⊗ = +Ͱఆٛͨ͠
ΛMin-Plusͱ͍͏ɽ⊕ՄͰ݁
߹ଇΛͪ࣋ɼε = +∞Λྵݩͱ͢Δɽੵ ⊗
ՄͰ݁߹ଇΛͪ࣋ɼe = 0Λ୯Ґݩͱ͢Δɽ
·ͨɼ⊗ ⊕ʹؔͯ͠తͰ͋Δɽ⊗ ε

Ҏ֎ͰݩٯΛ͕ͭ࣋ɼ⊕ݩٯΛͨ࣋ͳ͍͜ͱ
ʹҙ͢Δɽ·ͨɼ⊗ͷٯԋࢉΛ ⊘ͱॻ͘͜
ͱʹ͢Δɽ࣍ʹɼMin-PlusྻߦͷԋࢉΛఆٛ
͢Δɽm× nͷMin-PlusྻߦશମΛRm×n

min ͱ
ॻ͘ɽ2ͭͷMin-PlusྻߦA,B ∈ Rm×n

min ͷ
A⊕B ∈ Rm×n

min ΛҎԼͰఆٛ͢Δɽ

[A⊕B]ij = [A]ij ⊕ [B]ij .

ͨͩ͠ɼ[X]ijྻߦXͷ iߦ jྻΛද͢ɽ
·ͨɼ2ͭͷྻߦA ∈ Rm×k

min ͱB ∈ Rk×n
min ͷੵ

A⊗B ∈ Rm×n
min ΛҎԼͰఆٛ͢Δɽ

[A⊗B]ij =
k⊕

ℓ=1

[A]iℓ ⊗ [B]ℓj .

3 ༗άϥϑͱॏΈ͖ྡྻߦ

ू߹ V ͱลू߹ Eͷͱͯ͠ද͞ΕΔ
G = (V,E) Λ༗άϥϑͱ͍͏ɽล e ∈ E 
 u, v ∈ V ͷॱংରͱͯ͠ e = (u, v)ͱද

͞ΕΔɽ༗άϥϑG = (V,E)ʹରͯ͠ɼ֤
ลʹॏΈͱݺΕΔؔw : E → RminΛ༩͑
Δɽ֤ลʹॏΈΛͭ༗άϥϑྻߦͰදݱ
͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ఆٛ 1 (ॏΈ͖ྡྻߦ) ֤ล e ∈ EʹॏΈ
w(e)Λͭ༗άϥϑ G = (V,E)ʹରͯ͠ɼ
ҎԼͰఆٛ͞ΕΔྻߦ A ∈ R|V |×|V |

min ΛGͷॏ
Έ͖ྡྻߦͱ͍͏ɽ

[A]ij =

{
w(e) if e = (i, j) ∈ E,

ε if e = (i, j) ̸∈ E.

Aྻߦ ∈ Rn×n
min ͕༩͑ΒΕͨͱ͖ɼAΛॏΈ

͖ྡྻߦͱ͢Δ͜ͱͰɼ༗άϥϑΛද͢ݱ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜ͷ༗άϥϑΛG(A)ͱॻ
͘͜ͱʹ͢Δɽ

ఆٛ 2 (ด࿏ͷฏۉॏΈ) ֤ลʹॏΈΛͭ༗
άϥϑGʹ͓͚Δด࿏C = (e1, e2, . . . , ek)ʹ
ରͯ͠ɼͦ ͷॏΈw(C)Λw(C) =

∑k
i=1w(ei)ɼ

ͦͷ͞ ℓ(C)Λ ℓ(C) = kͰఆٛ͢Δɽ͜ͷͱ
͖ɼC ͷฏۉॏΈ ave(C)ΛҎԼͰఆٛ͢Δɽ

ave(C) =
w(C)

ℓ(C)
.

4 Min-Plusʹ͓͚Δݻ༗

Min-PlusྻߦA ∈ Rn×n
min ʹ͓͍ͯɼ

A⊗ x = λ⊗ x

ΛΈͨ͢ x ̸= (ε, ε, . . . , ε)⊤ ∈ Rn
min͕ଘ͢ࡏΔ

ͱ͖ɼλ ∈ Rmin Λ Aͷݻ༗ͱ͍͍ɼxΛ λ

ʹର͢Δݻ༗ϕΫτϧͱ͍͏ɽMin-Plusྻߦ
ͷݻ༗ʹ͍ͭͯɼ࣍ͷ 2ͭͷิ͕ΒΕͯ
͍Δɽ

ิ 3 ([1]) Min-Plusྻߦ A ∈ Rn×n
min ͷݻ༗

Λ λͱ͢ΔͱɼAΛॏΈ͖ྡྻߦͱ͢Δ
άϥϑG(A)ʹฏۉॏΈ͕ λͰ͋Δด࿏͕ଘ
Δɽ͢ࡏ

ิ 4 ([1]) Min-Plusྻߦ A ∈ Rn×n
min ʹ͍ͭ

ͯɼAΛॏΈ͖ྡྻߦͱ͢ΔάϥϑG(A)

༗།ҰͰ͋Γɼݻ࿈݁Ͱ͋Δͱ͖ɼAͷڧ͕
ͦͷG(A)ʹ͋Δด࿏ͷฏۉॏΈͷ࠷খ
ͱҰக͢Δɽ
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5 ํాށࢄఔࣜͱMin-Plusྻߦͷ
༗ݻ

ํాށࢄఔࣜͷࢄ൛Ͱ͋Δాށࢄ
ํఔࣜ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Q
(n+1)
k =

k⊗

j=1

Q(n)
j ⊘

k−1⊗

j=1

Q(n+1)
j ⊕ E(n)

k ,

k = 1, 2, . . . ,m,

E(n+1)
k = Q(n)

k+1 ⊗ E(n)
k ⊘Q(n+1)

k ,

k = 1, 2, . . . ,m− 1,

Q(n)
0 = ε, E(n)

m = ε, n = 0, 1, . . . .

(1)

Ͱ༩͑ΒΕΔɽํాށࢄఔࣜ (1)ശܥۄ
ͷӡಈํఔࣜͱҰக͢Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ
͜͜ͰɼԼೋॏͷMin-PlusྻߦL(n) ∈ Rm×m

min

ͱ্ೋॏͷMin-Plusྻߦ R(n) ∈ Rm×m
min Λͦ

ΕͧΕ

L(n) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

Q(n)
1

e Q(n)
2

ε
. . .

ε
. . .

e Q(n)
m

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
,

R(n) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

e E(n)
1

e

ε
. . .

ε
. . . E(n)

m−1

e

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

ͱ͢Δɽ͞ΒʹɼྻߦA(n) = L(n) ⊗R(n)Λಋ
ೖ͢Δɽ͜͜Ͱɼྻߦ A(0) ͷݻ༗ʹ͍ͭͯ
ྻߦΔɽ͑ߟ A(0) ΛॏΈ͖ྡྻߦͱ͢Δ
༗άϥϑਤ 1ͷΑ͏ʹͳΔɽ

ਤ 1. A(0) ΛॏΈ͖ྡྻߦͱ͢Δ༗άϥϑ

ਤ 1 ʹ͓͍ͯɼC1, C2, . . . , Cm, C12, C23,

. . . , Cm−1,m ด࿏Ͱ͋ΔɽCi ͷฏۉॏΈ

min{E(0)
i−1, Q

(0)
i } Ͱ͋ΓɼCi,i+1 ͷฏۉॏΈ

(Q(0)
i +E(0)

i )/2Ͱ͋Δɽ͜ͷ༗άϥϑڧ࿈
݁Ͱ͋ΔͨΊɼิ 4ΑΓɼྻߦA(0)ͷݻ༗
།ҰͰ͋Γɼด࿏C1, C2, . . . , Cm, C12, C23,

. . . , Cm−1,m ͷதͰ࠷খͷฏۉॏΈͱͳΔɽ͜
ͷͱ͖ɼҎԼͷ 2ͭͷఆཧ͕Γཱͭɽ

ఆཧ 5 Min-Plusྻߦ A(0) ͷݻ༗ λҙ
ͷ nʹରͯ͠

λ =
m⊕

k=1

Q(n)
k ⊕

m−1⊕

k=1

E(n)
k

ͱͳΔɽ

ఆཧ 6 ͋Δ༗ݶͷࣗવ N ͕ଘ͠ࡏɼMin-

PlusྻߦA(0)ͷݻ༗ λҙͷ n ≥ N ʹର
ͯ͠

λ = Q(n)
1

ͱͳΔɽ

ఆཧ6ΑΓɼMin-PlusྻߦA(0)ͷݻ༗ɼ
ํాށࢄఔࣜ (1)ͷ༗ݶճͷൃؒ࣌లʹΑΓ
Ͱ͖Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽࢉܭ
ํాށࢄఔࣜʹରͯ͠ɼ৽ͨͳύϥϝʔλ

ΛՃ֦͑ͯுͨ͠ࢄϋϯάϦʔํాށఔࣜΛ
༻͍Δͱɼଳྻߦͷݻ༗͕ࢉܭͰ͖Δ͜ͱ͕
ΒΕ͍ͯΔ [4]ɽํాށࢄఔࣜΛҰൠԽ
ͨ͠ࢄϋϯάϦʔํాށఔࣜΛ༻͍Δͱɼ
Min-Plusʹ͓͚Δଳྻߦͷݻ༗Λࢉܭ
Ͱ͖Δɽৄࡉߨԋ࣌ʹड़Δɽ

ँࣙ ຊڀݚ JSPSՊݚඅ No.16K21368ͷ
ॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] F. Baccelli, G. Cohen, G.L. Olsder and

J.P Quadrat, Syncronization and Lin-

earity, Wiley, New York, 1992.

[2] S. Watanabe and Y. Watanabe, Min-

Plus Algebra and Networks, RIMS

Kokyuroku Bessatsu, B47 (2014), 41–

54.

[3] R. Hirota, S. Tsujimoto and T. Imai,

Difference scheme of soliton equations,

ཧղੳڀݚॴڀߨ, 822 (1993), 144–

152.

[4] A. Fukuda, E. Ishiwata, Y. Yamamoto,

M. Iwasaki and Y. Nakamura, Inte-

grable discrete hungry systems and

their related matrix eigenvalues, Ann.

Mat. Pura Appl., 192 (2013), 423–445.

370



͋Δཻܥࢠͷmaxදݱʹ͓͚Δྲྀଋͷ୯ௐੑͱ࣍ߴอଘྔʹ͍ͭͯ

࣍༎ࢬ࣌ େีڮߴ,1 1

1ૣҴాେֶେֶӃװجཧڀݚֶՊ
e-mail : m1r-i5t-ka1t@fuji.waseda.jp

1 ͡Ίʹ

rۙͷ ,ηϧΦʔτϚτϯʢCAʣݩ࣍1

unj Λࠁ࣌ nʹ͓͚ΔαΠτ j ͷηϧͷঢ়ଶͱ
͢ΔͱҎԼͷΑ͏ʹදͤΔ.(r = r2 − r1 + 1)

unj = f(unj+r1, u
n
j+r1+1, . . . , u

n
j+r2−1, u

n
j+r2)

·ͨ, CAͷ͏ͪؒ࣌ʹΑͬͯঢ়ଶมͷ૯͕
มԽ͠ͳ͍ͷΛཻࢠCA(PCA)ͱݺͿ. PCA

, पڥظք݅ (1 ≤ j ≤ K)ͷԼͰҎԼͷ
ࣜΛຬͨ͢.

K∑

j=1

un+1
j =

K∑

j=1

unj

4ۙCAͷ͏ͪ, PCAʹͳΔಠཱͳϧʔϧ
 4छྨ (PCA4-1ʙ4-4)ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕Β
Ε͍ͯΔ [1, 2]. ͦͯ͠, ͜ΕΒͷ PCAͷ͏ͪ
PCA4-4Λআ͍ͯ, ղΛ༗͢Δmaxํఔࣜີݫ
ʹΑΔ֦ு, ֬มΛಋೖͨ͠ϞσϧͳͲ
ͷ͕ڀݚͳ͞Ε͍ͯΔ.

ຊߨԋͰ, maxํఔࣜͷ؍͔Βະղ໌Ͱ
͋Δ PCA4-4ʹର͠, ͦΕ͕ͭੑ࣭ʹண͠
ͯ maxදݱʹΑΔ͋Δ֦ுܥΛఏҊ͢Δ. ·
ͨ, ͜ΕΒͷੑ࣭ʹରͯ͠, maxԋࢉʹΑΔݫ
ີͳূ໌ղͷৼΔ͍ʹ͍ͭͯड़Δ.

2 PCA4-4

PCA4-4ͷൃؒ࣌లํఔࣜ, ྲྀଋΛ༻͍ͯ

un+1
j = unj + q(unj−2, u

n
j−1, u

n
j )

− q(unj−1, u
n
j , u

n
j+1)

q(0, 1, 0) = 1ɹͦΕҎ֎ 0

(1)

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽൃؒ࣌లͷྫਤ 1ͷΑ
͏ʹͳΔ. PCA4-4ಉཻ͡ີࢠͰ, ॳظ
ʹΑͬͯ n → ∞ͰӈͣΕύλʔϯ͔੩ࢭύ
λʔϯͷͲͪΒ͔ʹͳΔ.ॳظͷ 0, 1ͷྻʹ
11ؚ͕·ΕΔͱ੩ࢭύλʔϯʹͳΓ, ͦ͏Ͱͳ
͍ͱ͖ӈͣΕύλʔϯʹͳΔ͜ͱϧʔϧΑ
Γ໌Β͔Ͱ͋Δ.

·ͨ, PCA4-4ʹҎԼͷอଘྔͱ୯ௐੑ͕
ΒΕ͍ͯΔɽ(ۭͨͩؒ͠αΠτʹ͓͚Δঢ়ଶ

ਤ 1. PCA4-4ͷൃؒ࣌లྫ (ρ = 0.43)

ͷύλʔϯx1x2 . . . xkͷݸΛ#x1x2 . . . xk
ͱද͍ͯ͠Δ)

• #1 (#0)͕อଘ͢Δɽ
• #011͕อଘ͢Δɽ
• #01(#10)͕୯ௐݮগ͢Δɽ

ͷ#01ͷ୯ௐੑɼ#011ͷอଘੑͱซͤޙ࠷
Δͱ͑ߟͯ

#01 = #010 +#011 (2)

ΑΓɼ#010͕୯ௐݮগ͢Δ͜ͱʹஔ͖͑Β
ΕΔ.

3 maxํఔࣜʹΑΔ֦ு

PCA4-4ͷmaxදݱʹΑΔ֦ுΛ͑ߟΔ. PCA4-

4ͷmaxԽΛ͢Δʹ, (1)ࣜͷ͔ܗΒྲྀଋΛ
maxԽ͢ΕΑ͘, ͦͷࡍʹॳظΛ ݶʹ0,1
ఆ͢ΔͱPCA4-4ʹؼண͠, ͔ͭPCA4-4ͷ্
গੑʹରԠ͢Δmaxͷ๏ݮͷอଘੑ୯ௐه
ଇ͕ଘ͢ࡏΔΑ͏ʹ͢Δ. ͦ͜Ͱɺ·ͣ#010
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ͷ୯ௐੑʹରԠ͢Δੑ࣭, ͢ͳΘͪ

Qn =
∑

j

q(unj−1, u
n
j , u

n
j+1) (3)

,ରͯ͠ʹࠁ͕࣌ ୯ௐݮগ͢ΔΑ͏ͳྲྀଋͷ
maxදݱΛ͑ߟΔ.

͜ͷͱ͖ҎԼͷൃؒ࣌లํఔ͕ࣜ͜ͷੑ࣭Λ
อͭ͜ͱ͕͔ͬͨ.

un+1
j = unj + q(unj−2, u

n
j−1, u

n
j )

− q(unj−1, u
n
j , u

n
j+1)

q(a, b, c) =max
(
0,min(b− a, b− c)

)

(4)

(3)ͷ୯ௐੑ

Qn −Qn+1 =
∑

j

q(unj−1, u
n
j , u

n
j+1)

−
∑

j

q(un+1
j−1 , u

n+1
j , un+1

j+1 )

ʹ (4)ࣜΛೖ͠, पڥظք݅Λྀࣜͯ͠ߟ
ม͢ܗΔͱ

Qn −Qn+1 =
∑

j

(
max(An

j , B
n
j )−maxAn

j

)

≥ 0

(An
j , B

n
j{un1 , un2 , . . . , unK}ͷ෦ू߹)

ͱͰ͖ΔͷͰ, Qn ≥ Qn+1͕Γཱͭ.

5 10 15 20 25 30
n

5

10

15

20

25

Q
n

ਤ 2. ର͢Δྲྀଋʹࠁ࣌ Qn

·ͨ, (4)ࣜʹ͓͍ͯ#01ͷ୯ௐݮগੑʹର
Ԡ͢Δྔ,

∑
j max(unj − unj−1, 0)Ͱ͋Δ͜ͱ

͕͔ͬͨ.͜Εಉ༷ʹmaxԋࢉΛ༻͍ͯ୯
ௐݮগੑΛີݫʹࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

,ʹ࣍ อଘྔͰ͋Δ#011ʹରԠ͢Δੑ࣍ߴ
࣭Ͱ͋Δ͕, ͜Ε LΛॳظͷ࠷େͱ͠ɼ
ℓΛ Lະຬͷͱ͢Δͱ͖

#ℓLL (L = max
j

{u0j}, ℓ < L)

͕อଘྔͱͳΔ͜ͱ͕͔ͬͨɽPCA4-4Λmax

Խ͢Δͱ͖, #011
∑

j min(1−unj−1, u
n
j , u

n
j+1)

ͷΑ͏ͳྔ͕อଘྔʹͳΔ͜ͱ͕௨ৗظ͞Ε
Δɽͱ͜Ζ͕ɼ#ℓLLͱ͍͏ uͷ࠷େΛؚΉ
ύλʔϯ͕ରԠ͢Δͱ͍͏อଘྔͱͳͬͨɽͭ
·ΓɼPCA4-4ͷ#1maxܥͰ uͷʹରԠ
͢Δ͕ɼ#011ͷ 1maxܥͰ࠷େɼ0
େͰͳ͍ʹରԠͯ͠ఆٛ͞Εͨɽ͜ͷΑ࠷
͏ͳੑ࣭ঢ়ଶ͕ 0, 1ͷ͔ܥΒͳ͔ͳ͔
,௨ͤͳ͍݁ՌͰ͋Γݟ .ຯਂ͍ੑ࣭Ͱ͋Δڵ

Ҏ্ͷΑ͏ʹ, #1,#011ͷอଘੑ, #01,#010

ͷ୯ௐݮগੑʹରԠͯ͠ (4)ࣜͰॱʹ
∑

j u
n
j ,

#ℓLL (L = maxj{u0j}, ℓ < L) ͷอଘੑ,
∑

j max(unj−unj−1, 0),
∑

j max
(
0,min(unj−unj−1, u

n
j−

unj+1)
)
͕୯ௐݮগੑ͕ରԠ͢Δ. (2)#011

ͷอଘੑ͔Β #01ͱ #010ͷ୯ௐݮগੑ͕Ұ
க͢Δ͜ͱΛҙຯ͢Δࣜͱ͑ߟΒΕΔ͕, ͜
ͷੑ࣭maxදݱͰΓཱͨͳ͍.

4 ·ͱΊ

ຊߘͰ, PCA4-4ͷmaxදݱʹΑΔ֦ுܥ
ΛఏҊͨ͠. ͜ͷ֦ுܥͰ, PCA4-4͕ͯͬ࣋
͍Δ͍͔ͭ͘ͷอଘੑ୯ௐੑΛಉ࣌ʹmaxԽ
͢Δ͜ͱ͕Մͱͳͬͨ. ,Ͱڀݚճͷࠓ #ℓLL

ͷΑ͏ʹ 0, 1ͷ̎ਐϞσϧͰݟ௨͠ʹ͍͘
ಛྔ͕ಘΒΕ͕ͨ, ͜ͷΑ͏ͳڵຯਂ͍ྔΛ
Δ͜ͱ͢ࡧΑ͏ͳଞͷmaxํఔࣜΛ୳ͭ࣋
.ͷ՝Ͱ͋Δޙࠓ
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ϩδεςΟοΫσʔλͷΰϯϖϧπϞσϧʹΑΔਪఆͷڍಈ
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1 ͡Ίʹ

ΰϯϖϧπۂઢϞσϧͱϩδεςΟοΫۂઢ

Ϟσϧधཁ༧ଌۂઢʹΑ͘༻͍ΒΕΔϞσ

ϧͰ͋Δɽਖ਼֬ͳ༧ଌΛͨ͏ߦΊʹσʔλʹ

૬Ԡ͍͠Ϟσϧͷબ͕ඞཁͱͳΔɽϞσϧબ

ʹ Franses [1]ͷํ๏͓Αͼ Nguimkeu [2]

ͷํ๏͕͋Δ͕ɼ͜ΕΒͷํ๏྆Ϟσϧͷҧ

͍͕ӈลͷύϥϝʔλͷ༗ແͱͳΔΑ͏ʹ྆Ϟ

σϧΛۙݕ͠ࣅఆʹΑͬͯผ͢Δํ๏Ͱ͋Δɽ

ͦͷۙࣜࣅΛݕʹݩఆΛ͍ͯͬߦΔͨΊͦͷ݁

Ռ͋͘·ͰۙࣅϞσϧʹର͢Δબ๏Ͱ͋Δɽ

2 ํఔࣜࠩͭ࣋ղΛີݫ

ΰϯϖϧπࠩํఔࣜ [3]

Gn+1 = Gn

(
Gn

k

)
, (1)

Ͱ͋Γɼີݫղ

Gn = ka(1+δ log b)
n

(e−1 < bδ < 1). (2)

Ͱ͋ΔɽϩδεςΟοΫࠩํఔࣜ [5]

Ln+1 − Ln = δ
rdm
k

Ln+1(k − Ln) (3)

Ͱ͋Δɽີݫղ

Ln =
k

1 +m(1− δrdm)
tn
δ

, (4)

Ͱ͋Δɽ͜ΕΒͷࠩํఔ͔ࣜΒճࣜؼΛ࡞Γ

ύϥϝʔλਪఆΛ͜͏ߦͱͰ༧ଌΛ͏ߦ [3, 4]ɽ

3 ෆదϞσϧʹΑΔਪఆڍಈ

ϩδεςΟοΫۂઢϞσϧͷີݫղ Xi, (i =

0, 1, 2, . . . , n)Λσʔλͱͯ͠༩͑Δ͜ͱΛ͑ߟ

ΔɽσʔλXiࣜ (3)Λຬͨͨ͢Ί

Xi

Xi−1
= α+ βXi (i = 1, 2, . . . , n) (5)

Λຬͨ͢ɽ͜͜Ͱ

α = 1
1−δr > 0 (6)

β = − δr
k(1−δr) < 0 (7)

α+ βXi > 1 (∵ Xi < Xi+1) (8)

GompertzϞσϧΛద༻͢Δͱ

log

(
Xi

Xi−1

)
= log (α+ βXi) (9)

= An −Bnxi + εi (10)

ͱͳΔɽ͜͜Ͱ

xn = logXn (11)

Ͱ͋Γ An, Bn  0 < xi < log k Ͱճࣜؼ (10)

ʹΑΔܾఆ͢Δɽ

ఆཧ 1 ࣜ (12)Ͱܾ·Δਪఆ k̂n:

k̂n
def
= exp

(
An

Bn

)
, (12)

 n ≥ 2ʹରͯ͠୯ௐݮগ͢Δɽ͜͜ͰAn, Bn

ճࣜؼ (10)ʹΑͬͯಘΒΕΔɽ

ূ໌ ճࣜؼ (10)ͷ xย

An

Bn
= log k̂n. (13)

Ͱ͋ΔͨΊɼਪఆ k̂nͷ୯ௐݮগΛࣔ͢͜

ͱͱ͜ͷ xยͷ୯ௐݮগΛࣔ͢͜ͱಉͰ

͋Δɽࣜ (9)ͷۂઢ্ʹತͰ͋Δ͔Βճࣜؼ

(10) ͜ͷۂઢͱ (x1, y1)ͱ (xn, yn)ͷؒͷ 2

ͰަΘΔ͜ͱ͔Β

0 < yn+1 < An+1 −Bn+1xn+1 (14)

yn+1 < An −Bnxn+1 =
A′

n−B′
nxn+1

Dn
(15)

͕Γཱͭɽ͜͜ͰA′
n, B

′
n, DnҎԼͰ༩͑Β

ΕΔɽ

A′
n

def
=

n∑

i=1

x2i (xn − x0)

−
(

n∑

i=1

xi

)
n∑

i=1

xi(xi − xi−1)(16)

B′
n

def
=

(
n∑

i=1

xi

)
(xn − x0)

−n
n∑

i=1

xi(xi − xi−1) (17)

Dn
def
= n

n∑

i=1

x2i −
(

n∑

i=1

xi

)2

. (18)
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ࣜ (15)Λ

yn+1

A′
n −B′

nxn+1
<

1

Dn
, (19)

ͱॻ͖͑Δͱ
∑n

i=1(xn+1 − xi)2yn+1

A′
n −B′

nxn+1
<

∑n
i=1(xn+1 − xi)2

Dn
,

(20)

ࣜ (20)ΛಘΔɽ

A′
n+1 −A′

n + (B′
n+1 −B′

n)xn+1

=
n∑

i=1

(xn+1 − xi)
2yn+1. (21)

Ͱ͋Γ

Dn+1 = Dn +
n∑

i=1

(xn+1 − xi)
2. (22)

Dn+1Λࣜ (22)ͷΑ͏ʹॻ͖͑Δͱࣜ (20) 

ࣜ (23)ͱॻ͖ସ͑ΒΕ

A′
n+1 −A′

n + (B′
n+1 −B′

n)xn+1

A′
n −B′

nxn+1
<

Dn+1 −Dn

Dn
.

(23)
1

1 +
A′

n+1−A′
n+(B′

n+1−B′
n)xn+1

A′
n−B′

nxn+1

>
1

1 + Dn+1−Dn

Dn

(24)

ࣜ (23)͔Βࣜ (24)͕Γཱͭɽ͞Βʹࣜ (24)

Λॻ͖ସ͑Δͱ

An+1 −Bn+1xn+1 < An −Bnxn+1. (25)

ΛಘΔɽ݁ Ռɼࣜ (14)ͱ (25)͔Βࣜ (26)ΛಘΔɽ

0 < yn+1 < An+1 −Bn+1xn+1 < An −Bnxn+1.

(26)

AnͱBnճࣜؼͷͰ͋Δ͔Β

ȳn = An −Bnx̄n, (27)

͕Γཱͪ

x̄n =
1

n

n∑

i=1

xi(< xn), (28)

ȳn =
1

n

n∑

i=1

yi =
1

n
(xn − x0). (29)

ͱ͓͘ͱ

ȳn+1 −An +Bnx̄n+1 =
1

n(n+ 1)

×
(
n(xn+1 − xn) + x0 + nBn(xn+1 −

1

n

n∑

i=1

xi)

)

> 0. (30)

ΛಘΔɽΑͬͯ

Bn+1 > Bn (n ≥ 2) (31)

͕Γཱͪɼࣜ (26)ͱ͔Β

An+1

Bn+1
<

An

Bn
(32)

͕Γཱͭɽ

4 ·ͱΊ

ϩδεςΟοΫۂઢϞσϧΛຬͨ͢σʔλʹ

ରͯ͠ΰϯϖϧπۂઢΛͯΊͯΛ༧

ଌ͢Δͱɼೖखͨ͠σʔλ͕૿͑Δ͝ͱʹ

ͷਪఆݮগ͢Δ͜ͱΛཧతʹࣔͨ͠ɽ
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1 ͡Ίʹ

ҰఆͷपظͰಉظഥಈ͍ͯ͠Δ৺ࡉے๔ͷू
ஂΛͻͱͭͻͱͭͷࡉ๔ʹόϥόϥʹ͢Δͱɼ
ͦΕͧΕউखͳपظͰഥಈ͠ɼपظͷ༳Β͗
ෆ҆ఆͰ͋Δɽ͜ΕΒͷཱͨ͠ݽ৺ࡉے๔͕
ू·Γɼ͍ޓʹ৮͢Δ͜ͱͰಉ͠ظɼશମͱ
ͯ͠ҰఆͷपظͰഥಈ͢ΔΑ͏ʹͳΔɽ৺ࡉے
๔ͷूஂʹ͓͍֤ͯࡉ๔ͷഥಈ͕ಉ͢ظΔ߹ɼ
ैདྷɼഥಈपظͷ࠷ૣ͍ࡉ๔͕ϖʔεϝʔ
Χʔࡉ๔ͱͳͬͯଞͷࡉ๔ΛҾ͖ࠐΉͱ͑ߟΒ
Ε͍ͯͨ ౡԾઆޒ) [1])ɽ͔͠͠ɼۙ࠷ͷ࣮ݧ
ʹΑͬͯɼͨͱ͑ഥಈप͕ظ͍ଆͰ͋ͬͯɼ
ഥಈͷ༳Β͕͗࠷খ͍҆͞ఆͳࡉ๔͕ϖʔε
ϝʔΧʔࡉ๔ͱͯ͠ಇ͘ɼͱ͍͏ޒౡԾઆͱҟ
ͳΔ؍ଌ݁Ռ͕ಘΒΕͨ [2]ɽզʑɼ҆ాݚ
ΔཧϞσϧͱͯ͠ɼ͢ݱ࠶ՌΛ݁ݧͷ࣮ࣨڀ
ൃՐͱෆԠظͱ͍͏৺ࡉے๔ͷੜཧֶతಛੑΛ
औΓೖΕͨ֬ඍํఔࣜϞσϧΛఏҊͨ͠ɽ
͜ͷཧϞσϧͷԠ༻ͱͯ͠ɼ৺ࡉے๔ूஂͷ
Ҿ͖ࠐΈޮՌΛௐΔͨΊʹ in silico Λݧ࣮
ɽͨͬߦ

2 ৺ࡉے๔ͷഥಈ࣮ݧ

๔ͷࡉے๔༝དྷͷ৺ࡉͰɼiPSࣨڀݚా҆
ΫϥελʔΛߏ͠ɼͦͷΫϥελʔ͔Β͍͘
͔ͭͷࡉ๔Λ ๔ࡉ͠ɼ֤ͨͭͣ͠ݸ1
ͷഥಈपظΛଌఆͨ͠ɽ৺ࡉے๔ͷΫϥελʔ
ͷഥಈϦζϜنଇతͰ͕͋ͬͨɼޙͷ֤
ɼͦΕͧΕ͍ͷ͔Β͍ظ๔ͷഥಈपࡉ
ͷ·ͰόϥόϥͷपظΛ͍ͬͯͨɽͦͷ
ͨ͠ࡉ๔Λਤ 1ͷΑ͏ʹߏ࠶ͨ͠ޙɼ͜ͷ
ͼௐΔͱɼ࠶Λظ๔ωοτϫʔΫͷഥಈपࡉ
ଇతͳϦζϜنɼूஂͱͯ͠͠ظಉ͕࢜๔ಉࡉ
ͰഥಈΛ͢Δ͜ͱΛ؍ଌͨ͠ɽ
๔͕ࡉےɼ৺ʹ࣍ ͷ߹ʹ͍ͭͯड़Δɽݸ2
Ͱࣨڀݚా҆ ͭʹظ๔ͷഥಈಉࡉےͷ৺ݸ2
͍ͯղੳ࣮ͨ͠ݧ [2]͕͋Δɽਤ 2aͱਤ 2bɼ
͋Δ ޙͨ͠ظΔલͱಉ͢ظ๔͕ಉࡉےͷ৺ݸ2
ͷഥಈपظͷසΛද͢άϥϑͰ͋Γɼਤ
2cɼؒ࣌ 0ΛڥʹಉظલޙͷഥಈपظͷΏ

ਤ 1: ߏ࠶ʹঢ়ࢠ๔Λ֨ࡉےͷ৺ݸ9 [3]

Β͗ͷมԽΛϓϩοτͨ͠άϥϑͰ͋Δɽ͜ͷ
σʔλͰɼഥಈप͕ظͯ͘ɼपظͷΏΒ͗
͕খ͍͞ࡉ๔ʹ͏Ұํͷࡉ๔͕Ҿ͖ࠐ·Εͯ
ಉ͍ͯ͠ظΔɽ[2]Ͱɼ͜ͷσʔλΛؚΊ 14

ͷ৺ࡉے๔ͷϖΞʹରͯ͠ഥಈपظͱΏΒ͗
Λղੳͨ݁͠Ռ͕͋Γɼ2ݸͷ৺ࡉے๔ͷഥಈ
ϦζϜ͕ಉ͢ظΔͱ͖ɼഥಈपظͷ͞ʹؔΘ
ΒͣഥಈपظͷΏΒ͕͗খ͍͞ࡉ๔ʹ͏Ұํ
ͷࡉ๔ͷഥಈϦζϜ͕Ҿ͖ࠐ·Εͯಉ͢ظΔͱ
͍͏݁Ռ͕ಘΒΕ͍ͯΔɽ

(a) ಉظલ (b) ಉޙظ (c) ༳Β͗ͷมԽ

ਤ 2: ৺ے ݧ࣮ظ๔ͷഥಈಉࡉ2

3 ཧϞσϧͱ݁ࢉܭՌ

ߏʹجΛݧ࣮ظΘΕͨഥಈಉߦͰࣨڀݚా҆
ͨ͠৺ࡉے๔ͷཧϞσϧʹ͍ͭͯઆ໌͢
Δɽ৺ࡉے๔ͷഥಈɼບిҐ͕׆ಈిҐʹୡ
͢Δ (ൃՐʣ͜ͱʹΑͬͯ͜ىΔɽࡉ๔ͷൃՐ
ྡࡉ๔ͷൃՐΛҾ͖͢͜ىɽ͔͠͠ɼࡉ๔
ʹൃՐޙΑΓ͠Β͘ͷؒɼྡࡉ๔ͷӨ
ےΔɽ৺͢ࡏʣ͕ଘظʢෆԠؒظΛड͚ͳ͍ڹ
ൺ͍ͯʹظ๔ͷෆԠࡉܦਆظ๔ͷෆԠࡉ
ʢ100ഒఔʣͱ͍͏ಛ͕͋ΔɽҰൠʹɼഥಈ
पظʹࡉ๔͝ͱʹେ͖ͳΒ͖͕ͭ͋Δ͕ɼ
ਖ਼ৗͳࡉ๔ͰෆԠظ΄΅ಉ͡Ͱ͋Δ (200ʙ
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300msఔ)ɽҎԼʹɼ৺ࡉے๔ͷʮൃՐʯͱ
ʮෆԠظʯͱ͍͏ಛੑ͓ΑͼഥಈͷΏΒ͗Λߟ
ྀͨ͠ϞσϧΛࣔ͢ɽ
๔ࡉ iͷঢ়ଶΛهड़͢ΔҐ૬ํఔࣜ (֬ඍ
ํఔࣜࣜܗ)Λ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dφi(t) = ωidt+ σidWi + σ2i
∑

j ̸=i

V (φi,φj)dt

(0 ≤ φi(t) ≤ θi or φj(t− τ) ̸= 0)

φi(t+ 0) = 0

(θi < φi(t) < 2π and φj(t− τ) = 0)

ͱ͢Δ (1 ≤ i ̸= j ≤ n, nࡉ๔)ɽφi(t)
ࠁ࣌ tʹ͓͚Δࡉ๔ iͷঢ়ଶม (0 ≤ φi(t) ≤
2π)ɼωiࡉ๔ iͷฏۉมԽɼθiࡉ๔ iͷ
ෆԠظʹରԠ͢Δύϥϝʔλ (0 < θi < 2π)ɼτ
ྡࡉ๔ؒͷ৴߸ୡͷԆؒ࣌ɼσi༳Β
͗ͷେ͖͞Λද͢ਖ਼ͷఆ (BrownӡಈͰσ2i
ա֬ͭ࣋ఆ)ɼWiಉ֬͡Λࢄ֦͕
ఔ (BrownӡಈͳͲ)Ͱ͋Δɽ͜ͷϞσϧʹ
2ͭͷ૬࡞ޓ༻͕औΓೖΕΒΕ͍ͯΔɽ1ͭ
ɼྡࡉ๔ͷൃՐʹΑΔޮՌͰ͋Γɼ্هͷ
Ґ૬ํఔࣜͷୈ 2͕ࣜ͜ͷޮՌΛද͢ɽ2ͭ
ɼ͍ޓͷࡉ๔ບిҐΛௐઅ͠Α͏ͱ͢ΔޮՌ
Ͱ͋Γɼവ V (φi,φj)ͱͯ͠༩͓͑ͯΓɼࠓ
ճ V (φi,φj) = µ sin(φj − φi)ͱ͢Δɽ·ͨɼ
૬࡞ޓ༻ V (φi,φj)ͷ͕ σ2i Ͱ͋Δͷང
ಈࢄҳఆཧʹΑΔͷͰ͋Γɼ͜ͷґଘੑ
͕҆ఆঢ়ଶͷҾ͖ࠐΈͷݪҼʹͳΔɽ͜ͷϞ
σϧʹΑΔγϛϡϨʔγϣϯΛͨͬߦͱ͜
Ζɼ࣮ݧతʹྫ֎Ͱ͋ͬͨ 1ྫΛআ͍ͯɼ؍
ଌ݁Ռͱ݁ࢉܭՌ͕Α͘߹͏͜ͱ͕Θ͔ͬ
ͨ (ਤ 3). ҆ఆͳࡉ๔ʹಉ͢ظΔݱΛཧత
ʹઆ໌͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ
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(b) ഥಈ༳Β͗

ਤ 3: ಉޙظͷฏۉഥಈपظͱഥಈ༳Β͗ʹؔ
͢Δ؍ଌ݁Ռͱ݁ࢉܭՌͷൺֱ. ͱܗ࢛֯
લͷظಉܗ֯ࡾ ๔ɼനؙࡉےͷ৺ݸ2 (open

circle)͕ಉޙظͷ؍ଌ݁Ռɼؙࠇ (filled circle)

͕ಉޙظͷ݁ࢉܭՌΛද͢ɽ

Ռͷൺֱ͔Βɼ݁ࢉܭଌ݁Ռͱ؍ɼʹނ
͜ͷཧϞσϧ in silico࣮ݧʹ͑ಘΔϞσ
ϧͰ͋Δͱ͑ߟΒΕΔɽͦ͜Ͱɼ͜ͷ ๔Ϟࡉ2
σϧͷ૬࡞ޓ༻ΛదʹΉ͜ͱͰଟࡉ๔Ϟσ
ϧͱԠ༻͢Δ͜ͱΛ͑ߟΔɽࠓճɼϞσϧ
ͷԠ༻ྫͱͯ͠ɼ৺ࡉے๔ूஂͷҾ͖ࠐΈޮՌ
ʹ͍ͭͯɼࡉ๔छͱࡉ๔ͷஔɼࡉ๔ͷ؍
͔Βௐͨɽ͜Ε·ͰͷγϛϡϨʔγϣϯ
Ͱɼಉ͡ಛੑʢฏۉഥಈपظͱഥಈ༳Β͗ʣ
Λͭࡉ๔Λ༻͍ͯूஂΛߏ͢Δ͜ͱΛͬߦ
͖͕ͯͨɼ༷ʑͳϦζϜΛࡉͭ࣋๔Λूஂͷཁ
ૉͱ͢Δ͜ͱʹΑͬͯɼ࣮ݱʹੜཧঢ়ଶʹ͍ۙ
߹Λͨ͠ߟɽγϛϡϨʔγϣϯ݁Ռͷ
ԋͰհ͢ΔɽߨΛຊࡉৄ
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1  Introduction 

Angiogenesis is the development of new 

vascular that involve the migration of 

endothelial cell that is induced by a 

signal protein vascular endothelial growth 

factor (VEGF). VEGF level increases in the 

hypoxic tissue, leading to the stimulation 

of endothelial cell at nearby pre-existing 

vessel to form tip cell. This tip cell 

degrades VEGF and migrate chemotactically 

in response to gradient of VEGF [4]. During 

the migration, stalk cells follow the tip 

cell, forming sprout as candidate for new 

vessel [図 1].   
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

In this paper, we develop mathematical 

model of the vessel growth based on the 

above biological process. We mainly focus 

on the migration of tip cell and stalk cell 

in response to VEGF gradient. We use 

numerical method to perform simulation. 
 
2  Mathematical Model 
 We assume that the angiogenesis involves 

tip cell and stalk cell migrations and VEGF 

as environmental factor. Denote 𝑛 = 𝑛(𝑥, 𝑡), 

𝑠 = 𝑠(𝑥, 𝑡), and 𝑐 = 𝑐(𝑥, 𝑡) as the density 
of tip cell, stalk cell, and concentration 

of VEGF, respectively. The interaction of 

this three components in angiogenesis is 

given in the following system: 

𝜕𝑛/𝜕𝑡 + ∇ ∙ 𝑛𝑣𝑛 = 𝑓𝑛, 
𝜕𝑠/𝜕𝑡 + ∇ ∙ 𝑠𝑣𝑠 = 𝑓𝑠, 
𝜕𝑐/𝜕𝑡 + ∇ ∙ 𝑠𝑣𝑐 = 𝑓𝑐. 

𝑣𝑛, 𝑣𝑠, and 𝑣𝑐 are represent the velocity of 
each component. Tip cell 𝑛  has the 

velocity with the form of 𝑣𝑛 = −𝑑𝑛/𝑛 ∇𝑛 +
𝜒𝑛∇𝑐 − 𝜌𝑛∇𝑠. The first term represent the 
random migration. The second term is for 

the chemotactic response of tip cell to 

VEGF gradient. The last term is to avoid 

the migration of tip cell to the area in 

which already occupied by stalk cell [1]. 

The velocity of stalk cell 𝑠 is dependent 
of the gradient of tip cell. This 

assumption is to model the migration of 

stalk cell that follows the tip cell. Thus, 

𝑣𝑠 has form of 𝑣𝑠 = −𝑑𝑠/𝑠 ∇𝑠 + 𝜒𝑠∇𝑛. The 
first term represent the random migration 

of stalk cell. Protein VEGF migration is 

limited to the random movement. Hence, we 

model 𝑣𝑐 = −𝑑𝑐/𝑐 ∇𝑐. VEGF is degraded by 
tip cell during the tip cell migration. We 

also use the VEGF natural decay and 

production that is controlled by stalk cell 

density. We model 𝑓𝑐 = −𝛾𝑛𝑐 + 𝜇𝑐(1 − 𝑠/
𝑆2)+ − 𝜆𝑐 . The two functions 𝑓𝑛  and 𝑓𝑠 
involve anastomosis and branching. For this 

paper, we take 𝑓𝑛 = 𝑓𝑠 = 0. 
 

3  Numerical Simulation and Discussion 
To understand the migration of tip cell 

and stalk cell, we perform numerical 

simulation on one dimensional line. The 

density of each component on each position 

図 1. Illustration of angiogenesis 
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x-axis represents the average density. See

図 2 for the illustration. 
Note that we use the non-dimensional 

system. See [3] for detail. We set initial  

 

 

 

 

 

 

 

 

condition as shown in 図 3. In the absent of 
VEGF global gradient, tip cell migrate 

toward the right boundary [図 4:upper left] 
by degrading VEGF locally. This VEGF 

degradation can be seen on 図 4:down left. 
This shows the angiogenesis still occur 

even in the absent of global gradient of 

VEGF. This phenomenon is still under 

investigation in lab experiments by our 

biologist.  

To examine the stalk cell migration, we 

produce the evolution of stalk cell density 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

by the time [ 図 4:upper right]. The 

migration of stalk cell is mostly driven 

by gradient of tip cell. On 図 4:down right, 
we can see there is no gap between stalk 

cell and tip cell. This shows the 

continuity of sprout formation during the 

cell migration. 

This simulation is the first step to 

reach our goal that is to produce the 

vessel growth simulation on two dimensional. 

In one dimensional simulation, we cannot 

investigate the formation of anastomosis 

and branching. These two features are 

important in angiogenesis. To examine 

simulation on two dimensional domain, we 

need hybrid technique as introduced in [2].  
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1  概要 
 組織中の走化性化学物質の場は、時々刻々ダ

イナミックに変わると考えられるが、細胞はど

うやって適切な意思決定を行い、目的の場所へ

と辿りつくことができるのだろうか。免疫細胞

と粘菌アメーバをモデル系として、マイクロ流

路による濃度場制御とライブイメージング計

測、そして数理的解析を駆使することによって

見えてきた、走化性細胞遊走の時空間情報処理

特性、特に時間検出（ファーストヒット検出）

と整流性について報告する。 

 

2  走化性細胞遊走にみられる空間センシ
ングと時間センシング 
 アメーバ細胞や免疫細胞といった這い回る

細胞は、生体内において発生過程、免疫監視や

ガンの浸潤といった様々な場面において見ら

れる。這い回る細胞は取り巻く環境から様々な

情報を受け取り、移動する方向や行動を調節す

ることができるが、その中でも、特定の細胞外

リガンド分子の濃度勾配によって誘起される

一方向的な細胞移動である走化性は最もよく

研究され理解が進んでいる。これまでに、細胞

性粘菌[1]と、好中球の研究[2]から、運動を駆

動する細胞骨格アクチン分子の重合を阻害し

た状況でも細胞の先導端形成に関連するシグ

ナル応答が生じることがしめされ、濃度勾配の

方向を知るために細胞が動く必要はないと考

えられている。誘因物質濃度が何らかの仕組み

によって細胞両端で比較された結果、高い側で

選択的にアクチン分子の重合がおこる。このよ

うに、真核細胞の這い回り運動では、濃度勾配

の空間センシングが走化性のメカニズムであ

るとされてきた。 

 一方で、組織中の誘引物質の場は大きなゆら

ぎをもち、時間的空間的にダイナミックに振る

舞う。そのような場において、細胞が必要な情

報を読み取り、向かうべき方向を知るメカニズ

ムに関してはわかっていないことが多い。実際、

空間センシングによる勾配の読み取りでは説

明しにくい現象がある。走化性研究のモデル系

である細胞性粘菌は、細胞間シグナルの自己組

織化によって形成される誘引物質 cAMP の動的

な進行波に向かうことで集合し、多細胞組織を

構築する。cAMP波の前面と背面は逆向きの勾配

のため、両面で勾配をのぼる細胞運動が生じる

と、動きが相殺されてしまうはずである。これ

は波刺激の「走化性パラドクス」として知られ、

数十年来の未解決問題であった[3]。 

 
3  ファーストヒット検出と整流性 
 このような背景のもと、我々は、マイクロ流

路を利用した濃度場制御によって、実際の集合

過程で見られるような cAMP の進行波を含め、

様々な時空間的に動的な誘引場の形成を実現

し、動的な場に対する走化性応答のふるまいを

調べた[4,5]。動的な場に置かれた細胞の運動

や細胞内シグナル動態のライブイメージング

計測から、誘引物質の濃度が経時的に増加する

場合にのみ、細胞は走化性運動を示し、走化性

シグナル因子である低分子Gタンパク質 Rasの

活性化が引き起こされることをみいだした。ま

た、反応拡散的な走化性数理モデルの解析から、

このような「整流性」をもった走化性応答は、

濃度変化に対する応答の反応機構に超感度性

（ultra-sensitivity）が内在することで実現

されるということが明らかになった。さらには

走化性の時間スケール依存性についての実験

理論両面からの解析の結果、細胞は定常的な誘

引物質濃度を細胞前後で比較する空間センシ

ングの他に、最初に刺激を受けた側を先端とす

る濃度場読み取りメカニズム、「ファーストヒ

ット検出」機構を持つことがわかった。これは、

濃度場の時間変化を読み取ることによるため、

いわば時間センシングによる勾配方向の読み

取りと言える。 

 

4  おわりに 
 這い回る細胞は、誘引物質の濃度勾配の方向

を知るために、空間センシングと時間センシン

グの２つのメカニズムを持つことがわかって

きた。そして、細胞性粘菌の走化性パラドクス
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は、刺激濃度が最初に上昇した面で先導端を誘

起する、整流的な時間センシング（ファースト

ヒット検出）により回避されていると考えられ

る。また、好中球様細胞でも、細胞性粘菌の cAMP

への走化性のように、濃度が時間減少する勾配

を無視する「整流性」が見られることを、最近

我々は見いだしつつある。このような細胞応答

の動的特性は、多細胞組織のようなダイナミッ

クに振る舞う環境中での細胞の情報処理や意

思決定に重要な働きを示すと考えられ[6]、ひ

いては、細胞運動の操作やガンの制御にもつな

がるものと期待される。  
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1 ͡Ίʹ

ຊͷऺٞӃ૯બڍͰখબ۠ڍͱൺྫ͕۠
ฒཱ͍ͯͯ͠ɼ༗ऀݖͦΕͧΕʹҰථΛ͡
Δɽ͜ͷ੍ԼͰɼݝ୯ҐͰখબ۠ڍʹ͞
ΕͨఆһͱɼϒϩοΫͷఆһͱΛಉͯ͑ߟʹ࣌ɼ
ฏੑʹ͍ͭͯ؆୯ͳߟΛͯ͠Έͨɽ
ੳͰ༻͍Δه߸Λ༻ҙ͢Δɽݝ iͷਓޱΛ

piɼখબ۠ڍͷ΄͏ͰׂΓͯΒΕΔఆһΛ ai
ͱ͢ΔɽϒϩοΫ kͷਓޱΛ rk, ͜ͷϒϩοΫ
ʹׂΓͯΒΕΔఆһΛ bk ͱ͢ΔɽฏੑΛ
ଌΔͨΊʹɼҰਓͨΓͷఆһʹΑΔҰର
ൺֱΛ͜͏ͱʹͯ͠ɼҎԼͷΑ͏ͳΛ͏ɽ

xij =
ai/pi
aj/pj

, ykl =
bk/rk
bl/rl

. (1)

͜ͷxij͕̍ΑΓେ͖͚Εɼݝ iݝ jΑΓ
ਓޱͨΓͷٞ੮͕ଟ͍͜ͱʹͳΔɽϒϩο
Ϋຖͷ ykl Λݝ୯ҐͰൺֱ͢ΔͨΊʹɼݝ i

ͷॴଐ͢ΔϒϩοΫΛ k(i)ͷΑ͏ʹද͢ɽҎԼ
͜ͷ̎ͭͷΛϖΞʹͨ͠ (xij , yk(i), l(j))ͷ
Λ͍ͯ͘͠؍ɽ

2 ϒϩοΫ͝ͱͷݱঢ়ੳ

ঢ়Ͱͷݱʹॳ࠷ (xij , yk(i), l(j))ͷΛ֬ೝ
͓ͯ͘͠ɽར༻ͨ͠ͷɼ2010ͷࠃௐࠪͰ
ͷਓޱͱɼ2014૯બ࣌ڍͷఆͰ͋Δɽ͜
ͷͱ͖ͷఆɼখબ͕̑̎۠̕ڍɼൺྫ
ද͕̍̔̌Ͱ͋ͬͨɽ্هͷҰରൺֱͷର
Λऔͬͨͷ (log xij , log yk(i), l(j))Λͯ͢ͷ
ͷରʹରͯ͠ϒϩοΫ͝ͱʹ·ͱΊͯϓϩοݝ
τͨ͠ͷ͕ਤ 1 Ͱ͋Δɽ͜ͷਤͰୈ I ݶ
(log x > 0, log y > 0)ʹೖΕɼখબ۠ڍͱ
ϒϩοΫͷํͰ༗རɼୈ IIIݶ (log x < 0,

log y < 0)ʹೖΕํͰෆརͱ͍͑Α͏ɽҰ
ਖ਼ͷ૬͕ؔ͋Γʢ૬ؔͯ͠ݟ 0.55ʣɼ͔ͭ
ϒϩοΫʹΑͬͯ I·ͨ IIIݶͷภΓ͕
͋ΔΑ͏ʹ͑ݟΔɽ
ͦ͜ͰɼϒϩοΫຖʹ Iݶͱ IIIݶʹೖ

Δͷׂ߹Λͯ͠ࢉܭάϥϑʹͨ͠ͷ͕ਤ
2Ͱ͋Δɽ౦ژೆؔ౦ෆརͳ΄͏ʢIII
͏΄༗རͳࠃ࢛ࠃʣʹภΓɼதݶ (Iݶ)

ʹภ͍ͬͯΔɽ

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
log x

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

lo
g 

y
ਤ 1. 2014૯બ࣌ڍͷภΓɽ

ਤ 2. ϒϩοΫຖͷ I, IIIݶͷׂ߹ʢάϥϑɼӈ࣠ʣ
ͱภΓͷई gkʢંΕઢɼ࣠ࠨʣɽ

3 ภΓͷई

ϒϩοΫ͝ͱͷภΓ۩߹Λ͢ྔܭΔํ๏ͱ͠
ͯҎԼͷΑ͏ͳ͜ͱΛͨ͑ߟɽਤ 1Ͱɼlog x+

log y = 0ͱ͍͏ઢ্ʹ͕͋ΕɼҰํͰͷ
ෆརΛଞํͷ༗རͰͪΐ͏Ͳิঈ͍ͯ͠Δͱߟ
͑ΒΕΔɽͦ͜Ͱɼ (log xij , log yk(i), l(j))͔
Β͜ͷઢͷڑ (log xij+log yk(i), l(j)))/

√
2

ΛภΓͷईͱͯ͠ར༻ͯ͠Ͳ͏ͩΖ͏ɽ͜
͜ͰɼͷํੑΓ͍ͨͷͰූ߸Λ͢ɽ
ఆͷ

√
2লུ͢Δ͜ͱʹͯ͠ɼϒϩοΫ k

ͷภΓ۩߹Λ͜ͷͷฏۉͰΈΔɽ

gk = E (log xij + log yk(i),l(j)). (2)
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͜ͷ gk Λਤ 2ʹॏͶͯදࣔͨ͠ɽάϥϑͷ
ΛΑ͘ͱΒ͍͑ͯΔΑ͏Ͱ͋Δɽ
શମͷެฏੑͱͯ͠ઈରΛͱͬͨͷͷ

ฏۉΛͯͬɼ

g = E | log xij + log yk(i),l(j)| (3)

Λ͢ࢉܭΔɽ

4 ࣮ݧ

௨ৗൺֱͷରʹ͞ΕΔ̒ͭͷํ๏ʹ࣍ [1]

ʢAdams, Dean, Hill, Webster, Jefferson, Hamil-

tonʣΛ͍ɼ͓ݝΑͼϒϩοΫͷਓ͔ޱΒͦ
ΕͧΕʹ͞ΕΔٞ੮Λͨ͠ࢉܭɽશ෦Ͱ
6× 6 = 36௨Γͷ߹ͤΛͨ͜͠ࢼͱʹͳΔɽ
ಘΒΕͨٞ੮Λ༻͍ͯɼ্ड़ͷภΓई

gk ͓Αͼ gΛͯ͠ࢉܭΈͨɽ2014Ͱͷ
g = 0.1709Ͱ͋Δɽ݁ࢉܭՌΛ·ͱΊͨද 1Λ
ͷ͕Ұߦ͍ͨ༺Hill๏Λʹ۠ڍΔͱɼখબݟ
൪খ͘͞ͳΔʢϒϩοΫʹ Jefferson๏Λ༻͍
ͨͱ͖Ҏ֎ɼશͯ࠷খ 0.1122ʹͳΔʣɽݝ
ͱϒϩοΫͷ྆ํʹHill๏Λͨͬͱ͖ͷਤ 2

ʹରԠ͢ΔάϥϑΛਤ 3ʹࣔ͢ɽ྆ऀΛൺֱ͢
Δͱɼ౦ژͷෆརɼࠃ࢛ͷ༗ར͍ͯͬΔ
ͷͷɼภΓͷఔݮগ͍ͯ͠Δɽଞͷϒϩο
ΫͰภΓ͕͍ͯ͠ݮΔɽ
ͨͬ·͕࢝ڍɼฒ੍ཱʹΑΔબʹ࣍ 1996

Ҏ߱ͷ૯બڍͰɼಉ༷ͷࢉܭΛͯͬߦΈͨɽݝ
ʹ Jefferson๏Λͨͬͱ͖ɼϒϩοΫଞ
ͷํ๏Ͱͨ͠΄͏͕ g ΑΓখ͍͞ʹ
ͳ͕ͬͨɼͦͷଞͷ߹ݝͱϒϩοΫͷ྆ํ
ʹಉ͡ํ๏Λͨͬͱ͖ gͷ࠷খʹͳͬͨɽ
͜͜ͰɼൺֱͷͨΊݝͱϒϩοΫͷ๏
ͱͯ͠ಉҰͷํ๏Λ༻͍ͨ݁ՌΛਤ 4ʹࣔ͢ɽ
Ͱ͖ݱͷఆͰͷΑΓɼখ͍͞ภΓ͕࣮ࡍ࣮
Δ͜ͱ͕͑ݟΔɽҰํɼภΓͷͦͷͷɼ
Ͳͷ๏Λͨͬͱͯ͠ͱͱʹ૿େ͠
͍ͯΔɽͦͷɼAdamsͱ JeffersonͰݦ

ද 1. 2014૯બڍʹ͍ͭͯ๏ͷҧ͍ʹΑΔฒ੍ཱ
ͷภΓ g ͷɽ

ϒϩοΫ
Adam Dean Hill Webs Jeff Ham

Adam 0.1435 0.1435 0.1435 0.1435 0.1133 0.1435

খ Dean 0.1170 0.1170 0.1170 0.1170 0.1195 0.1170

બ Hill 0.1122 0.1122 0.1122 0.1122 0.1186 0.1122

ڍ Webs 0.1152 0.1152 0.1152 0.1152 0.1204 0.1152

۠ Jeff 0.1690 0.1690 0.1690 0.1690 0.1977 0.1690

Ham 0.1152 0.1152 0.1152 0.1152 0.1204 0.1152

ஶͰ͋Γɼ๏ͱ͕ͯ͋͠Δͷ͔͠Ε
ͳ͍ɽ

ਤ 3. Hill๏Ͱٞ੮Λͨ͠ࢉܭͱ͖ͷϒϩοΫຖͷ I, III
ݶͷׂ߹ͱภΓͷई gkʢਤ রʣɽࢀ2

ਤ 4. ͷఆͱ̒๏ʹΑΔٞ੮Λ༻͍ͨภΓࡍ࣮
g ͷ (1994–2014)ɽ

ݙจߟࢀ

[1] M. L. Balinski and H. Peyton Young:

Fair Representation, 2nd ed., Brookings

Institution Press, 2001.
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1 ͡Ίʹ

యతͳμϯζͷۭؒతථϞσϧͷݹ
ΈͷͱͰɼౘࣗౘͷओுΑΓݖͷ
֫ಘΛ༏ઌͯ͠ɼࡦΛ༗ऀݖͷҙݟʹ߹Θͤ
ͯมԽͤ͞ΔͱԾఆ͞Ε͍ͯΔɽ͔͠͠ɼౘ
ʹΑͬͯɼࣗౘͷओுΛ༗ऀݖͷҙݟΑΓ
༏ઌͤ͞Δౘ͋ΓಘΔɽ؛ຊɾוౡ [1]ɼ
͜ΕΒͷౘΛݪཧౘͱఆٛͯ͠ɼݪཧౘ͕ऑ
খౘͰ͋ͬͨͱͯ͠બ݁ڍՌʹେ͖ͳӨڹ
Λ༩͑͏Δ͜ͱΛࢦఠͨ͠ɽ؛ຊ [2]ౘ
ήʔϜͷ෦ήʔϜܥఆ͞Εͨ߹ͷల։ݻ͕
ղͷ;Δ·͍Λղੳ͍ͯ͠Δɽຊൃදߧۉશ
Ͱɼݪཧౘ͕ଘ͢ࡏΔ߹ͷ̎ਓ۠ʹ͓͍ͯɼ
߹ͷϞσϧΛఏҊ͢Δɽྀͨ͠ߟೖΛࢀ

2 Ϟσϧ

બڍͷ૪ͱͳΔ࣮͕ࡦ R ্࣠ͷ̍
Ͱ༩͑ΒΕɼఆһ̎ͷબ۠ڍͰߦΘΕΔબڍ
ͷɼ̎ؒظͷશใήʔϜΛ͑ߟΔɽϓϨΠ
Ϡʔɼݪཧౘީิऀ Pfɼ࣮ݱతީิऀ Pn

(n = 1, 2, . . . , N)ɼ৽ࢀنೖީิऀ Pe ͷ߹ܭ
N + 2 ໊Ͱ͋Δɽݪཧౘީิऀ Pf ɼͨͩ̍
ͭͷઓུ ʮୈ̍ࣄʹظલʹఆΊΒΕͨࡦ xf
Λ͢ิީཱͯ͛ܝΔʯͷΈΛ༗͍ͯ͠Δɽͭ·
Γ xf ఆͰ͋Δɽબ͕ෳແ͍ͷͰɼ͜
ͷҙຯͰϓϨΠϠʔͱ͍͑ͳ͍͕આ໌ͷ
͔Γ͢͞ͷͨΊϓϨΠϠʔͱݺͿɽ
N ਓͷ࣮ݱతީิऀ Pn ͷઓུͱͯ͠ɼୈ
ࡦʹظ̍ xn ∈ R Λެදཱͯ͠ީิ͢Δ͔ɼ
͋Δ͍͢ݖغΔ͔ͷ͕ՄͰ͋Γɼxn ࣗ
༝ʹܾΊΒΕΔɽ৽ࢀنೖީิऀ Pe ɼୈ̍
ظͷީิऀͷཱީิ͕ग़ͦΖ͔ͬͯΒɼୈ̎ظ
ʹ͓͍ͯɼࡦ xn ∈ R Λެදཱͯ͠ީิ͢Δ
͔ɼ͋Δ͍͢ݖغΔ͔͕ՄͰ͋Δɽ
ࡦ ξΛ࣋͢ࢧΔ༗ऀݖɼີ ؔ ϕ(ξ)Ͱ

͓ͯ͠ΓɼN+1ਓͷީิऀ Pf , P1, . . . , PN

ͷ͏ͪ࠷ҙݟͷ͍ۙީิऀɼଈͪ min{|xf −
ξ|, |x1 − ξ|, . . . , |xN − ξ|} Λຬͨ͢ީิऀʹغ
Δ͜ͱͳ͘ථ͢Δͱ͢ΔɽैͬͯɼPn͢ݖ

ʢPfʣͷಘථ

vn =

∫

In

ϕ(ξ)dξ

(
vf =

∫

If

ϕ(ξ)dξ

)

Ͱ༩͑ΒΕΔͱ͢Δɽୠ͠ɼIn ʢIf ʣ ࠷
͍ۙީิऀ͕ Pn ʢPf ʣͰ͋Δ༗ऀݖҐஔͷ
ू߹Ͱ͋Δɽ
ཧౘީิऀݪ Pf མʹ͔͔ΘΒཱͣީิ

͠ɼͦͷࡦଞͷީิऀͷӨڹΛड͚ͳ͍
͕ɼࣄલʹͲͷΑ͏ͳΛܾΊΔ͔ҙͳ
ͷͰ xf ύϥϝʔλͱΈͳ͢ɽ࣮ݱతީิऀ
Pn (n = 1, 2, . . . , N), Pe ͷϖΠΦϑɼબ
Ͱ̍ɼཱީิ͠ͳ͍߹̌ɼཱީิͯ͠མબ͠
ͨͱ͖ʵ̍ͱ͢Δɽಉͷ߹ͷ࣮ݱతީิऀ
ͷϖΠΦϑɼಉͷதͷ࣮ݱౘީิऀͷਓ
͕ m ͷ߹ɼམʹ͔͔ΘΒͣ 1

m ͱ͠ɼ৽
ࢀೖީิͷϖΠΦϑʵ̍ͱ͢ΔʢΕͯࢀن
ೖͨ͠ީิऀɼಉͷ߹ܾͯ͠બ͠ͳ
͍ͱཧղ͢Δʣɽ͜ͷϖΠΦϑमਖ਼ՄͰ͋
Δ͕ɼͦͷमਖ਼ʹԠͯ͡ղ͕ඍົʹมԽ͢Δɽ
·ͨɼબ͢Δ߹ʹɼແݶখͷϖΠΦϑͱ
ͯ͠ɼಘථΛྀ͢ߟΔͷͱ͢Δɽ
͜ͷల։ܕήʔϜͷ෦ήʔϜશߧۉΛߟ
͑Δɽ

3 ຊతͳ໋ج

͜ͷϞσϧͰͷߟʹͨΓɼ༗ऀݖͷີ
ؔʹແؔ࣍ʹͷ໋ཱ͕͢Δɿ

໋ 1 ෦ήʔϜશߧۉղͰɼཱީิͨ͠
తީิऀ࣮ݱ Pn ͷ͕ࡦ xn ͰɼPn ͷӈଆ
Ͱ֫ಘ͢ΔථͱࠨଆͰ֫ಘ͢Δථ͕͠
͘ͳ͍ͳΒɼ৽نౘ͕ेখ͞ͳ ε > 0 ʹ
ର͠ɼ৽ࢀنೖީิऀ͕ xe = xn + ε ·ͨ
xe = xn − ε ͷͲͪΒ͔֫ಘථͷଟ͍ํʹࢀ
ೖ͢ΕɼPn ΑΓଟ͘ͷථΛ֫ಘ͢Δɽ˘

ैͬͯɼߧۉղͰɼཱީิऀ Pn ʹථ͢Δ༗
͕ऀݖ xn ͷࠨӈͰ͘͠ͳ͍ͳΒɼͦͷখ͞
͍ํΑΓΑΓଟͷථΛ֫ಘ͢Δౘ͕̎ͭ
Ҏ্ଘ͢ࡏΔɽ
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4 ༗ऀݖҙݟ͕ [0, 1] ͷҰ༷ͷ

߹

ҰൠΛ͢هͱ٫͔ͬͯΓʹ͍͘ͷͰɼղ
ͷৼΔ͍Λཧղ͍͢͠۩ମతͳྫͱͯ͠ɼ
༗ऀݖͷҙݟ͕ [0, 1] ্ͷҰ༷

ϕ(x) =

{
1 (x ∈ [0, 1])

0 (otherwise)

ͷ߹Ͱઆ໌͢Δɽ͜ͷ߹ɼxf ͷҐஔʹԠ
ͷղ͕ಘΒΕΔɽ࣍ͯ͡

(i) 0 ≤ xf ≤ 1
6 ͷͱ͖ɿ

ୈ̍ظʹࡦ
(xf , x1, x2)

=
(
xf ,

2
5 + 3

5xf ,
4
5 + 1

5xf
)

ͷཱީิͷΈ͕ߦΘΕɼಘථ
(vf , v1, v2)

=
(
1
5 + 4

5xf ,
2
5(1− xf),

2
5(1− xf)

)

Ͱ P1, P2 ͕બ͢Δɽ

(ii) 1
6 ≤ xf ≤ 1

4 ͷͱ͖ɿ
ୈ̍ظʹࡦ
(xf , x1, x2)

=
(
xf ,

2
5 + 3

5xf ,
4
5 + 1

5xf)
)

ͷཱީิͷΈ͕ߦΘΕɼಘථ
(vf , v1, v2)

=
(
1
5 + 4

5xf ,
2
5(1− xf),

2
5(1− xf)

)

Ͱ Pe ͱ P1, P2 Ͱͷតͷউऀͱ͕બ͢
Δɽ

(iii) 1
4 ≤ xf <

1
2 ͷͱ͖ɿ

ୈ̍ظʹࡦ
(xf , x1, x2)

=
(
xf ,

1
6 + xf

3 ,
2
3 + xf

3

)

ͷཱީิͷΈ͕ߦΘΕɼಘථ
(vf , v1, v2)

=
(
1
4 −

1
3xf ,

1
12 + 2

3xf ,
2
3 −

1
3xf
)

Ͱ P1, P2 ͕બ͢Δɽ

5 ΑΓҰൠͷ߹

͕ͣΕͯɼఆੑతʹྨࣅͷ݁Ռ͕͋
Δఔ·Ͱཱ͢Δɽྫ͑࣍ͷ໋ཱ͕
͢Δɽ

໋ 2 R ্ͷҙͷີؔ ϕ(x)ʹରͯ͠ɼ
xf ͕ ϕ(x) ͷྦྷੵؔͷ α ύʔηϯτ
Ͱ͋ͬͯɼα ͕ेʹখͳΒɼxf ͷӈଆʹ

xf

x

1

1

2

O

ਤ 1. ༗ऀݖͷҙݟ͕ [0, 1] ্ͷҰ༷Ͱ͋Δ߹
ͷɼݪཧౘͷࡦҐஔʢx ࣠ʣΛύϥϝʔλͱ͢Δɼ̏
ͭͷౘͷࡦҐஔʢy ࣠ʣͱམʢଠ͕ࣈબɼഁઢ
តͰউͯબʣ
͇

x1, x2 ͕ଘ͢ࡏΔ෦ήʔϜશߧۉղ͕ଘ
˘Δɽ͢ࡏ

6 ݁

ఆ̎ͷબ۠ڍͰͷۭؒతථཧʹͮ͘ج
;Δ·͍͕ɼݪཧౘͷଘࡏԼͰࢀೖΛྀͨ͠ߟ
͔ͨͪͰղ໌͞Εɼݪཧౘ͕࠷େಘථͰબ͢
Δ߹͕͋Δ͜ͱࣔ͞Εͨɽ
యతͳμϯζͷݹɼࡦతީิऀͷ࣮ݱ
ٞͰৗʹҰக͢Δɽ؛ຊ [2]ͷϞσϧͰɼ
͢Δ߹͋Δ͕ɼҰக͢Δ߹ଟ͍ɽ
ຊڀݚͰͷղͷಛɼߧۉղͰͷౘͷࡦ
͕͢Δ͜ͱͰ͋Δɽ

ݙจߟࢀ

[1] ,ౡוຊɼ؛ ߹ཧతબཧ͔ΒΈͨ
ຊͷౘγεςϜ, ϨϰΝΠΞαϯ,

No.20(1997)ɼpp.84-100.

[2] ήʔϜͷܥཧౘΛؚΉల։ݪຊɼ؛
෦ήʔϜશߧۉղͷղੳతهड़ɿ
̐ౘͷ߹ཧతख๏ͱཧʹج
ੳʹؔ͢ΔϫʔΫ࣏తྔܭͮ͘
γϣοϓ༧ूߘ, 2016/12/09-10, ݚࡦ
-େֶӃେֶ,pp.105-108ʢhttp://coopڀ

math.ism.ac.jp/files/244/Proceedings.pdf
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ٞһఆͷղܾ

Ұ உ 1

1େۀࡕେֶ
e-mail : tetsuo.ichimori@oit.ac.jp

1 ൺྫੑͷई

ม x > 0ͱ y > 0͕ൺྫ͢ΔͱɼͪΖ
Μɼൺྫఆ a > 0Λ༻͍ͯɼy = axͱͳΔ
Ͱ͋Δɽྫ͑ɼyؔ = 2xͷͱ͖ɼx = 5ͳ
Β y = 10Ͱ͋Γɼx = 7ͳΒ y = 14Ͱ͋
Δɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ͜Ε͕؍ଌͳΒɼཧ
తʹ͍͘Βൺྫ͍ͯͯ͠ɼ͜͏ͳΒͳ͍ɽ
(x, y)ͷ؍ଌ͕ਖ਼ͷ (xi, yi)ʢi = 1, . . . , nʣͱ
ͨ͠߹ɼͯ͢ͷ؍ଌʹରͯ͠ɼyi = axi
ͱͳΔͱݶΒͳ͍ɽͦͷΑ͏ͳ߹ɼͲͷఔ
ൺྫ͍ͯ͠Δ͔ΛΔ͜ͱͰ͖ΔͷͰ͋Ζ
͏͔ʁ
͙ʹ͏͖͍ͦͭࢥͳईɼ

n∑

i=1

(
yi
xi

− a

)2

Ͱ͋Δ͕ɼxͱ y ͕ൺྫ͢Δͱ x = (1/a)y

Ͱ͋Γɼ͏ͻͱͭରͱͳΔई

n∑

i=1

(
xi
yi

− 1

a

)2

͑ߟΒΕΔɽ

2 ؒҧͬͨํࣜ

भͷΛ sɼٞ੮ͷ૯Λ hɼ૯ਓޱΛ πͱ
͢Δɽभ iͷਓޱ piͱٞ੮ ai͕ൺྫ͍ͯ͠
ΔఔΛଌΔ 2ͭͷईɼ্هͷࣜΑΓ

s∑

i=1

ai

(
pi
ai

− π

h

)2

(1)

ͱ
s∑

i=1

pi

(
ai
pi

− h

π

)2

(2)

ͱॻ͚Δɽ͔͠͠ɼͨͬ͜ࠔͱ͕ൃੜ͢Δɽ͢
ͳΘͪɼࣜ (1)ͷईΛ࠷খʹ͢Δͷώϧํ
ࣜʹΑΔٞ੮Ͱ͋Γɼࣜ (2)Λ࠷খʹ͢Δ
ͷΣϒελʔํࣜʹΑΔٞ੮Ͱ͋Δɽ
͜ͷ࣮ࣄ1920͝Ζ͔ΒΒΕ͍ͯΔ͕ɼͦ
ͷ͜ͱʹର͢Δ݁Կಋ͔Ε͍ͯͳ͍ɽ

ɼࡏݱΕɼώϧํࣜ͑ߟతͳ͜ͱΛ࢙ྺ
ΞϝϦΧͷԼӃٞһͷٞ੮ʹΘΕ͓ͯΓɼ
ΣϒελʔํࣜͦΕҎલʹΘΕ͖ͯͨɽ
྆ํࣜͷؒऀ࣋ࢧͰܹ͍͘͠૪ͷɼώϧ
શউརͰ૪͕ऴΘͬͨɽͦͷͷऀ࣋ࢧࣜํ
͜ͱɼई (1)͕ਖ਼͘͠ɼई (2)͕ਖ਼͘͠
ͳ͍͜ͱΛҙຯ͍ͯ͠Δɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ2ม
ͷൺྫੑʹํ͕͋ੑΔΘ͚Ͱͳ͍ͷͰɼ
͜ͷ݁ؒҧ͍ͬͯΔɽͭ·Γɼώϧํࣜ
Σϒελʔํࣜਖ਼͘͠ͳ͍ɽ

3 ਖ਼͍͠ํࣜ

Ͱɼਖ਼͍͠ईͱԿͳͷ͔ʁ͋Δ͍ɼ
ਖ਼͍͠ํࣜͱԿͳͷ͔ʁ݁Λઌʹड़
Ε

s∑

i=1

√
piai (3)

Λ࠷େʹ͢ΔํࣜʢҎԼ͜ΕΛXͱݺͿʣ
͕ϕετͰ͋Δɽ
͜ͷํࣜ (1)ਓޱ୯ௐੑ͕ͳΓͨͭɽ

(2) ai/pi = aj/pj ͳΒɼ2भͷ 1ථͷධՁ
ಉ͡ͱ͢Δɽ(3) pi ͱ ai ͍ޓʹରশͰ͋Δɽ
·ͨɼূ໌ུ͢Δ͕ɼ(1)ɼ(2)ɼ(3)ͷੑ࣭Λ
ຬͨ͢ํࣜํࣜXͷΈͰ͋Δɽ
ํࣜ Xɼײతʹɼਓޱͷଟ͍भ
ʹଟ͘ͷٞ੮Λ͠ɼਓޱͷগͳ͍भʹগ
ͳ͍ٞ੮Λ͢Δɽ2߲࣍ͷฏํࠜΛͱͬͯ
͍ΔͷͰɼai ͱ piͷൺྫੑ͕ظ͞ΕΔɽࣜ
(3)ਓޱ (p1, . . . , ps)ͱٞ੮ʢʣ
(a1, . . . , as)ؒͷόλνϟϦΞͱݺΕΔɽ

4 ϋϯςΟϯτϯͷओுʹ͍ͭͯ

൴ 2भͷؒͰ pi/aiͱ pj/aj ͷ֨ࠩʢେ͖
͍ํͷΛখ͍͞ํͷͰׂΔʣ͕খ͘͞
ͳΔΑ͏ͳ 2भؒͷ 1ٞ੮ͷҠಈΛఆٛͨ͠ɽ
ώϧํࣜʹΑΔͰɼ͜ͷ 1ٞ੮ҠಈͰ֨
গ͢Δ͜ͱͳ͍ɽ·ͨɼ2भؒͷ֨ࠩݮ͕ࠩ
Λɼai/pi ͱ aj/pj ͷ֨ࠩͰఆٛͯ͠ಉ݁͡
͕ಋ͔ΕΔɽ͜ͷ͜ͱ͔Βɼώϧํ͕ࣜϕε
τͳํࣜͱͨ͠ɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ2भؒͰ
খͱ͍ͬͯɼ͜ͷ࠷͕ࠩ֨ 2भʹ༩͑ΒΕͯ
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ද 1. 1920ɼ6भͷબ۠ڍαΠζ

भ ໊ ΞμϜζ ώϧ
χϡʔϤʔΫ 253,185 247,157

ϊʔεΧϩϥΠφ 255,912 255,912

όʔδχΞ 256,576 256,576

͍Δٞ੮ͷΛݻఆͨ͠߹ͷͳ͠Ͱ͋Γɼ
ඞͣ͠Ұൠʹ͕֨ࠩ࠷খͱݶΒͳ͍ɽ
۩ମతʹɼ1920ͷࠃௐࠪ݁Ռͷ

ྫͰઆ໌͢Δɽද 3ʹࣔ͞Εͨ 6भͷ݁Ռ
͔ΒɼχϡʔϤʔΫभɼϊʔεΧϩϥΠφभɼ
͓ΑͼɼόʔδχΞभͷબ۠ڍαΠζ pi/aiΛ
ௐΔɽΞμϜζํࣜͱώϧํࣜͷ݁ՌΛද 1

ʹ༩͑Δɽ͜ΕΑΓɼχϡʔϤʔΫभͱόʔδ
χΞभͷબ۠ڍαΠζͷ֨ࠩΞμϜζํࣜͰ
1.01ഒɼώϧํࣜͰ 1.04ഒɼ͞Βʹɼχϡʔ
ϤʔΫभͱϊʔεΧϩϥΠφभͷબ۠ڍαΠζ
ͷ֨ࠩΞμϜζํࣜͰ 1.01ഒɼώϧํࣜͰ
1.04ഒͱͳ͓ͬͯΓɼ2भؒʹੜ͡Δ֨ࠩʹؔ
ͯ͠ɼώϧํ͕ࣜͦͷ֨ࠩΛ࠷খʹ͢Δͱݴ
͑ͳ͍ɽ

5 ΟϧίοΫεͷओுʹ͍ͭͯ

൴ΣϒελʔํࣜͷภΓ͕ώϧํࣜΑΓ
খ͍͜͞ͱΛ࣮ূ͍ͯ͠Δɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ൴
ͷࣔࢦ௨Γʹɼ͠ࢉܭͯ͠ΈΔͱɼώϧํࣜ
ͷํ͕ภΓ͕খ͍͜͞ͱ͕͠͠ੜ͡Δɽͦ
ͦɼਓޱͷଟ͍भɼগͳ͍भͱ͍͏໌֬ͳ
ఆ͕ٛ͋Δͣͳ͘ɼͦΕΒͷఆٛͷํͰɼ
େभখभͷภΓ͕มԽ͢Δɽͭ·ΓɼΣϒ
ελʔํࣜͷภΓ͕ώϧํࣜΑΓখ͍͞ͱݴ
͑ͳ͍ɽ
ͪͳΈʹɼ൴ͷఆٛ͢Δํ๏Ͱɼ1940
ͷਓޱͱ݁Ռ͔Βɼͭ͗ͷ݁ՌΛ༩͑Δɽ
भͷ࣌ 48ͰɼσϥΤΞभɼϫΠΦϛ
ϯάभɼωόμभਓ͕ޱඇৗʹগͳ͍ͷͰɼ
ภΓͷ͔ࢉܭΒআ֎͍ͯ͠ΔɽΓɼ45भͷ
ਓޱͷฏۉΑΓɼେ͖͍भΛେभɼখ͍͞भΛ
খभͱఆ͍ٛͯ͠Δɽ 45भؒͰ 432ٞ
੮Λ͢Δɽେभ 15भͷऔΓͷ 282.3

ٞ੮ʹର͠ɼώϧํࣜܭ 282ٞ੮ɼΣϒε
λʔํࣜܭ 283ٞ੮ΛͦΕͧΕେभ 15भʹ
༩͍͑ͯΔɽͭ·Γɼώϧํࣜͷํ͕ภΓ͕খ
͍͞ɽ

ද 2. 1920ͷ 6भͷਓޱͱऔΓ

भ ໊ ਓ ޱ औΓ
χϡʔϤʔΫ 10,380,589 42.82

ϊʔεΧϩϥΠφ 2,559,123 10.56

όʔδχΞ 2,309,187 9.53

ϩʔυΞΠϥϯυ 604,397 2.49

χϡʔϝΩγί 353,428 1.46

όʔϞϯτ 352,428 1.45

ද 3. 1920

भ ໊ A H X W

χϡʔϤʔΫ 41 42 43 43

ϊʔεΧϩϥΠφ 10 10 11 11

όʔδχΞ 9 9 9 10

ϩʔυΞΠϥϯυ 3 3 3 2

χϡʔϝΩγί 2 2 1 1

όʔϞϯτ 2 2 1 1

6 όϦϯεΩʔɾϠϯάͷओுʹ͍ͭͯ

൴ΒΣϒελʔํࣜͷภΓ͕θϩͰ͋Δ
ͱओு͍ͯ͠Δɽ͔͠͠ɼ࣮ࡍɼಉํࣜʹ
ภΓ͕͋ΔɽภΓ͕ͳ͍ͱ͍͏ͷɼฏۉతͳ
ҙຯͰ͋ΓɼͦͷͨΊʹɼ͔ͳΓଟ͘ͷࣄฑ
ΛԾఆ͠ͳ͚ΕͳΒͳ͍ɽ·ͨɼٞ੮࠶
 10ʹҰͰ͋Γɼզʑ͕ମݧͰ͖Δͷ
10ճͳ͍ɽ͔͠ɼͦͷճͷਓޱ͋·
ΓมԽ͕ͳ͍ɽ͔ͩΒɼઍʹສʹΘͨ
Δ݁Ռɼ͋·ΓॏཁͰͳ͘ɼͭ͗ͷ͕
ॏཁͰ͋ΔɽͦΕʹɼภΓ͕খ͍͜͞ͱͱɼ
͕ਓޱʹൺྫ͢Δ͜ͱಉ͜͡ͱͰͳ͍ɽ
ΟϧίοΫεҎདྷɼภΓ͕খ͍͞ํ͕ࣜ
ਓޱൺྫ͢Δͱޡղ͞Εଓ͚ͨͱࢥΘΕΔɽͭ
·Γɼ൴Βશʹؒҧ͍ͬͯΔɽ

7 ਖ਼͍͠ํࣜXͷྫ

ΞϝϦΧͰɼ1920ͷࠃௐࠪ݁Ռʹ
ର͠ɼ࣮ࡍʹٞ੮ߦΘΕͳ͔ͬͨɽ
͠ɼ435ٞ੮ΛώϧํࣜͱΣϒελʔํࣜͰ
ٞ੮Λͨ͠ͱ͢Εɼ6भͰ݁Ռ͕ҟͳͬ
͍ͯͨɽ6भͷਓޱͱऔΓΛද 2ʹɼ݁
ՌΛද 3ʹࣔͨ͠ɽ
͜ͷ 1ྫ͚ͩΛͯݟԿ͑ݴͳ͍͕ɼྫ͑

ɼେ͖͍΄͏ͷ 3भͷऔΓͷ 62.91ٞ
੮Ͱ͋ΔɽͦΕʹର͠ɼώϧํࣜ 61ٞ੮ɼX

ํࣜ 63ٞ੮ɼΣϒελʔํࣜ 64ٞ੮Λ
༩͍͑ͯΔɽ
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ඍํఔࣜͷॳظʹର͢ΔSE-Sinc-Nyström๏ͷվળ

ݪ ྋଠ 1, Ԭࢁ ༑ত 2

େֶେֶӃཱࢢౡ1 ใՊֶڀݚՊɼ2ౡཱࢢେֶେֶӃ ใՊֶڀݚՊ
e-mail : mc68011@e.hiroshima-cu.ac.jp

1 ֓ཁ

ຊڀݚͰɼ࿈ཱඍํఔࣜͷॳظ
{
y′(t) = K(t)y(t) + g(t)

y(0) = r
(1)

ʹର͢Δࢉܭ๏Λ͑ߟΔɽͨͩ͠K(t)
(i, j)Λ kij(t)ͱ͢Δm×mྻߦͰɼy(t),

g(t), rmݩ࣍ϕΫτϧͰ͋ΔɽͦͷҰͭͱ
ͯ͠ɼSE-Sinc-Nyström๏ͱ͍͏ํ๏͕ Nur-

muhammadΒ [1]ʹΑΓఏҊ͞Ε͍ͯΔɽ͜
Ε SEมͱ Sincෆఆੵ๏ʹํͮ͘ج๏Ͱ
͋Γɼಛʹ࣮݁ݧՌΑΓɼstiffͳʹ
Ε͍ͯΔɽͨͩͦ͠͞ࠂͳํ๏Ͱ͋Δͱใ݈ؤ
͜Ͱ༻͍ΒΕ͍ͯΔ SEมʹվળͷ༨͕
͋ΓɼຊڀݚͰ SEมΛվળͨ͠ SE-Sinc-

Nyström๏ΛఏҊ͢Δɽ

2 ແؒ۠ݶʹ͓͚ΔSE-Sincෆఆੵ

ؔ F (x)ͷ্࣮࣠ͷෆఆੵΛ

∫ ξ

−∞
F (x)dx ≈

N∑

j=−N

F (jh)J(j, h)(ξ) (2)

ͱۙ͢ࣅΔํ๏Λ SincෆఆੵͱݺͿɽͨͩ
͠ɼJ(j, h)(x)ਖ਼ੵݭSi(x) =

∫ x
0 (sin t/t)dt

Λ༻͍ͯࣜ࣍Ͱఆٛ͞ΕΔ:

J(j, h)(x) = h

{
1

2
+

1

π
Si

(
π(x− jh)

h

)}
.

·ͨɼແ্ؒ۠ݶͷෆఆੵʹରͯ͠ɼద
ͳมม ψ : R → (0, ∞)Λ༻͍ͯ

I(t) :=

∫ t

0
f(s)ds =

∫ ψ−1(t)

−∞
f(ψ(x))ψ′(x)dx

ͱม͠ܗɼF (x) = f(ψ(x))ψ′(x)ͱͯࣜ͠ (2)

Λ༻͍Δํ๏͕͑ߟΒΕΔɽมม ψ(x)ͱ
ͯ͠ Stenger [2] SEมψ(x) = arcsinh(ex)

Λ༻͍Δ͜ͱΛఏҊ͍ͯ͠ΔɽI(t)Λۙ͢ࣅΔ
۩ମతͳࣜ

I(S)N (t) =
N∑

j=−N

f(ψ(jh))ψ′(jh)J(j, h)(ψ−1(t))

ͱද͞ΕΔɽ·ͨMuhammad–Mori [3]ผͷ
SEม φ(x) = log(1 + ex)Λ༻͍ɼ

I(M)
N (t) =

N∑

j=−N

f(φ(jh))φ′(jh)J(j, h)(φ−1(t))

ͱ͍͏ۙࣜࣅΛఏҊ͍ͯ͠Δɽ͜ΕΒͷۙࣜࣅ
ͷͦΕͧΕͷࠩޡධՁΛ࣍ʹࣔ͢ɽͨͩ͠ɼDd

ʹ {ζ ∈ C : | Im ζ| < d}Ͱ͋Δ (d > 0)ɽ

ఆཧ 1 (Okayama [4, Theorem 3.2]). d 0 <

d < π/2Λຬͨ͢ఆͱ͠ɼf ྖҬψ(Dd)্
ͰղੳతͰ͋Δͱ͢Δɽ·ͨɼਖ਼ͷఆK ͕
ଘ͠ࡏɼ|f(z)| ≤ K|e−z|͕ҙͷ z ∈ ψ(Dd)

ͰΓཱͭͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ࠁΈ෯ hΛ h =√
πd/N ͱఆΊΔͱɼN ʹґଘ͠ͳ͍͋Δఆ

C ͕ଘͯ͠ࡏɼ࣍ͷධՁ͕Γཱͭɿ

sup
t∈[0,∞)

∣∣∣I(t)− I(S)N (t)
∣∣∣ ≤ Ce−

√
πdN .

ఆཧ 2 ݪ) [5,ఆཧ 4.3]). d 0 < d < πΛຬͨ
͢ఆͱ͠ɼf ྖҬ φ(Dd)্ͰղੳతͰ͋Δ
ͱ͢Δɽ·ͨɼਖ਼ͷఆK͕ଘ͠ࡏɼ|f(z)| ≤
K|e−z|͕ҙͷ z ∈ φ(Dd)ͰΓཱͭͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ࠁΈ෯ hΛ h =

√
πd/N ͱఆΊΔͱɼ

N ʹґଘ͠ͳ͍͋ΔఆC ′͕ଘͯ͠ࡏɼ࣍ͷ
ධՁ͕Γཱͭɿ

sup
t∈[0,∞)

∣∣∣I(t)− I(M)
N (t)

∣∣∣ ≤ C ′e−
√
πdN .

3 SE-Sinc-Nyström๏

3.1 NurmuhammadΒʹΑΔํ๏

·ͣɼࣜ (1)ͷ྆ลΛੵ͢Δ͜ͱͰɼ

y(t) = r +

∫ t

0
(K(s)y(s) + g(s))ds (3)

͕ಘΒΕΔɽy(t)ͷۙࣜࣅΛ y(N)(t)ͱ͢Δͱɼ
ࣜ (3)ͷੵΛఆཧ 1Λ༻͍ͯۙࣜͨ͠ࣅɼ

y(N)(t) = r +
N∑

j=−N

{K(ψ(jh))y(N)(ψ(jh))

+ g(ψ(jh))}ψ′(jh)J(j, h)(ψ−1(t)) (4)
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ͱͳΔɽy(N)(ψ(jh))ͷΛٻΊΔͨΊɼࣜ (4)

Λ x = ψ(ih) (i = −N, −N + 1, . . . , N)Ͱα
ϯϓϦϯά͢Δͱɼ࿈ཱ ఔࣜํ࣍1

(Im⊗I(0)N − Im ⊗ {hI(−1)
N D(S)

N }[K(S)
ij ])Y (S)

= R+ Im ⊗ {hI(−1)
N D(S)

N }G(S) (5)

͕ಘΒΕΔɽͨͩ͠ Im, I(0)N ͦΕͧΕm࣍ͱ

2N + ͰɼI(−1)ྻߦͷ୯Ґ࣍1
N  (i, j)͕

(I(−1)
N )ij =

1

2
+

1

π
Si (π(i− j)) ,

(i, j = −N, −N + 1, . . . , N),

Ͱఆٛ͞ΕΔ (2N + 1)× (2N + ⊗Ͱɼྻߦ(1
ΫϩωοΧʔੵͰ͋Δɽ·ͨD(S)

N ͱK(S)
ij 

D(S)
N = diag[ψ′(−Nh), . . . , ψ′(Nh)],

K(S)
ij = diag[kij(ψ(−Nh)), . . . , kij(ψ(Nh))]

Ͱఆٛ͞ΕΔ (2N +1)× (2N +1)ର֯ྻߦͰɼ
[K(S)

ij ]K(S)
ij (i, j = 1, . . . ,m)Λฒͨϒϩο

ΫྻߦΛද͢ɽ·ͨR, Y (S), G(S)

R = [r1, . . . , r1, r2, . . . , r2, . . . , rm]T,

Y (S) = [y(N)
1 (ψ(−Nh)), . . . , y(N)

1 (ψ(Nh)),

. . . , y(N)
m (ψ(−Nh)), . . . , y(N)

m (ψ(Nh))]T,

G(S) = [g1(ψ(−Nh)), . . . , g1(ψ(Nh)),

. . . , gm(ψ(−Nh)), . . . , gm(ψ(Nh))]T

Ͱఆٛ͞ΕΔm(2N ϕΫτϧͰ͋Δɽݩ࣍(1+
ࣜ (5)Λղ͘͜ͱͰɼy(N)(ψ(jh))ͷ͕ٻ·
Γɼۙࣜࣅ (4)͕۩ମతʹಘΒΕΔɽ

3.2 ຊڀݚͷํ๏

͜͜Ͱࣜ (3)Λఆཧ 2Λ༻͍ͯۙ͢ࣅΔ͜
ͱΛ͑ߟΔɽ͜ͷͱ͖ɼࣜ (4)ʹରԠ͢Δࣜ

y(N)(t) = r +
N∑

j=−N

{K(φ(jh))y(N)(φ(jh))

+ g(φ(jh))}φ′(jh)J(j, h)(φ−1(t)) (6)

ͱͳΓɼ·ͨࣜ (5)ʹରԠ͢Δࣜ

(Im⊗I(0)N − Im ⊗ {hI(−1)
N D(M)

N }[K(M)
ij ])Y (M)

= R+ Im ⊗ {hI(−1)
N D(M)

N }G(M) (7)

ͱͳΔɽӈ্ʹ (M)͕͋Δจࣈɼӈ্ʹ (S)͕
͋Δจࣈʹ͓͍ͯͦΕͧΕψΛφʹऔΓସ͑ͨ
ͷͰ͋Δɽࣜ (7)Λղ͘͜ͱͰɼy(N)(ψ(jh))

ͷ͕ٻ·Γɼۙࣜࣅ (6)͕۩ମతʹಘΒΕΔɽ

4 ࣮ݧ

࿈ཱඍํఔࣜͷॳظ
(
y′

z′

)
=

(
0 1

−2 −3

)(
y

z

)
,

(
y(0)

z(0)

)
=

(
7

−11

)

ʹରࣜ͠ (4)ɼࣜ (6)ɼ͞ΒʹϧϯήɾΫολ๏
Λ༻͍ͨ݁ࢉܭՌΛਤ 1 ʹࣔ͢ɽࠩޡ۠ؒ
[0, 36]ͷ n্ʹ͓͚Δ࠷େΛௐͨɽ

1.00E-014

1.00E-012

1.00E-010

1.00E-008

1.00E-006

1.00E-004

1.00E-002

1.00E+000

1.00E+002

 10  100  1000
M

ax
im

um
 E

rro
r

n=2N+1

 Runge-Kutta
 Nurmuhammad et al.

New

ਤ 1. มมʹ ψ(x), φ(x)Λ༻͍ͨ SE-Sinc-Nyström
๏ (dͦΕͧΕ d = 1.5, 3)ͱɼϧϯήɾΫολ๏ͷࠩޡɽ
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ݙจߟࢀ

[1] A. Nurmuhammad, M. Muhammad

and M. Mori: Numerical Solution

of Initial Value Problems Based

on the Double Exponential Trans-

formation, Publ. RIMS, Kyoto

Univ., Vol. 41 (2005), 937–948.

[2] F. Stenger: Numerical Methods Based

on Sinc and Analytic Functions,

Springer-Verlag, New York, 1993.

[3] M. Muhammad and M. Mori: Dou-

ble Exponential Formulas for Numer-

ical Indefinite Integration, J. Com-

put. Appl. Math., Vol. 161 (2003), 431–

448.

[4] T. Okayama: Error Estimates with

Explicit Constants for Sinc Quadra-

ture and Sinc Indefinite Integration

over Infinite Intervals, Reliab. Com-

put., Vol. 19 (2013), 45–65.

[5] ݪ ྋଠ, Ԭࢁ ༑ত, Muhammad–Mori

ͷෆఆੵۙࣅ๏ʹର͢Δཧࠩޡධ
Ձ, ,จֶ࢜ ,େֶཱࢢౡ 2017.

388



ࢄ֎ੵղੳ͔Βಋ͔ΕΔ༗ੵݶ๏ͷϚϧνγϯϓϨΫςΟοΫੑʹͭ
͍ͯ

౻ࠤ ஐٱ 1, ୩ޱ ོ 1,2

1ਆށେֶେֶӃγεςϜใֶڀݚՊɼ2ڀݚཱࠃ։ൃ๏ਓՊֶٕज़ৼߏػڵ, ͖͕͚͞
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1 ֓ཁ

༗ੵݶ๏ (FIT)͍͓ͯʹֶؾ࣓ిࢉܭ
͘༻͍ΒΕ͍ͯΔख๏Ͱ͋ΔɽFITWeiland[1,

2]ʹΑͬͯఏҊ͞Εͨख๏Ͱ͋Γɼ༗ݶମੵ๏
ͷ͑ߟΛ༻͍Δ͜ͱͰɼFDTD๏Λඇߏ֨
ద༻Ͱ͖ΔΑ͏ʹͨ͠ͷͰ͋Δɽަʹࢠ
Λ༻͍ͨ߹ʹࢠ֨ FIT͋ΔछͷࢄΤ
ωϧΪʔΛอଘ͢Δͱ͍͏͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ
[3]ɽ͔͠͠ɼҰൠͷ্֨ࢠͰͷੑ࣭͋·Γ
ΒΕ͍ͯͳ͍ɽ
ҰํɼMaxwellํఔࣜɼඍࣜܗʹΑͬͯ

ද͢ݱΔ͜ͱʹΑΓߏ͕໌֬Խ͞ΕΔ͜ͱ͕
ΒΒΕ͍ͯΔɽͦͷͨΊɼMaxwellํ͔͘ݹ
ఔࣜΛࢄԽ͢ΔࡍʹɼඍࣜܗͰද͞Εͨ
ํఔࣜΛࢄԽ͢Δ͜ͱࣗવͰ͋Δɽ࣮ࡍɼ
MaxwellํఔࣜͷࢄԽͰ༻͍ΒΕΔख๏ͷ 1

ͭͰ͋Δลཁૉ༗ݶཁૉ๏ͷ༗ޮੑɼඍܗ
ࣜͷࢄԽͱͳ͍ͬͯΔ͜ͱʹ༝དྷ͢Δͱ͍͏
͜ͱ͕Bossavit[4]ʹΑͬͯࢦఠ͞Ε͍ͯΔɽ·
ͨɼඍࣜܗͷࢄԽख๏ͷ 1ͭͰ͋Δࢄ֎
ੵղੳ (DEC)[5]ʹΑΔɼMaxwellํఔࣜʹର
͢Δղ๏ϚϧνγϯϓϨΫςΟοΫͰ͋
Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [6]ɽຊൃදͰɼFIT

ΛඍࣜܗͰهड़͞ΕͨMaxwellํఔࣜͷ
Խख๏Ͱ͋Δͱଊ͑Δ͜ͱʹΑͬͯɼFITͱࢄ
DECͱͷରԠؔΛಋ͖ɼFITͷϚϧνγϯ
ϓϨΫςΟοΫੑΛࣔ͢ɽ

2 ༗ݶମੵ๏ (FIT)

FIT[1]MaxwellํఔࣜͷੵܗͷࢄԽ
ख๏Ͱ͋ΔɽҎԼʹͦͷ֓ཁΛ͢هɽͳ͓ɼ؆
୯ͷͨΊɼҎԼͰަYee֨ࢠΛ༻͍ΔɽE⃗

ΛిɼB⃗Λ࣓ଋີͱ͢Δͱɼ֨ࢠGͷ xy

ฏ໘ʹฏߦͳ໘A(ਤ 1)্ͰͷFaradayͷ๏ଇ
࣍ͷΑ͏ʹͳΔ:
∮

∂A
E⃗(r⃗, t) · ds⃗ = −

∫ ∫

A

∂

∂t
B⃗(r⃗, t) · dA⃗. (1)

͜͜Ͱ ex(i, j, k) =
∫ (i+1,j,k)
(i,j,k) E⃗ · ds⃗ɼey(i, j, k)

=
∫ (i,j+1,k)
(i,j,k) E⃗ · ds⃗ɼbz(i, j, k) =

∫
A B⃗ · dA⃗ͱఆ

(i, j, k) (i+ 1, j, k)

(i, j + 1, k) (i+ 1, j + 1, k)

ਤ 1. ྖҬ A.

ٛ͢Δͱɼࣜ (1)

ex(i, j, k)+ey(i+ 1, j, k)− ex(i, j + 1, k)

− ey(i, j, k) = − d

dt
bz(i, j, k) (2)

ͱͳΔɽ͜ͷࣜΛྻߦදࣔ͢Δͱ

C

⎡

⎢⎢⎢⎣

ex(i, j, k)

ex(i, j + 1, k)

ey(i, j, k)

ey(i+ 1, j, k)

⎤

⎥⎥⎥⎦
= − d

dt

[
bz(i, j, k)

]
(3)

ͱͳΔɽ͜͜Ͱ C  0, −1, 1ͷΈΛཁૉͱ͢
ΔྻߦͰ͋ΔɽྖҬͷ֨ࢠͷͯ͢ͷ໘ʹ
ରͯ͜͠ͷखଓ͖Λ͜͏ߦͱͰ FITʹ͓͚Δ
Faradayͷ๏ଇ͕ಘΒΕΔɽAmpéreͷ๏ଇʹ
͍ͭͯಉ༷ʹࢄԽ͢Δ͕ɼ֨ࢠ GͷΘ
Γʹର֨ࢠ G̃Λ༻͍ΔɽMaxwellํఔࣜͷ
Γͷ 2ͭͷࣜಉ༷ʹࢄԽ͢Δɽ
ํఔࣜߏMaxwellํఔࣜͷʹ࣍ D⃗ = εE⃗,

B⃗ = µH⃗ͷࢄԽʹ͍ͭͯ͑ߟΔɽͨͩ͠ɼD⃗

ΛిଋີɼH⃗ Λ࣓ɼεΛ༠ిɼµΛಁ࣓
ͱ͢ΔɽD⃗ = εE⃗  d = MεeͷΑ͏ʹࢄ
Խ͞ΕΔɽͨͩ͠ɼMεର֯ (Mε)m,m͕

∫∫
Ãm

D⃗ · dA⃗
∫
Lm

E⃗ · ds⃗
≈ ε

∫∫
Ãm

dA⃗
∫
Lm

ds⃗
= (Mε)m,m (4)

Ͱ͋ΔΑ͏ͳର֯ྻߦͰ͋Δɽͨͩ͠ɼLm
m൪ͷลΛද͠ɼÃmLmʹରԠ͢Δର
ͷ໘Λද͍ͯ͠ΔɽB⃗ࢠ֨ = µH⃗ʹ͍ͭͯಉ
༷ͷࢄԽΛ͏ߦɽ
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3 ϚϧνγϯϓϨΫςΟοΫੑͱDEC

ϚϧνγϯϓϨΫςΟοΫ๏ํఔࣜͷϚϧ
νγϯϓϨΫςΟοΫੑΛอͭํ๏Ͱ͋Γɼͦ
ͷΑ͏ͳղ๏ΤωϧΪʔͷอଘੑ͕ྑ͍
ͱݴΘΕ͓ͯΓɼ҆ఆʹ͕ࢉܭؒ࣌ՄͰ͋
Δͱظ͞ΕΔɽDECΛ༻͍ͯMaxwellํఔ
ࣜΛࢄԽͨࣜ͠ɼࢄมݪཧΛ༻͍ͯಋ
ग़͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ɼ͜ͷ͜ͱ͔ΒϚϧνγϯϓ
ϨΫςΟοΫͰ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔ [6]ɽ

4 FITͱDEC

FITͱDECͷରԠؔΛҎԼʹࣔ͢ɽDEC

ඍࣜܗͷࢄԽख๏Ͱ͋ΔͷͰɼMaxwell

ํఔࣜͷඍࣜܗʹΑΔදݱΛ͑ߟΔɽͳ͓ɼ
MaxwellํఔࣜΛඍࣜܗͰද͢ͱ͖ʹɼ௨
ৗɼ4ݩ࣍ͷ্ۭؒ࣌ͷඍࣜܗΛ༻͍Δ͕ɼ
͜͜Ͱ FITͱͷରԠؔΛݟ͘͢͢Δͨ
Ίʹ ड़͢ه͍ͯ༺ΛࣜܗͰͷඍ্ۭؒݩ࣍3
ΔɽFaradayͷ๏ଇΛඍࣜܗͰද͢هΔͱ

dE = − d

dt
B (5)

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼE,B ͦΕͧΕిɼ࣓ଋ
ີΛද͢ඍࣜܗͰ͋ΔɽDECͰɼ௨ৗɼ
ྖҬ࢛໘ମʹΑͬͯDelaunayܗ֯ࡾׂ͞
Ε͍ͯΔͱ͠ɼE,B Λ de Rham ࣸ૾ RΛ༻
͍ͯɼ֎ඍ dΛࢄ֎ඍD1Λ༻͍ͯࢄ
Խ͢Δɽ͢Δͱɼࣜ (5)࢛໘ମͷ֤໘ T (ਤ
2)Ͱ

D1

⎡

⎢⎣

∫
⟨v0,v1⟩E∫
⟨v1,v2⟩E∫
⟨v0,v2⟩E

⎤

⎥⎦ = − d

dt

[∫
⟨v0,v1,v2⟩B

]
(6)

ͱද͞ΕΔɽD1  T ͷͷଓྻߦͰ͋

ਤ 2. ྖҬ T .

Δɽࣜ (3)ͱࣜ (6)ಉҰͷ֨ࢠʹରͯ͠ಉҰ
ͷํఔࣜΛఆΊΔɽ
·ͨɼඍࣜܗΛ༻͍Δͱɼߏํఔࣜ D⃗ =

εE⃗Hodgeελʔ࡞༻ૉ ∗Λ༻͍ͯD = ∗εE
ͱද͞ΕΔ͕ɼDECͰ͜ͷࣜd = (MDEC)e

ͱۙ͞ࣅΕΔɽ͜͜ͰɼMDECର֯ཁૉ͕

(MDEC)m,m = ε
| Ãm |
| Lm | (7)

Ͱ͋Δର֯ྻߦͰ͋Δɽͨͩ͠ɼ| · | Ãmͳ
ͲͷମੵΛද͢ɽಉҰͷ֨ࢠΛ༻͍ͨ߹ɼࣜ
(4)ͱࣜ (7)ಉࣜ͡ͱͳΔɽ
Ҏ্ͷΑ͏ʹɼFITΛඍࣜܗͷࢄԽ๏ͱ
Έͳ͢ͱDECʹΑΔࢄԽ๏ͱՁͰ͋Δ͜
ͱ͕͔ΔɽDECʹΑΔղ๏Ϛϧνγϯ
ϓϨΫςΟοΫͰ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔͨΊɼ
FITʹΑΔղ๏ϚϧνγϯϓϨΫςΟο
ΫͰ͋Δɽ
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ۙɼෆ࿈ଓͳجఈؔΛ༻͍Δ༗ݶཁૉ๏
Ͱ͋Δෆ࿈ଓΨϨϧΩϯ๏ʢDGʣʹ ؔ͢Δڀݚ
͕ΜʹߦΘΕ͍ͯΔɽDG ɼղͷਫ਼
Λ༰қʹߴΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖ͨΓɼཅղ๏ͷ߹
ʹ͍ߴฒྻੑΛ༗ͨ͠ղ๏Λ࡞ΕͨΓ͢Δͱ
͍͏ॴ͕͋Δɽ͘༻͍ΒΕ͍ͯΔہॴෆ࿈
ଓΨϨϧΩϯ๏ʢLDGʣΛ͡Ίͱͯ͠ɼ༷ ʑ
ͳछྨͷDG͕͞ڀݚΕ͍ͯΔɽϋΠϒϦου
ෆ࿈ଓΨϨϧΩϯ๏ʢHDGʣDGΛ֦ுͨ͠
ํ๏ͰɼLDG ΑΓࢉܭίετ͕খ͘͞ɼ͞
ΒʹฒྻԽՄੑ͕ͱ͍ͯ͜ߴͱ͕ΒΕͯ
͍Δʢྫ͑ [1] Λࢀরʣɽ

૬ຊΒ [2]LDGʹରͯ͠ߏอଘղ๏
ՄͰ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽຊൃදͰɼߏ͕
૬ຊΒͷख๏ͱಉ༷ʹͯ͠ HDG ʹରͯ͠ߏ
อଘղ๏͕ߏՄͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢ɽ
·ͨɼ͜ͷղ๏ͷ࣮݁ݧՌΛࣔ͠ɼ࣌ࢉܭ
ؒฒྻੑʹ͍ͭͯड़Δɽ

2 ͷఆٛ߸ه

ҎԼͰ؆୯ͷͨΊʹ Δ͑ߟͷ߹Λݩ࣍1
͕ɼ2 Ҏ্ʹ༰қʹ֦ுͰ͖Δɽݩ࣍

·ͣɼྖҬ Ω ⊂ R ͷཁૉׂΛ Th ͱ͢Δɽ
·ͨɼׂ Th ͷཁૉͷڥք໘શମͷू߹Λ Eh
ͱ͢Δɽ͞Βʹɼཁૉ/ཁૉڥք໘্ͷ۠
తଟ߲ࣜͷͳۭؒ͢ Vh,Mh Λ

Vh :=
{
v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ P k(K),K ∈ Th

}
,

Mh :=
{
µ ∈ L2(Eh) : µ|e ∈ P l(e), e ∈ Eh

}

ʹΑΓఆٛ͢Δɽ
͜͜Ͱɼ۠తଟ߲ࣜͲ͏͠ͷ࿈ଓੑԾఆ

͍ͯ͠ͳ͍͜ͱʹҙ͢Δඞཁ͕͋Δɽ͢ͳΘ
ͪɼVh ʹؚ·ΕΔؔɼྡ͢Δ 2 ཁૉ K±
ͷڥք໘্Ͱ double-valued ʹͳΓ͏Δɽ

۠ؒ D ⊂ R ্ͷؔ f, g : D → R ʹର͠ɼ
ੵ (·, ·)D Λ

(f, g)D :=

∫

D
fg dx

ͱఆٛ͢Δɽ·ͨɼڥքͷू߹ ∂D ্ͷؔ
η, µ : ∂D → R ʹର͠ɼੵ ⟨·, ·⟩∂D Λ

⟨η, µ⟩∂D :=

∫

∂D
ηµ dx

ͱ͢Δɽ
·ͨɼ−→n Λ۠ؒͷӈͰ +1ɼࠨͰ −1 Λ

ͱΔมͱ͢Δɽ

3 ఏҊख๏

ҎԼͰɼ؆୯ͷͨΊʹΤωϧΪʔؔG
ඍͷ֊Λݶఆͯ͠εΩʔϜΛهड़͢Δ͕ɼ
͜ͷํ๏Ұൠͷࢄҳܥͷภඍํఔࣜͷ߹
ʹ֦ுͰ͖Δɽ

ΤωϧΪʔؔ G(u, ux) ͕ೖͬͨࢄҳతͳ
ภඍํఔࣜͷڥք

ut =
∂2

∂x2
δG

δu
in Ω,

∂G

∂ux
= 0 on ∂Ω,

∂

∂x

δG

δu
= 0 on ∂Ω

Λ͑ߟΔɽ͜͜ͰɼมͷӈԼͷఴࣈ t, x ภ
ඍΛɼδG/δuมಋؔΛͦΕͧΕදͯ͠
͍Δɽ

Local Solver ҙͷ v1, v2, v3, v4 ∈ Vh ʹର
֤͠ཁૉK ∈ Th ʹ͓͍ͯࣜ (1)–(6)Λຬ͢Δ
Α͏ͳ u(n+1), q(n+1/2), p(n+1/2), r(n+1/2) ∈ Vh

ΛٻΊΔɽ
͜͜Ͱɼ∂Gd/∂(u(n+1), u(n)), ∂Gd/∂(q(n+1), q(n+1))

ࢄมಋؔΛද͍ͯ͠Δɽ·ͨɼq(n+1/2)

 q(n+1) ͱ q(n) ͷฏۉΛද͍ͯ͠Δʢଞͷม
ʹ͍ͭͯಉ༷ʣɽ͞ΒʹɼNumerical Flux

ͷࣜதͷ σ, τ ղͷ࿈ଓੑΛ੍͢ޚΔϖφϧ
ςΟͰ͋Δɽ
Local SolverͰɼu(n+1), q(n+1/2), p(n+1/2),

r(n+1/2) ʹ͍ͭ ʢͯũ(n+1), p̃(n+1/2) ͷࣜͱͯ͠ʣ
ղ͘ɽ͜ͷۀ࡞ɼཁૉ͝ͱʹฒྻʹ͑ߦΔɽ
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Local Solver

1

∆t

(
u(n+1) − u(n), v1

)

K
= −

(
r(n+1/2), (v1)x

)

K
+
〈
r̂(n+1/2) ·−→n , v1

〉

∂K
, (1)

(
r(n+1/2), v2

)

K
= −

(
p(n+1/2), (v2)x

)

K
+
〈
p̃(n+1/2), v2 ·−→n

〉

∂K
, (2)

(
p(n+1/2), v3

)

K
=

(
∂Gd

∂
(
u(n+1), u(n)

) , v3

)

K

+

(
∂Gd

∂
(
q(n+1), q(n)

) , (v3)x

)

K

−
〈

∂Gd

∂(q(n+1),q(n))̂
·−→n , v3

〉

∂K

, (3)

(
q(n+1/2), v4

)

K
= −

(
u(n+1) + u(n)

2
, (v4)x

)

K

+

〈
ũ(n+1) + ũ(n)

2
, v4 ·−→n

〉

∂K

. (4)

Numerical Flux

r̂(n+1/2)
± = r(n+1/2)

± +−→n σ
(
p(n+1/2)
± − p̃(n+1/2)

±

)
, (5)

(
∂Gd

∂(q(n+1),q(n))̂

)

±
=

(
∂Gd

∂
(
q(n+1), q(n)

)
)

±

+−→n τ
{
u(n+1)
± − u(n)±

∆t
−

ũ(n+1)
± − ũ(n)±

∆t

}
. (6)

Global Solver ҙͷ η, µ ∈ Mh ʹର͠
〈

∂Gd

∂(q(n+1),q(n))̂
·−→n , η

〉

∂Th
= 0, (7)

〈
r̂(n+1/2) ·−→n , µ

〉

∂Th
= 0 (8)

Λຬ͢ΔΑ͏ͳ ũ(n+1), p̃(n+1/2) ∈ Mh Λٻ
ΊΔɽ

͜ͷεΩʔϜʹؔͯ͠ҎԼͷఆཧΛࣔ͢͜ͱ
͕Ͱ͖Δɽ

ఆཧ 1 ϖφϧςΟσ, τ ͕ඇਖ਼ͷͱ͖ɼࣜ (1)–

(8) Ͱද͞ΕΔεΩʔϜͷղࢄࢄҳଇ

∫

Ω

(
G
(
u(n+1), q(n+1)

)
−G

(
u(n), q(n)

))

∆t
dx ≤ 0

Λຬͨ͢ɽ

4 ࣮ݧ

1 ͷݩ࣍ Cahn-Hilliard ํఔࣜʹରͯ͠ఏҊ
εΩʔϜͷฒྻੑʹؔ͢Δ࣮ݧΛͨͬߦɽ
Cahn-Hilliard ํఔࣜΤωϧΪʔؔ

G(u, ux) =
α

2
u2 +

γ

4
u4 − β

2
u2x (9)

Λࢄͭ࣋ҳܥͰ͋Δɽ

ද 1. ϓϩηοαͱؒ࣌ࢉܭͷؔ
ϓϩηοα 1 4 8 16 36

ؒ࣌ࢉܭ (s) 81.8 21.7 12.5 7.4 10.0

ҬΩྖࢉܭ = [0, 10]ͱ͠ɼॳظu(0, x) =

0.2 sin(2πx/10)ɼύϥϝʔλ α = −1,β =

−0.1, γ = 1ͱͨ͠ɽ·ͨɼ֤ ཁૉͷ෯Λ ∆x =

10/16384ɼࠁؒ࣌Έ෯Λ ∆t = 0.01ɼϖφϧ
ςΟΛ σ = τ = −103 ͱͨ͠ɽϓϩάϥ
Ϝͷ࣮ߦʹ౦ژେֶͷ Reedbush-U Λ༻͍ɼ
ࠁ࣌ T = 1.0·Ͱͷ͔͔ؒ࣌ͨͬʹࢉܭΛଌఆ
ͨ͠ɽ

ՌΛද݁ݧ࣮ 1 ʹࣔ͢ɽϓϩηοα͕ 16

ҎԼͷ߹ޮతʹฒྻ͕ࢉܭͰ͖͍ͯΔ͜
ͱ͕ಡΈऔΕΔɽ

ͦͷଞͷ࣮݁ݧՌൃදʹͯࣔ͢ɽ
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N次元球状領域上のPoisson方程式に対する不連続Galerkin法
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1 はじめに
非線形偏微分方程式論では，空間の次元 N

に関係した臨界値に基づいた様々な臨界現象が
知られている．したがって，特に高次元の場合
に，数値計算が可能であれば，実験的な考察に
より，そのような臨界現象の理解と解明に大い
に役立つであろう．
本論文では，この動機に基づき，N 次元球状
領域 BR = {ξ ∈ RN | |ξ|RN < R}上で定義さ
れた Poisson方程式の境界値問題
{

−∆ξU(ξ) +Q(ξ)U(ξ) = F (ξ) (ξ ∈ BR)

U(ξ) = 0 (ξ ∈ ∂BR)

(1)

を考察する．x = |ξ|とおき，係数関数Qと F

に球対称性，すなわち，Q(ξ) = q̂(x)とF (ξ) =

f̂(x)を仮定すると，(1)は，
{

− 1
xN−1

(
xN−1ûx

)
x
+ q̂û = f̂ (x ∈ I = (0, R))

ûx(0) = û(R) = 0

(2)

を満たす û : Ī → Rを求める問題に帰着され
る．ここで，q̂(x)と f̂(x)は，I 上で定義され
た関数で，(1) の解は，U(ξ) = û(x)で与えら
れる．
(2) に対する差分法はよく研究されている．

[1] においては，(2) に，試験関数と重み関数
w(x) = xN−1 を掛けて I 上で積分をすること
で得られる対称な変分法的な定式化に基づいた
有限要素法が考察されており，重みつきの L2

ノルムでの最適誤差評価が示されている．一方
で，原点付近での誤差の増大も指摘されている．
そこで，(2)の第 1式を，

−(xûx)x + (2−N)ûx + xq̂û = xf̂ (3)

と変形して，この表現から得られる非対称な変
分法的な定式化を考察し，L∞ノルムでの最適
誤差評価を導出している．
本論文のアプローチは後者に近い．すなわち，

(3)を，特異摂動移流拡散方程式と考え，不連

続Galerkin (DG) 法の適用を検討する．実際，
DG法の移流方程式に対する安定化手法（例え
ば，[2]）は，(3)のような特異摂動移流拡散方
程式に有効であると思われる．

2 不連続Galerkin(DG)法
もう少し一般に，次の問題を考察しよう：
{

−(νux)x + bux + qu = f (x ∈ I)

ux(0) = u(R) = 0.
(4)

ただし，ν(x) = x，b ≤ 0は定数，qと f は
L2(I)に属する関数であり，q(x) > 0 (x ∈ I)

を仮定する．
区間 I に対して，分割 Th = {Ki}i∈Λを次の
ように導入する：

0 = x1 < x2 < · · · < xi < · · · < xn = R

Ki = (xi, xi+1), hi = |Ki| = xi+1 − xi,

h = max
i∈Λ

hi, Λ = {1, 2, . . . , n− 1}.

関数空間

Hm(Th) = {v ∈ L2(I) | v|Ki ∈ Hm(Ki) (i ∈ Λ)},
Vh = V k

h = {v ∈ L2(I) | v|Ki ∈ Pk(Ki) (i ∈ Λ)}.

を考える（Pk(Ki)は Ki 上の k 次以下の多項
式全体の集合である）．以下では，一般に，
v ∈ H1(Th)に対して，

vi = v|Ki (i ∈ Λ)

と表す．さらに，次の表記を用いる．

νi = ν(xi) = xi, (u, v)i =

∫ xi+1

xi

uv dx,

[[v]]i =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−v1(x1) (i = 1)

vi−1(xi)− vi(xi) (2 ≤ i ≤ n− 1)

vn−1(xn) (i = n),

⟨⟨ v ⟩⟩ i =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

v1(x1) (i = 1)
vi−1(xi)+vi(xi)

2 (2 ≤ i ≤ n− 1)

vn−1(xn) (i = n).
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次のDGスキームを考えることにする．

Find uh ∈ Vh s.t. (5)

adh(uh, v) + acrh (uh, v)︸ ︷︷ ︸
=ah(uh,v)

= (f, v) (∀v ∈ Vh).

各双線形形式は次のように定義される：

adh(u, v) =
n−1∑

i=1

(νux, vx)i −
n∑

i=2

νi ⟨⟨ux ⟩⟩ i[[v]]i

−α
n∑

i=2

νi ⟨⟨ vx ⟩⟩ i[[u]]i
︸ ︷︷ ︸

対称化項

+
n∑

i=2

νiσ

ei
[[u]]i[[v]]i

︸ ︷︷ ︸
処罰項

,

acrh (u, v) = −
n−1∑

i=1

(bu, vx)i +
n−1∑

i=1

b ⟨⟨u ⟩⟩ i[[v]]i

+
n−1∑

i=2

1

2
|b|[[u]]i[[v]]i

︸ ︷︷ ︸
安定化項

+
n−1∑

i=1

(qu, v)i,

(f, v) =
n−1∑

i=1

(f, v)i.

ただし，α ∈ Rは対称化パラメータで，α = 1

のとき adh は対称となる．σ > 0 は処罰パラ
メータであり，後で（その範囲を）適切に定め
る．さらに，ei = min{hi, hi−1} (2, . . . , n−1)，
en = hn−1とおいている．
adh(u, v)は，拡散項−(νux)xに対応する双線

形形式，acrh (u, v)は，移流・反応項 bux+ quに
対応する双線形形式である．安定化項の入れ方
は，[2]に習った．

3 DGスキーム (2)の解析
次のDGノルムを導入する：

∥v∥2d =
n−1∑

i=1

(νvx, vx)i +
n∑

i=2

νiσ

ei
[[v]]2i ,

∥v∥2d,∗ = ∥v∥2d +
n−1∑

i=1

h2i (νvxx, vxx)i,

∥v∥2cr =
n−1∑

i=1

(qv, v)i +
n∑

i=1

1

2
|b|[[v]]2i ,

∥v∥2cr,∗ = ∥v∥2cr +
n−1∑

i=1

|b| ⟨⟨ v ⟩⟩ 2i ,

|||v|||2 = ∥v∥2d + ∥v∥2cr,
|||v|||2∗ = ∥v∥2d,∗ + ∥v∥2cr,∗.

以下では特に断らなくても，区間分割 {Th}h
について次を仮定する（準一様性）：

∃θ0 > 0 s.t. 0 <
hi
hj

≤ θ0 (A1)

(1 ≤ ∀i, j ≤ n, ∀Th ∈ {Th}h).

各 i ∈ Λに対して，PKi : L
1(Ki) → Pk(Ki)

を局所的なL2射影作用素とする．大域的なL2

射影作用素 Ph : L1(I) → Vh は，
(Phv)|Ki = PKiv (i ∈ Λ)で定義される．

補題 1 (ahの連続性と強圧性). (i)任意のα ∈ R
と σ > 0に対して，

ah(u− Phu, v) ≤ Cdcr|||u− Phu|||∗|||v|||
(u ∈ H2(Th), v ∈ Vh).

を満たす定数 Cdcr = Cdcr(α,σ, θ0) > 0が存在
する．
(ii) 次を満たす定数 σ∗ = σ∗(α, θ0) > 0が存在
する：σ ≥ σ∗ならば，

ah(v, v) ≥
1

2
|||v|||2 (v ∈ Vh)

が成り立つ．

定理 2. σ ≥ σ∗とする．DGスキーム (2)には
一意な解 uh ∈ Vhが存在し，Galerkin直交性

ah(u− uh, v) = 0 (v ∈ Vh)

が成り立つ．さらに，次の最良近似性を得る：

|||u− uh||| ≤ (1 + 2Cdcr) |||u− Phu|||∗.
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1 ͡Ίʹ

ɼ͞·͟·ͳͰࣅ·ͨඇྨࣅྨ
ѻΘΕΔؔ࿈ੑσʔλͰ͋Δɽྫ͑ػցֶश
ʹ͓͍ͯɼσʔλಉ࢜ͷྨࣅͷ߹ɼσʔλ
ͱϞσϧͷద߹ͷ߹Λද͢ईͱͯ͠ݱΕ
ΔɽใزԿ [1]ʹ͓͍ͯɼ౷ܭଟ༷ମΛߏ
͢Δಉ࢜ͷִͨΓͷ߹Λҙຯ͢ΔμΠ
όʔδΣϯεͱ͍͏ඇྨࣅ͕ॏཁͳׂΛԋ
͡ΔɽಛʹରฏୱۭؒͰɼμΠόʔδΣϯ
εଟ༷ମ্Ͱఆٛ͞Εͨತ͔ؔΒಋ͔ΕΔ
BregmanμΠόʔδΣϯεͱ͍͏ܗͰݱΕΔ
Ұํɼ֬ͷ؍͔ΒɼରԠ͢Δࢦܕ
ಉ࢜ͷKullback-LeiblerμΠόʔδΣϯ
εʹҰக͢Δ͜ͱ໌Β͔ʹ͞Ε͍ͯΔ [2]ɽ
ͯ͞ɼඇྨࣅΛѻ͏ख๏ͱͯ͠ݹయతଟ

๏ߏईݩ࣍ (MDS)͕͋ΔɽݹయతMDS
ओʹϢʔΫϦουۭؒͰ͑ߟΒΕ͖ͯͨͨΊɼ
ੵྻߦڞྻߦࢄͱಉҰͷݻ༗Λͭͱ
͍͏Ͱɼຊ࣭తʹओੳ (PCA)ͱ
ՁͷͷʹͳΔɽͱ͜Ζ͕ඇϢʔΫϦουۭؒ
Ͱͨ͑ߟ߹ɼ྆ऀผͷͷͱͯ͑͠ߟ͢
ඞཁ͕ग़ͯ͘Δɽಛʹରฏୱۭؒʹ֦ுͨ͠
߹ͷμΠόʔδΣϯεͷੑ࣭ɼRiemannܭ
ྔ͓Αͼ 3֊ςϯιϧʹؔ࿈ͯ͠ௐΒΕ͓ͯ
Γ [3, 4]ɼରฏୱۭؒΛಛ͚ΔͦΕΒͷ
యతMDS͋Δ͍ݹ͕ྔ PCAΛ͑ߟΔ߹
ʹ͍͔ʹޮ͍ͯ͘Δ͔ΛௐΔͷ͕ຊڀݚͷ
తͰ͋Δɽ

2 μΠόʔδΣϯεͷ४ہॴతੑ࣭

ϕΫτϧ θʹର͠ತؔ ψ(θ)͕༩͑ΒΕͯ
͍Δͱ͖ɼθʹରͳϕΫτϧ ηɼ͓Αͼ ψʹ
ରͳತؔ φ͕ϧδϟϯυϧมʹΑͬͯಋ
ೖ͞ΕΔɽη࠲ඪͰɼ2 ι,κͷִͨΓͷ߹
 φΛϙςϯγϟϧͱͨ͠ BregmanμΠόʔ
δΣϯε

dικ = φ(ηι)− φ(ηκ)− (ηiι − ηiκ)∂
iφ(ηκ) (1)

ͷܗͰॻ͔ΕΔ1ɽ͜͜Ͱ 3 ι,κ, nΛ͑ߟΔ
ͱɼμΠόʔδΣϯε (1)ҎԼͷؔࣜΛຬ

1্ԼͷಉҰͷϩʔϚจࣈͷఴࣈʹؔ͠ΛͱΔ Ein-
steinه๏Λ༻͍ΔɽΪϦγϟจࣈʹద༻͠ͳ͍ɽ

ͨ͢ɿ
dιn + dnκ − dικ = η̃ιi θ̃

i
κ. (2)

͜͜Ͱ η̃κi = ηκi − ηni , θ̃
i
κ = θiκ − θinͱ͢هɽ(2)

ͷӈลΛ bικ ͱ͜͢هͱʹ͢Δͱɼؔࣜ (2)

ɼྻߦ (dικ)Λྻߦ (bικ)ʹม͢ΔͷͰ͋
ΓɼϢʔΫϦουۭؒͰ༨ݭఆཧʹ૬͢Δɽ
͜͜Ͱɼ nʹ͓͚Δ Riemannྔܭ gij =

∂iθj = ∂i∂jφ ͱ 3֊ςϯιϧ T ijk = ∂i∂jθk =

∂i∂j∂kφ ʹΑͬͯɼ nͷۙΛ͑ߟΔɽ
θ̃iκΛ η̃κi ʹؔͯ͠ Ͱల։͠ҎԼΛಘΔɿ·࣍2

bικ =
(
gij + T ijkη̃κk/2

)
η̃ιi η̃

κ
j . (3)

͜Ε bικͷ४ہॴతۙࣅʹ૬͢Δɽ͜͜Ͱ
bικ͕༩͑ΒΕͨͱͯ͠ɼͦͷରশ෦͕ δijvιiv

κ
j

ͱղ͞ΕΔͱ͢Δɽ͜ ͜Ͱ δijΫϩωοΧʔ
σϧλͰ͋Δɽ͢ΔͱҎԼΛಘΔɿ

(
δikr

kj + rikT
jklη̃ιl/4

)
η̃ιj = vιi . (4)

͜͜Ͱ (rij) = (rij)−1 = (gij)1/2 ͱͨ͠. (4)

ͷࠨลୈ 2߲Λແ͢ࢹΔͱ, ҎԼΛಘΔɿ

η̃ιi = δjkrijv
ι
k. (5)

Ҏ߱ɼ(5)ͷӈล͢ͳΘͪແઁಈղΛ yιiͰද͢ɽ

3 3֊ςϯιϧͷઁಈతඳ૾

(4)ʹ͓͍ͯɼT ijk ʹ͍ͭͯͷల։Λ͏ߦɽ
͢Δͱ ಈղͱͯ͠ҎԼ͕ಘΒΕΔɿઁ࣍1

η̃ιi = yιi − gijT
jklyιky

ι
l/4. (6)

(6) ɼ ι η̃ι ͚ͩͰͳ͘ yι ʹΑͬͯ
ද͞ΕΔ͜ͱΛҙຯ͢Δɽ(6) Λ (1) ʹೖ͠
૬ର࠲ඪͰల։͢ΔͱҎԼΛಘΔ:

dικ = gij (yιi − yκi )
(
yιj − yκj

)
/2

−T ijk (yιi − yκi )
(
yιj − yκj

)
(yιk − yκk ) /12.

(7)

͜ͷΑ͏ʹɼyι࠲ඪͰ 3֊ςϯιϧͷ߲μ
ΠόʔδΣϯεͷରশ෦ͱͯ͠͞ΕΔɽ
͜͜Ͱ nͷपΓͷۭؒͰμΠόʔδΣϯε

ͷରশ෦Λ͑ߟΔͱɼҎԼΛಘΔɿ

(dιn − dnι)/2 =
(
∥η̃ι∥2 − ∥yι∥2

)
/6. (8)
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ਤ 1.  η1 = η2 = 1/3ͷपΓͷۭؒ. ۭؒʢࠨʣʹ͓͚Δ͕֨ࢠ η̃ ۭؒʢӈʣͰमਖ਼͞ΕΔɽӈͷਤͰɼൺֱͷ
ͨΊࠨͷਤͱಉ֨͡ࢠΛഁઢͰඳ͍ͯ͋Δ.

͜ͷΑ͏ʹɼdικ ͷඇରশੑ η̃ι ͱ yι ͷ 2
ϊϧϜͷࠩʹ͢ؼΔͱݟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜͜
Ͱྫͱͯ͠ߦࢼճ 1ͷ 3߲͔ΒͳΔۭؒ
ΛऔΓ্͛ɼ η1 = η2 = 1/3ͷपΓͷۭؒΛ
ਤ 1ʹࣔ͢ɽ

4 ۭؒʹ͓͚Δओੳ

͜͜ͰɼԿΒ͔ͷσʔλ͕ Αͼ͓࣍2 ͷ࣍3
த৺Ϟʔϝϯτ cij ͓Αͼ tijk ͱͯͦ͠ΕͧΕ
༩͑ΒΕ͍ͯΔͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼσʔλΛ࠲
ඪ η̃Ͱද͢͜ͱΛ͑ߟΔɽ͠ϢʔΫϦουۭ
ؒͰ͑ߟΔͳΒɼ௨ৗͷ PCAʹؼண
͠ɼtijk Λແͯ͠ࢹ cij ͷݻ༗ղΛ͑ߦ
Α͍ɽҰൠͷରฏୱۭؒͰɼ(6)͔ΒҎԼ
ͷ y࠲ඪͷڞ͕ྻߦࢄಘΒΕΔɿ

⟨yiyj⟩ = cij + T klm(giktjlm + gjktilm)/4. (9)

͜ͷΑ͏ʹɼ (9)Λཁૉͱ͢Δڞߦࢄ
ྻͷݻ༗ղʹؼண͢Δɽ
ͯ͞ɼҰൠͷରฏୱۭؒͰσʔλͷ

ͷҟํੑʹՃ͑ͯ Riemann͓ྔܭΑͼ 3֊
ςϯιϧͷҟํੑ͋ΔͨΊɼަมͷࣗ
༝͕Δ͜ͱʹͳΔɽ͜͜Ͱɼݪ͔Βͷ
BregmanμΠόʔδΣϯεͷฏۉΛ࠷খԽ͢
ΔMinimum Bregman Information [5]ͱͯ͠
ఏএ͞Ε͍ͯΔํΛͱΔ͜ͱʹ͢Δɽͦͷ݁
Ռɼσʔλͷࢄͷ࣠ɾ͕࣠ Riemannܭ
ྔͷྻߦٯͷ ɾ࣠࣠ʹҰக͢ΔΑ͏ʹͳΔɽ

5 ·ͱΊ

ຊڀݚͰɼରฏୱۭؒʹ͓͚Δ 3֊ςϯ
ιϧΛઁಈతʹѻ͍ɼΞϑΟϯ࠲ඪͱۭؒ࠲
ඪͷؔΛ ड़ͨ͠ɽ͜هಈͷޮՌͱͯ͠ઁ࣍1
ΕʹΑΓɼۭؒ࠲ඪʹΑΔμΠόʔδΣϯε

ͷදࣜΛಘͨ΄͔ɼμΠόʔδΣϯεͷରশ
෦͕ 2ͭͷ࠲ඪͷ 2ϊϧϜͷࠩͰද͞ΕΔͱ
͍͏ඳ૾ΛಘͨɽͦͷҰํͰɼσʔλͷ 3,࣍2

࠲Ϟʔϝϯτ͕༩͑ΒΕ͍ͯΔ߹ͷۭؒ࣍
ඪͷڞྻߦࢄͷදࣜΛಘͨɽ͜Εσʔλͷ
Ϟʔϝϯτͱۭؒͷ࣍3 3֊ςϯιϧͷޮՌΛ
औΓࠐΉલॲཧͱݟͳ͢͜ͱͰ͖ɼͦͷޙͷ
ॲཧ௨ৗͷ PCAʹؼண͢Δɽ௨ৗͷ PCA

Ͱɼσʔλͷͷਖ਼ੑنͷΈ͕நग़͞ΕΔ
͕ɼຊఆࣜԽͰσʔλͷ ϞʔϝϯτΛۭ࣍3
ؒͷ 3֊ςϯιϧͰද͍ͯ͠Δ͜ͱʹͳΔɽ
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1 Introduction 
 Origami, the ancient art of folding a 

two-dimensional material such as paper into 

a three-dimensional structure, has 

recently gained popularity among scientist 

because this technique can be used to 

create shape-changing objects that have a 

vast applicability in fields such as 

architecture, packaging, and robotics [1]. 

Many paper-folding robots have been 

developed in recent years to transform a 

flat sheet of paper into a three-

dimensional (3D) object without human 

assistant [2,3]. The past origami 

performing robots specialize in very 

specific origami models, and have many 

limitations in been generalized for 

different crease patterns, due to the 

complexity in the handling of the paper. 

In this paper, a crease pattern design 

methodology is proposed to create 

simplified patterns from 3D models that can 

be automatically folded, cut and glued 

using a robotic device called "norigami 

machine". The crease patterns were created 

using a novel methodology that divides the 

3D pattern into several sub-segments and 

projected into the plane using a rotational 

sweep procedure [4]. 

 

2 Proposed Methodology 
In previous works [5], different 

patterns based in surface of revolution 

mythology that can be folded using the 

norigami machine have been developed. 

Although these patterns can solve a great 

number of 3D object problems, there are 

limited to rotating a profile in a 

rotational sweep, and non-symmetrical 

shapes cannot be created using this 

methodology. In this paper, a novel 

mythology is proposed to create simplified 

norigami crease patterns of non-

symmetrical 3D models that later can be 

folded, glued and assembled using the 

norigami robot. In the proposed methodology, 

an imaginary rotation pivot vector between 

the minor and the major points in the 3D 

model is traced (Figure 1a). Then, this 

vector is divided into equal number of N 

subdivisions. For each one of these 

subdivisions, a number of M radial vectors 

are traced perpendicular to the pivot 

vector (Figure 1b). The spatial information 

of the triangulated planes is used to 

reshape each one of the M radial vectors 

of each subdivision N by founding the 

intersection point between the vector and 

each one of the planes [6]. 

  

   

(a) (b) (c) 

Figure 1: Proposed methodology process, N=6, M=10. 

(a) Read 3D model with the rotation pivot vector. (b) 

Radial vectors M for each subdivision N. (c) 

Approximated 3D model. 

  

Finally, the information of the radial 

vectors is used to create an approximation 

of the 3D model (Figure 1c) that later is 

used to create the crease pattern (Figure 

2). 

Figure 2: Norigami Crease Pattern. 
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3  Results 
In this paper, an experiment was carried 

out to analyze if the proposed method can 

create crease patterns of irregular 3D 

models. For this, we create a 3D model 

using the surface of revolution methodology 

of our previous works. Then, the rotational 

pivot is translated a ∆𝑥, ∆𝑦 in order to 
simulate an irregular 3D shape. The number 

of subdivisions N and angular translation 

M were also changed to increment the 

irregularities between the real and the 

approximated 3D model. 

An optimization algorithm was applied 

into the procedure to found the optimal 

angle where the area of the approximated 

model is near the area of the real model. 

 

 
 

(a) (b) 

Figure 4: Proposed method approximated model creation 

process. (a) Rotational sweep original 3D model, N=8. 

(b) Approximated 3D model, N=12, M=6,  ∆𝑥 = 0.6 , 

, ∆𝑦 = −0.9. 

Figure 3a shows the 3D model created by 

the rotational sweep methodoly with the 

rotation pivot and the radial vectors 

already calculated using the intersection 

point between the line and a plane. Figure 

3b shows the approximated 3D model, the 

rotational sweep was modified from 8 to 12, 

and the vertical subdivisions were set to 

6. As can be observed, the approximated 

model is very closed to the original model 

despite the different segment sizes. 

 

4 Conclusions and future works 
In this work, a methodology able to 

create norigami crease patterns from 

irregular 3D models was proposed. The 

results show that the approximated 3D 

models created with this methodology are 

very closed to the original 3D model, 

despite having different parameters of 

construction. 

The methodology has to be improved in 

cases were the original model has holes, 

or the rotational pivot is outside one of 

the planes (non-convex cases). 
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1 Introduction 
 We introduce several approaches for designing 
triangle-based three-dimensional (3D) origami. First, 
we propose a method for analytically generating 3D 
shape from a crease pattern which has 
rotational-symmetry property. Then, we propose an 
interactive modification system on which the users 
can edit the 3D geometry directly. The outside flaps 
and inside tucks are automatically arranged so that 
the 3D geometry satisfies the developable 
constraints. Secondly, we generalize conventional 
six-valence bases, i.e., waterbomb base or 
Yoshimura base, to generic six-valence origami 
bases whose crease lines are able to have regular or 
irregular length. We use such generic bases to 
construct axisymmetric 3D origami. Lastly, we 
propose a method for approximating 3D surfaces by 
generalized waterbomb tessellations. A simple 
numerical optimization is applied to make the 
geometry satisfies the developable constraint. We 
show some examples designed with the proposed 
methods. Our work could expand the exploration of 
3D origami structures. 
 

2 Origami with rotational crease pattern 
 We propose a design method for axisymmetric 
3D origami with rotational crease pattern. First, we 
interactively design the right part of the 1/N (N = 8 
for this example) part of the crease pattern (Fig. 1 
(a)), where N indicates the order of rotational 
symmetry. After the 1/N part has been specified, we 
generate the rotationally-symmetric crease pattern 
(Fig. 1 (b)) by repeating such part. Next, we 
calculate the 3D origami (Fig. 1 (c)) from the crease 
pattern. Finally, the user can fabricate the origami 
piece as he/she designed (Fig. 1 (d)).  

Then, we proposed an interactive modification 
system on which the users can edit the origami by 
moving its Pi (i >1) in 3D space. In this case, P4 is 
moved along plane Π2 (Fig. 2 (a) and (b)). During 
the editing process on 3D origami, the crease pattern 

is updated. We note that the sum of angle around 
interior point p2 is less than 360 degrees, which 
leads to blank spaces (unfolded areas), colored in 
gray in Fig. 2 (c), which hinder us from folding the 
resulting 3D origami. Here, we describe a process of 
handling blank spaces caused by non-zero angle 
deficit of interior vertices. Then, we calculate flaps 
outside or tucks inside, which are folded from such 
blank spaces. By adding flaps or tucks, we make the 
edited 3D shapes achievable through folding (e.g., 
Fig. 2 (d)). 

3 Origami with generic six-valence bases 
Inspired by the conventional six-crease bases, i.e., 

waterbomb base or Yoshimura base, we generalize 
the generic six-valence bases so that the lengths of 
the crease lines can be regular or irregular. First, we 
interactively generate a crease pattern consisting of 
such generic bases (Fig. 3 (a)). Then, our method 
analytically calculates the 3D origami shape (Fig. 3 
(b)). With referring to the shape of the 3D origami, 
the users can fabricate the 3D origami piece (Fig. 3 
(d)). We also present a motion that can 
axisymmetrically deploy or flatten the shape around 
the z-axis (Fig. 3 (d)).  

Fig. 1: Origami with rotational crease pattern. 
 

Fig. 2: Directly edit origami in 3D space.  
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4 3D surface approximation 
  Waterbomb tessellation, which is one type of 
traditional origami consisting of a set of waterbomb 
bases, has been used to create geometrically 
appealing 3D shapes. Here, we propose a method 
for approximating target surfaces using generalized 
waterbomb tessellations. First, we take a 3D 
parametric surface, e.g., Fig. 4 (a), as input. Then, 
we sample u and v coordinates in the parametric 
uv-plane to achieve a quad approximation (Fig. 4 
(b)). Next, we interactively generate a base mesh 
(Fig. 4 (c)) by creating waterbomb bases in the 
quads. Then, by applying a simple numerical 
optimization algorithm to the base mesh, we achieve 
a developable waterbomb tessellation (Fig. 4 (d)). 
Finally, the user can fold the crease pattern (Fig. 4 
(e)) to achieve the origami piece (Fig. 4 (f)). 

 
5 Results 
  We show several resulting 3D origami pieces in 
this section. In Fig. 5, the first column shows the 
crease patterns, the second column shows the 3D 
models, and the third column shows the photo of the 
origami. (a) shows the resulting origami pieces with 
rotational crease patterns. (b) and (c) show the 
origami pieces with flaps outside and tucks inside, 
respectively. (d) and (e) show the origami with 
generic six-valence bases. Fig. 6 shows (a) an 
approximation of a catenoid surface and (b) an 
approximation of a sphere, where the first column 
shows the 3D models, the second column shows the 
crease patterns, and the third column shows the 
photo of the origami pieces.   

 
 

6 Conclusion and future work 
We described several methods for design 3D 

origami. We fabricated 3D origami pieces to 
demonstrate the validity. Our work could expand the 
exploration of 3D origami structures. In the future, 
we want to use origami to model complex 3D 
shapes which inherit the advantages of origami, e.g., 
developable and flat-foldable properties. 
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Fig. 3: Origami with generic six-valence bases. 
 

Fig. 4: 3D surface approximation. 
 

Fig. 5: Resulting 3D origami. 
 

Fig. 6: Resulting 3D surface approximations. 
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1  概要 
昆虫たちの翅は極めて軽量ながら時に数百

Hzにも達する高周波の羽ばたきに耐えうる強
度・剛性を発揮する．カブトムシなどの甲虫目

はこれらの非常に高度な飛行性能に加え，収

納・展開能力という高度な機能を備えている．

著者らはこれらの昆虫の後翅の持つ収納・展開

機能に着目し，人工衛星用の太陽電池パドルや

大型アンテナなど宇宙展開構造物への応用を

目指し研究してきた[1,2]．本報告では，カブト
ムシなどの大型甲虫に見られる翅脈と折線の

パターンに着目し，これらの機構を人工の展開

翼で実現するために必要となる折線の設計法

に関して述べる．甲虫の後翅の構造と可変機構

を利用することで，飛行に必要な高い強度・剛

性と優れた収納・展開特性を両立した革新的な

展開翼を設計することができる． 
 

2 折線パターン 
 
大型甲虫の後翅では硬く太く発達した翅脈

が明確な関節で接合されており，可動部とその

動きの方向がはっきりしている．図1(a)にカブ
トムシの後翅を示す．翅の基部付近はRadio 
Medial Loop(RML)とMedicubital Loop(MCL)と
呼ばれるカギ状の翅脈で支えられている．先端

付近の前縁部は複数の翅脈が集まり硬化して

プレート状(Apical Margin Frame (AMF))になっ
ており，この部分が翅の形状を支えている．

RMLとAMFの接合部は関節状になっており， 
翅の面内で旋回するように動くことで翅が収

納される．羽ばたき時に折れ曲がってしまわな

いように，この旋回軸は飛行時に翼に生じる曲

げモーメントと直交するようになっており，高

い強度・剛性を持ちながら必要に応じて収納す

ることができる． 
甲虫の翅の展開図は非常に複雑であるが，こ

れらの翅脈の動きには共通点が見られ，折線の

機能とどの翅脈と翅脈の間に生じるかに着目

することで以下のように代表的な折線を分類

することができる．  
Median fold line (図 2(a)): 多くの甲虫で翅の中

心付近を長さ方向に走る一続きの谷折り線が

観察される．この折線はMedian fold lineと呼ば
れ，RMLとMCLの間に生じ，山折線の
Anti-median fold lineと対になり翅を幅方向に少
し折り畳む． 
Pivot fold line (図2(b)): 前述のようにAMFは関
節によって翼の面内で旋回するように収納さ

れる．この動きによって生じる放射状の山折線

と谷折線を Pivot foldと呼ぶ． 
Transverse fold line (図 2(c)): バッタや蟷螂等に
見られる扇子状の折り畳みと異なり，甲虫の後

翅は長さ方向にも折り畳むことができる．縦方

向の主要な折線をTransverse fold lineと呼ぶ． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
図1  カブトムシの後翅に見られる代表的な
フレーム(翅脈). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 2 甲虫の後翅に見られる代表的な折線． 
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3 折線パターンの設計 
 
折線パターンを数理的に表すため，頂点と折

線の角度を図4のように定める．p1 と p2 は
Pivot fold lineの角度を表し，m1とm2はMedian 
fold lineとanti-median fold lineの角度を表してい
る．頂点PとMはこれらの折線の始点を表す．
また，これらの折線が交差する3つの4価頂点を
それぞれV1, V2, V3とし，角度Di, Ei, �Ji, Gi ( i = 1,2, 
3) を図のように定める． 全ての頂点が同一平
面上にあるとき，パターンが平坦折り可能であ

る条件は以下で与えられる． 
Di + J i = S�����i �����������������������������������������������������
E i + G i = S����i ������������������������������������������������������
V1周りの4つの三角形が2辺を共有しながら4辺

形を構成していることから，正弦定理より以下

の式が成り立つ． 

 
また，このパターンが剛体折り可能となるため

には，中央の三角形においてV1→V2→V3→V1
と1周した際に角度変換率の積が1になるとい
う条件が必要である[6]． 

 
/ =1      (4) 

 
 
 
 
 
図5に上記の条件から計算した剛体折り可能
な折線パターンとアクリル板で製作した展開

翼の例を示す．設計パラメータとしてp1=65°, 
p2=40°, m1=10°, m2 =9°を用いた． 
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図4  折線パターンの定義． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
図5 剛体折り可能な折線の例とアクリル板で
作成した展開翼. 

 
4 まとめ 
 
 カブトムシなどの大型甲虫に見られる代表

的な折線パターンに着目し，この折り畳みを模

した人工翼を開発するために必要な折線パタ

ーンの設計法を提案した．本手法によって，甲

虫の後翅と同じ構造と機構もつ展開翼の折線

パターンを自由に設計することができる．これ

によって高度な収納・展開機構と高い機械的特

性を両立させている甲虫の後翅の優れた特性

を工学に応用できると期待される． 
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Rep-cube: 立方体の展開図と裁ち切り1

Xu Dawei1, 堀山 貴史 2, 上原 隆平 1

1北陸先端科学技術大学院大学，2埼玉大学
e-mail : xudawei@jaist.ac.jp

A polyomino is a “simply connected” set of

unit squares introduced by Solomon W. Golomb

in 1954 [3]. Since then, sets of polyomino

pieces have been playing an important role in

recreational mathematics (see, e.g., [4]). In

1962, Golomb also proposed an interesting no-

tion called “rep-tile”: a polygon is a rep-tile

of order k if it can be divided into k replicas

congruent to one another and similar to the

original (see [5, Chap 19]).

From these notions, Abel et al. proposed a

new notion [1]; a polyomino is said to be a

rep-cube of order k if it is a net of a cube

(or, it can fold to a cube), and it can be di-

vided into k polyominoes each of which can be

folded into a cube. If all k polyominoes have

the same size, we call the original polyomino

a regular rep-cube of order k. We note that

crease lines are not necessarily along the edges

of the polyomino. For example, a regular rep-

cube of order 2 folds to a cube by folding along

the diagonals of unit squares. In the leftmost

shape in図 1, each T shape can fold to a cube,

and this shape itself can fold to a cube of size√
2 ×

√
2 ×

√
2 by folding along the dotted

lines.

In [1], Abel et al. propose regular rep-cubes

of order k for each k = 2, 4, 5, 8, 9, 36, 50, 64,

and also k = 36gk′2 for any positive integer

k′ and an integer g in {2, 4, 5, 8, 9, 36, 50, 64}.
In other words, there are infinitely many k

that allow regular rep-cube of order k. On

the other hand, they left an open problem

that asks if there is a rep-cube of order 3. We

solved this question negatively. There are no

regular rep-cube of order 3. From this result,

we imply a weak dichotomy of positive inte-

gers k that may allow or not to have regular

rep-cubes of order k.

We enumerated all possible regular rep-cubes

1This paper is a survey of recent results in [1, 2].

of order k for small k. We mention that the

following problem is not so easy to solve ef-

ficiently; for a given polygon P , determine

if P can fold to a cube or not. Recently,

Horiyama and Mizunashi developed an effi-

cient algorithm that solves this problem for a

given orthogonal polygon, which runs in O((n+

m) log n) time, where n is the number of ver-

tices in P , and m is the maximum number of

line segments that appears on a crease line [6].

We remark that the parameter m is hidden

and can be huge comparing to n. In our case,

P is a polyomino, and this hidden parameter

is linear to the number of unit squares in P ,

and hence our algorithm is simpler.

Finally, we investigated non-regular rep-cube.

In [1], Abel et al. also asked if there exists a

rep-cube of area 150 that is a net of a cube of

size 5 × 5 × 5 and it can be divided into two

nets of cubes of size 3 × 3 × 3 and 4 × 4 × 4.

This idea comes from a pythagorean triple

(3, 4, 5) with 32 + 42 = 52. We gave a par-

tial answer to this question by dividing into

more pieces than 2. Precisely, we proposed

a general method for any pythagorean triple

(a, b, c) with a < b < c to obtain a five piece

solution. That is, for any given pythagorean

triple (a, b, c) with a < b < c, we construct a

polyomino that is a net of a cube of c× c× c,

and it can be divided into 5 pieces such that

one of 5 pieces can fold to a cube of a× a× a,

and gluing the remaining 4 pieces, we can ob-

tain a net of a cube of b × b × b. An exam-

ple for the pythagorean triple (3, 4, 5) is given

in 図 2, and another one for the pythagorean

triple (5, 12, 13) is given in 図 3.

参考文献
[1] Z. Abel, B. Ballinger, E. D. Demaine,

M. L. Demaine, J. Erickson, A. Hesterberg,
H. Ito, I. Kostitsyna, J. Lynch, and R. Ue-
hara. Unfolding and Dissection of Multi-
ple Cubes, Tetrahedra, and Doubly Covered
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図 1. A regular rep-cube of order 2, 4, 5, and 8 in [1].

図 2. The set S(3, 4, 5) of five polyominoes that
folds to (a,b) two cubes of size 3×3×3 and 4×4×4,
and (c) one cube of size 5 × 5 × 5.

図 3. The set S(5, 12, 13) of five polyominoes that folds
to (a,b) two cubes of size 5 × 5 × 5 and 12 × 12 × 12,
and (c) one cube of size 13 × 13 × 13.

Squares. Journal of Information Processing,
Vol.25, pp. 610–615, August 2017.
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ପԁࠩNahmํఔࣜʹ͍ͭͯ

ଜ ࢘ۍ 1

ՊڀݚେֶେֶӃใֶژ1
e-mail : kkimur@amp.i.kyoto-u.ac.jp

1 ͡Ίʹ

2000ʹ, Մੵܥͱͯ͠༗໊ͳΦΠϥʔͷ
ίϚͱϥάϥϯδϡͷίϚΛهड़͢Δӡಈํఔ
ࣜΛࢄԽͨ͠ [1, 2]. ͦΕΒΛ, ࢄΦΠϥʔ
ͷίϚ, ࢄϥάϥϯδϡͷίϚͱݺͿ. ͦΕ
ͧΕͷࠩํఔࣜ, .ͷ௨ΓͰ͋Δ࣍ ࢄΦ
ΠϥʔͷίϚ [1],

A
(
ωn+1
1 − ωn

1

)
/δ

= (B − C)
(
ωn+1
2 ωn

3 + ωn
2ω

n+1
3

)
/2, (1)

B
(
ωn+1
2 − ωn

2

)
/δ

= (C −A)
(
ωn+1
3 ωn

1 + ωn
3ω

n+1
1

)
/2, (2)

C
(
ωn+1
3 − ωn

3

)
/δ

= (A−B)
(
ωn+1
1 ωn

2 + ωn
1ω

n+1
2

)
/2. (3)

ࢄϥάϥϯδϡͷίϚ [2],

A
(
ωn+1
1 − ωn

1

)
/δ

= E
(
ωn+1
2 + ωn

2

)
/2 + z0

(
γn+1
2 + γn2

)
/2,

A
(
ωn+1
2 − ωn

2

)
/δ

= −E
(
ωn
1 + ωn+1

1

)
/2− z0

(
γn+1
1 + γn1

)
/2,

(
γn+1
1 − γn1

)
/δ

= D
(
γn+1
2 + γn2

)
/2−

(
ωn+1
2 γn3 + ωn

2 γ
n+1
3

)
/2,

(
γn+1
2 − γn2

)
/δ

=
(
ωn+1
1 γn3 + ωn

1 γ
n+1
3

)
/2−D

(
γn+1
1 + γn1

)
/2,

(
γn+1
3 − γn3

)
/δ

=
(
ωn+1
2 γn1 + ωn

2 γ
n+1
1

)
/2

−
(
ωn+1
1 γn2 + ωn

1 γ
n+1
2

)
/2.

[1]ʹ͓͍ͯ,อଘྔͱղʹ͍ͭͯใ͕ͨ͠ࠂ,

LaxରΛ͚ͭݟΔ͜ͱͰ͖ͳ͔ͬͨ. Laxର
Λ͚ͭݟΔͨΊͷֻ͔ΓʹͳΔ͜ͱΛظ͠
ͯ, ࢄΦΠϥʔͷίϚΛ, ඇࣗྭͷํఔࣜʹ
֦ு͢Δ.

a =
δ (B − C)

2A
, b =

δ (C −A)

2B
, c =

δ (A−B)

2C
,

ͱͯ͠, a, b, cΛఆͰͳ͘มʹ֦ு͢Δ.

Singularity Confinement Test Λ pass ͢Δͨ
Ίʹ, an, bn, cnʹ, .ͷ͕݅ඞཁͰ͋Δ࣍

a = an+1, b = bn+1, c = cn+1, a = an, b =

bn, c = cn, a = an−1, b = bn−1, c = cn−1ͱ͍͏
লུه߸Λ࠾༻͠,

a =
a (((2c+ c) b+ bc) a+ acb− bca)

((cb− bc) a+ (ac+ 2ca) b+ bca)

× ((cb+ bc+ 2bc) a− acb+ bca)

((cb− bc) a− acb− 2bac− bca)
, (4)

b =
b ((cb− bc) a+ (ac+ 2ca) b+ bca)

((cb+ bc+ 2bc) a− acb+ bca)

× (((2c+ c) b+ bc) a+ acb− bca)

((cb− bc) a− acb− 2bac− bca)
, (5)

c =
c (((2c+ c) b+ bc) a+ acb− bca)

((cb− bc) a+ (ac+ 2ca) b+ bca)

× ((cb− bc) a− acb− 2bac− bca)

((cb+ bc+ 2bc) a− acb+ bca)
. (6)

an, bn, cnͷղ, ପԁؔΛར༻ͯ͠هड़Ͱ͖
Δ. ͜ͷใΛར༻ͯ͠, ࢄΦΠϥʔͷίϚ
ͷ LaxରΛߏͨ͠. ͦͷ LaxରΛ֦ு͢Δ
ͱ, ྻߦࢄΦΠϥʔͷίϚΛखʹೖΕΔ͜ͱ
͕Ͱ͖Δ. ͦͷํఔࣜΛΑΓਂ͘ཧղ͢ΔͨΊ,

ࢄNahmํఔࣜͱͦͷLaxରΛಋೖ͢Δ. ͞
Βʹ, ପԁࠩNahmํఔࣜΛಋೖ͢Δ.

2 ࢄʢྻߦʣΦΠϥʔͷίϚͷLaxର

i, j, k, ,ຊ୯Ґجͷݩ࢛ Y n
i (i = 1, 2, 3)

Λྻߦͱͯ͠, AnͱBnΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ,

An = (Y n
1 ) i+ (Y n

2 ) j+ (Y n
3 )k,

Bn = I + (β1Y
n
1 ) i+ (β2Y

n
2 ) j+ (β3Y

n
3 )k.

An ͱ Bn ʹର͢ΔҰൠԽݻ༗ʹਵ͢
Δ LaxํఔࣜAn+1Bn = Bn+1AnΛ༻͍Δͱ,

ࢄʢྻߦʣΦΠϥʔͷίϚͱͦͷอଘྔΛ
ಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ࣜ (1)-ࣜ (3)ͱͷରԠ,

Y n
i (i = 1, 2, 3)ΛεΧϥʔมԽ͠,

Y n
1 =

i√
a
ωn
1 , Y

n
2 =

i√
b
ωn
2 , Y

n
3 =

√
2√
c
ωn
3 ,

β1 =
−
√
a
√
b
√
c√

2
,β2 =

√
a
√
b
√
c√

2
,β3 = 0.

a = 0·ͨ b = 0·ͨ c = 0ͷ࣌, ࣜ (1)-

ࣜ (3)ઢํܗఔࣜʹͳΓ, LaxରΛͦͯͬ
ͷ߹Λѻ͏ඞཁͳ͍.
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3 ࿈ଓͷNahmํఔࣜؒ࣌

T1(z), T2(z), T3(z)Λ, 3ͭͷྻߦʹΛͭ࣋
ෳૉzͷmeromorphic functions͢Δ. Nahm

ํఔࣜΛҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ,

dT1

dz
= [T2, T3],

dT2

dz
= [T3, T1],

dT3

dz
= [T1, T2],

͜͜ʹ͓͍ͯ, [A,B] = AB −BA.

4 ࢄNahmํఔࣜ

Tn
1 , T

n
2 , T

n
3 Λ, 3ͭͷྻߦʹΛͭ࣋ n

ͷmeromorphic functionsͱ͢Δ. ࢄNahm

ํఔࣜΛҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ [3],

Tn+1
1 − Tn

1

δ
= Tn+1

2 Tn
3 − Tn+1

3 Tn
2 ,

Tn+1
2 − Tn

2

δ
= Tn+1

3 Tn
1 − Tn+1

1 Tn
3 ,

Tn+1
3 − Tn

3

δ
= Tn+1

1 Tn
2 − Tn+1

2 Tn
1 ,

͜͜Ͱ, δִࠩؒͰ͋Γ, ͞Βʹ,

Tn
1 = T1(nδ), T

n
2 = T2(nδ), T

n
3 = T3(nδ),

ͱఆٛ͢Δ. ࢄ Nahm ํఔࣜͷ Lax ํఔ
ࣜ An+1(µ)Bn(µ) = Bn+1(µ)An(µ)Ͱ͋Δ.

An(µ)ͱBn(µ), ,ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ࣍

An(µ) =

[
Tn
1 −Tn

2

Tn
2 Tn

1

]
+ µ

[
0 2Tn

3

−2Tn
3 0

]

+ µ2

[
Tn
1 Tn

2

−Tn
2 Tn

1

]
,

Bn(µ) =

[
−I δTn

3

−δTn
3 −I

]
+ µ

[
δTn

1 δTn
2

−δTn
2 δTn

1

]
.

୯७ͳߟʹΑΓ, ,༗ଟ߲ࣜݻͷ࣍

p(λ) = det(λBn(µ)−An(µ)),

= cm(µ)λm + · · ·+ c0(µ), (7)

ʹΑͬͯఆٛ͞ΕΔݻ༗, nʹґଘ͠ͳ͍
͜ͱ͕Θ͔Δ. ͜͜Ͱ, m An(µ)ͱ Bn(µ)

ͷྻߦαΠζͰ͋Δ. ༗ଟ߲ࣜݻ (7) ͷ
ci(µ)(i = 0, · · · ,m)Λ͜͏ͱͰอଘྔΛಘΒ
ΕΔ. ,ʹͷΑ͏࣍ อଘྔࢉܭͰ͖Δ,

H0(µ) =
c0(µ)

cm(µ)
, · · · , Hm−1(µ) =

cm−1(µ)

cm(µ)
.

ͳ͓, Tn
i (i = 1, 2, 3)͕ 2 × ,ͷ߹ʹྻߦ2

,Ҏ֎ʹه্ LaxରΛࠩͭ࣋εΩʔϜ͕ଘ
.Δ͢ࡏ

5 ࢄʢྻߦʣΦΠϥʔͷίϚͷಋग़

ྻߦ Fn
i = Fi(nδ)(i = 1, 2, 3)Λ༻͍ͯ,

Tn
1 =

[
0 Fn

1

Fn
1 0

]
, Tn

2 =

[
0 −Fn

2

Fn
2 0

]
,

Tn
3 =

[
Fn
3 0

0 −Fn
3

]
,

ͱ͢Δ͜ͱͰ,ࢄʢྻߦʣΦΠϥʔͷίϚΛಘ
Δ. ͞Βʹ, ࢄNahmํఔࣜͷ LaxରΛར༻
ͯ͠, ࢄʢྻߦʣΦΠϥʔͷίϚͷ LaxରΛ
ಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. Fn

i (i = 1, 2, 3)ΛεΧϥʔ
มԽ͠, δ = 1ͱͯ͠, Fn

1 = i
√
b
√
cωn

1 , F
n
2 =√

a
√
cωn

2 , F
n
3 = i

√
a
√
bωn

3 ʹΑΓ, ࣜ (1)-ࣜ (3)

ͱରԠ͢Δ.

6 ପԁࠩNahmํఔࣜ

ࢄΦΠϥʔͷίϚͱಉ༷ʹ, ࢄNahmํ
ఔࣜΛඇࣗྭܥʹ֦ு͢Δ,

Tn+1
1 − Tn

1 = an
(
Tn+1
2 Tn

3 − Tn+1
3 Tn

2

)
,

Tn+1
2 − Tn

2 = bn
(
Tn+1
3 Tn
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例外型Bannai-Ito多項式とその直交性について
羅 宇 1, 辻本 諭 1
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e-mail : luo.yu.68e@st.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに
近年、新たに古典直交多項式として認識され

るにいたったBannai-Ito多項式 [1, 2]は、次の
鏡像変換を含む Dunkl 型作用素の固有関数と
して特徴付けられる。

H = α(x)(R− I) + β(x)(TR− I)

ここで、H は一階の差分作用素であり、

R[f(x)] = f(−x), T [f(x)] = f(x+ 1)

および α(x)と β(x)はそれぞれ xの関数を表
す。本稿では、特に

α(x) =
(x− ρ1)(x− ρ2)

−2x

β(x) =
(x− r1 + 1/2)(x− r2 + 1/2)

2x+ 1

と選んだ場合のHをBannai-Ito作用素と呼ぶ。
Hermite多項式、Laguerre多項式、Jacobi多

項式など、広く用いられている古典直交多項式
に対して、次数の意味で一種の拡張となる例外
型直交多項式が発見された。これまでに知られ
ている直交多項式は、定数から始まる全ての次
数の多項式から成り、2 階の微分または差分方
程式を満たしている。例外型直交多項式の場合
は、多項式列がある次数 m ≥ 1から始まる、
あるいは定数から始まるが途中の次数に穴があ
る、あるいはその両方の特徴をもち、2 階の微
分または差分方程式を満たすものである。2009
年の Gómez-Kamran-Milsonによる発見 [3, 4]

以降、例外型直交多項式に関する研究が盛んに
行われてきた。例外型直交多項式を構成する系
統的な手法について様々な観点から提案されて
いる [5, 6, 7, 8]。
以下，例外型 Bannai-Ito多項式の導出とそ
の直交性について議論する．

2 Darboux変換
Dunkl型作用素H の固有値問題

α(x)(R−I)[φ(x)]+β(x)(TR−I)[φ(x)] = µφ(x)

について考える。ここで、恒等的に零でない固
有関数 φ(x)をシード解と呼び、

χ(x) = (I −R)[φ(x)] = φ(x)− φ(−x)

χ̃(x) = (I + TR)[β(−x− 1)φ(x)]

= β(−x− 1)φ(x) + β(x)φ(−x− 1)

とする。補助作用素

Fφ =
1

χ(x)
(R− I) +

1

χ̃(x)
(TR− I)β(−x− 1)

Bφ = α(x)(R−I)χ̃(x)+(TR+I)α(x)β(−x−1)χ(x)

を導入した時、次の定理が成り立つ。このとき、
シード解 φ(x)が Fφ の核となっていることを
注意しておく。(Fφ[φ(x)] = 0)

定理 1 関数 φ(x)をBannai-Ito作用素Hの固
有関数とし、その固有値を µとする。作用素
Fφ, Bφの積はH によって表せる。

Bφ ◦ Fφ = (H − µ) ◦ (H − β)

FφとBφの順番を交換することで、例外型拡張
された Bannai-Ito作用素H(1) が現れる。

Fφ ◦ Bφ = (H(1) − µ) ◦ (H(1) − β)

ここで、
H(1) =

χ̃(−x)

χ(x)
(R−I)+

α(−x− 1)β(x)χ(−x− 1)

χ̃(x)

·(TR− I)− χ̃(−x)− χ̃(x)

χ(x)

である。

正規化のため、xに関する関数 r(x)を用いて

F̂φ = r(x)Fφ, B̂φ = Bφ
1

r(x)

Ĥ(1) = r(x)H(1) 1

r(x)

と書き換える。さらに、H の任意の固有対 (ψ(x), ν)

( ̸= (φ(x), µ))に対して、絡み合せ (intertwin-

ing)関係式から

Ĥ(1)
[
F̂φ[ψ(x)]

]
= F̂φ ◦H[ψ(x)] = ν · F̂φ[ψ(x)]

が成り立つ。つまり、F̂φ[ψ(x)]は Ĥ(1)の固有
関数であることが分かる。
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定理 2 Bannai-Ito作用素Hと例外型拡張され
たBannai-Ito作用素H(1)について、以下の絡
み合せ関係式が成り立つ。

Fφ ◦H = H(1) ◦ Fφ, H ◦ Bφ = Bφ ◦H(1)

3 例外型Bannai-Ito多項式
作用素Lの準多項式固有関数 (quasi-polynomial

eigenfunctions)を ξ(x)p(x)とする

L[ξ(x)p(x)] = λξ(x)p(x),

ただし，ξ(x)は xに関する関数であり、p(x)は
xに関する多項式である。Bannai-Ito作用素は
8種類の準多項式固有関数を持つ。この準多項
式固有関数φdをシード解とするDarboux変換
によって，Bannai-Ito多項式Bn(x)から例外型
Bannai-Ito多項式 F̂φd [Bn(x)]が得られる。

補助定理 3 関数 r(x)を

r(x) = χ̃(x) · ηd(x)p
(d)
m (x)− ϵd(x)p

(d)
m (−x)

x

とすると、F̂φd [Bn(x)]は多項式となる。ただし、
ηd(x)は ξd(−x)/ξd(x)の分母であり、ϵd(x)は
その分子である。

多項式 F̂φd [Bn(x)]を例外型Bannai-Ito多項
式B(1)

n (x)とした時、以下の直交性を持つ。

N∑

s=0

ω(1)(xs)B
(1)
n (xs)B

(1)
m (xs) = hnδnm,

ただし、xs (s = 0, 1, . . . , N) は N + 1 次の
Bannai-Ito多項式 BN+1(x)の零点であり、重
み関数 ω(1)(x)は次の定理により与えられる。

定理 4 ω(x)を Bannai-Ito多項式の重み関数
とした時、例外型 Bannai-Ito多項式の重み関
数 ω(1)(x)は

ω̂(1)(x) =
χ̃(x)χ(x)α(x)ω(x)

r2(x)

を満足する。
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q変形振動子代数とAskey-Wilson多項式
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1 はじめに
q 変形振動子代数 (q-oscillator algebra) は，

生成元A, Bの関係式

AB－ qBA = 1 (1)

によって与えられる．以下，q が 1の冪根の場
合を除く．関係式 (1)は，量子調和振動子の生
成・消滅演算子の満たす交換関係 [A,B] = 1の
q変形の一つとなる．この q変形代数には，様々
な分野への応用があり，Aと B に対してそれ
ぞれ上二重，下二重行列による標準的な表現が
知られている．本講演では，Aおよび B が非
退化三重対角行列で表される最も一般的な表現
を構成する．その上で，古典直交多項式の頂点
に位置する Askey-Wilson 多項式と q変形振動
子代数との関係について議論する．
本研究と密接に関係している ASEP (1次元
非対称単純排他過程) は１次元格子上の確率モ
デルであり，多くの先行研究 [1, 2, 3, 4]がある．
ASEPでは，有限格子の端から粒子が流入およ
び流出する確率をそれぞれ定めた場合，定常状
態における粒子配置の確率をMatrix Ansatzに
よって厳密に求めることができる [1]．この背
景に，付随する分配関数が q変形振動子代数と
等価な条件に従う行列とベクトルで表せること
がある．USW(内山-笹本-和達)は，q変形振動
子代数を変形した

DE − qED = D + E (2)

の表現を天下りに与え，Askey-Wilson 多項式
と関係づけることで ASEP モデルの重要な物
理量を厳密に計算することに成功した [4]．
本研究の目的は，q変形振動子代数の三重対角

行列による表現を構成的に与え，「三重対角化法」
と呼ばれる手法 [5, 6]を用いることで Askey-

Wilson 多項式が単純な q変形代数から導出で
きることを明らかにすることである．

2 三重対角表現と Big q-Jacobi 多項式
q変形振動子代数の三重対角表現から， Big

q-Jacobi 多項式が得られることを示す．
ベクトル空間の基底を {en}n∈Z≥0

で表し，作
用素AおよびBの作用を

Aen = an+1en+1 + bnen + unen−1 (3a)

Ben = ξn+1en+1 + ηnen + ζnen−1 (3b)

とする (u0 = ζ0 = 0)．得られる表現行列の既
約性，つまり非対角成分が非零となることを要
請し，基底 enの定数倍の自由度を用いること
で，一般性を失うことなく an = 1 (∀n)とする
ことができる．この時，(3)を (1)に代入する
ことで，{bn}, {un}, {ξn}, {ηn}, {ζn}に対する
連立の非線形な条件式が得られる．この条件式
は解くことができ，3つの任意定数 c1, c2, c3を
用いて (3a) は，

un=αn−1βn, bn = 1− αn − βn

αn=
(1− c1qn−1)(1− c1c2qn+1)(1− c3qn+1)

(1− c1c2q2n+1)(1− c1c2q2n+2)

βn=
−c1c3qn+1(1−qn)(1−c2qn)(1−c1c2c

−1
3 qn)

(1− c1c2q2n+1)(1− c1c2q2n)

によって定めることができる．このとき，対応
する三項間漸化式

Pn+1(x) + bnPn(x) + unPn−1(x) = xPn(x)

から定まる Big q-Jacobi 多項式

P (c1,c2,c3)
n (x) = µn 3ϕ2

(
q−n, c1c2qn+1, x

c1q, c3q
; q

)

が，Jacobi作用素Aの固有関数として得られる．
もう一方のBについても，Big q-Jacobi多項式
の漸化式を用いて表すことができる．対角行列
S による相似変換 S−1BS によって (3a) の係
数の一つを ξn = 1と規格化した場合，ηn, ζnは
それぞれ定数 c1と c2を入れ替えた bn, unで表
される．つまり，Bの固有関数は P (c2,c1,c3)

n (x)

で与えられる．
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3 三重対角化法とAskey-Wilson多項式
Big q-Jacobi 多項式が qを除いて 3つの任意
定数 c1, c2, c3を持つのに対して，Askey-Wilson

多項式は 4つの任意定数をもつ．以下では，三
重対角化法を通して最終的に 4つの任意定数を
もつ Askey-Wison多項式が得られることを示
す [7]．
まず，λn = c1c2qn+1 + q−nとして，対角作
用素 Z を

Zen = λnen (n = 0, 1, 2, . . .)

によって導入する．この Z は Big q-Jacobi多
項式の差分作用素によって実現できることを注
意しておく．また，

B = r1ZA− qr1AZ + r0

が成り立つ．このとき，AとZを用いて表され
る三重対角作用素 (τ0, τ1, τ2, τ3は任意定数)

W = τ1ZA+ τ2AZ + τ3A+ τ0I

について考える．V en = vnenを用いて相似変
換によって

W̃ = VWV −1 = en−1 + b̃nen + ũn+1en+1

と規格化した場合，各係数は

b̃n=τ0 + [(τ1 + τ2)λnbn + τ3]bn

ũn=(τ1λn−1+τ2λn+τ3)(τ1λn+τ2λn−1+τ3)un

と表される．ここで，さらに τ2 = −qτ1と選ぶ
ことで，Askey-Wilson 多項式の三項間漸化式
が得られる．
ここで導出したAskey-Wilson多項式の漸化
式はAとBの線形結合から与えることもでき，
作用素 C = A+t1B+t0は

C = t1r1ZA− qt1r1AZ + (t1r0 + t0)I +A

となり，USWの結果と同様に
∑

n pnenの上で
対角的な作用となる．
講演では，有限次元既約表現についても議論

する予定である．
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q-Besselؔͷੵදࣔͱ q-زԿؔΛ༻͍Δਫ਼อূ͖ࢉܭ๏
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1 ֓ཁ

ՄੵܥͳͲͷཧཧͷੈքʹɼଟ༷ͳ
ಛघ͕ؔॅΜͰ͍Δ͕, ͦΕΒͷதʹੑ࣭
͕ेʹཧղ͞Ε͍ͯͳ͍ͷଟ͋͘Δɽଟ
༷ͳಛघؔͷੑ࣭Λ୳͢ࡧΔखஈͷҰͭͱ͠
ͯɼ༷ʑͳྗֶܥͷʹద༻͞Εྗڧͳπʔ
ϧͱͳΓͭͭ͋Δਫ਼อূ͖͑ߟ͕ࢉܭ
ΒΕΔ.

ਫ਼อূ͖ࢉܭͱۙࣅͷࢉܭΛ͢
Δͱಉ݁ࢉܭʹ࣌Ռͷ (ֶతʹ) ࠩޡͳີݫ
ධՁ͏ߦࢉܭͷ͜ͱͰ͋Δ [1]. Δ͢ࢉܭ
,͠ࢉܭͯ͑Λ۠ؒʹஔ͖ࡍ ਅΛؚΉ
۠ؒΛ݁Ռͱͯ͠ग़ྗ͢Δ. ͜ΕʹΑΓਅ͕
ؚ·ΕΔ۠ؒΛΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͚ͩͰͳ͘,

۠ؒͷ෯͔Βࢉܭʹࠞೖͨࠩ͠ޡΛѲͰ͖Δ.

ຊߨԋͰɼՄੵܥͳͲͷཧཧͰݱΕ
Δ༷ʑͳಛघؔʢͭ·ΓՄੵͳඍํఔࣜ
·ͨࠩํఔࣜͷղʣͷਫ਼อূ͖ܭ
Ίɼq-ಛघؔͷਫ਼อͨ͢ࢦ๏ͷཱ֬Λࢉ
ূ͖ࢉܭʹ͍ͭͯͷ݁ڀݚՌΛใ͢ࠂΔɽ
͜Ε·Ͱ BesselؔͳͲͷਫ਼อূ͖
ͳ͞Ε͍ͯΔ͕ࢉܭ [2, 3, 4],ՄੵܥͳͲͷ
ཧཧͰසൟʹݱΕΔ q-ಛघؔͷਫ਼อূ
͖ࢉܭʹؔ͢Δڀݚͳ͞Ε͍ͯͳ͍.

q-ಛघؔͷਫ਼อূ͖ࢉܭ๏Λཱ֬͢
ΔͨΊ, q-Bessel ؔͷਫ਼อূ͖ࢉܭ
Λͨͬߦ. ຊߨԋͰ Jacksonͷୈ 1छ, ୈ 2

छ q-Besselؔ, Hahn-Extonͷ q-Besselؔ
ͷਫ਼อূ͖ࢉܭ๏ʹ͍ͭͯใ͢ࠂΔ.

2 q-زԿؔͱ q-Besselؔ

ҎԼͷه߸Λ q-Pochhammerه߸ͱ͍͏ [5]:

(a; q)n :=
n−1∏

k=0

(1− aqk), (a; q)0 := 1,

(a; q)∞ := lim
n→∞

(a; q)n, (a ∈ C, |q| < 1).

·ͨ, ͷؔΛ࣍ q-زԿؔͱ͍͏ [5]:

rφs(α1, · · · ,αr;β1, · · · ,βs; q, z)

:=
∞∑

n=0

r∏

i=1

(αi; q)nz
n

[
(−1)nq

n(n−1)
2

]l

s∏

j=1

(βj ; q)n(q; q)n

,

r, s ∈ Z≥0, l = 1 + s− r.

ͷ࣍ 3ͭΛ q-Besselؔͱ͍͏ [5, 6, 7]:

J(1)
ν (x; q) =

(qν+1; q)∞
(q; q)∞

(x
2

)ν

×2φ1

(
0, 0; qν+1; q,−x2

4

)
,

J(2)
ν (x; q) =

(qν+1; q)∞
(q; q)∞

(x
2

)ν

×0φ1

(
-; qν+1; q,−qν+1x2

4

)
,

J(3)
ν (x; q) =

(qν+1; q)∞
(q; q)∞

xν
1φ1(0; q

ν+1; q, qx2).

্͔Βॱʹ Jacksonͷୈ 1छ, ୈ 2छ q-Bessel

ؔ, Hahn-Extonͷ q-BesselؔͱݺΕΔ.

Jacksonͷୈ 2छ q-Besselؔ Re ν > 0

ͷͱ͖ҎԼͷੵදࣔΛͭ࣋ [8]:

J (2)
ν (x; q) =

(q2ν ; q)∞
2π(qν ; q)∞

(x/2)ν

×
∫ π

0

(
e2iθ, e−2iθ, f+, f−; q

)
∞

(e2iθqν , e−2iθqν ; q)∞
dθ,

(a1, · · · , an; q)∞ := (a1; q)∞ · · · (an; q)∞,

f± := − ixq(ν+1)/2

2
e±iθ.

3 ఏҊख๏

ަڃͷੑ࣭Λ༻͍ͨ [9]ͱҧ͍, ճࠓ
ͷఏҊख๏ q-Besselؔͷੵදࣔ [8]ͱ q-

زԿؔͷਫ਼อূ͖ࢉܭΛૅجʹ͠
͍ͯΔ. q-زԿؔͷਫ਼อূ͖ࢉܭ
ʹ࣍ͷఆཧΛ༻͍Δ.
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ఆཧ 1.

T (n) :=

∏r
i=1(αi; q)nzn

[
(−1)nq

n(n−1)
2

]l

∏s
j=1(βj ; q)n(q; q)n

ͱ͓͘ͱ, r ≤ s+ 1, |βj | ≤ q−N ͷͱ͖,
∣∣∣∣∣

∞∑

n=N

T (n)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=N

|T (n)| ≤ C|T (N)|

C=

{
1

1−D (D < 1)

∞ (D ≥ 1)
, D=

r∏

i=1

(
1+

|βi − αi|qN

|1− βiqN |

)
E,

E =

⎧
⎨

⎩

∏s+1
i=r+1

|z|qNl

|1−βiqN | (if r ≤ s)

1 +
qN |q−αs+1|
|1−qN+1| (if r = s+ 1)

βs+1 := 1

͕Γཱͭɽূ໌ߨԋʹͯൃද͢Δ.

·ͨ, q-Pochhammerه߸ (z; q)∞ ͷਫ਼อ
ূ͖ࢉܭʹ࣍ͷఆཧΛ༻͍Δ.

ఆཧ 2. [10] z ∈ C, 0 < q < 1ͱ͢Δ. n ∈ N
ʹରͯ͠ 0 < |z|qn

1−q < 1
2 Ͱ͋Δͱ͖,

(z; q)∞
(z; q)n

= (zqn; q)∞ = 1+ r(z;n), |r(z;n)| ≤ 2|z|qn

1− q

͕Γཱͭ.

q-زԿؔΛૅجͱ͢Δํ๏Ͱఆཧ 1, 2

Λ༻͍Δ. ੵΛ༻͍Δํ๏ͰඃੵؔΛ
ఆཧ 2ʹΑͬͯมͨ͠ܗͷͪ, kvϥΠϒϥϦ [4]

ʹΈࠐ·Ε͍ͯΔਫ਼อূ͖ੵύο
έʔδΛ͏.

4 ࣮ݧ

࣮ݧWorkstation (Ubuntu14.04LTS,

Intel Xeon(R) CPU E3-1241 v3 @ 3.50GHz ×
8, 15.6GBϝϞϦ)্ͰߦΘΕ,ਫ਼อূ͖
ࢉܭϥΠϒϥϦ kv-0.4.41[4]Λ༻ͨ͠. ަ
ڃͷੑ࣭Λ༻͍ͨઌڀݚߦ [9]ͱ Mathe-

matica 11 Ͱͷ݁ࢉܭՌͱͷൺֱΛͨͬߦ.

Jacksonͷୈ 2छ q-Besselؔʹ͓͍ͯ, q =

0.1, x = 0.4, ν = 4.5ͱͨ͠ͱ͖ͷ݁Ռ࣍ͷ
ͱ͓ΓͰ͋Δ..

ਫ਼อূ͖ࢉܭͷ݁Ռ:(q-زԿؔ)

[0.000803967435962559, 0.000803967435962679]

ਫ਼อূ͖ࢉܭͷ݁Ռ (ੵ):

[0.00080396743595, 0.00080396743598] + i

×[−8.4180071049×10−15, 8.4180083481×10−15]

ਫ਼อূ͖ࢉܭͷ݁Ռ (ަڃ)

[0.000803967435962566, 0.000803967435962671]

Mathematica(ۙࣅ):0.0008039674359626192

q-زԿؔʹΑΔ݁Ռ͕Mathematicaͷ݁
ՌΛแؚ͍ͯ͠Δ্ʹ, ੵΛ༻͍ͨ߹ͷ݁
ՌΑΓ۠ؒ෯͕খ͘͞ͳ͍ͬͯΔ.

q = 0.1, x = 40000, ν = 4.5ͱͨ͠ͱ͖ͷ݁Ռ
࣍ͷͱ͓ΓͰ͋Δ (ͨͩ͠, xͷઈର͕େ
͖͍ͨΊ, ަڃͷੑ࣭Λ༻͍Δํ๏ద༻
Ͱ͖ͳ͍).

ਫ਼อূ͖ࢉܭͷ݁Ռ:(q-زԿؔ)

[-inf, inf]

ਫ਼อূ͖ࢉܭͷ݁Ռ (ੵ):

[3.631036781465×1023, 3.631036784406×1023]
+i[−1.470262881864×1014, 1.47026322118×1014]
Mathematica(ۙࣅ):1023×3.631036782935335
q-زԿؔΛ༻͍Δํ๏Ͱ۠ؒ෯͕ infͱ
ͳΔ. ͜ͷͷࠀ๏, ,ࡉৄ ଞͷ࣮݁ݧՌ
ͳͲߨԋʹͯൃද͢Δ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1  概要 
 ヒト転写因子の発現時系列プロファイルデ

ータから，1600個の転写因子を含むシステムワ

イドな相互抑制型ネットワーク構造が見出さ

れた[1]．その大規模ネットワーク構造の構成

要素となっている相互抑制構造[2, 3, 4]につ

いて，我々はヌルクラインや固定点の安定性解

析を進めてきた．文献調査の結果，生態系[5, 6]

で，転写系の相互抑制構造と類似した形状のヌ

ルクラインが観察されることが分かった．講演

では，固定点の安定性解析および新たに始めた

情報エントロピーの遷移解析を含め，転写系と

生態系の間で動特性を比較した結果を述べる． 

 

2  微分方程式モデルおよびヌルクライン
と情報エントロピー遷移解析 
 転写系と生態系で見られる相互抑制型構造

を表すモデルを図 1に，そのヌルクラインを図

2に示す． 

 系の情報エントロピーを以下の手順で計算

するプログラムを開発した：(1) 微分方程式モ

デルで記述した系について，与えられた初期値

に対する各要素の状態値を，微分方程式を伝播

させることにより時系列で計算する．(2) 前記

の計算を状態空間を網羅する初期値に対して

行う事で，時系列の状態分布を得る．(3) 時刻

を指定したときに，その時刻での状態値の分布

から系の情報エントロピーを計算する． 

 

 

参考文献 
[1] Sakata K et al. System-wide analysis of 

the transcriptional network of human 

myelomonocytic leukemia cells predicts 

attractor structure and 

phorbol-ester-induced differentiation 

and dedifferentiation transitions. Sci 

Rep. 5:8283 (2015) 

[2] Gardner TS et al. Construction of a 

genetic toggle switch in Escherichia 

coli. Nature 403, 339-342 (2000) 

[3] Huang S et al. Bifurcation dynamics in 

lineage-commitment in bipotent 

progenitor cells. Developmental 

Biology 305, 695–713 (2007) 

[4] Huang S. Reprogramming cell fates: 

reconciling rarity with robustness. 

BioEssays 31, 546–560 (2009) 

[5] Drury KLS and Lodge DM. Using mean first 

passage times to quantify equilibrium 

resilience in perturbed intraguild 

predation systems. Theor Ecol 2, 41–51 

(2009) 

[6] Horan RD et al. Managing ecological 

thresholds in coupled 

environmental-human systems. Proc Natl 

Acad Sci USA. 108, 7333-7338 (2011) 

a

b

413



 

 

 
 

 

 

 

謝辞 本研究は JSPS科研費 

16K00399の助成を受けたものです． 

図 1. 対象系の概念図と微分方程式モデル．(a) 
転写系における相互抑制構造を表すモデル[2, 3, 
4]．x と yが二つの転写因子の転写レベルを表

す．(b) 閉鎖環境の湖沼でのザリガニ(x)とバス

(y)の種密度の関係を表す生態系モデル[5, 6]． 
 
 
 

図 2. ベクトル場とヌルクライン．(a) 
転写系 (ax＝ay＝0, bx＝by＝1, cx＝cy

＝1, Kbx＝Kby＝0.0625, n＝4)． (b) 
生態系 (α＝0.7, β＝0.9, γ＝1.5, 
δ＝0.075, ε＝0.01, κ＝0.1)． 

図 3. 情報エントロピーの時系列プロ

ファイル．(a) 転写系，(b) 生態系．

モデルパラメータは図 2と等しい． 
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ボロノイ格子上における Green–Gauss 則を用いた離散変分導関数法
降籏 大介
大阪大学サイバーメディアセンター
e-mail : furihata@cmc.osaka-u.ac.jp

1 概要
微分方程式に対する構造保存数値解法の一種

である離散変分導関数法 (以降、DVDM) は、
偏微分方程式のもつ大域的指標 (第一積分など)

に関する変分構造を離散化することで系の性質
を離散的に保存する手法である．この離散化に
あたり、数学的に重要なのは Green–Gauss 則
である．なぜなら、微分作用素を含む変分計算
の本質を支える数学的操作が Green–Gauss 則
に基づく等価変形であるからである．より具体
的には、問題の空間定義域が一次元ならば部分
積分という形で、多次元領域ならばよく知られ
た素の形で Green–Gauss 則が現れ、これらを
適切に離散化することが問題全体の離散化につ
ながる．
DVDM ではこれらの Green–Gauss 則を離

散化したものに相当する関係式に基いて数値ス
キームを導出することになる．構造格子を用い
るのであれば多次元領域においても特に困難は
無いが、非構造格子を用いようとしたとたんこ
うした適切な関係式を見出すことは大変に困難
な問題に変貌する．そして、この事実はこうし
た構造保存数値解法一般の大きな障害となって
いる．しかし、幸いに Voronoi格子上ではシン
プルかつ美しい離散 Green–Gauss 則を見出す
ことが出来、これに基づくことで、DVDM を
適用して優れた構造保存数値スキームを設計す
るすることが可能となる．
なお、本講演者は以前に同様の文脈で研究を

進めていたが、今回の結果はその当時の結果と
異なる．

2 離散化で失いがちな空間の平らさ
大変自明なことであるが、gradient, Lapla-

cianなど、各種の微分作用素には、空間そのも
のの歪みとでもいうべき、次の量

lim
Ω→0

1

|Ω|

∫

∂Ω
n d∂Ω (1)

の影響を受けるものが多い (Ω は、空間点 x を
囲む領域で, n はその領域境界における外向き
単位法線ベクトル)．この量は定数関数に対す

る gradient や線形関数に対する Laplacian に
相当するので、通常の状況では当然ゼロになる
し、多くの微分方程式問題はそのことを当然の
暗黙の前提としているだろう．そのため、離散
化された数値スキームにおいてこの量に相当す
る離散量がゼロになっていなければ、数値計算
そのものの大前提が歪んでしまうことになる．
そしてこの歪みは、数値解に対する大域的な積
分を行う際などに「原因不明のズレ」や「数値
的矛盾」などとして現れることになるだろう．
幸い、構造格子上で離散化された微分作用素

の多くは離散的なこの量を正しくゼロと計算す
るため、構造格子上での数値計算の多くはこう
した問題を抱えることがない．
しかし、非構造格子上で微分作用素を離散化

する問題においては、多くの場合において離散
的なこの量をゼロと計算できないという、地味
であるが根本的な問題を抱えている．しかもこ
の事実についてほとんど認識されていないよう
に思われる．
こうした状況に対し、後述する Voronoi格

子上の微分作用素 gradient, Laplacian の離散
版は、この量を正しく、数学的に厳密にゼロと
計算する．これは数学的に大変自然な「微分
作用素の離散化」であり、一般的な非構造格子
と異なりこうした離散化が可能であることが
Voronoi格子の特徴といえる．

3 Voronoi格子上での差分作用素
まず、Voronoi格子点の集合を {x1,x2, · · ·}

とし、格子点 xi による Voronoi領域を Ωi と
しよう．そして Ωi と Ωj が隣接しているとき、
接境界面 ∂Ω(i, j)の大きさを rij = |Ωi ∩ Ωj |,
格子点間距離を lij = ∥xi − xj∥ とする．この
ときVoronoi領域 Ωi の境界上外向き単位法線
ベクトル nij に対し、単純であるが重要な関係
式として

nij =
xj − xi

lij
(2)

が成り立つ．
そして、Voronoi格子点 x∗ の隣接点添字集
合を Ni として、Voronoi格子上で、一般に関

417



数 φ(x) に対する離散 gradient を次のように
定義する．

gradd φ(xi) =
1

|Ωi|
∑

j∈Ni

φ(xj)

2
nij rij .

この定義は導出が自然で、みてすぐわかるよう
に定数関数に対して正しくゼロとなり、(1) を
離散化した量が正しくゼロになる関係式

∑

j∈Ni

nij rij = 0 (3)

をもたらす (この式自体は Voronoi格子の特殊
な性質と関係なく成り立つ)．
同様に、Voronoi格子上で離散 Laplacian を

次のように定義しよう．

∆d φ(xi) =
1

|Ωi|
∑

j∈Ni

(
φ(xj)− φ(xi)

lij

)

rij .

この定義も導出が大変自然であり、そして、線
形関数に対して正しくゼロを返す、良い性質を
持っている．離散 Laplacian のこの性質は外向
き単位法線ベクトルに対する関係式 (2) と先の
関係式 (3) によって成り立つものであるため、
一般の非構造格子では成り立たない、Voronoi

格子特有の性質といってよい．

4 Voronoi格子上の Green–Gauss 則
Voronoi格子上で成り立つ Green–Gauss 則

を二つ紹介しておこう．まず、領域 Ω ∈ Rn に
対して PΩ = { i | xi ∈ Ω}, ∂Ω = { (i, j) | i ∈
PΩ, j ∈ Ni, j /∈ PΩ} と定義しておく．
定理 1 (Voronoi格子上 Green–Gauss 則 1)

上記の領域 Ω を考える．このとき、Voronoi格
子上の関数 f, g の値 fi = f(xi), gi = g(xi) に
対して次の式が成り立つ．

∑

i∈PΩ

fi gradd gi |Ωi|+
∑

i∈PΩ

gi gradd fi |Ωi|

=
∑

(i,j)∈∂Ω

(
figj + fjgi

2

)
nijrij ,

証明は容易で、格子点添字の数え方を操作する
だけである．
定理 2 (Voronoi格子上 Green–Gauss 則 2)

上の定理と同様の状況下で次の式が成り立つ．
∑

i∈PΩ

fi ∆d gi |Ωi|+
∑

i∈PΩ

(∇f∇g)i |Ωi|

=
∑

(i,j)∈∂Ω

(
fi + fj

2

) (
gj − gi
lij

)

rij .

ただし、

(∇f∇g)i =
∑

j∈Ni

(
fj − fi
lij

) (
gj − gi
lij

)
rijlij
2|Ωi|

.

この Green–Gauss 則も証明は容易で、単純な
変形を繰り返すだけである．

5 Voronoi格子上の DVDM

差分作用素とそれらに関する Green–Gauss

則が存在すれば DVDM が適用できるため、例
として Cahn–Hilliard方程式に対して Voronoi

格子上で DVDM を適用してみよう．たとえば
離散ポテンシャル関数を

Gd(u)i =
1

2
p u2i +

1

4
r u4i −

1

2
q (∇u∇u)i

とおくと、その離散変分導関数は定理2のGreen–

Gauss 則に基いて
δGd

δ(u, v) i
= p

ui + vi
2

+ r
u3i + u2i vi + uiv2i + v3i

4

+ q ∆d

(
u+ v

2

)

i

と計算でき、構造保存な数値スキームが

u(n+1)
i − u(n)i

∆t
= ∆d

(
δGd

δ(u(n+1), u(n))

)

i

として得られる．下記に、実際にこのスキーム
を用いた計算結果図をいくつか示しておこう．

t = 0

t = 200∆t

t = 1500∆t

他、証明や詳細等については講演にて示そう．
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de Sitterۭ࣌ʹ͓͚ΔઢܗKlein-Gordonํఔࣜͷ
ॳظʹ͓͚Δ҆ఆੑʹ͍ͭͯ

  1, தଜ  2

1ૣҴాେֶɼ2ܗࢁେֶ
e-mail : t-tsuchiya@aoni.waseda.jp

1 ಋೖ

ͱͨͬ·͔࢝ΒີߴԹߴͷӉͰࡏݱ
͞ΕΔϏοάόϯཧ͕Ӊഎࣹ์ܠͷଘࡏʹ
Αͬͯ࣋͞ࢧΕ͍ͯΔ. ͦͷϏοάόϯཧʹ
ॳظ݅Λ༩͑ΔΠϯϑϨʔγϣϯཧ, Ӊ
͕ฏୱͰ͋Δͱ͍͏؍ଌ݁ՌͳͲͷٙΛղ
ফ͢ΔͨΊʹಋೖ͞Ε, Ͱ༗ྗͳӉϞࡏݱ
σϧͱͳ͍ͬͯΔ.

ΠϯϑϨʔγϣϯظΠϯϑϥτϯͱݺΕ
ΔεΧϥʔͷଘࡏʹΑ࣮ͬͯ͞ݱΕͨͱ͑ߟ
ΒΕ͓ͯΓ, ·ͨEinsteinํఔࣜʹΑͬͯࢧ
͞Ε͍ͯͨͱ͑ߟΔͱͦͷۭ࣌ de Sitter࣌
ۭͰ͋Δͱ͑ߟΒΕ͍ͯΔ. ຊڀݚͰ, ࡏݱ
ͷӉߏͷҰͱͳ͍ͬͯΔͱ͑ߟΒΕΔΠ
ϯϑϨʔγϣϯظΛॳظͷ؍͔Βߟ
͢Δ.

2 de Sitterۭ࣌தͰͷKlein-Gordon

ํఔࣜ

ฏୱͳۭ࣌தͰͷεΧϥʔ φ ͷ Lagrange

ີ

L = −1

2
{∂αφ∂αφ+ V (φ)} (1)

Ͱ༩͑ΒΕ [1, 2], தͰͷεΧϥʔۭ͕࣌ͨͬۂ
 φ ͷ Lagrangeີ

L = −
√
−g
2

{∇αφ∇αφ+ V (φ)} (2)

Ͱ༩͑ΒΕΔ. ͜͜Ͱ, g  n+1 ྔܭݩ࣍ gµν
ͷࣜྻߦ, ∇µ  gµν ʹԊͬͨڞมඍ, V (φ)

ϙςϯγϟϧͰ͋Δ. ΪϦγϟఴࣈ µ, ν, . . .

 0, 1, 2, · · · ͷΛͱΓ, ϥςϯఴࣈ i, j, . . .

 1, 2, · · · ͷΛͱΔ. ఴࣈͷ্Լ͕ଗͬͨ
ͷʹؔͯ͠, ͦͷΛͱΔͱ͍͏Einsteinͷ
.Λ༻͍͍ͯΔن

ҎԼ, V (φ) ͱͯ͠

V (φ) =
m2c2

!2 φ2 +
2λ

p+ 1
|φ|p+1 (3)

Λ͑ߟΔ. m εΧϥʔ φ ͷ࣭ྔ, c ޫ,

!  Planckఆ, λ ࣮, p ࣗવͰ͋
Δ. de Sitterۭ࣌Ͱ͋Δͱ͖, H ΛHubbleఆ
ͱͯ͠

gµν = diag(−1, e2Ht, . . . , e2Ht) (4)

ͱද͞ΕΔͷͰEuler-LagrangeํఔࣜΑΓ (2)



∂2t φ+ nH∂tφ− c2e−2Htδij∂i∂jφ

+
m2c4

!2 φ+ c2λ|φ|p−1φ = 0 (5)

ͱͳΔ. gµν ͕ n + 1 ݩ࣍ Minkowski ྔܭ
ηµν(= diag(−1, 1, · · · , 1))Ͱ λ = 0 ͷͱ͖ (5)

࣭ྔ m ͷKlein-GordonํఔࣜͱͳΔ.

͔͜͜Β, ҎԼͷॳظΛ͑ߟΔ:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
∂2t φ+ nH∂tφ− c2e−2Htδij∂i∂jφ

+
m2c4

!2 φ+ c2λ|φ(t, x)|p−1φ

)
(t, x) = 0

for (t, x) ∈ [0, T )× Rn,

φ(0, ·) = φ0(·) ∈ H1(Rn),

∂tφ(0, ·) = φ1(·) ∈ L2(Rn).

(6)

͜͜Ͱ φ0, φ1 ॳظ݅, H1(Rn)  Sobolev

ۭؒ, L2(Rn)  LebesgueۭؒΛද͢.

(6)ͷඇઢ߲ܗͷ͖ p ʹରͯ͠, ղͷ
ଘࡏͱҰҙੑʹؔ͢Δ͕͍͔݅ͭ͘ఏࣔ͞Ε
͍ͯΔ [3, 4, 5] ͕, (6)ͷ͕ఆͰͳ
͍ͨΊͦͷҧ͍ΛղੳతʹௐΔ͜ͱࠔͰ
͋Δ. ͦ͜Ͱ, ͜ΕΒΛࢉܭʹΑͬͯௐ
Δ͜ͱΛ͑ߟΔ.

3 ࢉܭ

(6)͕ཅʹ tΛؚΜͰ͓Γ,ΤωϧΪʔ
͕อଘ͞Εͣ, ࢉܭΛ͏ߦʹ͋ͨͬͯ҆
ఆੑͷ֬ೝ͕ࠔͰ͋Δ. ҎԼͷྫͦͷࠔ
Λ݁ͨͬߦྀͭͭ͠ߟՌͷҰ෦Ͱ͋Δ. (6)ʹ
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ਤ 1. ਤࠨ (A) H > 0 Ͱͷ݁Ռྫ. ʹաͱͱܦؒ࣌ φ ͷ͕ 0 ͱݮਰ͍ͯ͘͠. ӈਤ (B) H < 0 Ͱͷ
݁Ռྫ. ʹաͱͱܦؒ࣌ φ ͷ͕૿Ճ͍͖ͯ͠, t ≥ 160 Ͱൃ͢ࢄΔ.

ରͯ͠, H > 0 ͷྫ (ۭؒுͷྫ)ͱ H < 0

ͷྫ (ۭؒऩॖͷྫ)ͷ݁ՌΛਤ 1ʹࣔ͢.

ਤ 1ʹ͓͍ͯH > 0 ͰۭؒுΛදͯ͠
͓Γ, աͱͱʹεΧϥʔܦؒ࣌ φ ͷେ͖͞
.গ͍ͯ͘͠ݮ͕ ͜Ε, εΧϥʔͷۭ࣌
ΤωϧΪʔ͕Ҡ͍ͯ͠ߦΔͱ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖
Δ. Ұํ, H < 0 ͰۭؒऩॖΛද͓ͯ͠Γ,

աͱͱʹεΧϥʔܦؒ࣌ φ ͷେ͖͕͞૿
Ճ͍ͯ͘͠. ͜Ε, ΒεΧϥʔΤ͔ۭ࣌
ωϧΪʔ͕Ҡ͍ͯ͠ߦΔͱ͑ߟΒΕΔ.

,ԋͰߨ ࢉܭΛ༻͍ͯ H ͷਖ਼ෛͱඇ
ઢܗϙςϯγϟϧ߲ c2λ|φ|p−1φ ͷ p Λม͑ͯ,

ಈ͕ͲͷΑ͏ʹมԽ͢Δͷ͔Λൃද͢Δ༧ఆڍ
Ͱ͋Δ. ·ͨ, ͦΕΒͷ݁Ռͷ҆ఆੑʹͭ
͍ͯٞ͢Δ༧ఆͰ͋Δ.
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Friedrichs-Kellerͷํ๏ʹΑΔϘΫηϧ๏ͷվྑ

٠ จ༤ 1, ౻ࠤ ߒٛ 2

1 ౦ژେֶʢ໊༪ڭतʣɼ2 ձࣾࣜג ͍͘Μͱ
e-mail : kikuchi@ms.u-tokyo.ac.jp

1 ֓ཁ

ϘΫηϧ๏ɼํܗํମͷ֨ࢠͰྖҬ
Λׂ͠ɼ࣍ͷํ͋ܗΔ͍ํମ༗ݶཁ
ૉΛ༻͍ͯۙࣅղΛٻΊΔख๏Ͱɼཁૉׂ
ཁૉྻߦͷ͕ࢉܭେ෯ʹ؆ུԽ͞ΕΔͱ͍͏ར
͕͋Δ [1]ɽଞํɼྖҬͷڥքܗঢ়ͷදۃ͕ݱ
Ίͯૈ͍ͨΊɼਫ਼Λอূ͢ΔͨΊʹɼඇৗ
ΑʹگͰͳ͘ɼঢ়͚ͩ༺ཁૉׂͷ͍͔ࡉʹ
Γ֤छͷඞཁͱ͞ΕΔ [2]ɽຊൃදͰɼ
͜ͷΑ͏ͳਫ਼ԼΛ؇͢ΔͨΊɼFriedrichs

ͱKeller͕Neumannͷ༗ݶཁૉۙࣅͰఏ
Ҋͨ͠ख๏ΛԠ༻͢Δ [3]ɽϕʔεͱͳΔϘΫ
ηϧཁૉͱͯ͠ɼ௨ৗͷ࠷࣍ͷํܗ
ํମཁૉɼ͞Βʹɹෆ࿈ଓΨϨϧΩϯ๏ʹͱ
ͮ͘ಉ༷ͷܗঢ়ͷ࣍ཁૉΛ༻͍Δɽࠓճܭ
ཧΛࣔ͢ɽݪ๏ͷࢉ

2 Ϟσϧ

ຊઅͰϞσϧͷఆࣜԽΛࣔ͢ɽ

2.1 ඍํఔࣜʹΑΔهड़

Ω ༗քͳ քڥҬͰɼͦͷྖݩ࣍2 Γ ۠
తʹͳΊΒ͔ͱ͢ΔɽڥքΛ͕͍ͨʹૉͳ 2ͭ
ͷ෦ ΓD ͱ ΓN ʹׂ͢Δ͕ɼҰํ͕ۭͷ
߹͢ڐɽσΧϧτ࠲ඪΛ xɼy Ͱද͢ɽ

Ϟσϧͱͯ͠ɼϙΞιϯํఔࣜͷσΟϦ
ΫϨʖϊΠϚϯࠞ߹ڥքΛѻ͏ɿॱʹ Ωɼ
ΓDɼΓN ্Ͱఆٛ͞Εͨؔ fɼgDɼgN ͕༩
͑ΒΕͨͱ͖ɼࣜ࣍Λຬͨ͢ Ω (Ω ͷดแ) ্
ͷؔ u(x, y) ΛٻΊΔɽ

{
−∆u = f (Ω ),

u = gD (ΓD্), ∂nu = gN (ΓN্)
(1)

͜͜Ͱɼ∂n ֎์͖ઢํඍΛද͢ɽ(1)

ͷ2ߦͷ࠷ॳ͕σΟϦΫϨڥք݅ɼ2൪͕
ϊΠϚϯڥք݅Ͱ͋ΔɽΓD ͷଌ͕ਖ਼Ͱ͋
ΕɼղͷଘࡏͱҰҙੑอূ͞ΕΔɽ͔͠͠ɼ
७ϊΠϚϯͷ߹ (ΓN = Γ) ɼՄղੑͷ

݅ͱͯ͠ɼ࣍Λཁ͢Δ (ds ඍখઢૉ)ɽ
∫∫

Ω
f dx dy +

∫

Γ
gN ds = 0 (2)

͞Βʹ७ϊΠϚϯͰɼղʹՃఆ
ͷෆఆੑ͕͋ΔͷͰɼҰҙʹఆΊΔʹྫ͑
݅

∫∫
Ω u dx dy = 0 ΛՃ͑Δඞཁ͕͋Δɽ

2.2 ऑఆࣜԽ

ຊͷऑఆࣜԽΛ༩͑ΔͨΊɼΩɼΓDɼΓN

্ͷL2(ϕΫτϧؔʹରͯ͠ (L2)2) ੵ
Λॱʹ (·, ·)Ωɼ[·, ·]Dɼ[·, ·]N ͱ͢هɽ͢Δͱɼu

ͱͯ͠جຊڥք݅ͷ ΓD ্Ͱ u = gD(σΟϦ
ΫϨ݅) ͱɼΓD ্Ͱ 0 ʹͳΔҙͷ v ʹର
ΊΕΑ͍ٻΛຬͨ͢ͷΛࣜܗͷऑ࣍͠ (∇
ޯ࡞༻ૉ)ɽ

(∇u,∇v)Ω = (f, v)Ω + [gN , v]D (3)

͋Δ͍ɼ(·, ·)Ω ʹରԠ͢ΔϊϧϜΛ ∥ · ∥Ω ͱ
ք݅ͷͱͰ൚ؔڥຊجɼͤه

J [u] =
1

2
∥∇u∥2Ω − (f, u)Ω − [gN , u]N (4)

ͷ࠷খɼ͢ͳΘͪҰछͷมͱͯ͠
ड़Ͱ͖ΔɽऑఆࣜԽͱมͱՁ͕ͩɼه
Ҿ͕ Ͱ͢ΉͨΊɼҎԼͰ൚ؔݸ1 J [u]Λ
ओʹ༻͢Δɽ͍ͣΕͷ߹ɼϊΠϚϯ݅
ࣗવڥք݅ͱͯ͠ѻ͏͜ͱ͕Ͱ͖Δɽͳ͓ɼ
ϩόϯ (Robin)ڥք݅ࣗવڥք݅ͱͯ͠
ѻ͑Δɽ

3 Friedrichs-Kellerͷํ๏ɿϊΠϚϯ
݅ͷॲཧ๏

Friedrichs-Kellerͷݪจ [3]ͰɼϙΞιϯ
ํఔࣜͦͷҰൠԽʹର͠ɼ७ϊΠϚϯڥ
ք݅ͷ߹ʹख๏Λఏग़͍ͯ͠Δɽ͜͜Ͱ
ϙΞιϯํఔࣜͰͷϊΠϚϯڥք݅ͷॲཧ๏
ʹ͍ͭͯɼ2ݩ࣍ϘΫηϧ๏ʹଈͯ͠આ໌͢Δɽ
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3.1 ཧݪ

2 ,ฏ໘্ʹɼxݩ࣍ y ʹ܈ͳઢߦඪʹฏ࠲
ΑΓํࢠ֨ܗΛ࡞͢Δɽݩͷํ๏Ͱɼ֤
ํܗΛڞ௨ͳํͷର֯ઢͰ͞Βʹ 2 ͭͷ
֯ܗ֯ࡾ 1 ཁૉʹׂ͢Δ͕࣍ (Friedrichs-

Keller ͳ͠༺࠾ׂ)ɼ͜͜Ͱͦͷखॱܕ
͍ɽ֨ࢠதͷ͋Δখํܗ K ʹର͠ɼΩ ͱͷ
௨෦ͷଌ͕ਖ਼ͳΒɼKڞ Λํܗ༗ݶཁ
ૉͱͯ͠࠾༻͢ΔɽK ⊂ Ω ͳΒɼK ௨ৗͷ
ཁૉͰ͋Δɽ͔͠͠ɼK\Ω ͕ਖ਼ͷଌΛͭ࣋
߹ɼK ∩ Ω Λ KΩ ͱ͢هɽ͞ΒʹɼK ͱ
ΓN ௨෦Λ༗͢Δ߹ɼͦͷ෦Λڞ͕ ΓK

N

ͱ͢هɽ؆୯ͷͨΊɼΓD ํܗཁૉͷลͷ
ू߹ͰදͤΔͱ͠ɼ͞Βʹ gD = 0 ͱ͓ͯ͘͠

ʢσΟϦΫϨ݅ͷѻ͍ʹ͍ͭͯɼ֤छͷํ
๏͕ՄͰ͋Δʣɽ͕ͨͬͯ͠ɼͱͳΔͷ
ɼKΩ ͱ ΓK

N Λ༗͢Δ K ͷॲཧ๏Ͱ͋Δɽ
Friedrichs-Keller ͷํ๏ͷຊ࣭ɼલهͷΑ

͏ͳཁૉK ʹ͍ͭͯɼKΩ ͷ෦͚ͩʹྖҬ
ੵΛ͜͢ࢪͱͰ͋Δɽ͜ͷɼσΟϦΫϨ
͕݅ଘ͢ࡏΔ߹Ͱಉ༷Ͱ͋Δɽ͞Βʹɼ
ΓK
N Ͱ gN ͕ 0 Ͱͳ͚Εɼ

∫
ΓK
N
gNu ds ΛٻΊ

Δɽ͜͏ͯ͠ɼ͜ͷΑ͏ͳڥքۙͷཁૉK ͔
Β൚ؔ J [u] ͷد༩ JK [u] ࣍ͷΑ͏ʹ
ͳΔɽ

JK [u] =
1

2
∥∇u∥2KΩ

−(f, u)KΩ− [gN , u]ΓK
N

(5)

ͨͩ͠ɼ∥·∥KΩ KΩ Ͱͷ (L2)2 ϊϧϜɼ(·, ·)KΩ

 KΩ Ͱͷ L2 ੵɼ[·, ·]ΓK
N

 ΓK
N Ͱͷ L2 

ੵΛද͢ɽ
ͳ͓ɼK ⊂ Ω ͷ߹ɼ্هʹ૬͢Δྔ

ɼK શମͰͷੵʹؔ͢Δಉ༷ͷϊϧϜɼ
Λ༻͍ͯɼ߸هੵ

JK [u] =
1

2
∥∇u∥2K − (f, u)K − [gN , u]ΓK

N
(6)

ͱͳΓɼ͔͠ ΓK
N ଘͯ͠ࡏߴʑK ͷप্

(4ลͷ߹ซ)ͷҰ෦Ͱ͋Δɽ͜ͷΑ͏ͳK ʹର
ͯ͠ɼ௨ৗͷํܗཁૉͱͯ͠ͷࢉܭΛ࣮ߦ
͢ΕΑ͍ɽ

3.2 ۩ମతͳࢉܭ๏ʹؔ͢Δҙ

༗ݶཁૉͱͯ͠ɼ࠷جຊతͳ ํ࣍1
ཁૉ͕ར༻Ͱ͖Δɽ͜ͷ߹ɼ∇uܗ ͷۙࣅ
ಛघͳ 1 ଟ߲ࣜʹͳΔͷͰɼK࣍ ⊂ Ω ͳΒ
߶ੑϚτϦοΫεٻʹີݫΊΒΕΔɽ͋Δ͍

ɼ(f, u)K ؚΊɼ2 × 2 ͷੵܕ Gauss ެࣜ
Λ༻͍ͯੵͯ͠Α͍ɽ
KΩ ΕΔ߹ɼΓNݱ͕ ΛͲ͏ʢۙࣅతʹʣද

ࣔ͢Δ͔͕ϙΠϯτʹͳΔɽڥքͷදࣔ๏ͱ͠
ͯɼେผͯ͠ϨϕϧηοτӄؔʹΑΔද
ࣔͱύϥϝʔλʔද͕ࣔ͋ΓɼલऀͰූ߸Ͱɼ
ͰྖҬͷ෦ͱ֎෦ͷ۠ผͰ͖͖Ͱऀޙ
Δɽ͔͠͠ϘΫηϧ๏ͰɼྖҬ͕ϘΫηϧͷ
ू߹ମͱͯ͠ද͞ݱΕ͍ͯΔͨΊɼͦͷ··Ͱ
࣮ࡍͷڥքͱ͔͚Ε͍ͯΔ͜ͱ͕ଟ͍ɽ
ϘΫηϧσʔλʹదͳॲཧΛͯ͠ࢪɼڥքͷ
ӄؔදࣔύϥϝʔλʔද͕ࣔۙࣅతʹಘ
ΒΕΕɼͦΕΛར༻͢ΕΑ͍ɽ͜͜Ͱɼ
ΓK
N  1 ຊͷઢͰۙ͠ࣅɼKΩ  1 ͷଟ֯ݸ

KΩܗͳΔͱ͠Α͏ɽଟ֯ʹܗ Ͱͷॏੵͱઢ
 ΓK

N ͰͷઢੵదͳੵެࣜʹΑΓ
Δɽ͢ߦ࣮

ͳ͓ɼෆ࿈ଓGalerkin๏Λ༻͍Εɼuͷۙ
ෆ࿈ଓͳ۠ʹࣅ ར༻Ͱ͖ɼಋ͕ؔࣜ࣍1
۠ఆʹͳΓੵࢉܭ؆୯ʹͳΔɽͦͷ
ΘΓɼ෦ϖφϧςΟ߲ͳͲ͕ඞཁʹͳΔɽ͜
ͷʹ͍ͭͯޙࠓͷݕ౼՝ͱ͢Δɽ

4 ݁ͼ

͜͜Ͱड़ͨํ๏ɼ͞Βʹൃలͤ͞Ε༗
ඃ෴๏ɼϚχϗʔϧυ๏ԾྖҬ๏ɼXFEMݶ

ͳͲͱ݁ͼ͚ͭͯҰൠԽͰ͖Α͏͕ɼͱΓ͋͑
ͣੈلલͷΞΠσΞΛ࣮ͨ͠ݱͷͰे
ͱ͑ߟΔɽϘΫηϧ๏ͷརࢉܭखॱͷ؆
ུԽʹ͋ΔͱࢥΘΕΔͷͰɼͦΕΛଛͳΘͳ͍
ൣғͰਫ਼Λվળ͢Δ͜ͱ͕ॏཁͰ͋Γɼͦͷ
ҙຯͰɼ·ͩͷ༨͕͋ΔͱࢥΘΕΔɽ

ݙจߟࢀ
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ඍѹॖੑମେมܗʹର͢Δղʹ͍ͭͯ

ాࢁ തو

ԣཱࠃେֶ
e-mail : tyamada@ynu.sc.jp

1 ͡Ίʹ

ඇઢܗʹ͓͍ͯɼඇৗʹ؆୯ͳઃఆҎ
֎Ͱີݫղ͕ଘ͠ࡏͳ͍߹͕ଟ͍ɽ͜ͷ
Α͏ͳΛରͱͨ͠ࢉܭख๏͓Αͼ
ࢉܭίʔυ͕ɼ༩͑ΒΕͨཧϞσϧʹ
ରͯ͠దͳղ͕ಘΒΕΔͷͱͳͬͯΔ͔Λ
֬ೝ͢Δূݕ (verification)Ͱɼղͷํ
๏ (Method of manufactured Solutions)[1]͕
༗ޮͰ͋Δɽචऀɼղͷํ๏͕ඇઢܗ
Ͱ͋Δੑମͷେมܗʹద༻Ͱ͖Δ
͜ͱΛ͖ࣔͯͨ͠ [2]ɽຊڀݚͰɼΰϜࡐྉ
Λදͨ͢Ίʹ༻͍ΒΕΔඍѹॖੑମͷେ
มܗʹ͓͚Δղͷํ๏Λ͑ߟΔɽ
චऀɼେมܗʹର͢Δղͱͯ͠ɼ

ѹॖੑࡐྉͱͯ͠ମੵมܗʹର͢Δ੍ྀߟ
͠ͳ͍ͷͱશʹඇѹॖੑཱ͕͢ΔͷΛ
͖ࣔͯͨ͠ [2]ɽ͔͠͠ͳ͕Βɼମੵมܗʹର͢
Δ੍Λྀ͠ߟͳ͍ղΛඍѹॖੑͷʹ
ద༻͢ΔͱɼମੵͻͣΈΤωϧΪ͕աେͳཧ
త߹ཧੑͷ͍ઃఆͱͳΓɼ݁Ռͱͯ͠େ
มܗঢ়ଶΛࢉܭͰ͖ͳ͍ݱ͕؍ଌ͞ΕͨɽҰ
ํɼશʹඇѹॖੑཱ͕͢Δղɼඍѹ
ྉʹ͓͍ͯѹྗ͕ྵͱͳΔ͜ͱ͔Βɼࡐॖ
Γূݕ༻ͱͯ͠·͍͠ͷͰͳ͍ɽ
ͦ͜ͰຊڀݚͰɼઢܗʹ͓͚Δඍѹॖ

ʹ֦ு͢ΔܗಈΛେมڍܗྉͷମੵมࡐੑ
ղͷߏख๏ΛఏҊ͢Δɽ

2 ੑମʹର͢Δղͷํ๏

ຊڀݚͰɼ̏ݩ࣍ͷੑମͷେมܗ
Λରͱ͢Δɽมܗલܗঢ়Ωʹ͓͚Δཻ࣭ࢠ
X ͱͦͷมܗޙܗঢ়ͷҐஔ yɼม૾ࣸܗ

y = φ (X) (1)

ʹΑͬͯରԠ͚ΒΕΔɽ͜ͷͱ͖ɼ࠲ඪ͕
Ͱද͞ΕͨͷͱԾఆ͢ΔͱɼมҐܥඪ࠲ަ

u = y −X (2)

ͱද͞ΕΔɽҎԼͰɼมҐuΛະؔͱ͠
ͯ༻͍Δͷͱ͢Δɽ·ͨɼมܗޙܗঢ়ͷྖҬ
Λ ωͱද͢ɽ

ੑମͷ४੩తେมܗʹର͢ΔͭΓ߹
͍ํఔࣜͷऑදݱɼܗݱঢ়ʹ͓͚ΔมҐu

Λະؔͱ͠ɼԾมҐ ηΛ༻͍ͯҎԼͷΑ
͏ʹද͞ΕΔɽ

∫

Ω
P (u) : ∇0η dX

=

∫

ω
b (x) · ηh dy +

∫

γt

t (x) · ηh ds (3)

͜͜Ͱɼbମੵྗɼt ωͷڥք γͷҰ෦ γt
Δද໘ྗͰ͋Δɽ·ͨɼP͢༺࡞ʹ (u)ɼม
Ґ u͔Β͞ࢉܭΕΔୈ 1छ Piora-Kirchhoff

ԠྗͰ͋Γ (∇0η)ij = ∂ηi/∂Xj ͱఆٛ͞Εͯ
͍Δɽࣜ (3)ͷӈลͷྗࣄॳܗظঢ়ʹҾ
͖ͨ͠ܗΛ࠾༻͍ͯ͠Δɽ
ຊڀݚͰ͑ߟΔੑମͰɼୈ 1छPiora-

KirchhoffԠྗ P (u)ɼมޯܗςϯιϧ F

ͷؔͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔͻͣΈΤωϧΪʔີ
ؔW (F )ʹΑΓࣜ࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɽ

P (u) =
∂W

∂F
(F ) (4)

ͳ͓ɼมޯܗςϯιϧ F มҐ uΑΓ࣍
ࣜͰࢉܭͰ͖Δɽ

F = I +
∂u

∂X

ղͷํ๏Ͱɼ༧ΊॳؔͰද͠ݱ
ͨղΛఆٛ͠ɼͦΕΛࢧํఔࣜʹೖ͢
Δ͜ͱʹΑΓɼղ͕ຬ͢Δମੵྗڥք
݅ΛٻΊΔɽಘΒΕͨମੵྗͱڥք݅Λ༻
͍ͯΛઃఆ͢Δͱɼͦͷີݫղఆٛͨ͠
ղͱͳΔɽ͕ͨͬͯ͠ɼ͜ͷΑ͏ʹઃఆ͞
Εͨʹରͯ͠ࢉܭΛ͑ߦɼղͱ
ղΛൺֱ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽີݫ
͍·ɼղ um͕ࣜ (3)Λຬͨ͢ऑղͰ͋
ΔͱԾఆ͠ɼԾมҐ ηʹର͢Δ༗ݶཁૉۙࣅ
ηhΛద༻ͨࣜ࣍͠Λ͑ߟΔɽ

∫

Ω
P (um) : ∇0η

h dX

=

∫

ω
bm (x) · ηh dy +

∫

γt

t
m
(x) · ηh ds (5)
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্ࣜͷӈลɼۙղumʹର͢Δ֎ྗͷՁ
અྗΛ͢ࢉܭΔͨΊͷ֎ྗࣜࣄʹଞͳΒͳ
͍ɽ͕ͨͬͯ͠ɼղʹର͢Δ֎ྗͷՁઅ
ྗࣜ (5)ͷࠨลʹΑͬͯධՁ͢Εྑ͍ɽ
͜ΕʹΑΓɼ௨ৗͷͮ͘جʹࣜܗڧղͷํ
๏ͰݱΕΔԠྗͷۭؒඍ͕ճආͰ͖Δɽ

3 ඍѹॖੑΛྀͨ͠ߟղ

ղͷྫͱͯ͠ɼචऀ͕ࣔͨ͠Ҿுมܗ
Λجຊͱ͠ඇѹॖ͕݅Γཱͭղ [2]Λ
ඍѹॖੑͷʹ֦ு͢Δɽ
ମੵมܗͷ੍Λಋͨ͘Ίɼ·ͣํͳઢܗ

ੑମʹ͓͍ͯɼҎԼͷΑ͏ʹͻͣΈςϯιϧ
ϵij͕ද͞ΕΔX3ํʹҾுม͕ܗੜ͡ΔҰ࣠
ҾுΛ͑ߟΔɽ

ϵ33 = α, ϵ11 = ϵ22 = −να
ϵ12 = ϵ23 = ϵ31 = 0 (6)

͜͜ͰɼαҾுํͷͻͣΈͷେ͖͞ɼν
ϙΞιϯൺΛද͢ɽ͜ͷͱ͖ɼମੵͻͣΈ ϵv

ϵv = ϵ11 + ϵ22 + ϵ33 = (1− 2ν)α (7)

ͱද͞ΕΔɽ͜ͷঢ়ଶΛߟࢀʹɼඍখมܗঢ়ଶ
ʹ͓͚ΔϙΞιϯൺΛ νͱઃఆ͠ɼେมܗঢ়ଶ
ͷมܗલޙͷମੵൺ J = detF Λຬ͕ͨࣜ࣍
͢ͷͱઃఆ͢Δɽ

J − 1 = (1− 2ν)
∂u3
∂X3

(8)

͍·ɼX3ํʹҾுม͕ܗੜ͡Δͷͱ͠ɼ
มҐ ui͕ࣜ࣍Ͱද͞ΕΔͷͱ͢Δɽ

u3 = αψ(X3) (9)

u1 = X1φ(X3), u2 = X2φ(X3) (10)

͜͜ͰɼαՙॏʹରԠͨ͠ύϥϝʔλͰ
͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼࣜ (8)Λ͑ߟΔͱ φ(X3)

φ(X3) = −2ναψ′(X3)(1 + αψ′(X3))
−1/2

[{1 + (1− 2ν)αψ′(X3)}1/2

+ {(1 + αψ′(X3)}1/2]−1 (11)

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͍·ɼν = 0.5ͱઃఆ͢
Δͱɼ͜ͷมҐจݙ 2Ͱࣔͨ͠ඇѹॖ݅
ཱ͕͢ΔղͱҰக͢Δɽ
ղੳྖҬΛXi ∈] − 1, 1[ͷཱํମܗঢ়ͱ͠ɼ

্ड़ͷղʹΑΔઃఆΛ͍ߦɼඍѹॖੑ

0.0001

0.001

0.01

0.1

0.01 0.1 1
h

1

2

1
1

displacement 

pressure

||uh-um||/||um||

||pm-pm||/||pm||

ਤ 1. ऩଋࠩޡղͷࣅۙ

໘ମ࢛Մͳѹྗ҆ఆԽྀߟ͕ ཁૉ࣍1 [3]ͷ
มҐΛද͢ɽ࣠ํ͏ߦΛূݕ ψ(X3)ͷ۩ମ
ɽͨ͠༺࠾Λࣜ࣍ͱͯ͠ܗ

ψ(X3) = X3 −
X3

3

3
(12)

༰มܗͷͻͣΈΤωϧΪͱͯ͠ Neo–

Hooke ଇͱͯ͠ߏର͢Δʹܗྉɼମੵมࡐ
OgdenϞσϧ [4]Λ༻͍ͨɽ
ྖҬͷେ͖͞ͷ 50%ͷมҐʹୡͨ͠ͱ͖ͷཁ
ૉׂ෯ hͱมҐ uͷ૬ରࠩޡϊϧϜ͓Αͼ
ѹྗ pͷ૬ରࠩޡϊϧϜͷؔɼਤ 1ͷΑ͏
ʹઢܗʹ͓͚ΔࣄલࠩޡධՁʹ߹͢Δ
ͷͱͯ͠ಘΒΕͨɽ
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混合型HDG法の次数低減スキームについて
及川　一誠
早稲田大学理工学術院
e-mail : oikawa@aoni.waseda.jp

1 概要
Ω ⊂ Rd(d = 2, 3)を有界な凸多角形あるいは
多面体領域とする．以下のPoisson方程式の斉
次Dirichlet境界値問題を考える．

−∆u = f in Ω, (1a)

u = 0 on ∂Ω. (1b)

ここで，fは与えられたL2関数とする．Poisson
方程式 (1)は，補助的な変数 qを導入し，次の
連立系に書き直される．

q +∇u = 0 in Ω,

∇ · q = f in Ω,

u = 0 on ∂Ω.

ここでは，上記の混合型定式化に対するhybridiz-

able/hybrid discontinuous Galerkin (HDG)法
(cf. [1, 2, 3]) 考える．HDG法はこのような連
立系に書き直さずに導出することも可能である
が [4, 5]，提案手法は連立系に書き直した場合
に意味をもつので，ここではそれを強調する意
味で，混合型HDG法と呼んでいる．
HDG法では，厳密解 q, uの近似関数 qh, uh

に加え，uの要素間境界上へのトレースに対す
る近似関数 ûh（数値トレースと呼ばれる）を
導入する．各要素K ごとに qh, uhはその周り
の ûh|∂Kによって決定されるため，最終的な離
散化方程式の未知量は ûhのみにすることがで
きる．これがHDG法の最大の特徴かつ利点で
ある．
HDG法では，要素間の不連続性に起因する

不安定性を解消するために，τ(uh− ûh)という
ジャンプ項を数値フラックスに付け加える．係数
τ > 0は安定化パラメータと呼ばれる．Lehren-
feld [6]および Schöberl は，上記のジャンプ項
に，数値トレースの近似空間への L2直交射影
PMを施したジャンプ項 τ(PMuh−ûh)を用いる
ことを最初に提案した (しばしば，Lehrenfeld-

Schöberl stabilizationなどと呼ばれる)．これ
により，qh, uh, ûh の近似にそれぞれ区分 k,

k+1, k次多項式を用いることで，qh, uhの厳

密解への収束次数が最善になることがわかって
いる．講演者も彼らとは独立に，同様の手法を
考案し，誤差評価等の数学解析を行っている [7].

このような安定化を用いるHDG法には現時点
では特に名前が付いていないので，講演者は暫
定的に，次数低減 HDG法/スキームなどと呼
んでいる．一方，これはあまり知られていない
ことであるが，qに対する有限要素空間の選び
方によっては，最善次数の収束オーダーが得ら
れないという事実もある．例えば，qh, uh, ûh
の近似にそれぞれ区分 k+1, k+1, k次多項式
を用いた場合，収束次数が最善でなくなる．本
講演では，そのような場合でも，最善次数で収
束するような新手法について紹介する．

2 従来手法
HDG法のスキームを記述するために，いく

つか記号を導入する．領域Ωに対するメッシュ
を Thと表す．要素形状として，多角形あるい
は多面体も許容される．区分 Sobolev 空間は
Hm(Th) := {w ∈ L2(Ω) : w|K ∈ Hm(K) ∀K ∈
Th}と表す．区分 k次多項式空間を Pk(Th)と
表し，そのベクトル版を Pk(Th)と表す．同様
に，各辺あるいは面ごとに k次多項式であるよ
うな関数空間を Pk(Eh)と表す．
メッシュ依存の内積とノルムを以下のように
定義する．

(u, v)Th =
∑

K∈Th

∫

K
uvdx,

⟨u, v⟩∂Th =
∑

K∈Th

∫

∂K
uvds,

∥v∥Th = (v, v)1/2Th ,

∥v∥∂Th = ⟨v, v⟩1/2∂Th .

未知関数 q, u および u のトレースに対する
有限要素空間をそれぞれ Vh, Wh, Mhとする．
PV , PW , PM をそれぞれ Vh，Wh, Mhへの L2

直交射影と定義する．
従来のHDG法は，次のように表される：
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Find (qh, uh, ûh) ∈ Vh ×Wh ×Mh s.t.

(qh,v)Th − (uh,∇ · v)Th + ⟨ûh,v · n⟩∂Th = 0,

(2a)

− (qh,∇w)Th + ⟨q̂h · n, w⟩∂Th = (f, w)Ω,

(2b)

⟨q̂h · n, µ⟩∂Th = 0, (2c)

for all v ∈ Vh, w ∈Wh, µ ∈Mh.

ここで，q̂h = q̂h(qh, uh, ûh)は数値フラックス
と呼ばれる作用素であり，次で定義される：

q̂h · n := qh · n+ τ(uh − ûh).

ただし，τ は安定化パラメータである．

3 提案手法
提案手法は，要素間境界上における積分項に

L2直交射影PMを導入することで得られる．具
体的には次の通りである．
Find (qh, uh, ûh) ∈ Vh ×Wh ×Mh s.t.

(qh +∇uh,v)Th − ⟨PMuh − ûh,v · n⟩∂Th = 0,

(3a)

− (qh,∇w)Th + ⟨q̂h · n, PMw⟩∂Th = (f, w)Ω,

(3b)

⟨q̂h · n, µ⟩∂Th = 0 (3c)

for all v ∈ Vh, w ∈Wh, µ ∈Mh.

ただし，q̂hは従来手法と同じものであるが，
τ = O(h−1)と選ぶとする．(3a)の導出には，従
来手法 (2a)の−(uh,∇ ·v)Th に対して部分積分
を行った上で，uhにPM を作用させることが必
要である．また，Vh = Pk(Th), Mh = Pk(Eh)
の場合，提案手法にはLehrenfeld-Schöberl sta-

bilization が implicitに含まれていることに注
意されたい．これは次のようにして確認できる．
(3b)の左辺第 2項において，

⟨q̂h · n, PMw⟩∂Th
= ⟨PM (q̂h · n), w⟩∂Th
= ⟨PM (qh · n) + τPM (uh − ûh), w⟩∂Th
= ⟨qh · n+ τ(PMuh − ûh), w⟩∂Th .

(3c)においても同様に，µ ∈Mhよりµ = PMµ

であることに注意すれば，⟨q̂h ·n, µ⟩∂Th = ⟨q̂h ·
n, PMµ⟩∂Th = ⟨PM (q̂h · n), µ⟩∂Th が成り立つ．

4 誤差評価
誤差評価を示すにあたって，次の補助的な記
号を導入する：eq = PV q−qh, eu = PWu−uh,

eû = PMu − ûh．本節では，Mh = Pk(Eh)，
Pk(Th) ⊂ Vh, Pk+1(Th) ⊂ Whと仮定する．も
し，u ∈ Hk+2(Ω)であるならば，次の誤差評価
が成り立つ．

∥eq∥Th + ∥τ1/2(PMeu − eû)∥∂Th
≤ Chk+1|u|Hk+2(Ω),

∥eu∥Th ≤ Chk+2|u|Hk+2(Ω).

ここで，C は hによらない正定数である．
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“潰れた”要素を使って得られた有限要素解の誤差解析 – 現状と展望

ࢡ ٓਫ 1, ୟл ਖ਼ 2

1λֹӁ࢙Ӂ٥ѕƇ2͵ಯӁۆӁ٥ѕ
e-mail : kenta.k@r.hit-u.ac.jp, tsuchiya@math.sci.ehime-u.ac.jp

1 概要
ย์ځѽ (ย์ځ൚ɿʜʞணʝʠɳॅખ
ѽ)ʂܴڬʦॅӁଯɿٶවɿьɭʟɧɼʃƅ
ย์ځ൚ʂԷɿɞɘɺʕɺ࡚์ɾ
ɻɖʟƆɱʂʜɚɾܴڬѽॾɿɞɘɺʃƅ
ഇӍɿɫɺউɾԽъآҺމʣʠʟມηʂޡ
ӁଯِࣥʦѨɭƆɖʒʞٶවɻɾɘٿɘ൘ʦ֛
ɯʄƅਪɣʂࣟ܄ɱʂԽъӁଯِࣥʃƹމҺآ
ഇӍʂ์ʃ “ʠɺ”ʃɘɾɘƺɻɖʟƆ
ɫɟɫ Babuška-Aziz, Jamet, Kř́ıžekʘ݂פ
ʂѱƜʂ٥ɿʜʞƅމҺآഇӍɿ “ʠɳ”

์ɠɖɷɺʖƅย์ځѽɠऐʂѽɿ࠴ਖɭ
ʟɧɼʦ࣍ɻɡʟࣟ܄ɠɖʟɧɼɠʣɟɷɺ
ɘʟƆ
ඕ۳Жɻʃƅɿಒ܄ɾഇଯ1ߘCrouzeix-

Raviartย์ځ൚ɿɸɘɺƅɱʂܴڬѽॾʂ
ɿɸɘɺɭʟƆࣨټ

2 ⾮適合区分的 1次Crouzeix-Raviart

有限要素法
ມηآʂยҏਪҺٴߘ2 Ω ⊂ R2ࣘɻզɩ
ʠɳ Poisson

−∆u = f in Ω, u = 0 on ∂Ω (1)

ʦ۪ɜʟƆɳɴɫƅf ∈ L2(Ω)ʃิɜʝʠɳ
ԟॅɻɖʟƆމҺ์آʦޡɷɳມη Ωʂމ
ҺآഇӍʦƅτ ɼɭʟƆτ ʂരʂ܄ࡍʦ Fh

ɼɫƅFb
h ʦְҏࣘʂരʂ܄ࡍƅF i

h := Fh\Fb
h

ɼɭʟƆ2ബॅʂۿƜ1ߘʂਪুߧ۽ਹʂ܄ࡍ
ʦ P1 ɼɭʟƆΤʂ f ∈ F i

h ɿɫɺƅމҺ
آ K1, K2 ∈ τ ɠਣݚɫƅf = K1 ∩ K2 ɼ
ɾɷɺɘʟɼɭʟƆԟॅ v ∈ L2(K1 ∪ K2)ɠ
v|Ki

∈ P1, i = 1, 2ɻɖʠʄƅɱʠɲʠʂ Ki

ɿɸɘɺ vʂ f ʌʂˏ˳Ɵˀ γi(v)ɠզɩʠ
ʟʂɻƅ[v] := γ1(v)− γ2(v)ɼզɭʟƆɱʂ
ࣘɻƅ

SCR
h :=

{
vh ∈ L∞(Ω)

∣∣ v|K ∈ P1,∀K ∈ τh,

∫

f

[v]ds = 0, ∀f ∈ F i
h

}
,

SCR
h0 :=

{
vh ∈ SCR

h |

∫

f

[v]ds = 0, ∀f ∈ Fb
h

}

ɼզɭʟƆCrouzeix-Raviart有限要素解(Ι
чƅCRย์ځɼࢆɣ) ʃƅΤʂ vh ∈ SCR

h0

ɿɫɺ

∑

K∈τh

∫

K

∇uCR
h ·∇vhdx =

∫

Ω
fvhdx (2)

ʦභɳɭ uCR
h ∈ SCR

h0 ɼɫɺզɩʠʟƆɧɧ
ɻƅSCR

h ̸⊂ H1(Ω)ɾʂɻƅCRย์ځ൚ʃ
⾮適合(nonconforming)ɻɖʞƅʒɳ (2)ʂܳ
രʂঀഇʃ์ɨɼɿޔظɭʟ์ɠɖʟɧɼ
ɿશΤɭʟƆ
CRย์ځ൚ʃಒ܄ɾʂɻƅɱʂܴڬѽ

ॾɿɞɘɺ CéaʂിɠޡɜɾɘƆɫɟɫƅ
Τʂԟॅ v ∈ W 1,1(Ω)ɿɫɺƅ

∫

f

(v − ICR
h v)ds = 0, ∀f ∈ Fh

ʦභɳɭ ICR
h v ∈ SCR

h ʦ vʂCrouzeix-Ra–

viart 補間ɼɘɚɧɼɿɭʟɼƅτ に何らの幾
何学的条件を課さずに

∑

K∈τ

|v − ICR
h v|1,2,K ≤ Ch|v|2,2,Ω

ɠढ़ʞɸɧɼɠƅಫࠋʝɿʜɷɺ݂࣍פɩ
ʠɳ [3]Ɔ

3 Raviart-Thomas有限要素法
߹ʃƅCRย์ځ൚ʃ Raviart-Thomasย

൚์ځ (ΙчƅRTย์ځ൚)ɼවঋɾԟؙ
ɠɖʟɧɼɠગʝʠɺɘʟ [1], [2], [4], [5], [6]Ɔ
ɱʠʦߟɭɳʕɿƅɧʂঐɻRTย์ځ൚ɿ
ɸɘɺɭʟƆ
ມη Ωࣘʂԟॅ uɿɫɺ p := ∇uɼɭʟ

ɼƅ˩ˎ˲൘ଟߧʃ p = ∇uɼ divp = −f ʦ
භɳɭˠʶˏ˲ࣟ pɼԟॅ uʦֆʕʜɼɘɚ
ɿՇમɻɡʟƆʦٶවɿߧшɭʟɳ
ʕɿƅԟॅԝ

H(div,Ω) :=
{
q ∈ (L2(Ω))2

∣∣ divq ∈ L2(Ω)
}
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ʦɫƅߘʂࠜߧآʦ۪ɜʟƊFind (p, u) ∈

H(div,Ω)× L2(Ω) such that

(p,q)Ω + (u,divq)Ω = 0, ∀q ∈ H(div,Ω),

(divp, v)Ω + (f, v)Ω = 0, ∀v ∈ L2(Ω).

ɳɴɫƅ(·, ·)ΩʃƅL2(Ω)ɼ (L2(Ω))2ʂঀʦ
ɭɼɭʟƆɧʂʜɚɾߧшʦƅ˩ˎ˲൘ଟ
ߧ (1)ɿɭʟؠ܄ܩʂࠜ൘ଟߧɼɘɚƆɧʂܩ
ʂߘʃƅݚʂѽʂλΤਣߧآʂࠜؠ܄ inf-sup

条件ʂढ़ɼஔખɻɖʟɧɼɠગʝʠɺɘʟƆ
ʦභɳɭ।ॅߧʂߘ β(Ω)ɠਣݚɭʟƊ

inf
v∈L2(Ω)

sup
q∈H(div,Ω)

(divq, v)Ω
∥v∥0,Ω∥q∥H(div,Ω)

≥ β(Ω).

шɭʟɳޏ൚ɻ์ځʦยߧآʂࠜؠ܄ܩ
ʕɿƅRaviart-Thomasย์ځԝʦɭ
ʟƆˠʶˏ˲ x ∈ R2ʦബॅɼɫɺƅਪߧ۽ˠ
ʶˏ˲ࣟʂ܄ࡍRT 0ʦƅ

RT 0 := {ax+ b |b ∈ R2, a ∈ R} ⊂ (P1)
2,

ɼզɭʟƆɱʂࣘɻƅމҺآഇӍ τhࣘʂย
ԝ์ځ SRT

h , SC
h ʦƅ

SRT
h :=

{
ph ∈ (L∞(Ω))d

∣∣∣ ph|K ∈ RT 0,

∀K ∈ τ and ph ∈ H(div,Ω)
}
,

SC
h := {vh ∈ L∞(Ω)

∣∣ vh|K ∈ P0,∀K ∈ τ}

ɼզɭʟƆRTย์ځѽ (ph, u
RT
h ) ∈ SRT

h ×

SC
h ʃƅ

(ph,qh)Ω + (uRT
h ,divqh)Ω = 0, ∀qh ∈ SRT

h ,

(divph, vh)Ω + (f, vh)Ω = 0, ∀vh ∈ SC
h

ʖභɳɭʖʂɼɫɺզɩʠʟƆ
ɧɧɻશΤɭʟɧɼʃƅSRT

h ×SC
h ⊂ H(div,Ω)×

L2(Ω) ɾʂɻƅRTย์ځ൚ʃؠ܄ɻɖʟ
ɧɼɻɖʟƆʜɷɺRTย์ځѽʂܴڬɿɸ
ɘɺʃƅCéaʂിɿຳߐʂьߧɠਣݚɭʟƆ

4 CR有限要素解とRT有限要素解との
関係
ࠄڱϳ π0

Ω : L2(Ω) → SC
h ʦ۪ɜƅCRย

ߧ൘ଟ์ځ

∑

K∈τh

∫

K

∇uCR
h ·∇vhdx =

∫

Ω
(π0

hf)vhdx

ʂѽ uCR
h ∈ SCR

h ɼRTย์ځ൘ଟߧ

(ph,qh)Ω + (uRT
h ,divqh)Ω = 0, ∀qh ∈ SRT

h ,

(divph, vh)Ω + (π0
hf, vh)Ω = 0, ∀vh ∈ SC

h

ʂѽ (ph, u
RT
h ) ∈ SRT

h ×SC
h ʦ۪ɜʟƆɭʟɼƅ

үK ∈ τ ɿɞɘɺ

uRT
h = π0

KuCR
h +

π0
Kf

48

3∑

i=1

|xi − xg|
2,

ph = ∇uCR
h −

π0
Kf

2
(x− xg)

ɼɘɚߧɠढ़ʞɸƆɳɴɫƅxi, i = 1, 2, 3

ʃKʂૡɻɖʞƅxg ʃK ʂ࡚अɻɖʟƆ
ɧʂԟؙߧɟʝƅɳɼɜމҺآഇӍɠ “ʠ

ɳ”މҺآʦԥʧɻɘɺʖƅRTย์ځѽʂ
ܴڬѽʂ์ځьɠணʝʠʠʄƅCRยܴڬ
ьʖணʝʠɱɚɴɼɘɚɧɼɠʣɟʟƆ
۳Жߗɿʃƅɱʂߗɻணʝʠɺɘʟʘ

ॅખ߹ٌٲїʦ࣏ɫɣࡧʍʟƆ
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Numerical enclosure for the matrix exponential
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1 Introduction

The matrix exponential of A ∈ Cn×n, de-

noted by eA, is defined by

eA = I +A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 + · · · , (1)

where I is the identity matrix. It is known (see

[1], e.g.) that the series has infinite radius of

convergence. The interest in the matrix expo-

nential stems from its key role in the solution

of differential equations. Depending on the

application, the problem may be to compute

eA for a given A, to compute eAt for a fixed

A and many t ∈ R, or to apply eA or eAt to a

vector. The target problem in this talk is the

first one. Stable and efficient numerical algo-

rithms for computing eA have been proposed

(see [1, 2, 3, 4], e.g.).

The work presented in this talk addresses

the problem of verified computations for eA,

specifically, numerically computing an inter-

val matrix which is guaranteed to contain eA.

The pioneering work seems to be the VER-

SOFT [5] routine VERMATFUN. This routine is

applicable not only to eA but also to the other

matrix functions, encloses the matrix func-

tions by computing intervals containing all eigen-

values and eigenvectors, and requires O(n4)

operations. If A is upper triangular and all

the diagonal elements are equal, the approach

in [6, Section 4] is applicable. On the other

hand, this literature does not mention how to

enclose eA in the other cases.

The purpose of this talk is to propose two

algorithms for computing intervals containing

eA. The first algorithm is based on a numer-

ical spectral decomposition and requires only

O(n3) operations. The second algorithm is

based on a numerical Jordan decomposition

and applicable even when A is defective.

For M ∈ Cn×n, let Mij and Mi: denote

the (i, j) element, i-th row of M , respectively,

|M | := (|Mij |), ∥M∥1 := maxj
∑

i |Mij | and
∥M∥∞ := maxi

∑
j |Mij |. Let In, Om×n, ◦

and 1lm×n be the n × n identity matrix, m ×
n zero matrix, pointwise multiplication, and

m × n matrix with all the elements equal to

1, respectively. For C ∈ Cm×n and R ∈ Rm×n

with mini,j Rij ≥ 0, ⟨C,R⟩ denotes the inter-

val matrix whose center and radius are C and

R, respectively. Define

Nj :=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

0
. . .
. . . 1

0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Rnj×nj .

It then holds from (1) that

eNj =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

1

0!
· · · 1

(nj − 1)!
. . .

...
1

0!

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
. (2)

Define the functions ψk : C → C, k = 1, 2, . . .

by ψk(z) =
∑∞

j=0 z
j/(j + k)!. If z ̸= 0, then

ψk(z) =
ez −

∑k−1
j=0 z

j/j!

zk
.

For i = 0, . . . , ni − 1, j = 0, . . . , nj − 1 and

α ∈ C, define

Γ(i, j) :=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(
i

i

)
· · ·

(
i+ j

i

)

. . .
...(
i

i

)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Ω(i, j,α) :=

⎡

⎢⎣
ψi+1(α) · · · ψi+j+1(α)

. . .
...

ψi+1(α)

⎤

⎥⎦ ,

and Φ(i, j,α) := (−1)iΓ(i, j) ◦ Ω(i, j,α).
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2 Verification theory based on a nu-

merical spectral decomposition

Let AX ≈ XΛ be a numerical spectral de-

composition of A, where X,Λ ∈ Cn×n and

Λ = diag(λ1, . . . ,λn). Then, eΛ is diagonal

with (eΛ)ii = eλi , i = 1, . . . , n. Hence, eΛ can

be enclosed by computing intervals containing

eλi . If X is nonsingular, we can enclose eA by

exploiting X and Λ, even if Λ has multiple or

nearly multiple eigenvalues.

Theorem 1 Let X and Λ be as the above, X

be nonsingular, E := X−1(AX −XΛ),

α := min(∥E∥∞emax(∥X−1AX∥∞,maxi |λi|),

∥E∥1emax(∥X−1AX∥1,maxi |λi|)),

and D+, D− ∈ Rn×n be diagonal with (D+)ii =

max(1, eRe(λi)) and (D−)ii = max(1, e−Re(λi)),

i = 1, . . . , n. Define Ψ ∈ Cn×n and G ∈
Rn×n by Ψij = eλj−λiψ1(λj − λi) and Gij =

max(1, eRe(λj−λi)), respectively. Then, eA ∈
XeΛ⟨I + E ◦ Ψ, R⟩X−1, where

R :=
1

2
(|E| ◦G)D−|E|

(
D+ +

α

3
1ln×n

)
.

3 Verification theory based on a nu-

merical Jordan decomposition

When A is defective, X becomes singular or

ill conditioned, so that Theorem 1 is not appli-

cable. Even in such situations, we can utilize

the numerical Jordan decomposition AZ ≈
ZJ , where Z, J ∈ Cn×n, Z is nonsingular, J =

diag(J1, . . . , Jp), Jk = λkInk+Nk, k = 1, . . . , p

and n1 + · · ·+ np = n. We have

eJ = diag(eJ1 , . . . , eJp)

= diag(eλ1In1+N1 , . . . , eλpInp+Np)

= diag(eλ1In1eN1 , . . . , eλpInpeNp)

= diag(eλ1eN1 , . . . , eλpeNp).

This and (2) shows that we can enclose eJ and

eN , where N = diag(N1, . . . , N2). Enclosing

eA is possible by exploiting Z and J , even if

A is defective.

Theorem 2 Let Z, J , p, λk, nk and N be as

the above, Z be nonsingular, E := Z−1(AZ −

ZJ), E[ij] ∈ Cni×nj be the (i, j) block of E,

P[i,j] := eλj−λi

[[
(E[i,j])1:Φ(0, nj − 1,λi − λj)

O(ni−1)×nj

]

+ · · ·+

⎡

⎢⎣
(E[i,j])ni:Φ(ni − 1, nj − 1,λi − λj)

...

(E[i,j])ni:Φ(0, nj − 1,λi − λj)

⎤

⎥⎦

⎤

⎥⎦ ,

and G[i,j] := max(1, eRe(λj−λi))1lni×nj for i, j =

1, . . . , p. Define the n × n matrices P and G

such that their (i, j) blocks are P[i,j] and G[i,j],

respectively. Let

α := min(∥E∥∞emax(∥Z−1AZ∥∞,∥J∥∞),

∥E∥1emax(∥Z−1AZ∥1,∥J∥1)),

and D+, D− ∈ Rn×n be block diagonal with k-

th diagonal blocks of D+ and D− being max(1,

eRe(λk))eNk and max(1, e−Re(λk))eNk , respec-

tively. Then, eA ∈ ZeJ⟨I + P,R⟩Z−1, where

R :=
1

2
eN (|E| ◦G)eND−|E|

(
D+ +

α

3
1ln×n

)
.

Numerical results will be given at the talk.
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େنѱ݅࠷খೋʹର͢ΔLSQR๏ͷ෮ఀࢭଇʹ͍ͭͯ

খᖒ৳ 1 ཅհాࡉ 1 ૬ีݚݪ 2

1Ҫେֶɼ2౦ژࢢେֶ
e-mail : ozawa s@u-fukui.ac.jp

1 ͡Ίʹ

େن͔ͭѱ݅ͳૄྻߦͰ͋Δྻߦ
A ∈ Rm×n ͱɼ؍ଌࠩޡͳͲͷෆՄͳϊ
Πζ∆b͕ࠞೖͨ͠σʔλϕΫτϧbδ = b+∆b

͕༩͑ΒΕ͍ͯΔͱ͖ɼ࠷খೋ

min ∥Ax− b∥2

ʹରͯ͠ LSQR ๏ [1] ͷద༻Λ͑ߟΔɽ͜ͷ
ͱ͖ɼ෮ͷॳظஈ֊Ͱۙࣅղͷࠩޡݮগ
͍͕ͯ͘͠ɼ෮͕ਐΉʹͭΕͯɼੜ͞ΕΔ
Լೋॏର֯ྻߦͷ͕݅૿େ͠ɼࣅۙʹٯղ
ͷਫ਼͕ѱԽ͢Δʹ͋ΔɽͦͷͨΊɼ࠷ద
ͳଧͪΓճͷਪఆ͕ඞཁͱͳͬͯ͘Δ͕ɼ
௨ৗͷࠩϊϧϜʹΑΔऩଋఆͰదͳଧ
ͪΓճΛਪఆ͢Δ͜ͱࠔͰ͋Δɽ
͜ͷʹରͯ͠ɼจݙ [2, 3] Ͱɼྻߦͷ

݅ͱࠩϊϧϜΛ xy ฏ໘ʹϓϩοτ͠ɼͦ
ͷΧʔϒͷίʔφʔ͕࠷దͳଧͪΓճΛද
͍ͯ͠Δ͜ͱΛ͠ߟɼͦΕΛ༻͍ͯ࠷దղΛ
ਪఆ͢Δख๏͕ఏҊ͞Εͨɽ͔͠͠ɼ͜ΕΒͷ
ख๏Ͱɼ݅ಛҟղͰٻΊΔ͜ͱΛ
લఏͱ͓ͯ͠Γɼ෮͕ਐΉʹͭΕ͕ͯྔࢉܭ
૿େͯ͠͠·͏ɽ·ͨɼίʔφʔͷఆ๏ʹͭ
͍ͯৄٞ͘͠͞Ε͍ͯͳ͔ͬͨɽ
͜Εʹରͯ͠ɼຊڀݚͰɼೋॏର֯ྻߦͷ

1 ϊϧϜͰͷ݅Λ࠾༻͠ɼίʔφʔͷఆ
४ͱͯ͠ɼxyج ฏ໘্ͷఆ͔Βͷڑ͕࠷
খͱͳΔΑ͏ͳΛ৽ͨͳ෮ఀࢭଇͱ͢Δํ
๏ΛఏҊ͢Δɽ

2 LSQR๏

β1u1 = bδ,α1v1 = ATu1 ʹରͯ͠ Golub-

Kahan-Lanczos ๏

βj+1uj+1 = Avj − αjuj ,

αj+1vj+1 = ATuj+1 − βj+1vj

Λద༻͢Δ͜ͱʹΑΓಘΒΕΔਖ਼نަجఈ
{vj}kj=1 ʹΑͬͯுΒΕΔ෦ۭؒΛ Sk ͱ͢
Δ. LSQR ๏ʹ͓͚Δ෮ k Ͱͷۙࣅղ xk

ɼ੍͖݅࠷খೋ

min
x∈Sk

∥Ax− bδ∥2

ͷղͱͯ͠ಛ͚ΒΕΔɽ͜ͷͱ͖ɼxk 

Bk =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

α1

β2
. . .
. . . αk

βk+1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
∈ R(k+1)×k

Λ࠷ͭ࣋ʹྻߦখೋ

min
y∈Rk

∥Bky − β1e1∥2

ͷղ yk ʹରͯ͠ɼxk = Vkyk ʹΑΓද͢
͜ͱ͕Ͱ͖Δɽͨͩ͠ɼe1 ∈ Rk+1 ɼୈҰ
ͷΈ͕ 1 ͷ୯ҐϕΫτϧͰ͋ΓɼVk =

[v1, . . . ,vk] ∈ Rn×k Ͱ͋Δɽ
খೋɼBk࠷ͷه্ Β͔ࠨʹ Givens

มΛ্ͯ͠ࢪೋॏର֯ྻߦ B̂k ʹม͠ɼํ
ఔࣜ B̂ky = gk Λղ͘͜ͱʹΑΓղ͕ಘΒΕ
Δɽ͜ͷͱ͖ɼB̂k ͷαΠζ k × k Ͱ͋Γɼ
gk ∈ Rk  Bk ʹରͯͨ͠͠ࢪ Givens มΛ
β1e1 ʹద༻͢Δ͜ͱʹΑΓಘΒΕΔϕΫτ
ϧͷ࠷ॳͷ k ͷཁૉ͔ΒΔϕΫτϧͰ͋ݸ
Γɼk + 1 ͷཁૉͷઈରݸ xk ʹ͍ͭͯ
ͷࠩϊϧϜ γk = ∥Axk − bδ∥ ʹҰக͢Δɽ
LSQR ๏ʹ͓͚ΔɼࠩϊϧϜ γk ෮ k

ʹରͯ͠୯ௐʹݮগ͢Δɽ͔͠͠ɼѱ݅
ͰɼࠩϊϧϜɼ͋Δ෮͔Βఀ͢Δ͜
ͱ͕ଟ͍ɽ͜ͷͱ͖ɼۙࣅղͷࠩޡɼ෮ͷ
ॳظஈ֊Ͱݮগ͍͕ͯ͘͠ɼ͋Δ෮͔Β૿
Ճʹస͡ɼҎ૿ޙՃ͍ͯ͘͠ʹ͋Δɽͦͷ
ͨΊɼࠩϊϧϜʹΑΔऩଋఆ γk < ε Ͱ
ఆ εͷઃఆ͕͘͠ɼͦΕʹґଘͯ͠ಘΒΕ
Δۙࣅղͷਫ਼͕େ͖͘มͬͯ͠·͏ɽ
·ͨɼࡉ ɾా୩จݙ [4]ʹ͓͍ͯɼB̂k ͷ

ର֯Λͯ͢ਖ਼ʹɼ෭ର֯Λͯ͢ෛ
ʹม্ͨ͠ೋॏର֯ྻߦΛ B̃k ͱ͠ɼཁૉ͕
ͯ͢ 1ͷ kݩ࣍ϕΫτϧe0ʹରͯ͠ɼํ ఔࣜ
B̃T

k z = e0ͷղΛzͱ͢Δͱɼ∥B̂−1
k ∥1 = ∥z∥∞

ͱͳΔ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ͜ΕΛར༻͢Δ͜ͱʹΑ
Γɼ1 ϊϧϜͰͷ݅ ck = ∥B̂k∥1∥B̂−1

k ∥1 Λ
ਖ਼֬ʹධՁͰ͖Δɽ͞Βʹɼ্هͷࢉܭલਐ
ೖͰղ͘͜ͱ͕Ͱ͖ΔͷͰɼck+1 ͷࢉܭɼ
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ck ͷใΛར༻͢Δ͜ͱͰɼO(1) ͷྔࢉܭͰ
खॱ͔Β໌ࢉܭΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͔͠͠ɼٻ
Β͔ͳΑ͏ʹɼck ෮ k ʹରͯ͠୯ௐʹ૿
Ճ͢ΔͨΊɼ͜ͷ ck ୯ಠͰѱ݅ʹ
ର͢Δ LSQR ๏ͷ෮ఀࢭ݅ͱͯ͠༻͍Δ
ʹෆదͰ͋Δɽ
ͦ͜ͰɼຊڀݚͰɼࠩϊϧϜ γk ͱ݅
 ck ΛΈ߹Θͤͨ෮ఀࢭଇΛఏҊ͢Δɽ

3 LCRάϥϑ

xy ฏ໘্ʹ Pk = (log10 ck, log10 γk) Λͱ
Γɼ෮ k ʹରͯ͠ɼ͜ͷͷيΛ͑ߟΔɽ
ຊڀݚͰɼ͜ͷͷيΛɼରईͰͷ
݅ͱࠩͷؔ࿈͔Βศ্ٓ LCR άϥϑͱݺ
Ϳ͜ͱʹ͢Δɽ
LCR άϥϑʹ࣍ͷΑ͏ͳಛੑ͕͋Δɽ·
ͣɼck ͓Αͼ γk ͷ୯ௐੑ͔Βɼάϥϑ্ࠨ
͔ΒӈԼʹ͔͚ͯ୯ௐʹݮগ͢Δɽ·ͨɼຊݚ
ϊϧࠩఆ͢ΔΑ͏ͳʹ͓͍ͯɼ͕ڀ
Ϝ͋Δஈ֊͔Βఀ͢Δʹ͋ΔͨΊɼά
ϥϑ෮ॳ্͔ࠨΒӈԼʹॱௐʹݮগ͢
Δ͕ɼࠩϊϧϜ͕ఀ͔ͨ࣌͠Βɼck ͷ
૿ՃʹԠͯ͡ɼx࣠ʹରͯ͠ɼ΄΅ਫฏͳάϥ
ϑͱҠ͢ߦΔʹ͋Δɽ
͜͜Ͱɼάϥϑ্͕͔ࠨΒӈԼʹॱௐʹݮগ

͢Δஈ֊ɼํఔࣜΛղͨ͘Ίͷใ͕·ͩ
͞Ε͍ͯΔͷͱ͑ߟΒΕΔ͕ɼࠩϊϧϜ͕
ఀ͠ɼ݅ͷΈ͕૿Ճ͢Δஈ֊Ͱɼ͢Ͱ
ΊΔͨΊͷใग़ਚ͠ɼߴղͷਫ਼Λࣅۙʹ
Λ֦େͤ͞ΔཁҼͷΈ͕૿Ճ͍ͯࠩ͠ޡʹٯ
Δͱ͑ߟΒΕΔɽ͢ͳΘͪɼLCR άϥϑ͕ਫ
ฏͳঢ়ଶͱҠ͢ߦΔۙʹ࠷దͳۙࣅղΛಘ
ΒΕΔ෮ճ͕͋Δͱ͞ߟΕΔ [2]ɽຊݚ
ΔΛ͢ߦͰɼάϥϑ͕ਫฏͳঢ়ଶͱҠڀ
ʮίʔφʔʯͱݺͿ͜ͱʹ͢Δɽ͢ ͳΘͪɼLCR
άϥϑͷʮίʔφʔʯΛݕग़͢Δ͜ͱʹΑΓɼ
LSQR๏ͷ༗ޮͳ෮ఀࢭଇͱͯ͠ར༻Ͱ͖Δ
ͷͱظ͞ΕΔɽ
ͪΖΜɼLSQR๏ͷ෮Λेʹ͋ͨͬߦ

ͱͰ LCR άϥϑͷίʔφʔΛݕग़͢Δ͜ͱ
ՄͰ͋Δ͕ɼଟ͘ͷࢉܭίετΛཁ͢Δͨ
Ί࣮ݱతͳํ๏Ͱͳ͍ɽͦ͜Ͱɼ෮ͷ్த
ஈ֊Ͱίʔφʔ͕ݕग़ՄͱͳΔΑ͏ʹɼLCR
άϥϑͷฏ໘্ͷࠨԼʹదͳఆΛఆΊɼͦ
ͷఆ͔Β Pk ·ͰͷڑΛ͠ࢉܭɼͦͷڑ
͕ݮগ͔Β૿Ճʹస͡ΔΛίʔφʔͷਪఆ
ͱͯ͠෮Λఀͤ͞ࢭΔํ๏ΛఏҊ͢Δɽͳ
͓ɼ࣮ͰɼΑΓΒ͔ͳۂઢͱͳΔΑ͏ʹ

LCRάϥϑʹฏԽΛ্ͨ͠ࢪͰɼྡ ͢Δ
ͷڑͷ૿ݮΛධՁ͢Δɽ͜ΕʹΑΓɼίʔ
φʔͷݕޡΛ͙͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

4 ࣮ݧ

࣮ݧͰɼզʑͷఏҊ͢Δ LCR άϥϑ
Λ༻͍ͨ෮ఀࢭଇͷ༗ޮੑΛɼࠩϊϧϜͷ
ࠩΛͱΔ͜ͱʹΑΓఀΛݕ͢Δํ๏ [5, 6]

ɼ݅ͱͯ͠ 2ϊϧϜ Λ༻͍ͨํ๏ [3] ͱ
ൺֱ͢Δ͜ͱʹΑΓ͢ূݕΔɽͳ͓ɼ࣮ݧ
ͷৄࡉʹ͍ͭͯൃද࣌ʹड़Δɽ

ँࣙ ຊڀݚɼՊֶڀݚඅิॿۚ 17K00166

ͳΒͼʹ 15K17498 ͷॿΛड͚͍ͯΔɽ
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逆べき乗法に基づく 二つの固有値に着目した近似固有値計算法
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1 概要

逆べき乗法で用いられる逆べき計算を行って
近似固有値を計算する手法を提案する． 提案手
法は逆べき乗法でいうシフト に対して， その近
く の固有値を求めるものである． 逆べき乗法の
反復二回に相当する計算で得られる結果を用い
るが， 一つの固有値しか見ない逆べき乗法とは
異なり， シフト に最も近い二つの固有値に着目
している． 本手法は逆べき乗法よりも精度が良
い傾向があり， また， 計算量はほとんど変わら
ない．

2 はじめに

固有値を求める手法はこれまでにたく さんの
研究があり， それらは目的によって大きく 二つ
に分けられる． 一つは行列の全ての固有値求め
る手法がある． もう一つは一部の固有値を求め
る手法である． 本発表で提案する手法は後者に
属する． ただし， 今回扱う行列は実対称かつ多
重固有値を持たないものとする．
本発表では， シフト rに対して， 逆べき乗法

のように (A rI) 1x0を計算し， rに最も近い
固有値二つをいったん求め， そのうち精度の高
いと期待される方を一つ採用するような手法を
提案する． 最も近い固有値二つを求める場合，
その近似解を陽な式で書く ことができる． 固有
値 3つ以上を求めようとすると， 近似解を陽な
式で書く ことができない． また， それらの安定
した数値解を求めることも難しい．
この手法は計算量と精度の観点において， 逆

べき乗法， レイ リ ー商反復 [1]， SS-Hankel法
[2] よりも優位である． これは， これらの手法
は連立方程式を解く ことで固有値を求めるが，
その回数を合わせたときに精度で勝ることを意
味する．

3 提案手法

提案手法は線形方程式を 2回解く ことで， 近
似固有値を求めるものである． 具体的には， 逆
べき乗法の反復 2回に相当する操作をし， それ
によって得られるベクト ル同士の内積を計算す

る． そして， その内積の値をシフト rの最も近
い固有対二つで近似する． そうすると， それら
固有値と初期ベクト ルに依るパラメータに関す
る非線形方程式が得られる． これは固有値に関
して解く ことができるので， この解をもってシ
フト rに最も近い二つの固有値の近似とする．
具体的には提案手法は以下のものである． 対
象とする実対称かつ多重固有値を持たない行列
A Mn(R)とシフト r,あるベクトル x0 Rn\
{0}とする． また， Aの固有値を 1, 2, · · · , n

とし， それらの固有ベクトルを e1, e2, · · · , en(た
だし ， i {1, 2, · · · , n}, ||ei|| = 1)， r に最も
近い二つの固有値を +, とする． すると ，，
x0 = n

i=1 ciei と書けるので， +, にあた
る係数をそれぞれ c+, c とおいて，

x1 = (A rI) 1x0,

x2 = (A rI) 1x1.

(1)

とし ， それらの内積を

l1 = x0, x1 ,

l2 = x1, x1 ,

l3 = x1, x2 ,

l4 = x2, x2 .

(2)

とおく ．

=
l23 l2l4
l22 l1l3

,

µ =
l1 + l3

l2
.

(3)

としたときに

˜
+ =

1

2
(µ+ µ2 4 ) + r,

˜ =
1

2
(µ µ2 4 ) + r.

(4)

のようにシフト rの最も近い二つの固有値 +,

の近似が求まる． このように， 近似値が二つ求
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まるが， 予備実験によると片方の精度は実用に
耐えない場合が多いため， より良い近似値を選
ぶ必要がある． その方法については当日触れる．

4 数値実験

数値実験では， 提案手法と逆べき乗法， レイ
リー商反復， SS-Hankel法を比較した． 対象の
行列として， ’bcsstk34’（ 588× 588の実対称で
多重固有値を持たない行列） を用いた． 行う実
験は， 求める固有値 を先に決め， それに対し
てシフト rとベクトル x0をランダムにとり， こ
の組み合わせ ( , r, x0) を 100通り用意し ， そ
れらに対して各手法で求めた近似固有値の誤差
を比較する． ただし， 各手法の計算量の主要部
である線形方程式を解く 部分であるので， 公平
ために線形方程式を解く 回数は同じ 2回として
比較する． また， SS-Hankel法の半径 は求め
る固有値 のみが円の中に入るような値の中で
一様乱数としてとる．
図 1はそれぞれの手法での誤差の累積分布で

ある． 横軸は相対誤差で， 縦軸はその相対誤差
で収まった各手法の試行回数を示している． 実
線は提案手法， 点線は逆べき乗法， 一点破線は
レイリー商反復， 破線は SS-Hankel法の数値を
示している． このグラフは速く 増加しているほ
ど， 精度が良い傾向があると言える． この図で
は提案手法が最も速く 増加しており， 精度が良
いことが分かる．

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
relative error

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

cu
m

ul
at

ive
 d

ist
rib

ut
io

n

proposed method
inverse iteration
Rayleigh quotient iteration
SS-Hankel method

図 1. 588× 588の行列’bcsstk34’に対する各手法での誤
差の累積分布

次に， 提案手法と 2反復の逆べき乗法をより
詳細に比較した． 対象の行列には上と同じ ’bc-

sstk34’を用いた． 行う実験は， 求める固有値
を先に決め， それに対してシフト rとベクト ル
x0をランダムにとり， この組み合わせ ( , r, x0)

を 1000個用意し ， これに対して各手法で求め
た近似固有値の誤差を比較した． 求める固有値
は試行ごとにランダムにとり， シフト rはそ
の固有値が最も近い固有値であるような実数か
らランダムにとり， x0はMatlabの関数”rand”

を用いて作った． また， 上の実験と同じく ， 線
形方程式を解く 回数は各手法とも 2回になるよ
うにして比較した．
図 2は提案手法を用いたときと逆べき乗法 2

反復を用いたときに得られた近似の相対誤差の
分布である． なお， 図の中の赤い直線は y = x

を示している． よって， これより下にある点は
提案手法の方が精度が良かった結果を示してお
り， 上にある点はその逆である． この図では， 赤
い直線よりも下に点が集まっており， 提案手法
の方が精度が良い場合が多かったことが分かる．
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図 2. 588× 588の行列’bcsstk34’に対する提案手法と逆
べき乗法の誤差の分布
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シフト付きコレスキーQR分解を利用した逆反復法の高速化
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1 はじめに
実対称 3 重対角行列の一部あるいは全ての
固有対を計算する手法として，2分法と逆反復
法を組み合わせる手法がある．この手法では，
求めたい固有値を 2分法で計算し，その値を基
に，対応する固有ベクトルを逆反復法によって
計算する．2分法の並列化は容易であるが，逆
反復法では，クラスター固有値に対応する固有
ベクトル計算において，行列-ベクトル乗算中
心の再直交化計算が必要となり，高い並列化効
率を達成することは難しい．この問題を克服す
べく，行列乗算中心の実装が可能な，再直交化
付きブロック逆反復法（RBI）が提案されてお
り，従来法からの高速化が報告されている [1]．
RBIでは反復の度に行列のQR分解が必要とな
るが， [1]では，再帰的に実装されたCGS法が
用いられている．本講演では，新たなシフト戦
略に基づくシフト付きコレスキーQR分解を提
案し，RBIへ適用した結果について報告する．

2 再直交化付きブロック逆反復法（RBI）
n次実対称 3重対角行列 T のクラスター固有

値 λ1, . . . , λmc に対応する固有ベクトル計算に
ついて考える．ここで，クラスターとは，互い
に近接した固有値の集まりを指すものとする．
RBIでは，mc 本の固有ベクトルを r本ごとの
ブロックに分け，ブロックごとに順に固有ベク
トル計算を行う．以下では簡単のため，rはmc

の約数であるとし， j番目のブロックの固有ベ
クトル q( j−1)r+1, . . . , q jrの計算手順について述
べる．ここで， j = 1, . . . , mc/rである．

RBIではまず，n × r行列 V (0)
j,r を乱数により

生成し，QR分解 V (0)
j,r = Q(0)

j,r R(0)
j,r により直交行

列 Q(0)
j,r を得る．Q(0)

j,r を初期行列として，2分法
により求めた固有値の近似値 λ̃( j−1)r+1, . . . , λ̃ jr

に対して，次の 3 ステップから成る反復計算
を行うことにより，q( j−1)r+1, . . . , q jrが得られ
る．ここで，V (i)

j,r =
[
v(i)

( j−1)r+1 · · · v(i)
jr

]
，Q(i)

j,r =[
q(i)

( j−1)r+1 · · · q(i)
jr

]
とする．

(i) 以下の r本の連立方程式を解く:
(
T − λ̃kI

)
v(i)

k = q(i−1)
k ,

k = ( j − 1)r + 1, . . . , jr.

(ii) q1, . . . , q( j−1)r と直交するように V (i)
j,r を

再直交化する
(iii) (ii)で得られたベクトルを並べた n× r行

列を QR分解し，Q(i)
j,rとする

以下に再直交化付きブロック逆反復法の擬似
コードをAlgorithm 1として示す．13行目と 15
行目が (ii)に，14行目と 16行目が (iii)に対応
する計算となる．

Algorithm 1再直交化付きブロック逆反復法
1: function RBI(T, r, λ̃1, . . . , λ̃mc)
2: for j = 1, . . . , mc/r do
3: i := 0
4: Generate Q(0)

j,r
5: for k = ( j − 1)r + 1, . . . , jr do
6: T − λ̃kI = PkLkUk ◃部分ピボッ
ト選択付き LU分解

7: end for
8: repeat
9: i := i + 1

10: for k = ( j − 1)r + 1, . . . , jr do
11: Solve PkLkUkv(i)

k = q(i−1)
k

12: end for
13: V (i)

j,r := V (i)
j,r − Q( j−1)rQ⊤( j−1)rV

(i)
j,r

14: V (i)
j,r = Q

(i)
j,rR

(i)
j,r ◃ QR分解

15: Q
(i)
j,r := Q

(i)
j,r − Q( j−1)rQ⊤( j−1)rQ

(i)
j,r

16: Q
(i)
j,r = Q(i)

j,rR
(i)
j,r ◃ QR分解

17: until converge
18: Q jr :=

[
Q( j−1)r Q(i)

j,r

] (
Qr :=

[
Q(i)

1,r

])

19: end for
20: return Qmc =

[
q1 · · · qmc

]

21: end function

3 シフト付きコレスキーQR分解
コレスキーQR分解とは，以下の手順でm×n
行列 V (m ≥ n)の QR分解 V = QRを行う手法
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である: (i) W := V⊤V，(ii) W = R⊤R（コレス
キー分解），(iii) Q := VR−1．ここで，Rは n次
上三角行列である．n次実対称行列Wのコレス
キー分解W = R⊤Rの基本的な手順は以下の通
りである．ただし，w(1)

i, j はW の (i, j)成分であ
り，ri, jが求める Rの (i, j)成分を表す．

Algorithm 2コレスキー分解
1: for k = 1, . . . , n do
2: rk,k :=

√
w(k)

k,k
3: for j = k + 1, . . . , n do
4: rk, j := w(k)

k, j/rk,k

5: for i = j, . . . , n do
6: w(k+1)

j,i := w(k)
j,i − rk,irk, j

7: end for
8: end for
9: end for

ここで，Wが正定値であっても，数値誤差に
よって反復の途中で w(k)

k,k < 0となってしまい，
計算が破綻する恐れがある．これを回避するた
め，次の定理に基づくシフト戦略を考える．

定理 n次実対称行列Wの最小固有値をλmin(W)
とする．このとき，ℓ ∈ {1, . . . , n}に対し，w(k)

k,k >

0 (1 ≤ k < ℓ), w(ℓ)
ℓ,ℓ < 0 ⇒ w(ℓ)

ℓ,ℓ < λmin(W) 及び
w(k)

k,k > 0 (1 ≤ k ≤ ℓ)⇔ 0 < λmin(W)が成り立つ．

証明 分離定理を用いる（ここでは省略）．

定理によると，Algorithm 2の反復の過程で，あ
る kに対しw(k)

k,k < 0となった場合，シフトによっ
て新たにW := W−w(k)

k,kI（Iは n次単位行列）と
取り直してAlgorithm 2を適用すれば，w(k)

k,k > 0
となると期待される．このようなシフトを，コ
レスキー分解が破綻することなく完了するまで
繰り返し行う．ただし，w(k)

k,kがちょうど 0になっ
た場合には，それまでの累積シフト量を sとし
て，s := s(1+ ϵ)（ϵはマシンイプシロン）を新
たな累積シフト量とする．その際，s = 0であ
る場合には，s := max{wk,k | k = 1, . . . , n}を新
たな累積シフト量とする．以上が，本講演で提
案するシフト付きコレスキーQR分解のシフト
戦略である．

4 RBIへの適用
Algorithm 1の 14行目と 16行目の QR分解

に，前節で述べたシフト付きコレスキーQR分

解（CholeskyQR）を適用する．ただし，精度の
悪化を防ぐため，14行目のCholeskyQRでシフ
トが必要となった場合，16行目の後に，さら
にもう一度QR分解を行う．その際，16行目の
CholeskyQRでもシフトが必要となった場合，新
たに追加するQR分解には，ハウスホルダー変
換に基づくQR分解（HouseholderQR）を用い
ることとする．まとめると，図 1のようになる．

CholeskyQR

CholeskyQR CholeskyQR

HouseholderQR CholeskyQR

シフト有 シフト無

シフト有 シフト無

図 1. RBIで用いる QR分解の選択方法

深谷らの実験 [2]によると，Vの 2-ノルム条
件数 κ2(V)が 108程度以下ならば，シフト無し
のコレスキーQR分解が 2回続けて成功し，十
分な直交性を持つ Qの列ベクトルが得られる．
逆に，κ2(V)が 108程度以上ならば，多くの場
合にシフト無しのコレスキーQR分解は破綻す
る．そこで，本研究では，直交行列を生成する
CholeskyQRがシフト無しで 2回続けて成功し
たならば，十分な直交性を持つ Qが得られた
と仮定して，アルゴリズムを設計している．

5 今後の課題
本講演で提案するシフト付きコレスキーQR
分解を，最小二乗法や特異値分解の前処理など，
多方面に応用していく予定である．
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ςϯτϗϞϩδʔͷີݫͳఆࣜԽলུ͠ɼຊ
͍ૈ͍ͨ༺ͰύʔγεςϯτϗϞϩδʔΛߘ
ք໘ͷੳ๏ʹ͍ͭͯײతͳઆ໌Λ༩͑Δɻ
Εͨք໘ʢͨͱ͑ਤ1aʣߥ൘্ͷجͷݩ࣍2

ࢁౡͷܗͷΑ͏ͳͷͱͯ͠ΠϝʔδͰ

(a)

0

0.5

1 0

0.5

1
1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

1.5
1.0
0.5
0.0
0.5
1.0
1.5

(b)

0-dim

1-dim

height 1.0 0.5 0.0  0.5  1.0  1.5

ਤ 1. (a) Εͨք໘ͷྫ͓Αͼߥͷݩ࣍2 (b) ύʔγες
ϯτϗϞϩδʔͷࢉܭɻ֤ʑͷ “ౡ” ͷੜͱফ”ބ“
໓Λද͢ਤ͕όʔίʔυͰ͋Δɻ

͖Δɻ͜ͷܗʹਫΛுΔͱɼਫҐ͕͚ߴΕ
ք໘શମ͕ਫͨ͠ঢ়ଶʹͳΔɻਫҐΛԼ͛ͯ
͍͘ͱɼਫ໘ʹ “ౡ”͕ݱΕΔɻ৽͍͠ౡͷग़ݱ
ͱౡͲ͏͠ͷ߹ମΛ܁Γฦ͠ͳ͕Β͕૿͑
͍͖ͯɼ࠷ऴతʹք໘શମ͕ʹͳΔɻౡ
ͷ෦ʹ Δ͜ͱ͕͋ΓɼਫҐ͢ݱग़͕”ބ“
ͷมԽͱͱʹބͷ྾ফ໓͕͜ىΔɻύʔ
γεςϯτϗϞϩδʔʹΑΓɼ֤ʑͷౡ͕ބ
Δ͜ͱ͕Ͱ͢ࢉܭΕ͍ͯͭফ͑Δͷ͔Λݱ͍ͭ
͖Δɻʢ“ౡ” ”ބ“ɼݩ࣍0 ͷύʔγݩ࣍1
εςϯτϗϞϩδʔʹ૬͢Δɻʣࢉܭͷ݁Ռ
ɼ֤ʑͷౡͱ͕ބଘ͢ࡏΔ۠ؒΛԣͰඳ͍
ͨόʔίʔυͱΑΕΔਤͷܗͰද͞ΕΔʢਤ
1bʣɻ

3 ݁Ռ

ຊڀݚͰɼࢦఆͨ͠ૈ͞αΛͭք໘Λ
తʹੜ͢Δ؆ศͳख๏Ͱ͋ΔϥϯμϜத
มҐ๏ [3]Λ༻͍ɼ͞ 32679(= 215+1)ͷ ࣍1
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100

102

104

10−3 10−2 10−1 100 101

⣼
✚
ᗘ
ᩘ

N
(z

)

ᑑ z

ഴ
ࡁ
−

1/0.7

ഴ
ࡁ
−

1/
0.5

ഴ
ࡁ

−
1/

0.3

ਤ 2. α = 0.7, 0.5, 0.3 Λͭ 1 ք໘ʹ͓͚Δݩ࣍ “ౡ”
ͷण໋ͷྦྷੵɻण໋ z ʹ͍ͭͯϕΩଇ͕Γ
ཱͪɼͦͷϕΩࢦք໘ͷૈ͞ࢦͷٯ 1/αͱΑ͘
Ұக͢Δɻ

Εͨք໘Λͭ͘Γੳͨ͠ɻಛʹɼύʔߥͷݩ
γεςϯτϗϞϩδʔʹΑͬͯ͞ࢉܭΕΔౡ
ͷण໋ʢରԠ͢Δόʔίʔυͷόʔͷ͞ʣބ
ͷ֬ʹͨ͠ɻ
ਤ 2ͷάϥϑɼૈ͞ࢦ͕α = 0.7, 0.5, ͓

Αͼ 0.3ͷ ք໘ʹ͓͚Δౡͷण໋ͷྦྷੵݩ࣍1
Ͱ͋Δʢ1ݩ࣍ք໘Ͱ Εͳݱ”ބ“
͍ʣɻ͍ͣΕͷαͷ߹ɼྦྷੵN(z)

ण໋ zʹରͯ͠N(z) ∝ z−ζ ͷܗͷϕΩଇ
͕Γཱͭɻ͞Βʹɼ͜͜ʹݱΕΔϕΩࢦ ζ



ζ =
1

α
(2)

ͱ͍͏ܗͰɼք໘ͷૈ͞ࢦαͱؔ͢Δ͜ͱ
͕༧͞ΕΔɻ
ࣜ (2)ͷؔɼߥΕͨք໘ͷεέʔϦϯά
ͷ͔ٞΒཧతʹಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɻૈ͞ࢦ
 αͷߥΕͨք໘ͷ͏ͪɼ෯ Lͷ෦Λ͑ߟ
Δʢਤ 3ʣɻૈ͞ࢦͷఆٛΑΓɼք໘ͷࠩ͠
͠ͷ͞ߴΛH H ∝ LαͱεέʔϦϯά͞
ΕΔɻ͜ͷ෦ʹύʔγεςϯτϗϞϩδʔΛ
ద༻ͯ͠ಘΒΕΔण໋ͷྦྷੵΛ NL(z)ͱ
͢Δʢ෯ LΛ໌͍ͯ͠هΔʣɻ෯ L/2ͷ 2ͭ
ʹ͚Δͱɼ֤ʑͷࠩ͠͠͞ߴ 2−αHͱε
έʔϦϯά͞ΕΔɻ2ͭͷ෦ʹ·͕ͨͬͯੜ
Δ͖ “ౡ”Λআ͚ɼ෯ Lͷ෦Ͱͷྦྷੵ
NL(z)෯ L/2ͷ෦Ͱͷྦྷੵͷͱ
Ұக͢Δɻ෯L/2ͷ 2ͭͷ෦౷ܭతʹಉҰ
Ͱ͋ΓɼྦྷੵͱʹNL/2(x)Ͱ༩͑ΒΕ
Δɻͭ·Γɼ

NL(z) = 2NL/2(z).

Ұํɼ෯Lͷք໘Λѹॖͯ͠෯L/2ɼࠩ͠͠
͞ߴ 2−αH ʹ͢Δͱ෯ L/2ͷ෦ͱ౷ܭతʹ
ಉҰͱͳΔͷͰɼ

NL(z) = NL/2(2
−αz)

✛ ✲
L/2

✛ ✲
L/2

✛ ✲
L

✻

❄

2−
α
H

✻

❄

2−
α
H

✻

❄

H

ਤ 3. ૈ͍ք໘ͷεέʔϦϯάੑͷࣜਤɻ

͕ΓཱͭɻΑͬͯɼNL(z)ʹରͯ͠

NL(z) = 2NL(2
αz)

ͱ͍͏͕ؔΓཱͭɻ͜ΕΑΓɼ

NL(z) ∝ z−1/α

͕ಘΒΕɼζ = 1/αͷ͕ؔಋ͔ΕΔɻ
Ҏ্ͷٞɼϥϯμϜதมҐ๏Ͱੜ

ͨ͠ք໘ʹݶΒͣɼεέʔϦϯάؔ (1)͕
ཱ͢ΔߥΕͨք໘ʹରͯͭ͠Ͷʹద༻Ͱ͖Δɻ
ΑͬͯɼϕΩࢦͷؔ (2)ͭͶʹΓཱͭ
͜ͱ͕͔Δɻ͞Βʹɼ2ݩ࣍Ҏ্ͷߥΕͨք
໘ʹରͯ͠ಉ༷ͷεέʔϦϯάͷ͕ٞద༻
Ͱ͖Δɻ

4 ·ͱΊ

ຊڀݚͰɼૈ͞ࢦͱύʔγεςϯτϗϞ
ϩδʔͷؔΛత͓Αͼཧతʹௐͨɻ
ύʔγεςϯτϗϞϩδʔͰ͞ࢉܭΕΔ“ౡ”
ͷण໋ͷྦྷੵϕΩN(z)”ބ“ ∝ z−ζ

ʹ͕͍ͨ͠ɼ1ݩ࣍ͷք໘ͰϕΩࢦ ζͱૈ͞
ࢦ α ζ = 1/αͷ͕ؔ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɻ

ँࣙ ຊڀݚɼླྀٿେֶएखࢧऀڀݚԉڀݚ
අͷॿΛड͚ͨɻ

ݙจߟࢀ
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ͱೖྗॱংʹΑΔൺֱߏݩ࣍3ܕఴՃ࣍Delaunayਤͷஞݩ࣍2

ຊؠ ཾഅ 1, Ҫࠓ හߦ 2

1ՎࢁେֶେֶӃγεςϜڀݚֶՊɼ2ՎࢁେֶγεςϜֶ෦σβΠϯใֶՊ
e-mail : s175007@center.wakayama-u.ac.jp

1 ֓ཁ

༗ݶཁૉ๏ʹ͓͍ͯɼ͋ ΔྖҬΛϝογϡʹׂ͢Δ
ਤܗͱͯ͠ɼ؆୯ͳਤܗͰ͋Δ͕ܗ֯ࡾΑ͘༻͍ΒΕΔ
[1]ɽϝογϡͭͿΕ͍ͯͳ͍͕ܗ֯ࡾ·͍ͨ͠Ίɼ
ׂͰ͋Δܗ֯ࡾͭ࣋େͷੑ࣭Λ࠷খ֯࠷ Delaunay

ਤɼϝογϡͷࣗಈੜʹ༗ޮͰ͋ΔɽDelaunayਤ
ͷ࡞ํ๏ͱͯ͠ɼॳܗ֯ࡾظׂΛ࡞͠ɼϑϦο
ϓͱ͍͏ૢ࡞Ͱɼܗ֯ࡾΛ͍ͯ͘͠ܗͱ͍͏ͷ͕
ׂͷͲͷॴܗ֯ࡾΒΕΔɽ͜ͷϑϦοϓɼ͛ڍ
͔ΒͰ։࢝Ͱ͖ɼܗ֯ࡾׂͰ͋Δ͜ͱΛҡ࣋Ͱ͖
ΔͳͲར͕ଟ͍ɽຊڀݚͰɼϑϦοϓΛͭͭ͠
ॳܗ֯ࡾظׂΛܦ༝͠ͳ͍ Delaunayਤͷߏ๏Λ
ఏҊ͢Δɽ

ਤ 1. ׂܗ֯ࡾ ਤ 2. Delaunayਤ

2 Delaunayਤ

ฏ໘্ͷn͔ΒͳΔू߹P = {p1, p2 · · · , pn}͕༩
͑ΒΕ͍ͯΔͱ͢ΔɽP ͷ̎ piɼpjΛ௨ΔԁΛɼ෦
ʹଞͷΛؚ·ͳ͍Α͏ʹඳ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δͱ͖ɼઢ
 piɼpjΛDelaunayลͱ͍͏ɽͨͱ͑ɼP = {p1ɼp2
ɼp3ɼp4}ͱ͠ɼઢ p1p2ɼp3p4͕ަࠩ͢ΔΑ͏ʹஔ
͞Ε͍ͯͨͱ͢Δ (ਤ 3)ɽ͜ͷ̎ઢͷ͏ͪɼҰํ
DelaunayลͰ͋ΓɼଞํDelaunayลͰͳ͍ɽ͜Ε
ʹͲͪΒ͔ͷઢͷΈ͕ೖΔԁΛඳ͘ͱ (ਤ 4)ɼԁ
෦ʹؚ·ΕΔ p1p2͕DelaunayลͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ
͜ΕΑΓɼDelaunayลަࠩ͠ͳ͍ɽ
Delaunayล piɼpj ʹରͯ͠ɼpiɼpj Λ௨ΔԁΛগ͠
ͣͭେ͖͍ͯ͘͘͠ͱ͖ɼॳΊͯग़ձ͏΄͔ͷΛ pk
ͱ͢Δͱɼઢ pipkɼpjpkDelaunayลͰ͋Δɽͨ͠
͕ͬͯɼP ͷͯ͢ͷ DelaunayลΛඳ͘ͱɼܗ֯ࡾ
pipjpk͕ݱΕΔɽ·ͨɼDelaunayลಉࠩ͠ަ͕࢜ͳ͍
ͷͰɼશͯͷDelaunayลΛඳ͘ͱܗ֯ࡾϝογϡʹͳ
Δɽ͜ͷܗ֯ࡾϝογϡͷ͜ͱΛDelaunayਤͱݺͿɽ

ਤ 3. Delaunayล ਤ 4. ֎ԁʹΑΔผ

3 ϑϦοϓ

༩͑ΒΕͨnͷҙͷܗ֯ࡾׂʹ͓͍ͯɼತแͷ
ଆʹ͋Δลʹɼ྆ ลʹྡ͕ܗ֯ࡾ͢ΔɽҰํͷࡾ
༗͠ͳ͍ڞͷܗ֯ࡾͷ֎ԁʹରͯ͠͏Ұํͷܗ֯
ΛؚΉͱ͖ɼͦ ͷลΛআ͠ɼ৽ͨͳର֯ઢͰׂ͢
Δɽ͜ͷͱ͖ɼೋͭͷܗ֯ࡾͷڞ༗͢ΔลDelaunay

ลͱͳΔɽ͜ ͷ༷ʹܗ֯ࡾΛߋ৽͢Δૢ࡞ΛϑϦοϓͱ
ॴDelaunayہׂ͔Βग़ൃͯ͠ɼܗ֯ࡾͿɽҙͷݺ

ੑΛͨͳ͍ର֯ઢΛަ͢Δͱ͍͏ૢ࡞Λ͘Γฦ͢
ͱɼඞͣDelaunayਤʹ౸ୡ͢Δ [2]ɽ͜ͷੑ࣭ʹΑΓɼ
ׂ͕ͷՃΛؚΉͲͷ༷ͳঢ়ଶ͔ΒͰܗ֯ࡾ
ϑϦοϓΛΛ͜͏ߦͱʹΑͬͯ Delaunayਤʹ͢Δ͜
ͱ͕ՄͰ͋Δɽ·ͨɼܗ֯ࡾׂͰͳ͍ܗ֯ࡾಉ
ॏͳ͍ͬͯΔΑ͏ͳঢ়ଶͰɼϑϦοϓ͢Δ͜ͱ͕࢜
Ͱ Delaunayਤʹ͢Δ͜ͱ͕Մͳ߹͕͋Γɼ࠷ॳ
Βͳ͍ɽݶΔ͜ͱඞਢͱ࡞ׂΛܗ֯ࡾͳີݫʹ

4 ఏҊख๏

4.1 ತแͷߏ

༩͑ΒΕͨ܈Λɼ֤ ͷ࠲ඪ (x, y)Λ zํʹx2+

y2 ্ͪ͛ɼͦͷޙತแΛ࡞Γɼ͉ํԼଆತแʢڥ
քʣΛͱͷ xyฏ໘ʹࣹӨ͢Δ͜ͱʹΑΓDelaunay

ਤ͕ಘΒΕΔ (ਤ 5)ɽ

ਤ 5. ತแ͔ΒͷࣹӨݩ࣍3

͜ͷͱ͖ඞཁͳ ʹತแɼҰൠݩ࣍3 ͷݩ࣍2 De-
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launayਤΛߏ͢Δ͜ͱΑΓ͍͠ɽ͔͠͠ɼશͯͷ
ತแ্ͷ෦Ͱͳ͘ɼද໘্ʹ͋Δɽ͜ΕΛར
༻͢Δ͜ͱͰɼҰൠͷ߹ΑΓ༰қʹತแΛߏͰ͖
Δɽྫ͑ɼਤ 6ͷ༷ͳ࢛໘ମ p1p2p3p4͕ತแͱͯ͠
ಘΒΕ͍ͯΔͱ͜Ζɼ͋Βͨʹ p5ΛఴՃ͢Δ߹
Λ͑ߟΔ. ತแͷଆʹ͕ͳ͍͜ͱ໌͍ͯ͠Δ
ͷͰɼ̏ͭͷઢ p1p5, p2p5, p3p5ʹΑͬͯತแͷ֎ଆ
ʹ p5Λͱ͢Δ࢛໘ମΛՃͰ͖Δ͔Ͳ͏͔ɼฏ
໘ p1p2p3ʹରͯ͠ p5͕ತแͱରଆʹଘ͢ࡏΔ͔
ௐΔ͚ͩͰΑ͍ɽ͕ͨͬͯ͠, ತแͷ֎ଆ͔Β֯ࡾ
ܗ p1p2p3 Λͯݟ p1, p2, p3 ͕ܭ࣌ճΓʹฒΜͰ͍
ΔͳΒ, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

x1 x2 x3 x5
y1 y2 y3 y5
z1 z2 z3 z5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

> 0 (1)

͔Ͳ͏͔ͰఆՄͰ͋Δɽ·ͨɼ͜ͷఆͰ৽͕
ತแͷରଆͰͳ͔ͬͨ߹ɼࡏݱఆ͍ͯ͠Δࡾ
ͷ͏ͪɼತแ֎ଆͷ๏ܗ֯ࡾ͢Δ̏ͭͷྡʹܗ֯
ઢϕΫτϧͱɼತแͷத৺͔Β৽ͷϕΫτϧͷ֯
͕খ͍͞ͷΛ࣍ͷީิͱ͢Δɽ

ਤ 6. ໘ମ࢛ p1p2p3p4ͱ p5

4.2 ತแͷϑϦοϓ

ྫ͑ਤ 7ͷ༷ͳ߹ɼ৽ͨʹՃ͞Εͨ p5ʹର
໘ମ࢛ʹͷํ๏Λ༻͍ͯತแͷ֎ଆه্ͯ͠ p1p2p3p5
ΛՃ͕ͨ͠ɼྡΓ߹͏ܗ֯ࡾ p2p3p4ɼp2p3p5ʹڞ௨
͢Δઢ p2p3͕ʹತͱͳ͍ͬͯΔͨΊɼತแͰͳ
͍ɽ͜ͷͱ͖ɼxyฏ໘ʹࣹӨ͢Δͱਤ 8ͷ༷ʹͳͬͯ
͓ΓɼDelaunayਤಘΒΕͳ͍ɽʹತͳઢ͕͋Δ
߹ɼತแΛߏ࠶͢ΔͨΊʹઢ p2p3Λফ͠ڈɼ৽
ͨʹઢ p4p5Λ݁ͿϑϦοϓΛ͏ߦඞཁ͕͋Δɽ
ʹತ͔֎ʹತͰ͋Δ͔Λผ͢Δʹɼฏ໘p2p3p4
ʹରͯ͠ p5্͕ଆ͔Լଆʹ͋Δ͔Λผ͢ΕΑ͍
ͷͰɼ(1)ͱಉ༷ͷࣜͰఆՄͰ͋Δɽߏ࠶ͨ͠ತ
แਤ 9ɼࣹӨͨ͠ͷਤ 10ͷ༷ʹͳΔɽϑϦοϓ
ͷ·ΘΓΛௐɼʹತͳઢܗ֯ࡾ৽ͨ͠ߋޙͨ͠
͕ͳ͘ͳΔ·ͰϑϦοϓΛ͏ߦɽ͜ͷҰ࿈ͷૢ࡞Λ
৽͠ɼxyฏ໘ʹਖ਼ࣹӨ͢ΔߋΓฦ͢͜ͱͰɼತแΛ܁
͜ͱͰDelaunayਤΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ਤ 7. ತแʹͳΒͳ͍߹ ਤ 8. ਤ 7ͷࣹӨ

ਤ 9. ತแʹमਖ਼ ਤ 10. ਤ 9ͷࣹӨ

5 ऴΘΓʹ

ண͢Δ͜ͱͰɼϑؼʹ߹ͷಛผͳߏತแݩ࣍3
ϦοϓΛ༻͍Δͱ͍͏རΛࣦΘͣʹɼ࠷ॳʹ ݩ࣍2
ತแܗ֯ࡾׂΛߏ͢Δ͜ͱͳ͘ DelaunayਤΛ
ಘΔํ๏ΛఏҊͨ͠ɽਤ 8ͷ༷ͳܗ֯ࡾׂͰͳ͍
߹ͰϑϦοϓ͢Δ͜ͱ͕ՄͰ͋Δɽݱঢ়Ͱɼ৽
ͨͳʹରͯ͠ॳΊʹଓΛࢼΈΔܗ֯ࡾΛɼ࠷ॳʹ
ͨ͠ͷͱ͍ͯ͠ΔͨΊɼತแ্ͷ͕ଟ͘ͳΔ࡞
΄ͲௐΔܗ֯ࡾͷ͕૿͑Δͷ͕Ͱ͋Δɽ৽ͨ
ͳͷ࠲ඪ͔ΒɼଓՄͳܗ֯ࡾɼͦ͘͠Εʹ
Ҋ͢Δ͜ͱͰɼଓͷߟΔखஈΛ͢ࡧΛ୳ܗ֯ࡾ͍ۙ
ͷڀݚͷ͕՝Ͱ͋Δɽຊ͏ߦΒ͠ޮԽΛݮΛߦࢼ
Ұ෦ՊֶڀݚඅิॿۚͷॿΛड͚͍ͯΔɽ

ݙจߟࢀ
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Min-Plusྻߦʹਵ͢Δݻ༗ଟ߲ࣜͷࠜͱάϥϑͷߏ

౻ࠤ ฏ 1, ᬒ ઔ೭հ 2

1,2খߴࢁઐֶߍ
e-mail : 1k-sato@oyama-ct.ac.jp, 2sewatana@oyama-ct.ac.jp

1 ͡Ίʹ

Min-Plusͱɼ࣮ʹແݶେΛՃ͠
ͨू߹ʹɼͷԋࢉͱͯ͠minΛɼੵͷԋࢉͱ
ͯ͠+Λఆٛͨ͠ܥͰ͋Δɽ͜ͷMin-Plus

ɼτϩϐΧϧزԿࢄͱ͍͏໊લͰ
༷ʑͳ͕͞ڀݚΕ͍ͯΔ ([1, 2])ɽຊߨԋͰɼ
Min-Plusʹ͓͚Δྻߦ (Min-Plusྻߦ)ʹ
ਵ͢Δݻ༗ଟ߲ࣜʹண͢ΔɽMin-Plusྻߦ
ͷݻ༗ଟ߲ࣜτϩϐΧϧࣜྻߦΛ༻͍ͨఆٛ
͕༗໊Ͱɼͦͷ࠷খ͕ࠜྻߦͷݻ༗ͱͳΔ͜
ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ ([1])ɽ·ͨɼMin-Plusྻߦͷ
Δάϥϑͷؔ͢ʹྻߦ༗ʹ͍ͭͯɼͦͷݻ
ด࿏ͱରԠ͢Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ ([1, 3, 4])ɽ
ͭ·Γɼݻ༗ଟ߲ࣜͷ࠷খࠜݻ༗Λ௨ͯ͠
άϥϑͷด࿏ͱରԠ͢ΔɽຊߨԋͰɼMin-

Plusྻߦʹਵ͢Δݻ༗ଟ߲ࣜͷ࠷খࠜҎ֎
ͷ͕ࠜɼͲͷΑ͏ͳάϥϑͷߏͱؔ͢Δͷ
͔ʹ͍ͭͯٞ͢Δɽ

2 Min-Plus

Min-Plusͱɼ࣮ʹແݶେΛՃ͠
ͨू߹Rmin = R∪ {+∞}ʹɼ2ͭͷೋ߲ԋࢉɼ
⊕ͱੵ⊗ΛҎԼͰఆٛͨ͠ܥͰ͋Δ;

a⊕ b = min{a, b}, a⊗ b = a+ b .

Min-Plusɼʹ͍ͭͯྵݩ ε = +∞Λ
ݩɼੵʹ͍ͭͯ୯Ґ܈ͭ࣋ e = 0Λͭ࣋
ݺɼੵʹؔͯ͠తͰ͋Γɼͱ܈
ΕΔߏΛͭ࣋ܥͷྫͰ͋Δɽͨ ͩ͠ɼ
Min-PlusʹՃ͑ɼੵ Ҏݩྵ͍ͯͭʹ
֎ͰݩٯΛͭ࣋ͱ͍͏ੑ࣭Λͭ࣋ɽ͕Min-

PlusʹΛྻߦͭ࣋ΛMin-Plusྻߦͱݺ
ͼɼm×nͷMin-PlusྻߦશମΛRm×n

min ͱॻ͘ɽ
2ͭͷ Min-Plusྻߦ A = (aij), B = (bij) ∈
Rm×n
min ʹରͯ͠ɼͦΕΒͷA⊕B ∈ Rm×n

min Λ

[A⊕B]ij = aij ⊕ bij = min{aij , bij}

Ͱఆٛ͢Δɽ·ͨɼ2ͭͷMin-Plusྻߦ A =

(aij) ∈ Rm×k
min ͱ B = (bij) ∈ Rk×n

min ʹରͯ͠ɼ

ͦΕΒͷੵA⊗B ∈ Rm×n
min Λ

[A⊗B]ij =
k⊕

ℓ=1

(aiℓ⊗bℓj) = min
ℓ=1,2,...,k

{aiℓ+bℓj}

Ͱఆٛ͢Δɽ·ͨɼMin-PlusྻߦA = (aij) ∈
Rm×n
min ͱεΧϥʔα ∈ Rminʹରͯ͠ɼα⊗A ∈

Rm×n
min Λ

[α⊗A]ij = α⊗ aij

Ͱఆٛ͢Δɽ͞ΒʹɼMin-Plusྻߦʹ͓͚Δ
୯Ґྻߦ In ∈ Rn×n

min ͱɼ

[In]ij =

{
e if i = j

ε if i ̸= j

Ͱ͋Δɽ

ఆٛ 1. Min-PlusྻߦA = (aij) ∈ Rn×n
min ͷߦ

ྻࣜ tropdet(A)ΛҎԼͰఆٛ͢Δ;

tropdet(A) =
⊕

σ∈Sn

a1σ(1) ⊗ a2σ(2) ⊗ · · · anσ(n) .

͜͜ͰɼSn {1, 2, . . . , n}ͷஔશମͰ͋Δɽ

3 Min-Plusͱ༗άϥϑ

ू߹ V ͱลू߹E ⊂ V ×V ͔ΒͳΔ༗
άϥϑG = (V,E)ʹରͯ͠ɼ֤ล্ʹؔ
w : e ∈ E )→ w(e) ∈ RminΛఆٛ͢Δɽw(e)Λ
ล eͷॏΈͱ͍͏ɽάϥϑGͷॏΈ͖ྡߦ
ྻA = (aij) ∈ R|V |×|V |

min Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ;

aij =

{
w(e) if e = (i, j) ∈ E, i, j ∈ V,

ε if e = (i, j) ̸∈ E, i, j ∈ V.

ྻߦɼMin-Plusʹٯͨ· A ∈ Rn×n
min ͕༩͑Β

Εͨͱ͖ɼAΛॏΈ͖ྡྻߦͱ͢Δάϥϑ
Λ࡞Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜ͷάϥϑΛG(A)ͱॻ
͘ɽάϥϑG͕ڧ࿈݁Ͱ͋Δͱɼҙͷ
ؒʹಓ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖ʹ͍͏ɽάϥϑG(A)͕
ྻߦ࿈݁Ͱ͋Δඞཁे݅ɼڧ A͕ط
Ͱ͋Δ͜ͱͰ͋Δɽด࿏Cͷ͞ ℓ(C)Λด࿏
ʹؚ·ΕΔล (=)ͷͰɼด࿏ C ͷॏΈ
w(C)Λด࿏ʹؚ·ΕΔลͷॏΈͷ૯Ͱఆٛ
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͢Δɽຊߨԋʹ͓͍ͯɼด࿏Λڞ༗͠ͳ
͍ͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼด࿏ C ͷฏۉॏΈ
ave(C)ΛҎԼͰఆٛ͢Δɽ

ave(C) =
w(C)

ℓ(C)
.

4 Min-Plusྻߦͷݻ༗ͱݻ༗ଟ߲ࣜ

Min-PlusྻߦA ∈ Rn×n
min ʹରͯ͠ɼλ ∈ Rmin

ͱ x ∈ Rn
min͕ҎԼΛຬͨ͢ͱ͖ɼͦΕͧΕΛ

༗ϕΫτϧͱ͍͏ɽݻ༗ͱݻ

A⊗ x = λ⊗ x.

ୠ͠ɼx ̸= t(ε, ε, . . . , ε) ͱ͢Δɽ

ఆཧ 2 ([3]). Min-Plusྻߦ A ∈ Rn×n
min ͷݻ༗

 λ ̸= ε͕ଘ͢ࡏΔͳΒɼAΛॏΈ͖ྡ
ʹͱ͢ΔάϥϑG(A)ྻߦ λΛฏۉॏΈͱ͢Δ
ด࿏͕ଘ͢ࡏΔɽ

ఆཧ 3 ([3]). ࿈݁ͳάϥϑڧ Gʹର͠ɼͦͷ
ॏΈ͖ྡྻߦΛA ∈ Rn×n

min ͱ͢Δɽ͜ͷͱ
͖ɼGʹ͋Δશͯͷด࿏ͷฏۉॏΈͷ࠷খ
Aͷ།Ұͷݻ༗Ͱ͋Δɽ

Min-PlusྻߦA ∈ Rn×n
min ͷݻ༗ଟ߲ࣜϕA(t)

ΛҎԼͰఆΊΔɽ

ϕA(t) = tropdet(A⊕ t⊗ In).

͜ͷͱ͖ɼϕA(t)ؔͱͯ͠ͷ߸≡Λ༻͍
Δ͜ͱͰɼҎԼͷΑ͏ʹҰҙͳҼղΛ͢Δ
͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ϕA(t) = tn ⊕ cn−1 ⊗ tn−1 ⊕ · · ·⊕ c0

≡ (t⊕ p1)
q1 ⊗ (t⊕ p2)

q2 ⊗ · · ·⊗ (t⊕ pk)
qk .

্ࣜͷ p1, p2, . . . , pk Λݻ༗ଟ߲ࣜͷࠜͱ͍͏ɽ
ͷఆཧ͕࣍༗ʹؔͯ͠ɼݻ༗ଟ߲ࣜͷࠜͱݻ
ΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 4 ([1]). Min-Plus ྻߦ A ∈ Rn×n
min ͷݻ

༗ଟ߲ࣜ ϕA(t)ͷ࠷খࠜ Aͷݻ༗ͱҰக
͢Δɽ

ຊߨԋͰɼݻ༗ଟ߲ࣜͷ࠷খࠜҎ֎ͷࠜʹ
͍ͭͯٞ͢Δɽ

ఆٛ 5. άϥϑ G = (V,E)ʹ͍ͭͯɼΛ
༗͠ͳ͍ด࿏ͷू߹ΛҰൠԽ͞Εͨด࿏ͱ͍ڞ
͏ɽҰൠԽ͞Εͨด࿏ͷॏΈɼ͞ɼฏۉॏΈ
௨ৗͷด࿏ͷͦΕΒͱಉ༷ʹఆٛ͢Δɽ

ఆٛ 6. 2ͭͷҰൠԽ͞Εͨด࿏ C1, C2ʹର͠ɼ
૬ରฏۉ r.ave(C1, C2)ΛҎԼͷΑ͏ʹఆΊΔɽ

r.ave(C1, C2) =
w(C2)− w(C1)
ℓ(C2)− ℓ(C1)

.

ୠ͠ɼℓ(C2) ≤ ℓ(C1)ͷ࣌ɼr.ave(C1, C2) = ε

ͱ͢Δɽ

ఆཧ 7. Min-Plusྻߦ A ∈ Rn×n
min ΛॏΈ͖

ྡྻߦͱ͢ΔάϥϑG(A)ʹ͓͍ͯɼશͯͷ
ҰൠԽ͞Εͨด࿏Λ C1, C2, . . . , Ck ͱ͢Δɽ͜
ͷͱ͖ɼAͷݻ༗ଟ߲ࣜϕA(t) ҎԼͷखॱͰ
͞ΕΔɽߏ

(i) Cmin = ∅ʢଈͪɼℓ(Cmin) = w(Cmin) = 0ʣ
ͱ͢Δɽ·ͨɼj = 0ͱ͢Δɽ

(ii) j = j + 1ͱ͠ɼCminͱશͯͷ Ciʹ͍ͭ
ͯɼr.ave(Cmin, Ci)Λ͢ࢉܭΔɽ

(iii) r.ave(Cmin, Ci) = ε ͱͳΕखॱΛऴྃ
͢Δɽͦ͏Ͱͳ͚Εɼr.ave(Cmin, Ci)͕
খͱͳΔҰൠԽ͞Εͨด࿏ͷ࠷ 1ͭ Cʹ
ରͯ͠ɼpj = r.ave(Cmin, C), qj = ℓ(C)−
ℓ(Cmin) ͱ͠ɼCmin = C ͱஔ͖͠खॱ
(ii)ʹΔɽखॱΛऴྃͨ͠ͱ͖ɼ

∑
j qj ̸=

nͰ͋ΔͳΒ pj+1 = εɼqj+1 = n −∑
j qj ͱ͢Δ͜ͱͰɼAͷݻ༗ଟ߲ࣜ

ϕA(t) ≡
⊕

j

(t⊕ pj)
qj

ΛಘΔɽ

ݙจߟࢀ
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Kôkyûroku Bessatsu, B47 (2014),

pp.41–54.

442



生成元として円と線分が混在したVoronoi図の位相的に厳密な近似構成
今井 敏行 1

1和歌山大学システム工学部
e-mail : timai@sys.wakayama-u.ac.jp

1 はじめに
一般的に, 近似により得られるのは近似解と
いう常識がある. 本研究においては図形処理
の分野で近似アルゴリズムにより厳密解を求
める処理の枠組みを作りをめざし，生成元が
線分や円のVoronoi図構成を，点列で近似した
Voronoi図構成アルゴリズムで厳密解を求める
方法を示す．
計算機で扱われる図形を, 具体的な角度や座

標値のような実数値をとる計量情報と面や辺の
接続関係を表す位相情報とに分離する. このよ
うな位相情報は離散値をとる [1].

Voronoi図は平面上に与えられた，生成元と
呼ばれる n点に対し，どの生成元に最も近いか
という基準で平面を生成元の勢力圏の領域に分
割した図である．Voronoi図構成に関して高速
なアルゴリズムが考案されていて，実装手法も
整備されている．Voronoi図構成においては入
力である生成元の位置情報，出力のVoronoi図
の領域の形状情報が計量情報，領域の隣接関係
が位相情報である．
生成元を線分や円に一般化すると，Voronoi

図の構成アルゴリズムは，はじめから設計しな
おす必要がある．そのようなアルゴリズムもす
でに存在するが，点のVoronoi図ほど実装手法
が整備されていない．
単純な図形の処理アルゴリズムを近似的に用

い, 複雑な図形の幾何的処理を厳密に行なうこ
とを, 線分や円のVoronoi図構成に関して行う．
円や線分を一様に細かく点列で近似すると，

計算量の増大が問題となる．本研究の特色とし
て，位相情報を厳密に求めることに集中し，計
量情報は位相情報を求めた後，別処理で求める．
点，線分，円のVoronoi図においては生成元が
n個の場合の位相情報の構成アルゴリズムは最
速でもO(n log n)の計算量なのに対し，位相情
報が得られていれば，計量情報を求める計算量
は出力サイズのO(n)である. 詳細な近似が必
要なのは, 図形のごく一部の，位相情報を決定
するのが困難な場合に限られる. 計量情報の近
似値を要求する場合に較べて，詳細な近似が必

要な部分が少ないため，位相情報が厳密に求ま
る上に，高速性も確保されると期待できる．

2 線分と円のVoronoi図の個別近似構成
構成アルゴリズムの基本的な形は，次のとお

りである．初期近似においては，線分や円を数
点で近似する．
0．初期近似をする
1. 位相情報が全域で正しければ終了．
正しいと言い切れない部分があれば 2へ.

2. その部分だけ近似精度を上げ 1に戻る.

位相情報の正しさに関しては，現在得られてい
る領域の境界辺 (Voronoi 辺) が，すべて局所
的に存在するかどうかで調べる．点，線分，円
の Voronoi図に共通した操作として, 4生成元
g1, g3, g2, g4 により時計回りに囲まれる辺 eが
あり, この辺 eが g1, g2の領域の隣接関係を定
めるとき, 辺 eを g3, g4の領域の隣接関係を定
める辺 e′ に差し替える局所操作を eから e′への
局所フリップということにする. 生成元 g3, g4
と共有点をもつ円で, g1, g2 が円の外部にある
ようなものがとれるとき, eは e′に局所フリッ
プ可能という.

図 1. 局所フリップ不可能

eg3 g4

g2

g1

言い換えると, 局所フリップ可能とは, この 4

生成元 g1, g2, g3, g4のみでVoronoi図を構成す
ると存在する辺が g1, g2 の間の辺 e ではなく
g3, g4 の間の辺 e′ であることを意味する. す
べての辺において局所フリップ可能でないと
き, このVoronoi図は局所フリップ不可能であ
るとよぶ. 「局所フリップ不可能なことと隣
接関係が正しい Voronoi 図であることは同値
である」[2]ことを利用する．点列で近似した
Voronoi図の Voronoi辺 e上に，g1, g2 と交わ
り，g3, g4と離れている空円 (他の生成元の点を
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含まない円)が存在すれば，局所フリップ可能
でなく，g1, g2, g3, g4 と同時に交わる空円が存
在すれば，局所フリップ可能である. 近似精度
を上げるには，空円の中心から，g1, g2, g3, g4
に最も近い点 (射影点)を生成元に追加する．原
理的には，厳密に求めたVoronoi図のすべての
辺の端点の射影点が添加されれば，位相構造が
明確になる. 長さ 0の辺が発生するような入力
に対しては，原理的に無現個の射影点が追加さ
れ無限ループに陥るが，これは入力が退化状態
であり除外して考える．このとき，追加される
点は長さ 0の辺 (すなわち点)の射影点に２次
収束する．非退化時でも，退化に近い場合は，
位相構造が決定されるまで点の追加が続くと予
想されるが，２次収束に近い振る舞いをするの
で位相構造が決定さえるまでの点の追加は多く
ない．実際，数値実験では倍精度の限界まで退
化に近づけても 1回 4点の追加で局所的に位相
構造が決定された.

図 2. 位相的に誤 (上)，位相的に未確定 (中), 確定 (下)

ここまで大きな枠組で, 線分と円の Voronoi

図の統一的に構成可能なことを示してきたが，
全く同一の処理にはならない．射影点の追加の
ときに，円のVoronoi図の場合と異なり，線分
のVoronoi図においては，射影点が生成元の線
分の端点になることがあり，追加しようとする
とき，既にある生成元と一致する．そのまま追
加すると，同一位置に 2点の生成元が存在する
ことになり，アルゴリズムの実行が破綻する．

3 線分と円の生成元への混在処理
生成元が線分や円の一方のみのVoronoi図構
成に対して, 両者が混在する場合のアルゴリズ
ムは若干の拡張が必要である．点列近似した
Voronoi図は点の Voronoi図であり, 同一生成
元に属する点の領域を統合することで円や線分
のVoronoi図を得るが, 点の属する生成元が円
か線分か区別がつく属性を与え，射影点の追加
操作や空円との交差判定を切り替える必要があ
る. また，点の Voronoi 図ではありえない状
況として，前節で示した辺 e を囲む 4生成元
g1, g2, g3, g4のうち，g3と g4が一致することが
ある，射影点 4点を追加すると同一位置に 2点
追加することになり破綻する．局所フリップの
可能性の判断のとき，射影点 4点は，4生成元
が辺 eを囲む順と同じ順で空円上に並ぶ．g3, g4
の射影点のうち，この順に反するものは, 空円
と交差していないと判断してよい. これらの判
断は, 円と線分で個別に用意して切り替える必
要がある.

4 おわりに
近似アルゴリズムで厳密解を求める図形処理

の枠組で，点列近似による円と線分が混在した
Voronoi図の構成アルゴリズムを示した．生成
元の一層の一般化は今後の課題であるが，射影
点を得るの難しく，代替方法が必要を現在検討
中である．
本研究の一部は科学研究費補助金の助成を受

けている．
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૬زࣅԿෆมྔʹΑΔฏ໘ۂઢͷFairnessଌ
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1 ੩Ԭେֶɼ2 ϚϨʔγΞେֶ, 3 ஜେֶ, 4 ηϦΦ, 5 भେֶ, 6 ຊϢχγεɾΤΫηϦϡʔγϣϯζ

e-mail : miura.kenjiro@shizuoka.ac.jp

1 ֓ཁ

ઢͷඒ͖͠͞Ε͍͞ͷईΛԽ͢Δۂ
Fairnessଌ (ඒ͖͠͞Ε͍͞ͷଌ)͕ఆٛ
Ͱ͖Εɼͦͷ࣭ΛධՁ͢Δ͚ͩͰͳ͘ɼσ
βΠϯ͍ͯ͘͠աఔʹࢦΛ༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δɽ͜ͷใࠂͰɼฏ໘ۂઢʹରͯ͠૬زࣅԿ
ෆมྔΛ༻͍ͨ FairnessଌΛ৽ͨʹఏҊ͠ɼ
খԽ͢Δͱ࠷ք݅ʹରͯͦ͠ΕΛڥఆͨ͠ࢦ
ରܕඒతۂઢ (log-aesthetic curve)͕ಘΒΕ
Δ͜ͱΛࣔ͢ɽ

2 ૬زࣅԿෆมྔ

૬زࣅԿʹ͓͍ͯۂઢͷ૬ۂࣅ͕ෆมྔͰ
͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [1]ɽํ֯ θʹର͠
ͯ,૬ۂࣅS(θ)ɼҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔɽ

S(θ(s)) =
1

κ(s)2
dκ

ds
= −dρ

ds
(1)

͜͜Ͱɼsۂઢ ,Ͱ͋Γ(ހ) κ(s)ۂɼ
ρ(s)ۂܘͰ͋Δ. ૬ۂࣅܘ V (θ)
૬ۂࣅܘ S(θ)ͷٯͰ͋Γɼࣜ࣍Ͱ༩͑
ΒΕΔɽ

V (θ) =
1

S(θ)
=
κ(s)2

dκ
ds

= − 1
dρ
ds

(2)

ຊใࠂͰ, ۠ؒ [a, b]Ͱ༩͑ΒΕΔฏ໘ۂ
ઢΛฏԽ (fairing)͢ΔͨΊͷ 2ͭλΠϓͷ
Fairnessଌ (൚ؔ)ʹ͍ͭͯ͢ߟΔɽୈ 1

ͷλΠϓɼ

Fsc(C(t)) =

∫ b

a
S(θ(t))2

dθ

dt
dt (3)

Ͱ͋Γɼୈ 2ͷλΠϓɼ

Fsroc(C(t)) =

∫ b

a
V (θ(t))2

dθ

dt
dt (4)

Ͱ͋Δɽࣜ (1)ͱ (2)ΑΓɼࣜ (3)ҎԼͷΑ
͏ʹॻ͖͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ:

Fsc(C(t)) =

∫ l

0

1

κ(s)4
(
dκ

ds
)2κ(s)ds

=

∫ l

0

1

κ(s)3
(
dκ

ds
)2ds

=

∫ l

0

1

ρ(s)
(
dρ

ds
)2ds (5)

͜͜ͰɼlۂઢC(t)ͷશͰ͋Δ. ࣜ (4)
ҎԼͷΑ͏ʹॻ͖ม͑ΒΕΔɽ

Fsroc(C(t)) =

∫ l

0

κ(s)5

(dκds )
2
ds

=

∫ l

0

1

ρ(s)(dρds )
2
ds (6)

3 Euler-Lagrangeࣜ

ҎԼͷ͔ࣜΒɼ

Fsc(C(t)) =

∫ l

0
fsc(s)ds =

∫ l

0

1

κ(s)3
(
dκ

ds
)2ds (7)

ۂ κʹؔ͢Δ͢Δ Euler-Lagrangeࣜࣜ࣍
ͱͳΔɽ

∂fsc
∂κ

− d

ds

∂fsc
∂κ̇

= −3
κ̇2

κ4
− 2

d

ds

κ̇

κ3

=
3

κ4
(κ̇2 − 2

3
κκ̈) = 0(8)

͜͜Ͱɼsͷؔ gʹରͯ͠ɼġ = dg/dsͰ͋
Γɼg̈ = d2g/ds2Ͱ͋Δɽ
Ұํɼରܕඒతۂઢ (log-eathetic curve)

Λຬͨ͢͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔࣜ࣍ [2]ɽ

κ−α = cs+ d (9)

͜͜Ͱɼcͱ dఆͰ͋Δɽ্ࣜͷ྆ลΛ s

Ͱ 2ճඍ͢Δ͜ͱͰࣜ࣍ΛಘΔɽ

−α(−α− 1)κ−α−2κ̇2 − ακ−α−1κ̈ = 0 (10)

α ̸= 0Ͱɼ͔ͭ−α−1 ̸= 0 (α ̸= −1)Ͱ͋Ε,

κ̇2 − 1

α+ 1
κκ̈ = 0 (11)

ࣜ (8)ͱ (11)Λൺֱ͢Δͱ, ࣜ (7)Λ࠷খԽ͢
Δۂઢ α = 1/2Ͱ͋ΔରܕඒతۂઢͰ͋
Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ
ͦͷҰํͰɼࣜ࣍ΑΓɼ

Fsc =

∫ l

0
fsc(s)ds =

∫ l

0

1

ρ(s)
(
dρ

ds
)2ds (12)
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ρʹؔ͢Δ Euler-Lagrangeࣜࣜ࣍ͱͳΔɽ

∂fsc
∂ρ

− d

ds

∂fsc
∂ρ̇

= − ρ̇
2

ρ2
− d

ds

2ρ̇

ρ

=
1

ρ2
(ρ̇2 − 2ρρ̈) = 0 (13)

ରܕඒతۂઢࣜ࣍Λຬ͠ɼ

ρα = cs+ d (14)

͕ͨͬͯ͠ɼ

α(α− 1)ρα−2ρ̇2 + αρα−1ρ̈ = 0 (15)

α ̸= 0Ͱ͋Γɼ͔ͭ α − 1 ̸= 0 (α ̸= 1)Ͱ͋
Εɼ

ρ̇2 +
1

α− 1
ρρ̇ = 0 (16)

ࣜ (13) ͱ (16) Λൺֱ͢Δͱɼࣜ.(12) Λຬ
͢Δۂઢ α = 1/2ͷରܕඒతۂઢͰ͋Δ
͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜ͷ݁ۂ κʹؔ͢Δఆ
ࣜԽͷ݁ՌʹҰக͢Δɽ૬ۂࣅܘʹରͯ͠
ಉ༷ͷٞΛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ɼͦͷ݁Ռͱͯ͠
α = 3/2ͷରܕඒతۂઢ͕ಘΒΕΔɽ
ਤ 1 α = 1/2ͱ α = 3/2ͷରܕඒతۂ

ઢΛൺֱ͍ͯ͠Δɽରܕඒతۂઢͷ 3ϖΞΛ
͓ࣔͯ͠Γɼ֤ʑͷϖΞಉ͡G1(ઢͷࢦఆ)

݅ΛͰ՝͍ͯ͠ΔɽG1(ઢͷࢦఆ)
͕݅ԁހͷ݅ ͱऴΛ௨Δઢʹରশ࢝)
తʹઢํΛࢦఆ͢Δ߹)͔Βେ͖͘Ε
Δ΄ͲɼͦΕΒͷܗঢ়େ͖͘ҟͳΔɽҧ͍
ΒΕ͍ͯΔ͕ɼΛݶ 1/2͔Β 3/2ɼ͋Δ͍
3/2͔Β 1/2ʹมԽͤ͞Δ͜ͱͰඍົʹۂઢͷ
ঢ়Λม͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽܗ

α=0.5 α=0.5α=1.5 α=0.5α=1.5 α=1.5

ਤ 1. α = 1/2ͱ α = 3/2ͷରܕඒతۂઢͷൺֱ

4 ఆ nʹର͢ΔఆࣜԽ

s: Ұൠతͳఆ nΛ༻͍ͯ FairnessଌΛ
ͷΑ͏ʹ֦ு͢Δɽ࣍

Fgen(C(t)) =

∫ l

0
fgen(s)ds =

∫ b

a
S(θ(t))n

dθ

dt
dt

κʹؔ͢Δ Euler-Lagrangeࣜɼ

∂fgen
∂κ

− d

ds

∂fgen
∂κ̇

= (2n− 1)(n− 1)
κ̇n−2

κ2n
×

(κ̇2 − n

2n− 1
κκ̈) = 0

ͱͳΔɽ͕ͨͬͯ͠ɼ
1

α+ 1
=

n

2n− 1
(17)

্ࣜΑΓɼ

α = 1− 1

n
(18)

͠ α < 0Ͱ͋Ε, ରܕඒతۂઢมۂ
Λͭ࣋͜ͱ͕Ͱ͖Δ [2]ɽα < 0ͷ݅Ҏ
ԼͱͳΔɽ

1− 1

n
< 0 (19)

͕ͨͬͯ͠ɼ0 < n < 1Ͱ͋Ε, αෛͱͳΔɽ

5 ݴ݁

ຊใࠂͰɼฏ໘ۂઢʹରͯ͠૬زࣅԿෆม
ྔͰ͋Δ૬ۂࣅͱͦͷٯͰ͋Δ૬ۂࣅ
քڥΛFairnessଌΛ৽ͨʹఏҊ͠ɼదͳܘ
݅ʹରͯͦ͠ΕΛ࠷খԽ͢Δ͜ͱͰରܕඒ
తۂઢ (log-aesthetic curve)͕ಘΒΕΔ͜ͱΛ
ࣔͨ͠ɽ͜ͷ࣮ࣄ૬زࣅԿͱରܕඒతۂઢ
ͷੑͷ͞ߴ [3]Λ࣮ࣔ͢ࣄͷ 1ͭͱ͑ߟΒ
ΕΔɽ

ँࣙ ຊڀݚͷҰ෦ JSPS Պݚඅج൫ڀݚ
JP25289021ɼImPACTʮλϑɾϩϘςΟΫεɾ
νϟϨϯδʯɼ͓ΑͼभେֶϚεɾϑΥΞɾ
ΠϯμετϦڀݚॴฏ 28ڞظಉར༻
ඍࢄԿֶɾزͷͨΊͷඍܭʮҙঊઃڀݚ
ԿʯͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ͜͜ʹँҙز
Λද͢Δɽ
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対数型美的曲線の相似幾何における平面曲線に対する変分原理による
定式化
井ノ口　順一 1, 梶原 健司 2, 三浦 憲二郎 3, Schief Wolfgang
1筑波大学，2九州大学，3静岡大学，4 University of New South Wales

e-mail : inoguchi@math.tsukuba.ac.jp

1 概要
弾性エネルギーの臨界点である平面曲線は弾

性曲線とよばれる．弾性曲線はmKdV方程式と
深く関連する．平面曲線の等周変形からmKdV

方程式が導かれる．mKdV方程式の進行波解か
ら定まる平面曲線が弾性曲線である．
本講演では相似幾何学の枠組みを用いて，定

常Burgers方程式の解から定まる平面曲線およ
び工業意匠設計で用いられている対数型美的曲
線 (LAC) を変分問題の解として定式化できる
ことを報告する．

2 弾性曲線
弧長径数表示された平面曲線 γ が弾性曲線

(elastica)であるとは γが弾性エネルギー

E(γ) =

∫ ℓ

0

1

2

∣∣∣∣
dγ

ds
(s)

∣∣∣∣
2

ds

の臨界点であることをいう．sは弧長径数，κ(s)
は (ユークリッド幾何の意味での)曲率である．
平面内の 2点A, B，Aを始点とする単位ベクト
ル ξ, Bを始点とする単位ベクトル ηを固定し

γ(0) = A, γ(ℓ) = B, γs(0) = X, γs(ℓ) = Y

をみたす平面曲線全体のなす上の汎関数として
弾性エネルギー E を選ぶと，γ が E の臨界点
であるための必要十分条件（オイラー・ラグラ
ンジュ方程式）は

2κss + κ3 − λκ = 0

で与えられる (λは定数). 一方，平面曲線の等周
変形 (isoperimetric deformation) から mKdV

方程式
κt + κsss +

3

2
κ2κs = 0

が導かれる．
とくにmKdV方程式の進行波解から定める

平面曲線は弾性曲線である [1]．

3 相似曲線
相似幾何においては方向角 θ =

∫
κ(s) dsが

曲線を表示する径数として用いられる．T = γθ,

N = JT とおく. J は回転角 π/2 の回転行列を
表す．(T (θ), N(θ))を相似 Frenet標構とよぶ．
相幾幾何における曲率（相似曲率）u(θ)は相似
幾何における Frenet方程式

T ′ = −uT +N, N ′ = −T − uN

で定義される．ここでプライムは θに関する微
分演算である．ユークリッド幾何における曲率
半径 q = 1/κを用いると

u = −q′/q

と表せる（Hopf-Cole変換）．
相似幾何における平面曲線の等角変形（isog-

onal deformation）

γt = (b− u)T −N, b ∈ R

から Burgers方程式

ut = u′′ − 2uu′ + bu′

が導かれる．よく知られているように Hopf-

Cole変換により

qt = q′′ + bq′ + q

と線型化される．とくに b = 0の場合，拡散方
程式 qt = q′′に線型化される．
また定常Burgers方程式（ut = 0）はリッカ

チ方程式
u′ = u2 − bu+ c

に書き直せることに注意されたい．

4 相似幾何的弾性エネルギー
λ, a ̸= 0を定数とし方向角 θで径数表示され

た平面曲線 γ(θ)に対し次の汎関数を考察する．

Fλ,a(γ) =

∫ θ2

θ1

1

2

(
a2u(θ)2 +

λ

q(θ)2a

)
dθ.
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R2内の 2点A, B, Aを始点とするベクトルX,

U , Bを始点とするベクトル Y , V を固定し

γ(θ1) = A, γ′(θ1) = X, γ′′(θ1) = U,

γ(θ2) = B, γ′(θ2) = Y, γ′′(θ2) = V

をみたす曲線 γ : [θ1, θ2] → R2の全体M 上で
汎関数 Fλ,a を考察し第一変分を計算すること
で次の結果が得られた．
定理 1 曲線 γ ∈ Mが汎関数 Fλ,aの臨界点で
あるための必要十分条件（オイラー・ラグラン
ジュ方程式）は

u′′ = 2auu′

である．
オイラー・ラグランジュ方程式の両辺を θで積
分してリッカチ方程式

u′ = au2 + c, c ∈ R (1)

が得られる．とくにa = 1のときは定常Burgers

方程式である．この事実は，弾性曲線はmKdV

方程式の進行波解であることの相似幾何学的類
似であると言える．
a ̸= 1の場合のリッカチ方程式 (1)の幾何学
的意味を理解するため次項で対数型準美的曲線
を考察する．

5 対数型美的曲線
工業意匠設計で研究されている対数型美的

曲線はユークリッド幾何の枠組みで次のように
定式化される [2]．αを定数とする．曲率半径
q(s) = 1/κ(s) が
• α ̸= 0のとき：q(s)α = as+ b, a, b ∈ R,
• α = 0のとき：q(s) = exp(as+ b)

で与えられる平面曲線を slope αの対数型美的
曲線（logarithmic aesthetic curve, LAC）とよ
ぶ．LACは種々のよく知られた曲線を含んで
いる．例えば α = 1のとき対数螺旋，α = −1

のとき clothoid, α = 0のときはNielsen spiral

である．LACはユークリッド幾何の枠組みで
導入された概念であるが slope αは相似変換で
不変であることが容易に確かめられる．この事
実から LACの概念自体，相似幾何で意味をも
つことが期待できる．実際，この期待は正しく
LACは相似曲率が次の常微分方程式をみたす
平面曲線として特徴づけられる [3]．

u′ = (α− 1)u2 (2)

とくに α = 2の LACは定常 Burgers方程式の
解である．
LACの相似幾何学的定義 (2)に基づき，佐藤
と清水は対数型美的曲線の相似幾何学的一般化
として対数型準美的曲線を提案した．相似曲率
がリッカチ方程式

u′ = (α− 1) u2 + c

に従う平面曲線を slope αの（対数型）準美的
曲線（quasi aesthetic curve）とよぶ [4]．
定理 1を準美的曲線の変分原理による定式化

として次のように述べ直すことができる．
系 2 slope α ̸= 1の準美的曲線は汎関数Fλ,α−1

の臨界点を与える平面曲線である．
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JP15K04834, JP26630038, JST RISTEX問題
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ରܕඒతۂઢͷࢄԽͱ૬زࣅԿʹ͓͚Δฏ໘ۂࢄઢʹର͢Δࢄม
ݪཧʹΑΔఆࣜԽ

ݪֿ ݈࢘ 1,  ᖲج 2, Schief Wolfgang3
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1 ֓ཁ

ઢۂඒతܕͰ༻͍ΒΕΔରܭҙঊઃۀ
(LAC)ɼࣗಈंͷҙঊઃܭʹ͓͍ͯɼσβΠ
φʔ͕ັྗతͱ͡ײΔۂઢ͔܈Βநग़͞Εͨۂ
ઢͷΫϥεͰɼۂରάϥϑ͕ઢʹͳΔͱ
͍͏ੑ࣭Ͱಛ͚ΒΕΔʢྫ͑ [1]Λࢀরʣɽ
ԿͷΈͰͷఆࣜԽ͕زࣅɼLAC૬ۙ࠷
༗ޮͰ͋Δ͜ͱ͕ࢦఠ͞Ε͍ͯΔ [2]ɽྫ͑ɼ
LACͷ૬ۂࣅఆৗ Burgersํఔࣜͷղͱ
ͯ͠ಛ͚ΒΕɼͦΕΛ༻͍ͯ LACࣗવ
ʹҰൠԽ͞ΕΔɽ·ͨ͜ͷ͜ͱ͔ΒɼLACͱ
ͦͷҰൠԽ૬ࣅฏ໘ۂઢʹର͢ΔมݪཧΛ
༻͍ͯఆࣜԽͰ͖ɼϢʔΫϦουزԿʹ͓͚Δ
ੑۂઢͱಉ༷ͷҐஔ͚ͮͰཧղ͢Δ͜ͱ͕Ͱ
͖Δ [3]ɽຊڀݚͰ͜ͷఆࣜԽΛج൫ͱͯ͠ɼ
LACͱͦͷҰൠԽʹର͢ΔҰͭͷࢄԽΛఏ
Ҋ͢Δɽ·ͨɼͦΕΒͷۂࢄઢΛ૬زࣅԿʹ
͓͚Δࢄฏ໘ۂઢʹର͢ΔมݪཧʹΑͬͯ
ఆࣜԽ͢Δɽ

2 ରܕඒతۂઢͱͦͷҰൠԽ

ฏ໘ۂઢ γ ∈ R2ʹ͓͍ͯɼsΛހɼκ(s)Λ
ԿͰύϥϝʔλͱ͠زࣅͱ͢Δͱ͖ɼ૬ۂ
֯ํͯ θ =

∫
κ(s) dsΛऔΓɼ૬ۂࣅ u(θ)

Λu = 1
κ2

dκ
ds Ͱఆٛ͢ΔɽuɼϢʔΫϦουۂ

ܘ q = 1/κʹΑͬͯ u = −q′/q (′ = d/dθ)

ͱදࣔͰ͖Δɽఆ α ʹର͠ɼslope α ͷ
LACͱɼ૬ۂࣅ͕ θͷ ɼ͢ٯͷࣜ࣍1
ͳΘͪ

u = − λ

(α− 1)λθ + 1
, λ ∈ R (1)

Ͱಛ͚ΒΕΔۂઢͷ͜ͱΛ͍͏ɽ͜ͷͱ͖ɼ
uఆৗ Burgersํఔࣜ

u′′ = 2(α− 1)u (2)

·ͨRiccatiํఔࣜ u′ = (α− 1)u2ͷղͰ͋
Δɽ͜ͷRiccatiํఔࣜࣗવʹ

u′ = (α− 1)u2 + c, c ∈ R (3)

ʹ֦ுͰ͖ɼCole-Hopfม u = 1
1−α

p′

p (q =

p1−α) ͰઢܗԽ͞Εͯ

p′′ = c(1− α)p (4)

͕ۂࣅண͢Δɽ૬ؼʹ ઢʢରۂ͏ैʹ(3)
ܕʣ४ඒతۂઢͱݺΕΔɽ͜ͷۂઢ૬
ܗԿʹ͓͚ΔBurgersํఔࣜʹΑΔ֯มزࣅ
ͷఆৗͳ߹ͱͯ͠ಘΒΕΔɽ

3 ࢄ૬ۂࣅઢͷ֯มܗͱࢄରܕ
ඒతۂઢ

૬زࣅԿʹ͓͚Δۂࢄઢͷ֯มܗΛߟ
͑Δ [4]ɽγn ∈ R2 (n ∈ Z) Λࢄฏ໘ۂઢɼ
Tn = γn+1 − γn ΛϕΫτϧɼN = R(π2 )T

(R(x)ճసྻߦ)Λ๏ઢϕΫτϧɼqn = |Tn|
ͱ͠ɼํ֯ θnΛ Tn/qn = t[cos θn, sin θn]Ͱ
ಋೖ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼࢄ૬ࣅ Frenetͷެࣜ

Tn+1 = un(cos ϵn Tn + sin ϵnNn),

Nn+1 = un(− sin ϵn Tn + cos ϵnNn),

un =
qn+1

qn
, ϵn = θn+1 − θn

(5)

ཱ͕͢Δɽϵn = ϵʢఆʣͱ͠ɼۂઢͷมܗΛ

γn = γn

+
δ

ϵ2

[(
cos ϵ− 1

un−1

)
Tn − sin ϵNn

] (6)

Ͱಋೖ͢Δͱɼมܗ֯Ͱ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞Εɼ
ཱ͔྆݅Βࢄ Burgersํఔࣜ

un
un

=
1 + δ

ϵ2

(
un+1 − 2 cos ϵ+ 1

un

)

1 + δ
ϵ2

(
un − 2 cos ϵ+ 1

un−1

) (7)

͕ಋ͔ΕΔɽ͜͜Ͱɼ݅ un = un Λ՝͠ɼ
a := α−1Λఆͱͯ͠εέʔϧมun → aun
Λ͏ߦͱɼࢄఆৗ Burgersํఔࣜ

un+1 +
1

a2un
= un +

1

a2un−1
(8)
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͕ಘΒΕɼੵͯ͠ࢄRiccatiํఔࣜ

un+1 = − 1

a2un
+

C − 2

a
, C ∈ R (9)

ΛಘΔɽ(9)Cole-Hopfม un = 1
a
pn+1

pn
(pn =

anpn)ʹΑͬͯઢܗԽ͞Εɼ

pn+2 + (C − 2)pn+1 + pn = 0 (10)

ΛಘΔɽ࿈ଓݶۃ θ = nϵ, u = (1/a− un)/ϵ,

c = C/ϵ2ͱͯ͠ ϵ → 0ͱ͢ΕಘΒΕΔɽಛ
ʹ C = 0ͷ߹ɼun

un =
1

α− 1
+

λ

(α− 1)λn+ 1
(11)

Λղʹͭ࣋ɽ͜Ε (1)ͷࣗવͳࢄԽͱ͑ߟ
ΒΕΔɽͦ ͜Ͱɼun͕ (11)Ͱ༩͑ΒΕΔۂࢄ
ઢΛ (slope αͷ)ࢄରܕඒతۂઢ (dLAC)ɼ
·ͨ un ͕ (9)͘͠ (8)Ͱ༩͑ΒΕΔࢄ
͢ʹͿ͜ͱݺઢͱۂ४ඒతࢄઢΛ͜͜Ͱۂ
Δɽ͜͜ͰಘΒΕͨۂࢄઢɼࡾӜΒʹΑͬ
ઢۂࢄΕͨ͞ߟͯ [5]Λಛघͳ߹ͱͯ͠
ؚΜͰ͍Δɽ

ਤ 1. ࢄ४ඒతۂઢͷྫɽ੨ɿ(a,C) = (1, 0)
ʢdLACɼಛʹࢄΠϯϘϦϡʔτۂઢʣɼԫ৭ɿ(a,C) =
(1.032,−0.001)ɼɿ(a,C) = (1.105,−0.01)ɽ

4 ࢄมݪཧʹΑΔఆࣜԽ

λ, a ̸= 0Λఆͱͯ͠ɼࢄฏ໘ۂઢ γn ʹ
ରͯ࣍͠ͷ൚വΛ͑ߟΔɽ

Fλ,a(γ)

=
n2∑

n=n1

(
aun +

1

aun
+

λ

anqnqn+1

)
.

(12)

దͳ݅ΛΈͨ͢ۂࢄઢͷू߹ͷ্Ͱ͜ͷ
ୈ 1 มΛ͢ࢉܭΔ͜ͱͰɼ࣍ͷ݁Ռ͕ಘΒ
ΕΔɽ

ఆཧ 1 ઢۂ γn ∈ R͕൚വ Fλ,a(γ)ͷྟք
Λ༩͑Δඞཁे݅ɼun, qn͕

un =
qn+1

qn
, un+1 − un =

λ

a2nqnqn−1
(13)

Λຬͨ͢͜ͱͰ͋Δɽ

(13) (8)ͱՁͰ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼࢄ
४ඒతۂઢ (12)Λ൚വͱ͢Δࢄมݪ
ཧͰఆࣜԽͰ͖Δ͜ͱʹͳΔɽ

ँࣙ ຊڀݚभେֶϚεɾϑΥΞɾΠϯμε
τϦڀݚॴฏ 28ڞظಉར༻ڀݚʮҙ
ঊઃܭͷͨΊͷඍزԿֶɾࢄඍزԿʯʹ
ΑΔՌΛؚΉɽ·ͨɼຊڀݚ JSPS Պݚ
අ JP16H03941, JP16K13763ɼ͓Αͼभେ
ֶʮUNSWڀݚ࿈ܞελʔτΞοϓࢧԉۀࣄʯ
ʹΑΔࢧԉΛड͚ͨɽ͜͜ʹँҙΛද͢Δɽ
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1 Outline

It is known that plane curves in the cen-

troaffine geometry admit a flow described by

the defocusing mKdV equation ([1]). We shall

construct an explicit formula for it in terms of

the τ function by using the Miura transforma-

tion which states a relationship to the KdV

flow on equicentroaffine plane curves ([3]).

2 mKdV flow

We simply regard R2 as a vector space, and

consider a curve γ on R2 parametrized by an

arbitrary parameter k. If det[γ, γk] ̸= 0, where

the subscript indicates differentiation, then γ

is called a centroaffine curve. A centroaffine

curve γ is said to be regular if det[γk, γkk] ̸=
0. For a regular centroaffine curve γ, we can

choose a parameter x so as to be det[γ, γx] > 0

and

s =
det[γx, γxx]

det[γ, γx]
= 1 or− 1. (2.1)

We call s the signature of γ. It readily follows

that there exists a function κ, which is called

the centroaffine curvature, such that

γxx = −sγ + κγx. (2.2)

In terms of the frame Φ = [γ, γx] ∈ GL(2),

(2.2) can be written into the form

Φx = ΦL, L =

[
0 −s
1 κ

]
. (2.3)

We introduce a deformation parameter t and

define a curve flow γ = γ(x, t) by the formula

γt = 2sκγ +

(
κx −

κ2

2
− 4s

)
γx. (2.4)

Then the frame Φ is deformed as

Φt = ΦM,

M =

[
2sκ sκx + 1

2κ
2 + 4

κx − 1
2κ

2 − 4s κxx − 1
2κ

3 − 2sκ

]
.
(2.5)

The compatibility condition of (2.3) and (2.5)

is the defocusing mKdV equation

κt − κxxx +
3

2
κ2κx = 0. (2.6)

3 KdV flow

In order to mention the Miura transforma-

tion, we briefly explain the KdV flow on equi-

centroaffine plane curves ([2]). Let Γ = Γ(k̃) ∈
R2 be a centroaffine curve. In the framework

of equicentroaffine geometry, we usually use

the determinant function as a fixed area ele-

ment on R2, and employ a parameter x̃ so that

the frame [Γ,Γx̃] takes values in SL(2). Thus,

there exists a function v, called the equicen-

troaffine curvature, such that Γx̃x̃ = −vΓ. If

Γ deforms according to the formula

Γt = 2vΓx̃ − vx̃Γ, (3.1)

then v solves the KdV equation

vt = vx̃x̃x̃ + 6vvx̃. (3.2)

We derived an explicit formula for (3.1) ([3]).

4 Miura transformation

There is a simple relation between these two

flows as follows: For a solution γ to (2.4), we

define a new curve flow Γ = Γ(x, t) by

Γ = g−1/2γ, g = det [γ, γx]. (4.1)

Then, Γ satisfies Γxx = −vΓ and

Γt = (2v − 6s)Γx − vxΓ, (4.2)

where v is given by the Miura transformation

v =
1

2
κx −

1

4
κ2 + s. (4.3)

Introducing Galilean transformation x̃ = x −
6st, we see that (4.2) is exactly the same as

(3.1). Indeed, we have

Γx̃x̃ = −vΓ, (4.4)

Γt = 2vΓx̃ − vx̃Γ. (4.5)
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Thus, (4.1) is the Miura transformation be-

tween the mKdV flow (2.4) and the KdV flow

(3.1).

5 Explicit formula

Now we present an explicit formula for the

mKdV flow (2.4) in terms of the τ function.

Theorem 1. Let c be a nonzero constant, and

τ , τ , σ and σ ∈ R be functions satisfying the

bilinear equations

DxDy σ · σ = −2

c
σ2, (5.1)

DxDy σ · σ = −2cσ2, (5.2)

D2
x σ · σ = 0, (5.3)

(D3
x −Dt − 6sDx)σ · σ = 0, (5.4)

(D3
x −Dt) τ · τ = 0. (5.5)

We define κ = κ(x, t; y) and γ = γ(x, t; y) by

κ = 2
∂

∂x
log

τ

τ
, (5.6)

γ =
τ

τ σ

[
− ∂
∂yσ

σ

]
. (5.7)

Then κ and γ satisfy (2.6) and (2.1)–(2.5),

respectively.

Since we have already obtained an explicit

formula for the KdV flow (3.1) ([3]), it is not

difficult to derive (5.7) by making use of the

Miura transformation (4.1). A class of partic-

ular solutions to (5.1)–(5.5) is given as follows:

Proposition 2. For a positive integer N , de-

fine τn = τn(x, t; y), σn = σn(x, t; y) ∈ R by

τn = e−xy det[f (i)
n−j+1]i,j=1,··· ,N , (5.8)

f (i)
k = αip

k
i e
ηi + βi(−pi)ke−ηi , (5.9)

ηi = pix+ 4p3i t+
y

pi
, (5.10)

and

σn = e−(x−6st)y det[g(i)n−j+1]i,j=1,··· ,N , (5.11)

g(i)k = αip
k
i e
ξi + βi(−pi)ke−ξi , (5.12)

ξi = pix+ (4p3i − 6spi)t+
y

pi
, (5.13)

where αi, βi and pi (i = 1, 2, . . . , N) are real

numbers. Then, τ = τ0, τ = τ1, σ = σ0 and

σ = σ1 satisfy (5.1)–(5.5) with c =
∏N

i=1 p
2
i .

It is one of the advantages of the explicit for-

mula (5.7) that we can easily illustrate some

pictures of regular centroaffine curves which

move according to (2.4). The figures below

show the mKdV flow that corresponds to the

2-soliton solution to (2.6), with parameters

N = 2, α1 = α2 = β1 = −β2 = 1, p1 = 0.4

and p2 = 0.9. The number of loops accords

with the number of solitons.
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Fig. 1. Profiles of the mKdV flow γ(x, t; 0) at t =
0 (top), t = 0.5 (middle) and t = 1 (bottom).
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測地線によるEinstein方程式の数値解の検証
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1 概要
Einstein方程式を数値的に解く際に，物理的

に意味のある拘束条件 (constraint)を満たしつ
つ発展方程式を解かなければならない．その
constraintが満たされているかどうかをみるこ
とで Einstein方程式の解の信頼性の指標とす
るのが通例である．しかしながら，厳密に con-

straintが自動的に満たされている場合に Ein-

stein方程式の解が果たして正確に数値計算で
きているかどうかは，厳密解を知らない限りは
不可能である．そこで，我々は constraintによ
る検証に加えて，新たに測地線による検証を提
案する．

2 Einstein方程式
Einstein方程式は 4次元共変形式であり，時
間と空間が混在し，そのままでは数値計算に
向いていない．そこで，時間と空間を分離す
る手法が研究され，Arnowitt, Deser, Minser,

Smarr, York[1, 2]によってはじめて定式化され
た（ADM形式）．この形式は Einstein方程式
を時間 1次元と空間 3次元に分解し，初期値問
題として解くことができる形である．ADM形
式は以下のように，3次元計量 γij と外的曲率
Kij に関する発展方程式と拘束条件からなる．

∂tγij = −2αKij +Diβj +Djβi, (1)

∂tKij = α((3)Rij +KKij − 2KikK
k
j)

−DiDjα+KkiDjβ
k

+KkjDiβ
k + βkDkKij ,　 (2)

H := (3)R+K2 −KijK
ij ≈ 0, (3)

Mi := DjK
k
i −DiK ≈ 0. (4)

ここで，i, j, kは 1～3の値をとり，Einsteinの
既約にしたがって書いてある．Diは γijに関す
る 3次元共変微分，K := γijKij，(3)Rは 3次
元Ricciスカラーである．また，α,βiはそれぞ
れラプス関数，シフトベクトルと呼ばれており，
それぞれ時間と空間の座標の自由度 (ゲージの
自由度)を表す．Hはハミルトン拘束条件でエネ
ルギー保存を表し，Miは運動量拘束条件と呼

ばれ，任意の時間においてこれらの constraint

を満たしながら方程式を解く必要がある．し
たがって，数値計算において constraintをモニ
ターして精度を確認するのが通例である．

3 測地線
測地線方程式とはある重力場中における運動

方程式のことであり，

d2xµ

dτ
+ Γµ

νρ
dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0, (5)

で表される．ここで，xµは 4元ベクトル，τ が
アファインパラメータ，Γµ

νρはChristoffel記号
である．数値計算するときには次のように時間
1階の連立方程式に直す．

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

dxµ

dτ
= uµ,

duµ

dτ
= −Γµ

νρuνuρ.

(6)

ここで，uµ は新たに導入した 4元ベクトルで
ある．測地線方程式にはEinstein方程式の解で
ある計量の情報が含まれており，測地線方程式
を数値的に検証することは意味がある．

4 constraintテストと geodesicテスト
まず，Einstein方程式を解いて得られた数値
解が妥当であるかどうかを確認するために con-

straintを満たしていることを確認する．これを
constraintテストと呼ぶ．そのときに，グリッ
ドによる収束性もみる．例えば，用いたスキー
ムが Crank-Nicolsonならば 2次収束するはず
である．もし，constraintを満たしていない場
合や収束しない場合は数値計算が正しくない可
能性が高い．また，もともと constraintが数値
的に厳密に 0であればこうした constraintテス
トはできない．その場合は次の geodesicテスト
で検証することになる．
constraintテストに合格しデータを補間でき
たら，次は測地線方程式による検証をする．こ
れを geodesic テストと呼ぶ．Einstein 方程式
を数値計算して得られた数値解は離散的なデー
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タであるので，測地線方程式に代入して数値計
算する際には，4次元の任意の時空点でのデー
タを用いるため，補間して不足分のデータを
作る必要がある．例えば，ある変数 g(t, x)を
(t, x) = (t∗, x∗)において補間する場合は

g(t∗, x∗) =(
g(tn, xi)

tn+1 − t∗

∆t

+ g(tn+1, xi)
t∗ − tn

∆t

)
xi+1 − x∗

∆x

+

(
g(tn, xi+1)

tn+1 − t∗

∆t

+ g(tn+1, xi+1)
t∗ − tn

∆t

)
x∗ − xn

∆x
, (7)

とする（図 1参照）．(t, x, y, z)の場合につい
ても同様に補間できる．測地線方程式を色々な

図 1. 補間

グリッドで数値的に解き，グリッドによる収束
性をみる．このとき，測地線のアファインパラ
メータは固定した上でテストを行う．例えば，
スキームがRunge-Kuttaならば 2次収束する．
収束先は厳密な測地線のカーブとなるはずであ
る（図 2参照）．
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図 2. geodesic testの例

講演では，具体的な背景時空において，con-

straintテストと geodesicテストで数値解の信
頼性について検証する．
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εέʔϧෆมੑΛར༻ͨ͠രൃϨʔτͷతਪఆʹ͍ͭͯ

݀ా Ұߒ 1, ੴ ࠸ 2, ౡڇ ݈ 3

1ૣҴాେֶߴֶӃɼ2ࣳӜۀେֶ, 3౦ژཧՊେֶ
e-mail : anada-koichi@waseda.jp, tisiwata@shibaura-it.ac.jp

e-mail : ushijima takeo@ma.noda.tus.ac.jp

1 ֓ཁ

ຊߨԋͰɼεέʔϧෆมੑΛ༗͢ΔΑ͏ͳ
͋ΔΫϥεͷඇઢൃܗలํఔࣜͷരൃղʹର͠
ͯɼͦͷരൃϨʔτΛతʹਪఆ͢Δํ๏Λ
ఏҊ͢Δɽ͞Βʹɼ͍͔ͭ͘ͷ۩ମྫΛ௨ͯ͡ɼ
ఏҊख๏ͷ༗༻ੑΛࣔ͢ɽ

2 ং

ల͢Δඍํఔࣜൃؒ࣌ ͷղͷ͋Δϊϧ(ܥ)
Ϝ͕༗ؒ࣌ݶͰൃ͢ࢄΔ͜ͱΛղͷരൃ (blow-

up)ͱ͍͍ɼരൃͷ͜ىΔࠁ࣌Λരൃࠁ࣌ʢҎԼ
TͰද͢ʣͱ͍͏ɽ͜ ͷരൃղʹ͍ͭͯཧత
ڀݚతʹڞͱڀݚ ([1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9])

ߦʹൃ׆ΘΕ͓ͯΓ, छʑͷࢉܭ๏͕։
ൃ͞Ε͖ͯͨ. ͜ΕΒͷڀݚͰओʹ, ղ
͓Αͼരൃࠁ࣌ͷਅͷղɾരൃࠁ࣌ͷऩ
ଋੑ͕ٞ͞Ε͍ͯΔ. ຊߨԋͰ,രൃղͷੑ
࣭ΛௐΔ্ͰॏཁͱͳΔരൃϨʔτ (blow-up

rate)Λ͑ߟΔ.

Α͘͞ڀݚΕ͍ͯΔ౻ాํఔࣜ ut = ∆u +

up (p > 1) (T−t)−1/(p−1) ͷϨʔτͰൃ͢ࢄ
Δ Type I ͷരൃղͱͦΕΑΓૣ͍ϨʔτͰ
ΔType͢ࢄൃ IIͷരൃղΛͭ࣋͜ͱ͕ΒΕ
͍ͯΔ. ํܗྲྀํఔࣜʹؔ࿈ͨ͠४ઢۂ,ͨ·
ఔࣜ ut = u2(uxx+u)ɼΓɼ(T − t)−1/2

ͷϨʔτͰൃ͢ࢄΔType IͷղͱͦΕΑΓ͍
ϨʔτͰൃ͢ࢄΔType IIͷരൃղΛͭ࣋͜ͱ
͕ΒΕ͓ͯΓ, ͷऀޙ Type IIͷരൃղͱ͠
ͯ {(T − t)−1 log log(1/(T − t))}1/2 ͱ͍͏Ϩʔ
τͰൃ͢ࢄΔղͷଘ͕ࡏΒΕ͍ͯΔ ([10]).

͜ͷΑ͏ʹҰޱʹരൃϨʔτͱ͍ͬͯ, ্
ͷه Type IͷΑ͏ͳႈλΠϓͷͷ͔Βႈλ
Πϓʹॏର߲͕͍ͭͨͷ·Ͱ͋Δ. ه্
ͷతڀݚͨ͛ڍʹڀݚͷதʹ, ͋Δछ
ͷϦεέʔϧΛ͜͏ߦͱͰࢉܭΛͯͬߦ
͍Δͷ͕͋Γ, ͦͷϦεέʔϧख๏͔Βࣗવ
ʹग़ͯ͘ΔരൃϨʔτ͕తʹਪఆͰ͖Δ
ͷ͕͋Δ. ͦͷ͏ͪ, զʑͷΞΠσΟΞͷݩ
ͱͳͬͨͷBergerͱKohnʹΑΔRescaling

Algorithm([3])Ͱ͋Δ. ͜ΕॴҦ౻ాํఔࣜ

ͷͭεέʔϧෆมੑʹணͨ͠ํࢉܭ๏
Ͱ͋Γ, ͜ͷεέʔϧෆมੑ͔Βࣗવʹग़ͯ͘
Δࣗݾ૬ࣅղϨʔτ (Type I)ͱಉ͡ϨʔτͰൃ
,ΘΕ͓ͯΓߦ͕ݧΔղʹ͍࣮ͭͯ͢ࢄ ͦ
ͷۙܗঢ়ͳͲ͕తʹࣔ͞Ε͍ͯΔ. ຊߨ
ԋͰ͜ͷํࢉܭ๏Ͱ෭࣍తʹ͞ࢉܭΕΔϦε
έʔϧྻؒ࣌ʹணͯ͠,ΑΓҰൠతͳ,εέʔ
ϧෆมੑΛͭํఔࣜʢܥʣΛߟରͱͯ͠,

രൃϨʔτΛతʹਪఆ͢Δํ๏ΛఏҊ͢Δ.

͜ͷํ๏ඇৗʹ୯७Ͱ͋Δ͕ɺႈλΠϓͷ
രൃϨʔτ͚ͩͰͳ͘ႈʹ log  log logͷ
Ճ߲͕͍ͭͨΑ͏ͳෳࡶͳരൃϨʔτʹ͍ͭ
ͯద༻͕ՄͰ͋Δ.

3 ఏҊख๏

͑ߟͷೋͭͷԾఆΛຬͨ͢Α͏ͳΛ࣍
Α͏ɽ
Ծఆ 1. ํఔࣜҎԼͷεέʔϧෆมੑΛͭ࣋:

u(t, ·)Λํఔࣜͷղͱ͢Δͱ,͋Δਖ਼ఆ
 α,β ͕ଘͯ͠ࡏ, ҙͷ λ > 0 ʹର
ͯ͠ uλ(t, ·) = λαu(λβt, ·) ·ͨղͱ
ͳΔ.

Ծఆ 2. ղ u ͷ͋ΔϊϧϜ ∥u(t)∥ ͕༗ࠁ࣌ݶ
T Ͱൃ͢ࢄΔ.

͜ͷεέʔϧෆมੑΛར༻ͯ͠ղΛ܁Γฦ͠
Ϧεέʔϧ͢Δ. ఆͨ͠ݻ M > 0, λ ∈ (0, 1)

ʹର͠ {tm}, {τm} Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ:

t0 = 0,

tm = min{ t | (λ)−α(m−1)M = ∥u(t)∥}
(m = 1, 2, 3, . . . ),

λβ(m−1)τm = (tm − tm−1)

(m = 1, 2, 3, . . . ).

͜ͷͱ͖ಘΒΕΔ u(tm, ·)ʹΑͬͯղͷരൃͷ
༷૬ΛௐΔͱ͍͏ͷ͕ɼઌʹड़ͨRescaling

AlgorithmͰ͋Δɽզʑɼτm ͷڍಈͱരൃ
ϨʔτͱͷؒʹҎԼͷΑ͏ͳ͕ؔ͋Δ͜ͱΛ
ग़ͨ͠ɿݟ
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• τm = O(1) (m → ∞) =⇒
∥u(tm)∥ = O((T − tm)−

α
β ).

• τm = O(mk) (m → ∞) =⇒
∥u(tm)∥ = O((T−tm)−

α
β (log(T−tm)−1)k

α
β ).

• τm = O(logm) (m → ∞) =⇒
∥u(tm)∥ =

O((T − tm)−
α
β (log log(T − tm)−1)

α
β ).

͜ΕΒͷؔΛར༻ͯ͠ɼτmͷڍಈΛత
ʹධՁ͢Δ͜ͱͰɼരൃϨʔτΛਪఆ͢Δͱ͍
͏ͷ͕զʑͷఏҊख๏Ͱ͋Δɽͳ͓, ͷه্
ྨരൃϨʔτͷछྨΛਚͨ͘͠ͷͰͳ͍
͜ͱʹҙ͢Δ. ·ͨ, ͜ͷධՁཧղʹର
͢ΔͷͰ͋Γ, ղͷ߹ʹવ͕ࠩޡ
ೖΔ͜ͱ, ͳΒͼʹ, ϦεέʔϧΛ༗ݶճͰଧ
ͪͬͨྻ {τm} ͔Β૿େͷํΛਪఆ͢Δ
͜ͱʹͳΔ. ࣮ྫݧߨԋʹհ͢Δɽ

ँࣙ ຊڀݚՊݚඅ (՝൪߸:15K13461)ͷ
ॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ
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͋Δݻ༗ϕΫτϧͷಋग़๏ͱ
ϖφϧςΟʔ๏ʹΑΔ༗քྖҬ্ͷݻ༗ؔͷߏ

ּҪɹതଇ 1

1ౡେֶڞੜγεςϜཧྨֶɼ
e-mail : kasai@sss.fukushima-u.ac.jp

1 ֓ཁ

ࢉܭʹ͓͍ͯɼҰൠͷ༗քྖҬ্Ͱͷภ
ඍํఔࣜͷղΛٻΊΔࡍʹɼྖࢉܭҬͷ֎ʹ
େ͖ͳύϥϝʔλΛஔ͍ͯ͢ࢉܭΔ͜ͱ͕ߦΘ
Ε͍ͯΔɻ͜ͷํ๏ϖφϧςΟʔ๏ͷͭͷݟ
ͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖ɼύϥϝʔλͷΛेେ͖͘
औͬͨྖࢉܭʹ࣌Ҭͷ֎ଆͰؔͷ͕θϩ
ͱΈͳͤΔͱʹɼ݁Ռతʹྵ Dirichletڥք
݅Λຬͨ͢͜ͱʹͳΔɻ
ҰํɼզʑҰൠͷྻߦͰɼ༩͑ΒΕͨݻ༗

ʹର͢Δݻ༗ϕΫτϧΛࣜܗతʹද͢ʢݻ༗
ʹର͢Δݻ༗ۭؒͷࣹӨྻߦΛߏ͢Δʣ
ެࣜΛ͚ͨͭݟʢఆཧ̍ʣɻຊͰɼ͜ΕΛ
༻͍ͯ Dirichletڥք݅ͷԼͰͷ ༗քݩ࣍2
ྖҬͷϥϓϥγΞϯɼ·্ͨ̍ؒ۠ݩ࣍ͷ̎

֊ඍ࡞༻ૉ
d2

dx2
ʹؔ͢Δݻ༗ɾݻ༗ؔΛ

༗ࠩݶͱϖφϧςΟʔ๏ʹΑͬͯཅతʹߏ
͢Δɻ

2 ઃఆ

؆୯ͷͨΊɼ̍ݩ࣍ͷΛѻ͏ɻ2ݩ࣍ͷ
߹ߨԋͷࡍʹհ͢Δɻ
༗ք۠ؒ [a, b] ⊂ [0, 1]ʹ͓͚Δ Dirichletڥ

ք݅ͷԼͰͷ̎֊ඍ࡞༻ૉ
d2

dx2
ʹؔ͢Δ

Δɻ͑ߟ༗Λݻ
{

− d2

dx2u = λu in [a, b]

u(a) = u(b) = 0
(1)

͜Εʹର͠ɼ۠ؒ [a, b]ΛؚΉ۠ؒ [0, 1]ͱඍখ
ύϥϝʔλ µΛ͑ߟɼҎԼͷΑ͏ʹۙࣅΛ
Δɻ͑ߟ
{

− d2

dx2u+ 1
µχ[a,b]u = λu in [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
(2)

ୠ͠ɼχ[a,b](x) =

{
0 (x ∈ [a, b])

1 (x ∈ [0, 1]\[a, b])

͜ΕΒͷΛࠩԽͯ͠ɼµΛेখ͘͞
ͨ͠ͱ͖ɼۙํࣅఔࣜ (2)ͷղ͕ํఔࣜ (1)ͷ
ղʹऩଋ͢Δ͔Λ֬ೝ͢Δɻ

Έ෯Λࠁۭؒ hͱ͢Δͱ͖ɼ̎֊ඍ࡞༻ૉ
d2

dx2
ʹରԠ͢ΔN ॏରࡾͷ࣍Λɼྻߦਖ਼ํ࣍

Ͱද͢ɻྻߦ֯

LN =
1

h2

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2 1 0 0 0

1 −2 1 0 0

0 1 −2 0 0
. . .

0 0 0 −2 1

0 0 0 1 −2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

۠ؒ [0, a], [a, b], [b, 1]ͰͷؔΛࠩԽͯ͠Ͱ
͖ΔϕΫτϧΛ u1,u0,u2ɼ̎֊ඍ࡞༻ૉΛ
ࠩԽͯ͠Ͱ͖ΔྻߦΛ Ln1 , Ln0 , Ln2 ͱද͢
͜ͱʹ͢Δͱํఔࣜ (2)ʹରԠ͢Δࠩํఔࣜ
࣍ͷΑ͏ʹද͞ΕΔɻ
⎛

⎜⎝
A1 C1 0

D1 B0 C2

0 D2 A2

⎞

⎟⎠

⎛

⎜⎝
u1

u0

u2

⎞

⎟⎠ =

⎛

⎜⎝
01
00
02

⎞

⎟⎠

ͨͩ͠ɼIjnj࣍୯ҐྻߦɼAjnj࣍ਖ਼ํߦ
ྻͰɼAj = Lj+(λ− 1

µ)Ij (j = 1, 2)ɻB0n0

ͰɼB0ྻߦਖ਼ํ࣍ = L0 + λI0ɻC1 n1 × n0

Ͱྻߦ (n1, 1)ͷΈ 1ɼͦΕҎ֎ͷ 0

ͷྻߦɻC2 n0 × n2ྻߦͰ (n0, 1)ͷΈ
1ɼͦΕҎ֎ͷ 0ͷྻߦɻDj  Cj ͷస
ஔྻߦ (j=1,2)ɻ

3 ༗ϕΫτϧͷಋग़ެࣜݻΑΔʹྻߦٯ

ɼҎԼͷఆཧΛ༻͍Δɻʹࢉܭ༗ϕΫτϧͷݻ

ఆཧ 1 AΛ n࣍ਖ਼ํྻߦͱ͠ɼAͷݻ༗ λ

Ͱ͋Δͱ͖ɼ
(i) u͕ݻ༗ λʹର͢Δݻ༗ϕΫτϧ

ΛؚΉϕΫτϧͰ͋Δͱ͖ɼ

lim
ε→0

ε ((λ+ ε)I −A)−1 u

ɼݻ༗ λʹର͢Δݻ༗ϕΫτϧʹͳΔɻ
(ii)

lim
ε→0

ε ((λ+ ε)I −A)−1
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ɼݻ༗ λͷݻ༗ۭؒʹର͢ΔࣹӨϕΫτϧ
ʹͳΔɻ

Remark 2 (1) ఆཧͷ (i)ͰɺͲΜͳϕΫτϧ
ΛબΜͰݻ༗ϕΫτϧʹͳΔʢAu = λuΛ
ຬͨ͢ʣ͕ɺuʹݻ༗ λʹର͢Δݻ༗ϕΫτ
ϧΛؚ·ͳ͍ϕΫτϧΛ༻͍Δͱৗʹྵϕ
ΫτϧʹͳΔɻʢ࣮ࡍʹదͳઁಈͰݻ༗ϕ
Ϋτϧ͕ಘΒΕΔʣ
(2) ͜ͷఆཧʹΑΓಘΒΕΔݻ༗ϕΫτϧɼ

ਖ਼نԽ͞Ε͍ͯͳ͍ɻࠨลʹ εΛ͔͚ͯݶۃΛ
ͱ͍ͬͯΔ͕ɺ͜Ε (ε/|(λ+ ε)I −A|)ͷ෦
͕༗քͰ͋ΔͨΊͷͳͷͰɺ
ผͷํ͍ݴΛ͢Ε (λ+ ε)I−Aͷஔ༨Ҽࢠ

→ɺε͍ͯͭʹྻߦ 0ͱͨ͠ͷ͕ࣹӨϕΫτ
ϧʹͳ͍ͬͯΔɺͱͯͬݴΑ͍ɻ

4 ఆཧͱূ໌ͷํ

͜ͷʹؔͯ͠ɺ࣍ͷ͜ͱ͕͑ݴΔɻ

ఆཧ 3 ํఔࣜ (2)ͷղɺµ → 0+ ͷͱ͖ɺํ
ఔࣜ (1)ͷղʹऩଋ͢Δɻ

ূ໌ʹɺ(मਖ਼)νΣϏγΣϑଟ߲ࣜͷཧ
ͱɺϒϩοΫର֯ྻߦͷࣜྻߦɾྻߦٯͷެࣜ
Λ༻͍Δɻ(मਖ਼)νΣϏγΣϑଟ߲ࣜʹ͍ͭͯ
ɺ[1]͕ৄ͍͠ɻ

4.1 ϒϩοΫྻߦͷࣜྻߦɾྻߦٯ

ఆཧ 4
∣∣∣∣∣∣∣

A1 C1 0

D1 B C2

0 D2 A2

∣∣∣∣∣∣∣
= |A1||A2||B̃|

ͨͩ͠ɺB̃ = B −D1A
−1
1 C1 − C2A

−1
2 D2

⎛

⎜⎝
A1 C1 0

D1 B C2

0 D2 A2

⎞

⎟⎠

−1

=

⎛

⎜⎝
A−1

1 +A−1
1 C1B̃−1D1A

−1
1 −A−1

1 C1B̃−1 A−1
1 C1B̃−1C2A

−1
2

−B̃−1D1A
−1
1 B̃−1 −B̃−1C2A

−1
2

A−1
2 D2B̃−1D1A

−1
1 −A−1

2 D2B̃−1 A−1
2 +A−1

2 D2B̃−1C2A
−1
2

⎞

⎟⎠

4.2 ͱνΣϏγΣϑଟ߲ࣜྻߦॏର֯ࡾ

νΣϏγΣϑଟ߲ࣜ aΛύϥϝʔλͱ͢Δ
Խࣜ

cj+1(a) = acj(a)−cj−1(a), c0(a) = 1, c1(a) = a

ʹΑͬͯఆٛ͞ΕΔ aʹؔ͢Δଟ߲ࣜͰ͋Γɺ
ΒΕ͍ͯΔɻ͕͕͍࣍ͯͭʹͱͷؔ࿈ؔ֯ࡾ

a = 2 sin θͷͱ͖, cn(a) =
cos (n+ 1)θ

cos θ

·ͨɼ࣍ͷ nj Ajྻߦॏର֯ࡾ࣍

Aj =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a 1 0

1 a 1

0 1 a
. . .

a 1

1 a

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

nj×nj

ͱνΣϏγΣϑଟ߲ࣜͷؔͱͯ͠ɼྻߦ Aj

ͷࣜྻߦɼྻߦٯʹ͍ͭͯɼҎԼͷ͜ͱ͕Β
Ε͍ͯΔɻ

ఆཧ 5

|Anj | = cnj (a)

(A−1
nj

)k,l =

⎧
⎨

⎩

(−1)j+k

cnj (a)
cnj−k(a)cl−1(a) (j ≥ k)

(−1)j+k

cnj (a)
cnj−l(a)ck−1(a) (j ≤ k)

ͨͩ͠ɺ(A−1
nj

)k,l ྻߦ Aj ͷྻߦٯͷ (k, l)

ɻ

5 ·ͱΊ

ʹࣜެݱ༗ϕΫτϧͷදݻ͍ͨ༺Λྻߦٯ
Αͬͯɺ༗քྖҬͰͷඍ࡞༻ૉͷݻ༗
ΛϖφϧςΟʔ๏Λ༻͍ͯ͢ࢉܭΔਖ਼ੑ͕ಘ
ΒΕͨɻ͜ͷ݁Ռɺൃؒ࣌లͷࢉܭ
ʹϖφϧςΟʔ๏Λ͜͏ͱͷਖ਼Խɺࠩޡධ
ՁͳͲʹ༗༻ͱ͑ߟΔɻ

ݙจߟࢀ

[1] ,ղੳϊʔτྻߦຊ࿕,ɹࢁ αΠΤϯ
εࣾ, 2013.
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1 ⎰⎙⏂⎬

൚⎩⎘⎧ろ์ځยؠ܄ܩ⏌⎚⎬⎓ౣ
Ыຢ⎩ബΛ⏓රગԟॅ⎩⎚⏌ Hermann-Johnson

൚ (HJ൚) ⏌⎃⎍൘൚⏌⏍⎱څ⎩ [1, 2]ゎ ඕ٥
⎨⎰ろ HJ൚⎬␋⏠␒␦ ⏿ ␅ ೱ␖␆⎯ؠ
␂⏟ ൚ (Interior Penalty Method) ⏓ๆ⎘⎧
ண⏊⏍⏌ؠ܄ܩย์ځ൚⏓۪⎉⏌ゎ ⎔⎯൘൚
⏓ IP൚⎩څ⎷⎔⎩⎩⎚⏌ゎ
HJ൚⎨⎰ろ ย์ځԝ⎯Էଓԟॅ⏓ֆ⏂
⏌⎯⎬ろ үމҺ์آࣘ⎨໓λߘ൘ଟߧ⏓ѽ
⎌⎫⎒⏍⎱⎫⏊⎛ろ ␓⏬␥␛ ⏬⎍ࢢゖจѻ
⎬⎫⏌⎍ろ IP൚⎨⎰ろ ย์ځԝ⎯Էଓԟॅ
⎰ޡ⏓⎯⏃⎯ๆ⎚⏌⎔⎩⎍⎨⎎⏌⎯⎨ろ ⎔
ゎ⏌⎎⎨ࢶ⏓ѽو⎯ IP൚⎨⎰ろ ␖␆␂⏟わ
␍␥␝⍬⏻⏓␝⏿⏳␡⏱⏠⏶⎬Ы⎙⎧⎬ষ
⎷⎩ ろ HJ൚⎩ஔโ⎯࠴ਖ⏓ߏ⎥ߖঽь⏓
ண⏌⎔⎩⎍⎨⎎⏌ゎ IP൚⎰ろ HJ൚⎩ಅҼ⎘⎧ろ
⎐ศ⎰ਪߢ ⎫⏌⎍ろ Ыຢ⏓ߐפ⎚⏌ਪߧ۽⎯
⏓ॅߘ 1⎥ч⎓⏌⎔⎩⎍⎨⎎ろ HJ൚⎩ஔ⎙ߢ
ศ⏓ߖ⎥ԑช൚⏓ண⏌⎔⎩⎍⎨⎎⏌ゎ ⎔⎯൘
൚⏓ԑชшೱ␖␆␂⏟ ൚ (Reduced IP൚;

RIP൚)⎩څ⎷ゎ ⎠⎡⎘ ろ RIP൚⎨ண⏊⏍⏌Ы
ຢ⎯ߐפѽ⎯ L2 ь⎰ろܴڬঽߏ HJ൚ろ IP

൚⎬⏌ゎ
ඕาۣ⎨⎰ろ Einstein⎯৺Ցช⏓ๆ⎅ろ 
ԟॅ ∂u/∂xi ⎫⎪⎰ u,i ⎫⎪⎩⎚⎔⎩⎩⎚⏌ゎ
⎿⎠ろ ࡚чভ⎬⏉⎤⎧ろ 2× 2۱ໆખ⎯ԟॅ
⏅⎞⎯ԟॅԝ⏓⎚⎔⎩⎩⎚⏌ゎ

2 ࡚൘ଟߧ⎬⎚⏌ IP൚

ยҏ⎫யਪҺآມη Ω ⊂ R2⎬⎋⎅⎧ろ ⎯ߘ
࡚൘ଟߧ⎯ְҏખ⏓۪⎉⏌ ゐ

{
u,iijj = f in Ω,

u = u,n = 0 on ∂Ω.
(1)

⎔⎔⎨ろ n⎰ҙڽ⎎Λ൚ভ␕⏫␄ ⎩⎚⏌ ゎ
⎔⎯⏓ࢆ⎬⎇⏉⎯ߘ⎎⎚⎔⎩⎍⎨⎎⏌ゐ
⎧
⎪⎨

⎪⎩

σij = u,ij in Ω (1 ≤ i, j ≤ 2),

σij,ij = f in Ω,

u = u,n = 0 on ∂Ω.

ມηΩ⎯ (hanging node⎰މ(⎅⎫⎠ߖҺآ
ഇӍ T h ⏓۪⎉ろ ⏌⎚ԝ⏓ԟॅ⎯ߘ ゐ

Σ :=
{
τ ∈ H1(T h) | τ12 = τ21

}
,

Λ := L2(Γh),

U := H1
0 (Ω) ∩H3/2+ε(T h) (ε > 0).

⎔⎔⎨ろ Hs(T h) (s ≥ 0)⎰ఌઐ Sobolevԝ
⎨⎃⏋ ろ Eh⏓ T h⎯⎚⎺⎧⎯ര⎌⏊⎫⏌܄ࡍ⎩
⎘ ろ Γh :=

⋃
e∈Eh e⎩⎚⏌ .

य़ॅ k ≥ 1⎬⎘⎧ろ ԝ⏓ๆ์ځย⎯ߘ
⎅⏌ゐ

Σh :=

{
τh ∈ Σ : τh |K ∈ Pk−1(K) ∀K ∈ T h

}
,

Λh :=
{
µh ∈ Λ : µh|e ∈ Pk−1(e) ∀e ∈ Eh

}
,

Uh :=
{
vh ∈ H1

0 (Ω) : vh|K ∈ Pk(K) ∀K ∈ T h
}
.

⎔⎔⎨ろ Pk ⎰ kߘΙч⎯ਪুߧ۽ਹ⏓⎚ゎ
⎖⏊⎬ろ Σ := Σ×Λ, Σh := Σh×Λh ⎩⎚⏌ゎ

⎔⏍⏊⎯ঀ܄ࡍ⎯์⏓⎚⎯⎬ろ σ, τ ⎩
⏋⎠⎅ࢆ ろ {σ, λ}, {τ , µ}⎩ࢆ⎅⎠⏋ ⎚⏌ゎ ⎔

ろߗ⎯ σ ≡ {σ, λ}, τ ≡ {τ , µ}⎩⎘ ろ ⎪⎫ߓି

⎇ࡓ⎬ชਖ⎯⎔⏃⎬܄ࣟ⎠⎅⎥⎍ ⏃⎯⎩⎚⏌ゎ
ঢ়λߧآߘ⏓⎚⏌ゎ σ, τ ∈ Σ, v ∈ U ⎬

⎘⎧ろ

ahη(σ, τ ) :=
∑

K∈T h

∫

K

σijτij + ηIh(σ, τ ),

Ih(σ, τ ) :=
∑

K∈T h

∑

e∈EK

|e|×

∫

e

(
λ−Mnn(σ)

)(
µ−Mnn(τ )

)

bh(τ , v) :=
∑

K∈T h

{∫

K

v,iτij,j

+

∫

∂K

[(
µ−Mnn(τ )

)
v,n −Mnt(τ)v,t

]}

.

⎔⎔⎨ろ η (≥ 0) ⎰␖␆␂⏟わ ␍␥␝ ⍬⏻ろ
EK ⎰์ K ⎯ര⎌⏊⎫⏌܄ࡍろ |e|⎰ര e⎯
ૠ⎖⏓⎚⏃⎯⎩⎚⏌ゎ ⎖⏊⎬ろ ҙڽ⎎Λ൚
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ভ␕⏫␄ ⏓ n = (n1, n2)ろ Λঋভ␕⏫␄
⏓ t = (n2, −n1) ⎩⎘ ろ Mnn(τ ) := τijninj,

Mnt(τ) := τijnitj ⎩⎚⏌ゎ

IP൚⎰ߘ⎯⏉⎇⎨⎃⏌ ゐ
find

{
σ
h, uh

}
∈ Σh × Uh satisfying

ahη(σ
h, τh) + bh(τh, uh) = 0 (2a)

∀τh ∈ Σh,

bh(σh, vh) + (f, vh)Ω = 0 (2b)

∀vh ∈ Uh.

⎔⎔⎨ろ (·, ·)Ω⎰ L2(Ω)⎯⎯ঀ⎨⎃⏌ゎ

 1 ഇӍ⎯ਝ{TآҺމ h}h∈(0, h̄]⎰ࡵλโ⎨
⎃⏌⎩щ⎚⏌ゎ  (1)⎯ࠜѽ⏓ u ∈ H2

0 (Ω)

⎩⎘ ろ σ := [u,ij]1≤i, j≤2 ⎩⎘ ろ u ∈ Hr(Ω) (r ≥

3)⏓щ⎚⏌ゎ
IP൚ (k ≥ 1)⎬⎋⎅⎧ろ η = ch−t (c⎰⎃⏌
।ॅ) ,⎯ݘ⎠⎘⎩ IP൚⎯ѽ⏓

{
σ
h, uh

}
∈

Σh × Uh ⎩⎚⏌ゎ ⎔⎯⎩⎎ろ ⏋ढ़⎍ߘ ⎥ゐ
∥∥∥σ−σh

∥∥∥
0,Ω

≤ Cht−2 (∥u∥t,Ω + ∥f∥Ω) . (3)

⎔⎔⎨ろ t := min{r, k + 2} ⎨⎃⏋ ろ ∥ · ∥s,Ω
(s ≥ 0)⎰Hs(Ω)⎯⎯␊ ␜⎨⎃⏌ゎ

3  ⎯Ҟ࣍⎯1

HJ൚⎨ๆ⎅⏌ย์ځԝ⏓⎚⏌ ゐ

Σ̃
h

:= {τh ∈ Σ : τhij ∈ Pk−1(K) ∀K ∈ T h,

Mnn(τ
h) is continuous on e ∀e ∈ Eh

◦ }.

⎔⎔⎨ろ Eh
◦ ⎰ T h⎯ೱരুਹ⎯܄ࡍ⎨⎃⏌ゎ

Τ⎯ {τh, µh} ∈ Σh ⎬⎘⎧ろ ธλ⎥⎯

τ̃h ∈ Σ̃
h
⎍ਣݚ⎘⎧ろ ⎥ढ़⏋⎍ߘ [1, Lemma

3]ゐ үK ∈ T h ⎬⎋⎅⎧ろ
∫

K

(
τ̃hij − τhij

)
q = 0 ∀q ∈ Pk−2(K),

(1 ≤ ∀i, ∀j ≤ 2),

Mnn(τ̃
h) = µh on e (∀e ∈ EK).

⎔⎯⎔⎩⏓ๆ⎅⎧ろ ਉࠃ Πh : Σh −→ Σ̃
h
ߘ⏓

⎯⏉⎇ ⎬զ⎨⎎⏌ ゐ

Πh{τh, µh} := τ̃h ∈ Σ̃
h

∀{τh, µh} ∈ Σh.

ろܞ Σh⎯ೱഇԝゐ

Σ̃h :=
{
{τ̃h, Mnn(τ̃

h)} ∈ Σh | τ̃h ∈ Σ̃
h
}

⏓⎘⎧ろ ๆݩϳࠄ P h : Σh −→ Σ̃h ߘ⏓
⎯⏉⎇ ⎬զ⎚⏌ ゐ

P h
τ
h :=

{
Πh

τ
h, Mnn

(
Πh

τ
h
)}

∀τh ∈ Σh.

ඕ٥⎯␙⏠␄ ി⎨।ॅ⎯ߘ⎰ C ⎍ h

⎬Μ⏊⎫⎅⎔⎩⏓ߟ⎘⎠⎔⎩⎨⎃⏌ゎ

ി 1 Τ⎯ τ
h ∈ Σh⎬⎘⎧ろ

∥∥∥(I − P h)τh
∥∥∥
0,h

≤ C
∣∣∣τh
∣∣∣
Ih

,

⎔⎔⎨ろ C⎰ h⎬Μ⏊⎫⎅।ॅ⎨⎃⏌ゎ ⎿⎠ろ
τ ∈ Σ⎬⎘⎧ろ |τ |Ih := Ih(τ , τ )1/2 ⎨⎃⏋ ろ

∥τ∥20,h :=
∑

K∈T h

{∥∥∥τ
∥∥∥
2

0,K

+
∑

e∈EK

|e|

[∣∣∣µ−Mnn(τ)
∣∣∣
2

e
+
∣∣∣Mnt(τ )

∣∣∣
2

e

]}
.

⎠⎡⎘ ろ | · |e ⎰ L2(e)⎯⎯␊ ␜⎨⎃⏌ゎ

տঝ ൚⎬⎋⎅⎧ろ࣍⎯[3] ി 1⏓ๆ⎅⏌
⎩ ろ ⏓ண⏌⎔⎩⎍⎨⎎⏌ゎූ⎯ߘ

ූ 1 Τ⎯ f ∈ L2(Ω)⎬⎘⎧ろ {σh
η , u

h
η} ∈

Σh×Uh ⎩ {σ̃h, ũh} ∈ Σ̃
h
×Uh ⏓⎞⏍⎟⏍ IP

൚⎩ HJ൚⎯ѽ⎩⎘ろ σ̃
h :=

{
σ̃h, Mnn(σ̃h)

}
⎩

⎚⏌ゎ ⎔⎯⎩⎎ろ Τ⎯ η ≥ 1⎬⎘⎧ろ
∥∥∥σh

η − σ̃
h
∥∥∥
0,h

≤ Ch−2η−1∥f∥Ω,

⎍ढ़⏋⎥ゎ ⎔⎔⎨ろ C ⎰ h, η, f ⎬Μ⏊⎫⎅
।ॅ⎨⎃⏌ゎ

ഓ٤ [2]⎨ࡥ⎖⏍⎠ HJ൚⎯ߏঽܴڬь
ූ⎩ߧ 1⎯ьߧ⏓ๆ⎅⏌⎔⎩⎬⏉⎤⎧ろ 
 1⎯ьߧ⏓ண⏌⎔⎩⎍⎨⎎⏌ゎ
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1 Minimal surfaces

Let D =
{
(u, v) ∈ R2 |u2 + v2 < 1

}
be the

unit disk and ∂D = S1 be its boundary. Let

ϕ : D → Rd (d ≥ 2) be a map that is suf-

ficiently smooth and rankDϕ = 2 almost ev-

erywhere in D, where Dϕ is the Jacobi matrix

of ϕ. By this assumption, its image ϕ(D) ⊂
Rd is a two-dimensional surface, possibly with

self-intersections. If the mean curvature of ϕ

vanishes at each point on ϕ(D), then ϕ(D) is

called a minimal surface.

Let Γ ⊂ Rd (d ≥ 2) be an arbitrary Jordan

curve. That is, Γ is the image of a continuous

embedding of ∂D into Rd. We would like to

find minimal surfaces ϕ spanned in Γ, that is,

ϕ : D → Rd with ϕ(∂D) = Γ.

For a given Jordan curve Γ, the problem of

finding minimal surfaces spanned in Γ is called

the (classical) Plateau problem [1], [2], [3]. For

the Plateau problem, the following variational

principle has been known [1], [2]:

Define the subset XΓ of C(D;Rd)∩H1(D;Rd)

by

XΓ :=
{
ψ ∈ C(D;Rd) ∩H1(D;Rd)

∣∣∣

ψ(∂D) = Γ and ψ|∂D is monotone
}
,
(1)

where ψ|∂D being monotone means that

(ψ|∂D)−1(p) is connected for any p ∈ Γ. We

denote the Dirichlet integral (or the energy

functional) on D for ϕ = (ϕ1, · · · ,ϕd)⊤ ∈
H1(D;Rd) by

D(ϕ) :=
1

2

d∑

i=1

∫

D
|∇ϕi|2dx. (2)

Then, ϕ ∈ XΓ is a minimal surface if and

only if ϕ ∈ XΓ is a stationary point of the

functional D(ϕ) in XΓ. Moreover, we have

Area(ϕ(D)) = D(ϕ) = inf
ψ∈XΓ

D(ψ).

To obtain numerical approximations for the

Plateau problem, the piecewise linear finite el-

ement method has been applied [4, 5, 6, 7, 8].

Firstly, functions of XΓ are approximated by

piecewise linear functions on a triangulation of

D. Then, starting from a suitable initial sur-

face, stationary surfaces of the Dirichlet inte-

gral are computed by a relaxation procedure.

This method has the advantage to be quite

simple and straightforward to put in use.

However, such approximations are not al-

ways precise and can even sometimes com-

pletely collapse. we provide a simple and in-

expensive method, in terms of computational

cost, to improve finite element approximations

of minimal surfaces by local boundary mesh

refinements.

2 Partially free boundary

We also consider another problem that is

to find a minimal surface with a partially free

boundary. In this problem, the boundary to

which we map the circle consists of the couple

⟨Γ,S ⟩ where S is a given closed surface in

R3 and Γ is a curve now connected to S by

two points q1 and q3.

Let Ξ1 ⊂ ∂D be the closed interval of ∂D

such that p2 ∈ Ξ1 and its end-points are p1
and p3. Set Ξ2 := ∂D\Ξ1. We consider the

following conditions for ψ ∈ H1(D;R3):

(i) ψ|Ξ2(w) ∈ S for almost all w ∈ Ξ2.

(ii) ψ|Ξ1 is continuous and monotone on Ξ1

such that ψ(Ξ1) = Γ and ψ(pi) = qi,

i = 1, 3.

Here, ψ|Ξi is the trace of ψ on Ξi, i = 1, 2.

Then, the subset X⟨Γ,S ⟩ is defined by

X⟨Γ,S ⟩ :=
{
ψ ∈ H1(D;R3)

∣∣∣ ψ satisfies (i) and (ii)
}
.

As is stated, we suppose that Γ is connected

to S by q1 and q3, that is, Γ ∩ S = {q1, q3}.
Note that we have ψ(pi) = qi, i = 1, 3 for
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ψ ∈ X⟨Γ,S ⟩ by the definition. We take q2 ∈ Γ

and define

Xtp
⟨Γ,S ⟩ :=

{
ψ ∈ X⟨Γ,S ⟩

∣∣∣ ψ(p2) = q2
}
.

Then, as before, ϕ ∈ Xtp
⟨Γ,S ⟩ is a minimal sur-

face if and only if ϕ is a stationary point of D
in X⟨Γ,S ⟩. If X

tp
⟨Γ,S ⟩ is not empty, there exists

a minimal surface in Xtp
⟨Γ,S ⟩ that attains the

infimum of the Dirichlet integral in Xtp
⟨Γ,S ⟩.

Let Nbdy be the set of all nodes on ∂D and

define the subsets of Nbdy

N 1
bdy := {p ∈ Nbdy : p ∈ Ξ1}, and

N 2
bdy := Nbdy\N 1

bdy,

and the discretizations of X⟨Γ,S ⟩ and Xtp
⟨Γ,S ⟩

are defined by

X⟨Γ,S ⟩,h :=
{
ψ ∈ (Sh)

d
∣∣∣

ψ(N 1
bdy) ⊂ Γ, ψ|Ξ1 is d-monotone,

ψ(N 2
bdy) ⊂ S , ψ(pi) = qi, i = 1, 3

}
,

Xtp
⟨Γ,S ⟩,h :=

{
ψ ∈ X⟨Γ,S ⟩

∣∣∣ ψ(p2) = q2
}
.

Stationary points in Xtp
⟨Γ,S ⟩,h with respect to

the Dirichlet integral D are called FE mini-

mal surfaces with free boundary on S .

For convergence, we have the following the-

orem:

Theorem 1. Suppose that ⟨Γ,S ⟩ satisfies the
following conditions:

• Γ is rectifiable,

• S is a bounded closed subset of a plane

in R3,

• Γ ∩ S = {q1, q3}.

Note that if ⟨Γ,S ⟩ satisfies the above con-

ditions, Xtp
⟨Γ,S ⟩ is nonempty [2, Theorem 2,

p278]. Suppose also that all the Douglas-Radó

solutions spanned in ⟨Γ,S ⟩ belong to C(D;R3)∩
H1(D;R3).

Let {ϕh}h>0 be the sequence of FE Douglas-

Radó solutions on triangulation Th such that

ϕh ∈ Xtp
⟨Γ,S ⟩,h and |Th| → 0 as h → 0. Then,

there exists a subsequence {ϕhi} ⊂ Xtp
⟨Γ,S ⟩,hi

which converges to one of the Douglas-Radó

solution ϕ ∈ Xtp
⟨Γ,S ⟩ spanned in ⟨Γ,S ⟩ in the

following sense:

lim
hi→0

∥ϕhi − ϕ∥H1(D;R3) = 0, (3)

and if ϕ ∈ W 1,p(D;R3), p > 2, then

lim
hi→0

∥ϕhi − ϕ∥C(D∪C ;R3) = 0, (4)

where C ⊂ Ξ1 is an arbitrary open arc con-

tained in Ξ1. If the Douglas-Radó solution is

unique, then {ϕh} converges to ϕ in the sense

of (3) and (4).
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方程式に対する数値解の漸近挙動
剱持 智哉 1

1 東京大学大学院数理科学研究科

1. 本研究の問題意識
本稿では 次の 方程式を考える
Y
_____]

_____[

ut = �u ≠ 1
Á2 f(u), � ◊ (0, T ),

ˆu

ˆn
= 0 ˆ� ◊ (0, T ),

u|t=0 = u0, �.

ただし � = (0, 1)N µ RN N Ø 1 は 簡単
のため 正方形領域 Áは与えられた 小さな 正
定数であり f(u) = u3 ≠ u とする 非線形項
は 一般の二重および多重の井戸型ポテンシャ
ルの導関数 かつ滑らかな関数 でも良いが こ
こでは簡単のため 典型的な f(u) = u3 ≠uの形
であると仮定する また 初期関数に対しては
u0 œ C0(�)と Îu0ÎC0 Æ 1を仮定する Áに依
存しても良い
方程式 の解は 大部分が 1または ≠1に近

い値を取ることが知られている このとき つ
の領域 {u ¥ 1}と {u ¥ ≠1}の間の部分に対応
する領域 遷移層 は 厚みが O(Á) であるよう
な層状の領域となることも知られている さら
に 解の等位集合 {u = 0}の運動は Á ¿ 0とし
たときに 平均曲率流方程式に収束することも
知られている
方程式 を 領域を分割する手法で 数値計

算することを考えよう 空間変数に関するメッ
シュのサイズを h とする 方程式が先にあるの
だから hは Áに依存して選ぶべきであろう 本
研究では 「Áを したがって hも 0へ近づけ
た際に 離散化した方程式の解が平均曲率流方
程式の解に収束するためには h をどのように
選べばよいか 」という問題を考える 特に 計
算コストの観点から 「hをどの程度大きく選ん
で良いか 」という点を考察したい
先述の解の形状から考えて h = o(Á) と取れ
ば収束のためには十分であり 逆に Á = o(h)で
ある場合は収束せず h = O(Á)の場合が臨界で
ある と予想できる しかし このことを厳密に
考察している文献は存在しないと思われる

似たような問題意識の文献として が挙げ
られる これは対応するエネルギー汎関数の �
極限を考察しており h = O(Á)の場合を境界と
して 離散的な汎関数が異なる汎関数に � 収束
することが示されている しかし �収束は大域
最適解の情報しか与えないため 対応する勾配
流 つまり 方程式 を離散化した問題 の挙
動は不明である
誤差評価のための十分条件を与えている文
献であればいくつか存在する 例えば に
おいて 最適な収束オーダーを得るためには
h = O(Á5/2) と取れば十分である という結果
が得られている また においては 二重障
害物問題というやや異なる問題ではあるもの
の 方程式と類似の問題に対して
h = O(Á3/2)と取れば十分であり より良い収束
オーダーを得るためには h = O(h2) と取れば
十分である という結論を導いている これらの
結果は hについて 最適なオーダーの誤差評価
を与えているという点で重要であるが 条件と
してはやや強いように思われる 方程式 は
放物型方程式であるから 時間の離散化手法次第
では 時間刻み幅�tは�t Æ O(h2)と取る必要
があり その場合 の条件では �t Æ O(Á5)
としなければならなくなってしまう 次元問
題の場合に このような時間刻み幅で計算して
いては 「現実的な時間内に解けるのか 」とい
う問題が発生してしまう

2. 主結果
最終目標としては「h = O(Á)の場合が臨界で

ある」ということを示したいのだが 我々にとっ
ては難しく 未だ解決に至っていない しかし
差分法による近似解に対し 「Á = o(h)の場合
つまり メッシュが粗すぎる場合には 収束しな
い」 より具体的には 「数値解は 常微分方程式
の解に漸近する」という結果を得ることができ
たため 本講演ではその結果について報告する
主結果を述べるために いくつか記号を導入
する 以下では表記を簡単にするため 次元に
おける問題を考えるが 高次元においても全く
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同様の結果が得られる まず 正方形領域を一様
格子に分割する すなわち M œ N h = 1/M

として 次のような � = (0, 1)2の分割を考える

i = (i1, i2) œ Z2, xi :=
3

i ≠ 1
2

4
h,

Ci := {x œ � | Îx ≠ xiÎlŒ < h/2}.

以下では 上記のような多重指数を単に i と書
く 各セル Ci の特性関数を ‰i とおき 区分定
数関数の空間を

Vh := span{‰i}

とおく 関数 uh œ Vh に対して ui := uh|Ci と
表記する
このとき 問題 に対して 次のような差

分スキームを考察する 全ての t œ (0, T ) i œ
{1, . . . , M ≠ 1}2 j œ {1, . . . , M ≠ 1}に対して

Y
_____]

_____[

ui,t = �hui ≠ 1
Á2 f(ui),

u(0,j) = u(1,j), u(M,j) = u(M≠1,j),

u(j,0) = u(j,1), u(j,M) = u(j,M≠1),

ui|t=0 = u0(xi).

ただし ui = ui(t) は未知関数であり �h は
階の中心差分作用素

�hui :=
ÿ

eœZ2,|e|=1

ui+e ≠ ui

h2

である 標準的な手法に則り 境界条
件を 領域の外側に仮想的なセルを導入するこ
とで処理している
さらに 次の常微分方程式の解を vi = vi(t)と

おく Y
]

[
vi,t = ≠ 1

Á2 f(vi),

vi|t=0 = u0(xi).

最後に 問題 と の解 ui vi に対して

uh(t) =
ÿ

i

ui(t)‰i, vh(t) =
ÿ

i

vi(t)‰i

とおく
このとき 次の結果を得た

定理 次を仮定する hと Áに依存しない定数
c0 > 0であって

f Õ(u0(xi)) Ø c0, ’i œ {1, . . . , M ≠ 1}2

を満たすものが存在する このとき Á/hが十分
小さければ

Îuh(t) ≠ vh(t)ÎLŒ(�) Æ C
1 Á

h

22

が成り立つ ただし C は c0, f, N のみに依存す
る定数であり hと Á には依存しない □

注意 いくつか注意を述べておく

条件 は技術的な仮定であるが 非現
実的なものではない 例えば 初期関数
u0 が な関数であって
h = o(Á) であるならば 測度論的に ほ
とんどの場合で条件 が成り立つ こ
の条件を外しても同様の結果が得られる
と予想しているが 証明はできていない
誤差評価 の Á/h に関するオーダーが
最適であるかどうかは不明である

講演では定理 の証明の概略を述べる 方針
は の公式を用いて縮小写像の原理を
利用できる形に持ち込む というストーリーで
ある 標準的な差分スキーム に対して上記
のような煩雑に見える記号を導入したのは こ
のような議論をするためである
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ਫ਼อূ͖ࢉܭʹΑΔࣸ૾ͷࢉܭख๏ͷఏҊ

৽ా ޫً 1, ຊࢁ ਓ 1, খྛ ݈ଠ 2, দߐ ཁ 3

େֶ,3भେֶڮ௨৴େֶɼ2Ұؾ1ి
e-mail : rukko0514@gmail.com

1 ֓ཁ

ਫ਼อূ͖ࢉܭΛ༻͍ͯྗֶܥʹ͓͚
ΔϗϞΫϦχοΫيಓϔςϩΫϦχοΫيಓ
ͷଘূݕࡏΛࡍ͏ߦͳͲʹɺࣸ૾ͷ͕ࢉܭඞ
ཁͳ໘͕ଘ͢ࡏΔ [1]ɻͦ͜ͰɺຊߘͰಛ
ʹ R2 ͷԁप S1 ্ͷ࿈ଓࣸ૾ͷࣸ૾ͷࢉܭ
Λਫ਼อূ͖Ͱํ͏ߦ๏ΛఏҊ͢Δɻ͜Ε
Ψεͷൃࢄఆཧʹํͮ͘ج๏Ͱ͋Δɻྫ
ʹΑΓैདྷख๏ͱͷൺֱΛ͏ߦɻ·ͨɺຊख๏
ͷ S2Ҏ্ͷࣸ૾ͷࢉܭͷԠ༻ʹ͍ͭͯ
Δɻ͢ߟ

2 ࣸ૾ͱ

࿈ଓࣸ૾ f : S1 → S1ͷࣸ૾ҎԼͷΑ͏
ʹఆٛ͞ΕΔ [2][3]ɻ
ҎԼͰ S1 Λෳૉฏ໘্ͷݪத৺ͷ୯Ґ
ԁͱಉҰ͢ࢹΔɻ
t ∈ R ʹର͠

e(t) = exp(2iπt)

ͱ͓͖ɺࣸ૾ f ◦ e : R → S1 ͷఆٛҬΛ [0, 1]

Λ૾ࣸͨ͠ݶ੍ʹ

f̂ : [0, 1] → S1

ͱ͢Δɻ

ิ 1✓ ✏
x0 ∈ [0, 1] ͱ͢Δɻ

1. f̂(x0) = e(t0) Λຬ࣮ͨ͢ t0 ʹ
ର͠ɺ࿈ଓࣸ૾ f̃ : [0, 1] → RͰɺ
e ◦ f̃ = f̂ ͔ͭ f̃(x0) = t0 Λຬͨ͢
ͷ͕Ұҙʹଘ͢ࡏΔɻ

2. ࿈ଓࣸ૾ f̃ , g̃ : [0, 1] → R ͕ e ◦ f̃ =

e ◦ g̃ = f̂ Λຬͨͤɺk = g̃(x0) −
f̃(x0)ͱ͓͘ͱɺk Ͱɺશͯͷ
x ∈ [0, 1] ʹରͯ͠ g̃(x) = f̃(x) + k

͕Γཱͭɻ✒ ✑
ิ̍ΑΓɺf̃(0) = t0 ͱͳΔ f̃ ͕ͨͩҰͭଘ
Δɻ͢ࡏ

ࣸ૾ f ͷࣸ૾ f̃ Λ༻͍ͯ

deg f = f̃(1)− f̃(0)

ͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔɻ

͜ͷ t0 ͷબͼํʹΑΒͣඞͣಉ͡ͱ
ͳΔɻ
ײతʹɺʮ x͕ S1ΛҰप͢Δͱ͖ʹɺ

ͦͷ૾ f(x)͕S1ΛԿि͢Δ͔Λූ߸·ͰࠐΊ
ͯ͑ͨճʯ͕ࣸ૾Ͱ͋Δɻ

3 ఏҊख๏

ࣸ૾f :R2 ∋ (cos 2πt, sin 2πt) &→ (x(t), y(t)) ∈
R2, t ∈ [0, 1]Λ͑ߟΔɻ
͜͜Ͱɺ(x, y) ∈ S1ͱ͢Δͱ͜ΕS1 → S1

ͷࣸ૾Ͱ͋Δɻ͞ΒʹɺϕΛݪத৺ͷϥϓϥ
εํఔࣜͷجຊղ

ϕ = − 1

4π
log (x2 + y2)

ͱ͢Δɻ͜ͷ࣌ f ͷࣸ૾ d

d = −
∫

C
∇ϕ · nds

Ͱ༩͑ΒΕΔɻ͜͜ʹ C  (x(t), y(t))ʹΑͬ
ͯಈ͘ۂઢͰ͋Γɺnਐํߦʹରͯ͠ܭ࣌
ճΓʹ 90ͷํΛ͍ͨ୯Ґ๏ઢϕΫτϧɺ
dsઢཁૉͰ͋Δɻ
ͯ͞ɺ

∇ϕ = − 1

2π

(
x

y

)
, n =

1√
(x′)2 + (y′)2

(
y′

x′

)
,

ds =
√
(x′)2 + (y′)2dt

ͱม͢Δͱࣸ૾

d =
1

2π

∫ 1

0

xy′ − yx′

x2 + y2
dt

ͱදͤΔɻ͜ͷੵΛ࣮͢ߦΔͨΊ

0 = t0, t1, . . . , tn = 1
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ͱΛऔΓɺੵ۠ؒΛࡉԽͯ͠ࢉܭΛߦ
͏ɻ[ti, ti+1]ຖʹҎԼͷೋͭͷ߹ʹ͚ͯߟ
͑Δɻ
(1)[ti, ti+1]Ͱ x(t)͕ 0ʹͳΒͳ͍߹

di =
1

2π

∫ ti+1

ti

xy′ − yx′

x2 + y2
dt

=
1

2π

∫ ti+1

ti

(y

x

)′ 1

1 + (y/x)
dt

=
1

2π

(
arctan

y(ti+1)

x(ti+1)
− arctan

y(ti)

x(ti)

)

ͱࢉܭͰ͖Δɻ
(2)[ti, ti+1]Ͱ y(t)͕ 0ʹͳΒͳ͍߹
ઌ΄Ͳͱಉ༷ʹ

di =
1

2π

∫ ti+1

ti

(xy′ − yx′)

x2 + y2
dt

= − 1

2π

∫ ti+1

ti

(
x

y

)′ 1

1 + (x/y)2
dt

= − 1

2π

(
arctan

x(ti+1)

y(ti+1)
− arctan

x(ti)

y(ti)

)

ͱࢉܭͰ͖Δɻ
͠ɺ͜ͷೋͭͷͲͪΒʹͯ·Βͳ

͔ͬͨ߹ɺ͢ͳΘͪ

∃t, s ∈ [ti, ti+1] s.t. x(t) = 0 ∧ y(s) = 0

ͷ߹͞ΒʹࡉԽͯ͢͠ࢉܭΔɻ
֤ di Λ۠ؒԋࢉΛ༻͍ͯ͠ࢉܭɺͦͷ૯

ΛऔΔɻ࠷ऴతʹಘΒΕͨ۠ؒʹ͕ͨͩ
Ұؚͭ·Ε͍ͯΕͦΕ͕ਫ਼อূ͖ͷࣸ૾
Ͱ͋Δɻ

4 ैདྷख๏

๏ͱͯ͠ࢉܭଘͷࣸ૾ͷط [4][5][6]

ͳͲ͕͋Δɻ͜ΕΒͷख๏ࣸ૾ f : B → Rn

ͷࣸ૾͕ਖ਼ଇ y ͷ૾ݪ x∗ ʹ͓͚Δ Jaco-

bianͷූ߸ͷ૯ɺͭ·Γ

degf =
∑

x∗∈f−1(y)

sgn

(
det

(
∂f

∂x

) ∣∣∣∣
x=x∗

)

ͱͯ͠ࢉܭͰ͖Δ͜ͱΛར༻͍ͯ͠Δɻ͜͜
ͰɺB ⊂ Rn ༗քดू߹ɺf−1(y) = {x ∈
B|f(x) = y}Ͱ͋Δɻ
ʹࡍ࣮ JacobianͷࢉܭΛ͢ΔͷͰ
ͳ͘ɺͦΕͱՁͳࢉܭΛ͜͏ߦͱʹΑΓࣸ૾
Λ͍ͯ͠ࢉܭΔ͕ɺ͜ ͜Ͱৄࡉলུ͢Δɻ

5 ྫͱ S2ͷԠ༻

ຊख๏Λ༻͍ͨྫɺ͓Αͼຊख๏ͷ S2

Ҏ্ͷࣸ૾ͷࢉܭͷԠ༻ʹ͍ͭͯߨԋ࣌
ʹड़Δɻ

ݙจߟࢀ
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A(2)
2 型マトリックスミューテーションの幾何学
野邊 厚
千葉大学教育学部
e-mail : nobe@faculty.chiba-u.jp

1 概要
ランク 2のクラスター代数のうち，とくに有

限型もしくはアフィン型とよばれるものについ
て考察する．これらのクラスター変数のミュー
テーションは 2次元写像力学系と見なすことが
可能であり，それらの多くはQRT系となる．し
かし，A(2)

2 型ミューテーションの不変曲線は特
異 4次曲線であるため，対応する力学系はQRT

系ではない．本講演では，A(2)
2 型ミューテーショ

ンの不変曲線を特異点解消によって引き戻すこ
とにより，A(1)

1 型ミューテーション（QRT系）
の不変曲線が得られることを示す．さらに，A(1)

1

型および A(2)
2 型ミューテーションはこの不変

曲線上の互いに可換な写像力学系であることを
導く．

2 ランク 2のミューテーション
2 次反対称化可能整数行列 B = (bij) を交
換行列とする，ランク 2 のミューテーション
を考える．Bは次の規則で一般化カルタン行列
（GCM）C = (cij)と対応する：cij = 2δij−|bij |．
ランク 2の特徴として，k（k = 1, 2）方向の

ミューテーション µk に対して，µk(B) = −B

が成り立つことが挙げられる [1]．よって，クラ
スターx = (x1, x2)と交換行列Bとの組 (x, B)

（種子）が与えられたとき，クラスターパター
ンに含まれるすべての交換行列が同一のGCM

に対応する．2次のGCM

C =

(
2 c12
c21 2

)

に対し，detC = 4− c12c21 > 0のとき有限型，
detC = 0のときアフィン型とよぶ（表 1）．

表 1. 有限およびアフィン GCMの型
(c12, c21) (0, 0) (−1,−1) (−2,−1)

Type A1 ×A1 A2 B2 (C2)

(c12, c21) (−1,−3) (−2,−2) (−4,−1)

Type G2 A(1)
1 A(2)

2

さて，ミューテーションの合成 µ2 ◦ µ1は P2

上の写像力学系 (z, w) $→ (z̄, w̄)と見なすこと
ができる．ここで

z := x1, z̄ := µ2 ◦ µ1(x1),

w := x2, w̄ := µ2 ◦ µ1(x2)

であり，xの k 方向のミューテーション x′ =

µk(x)は次で定める：

x′j =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x[b1k]+1 x[b2k]+2 + x[−b1k]+
1 x[−b2k]+

2

xk
j = k,

xj j ̸= k,

（だだし，[∗]+ := max{∗, 0}とする）．
A1×A1，A2，B2 (C2)，A(1)

1 型の交換行列に
対して，µ2 ◦µ1はQRT系を定める．また，G2

型に対しては特異 4次曲線上の再帰方程式系が
得られる [2]．例えば，A(1)

1 型の場合，µ2 ◦ µ1

はQRT系 φ : P2 → P2; (ξ, η) $→ (ξ̄, η̄)

ξ̄ =
η2 + 1

ξ
, η̄ =

ξ̄2 + 1

η

に他ならない．このとき，不変曲線 δµは次の
多項式 gで与えられる（µは保存量）：

g(ξ, η) = ξ2 + µξη + η2 + 1

3 A(2)
2 型

A(2)
2 型ミューテーションを考えよう：

ψ : (z, w) $→ (z̄, w̄) =

(
w + 1

z
,

z̄4 + 1

w

)

不変曲線に関して次の定理が成り立つ．
定理 1 写像力学系 ψ の不変曲線 γλ は次の多
項式 f の定める特異 4次曲線である：

f(z, w) = (w + 1)2 + λz2w + z4

ここで，λは ψの保存量である．
4次曲線 γλ上の点 p = (0,−1)は特異点（通
常 2重点）であり，ペンシル {γλ}λ∈P1 の base

pointでもある（図 1）
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図 1. ペンシル {γλ}λ∈P1

ψ の性質を調べるため，γλ を特異点 pでブ
ローアップしよう．V を pにおけるP2のブロー
アップとし，π : V → P2 を自然な射影とす
る．p を含むアフィン平面 U のブローアップ
Ũ = Ũ0 ∪ Ũ1 ⊂ P1 × A2

Ũ := {((a0 : a1), (b, c)) | ba1 = (c+ 1)a0} ,

Ũi :=
{
((a0 : a1), (b, c)) ∈ Ũ | ai ̸= 0

}

から U への射影 π̃ : Ũ → U による γλ の引き
戻しは，Ũ0上で次のようになる：例外曲線E，
v = 0，狭義引き戻し γ̃λ（x = v，y = uv−1），

u2 + λ(uv − 1) + v2 = 0

Eと γ̃λは 2点
(
±
√
λ, 0
)
でのみ交わる（図 2）．

πによる γλの全引き戻しは π∗γλ = γ̃λ+2Eで
ある．

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

u

v

図 2. ペンシル {γ̃λ}λ∈P1 および例外曲線 E

双有理変換 ν : (u, v) $→
(
−i

√
λξ,−i

√
λη
)

により，γ̃λはA(1)
1 型ミューテーション φの不

変曲線 δλに写ることに注意しよう．
いま，ψを 2次曲線 γ̃λ上で考える：

ψ̃ : (u, v) $→ (ū, v̄) =

(
u3 + v

uv − 1
, u

)

ν により，ψ̃は δλ 上の写像力学系 ψ̂と見なす
ことができる．さらに

φ1 : (ξ, η) $→ (ξ̄, η) =

(
η2 + 1

ξ
, η

)
,

φ2 : (ξ, η) $→ (ξ, η̄) =

(
ξ,
ξ2 + 1

η

)
,

φ3 : (ξ, η) $→ (η, ξ)

とおくと，次の定理を得る．
定理 2 A(1)

1 型ミューテーション φおよびA(2)
2

型ミューテーションの ν ◦ π̃による引き戻し ψ̂

に対して次が成り立つ：

φ = φ2 ◦ φ1, ψ̂ = φ3 ◦ φ2, φ ◦ ψ̂ = ψ̂ ◦ φ

4 戸田格子との関係
写像力学系 φ，ψ̂は，それぞれA(1)

1 型離散戸
田格子およびその可換なフロー（すなわち，あ
る楕円曲線上の独立な加法）の 2次曲線への退
化であるという幾何学的側面をもつ．

5 トロピカル化
写像力学系 φ，ψは超離散化可能であり，次
のトロピカル射影空間 TP2 上の写像力学系が
それぞれ得られる：

Φ : (X,Y ) $→ (X̄, Ȳ );

X̄ = 2min [Y, 0]−X, Ȳ = 2min
[
X̄, 0

]
− Y,

Ψ(Z,W ) $→ (Z̄, W̄ );

Z̄ = min [W, 0]− Z, W̄ = 4min
[
Z̄, 0

]
−W

Φ，Ψは変換 (X,Y ) $→ (2Z,W )で互いに写り
合うので，Φの不変曲線から Ψの不変曲線を
構成することができる．この事実と超離散化を
用いて定理 1が導かれる．

謝辞 本研究は科研費（課題番号：26400107）
の助成を受けたものである．
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1 ֓ཁ

ܥࢄͷՄੵੑఆʹ͠ɺ༗໊ͳ̎ͭ
ͷఆج४͕͍ޓʹʮໃ६ʯ͢ΔܥΛৄ͘͠ݚ
Ίࠐ४ͱʮಛҟด͡جΔɻ̎ͭͷఆ͢ڀ
ςετʯͱʮతΤϯτϩϐʔʯͰ͋Δɻ

• (̖) ಛҟ͕ด͡ࠐΊΒΕΔ͕ɺ͕࣍
Ͱܥݩ࣍ʢͱ͘ʹҰܥ૿େͰ͋Δࢦ
తΤϯτϩϐʔ͕ਖ਼Ͱ͋Δܥʣ

• (̗) ಛҟด͡ࠐΊΒΕͳ͍͕ɺ࣍
ߴʑଟ߲ࣜ૿େͰ͋Δܥʢͱ͘ʹҰݩ࣍
ͰతΤϯτϩϐʔ͕ܥ 0Ͱ͋Δܥʣ

ͷ̎छྨͷέʔεͷྫΛߏ͠ͳ͕ΒࢄՄੵ
ੑʹؔ͢ΔཧղΛਂΊ͍ͨɻ
(A)ͷέʔε Hietarinta-Vialletํఔࣜʹ

Λൃ͠ɺ্ࢠ֨ݩ࣍ߴͷܥͷ֦ு͕͑ߟΒ
Ε͍ͯΔ [1]ɻۙ࠷ͷڀݚͰɺ౷తͳҙຯ
ͰඇՄੵͰ͋Δ͕ɺ͋ΔछͷՄੵੑ
ఆςετͰ͋Δ coprimeness condition ʹ͍ޓ)
ૉ݅)Λຬ͢ΔܥࢄΛٙࣅՄੵܥͱݺ
Ϳ͜ͱʹ͠ɺํఔࣜܥͷ coprimenessʹ͍ͭͯ
ࢄݩ࣍৽ͷྫͱͯ͠ೋ࠷Δɻຊ͍ͯ͑ߟ
ΛࣜܗܗରԠ͢Δඇઢʹܥఔࣜͷ֦ுํాށ
հ͢Δɻ(B)ͷέʔεઢܗԽՄ͕ܥදత
Ͱ͋Δɻຊ Somosྻͷೋݩ࣍൛ͱΈΒ
ΕΔܥΛհ͠ɺ࣮ࡍʹઢํܗఔࣜͷ࿈ཱܥͰ
ड़Ͱ͖Δ͜ͱΛ֬ೝ͢Δه [2]ɻ

2 ํాށࢄఔࣜͷ֦ுʹ͍ͭͯ

ܥࢠճ͔͋ͭ͏֨ࠓ

(Ut+1,n,m − 1)(Ut−1,n,m − 1)

(Ut,n+ 1
2 ,m− 1

2
− 1)k1(Ut,n− 1

2 ,m+ 1
2
− 1)k2

=
U l1
t,n− 1

2 ,m− 1
2

U l2
t,n+ 1

2 ,m+ 1
2

Uk1
t,n+ 1

2 ,m− 1
2

Uk2
t,n− 1

2 ,m+ 1
2

, (1)

Ͱ͋ΔɻఆٛҬ

{(t, n,m)|t ≥ 0, n,m ∈ (Z + t/2)}

Ͱ͋Γɺk1, k2, l1, l2ਖ਼ͷͱ͢Δɻt = 0, 1

ʹ͓͚Δͯ͢ͷมΛॳظͱͯ͠ t ≥ 2ํ

ൃలͤ͞Δɻ(1) k1 = k2 = l1 = l2 = 1

ͳΒ࿈ଓݶۃʹ͓͍ͯ ఔࣜํࢠ֨ాށݩ࣍2
Ͱڀݚண͢ΔɻҎલͷؼʹ (1)ͷ τ ؔࣜܗ

τt+1,n,mτt−1,n,m

= τk1
t,n+ 1

2 ,m− 1
2

τk2
t,n− 1

2 ,m+ 1
2

+ τ l1
t,n− 1

2 ,m− 1
2

τ l2
t,n+ 1

2 ,m+ 1
2

,

ͷͯ͢ͷ߲ʢGCD(k1, k2, l1, l2)͕حͷ
ૉҼΛͨ࣋ͳ͍ͱ͖ʣॳظͷϩʔϥϯଟ߲
ࣜͷݩͱͯ͠طͰ͋Γɺ૬ҟͳΔ 2߲ޓ
͍ʹૉͰ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠ʢ͍ޓʹૉ݅ͷຬ
 [1]ʣɻຊ [3]ʹԊͬͯඇઢࣜܗܗ (1)ͷ֦
ு͞Εͨϩʔϥϯੑʹ͍ͭͯఆࣜԽ͢Δɻ(1)

ͷҰൠ߲ॳظͷϩʔϥϯଟ߲ࣜͰͳ͍
͕ɺ࣍ͷΑ͏ʹิॿม (Ut,n,m − 1)Λಋೖ͢
Δ͜ͱͰϩʔϥϯੑ͓Αͼ͍ޓʹૉཱ͕݅
͢Δɻ

ఆཧ 1 ([3])

S := Z
[
{U±

s,n,m, (Us,n,m − 1)±}s=0,1
]

ͱ͓͘ͱɺ(1)ͷ 2߲ Ut,n,mͱ Ut′,n′,m′ ݅

|t− t′| > 2

·ͨ

(n′,m′) ̸= (n,m), (n+1,m−1), (n−1,m+1)

ͷͱͰɺ֦ு͞Εͨϩʔϥϯଟ߲ࣜSͷݩ
ͱ͍ͯ͠ޓʹૉͰ͋Δɻ

ূ໌ͷࡉ෦ʹ͍ͭͯϓϨϓϦϯτ ࡌهʹ[3]
ͨ͠ɻ(1)ͷ͞ΒͳΔ֦ݩ࣍ߴுՄͰɺಉ
༷ͷ coprimeness݅ͷఆࣜԽͱূ໌Λͯͬߦ
͍Δͱ͜ΖͰ͋Δɻ

3 ઢܗԽՄ֨ܥࢠͷྫʹ͍ͭͯ

ͿݺͱܥͷԽࣜΛHeideman-Hogan࣍ [4]:

an+2k+1an = an+2kan+1+an+k+an+k+1. (2)

(2)ɺॳظΛ ai = 1(i = 0, 1, · · · , 2k)ͱ͢
Δͱ an ∈ Zཱ͕͢Δ͜ͱ͔ΒɺSomosྻ
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ͷྨࣅͰ͋ΓɺੑΛͭԽࣜͷҰྫͱ
ͯ͠ఏࣔ͞Εͨɻޙʹ (2) LPͰهड़Ͱ
͖ΔͳͲͷੑ࣭Λͭ࣋͜ͱ͕͔Γ [5]ɺՄੵ
ܥͰ͞Ε͍ͯΔɻຊ (2)ͷ 2

ͷํఔࣜ࣍Խͱͯ͠ࢠ֨ݩ࣍ (3)ΛఏҊ͠ɺ(3)
͔֬ʹઢܗԽՄͰ͋Δ͜ͱΛূ໌͢Δ:

xn+2,t+1xn,t = xn,t+1xn+2,t+xn+1,t+1+xn+1,t.

(3)

ఆཧ 2 (3)࣍ͷઢํܗఔࣜܥΛຬͨ͢ɿ

xn+6,t + α(n)xn+4,t + β(n)xn+2,t − xn,t = 0,

(4a)

xn,t+3 + γ(t)xn,t+2 + δ(t)xn,t+1 + ϵ(t)xn,t = 0.

(4b)

͜͜Ͱα(n),β(n)nͷΈʹґଘ͠ɺγ(t), δ(t), ϵ(t)
 nͷ͓حۮΑͼ tʹґଘ͢Δɻ

ఆཧҎԼͷࣜྻߦͷؔΛ༻͍ͯࣔ͢ɻ

ิ 3 (Dodgson’s identity) n × nྻߦ A

ʹ͍ͭͯɺ|Aij |Aͷ (ij)-minorɺAij;klA

͔Β i, j ͱߦ k, l ྻΛऔΓআ͍ͨྻߦͱ͢Δɻ
͜ͷͱ͖

|A1n;1n||A| = |A11||Ann|− |A1n||An1|

ཱ͕ɻ

(3)ͷ߲Λͱ͢Δྻߦ

Xk(n, t) := (xn+2j−2,t+i−1)1≤i,j≤k

Λఆٛ͢Δɻิ 3͔Β࣍ͷิΛಘΔɿ

ิ 4

detX4(n, t) = 0

͕ҙͷ n, tͰཱ͢Δɻ

ิ 4ΑΓX4(n, t)ݻ༗ 0ΛͭͷͰɺݻ
༗ 0ʹର͢Δӈݻ༗ϕΫτϧ

X4(n, t)p(n, t) = 0

͕ଘ͢ࡏΔɻX4(n, t)ͱX4(n, t+ 1) ͕ߦ3
ʹ௨Ͱͱڞ rank͕ 3Ͱ͋Δ͔Βɺp(n, t)
tʹґଘͤͣʹબΔɻp(n)ͷ͕ (4a) ͷ
༗ϕΫτϧ͔ΒݻࠨʹͰ͋Δɻ(4b)ಉ༷
ಘΒΕΔɻʢূ໌ऴʣ
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ͷྫͱͯ͠ɺDana-ScottྻܥԽՄܗઢݩ࣍2

an+4an = an+3an+1 + an+2
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クリロフ部分空間法のための前処理法の比較について（第2報）
堀端 康善
法政大学　理工学部
e-mail : horibata@hosei.ac.jp

1 はじめに
偏微分方程式の境界値問題では，離散化して

連立１次方程式
Ax = b (1)

を得る。本研究では，これをクリロフ部分空間
法で解くときの各種前処理行列を数値実験で比
較する [1]．多重格子法とも比較する。

2 前処理行列
前処理行列は，SSOR，ILU(0)，ILU(1)，MILU(0)，

MILU(1)で，すべて右前処理を行う [2]。

3 数値実験
本研究の境界値問題は，図 1の扇形の計算領
域においてラプラス方程式

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= 0 (2)

を解く．以下のようなディリクレ型境界条件を
使用する．

図 1. 計算領域と座標変換

on WX，　φ = 0，
on XY，　φ = sin θ/rXY，
on Y Z，　φ = 1/rY Z，
on ZW，　φ = sin θ/rWZ

図 2のように rx = 1.0，2.0，3.0と計算領域
を歪ませていく．一般座標変換の後，差分法で
離散化する．計算機環境は，表 1の通りである．
また，実験条件を表 2に示す。

full multigrid (FMG)で求めた数値解の残差
を表 3に示す。残差が同程度になる数値解をク

図 2. rX=3.0としたときの格子

表 1. 実験に用いた計算機環境

計算機 HP Z800 Workstation

CPU Intel Xeon X5677 3.47GHz 4コア
OS Red hat Linux 5

Compiler Intel Fortran Compiler 12.0.0

メモリ 4 8GB

リロフ部分空間法で求める．計算領域３種につ
いて，それぞれ格子数を 257× 257, 513× 513,

769× 769にした場合の数値実験を行う．クリ
ロフ部分空間法として，GMRES(k)法，CG系
統，CR系統の解法を使う．CPU時間の比較を
表 4，5に示す。

4 まとめ
SSORは，MILU(0)，MILU(1)より遅いが，

ILU(0)，ILU(1) より速い。FMG が最速であ
る。しかし，SSORは，ILU，MILU，多重格
子法に比べ，実装がはるかに簡単である。

参考文献
[1] 堀端康善：クリロフ部分空間法のための
前処理法の比較について，日本応用数理
学会 2016年度年会講演予稿集, (2016)

[2] Yousef Saad : Iterative Methods for

Sparse Linear Systems 2nd ed., Society

for Industrial and Applied Mathemat-

ics, 2003

表 2. 実験条件

　　　精度　　　 　　　倍精度　　　
　　　初期値　　　 　　　 x0 = 0　　　
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表 3. 格子数 7692 においての FMGの数値解の残差

Case ∥b − AxFMG∥/∥b∥
rx = 1.0 3.1 × 10−10

rx = 2.0 4.5 × 10−9

rx = 3.0 3.9 × 10−9

表 4. 格子数 7692 においての CPU 時間 (s) の比較 (右
前処理)

解法 前処理行列 rx=1 rx=2 rx=3
/スムーザ

BCG ILU(0) 18.6 13.8 11.8
MILU(0) 4.1 3.0 2.5
SSOR 9.7 9.4 9.8

BCR ILU(0) 26.7 20.1 16.6
MILU(0) 6.3 4.4 3.6
SSOR 14.0 14.0 14.0

CGS ILU(0) 14.0 8.5 7.4
MILU(0) 3.1 1.8 2.1
SSOR 6.1 6.8 6.9

CRS ILU(0) 15.7 9.3 8.4
MILU(0) 2.8 2.2 2.1
SSOR 6.8 6.3 6.7

BCGSTAB ILU(0) 15.8 9.8 9.3
MILU(0) 2.9 1.7 1.7
SSOR 7.4 6.3 6.6

BCRSTAB ILU(0) 14.9 10.6 9.8
MILU(0) 3.0 2.0 1.9
SSOR 7.6 6.8 7.7

BCGSTAB2 ILU(0) 22.9 13.7 13.3
MILU(0) 4.2 2.6 2.0
SSOR 9.8 8.9 9.5

BCRSTAB2 ILU(0) 21.6 15.1 14.2
MILU(0) 3.6 2.7 2.3
SSOR 11.0 9.3 9.7

GPBCG ILU(0) 17.9 13.5 11.7
MILU(0) 3.6 2.3 2.1
SSOR 9.2 8.5 8.9

GPBCR ILU(0) 23.3 13.5 12.6
MILU(0) 3.7 2.5 2.3
SSOR 9.8 8.9 9.2

BCGSafe ILU(0) 14.1 10.5 9.9
MILU(0) 3.0 1.9 1.7
SSOR 7.9 7.4 7.4

BCRSafe ILU(0) 20.5 13.3 14.6
MILU(0) 3.3 2.2 2.1
SSOR 8.5 13.2 13.1

GMRES(k) ILU(0) 306 215 159
k=20 MILU(0) 15.2 11.4 9.5

SSOR 52.9 43.3 43.4
GMRES(k) ILU(0) 341 259 159

k=30 MILU(0) 19.1 15.2 14.9
SSOR 61.0 49.7 53.4

V-cycle ILU(0)，7段 1.9 1.9 1.8
W-cycle ILU(0)，7段 4.9 3.5 3.8
F-cycle ILU(0)，7段 2.9 2.1 2.0
FMG ILU(0)，7段 0.9 0.9 0.9

表 5. 格子数 7692 においての CPU 時間 (s) の比較 (右
前処理)

解法 前処理行列 rx=1 rx=2 rx=3
/スムーザ

BCG ILU(1) 15.2 11.1 10.5
MILU(1) 4.0 2.9 2.5
SSOR 9.7 9.4 9.8

BCR ILU(1) 22.5 15.8 14.3
MILU(1) 5.8 4.4 3.6
SSOR 14.0 14.0 14.0

CGS ILU(1) 10.4 8.4 7.0
MILU(1) 2.9 1.8 1.9
SSOR 6.1 6.8 6.9

CRS ILU(1) 11.1 8.2 7.1
MILU(1) 2.9 2.2 2.1
SSOR 6.8 6.3 6.7

BCGSTAB ILU(1) 10.4 9.4 7.6
MILU(1) 2.3 1.6 1.7
SSOR 7.4 6.3 6.6

BCRSTAB ILU(1) 11.0 7.9 8.0
MILU(1) 2.8 1.9 1.8
SSOR 7.6 6.8 7.7

BCGSTAB2 ILU(1) 15.7 10.8 10.8
MILU(1) 3.4 2.4 2.1
SSOR 9.8 8.9 9.5

BCRSTAB2 ILU(1) 15.8 12.3 11.5
MILU(1) 3.4 2.5 2.3
SSOR 11.0 9.3 9.7

GPBCG ILU(1) 15.1 10.4 9.6
MILU(1) 3.5 2.2 2.1
SSOR 9.2 8.5 8.9

GPBCR ILU(1) 16.1 14.1 10.1
MILU(1) 3.4 2.6 2.4
SSOR 9.8 8.9 9.2

BCGSafe ILU(1) 11.9 8.0 7.9
MILU(0) 2.9 1.9 1.8
SSOR 7.9 7.4 7.4

BCRSafe ILU(1) 14.9 9.7 8.2
MILU(1) 2.9 2.3 2.1
SSOR 8.5 13.2 13.1

GMRES(k) ILU(1) 113 66.3 52.7
k=20 MILU(1) 9.9 5.9 5.9

SSOR 52.9 43.3 43.4
GMRES(k) ILU(1) 110 65.8 54.8

k=30 MILU(1) 11.8 7.9 7.9
SSOR 61.0 49.7 53.4

V-cycle ILU(0)，7段 1.9 1.9 1.8
W-cycle ILU(0)，7段 4.9 3.5 3.8
F-cycle ILU(0)，7段 2.9 2.1 2.0
FMG ILU(0)，7段 0.9 0.9 0.9
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Solid harmonicsを用いた高速多重極展開法の高並列汎用分子動力学
シミュレーションソフトMODYLASへの効率的な実装
坂下 達哉 1, 安藤 嘉倫 2, 吉井 範行 2,1, 岡崎 進 1,2

1名大院工，2名大院工 計算セ
e-mail : tatsuya.sakashita@chembio.nagoya-u.ac.jp

1 はじめに
我々は、「京」向けに古典分子動力学の汎用ソ

フトウエアMODYLAS [1] (http://www.modylas.

org/)を開発している。MODYLASの特長とし
て、ホットスポットである静電相互作用のポテ
ンシャルと力の計算に高速多重極展開法（Fast

Multipole Method、FMM、図 1参照）を採用
することにより、数億原子系を扱えることがあ
げられる。
これまでのMODYLASの FMMの実装は、

球面調和関数を基底とする定式化に基づいてい
た [2]。しかしながら、この定式化は、表式が
複雑で演算量が多いうえ、その証明も難解なた
め理論的な拡張性も低いという欠点がある。
今日では、solid harmonicsを用いた簡単な

FMMの表式と証明が知られている [3, 4]。そ
こで、我々は、文献 [4]の簡単な定式化を導入
し、さらに計算量を削減した。

P2M�

M2M�

M2L�

L2L�

L2P�P2M�

M2L����	����

�i�

����
��

A�B� B�

B� B� B�

C�D�

D�

D�

D�
�	 ���

�	 ���

�	 ���

図 1. FMMの概念図（下司雅章 編、吉井範行ら 著「計
算科学のための HPC技術１」大阪大学出版より）

2 solid harmonicsを用いたFMMの定
式化
以下の関数 Rm

ℓ と Sm
ℓ をそれぞれ、regular

solid harmonicsおよび singular solid harmon-

ics とよぶ。

Rm
ℓ (r, θ,φ) :=

rℓ

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimφ

Sm
ℓ (r, θ,φ) := (−1)ℓ+m (ℓ−m)!

rℓ+1
Pm
ℓ (cos θ)eimφ

ここで、Pm
ℓ は Legendre陪多項式である。

上記の regular & singular solid harmonicsを
用いて、図 1に現れる P2M等の変換式は以下
のように簡単に表せる：
多極子モーメントを求める計算（P2M）原子
座標 ri (i = 1, . . . , N)にある電荷 qiが
作る多極子モーメントは、

Mm
ℓ =

N∑

i=1

qiR
m
ℓ (rM − ri).

多極子モーメントから局所展開係数への変換（M2L）
点 rM にあるMm

ℓ の展開中心を点 rLに
移動したときの局所展開係数は、

Lm
ℓ =

nmax∑

λ=0

λ∑

µ=−λ
Mµ
λ S−(m+µ)

ℓ+λ (rL − rM ).

(1)

局所展開係数からのポテンシャルの計算（L2P）
点 rにおけるポテンシャルは、

Φ(r) =
nmax∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ
Lm
ℓ Rm

ℓ (r− rL).

ここで、nmaxは展開次数である。また、rM と
rLは、それぞれ多重極展開と局所展開の展開中
心の座標である。多重極展開の展開中心の移動
（M2M）と局所展開の展開中心の移動（L2L）
も同様に定義される。

3 計算量を削減する工夫
3.1 solid harmonicsの対称性を生かし

た変換式の書き換え
多極子モーメントMm

ℓ と局所展開係数Lm
ℓ の

対称性を用いることで、演算量を大幅に削減で
きる。その対称性とは、上付き添字mに対し
て以下のようなものである。（ここで、∗は複素
共役を意味する。）

M−m
ℓ = (−1)m[Mm

ℓ ]∗, L−m
ℓ = (−1)m[Lm

ℓ ]
∗
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この対称性を用いて、P2M、M2M、M2L、L2L、
L2Pの表式において、Rm

ℓ , S
m
ℓ ,Mm

ℓ , Lm
ℓ をそれ

ぞれ実部と虚部に分解することで重複した成
分の計算を省く [4]。これにより、上付き添字
mについて非負部の計算のみで済むようにな
る。そのため、扱うべきMm

ℓ と Lm
ℓ の要素数

は (nmax + 1)2から (nmax + 1)(nmax + 2)/2に
減少する。MODYLASで典型的に用いられる
展開次数 nmax = 4のとき、それぞれの要素数
は 25から 15に減少する。
M2M、M2L、L2Lでは添字 ℓ,m,λ, µに対す

る４重ループが現れるが、その合計の長さは
Mm
ℓ やLm

ℓ の要素数の２乗である。この長さは、
非負部のみを扱うことにより、

[
(nmax + 1)2

]2

から [(nmax + 1)(nmax + 2)/2]2に減少する。た
とえば、nmax = 4のとき、ループ長の減少率
は 152/252 ≃ 1/2.78となる。

3.2 P2M、L2Pにおける直交座標版の漸
化式の利用

P2Mと L2Pでは regular solid harmonicsの
計算が必要となる。その計算のため、従来、原
子座標を直交座標から球面座標に座標変換して
いた。本研究では、この座標変換を行わずに直
交座標表示から直接 solid harmonicsを計算で
きる漸化式 [4]を利用することにより、大幅な
効率化を実現した。
まず、P̃m

ℓ (r, z) := rℓ · (r sin θ)−m ·Pm
ℓ (cos θ)

を漸化式

P̃m
ℓ (r, z) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(−1)m(2m− 1)!! for ℓ = m

(2m+ 1)zP̃m
ℓ−1(r, z) for ℓ = m+ 1

2ℓ− 1
ℓ−m

zP̃m
ℓ−1(r, z)−

ℓ+m− 1
ℓ−m

r2P̃m
ℓ−2(r, z)

for ℓ ≥ m+ 2

により求め、この P̃m
ℓ (r, z)から Rm

ℓ を以下の
式で計算する：

Rm
ℓ (x, y, z) =

1

(ℓ+m)!
P̃m
ℓ (r, z) · (x+ iy)m

漸化式の途中に現れる低い次数 ℓのRm
ℓ を重複

して計算しないように、漸化式の計算は配列に
格納しながら行う。

3.3 M2LにおけるMm
ℓ とLm

ℓ への回転の
適用

M2Lの前後で、Mm
ℓ とLm

ℓ にそれぞれWigner

D-matrixによる回転および逆回転を施す [5]。

この回転を、式 (1)のM2Lでの展開中心の移
動 rL− rM が z軸の正方向になるように施すこ
とにより、２重和の式は次式のようになる。

L̃m
ℓ =

nmax∑

λ=0

M̃−m
λ S0

ℓ+λ(rL − rM )

ここで、M̃と L̃はそれぞれ、回転させた多極子
モーメント、逆回転前の局所展開係数である。
この表式を用いてM2Lを実装すると、４重ルー
プ（添字 ℓ,m,λ, µ）を３重ループ（添字 ℓ,m,λ）
に削減できる。なお、上付き添字m = 0であ
るので、S0

ℓ (r) = (−1)ℓℓ!/∥r∥ℓ+1というように
実数になるという利点もある。

4 ベンチマーク
ベンチマークには、周期境界条件を課した立
方体セルに水分子（19,530原子）を配置した系
を用い、MDステップを 100回実行した。FMM

の展開次数は nmax = 4である。計算機環境は、
京コンピュータ、8ノード（MPIプロセス数は
8、OpenMPスレッド数は 1）である。計算量の
影響だけを見るために、最適化オプション-O0

を用いた場合、以下の結果を得た。
• 3.1節の工夫：M2Lについて、理論値の
2.78倍には到達しなかったが、約 1.7倍
高速化した。

• 3.2節の工夫：P2Mは 3.0倍、L2Pは 6.0

倍の高速化を実現した。
• 3.3節の工夫：回転を入れると、3.2節の工
夫だけをした場合よりも、M2Lは約 2.8

倍高速となり、回転が有効であることが
初めて明らかになった。
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1 ֓ཁ

͜Ε·Ͱͷࢉܭͷଟ͘ɺػࢉܭͷϋʔ
υΤΞͰ࣮ߦͰ͖Δഒਫ਼ුಈখͷԋ
ࠩޡͷ૿ՃͱͱʹؙΊࢉܭΉ͕ɺࡁͰࢉ
͕େ͖͘ͳΓɺ͏গ͍͠ߴਫ਼ͷ͕ࢉܭ؆୯
ʹͰ͖Δ͕ڥ·Ε͖͍ͯͯΔɻ
ٻͷཁࢉܭਫ਼ߴͷ࣭Λ͋͛ΔͨΊͷࢉܭ

ߴ·ͬͯདྷ͍ͯΔɻۙ࠷։ൃ͞Εͨଟ͘ͷܭ
ɺੑ͕ඇৗʹྑ͘ͳ͖͍ͬͯͯΔ͕ػࢉ 4

ഒਫ਼ΛϋʔυΤΞͰ࣮ߦͰ͖Δ͕ػࢉܭ΄
ͱΜͲͳ͍ͨΊɺ͜ΕΒͷཁٻʹ͑ΒΕͳ͍
ঢ়گʹͳ͍ͬͯΔɻ͜ͷΑ͏ͳঢ়گΛ͋Δఔ
͢ΔͨΊɺBailey[1][2]ʹΑͬͯఏҊ͞Εࠀ
͍ͯΔഒਫ਼ΛೋͭΈ߹Θͤͨ 4ഒਫ਼ͷ
ϓϩάϥϜΛ୩ࢉԋߴ [3]Λ࡞ʹߟࢀ
ͨ͠ɻۙ࠷ͷ IntelͷCPUͰɺ2ͭͷഒਫ਼
ͷࢉܭʹີݫ͕ࢉͰ͖ΔػʢAVX)Λ
Խͨ͠ϓߴͯ͠༺ΔͨΊɺͦΕΛར͍ͯͬ࣋
ϩάϥϜΛ͍ϥΠϒϥϦΛ࡞ͨ͠ɻ
4ഒਫ਼ 8ഒਫ਼ͷͷೖग़ྗ͢Δ෦

ͷϓϩάϥϜ͔ͳΓ͍ͷʹͳΓ࡞͕
͍͠ͷͱͳΔɻ4ഒਫ਼Λͭ࣋ϓϩάϥϜݴ
ͷޠݴͰɺϓϩάϥϜޠ 4ഒਫ਼Λͯͬ
ೖग़ྗΛ͜͏ߦͱ͕Ͱ͖Δɻ4ഒਫ਼ͷΛ
ΔΑ͏ʹೖ͑ʹͳ͍ϓϩάϥϜͰ༰қͨ࣋
ग़ྗͷϓϩάϥϜΛॆ࣮ͤͨ͞ɻ4ഒਫ਼ར
༻Ͱ͖Δ͕ɺ8ഒਫ਼ͷΛѻ͑ͳ͍ޠݴͰ
༰қʹ8ഒਫ਼Λར༻Ͱ͖ΔΑ͏ʹ࡞ͨ͠ɻ
ഒਫ਼Λ ͨͬ2ͭ 4ഒਫ਼༻ϓϩάϥϜ

୯७Ͱ͋ΔͨΊ͔ɺϓϩάϥϜޠݴͷ 4ഒਫ਼
ΑΓߴʹ͕ࢉܭͰ͖Δ߹͕ଟ͍ɻ͜ ͷͨΊɺ
ϓϩάϥϜޠݴͷ 4ഒਫ਼Ͱͳ͘ɺഒਫ਼Λ
4ഒਫ਼Λͨ࣋ͳ͍ଟ͘ͷϓϩάϥϜޠݴͰ
ɺ͜ͷͨΊɺ4ഒਫ਼Λ͜͏ͱ͕ඇৗʹ
͍͠ͷʹͳ͍ͬͯΔɻ
ຊจͰɺC++ޠݴͰ࡞͞Εͨ؆ུԽ

ͨ͠ଟഒԋࢉϓϩάϥϜ [4] Λར༻ͯ͠ɺ4

ഒਫ਼ͱ 8ഒਫ਼ͷೖग़ྗϧʔνϯΛ࡞
͠ɺ͍͍͢ߴਫ਼ԋࢉϧʔνϯΛ࡞͢Δ
͜ͱ͕Ͱ͖Δͨɻ·ͨɺͦΕΒͷϓϩάϥϜͷ
༗༻ੑ͓ΑͼੑΛྫΛͨࣔͯ͛͠ڍɻ

ҎԼͷྫͷؒ࣌ࢉܭɺIntel i7-7700K CPU

4.20GHzͰ࣮͠ߦɺଌఆͨؒ࣌͠Ͱ͋Δɻ

2 double-double4ܕഒਫ਼ͷࢉܭΞ
ϧΰϦζϜ

Baileyͷ double-doubleΞϧΰϦζϜͰɼ
4ഒਫ਼ුಈখ (real16)Λ ͷഒਫ਼ݸ2
ුಈখͷͱͯ͠ද͠ݱɺ8ഒਫ਼ුಈ
খ (real32)ɺ4ݸͷഒਫ਼ͷͱ
ͯ͠ද͢ݱΔɻ
Ұൠʹnݸͷഒਫ਼ුಈখͷͱͯ͠
ද͞ݱΕΔ 2nഒਫ਼ුಈখ aɺ࣍ͷ
Α͏ʹදݱͰ͖Δɻ

a =
n−1∑

i=0

mi
1

2
ulp(mj) ≥ |mj+1| (j = 0, · · · , n−2)

͜͜Ͱɺmiഒਫ਼ුಈখͰ͋Γɺulp(x)
 xͷ࠷খϏοτ (unit in the last place)Λ༩
͑ΔؔͰ͋Δɻ4ഒਫ਼ɺ8ഒਫ਼ͷϓϩάϥ
Ϝͷৄࡉɺ୩ [3]Λࢀরͷ͜ͱɻC99ޠݴ
Ͱఆٛ͞Ε͍ͯΔ fma(fused multiply add)ؔ
͕༻Ͱ͖Εɺ4ഒਫ਼8ഒਫ਼ͷ
ड़Ͱ͖Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɻهʹޮతࢉ
fma(a, b, c) = ab+cͱఆٛ͞ΕΔؔͰ͋Δɻ
Intel ࣾͷ AVX ໋ྩϋʔυΤΞͰ͜ͷؔ
Λ࣮͢ߦΔͷͰɺ͞Βʹ fmsub(a, b, c) =

ab− cͳͲͷࢉܭͰ͖Δɻ͜ΕΒͷؔΛ
͍͜ΕΒͷࢉܭϥΠϒϥϦʔΛ࡞ͨ͠ɻ

3 4ഒਫ਼ɺ8ഒਫ਼ͷ༻๏

ɺ4ഒਫ਼ܕͨ͠ϓϩάϥϜͰɺdouble࡞
ܕɺ8ഒਫ਼ؒܕͷࢉܭࣗ༝ʹग़དྷΔΑ͏
ʹϓϩάϥϜΛ࡞ͨ͠ɻ
ඪ४తͳ C++ޠݴͰ 4 ഒਫ਼ 8 ഒਫ਼

ͷුಈখΛ͍ͯͬ࣋ͳ͍ͨΊɺͦͷ
ͨΊͷೖग़ྗϓϩάϥϜΛ४උͨ͠ɻ͜͜Ͱ
ɺ؆қԽ͞ΕͨଟഒࢉܭϓϩάϥϜΛར༻
ͯ͠ɺೖग़ྗϓϩάϥϜΛ࡞ͨ͠ɻೖྗɺ
จྻࣈͱͯ͠ೖग़ྗ͠ɺͦͷจྻࣈΛ 4 ഒਫ਼
 8 ഒਫ਼ͷුಈখʹม͢Δɻ͜
ΕΛ͑ɺ͜ΕΒͷߴਫ਼ුಈখ a
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Λ cin >> a ; cout << a ; ͱͯ͠ɺೖग़
ྗͰ͖Δɻ
Cޠݴͷؔ scanf printfΛͯͬ 4

ഒਫ਼Λೖྗ͢Δ͜ͱͰ͖ͳ͍ɻ͜ΕΛ
ར༻͢ΔʹɺҰ୴จͯ͠ྻࣈಡΈࠐΈɺͦ
ΕΛม͢Δɻೖྗͨ͠จྻࣈΛ sͱ͢Δͱɺ
real16(s)ɺreal32(s)ͱͯ͠ɺ4ഒਫ਼ɺ8ഒ
ਫ਼ʹͦΕͧΕม͞ΕΔɻ
ग़ྗ߹ɺҰ୴จྻࣈͱͯ͠ग़ྗ͠ɺͦͷ

จྻࣈΛग़ྗ͢Δ͜ͱʹͳΔɻ্ͷΑ͏ʹॻࣜ
Λࢦఆ͠ͳ͍Ͱग़ྗ͢ΔͱɺطఆͷॻࣜͰͷग़
ྗ͞ΕΔɻطఆͷॻࣜɺͨͱ͑
set_format("%50.40f") ;

ͷΑ͏ʹॻ͍ͯઃఆͰ͖ΔɻطఆॻࣜͰͳ͍ॻ
ࣜͰɺग़ྗ͍ͨ͠߹ʹ
cout << to_string( a, "%50.40e" ) ;

ͱ͍͏ࣜܗͰॻࣜΛࢦఆͯ͠ग़ྗͰ͖Δɻ

4 4ഒਫ਼༻ؔ

ՃࢉͱࢉલઅͷΞϧΰϦζϜͰࢉܭͰ͖
Δɻࢉݮූ߸Λม͑ͨΛՃ͢ࢉΔ͜ͱͰ
ग़དྷΔɻ͜ͷ 4ഒਫ਼ࢉܭϓϩάϥϜͰɺฏ
ํࠜɺࢦରؔؔ֯ࡾɺؔ֯ࡾٯɺ
ઢؔͳͲͷֶؔΛ४උͨ͠ɻfloorؔۂ
ઈରͳͲͷؔ४උͨ͠ɻ
͜ΕΒͷؔۙࣜࣅΛΘͳ͍ͰɺTaylor

ల։ͳͲͷࣜΛར༻͍ͯͯ͠͠ࢉܭΔɻ

5 ϓϩάϥϜྫ
͜͜ͰɺϓϩάϥϜྫΛͯ͛ڍɺ4ഒਫ਼ 8

ഒਫ਼ԋࢉͷϥΠϒϥϦͷ༻๏Λࣔ͢ɻ4ഒ
ਫ਼ɺ8ഒਫ਼ͷ2ํ࣍ఔࣜ (2x2+7.5x−12.2 =
0)ͷղ๏࣍ͷΑ͏ʹͳΔɻ
1: #include "r32.h"
2: int main()
3: {
4: real16 a, b, c, d, x1, x2 ;
5: a=2 ; b = 7.5 ; c=real16("-12.2") ;
6: d=b*b-4*a*c ; d = sqrt(d) ;
7: x1=(-b+d)/(2*a) ; x2=(-b-d)/(2*a) ;
8: set_format("%35.32g") ;
9: cout << "x1=" << x1 << endl ;

10: cout << " " << a*x1*x1+b*x1+c << endl ;
11: cout << "x2=" << x2 << endl ;
12: cout << " " << a*x2*x2+b*x2+c << endl ;
13: }

͜ͷϓϩάϥϜͷ݁Ռɺ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɻ
x1= 1.2259071253425182195488491564024

1.97215226305252951352932141e-31
x2= -4.9759071253425182195488491564024

-1.97215226305252951352932141e-31

real16 4ഒਫ਼Λද͢ɻ8ഒਫ਼Ͱࢉܭ
͢Δʹɺreal16Λ real32ʹஔ͢Δɻ͜ΕΒ
ͷΑ͏ʹॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ࣍ਫ਼ͷߴ

pi=real16("3.14159265358979323846264338327950288");

͜ͷΑ͏ʹॻ͘ͱɺ͜ΕΛ࣮͢ߦΔຖʹจྻࣈ
Λ 4ഒਫ਼ 8ഒਫ਼ʹม͢Δ͕ۀ࡞ೖ
Δɻ͜ΕΛආ͚Δʹɺ্Ґܻ (m0)ͱԼҐܻ
(m1)Λ͚ͯɺ࣍ͷΑ͏ʹॻ͘ɻ
pi.m0=3.1415926535897931; pi.m1=1.2246467991473532e-16;

એ͢ݴΔʹɺ࣍ͷΑ͏ʹॻ͘ɻ
real16 pi={3.1415926535897931,1.2246467991473532e-16};

Ծ෦ΛఆΛ 17ܻҎ্Λࢦఆ͢Δͱޙ࠷ͷ
Ϗοτ·Ͱਖ਼͘͠ࢦఆͰ͖Δɻ

6 ࢉܭ

͜͜Ͱɺ1000ݩ࿈ཱ ఔࣜΛղ͍ͨɻํ࣍1
ɺͦΕΛֻ͚ͯղΛ͠ࢉܭΛྻߦٯͷྻߦ
ɻͨ͠ࢉܭΛࠩޡɺಘΒΕͨղΛೖ͠͠ࢉܭ
ҎԼʹͦͷ݁ՌΛࣔͨ͠ɻNݩɺAVX16

AVXΛར༻ͨ͠ 4ഒਫ਼ɺAVX32AVX

Λར༻ͨ͠ 8ഒਫ਼Ͱ͋Δɻ

N double real16 AVX16 real32 AVX32
1000 0.450 5.768 4.035 68.544 57.735

7 ·ͱΊ

ϓϩάϥࢉܭͳߴͨͬਫ਼ͰAVXΛߴ
ϜΛ࡞͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɻAVXΛར༻ͨ͠
ϓϩάϥϜͰࢉޮతͰ͋Δ͕ɺՃࢉݮ
͋·ΓޮతͰͳ͍ɻՃ͕ࢉݮ૬ରతʹগͳ
͍ 4ഒਫ਼ɺޮతͰ͋Δ͕ɺՃ͕ࢉݮଟ͍
8ഒਫ਼Ͱ͋·ΓޮతͰͳ͍ͱࢥΘΕΔɻ
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知能情報処理技術をコアコンピタンスとした
ソフトウェア研究開発受託会社

知能情報処理技術をコアコンピタンスとし、大学・公的研究機関・企業研究所・ベンチャー等と国家PJ応募・

共同研究・受託研究開発・技術者派遣で協創し、来るべき“人と機械の共生社会”の構築に貢献します。
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High Performance Computingのリーディングカンパニー
すべては最適のために、お客様に最適なHPCソリューションを提供いたします。

HPCコンシェルジュ

創業以来の科学技術演算向けハード
ウェア基盤技術をベースにした高付加価
値サービスを、「HPCコンシェルジュ」
として高付加価値製品の開発、業務運用
支援などのサービスを体系化し、ワンス
トップで提供します。

HPCプロフェッショナルサービス

専門性と高いスキルが要求される
「HPCプロフェッショナルサービス」に
て、ハードウェア依存の問題解決に加え、
CAE受託解析、プログラム並列化など、
業務に直結したサービスでお客様が抱え
る問題を解決します。


