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箱玉系のある二次元化について

早稲田大学大学院理工学研究科 古井　充 (FURUI Mitsuru)　
高橋　大輔 (TAKAHASHI Daisuke)

研究目的と概要

ソリトン系である一次元の箱玉系を単純な規則によって空間二次元に拡張した。この拡張によって可積分性は

壊れるが、準ソリトン的振る舞いが多数観察できる。初期値からの解の時間発展は複雑である。解の振る舞いに

どのような特徴があるか報告する。

1 箱玉系の二次元化

オリジナルの 1次元箱玉系 (BBS)（玉の番号なし箱の容量 1）[1]

時間発展ルール：

• 各時刻で運搬人が左から右へひとつずつ箱を見ていきながら移動する．

• 箱の中に玉があれば手に持ち（手持ちの玉の個数に上限はない），空箱でかつ手持ちの玉があればその箱に
玉をひとつ入れる．

今回考える系はこれを単純に 2次元化したもの．各行で玉を右へ移動し，その後に各列で玉を上に移動する．こ
れを繰り返す．

1



2 時間発展ルール

今回は時間発展において、ペアリングの方法で玉を動かす。まず以下の条件を満たす玉と空箱のペアを考える。

[2]

• １つのペアは玉 1つと空箱 1つで成り立つ。ただし、玉が左、空箱が右に位置している。

• 異なるペアは同じ玉を含まない。空箱についても同様である。

• １つのペアの玉と空箱は (a) 隣り合っている。(b)両者の間に他の 1個以上のペアのみを挟んでいるのどち
らかである。

• ペアは出来うる最大の数だけ作るものとする。

このような条件によって作られたペアに対して玉を空箱の位置へ動かす．そのときに，総数が多いためにペアにな

れない玉が存在するが，それらについては次の時刻動かないものとする。

下図の (a),(b)に具体例を示す。矢印で結ばれた玉と箱がペアである。(a),(b)において、ペアが作れなかった箱あ
るいは玉は次の時刻は動かない。

（a) 箱の数が玉の数より多いとき

t= n+1

t= n

(b) 玉の数が箱の数より多いとき

ペアになれなかった玉は次の時刻は動かない

t= n

t= n+1

2



3 進行波パターン

時間発展してもその形が崩れない無限に続く単純な図形パターンを進行波パターンと呼ぶとする。複数の進行

波パターンがN ソリトンとしてが相互作用しながら共存することも可能である。進行波は、長方形状の最小の構

成要素を並べた形をしている。その長方形の横幅 wと縦幅 hを用いて、w × hの進行波パターンと呼ぶことにす

る。まずは 2ソリトン解となっている進行波パターンの相互作用の例を示す。

図 3.1 2ソリトンの例 1 図 3.2 2ソリトンの例 2

図 3.1は 3× 1の進行波パタ－ンと 1× 1の進行波パターンとの相互作用の様子であり、図 3.2は、2× 1の進行波
パタ－ンと 1× 2の進行波パターンの相互作用の様子である。どちらの場合においてもフェーズシフトが見られ、。
同じパターン同士の相互作用でも相互作用の具合によってその解の様子が異なる。図 3.3は図 3.2と同様に 2× 1
の進行波パタ－ンと 1× 2の進行波パターンの相互作用の様子であるがその具合は異なっている。このようなこと
は通常の 2ソリトンでは起こらない。この相互作用は共鳴相互作用を表している。[3]

図 3.3 2ソリトンの例 3
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次に無限の長さの進行波パターンと有限の長さの進行波パターンとの相互作用を考える。図 3.4,3.5では無限の
1 × 2の進行波パターンに 4 × 1の有限の進行波パターンが衝突し離れる様子を示す。図 3.4と図 3.5では有限の
進行波パターンの長さが異なっている。

図 3.4 有限の進行波パターンと無限の進行波パターンの衝突例 (1)

図 3.5 有限の進行波パターンと無限の進行波パターンの衝突例 (2)

図 3.4を見ると、この進行波パターンはソリトン解となっている。しかし図 3.5では衝突する位置も同じであるが
ソリトン解とはならない。従って、無限の 1× 2の進行波パターンと無限の 4× 1の進行波パターンは解になって
おらず、図 3.4は有限の進行波パターンのソリトン解の存在を表している。

4 パターンに周期性のあるもの

まず，時間が経つと，位置がずれるが元と同じパターンになるものを探す．最も簡単なものは，長方形状のも

の．（玉・空箱は対等なので，空箱のバックグラウンドの中に玉がある場合のみ考える．）これらはすべて周期 1で
ある。ただし右→上の 1サイクルで時刻が 1経つと考える．
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右 上 右
図 4.1 周期性のあるパターン例 (1)

長方形以外のもので，周期 1のパターンが存在する。図 4.2にその例を示す。

右 上 右
図 4.2 周期性のあるパターン例 (2)

さらに様々な周期のパターンが存在する。初期値が 6× 6以内のつながったパターンのうち，長方形以外のものを
プログラムにより探索した。その例の一部を以下の図 4.3に示す。

周期 3

周期 4

周期 5 周期 4 周期 3 周期 3

周期 4 周期 3 周期 2 周期 3
図 4.3 周期性のあるパターン例 (3)

この結果を分析して以下のことがわかった。

• ある周期パターンが存在するならば、その図形を横あるいは縦に何倍かした図形も周期パターンとなって
いる。

• 周期パターン同士が衝突してもその形が崩れないものが存在する。（ただし、その衝突の仕方による。）
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5 結果と今後の課題

今回の研究では箱玉系をある規則に従って、空間二次元に拡張することができた。またその中から、ソリトン

的振る舞いをする例も数多く発見することができた。今後の課題に関しては、

• さらに周期パターン、進行波パターンの衝突について、衝突の仕方によってその振る舞いが変化する。今後
はその特徴について詳しく分析していきたい。

• 周期パターンに関して、その周期となる図形について法則性があるのかどうかを考えてみたい。
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