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1 はじめに

反 応 拡 散 系 は 神 経 パ ル ス 波 や Belouzov–
Zhabotinsky (BZ) 反応などに代表されるパター
ン形成系である [1, 2, 3, 4]。反応拡散の反応という
言葉が示すように、神経パルス波では 2 種のパルス,
BZ 反応では 複数の化学物質というふうに 2 種ある
いはそれ以上の成分同士が相互作用することが系の第

一の特徴である。さらに、反応拡散の拡散という言葉

が示すように、ある成分が空間内で局在していても拡

散効果によっていずれ周囲へ拡がろうとする。そして

この反応の効果と拡散の効果があいまって、特徴的な

波が多様な相互作用を示し、そのグローバルパターン

がしばしば興味深い秩序だった変化を示すのである。

反応拡散系全体を統一的に論じるのはたいへんなの

で、以下では BZ 反応に話題を限定しよう。BZ 反応
ではシャーレ内の化学反応によって図 1 のような美し
いパターンが実験で観察できる。図 1 (a) はターゲッ
トパターンといい、中央から周囲に同心円状のリング

が周期的に発生しては拡がっていく。図 1 (b) はスパ
イラルパターンといい、らせん（図の場合は二重のら

せん）が安定に回り続ける。このようなパターンの生

成メカニズムについては、すでにさまざまな研究者が

いろいろ解析を行っている。そして化学反応の詳細を

調べることから始まる一連の研究によって、微分方程

式モデルとしてたとえば次式が提案されている [3]。
{

ut = Du∆u + 1
ε{u(1− u)− F v (u−q)

u+q }
vt = Dv∆v + u− v

(1)

Du, Dv, ε, F , q は物理定数であり、∆ は 2 次元のラ
プラシアン ∂2/∂x2 +∂2/∂y2 である。この方程式の数

値計算を行うと図 2 のようにパターンが再現できる。
またなぜそのようなパターンが生じるかの理由も (1)
を用いて理解できる。そしてその理解は他の反応拡散

系にも応用可能な汎用性をもっている。

ところで、このパターン生成メカニズムを模倣した

Gerhardt らによる Cellular Automaton (CA) モデル
というのがある [5, 6]。モデルの詳細はここではふれ

ないが元の現象を驚くほどよく再現している (図 3)。
CA の定義自身は元の系の本質を抽出した簡単なもの
である。パターンを再現するメカニズムとして、微分

方程式よりも CA の方がある意味で柔軟性に富み、応
用の別の可能性が開かれることになる。

さて、本研究では BZ 反応のモデルとして上記の
CA のようにすべての量が離散的なモデルを提案する
ことを目指している。ただし上記 CA では微分方程式
のパターンを再現するためにメカニズムの模倣が行わ

れている。これに対し、本研究では以下に述べる超離

散化手法によって微分方程式のパターン生成メカニズ

ムの本質的な部分だけを離散モデル上で数学的に直接

かつ厳密に実現することを目指している。言い換える

と、シミュレーターとして現象を忠実に再現すること

よりも、元の系に潜んでいる数理構造を可能な限り忠

実に離散系で再現することを優先させるのである。

超離散化手法は可積分系の分野で生まれた手法であ

り、微分方程式と完全離散系 (たとえば CA) とを結び
つける新しい道筋をつけた [7]。その典型例を以下に示
す。差分方程式

ut+1
j = ut

j−1

1 + ut
ju

t
j+1

1 + ut
j−1u

t
j

(2)

を考えよう。ここで j, t はそれぞれ整数の空間、時間

変数である。v(x, t) を v(j∆x, t∆t) = (log ut
j)/∆x で

定義し ∆t/(∆x)2 = 1/2 を保ちながら ∆x → 0 とす
ると (2) から

vt = 2vvx + vxx (3)

が得られる。すなわち (2) は (3) の差分近似となって
いる。さらに uから U への変数変換 ut

j = e(Ut
j−1/2)/ε

を用いて ε → +0 とすると (2) から

U t+1
j = U t

j + min(U t
j−1, 1− U t

j )

−min(U t
j , 1− U t

j+1)
(4)

が得られる。この式は U ∈ {0, 1} のルール番号 184
の CA と等価であるとみなせる。(3) から (4) を得る
ような手続きを超離散化と呼び、(4) のような方程式
を超離散方程式と総称する。(2), (3), (4) は方程式・
解の離散度合いが異なるが、どれも Cole–Hopf 変換
で線形の拡散方程式に帰着でき、解の代数構造が同じ

という点において等価なものであるとみなせる。すな

わち、方程式の性質を壊さずに微分方程式、差分方程

式、CA を自由に行き来できるのである。
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2 BZ 反応のパターンを再現する

max–plus 方程式

ではいよいよ (1) の超離散化を行うといきたいとこ
ろであるが、実は現在のところ成功していない。微分

方程式から出発して超離散方程式を得るには、まず微

分方程式を差分化し、得られた差分方程式を超離散化

するのであるが、以下の理由によりいつでもこのこと

が可能であるとは限らない。

• 差分方程式から超離散方程式を得る際に u =
exp(U/ε) タイプの変数変換を行う。このため差
分方程式とその解に正値性が要求される。

• この点をクリアしつつ、元の微分方程式をその性
質を壊さずに差分化しなければならない。ただし

差分方程式の候補は無限にあり、その中から超離

散化したときに意味のあるものを得なければなら

ない。

現在は上の困難がクリアできず、微分方程式→差分方

程式→超離散方程式という正攻法が難しい。そこで、

微分方程式の性質をにらみながらいきなり超離散方程

式をでっちあげるという搦め手の攻め方を試みた。も

ちろん超離散方程式であるかどうかは対応する差分方

程式があるか否かによっているので、その点がクリア

されない限り超離散方程式とは呼びたくない。むしろ

得られた方程式が max 関数と和で構成されているの
で、max–plus 方程式と呼ぶ方がふさわしいであろう。
さて、BZ 反応を特徴づけているのは

(a) 2 成分の相互作用（反応効果）

(b) 拡散効果

(c) ターゲット、スパイラルパターン

である。そこで唐突であるが、




U t+1
i,j = max(U t

i−1,j , U t
i+1,j , U t

i,j−1,

U t
i,j+1, U

t
i,j)− V t

i,j

V t+1
i,j = U t

i,j

(5)

という max–plus方程式を考える。この方程式は U , V

の 2 成分相互作用の式である。また max(U t
i−1,j , · · · )

という効果により任意の格子点での U は周囲に影響

を及ぼし、この意味で拡散効果に近いものが期待でき

る。(周囲に情報を伝えるという意味合いだけであるの
で拡散とまでは呼べないかもしれないが。) そしてそ
の効果は相互作用を通じて V にも影響する。また図 4
に示すように、適当な初期値よりターゲット、スパイ

ラルパターンが生まれる。さらにスパイラルパターン

は図 1 にも見られるように実験でしばしば二重スパイ
ラルとして実現されるが、(5) の解にも図 5 に示すよ
うに二重スパイラルが安定して存在する。以上のこと

より (5) は BZ 反応の本質 (a)–(c) をある程度実現し
た単純な離散モデルと考えられなくはない。

一方、物理的なしかけに立ち戻って考えると (1) と
大きく異なる特徴も目につく。(5) はまず時間に関し
て可逆な方程式である。このことは (5) で記号 U と

V を入れ替えて t → −tとすれば再び同じ方程式が得

られることからすぐにわかる。これに対し現実の BZ
反応系や (1) は拡散過程が存在することより明らかに
非可逆である。また、(5) は (1) と異なり U–V 相平

面において単一のリミットサイクルを持たない。実は

(5) で U → α U , V → αV とスケール変換をしても

やはり同じ式が導かれ、(5) がこの意味でスケール不
変な方程式になっているので「単一の」リミットサイ

クルはありえない。このようにしかけが異なるふたつ

の方程式を同一視することには議論の余地が大いにあ

る。しかし、たとえば可積分な Korteweg–de Vries 方
程式は、元の流体系と明らかに異なる性質を持ってお

りながら、元の流体系に現れるある現象の本質を美し

い数理構造として表現できている。このことを考えあ

わすと、先ほど述べたことからただちに BZ 反応系と
(5) との関連性について否定的な見解を持つ必要はな
いであろう。

3 パターンの生成メカニズム

以下では元の BZ 反応系のことを脇におき、(5) が
なぜターゲット、スパイラルパターンを生成できるか

について議論する。まず (5) の 1 次元版の

{
U t+1

i = max(U t
i−1, U t

i , U
t
i+1)− V t

i

V t+1
i = U t

i

(6)

を考えよう。この方程式をひとつにまとめると

U t+1
i = max(U t

i−1, U t
i , U

t
i+1)− U t−1

i (7)
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という U についての時間 2 階の方程式になる。さら
に速さ ±1 の進行波を仮定して U t

i = Fi±t を仮定す

ると F は

Fi+1 + Fi−1 = max(Fi−1, Fi, Fi+1) (8)

を満たす。これは常差分方程式なので解くことができ、

解 Fi は i 格子空間上で「0 a a 0」タイプか「0 a

a+ b b 0」タイプの値のパターンを適当な間隔で並べ、
間を 0 で埋めればよいことがわかる。たとえば

· · · 00011001100013200220000242000 · · ·

は (8) を満たしているので、右あるいは左へ速さ 1 で
進む (6) の進行波解となりうる。

(8) 式は実は Quispel–Roberts–Thompson (QRT)
系と呼ばれる可積分方程式

gi+1 gi−1 = 1 +
1√
2

gi (9)

の超離散化によって得ることができる。実際 F =
ε log(1 +

√
2 g) という変数変換を行い ε → +0 の

極限をとると (9) から (8) が得られる。また (9) の解
は一般に楕円関数を用いて表すことができ、その解の

超離散化によって (8) の解が得られることも容易に示
すことができる。図 6 (a), (b) に (9) の解とそれに対
応する (8) の解をそれぞれ示す。楕円関数の周期を無
限大にする極限からコンパクトな台を持つ (8) の解を
得ることもできるであろう。

では次に (5) の解を構成しよう。今、ある j に対し

て U t
i,j = Fi−t であるとしよう。すると U t

i,j±1 はそれ

ぞれ Fi−t, Fi−t−1, Fi−t+1 のどれかであれば、その j

で (5) が満たされることがわかる。というのは、もし
そうならば U t

i,j±1 が U t
i,j , U t

i+1,j , U t
i−1,j のどれかと

等しく、(5) が (6) に帰着するからである。というこ
とは、ある j0 で U t

i,j0 = Fi−t を満たし、任意の j で

U t
i,j+1 = U t

i,j or U t
i−1,j or U t

i+1,j を満たせば、それに

よって得られた U t
i,j が右へ 1 の速さで進む (5) の進

行波（平面波）になることがわかる。図 7 にこの進行
波の例を示す。左、上、下方向に 1 の速さで進む進行
波も同様にして (6) の 1 次元進行波を「ずらして並べ
る」ことにより作ることができる。

すると、図 8 (a) に示すような正方形のパターンは
1 時刻で格子 1 つ分だけ周囲へ拡がる安定なパターン
になることがわかる。なぜならばその正方形の左半分

は左へ速さ 1 で進む進行波の一部であるとみなせ、右
半分は右へ速さ 1、上半分は上へ速さ 1、下半分は下
へ速さ 1 で進む進行波の一部とみなせ、それぞれが矛
盾無く接続できるからである。さらに 1 次元の進行波
は、前に述べたように進行波を構成するパターン同士

の間に適当な個数の 0 をはさめば相互作用することが
ない。ということは図 8 (b) のように同心 (?) 円上に
正方形パターンをおけばそれらは安定に同じ速度で外

へ拡がる波になりうるのである。

以上のようにして、ターゲットパターンの周辺の同

心円部がなぜ外方向に安定に伝播するかの理由を説明

できた。その波動の基本部品は、(9) という 1 次元可
積分方程式の超離散化解から作ることができるのであ

る。ただし、ターゲットパターンの中央部の同心円パ

ルスを常に生み出す部分についてはこれでは説明でき

ない。なお、スパイラルパターンの周辺部の伝播の様

子も上と同様の理由で説明できる。なぜならターゲッ

トパターンのひとつの同心円では上下左右に進む 4 種
類の進行波をたまたま閉じた形で接続しているが、ス

パイラルパターンではその接続をうまくずらしてスパ

イラル状にしているだけであり、周囲に伝播していく

ことの理由はターゲットパターンと同じなのである。

この場合も中央でスパイラルを常に生み出している部

分についての説明はできない。

4 おわりに

以上のようにして、BZ 反応で見られるパターンと
似たものを生み出す max–plus 方程式を提案すること
ができた。そのパターンが安定に伝播する理由につい

ては、1 次元の超離散化可積分方程式から作られる進
行波をもとにして部分的に説明がついた。(5) は一見
したところ非常に単純な式であり、パターンの変化を

手にとるように説明できる。この利点を大事にしつつ、

今後は元の物理系や微分方程式系とのもっと直接的な

つながりを解明し、パターン形成に対する新たな見方

を提案したい。
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図

(a)

(b)

図 1: シャーレで観察される BZ 反応のパターン (a)
ターゲットパターン ([3] から引用), (b) スパイラルパ
ターン ([4] から引用)
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図 2: (1) の数値計算によるパターンの再現。u のプ

ロット

図 3: Gerhardt らの CA によるパターンの再現。([6]
から引用)

(a)

(b)

図 4: (5) の (a) ターゲット, (b) スパイラルパターン
の時間変化。U のプロットで、■が 1 を□が 0 を表
す (以降の図も同様)。どちらも 4 ステップで元に戻る
周期パターンとなる

5



図 5: (5) の二重スパイラルパターンの時間変化
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図 6: (a) (9) の解の例、(b) 対応する (8) の解

図 7: (5) の進行波。右あるいは左へ 1 の速さで進む

(a)

(b)

図 8: 安定に外へ拡がる (a) ひとつの同心円, (b) 3 つ
の同心円
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