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概要. 時間 1 階空間 4 近傍の粒子セルオートマトンを 2 つ取り上げ，そのファジー化
を行った．そのファジー化は，流量のルール表を多項式によって連続化することで実現し
ている．さらに，これらファジーセルオートマトンについて時間無限大での漸近解の一般
形を導出した．また，得られた解を用いて基本図を示した．
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Abstract. We fuzzificate two particle cellular automata of first order ontime and with

4 neighbors. The fuzzification is realized by giving continuous polynomial rules from the

rule tables of flow of cellular automata. We derive asymptotic solutions at infinite time

step for the fuzzy cellular automata. Moreover, fundamental diagrams for the systems are

also obtained using their solutions.

1. はじめに
セルオートマトンあるいはセルラーオートマトン (Cellular Automaton, CA)とは独立変

数 (空間，時間など)と従属変数 (状態変数)がすべて離散的で，さらに従属変数の値域が
有限集合になっているような時間発展系のことをいう [1]．本論文では，ファジー化の対
象として，離散的な時空間内を移動する多粒子系を表す CAを取り上げる．1次元サイト
jと時刻 nを整数の独立変数とし，( j, n)に存在する粒子の個数を un

j とする．各サイトに
はせいぜい 1 個の粒子までが存在し得るとする．粒子の移動規則を表す時間発展方程式
は，r1 < r2 を満たす整数 r1, r2 を用いて，

un+1
j = un

j + q(un
j+r1
, un

j+r1+1, · · · , un
j+r2−1) − q(un

j+r1+1, u
n
j+r1+2, · · · , un

j+r2
)(1.1)

と一般に表すことができる [2]．un
j は任意の時刻 nで，周期境界条件や lim

j→±∞
u = 0などの

適切な境界条件の下に
∑
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j =
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j
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を満たす，すなわち粒子数の保存則が成り立つ．このように定義された CAは，近傍数が
R = r2 − r1 + 1であり，粒子の移動を表す系として particleを意味する Pおよび近傍数 R
を付けて PCARと呼ぶことにする．近傍数 Rを定めても r1 あるいは r2 の自由度が残る
が，cを任意の整数として j′ = j+ cn, n′ = nの座標変換を施す，すなわち斜交座標を導入
することで，次の時刻 un+1

j に対する現在の時刻の依存範囲 (すなわち近傍の範囲)を自由
に移動できるので，r1 あるいは r2 を適当に固定して構わない．なお，2.1節と 3.1節で，
この座標変換を具体的に用いているので参照されたい．以上より，PCA3と PCA4の形式
を次のように定める．

PCA3 un+1
j = un

j + q(un
j−1, u

n
j ) − q(un

j , u
n
j+1),(1.2)

PCA4 un+1
j = un

j + q(un
j−2, u

n
j−1, u

n
j ) − q(un

j−1, u
n
j , u

n
j+1).(1.3)

近傍数については，un+1
j に真に依存する un

j の範囲の大きさで数えることにすると，例え
ば 3近傍形式の (1.2)で q(a, b) = aとすると un+1

j = un
j−1 となり 1近傍，4近傍の形式の

(1.3)で q(a, b, c) = q̃(b, c)とすると 3近傍になる．この数え方で独立な PCAは，3近傍の
ものは 1種類，4近傍では 4種類存在することが知られている．本論文では 4近傍の 4種
類のうち 2つを取り上げて議論する．(1.2), (1.3)は，現在の時刻の粒子数に左から流入す
る量を足し，右へ流出する量を引くことによって，次の時刻の粒子数が与えられると解釈
できる．したがって，式中の qは物理で用いられる流量に準じる量であるので，以降では
流量と呼ぶことにする．それらの流量 qはそれぞれ以下の表のルールで与えられる [4]．

Table 1. Rule table of q of PCA3

PCA3
a, b 11 10 01 00

q(a, b) 0 1 0 0

Table 2. Rule table of q of PCA4-1

PCA4-1
a, b, c 111 110 101 100 011 010 001 000

q(a, b, c) 0 1 0 1 0 1 0 0

Table 3. Rule table of q of PCA4-2

PCA4-2
a, b, c 111 110 101 100 011 010 001 000

q(a, b, c) 0 1 0 0 0 0 −1 0

空間サイトには周期境界条件が与えられ，1周期分のサイト数を K とする.粒子数およ
び流量の空間平均をそれぞれ

ρ =
1
K

K∑
j=1

un
j , q̄n =

1
K

K∑
j=1

q(un
j , u

n
j+1, · · · , un

j+R−1)

とおく.十分時間が経ったとき，上記の PCAは定常状態にすべて落ち着き，q̄n は ρにの
み依存する一定値に収束するので [4]，その値を

Q = lim
n→∞

q̄n
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2

と定義する．横軸に ρ，縦軸に Qをとったグラフは，交通流では自由走行相，渋滞相の相
転移を表す重要なものであり，基本図と呼ばれている．本論文でも，このグラフを基本図
と呼ぶことにする．それぞれの PCAについて，基本図が Fig.1∼3で与えられる．
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Fig. 1. Fundamental diagram of PCA3.
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Fig. 2. Fundamental diagram of PCA4-1.
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Fig. 3. Fundamental diagram of PCA4-2.

次に，本論文の目的である粒子モデルのファジー化について述べる．ファジー化とは，
CAのルール表を基にして，従属変数が実数値をとるようにルールを連続化することであ
る．PCAについても東らが PCA3を多項式でファジー化し，Fig.4の基本図を導いた [3]．
その時間発展方程式では，流量を

q(a, b) = a(1 − b)(1.4)

としている．u は [0, 1] で閉じ，粒子数の代わりに粒子の存在割合を表している．また，
u ∈ {0, 1}に制限すると，元の PCA3が再現される．Fig.4の基本図では，最上部の青の折
れ線は，初期値が u ∈ {0, 1}で実現され，その下の青い領域は，それ以外の初期値から得
られる周期 2あるいは一様の漸近解で実現され，オレンジの曲線が各密度における最小値
である．
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Fig. 4. Fundamental diagram of fuzzy CA defined by (1.4).

本論文では PCA4-1, PCA4-2 を題材とし，それらをファジー化した系について議論す
る．それらの系について時間が十分経過した後の漸近解を提出し，どのような基本図が得
られるかを示す．

2. PCA4-1のファジー化について
2.1 ファジー化と漸近解

Table.2 で表される流量を多項式で表すことでファジー化する．この表において，
(a, c) = (1, 0) または (a, b, c) = (0, 1, 0) のときのみ q(a, b, c) = 1 となる．これを満たす q
の多項式には様々なものが考えられるが，本論文ではなるべく次数の小さいものとして

q(a, b, c) = a(1 − c) + (1 − a)b(1 − c)(2.1)

を採用し，この多項式を (1.3)に代入した時間発展方程式を fPCA4-1と呼ぶ．
漸近解の解析を容易にするため，(1.3)の形式の fPCA4-1の変数に以下の変換を施す．

u′ = 1 − u, j′ = j + n, n′ = n.

この変換は，元の格子座標 ( j, n) に斜交座標 ( j′, n′) を導入することになる．すなわち
u′n

′

j′ = u′nj+n = 1 − un
j となるので，時刻 nの uの空間分布を右へ nだけずらし，値を 1 − u

に変更するということになる．この変換の逆変換は un
j = 1 − u′n

′

j′−n′ であり，un
j の時間発

展から u′n
′

j′ の時間発展を，そしてその逆も一意的に得ることができる．状態値を線形変換
し，解の時間発展を空間方向に斜めにずらしただけであるので，後に述べる解の周期性に
ついては変数変換の前後で変わらない．(2.1)を (1.3)に代入し，この変換を用い，さらに
煩雑さを避けるために記号のダッシュを取ると，

un+1
j = un

j−3un
j−2un

j−1 + un
j (1 − un

j−2un
j−1)(2.2)

が得られる．以下ではこの方程式を用いる．なお，Fig.5 (a), (b)に，変数変換前後の解の
様子の例を示す．表示をわかりやすくするため，(a)の初期値に {0, 1/2, 1}の乱数を用い，

4
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4

比較のため (b)の初期値は (a)の初期値を 1 − uによって変換している． j軸，n軸の正方
向はそれぞれ右，下である．

(a) (b)

Fig. 5. Example of change of a solution through transformation of variables. (a) Solution
to fPCA4-1 defined by (1.3) and (2.1), (b) Solution to (2.2) derived by the transformation.

左辺の un+1
j は，un

j−3と un
j について比 un

j−2un
j−1の補間で与えられるとみなせる [5]．よっ

て，時間発展において uが [0, 1]あるいは (0, 1)で閉じることは明らかである．次に，初
期値 uを (0, 1)の範囲に限定し，n→ ∞の漸近解を調べる．時刻 nにおける {un

3 j} j の最小
値を s，最大値を tとし，s < tと仮定する．さらに {un

3 j} j に，連続して sの値をとる l + 1
個の列

un
3 j = · · · = un

3( j+l) = α, un
3( j−1) , un

3( j+l+1) > s

が存在するとする．このとき，(2.2)より，
un+1

3 j > s, un+1
3( j+1) = · · · = un+1

3( j+l) = s

が成り立つ．よって，l + 1個の sの列は 1個減って l個となる．これを繰り返すと，有限
時間後に最小値 sの列は消滅し，最小値が sより大きくなる．補間の性質により，最大値
についても同様である．以上のことから，n → ∞で {un

3 j} j の最小値と最大値は同じ値に
収束し，すべての値が等しくなる．{un

3 j+1} j と {un
3 j+2} j もそれぞれ同様に，すべての値が等

しくなる．よって，u ∈ (0, 1)であるとき，n → ∞において un
j は空間サイズ K が 3の倍

数なら空間周期 3の周期解（一様解も含む）に収束することが示された．また，K が 3の
倍数でないときは，初期値のコピーを 3つ分並べて空間サイズを 3K とし，その初期値問
題を考えると，空間サイズが 3の倍数の場合に帰着するので，解は空間周期 3の周期解に
収束する．しかしながら，初期値の周期性により，解は常に un

j = un
j+K = un

j+2K を満たす
必要がある．K が 3の倍数でないので，このことは {un

3 j} j, {un
3 j+1} j, {un

3 j+2} j の収束値が同
じ値に収束することを意味する．よって，空間サイズが 3の倍数でない場合は，一様解に
収束することになる．なお，u ∈ [0, 1]のときは，0や 1の値が生き残る局所パターンが存
在し，その証明はより複雑であり，現在は未完成である．
次に，(2.2)に摂動 |εn

j |(≪ un
j )を加え，εの 2次以上の項を 0とみなした式から (2.2)を

辺々引くと，
εn+1

j =εn
j + (εn

j−3 − εn
j )u

n
j−2un

j−1 + ε
n
j−2un

j−3un
j−1 + ε

n
j−1un

j−3un
j−2 − εn

j−1un
j−2un

j − εn
j−2un

j−1un
j
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となる．周期 3のとき n→ ∞で un
j−3 = un

j であるのでこれを上式に代入すると，

εn+1
j = εn

j−3un
j−2un

j−1 + ε
n
j (1 − un

j−2un
j−1)

となり，(2.2)と同じ補間の形になる．つまり，周期 3の解に摂動を加えてもその摂動を
取り込んだまま周期 3の解に落ち着く．一様解も同様である．

2.2 基本図
基本図については，PCA4-1との比較のため，元の系，すなわち (2.1)を (1.3)に代入し

た方程式を用いる．空間サイズ K が 3の倍数で，初期値が u ∈ (0, 1)の場合を考える．こ
の場合は 2.1節より，十分時間が経ったときその周期解が値 α, β, γ の繰り返しであると
する．このとき，(2.1)を用いると，

ρ(α, β, γ) =
1
3

(α + β + γ), Q(α, β, γ) = 2ρ − (αβ + βγ + γα) + αβγ

と書くことができる．新たに関数 gを

g(α, β) = Q(α, β, 3ρ − α − β) = α2 + β2 + αβ − α2β − αβ2 + 2ρ − 3αρ − 3βρ + 3αβρ

とおき，(α, β) : (0, 1) × (0, 1)の領域において極値判定の定理を用いると極小値 g(ρ, ρ) =
ρ3 − 3ρ2 + 2ρが存在することがわかる．この極小値と領域の境界における g(α, β)の最小
値，最大値を用いることにより，g(α, β)すなわち Q(α, β, 3ρ − α − β)の最小値が，

ρ3 − 3ρ2 + 2ρ(2.3)

となり，最大値が


2ρ
(
0 ≤ ρ ≤ 1

3

)
,

1 − ρ
(

1
3
≤ ρ ≤ 1

)(2.4)

となることが示される．α, β, γ の値は任意に選ぶことができ，Q(α, β, γ) は連続である．
よって，基本図は Fig.6 のように最小値 (2.3) と最大値 (2.4) のグラフによって囲まれた
閉領域となる．なお，最大値 (2.4) は元の PCA4-1 の基本図のグラフと一致しており，
u ∈ {0, 1}の場合に相当する．K が 3の倍数ではなく u ∈ (0, 1)の初期値の場合は一様解に
収束し，Qは (2.3)で与えられるので，そのときの基本図は Fig.6の境界の下の曲線のみ
となる．Fig.7は数値計算により基本図を再現したものである．
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となる．周期 3のとき n→ ∞で un
j−3 = un

j であるのでこれを上式に代入すると，

εn+1
j = εn

j−3un
j−2un

j−1 + ε
n
j (1 − un

j−2un
j−1)

となり，(2.2)と同じ補間の形になる．つまり，周期 3の解に摂動を加えてもその摂動を
取り込んだまま周期 3の解に落ち着く．一様解も同様である．

2.2 基本図
基本図については，PCA4-1との比較のため，元の系，すなわち (2.1)を (1.3)に代入し

た方程式を用いる．空間サイズ K が 3の倍数で，初期値が u ∈ (0, 1)の場合を考える．こ
の場合は 2.1節より，十分時間が経ったときその周期解が値 α, β, γ の繰り返しであると
する．このとき，(2.1)を用いると，

ρ(α, β, γ) =
1
3

(α + β + γ), Q(α, β, γ) = 2ρ − (αβ + βγ + γα) + αβγ

と書くことができる．新たに関数 gを

g(α, β) = Q(α, β, 3ρ − α − β) = α2 + β2 + αβ − α2β − αβ2 + 2ρ − 3αρ − 3βρ + 3αβρ

とおき，(α, β) : (0, 1) × (0, 1)の領域において極値判定の定理を用いると極小値 g(ρ, ρ) =
ρ3 − 3ρ2 + 2ρが存在することがわかる．この極小値と領域の境界における g(α, β)の最小
値，最大値を用いることにより，g(α, β)すなわち Q(α, β, 3ρ − α − β)の最小値が，

ρ3 − 3ρ2 + 2ρ(2.3)

となり，最大値が


2ρ
(
0 ≤ ρ ≤ 1

3

)
,

1 − ρ
(

1
3
≤ ρ ≤ 1

)(2.4)

となることが示される．α, β, γ の値は任意に選ぶことができ，Q(α, β, γ) は連続である．
よって，基本図は Fig.6 のように最小値 (2.3) と最大値 (2.4) のグラフによって囲まれた
閉領域となる．なお，最大値 (2.4) は元の PCA4-1 の基本図のグラフと一致しており，
u ∈ {0, 1}の場合に相当する．K が 3の倍数ではなく u ∈ (0, 1)の初期値の場合は一様解に
収束し，Qは (2.3)で与えられるので，そのときの基本図は Fig.6の境界の下の曲線のみ
となる．Fig.7は数値計算により基本図を再現したものである．
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Fig. 6. Fundamental diagram of fPCA4-1.
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Fig. 7. Fundamental diagram of
fPCA4-1 obtained by numerical calcu-
lation.

3. PCA4-2のファジー化
3.1 ファジー化と漸近解

2.1節と同様に Table.3のファジー化として，

q(a, b, c) = ab(1 − c) − (1 − a)(1 − b)c(3.1)

を採用し，この多項式を (1.3)に代入した時間発展方程式を fPCA4-2と呼ぶ．
fPCA4-2 についても，u ∈ (0, 1) であるとき，fPCA4-1 と同様の方法で空間周期 3 の
周期解に収束することが示される．まず，fPCA4-2 の変数について，fPCA4-1 と同様に
u′ = 1 − u, j′ = j + n, n′ = nの変換を施し，煩雑さを避けるためにダッシュを取ると，時
間発展方程式

un+1
j = un

j−3(un
j−2 + un

j−1 − 2un
j−2un

j−1) + un
j (1 − (un

j−2 + un
j−1 − 2un

j−2un
j−1))(3.2)

が得られる．un+1
j は un

j−3 と un
j について比 un

j−2 + un
j−1 − 2un

j−2un
j−1 の補間とみなすことが

できる．よって，時間発展において uが [0, 1]あるいは (0, 1)で閉じることは明らかであ
る．補間の性質から，{un

3 j} j , {un
3 j+1} j , {un

3 j+2} j の最小値と最大値は n → ∞ でそれぞれ同
じ値に収束する．以上のことから u ∈ (0, 1)であるとき，n→ ∞において空間サイズ K が
3の倍数なら，空間周期 3の周期解（一様解も含む）に収束し，3の倍数でなければ 2.1節
の fPCA4-1で述べた理由と同様にして，一様解に収束する．なお，u ∈ [0, 1]のときは，0
や 1の値が生き残る局所パターンが存在し，その証明はより複雑であり，現在は未完成で
ある．また，周期 3の解に摂動 |εn

j |(≪ un
j )を加えるとその摂動を取り込んだまま周期 3の

解に落ち着く．このことは一様解も同様である．
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3.2 基本図
基本図については，2.2節と同様，元の系，すなわち (3.1)を (1.3)に代入した方程式を
用いる．空間サイズ K が 3の倍数で u ∈ (0, 1)の初期値を考えると，周期 3の解に収束す
る．十分時間が経ったとき α, β, γ の繰り返しとなる周期 3の解に収束するとして，基本
図を考える．ρ = 1

3
(α + β + γ)であり，(3.1)を用いると，

Q(α, β, γ) = αβ + βγ + γα − 2αβγ − ρ

となる．Q(α, β, 3ρ − α − β)について，(α, β) : (0, 1) × (0, 1)の領域において極値判定の定
理を用いると，極値 Q(ρ, ρ, ρ) = −2ρ3 + 3ρ2 − ρ が存在することがわかる．この極値は，
0 ≤ ρ ≤ 1

2
のとき極大値，1

2
≤ ρ ≤ 1のとき極小値となる．領域の境界の最小値は，


−ρ (α, β, γのうち 2つが 0をとるとき),

−1
4

(9ρ − 5)(ρ − 1) (α, β, γのうち 1つが 1をとり，残り 2つは等しい値をとるとき)

となり，最大値は，


9
4
ρ2 − ρ (α, β, γのうち 1つが 0をとり，残り 2つは等しい値をとるとき),

1 − ρ (α, β, γのうち 2つが 1をとるとき)

である．これらを用いることにより，Q(α, β, 3ρ − α − β)の最小値は，


−ρ
(
0 ≤ ρ ≤ 1

3

)
,

−1
4

(9ρ − 5)(ρ − 1)
(

1
3
≤ ρ ≤ 5

8

)
,

−2ρ3 + 3ρ2 − ρ
(

5
8
≤ ρ ≤ 1

)
(3.3)

となり，最大値は，


−2ρ3 + 3ρ2 − ρ
(
0 ≤ ρ ≤ 3

8

)
,

9
4
ρ2 − ρ

(
3
8
≤ ρ ≤ 2

3

)
,

1 − ρ
(

2
3
≤ ρ ≤ 1

)
(3.4)

となることが示される．α, β, γ の値は任意に選ぶことができ，Q(α, β, γ) は連続である．
よって，基本図は Fig.8(a)のように最小値 (3.3)と最大値 (3.4)のグラフによって囲まれた
閉領域となる．なお，Fig.8(b) に元の PCA4-2 の基本図と fPCA4-2 の一様解の基本図を
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3.2 基本図
基本図については，2.2節と同様，元の系，すなわち (3.1)を (1.3)に代入した方程式を
用いる．空間サイズ K が 3の倍数で u ∈ (0, 1)の初期値を考えると，周期 3の解に収束す
る．十分時間が経ったとき α, β, γ の繰り返しとなる周期 3の解に収束するとして，基本
図を考える．ρ = 1

3
(α + β + γ)であり，(3.1)を用いると，

Q(α, β, γ) = αβ + βγ + γα − 2αβγ − ρ

となる．Q(α, β, 3ρ − α − β)について，(α, β) : (0, 1) × (0, 1)の領域において極値判定の定
理を用いると，極値 Q(ρ, ρ, ρ) = −2ρ3 + 3ρ2 − ρ が存在することがわかる．この極値は，
0 ≤ ρ ≤ 1

2
のとき極大値，1

2
≤ ρ ≤ 1のとき極小値となる．領域の境界の最小値は，


−ρ (α, β, γのうち 2つが 0をとるとき),

−1
4

(9ρ − 5)(ρ − 1) (α, β, γのうち 1つが 1をとり，残り 2つは等しい値をとるとき)

となり，最大値は，


9
4
ρ2 − ρ (α, β, γのうち 1つが 0をとり，残り 2つは等しい値をとるとき),

1 − ρ (α, β, γのうち 2つが 1をとるとき)

である．これらを用いることにより，Q(α, β, 3ρ − α − β)の最小値は，


−ρ
(
0 ≤ ρ ≤ 1

3

)
,

−1
4

(9ρ − 5)(ρ − 1)
(

1
3
≤ ρ ≤ 5

8

)
,

−2ρ3 + 3ρ2 − ρ
(

5
8
≤ ρ ≤ 1

)
(3.3)

となり，最大値は，


−2ρ3 + 3ρ2 − ρ
(
0 ≤ ρ ≤ 3

8

)
,

9
4
ρ2 − ρ

(
3
8
≤ ρ ≤ 2

3

)
,

1 − ρ
(

2
3
≤ ρ ≤ 1

)
(3.4)

となることが示される．α, β, γ の値は任意に選ぶことができ，Q(α, β, γ) は連続である．
よって，基本図は Fig.8(a)のように最小値 (3.3)と最大値 (3.4)のグラフによって囲まれた
閉領域となる．なお，Fig.8(b) に元の PCA4-2 の基本図と fPCA4-2 の一様解の基本図を

8

重ねて示す．PCA4-2の基本図は 0 ≤ ρ ≤ 1
3
,

2
3
≤ ρ ≤ 1のとき Fig.8(a)の境界として現わ

れている．しかしながら 1
3
< ρ <

2
3
のときの PCA4-2の基本図と，3

8
< ρ <

5
8
のときの

一様解の基本図は Fig.8(a)の内部領域に埋もれている．基本図の領域の境界が {0, 1}の解
と一様解だけで作られていた fPCA4-1と異なる特徴である．なお，Fig.8(c)は数値計算に
より基本図を再現したものである．
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(a) Fundamental diagram of fPCA4-2.
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(b) Fundamental diagram of PCA4-2 and that
of uniform solution to fPCA4-2.
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-0.4
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Q

(c) Fundamental diagram of fPCA4-2 ob-
tained by numerical calculation.

Fig. 8. Fundamental diagram and boundary curves of fPCA4-2.

4. 今後の課題
本論文では，PCA4-1, 4-2に対するファジー化を行い，それらの漸近解について議論し

た．これらファジー系については，u ∈ [0, 1] のすべての初期値について漸近解の導出が
完成していない．このことは，今後の課題である．また，4近傍の PCAについては独立
なルールが他に 2つ存在する．それらのファジー化については，方程式の候補は得られる
が，漸近解の議論が難しく，理論的結果がほとんど得られていない．これについても，今
後の課題としたい．
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