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周期的ソリトン方程式の超離散化

早稲田大学 広田良吾 (Ryogo Hirota), 高橋大輔 (Daisuke Takahashi)

概要
周期的ソリトン方程式を解くと従属変数に対する代数方程式が得られる。この代数方程式
の厳密解を求めそれを超離散化する。この方法を新しく発見された『逆超離散箱玉系』

1

um+1
n+1

− 1

um
n

= −δ(um+1
n − um

n+1)

に適用し次の結果がえられた。
a) 周期箱玉系で玉の数が空箱の数より多くなったとき、箱玉系は玉（電子）と逆方向に進
む少数の空箱（空孔）の運動として理解できる。
b) 玉の数値として分数や負の数も許される。

　ソリトン方程式を周期的境界条件の下で超離散化すると一般に implicitな方程式となる。
しかしKdV方程式,ロトカ・ボルテラ方程式、戸田方程式など KP 方程式系に属する周期
的ソリトン方程式系では従属変数に対する２次代数方程式が得られる。
この代数方程式の厳密解を求めそれを超離散化すると explicit な方程式がえられる。
この方法を新しく発見された『逆超離散箱玉系』に適用しつぎの問題を議論する。

1. 逆超離散箱玉系とは何か？

2. 逆超離散箱玉系を周期的境界条件の下で解き、これを超離散化する。

3. 周期箱玉系で玉の数が空箱の数より多くなったとき玉はどう動くか？

4. 玉の数値として分数や負の数は許されるか？

これらの疑問に答える。

『逆超離散箱玉系』は次式で与えられる。整数 m,n に対して

1

um+1
n+1

− 1

um
n

= −δ(um+1
n − um

n+1)

1



と表される。ここで δ は時間差分間隔である。この式を BBB系 (Back ultradiscretized Box

and Ball system) と呼ぶ。

この式は次の論文
Satoshi Tujimoto and Ryogo Hirota,“ Ultradiscrete KdV Equations”, J. Phys. Soc.Jpn.

67(1998) pp.1809-1810

で議論された Discrete KdV equation

1

um+1
n

− 1

um
n

= −δ(um+1
n−1 − um

n+1)

を座標変換 m + n → n して得られた方程式である。

BBB 系

1

um+1
n+1

− 1

um
n

= −δ(um+1
n − um

n+1)

は従属変数変換 um
n =

fm+1
n fm

n+1

fm
n fm+1

n+1

によって双線形形式

fm+1
n+1 fm−1

n − δfm+1
n fm−1

n+1 − c0f
m
n+1f

m
n = 0

となる。ここで c0は境界条件によって定まる定数である。ソリトン解の場合には c0 = 1−δ

である。
この双線形形式はゲージ変換

fm
n → fm

n g(n), g(n) は n の任意関数

によって不変であることに注意する。
ソリトン解はDiscrete KdV の解を座標変換 m + n → n して得られる。しかしこの座標変
換は空間座標 n に時間変数 m が入り込むので分散関係はいままでとは違ったものになる。
たとえば２－ソリトン解は

f(m, n) = 1 + eξ1 + eξ2 + a12e
ξ1+ξ2 ,

eξj = rjp
n
j qm

j ,

qj =
1− δpj

pj − δ
, for j = 1, 2,

a12 =
(p1 − p2)

2

(p1p2 − 1)2

である。分散関係はこのままでは超離散化が難しいので、pjを qj の関数として求める。

pj =
1 + δqj

qj + δ
, a12 =

(q1 − q2)
2

(q1q2 − 1)2
.
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超離散化した２－ソリトン解、Um
n は次式で与えられる。

Um
n = Fm+1

n + Fm
n+1 − Fm

n − Fm+1
n+1 ,

Fm
n = max(0, Ξ1, Ξ1, A12 + Ξ1 + Ξ2),

Ξj = Pjn−Qjm− cj, for j = 1, 2.

ここで Pj = max(Qj,−1)−max(0, Qj − 1), A12 = |Q1 −Q2| − |Q1 + Q2|. である。

分散関係　 P = max(Q,−1)−max(0, Q− 1)

この２－ソリトン解を Q1 = 2, Q2 = 1 の場合、すなわち長さ２のソリトンと長さ１のソ
リトンの衝突を表す解をプロットすると

{0,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0}

となり、箱玉系を再現している。

次に Q1 := 5/2, Q2 := 1 を選ぶと、数字 1/2を含むソリトンの衝突が観測される。
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{0,0,1/2,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,0,1,1,1/2,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,0,1/2,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1/2,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1/2,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1/2,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1/2,1,1,0}

周期的境界条件の下で BBB 系を解く。式の表示を簡単にするために

um+1
n = xn, um

n+1 +
1

δum
n

= an,
1

δ
= bj

と置くと、BBB系は次のように書き換えられる。

xj = aj − bj+1

xj+1

, for j = 0, 1, 2, · · · .

この式は連分数の形をしている。

周期的境界条件 (xj+N = xj, j = 0, 1, · · ·)より xj に対する２次代数方程式が得られが、代
数方程式の係数は非常に複雑である。
このために連分数の行列式表示を使う。
頁数がないので結果だけを書くと周期的 BBB 系の マッピングは次式

um+1
j = um

j

um
j−1 +

∑N−1
k−1 {

∏k
s=1 δ(um

j−s)
2}um

j−k−1

um
j +

∑N−1
k−1 {

∏k
s=1 δ(um

j+1−s)
2}um

j−k

or um+1
n =

1

δum
n+1

で与えられる。このマッピングは超離散可能である。

以下に周期的 (周期 10)境界条件での箱玉系で玉の数と空箱の数の割合を変化させた計算
結果をしめす。
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玉の数３—空箱の数７

{0,0,0,0,1,0,0,0,1,1}

{1,1,0,0,0,1,0,0,0,0}

{0,0,1,1,0,0,1,0,0,0}

{0,0,0,0,1,1,0,1,0,0}

{0,0,0,0,0,0,1,0,1,1}

{1,1,0,0,0,0,0,1,0,0}

{0,0,1,1,0,0,0,0,1,0}

{0,0,0,0,1,1,0,0,0,1}

{1,0,0,0,0,0,1,1,0,0}

玉の数 4—空箱の数 6

{1,0,0,1,1,1,0,0,0,0}

{0,1,0,0,0,0,1,1,1,0}

{1,0,1,1,0,0,0,0,0,1}

{0,1,0,0,1,1,1,0,0,0}

{0,0,1,0,0,0,0,1,1,1}

{1,1,0,1,1,0,0,0,0,0}

{0,0,1,0,0,1,1,1,0,0}

{1,0,0,1,0,0,0,0,1,1}

{0,1,1,0,1,1,0,0,0,0}

{0,0,0,1,0,0,1,1,1,0}

玉の数 7—空箱の数 3

{1,1,1,0,0,1,1,0,1,1}

{1,0,0,1,1,1,0,1,1,1}

{0,1,1,1,1,0,1,1,1,0}

{1,1,1,1,0,1,1,0,0,1}

{1,1,1,0,1,0,0,1,1,1}

{1,0,0,1,0,1,1,1,1,1}

{0,1,1,0,1,1,1,1,1,0}

{1,1,0,1,1,1,1,0,0,1}

{1,0,1,1,1,0,0,1,1,1}

{0,1,1,0,0,1,1,1,1,1}

玉の数９—空箱の数１

{1,0,1,1,1,1,1,1,1,1}

{0,1,1,1,1,1,1,1,1,1}

{1,1,1,1,1,1,1,1,1,0}

{1,1,1,1,1,1,1,1,0,1}

{1,1,1,1,1,1,1,0,1,1}

{1,1,1,1,1,1,0,1,1,1}

{1,1,1,1,1,0,1,1,1,1}

{1,1,1,1,0,1,1,1,1,1}

{1,1,1,0,1,1,1,1,1,1}
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周期的 (周期 10)境界条件での箱玉系６
初期値で玉の数値が負数 (-1)を含むとき

{0,0,1,1,0,0,0,-1,0,0,1,0,0,0,0}

{0,0,0,0,1,1,0,0,-1,0,0,1,0,0,0}

{0,0,0,0,0,0,1,1,0,-1,0,0,1,0,0}

{0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,-1,0,0,1,0}

{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,-1,0,0,1}

{1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,2,0,0,0}

{0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,1,1,0}

{1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,0,1}

{0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,0}

周期的 (周期 12)境界条件での箱玉系６
初期値で玉の数値が負数 (-2)を含むとき

{0,0,1,1,0,0,-2,0,0,1,0,0}

{0,0,0,0,1,1,0,-2,0,0,1,0}

{0,0,0,0,0,0,1,1,-2,0,0,1}

{1,0,0,0,0,0,0,0,2,-2,0,0}

{0,1,0,0,0,0,0,0,-1,3,-2,0}

{0,0,1,0,0,0,0,0,0,-2,3,-1}

{0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,-2,2}

{1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,-2}

{-2,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0}

まとめ

1. 逆超離散箱玉系とは何か？
次の方程式である。

1

um+1
n+1

− 1

um
n

= −δ(um+1
n − um

n+1)

2. 周期箱玉系で玉の数が空箱の数より多くなったとき玉はどう動くか？

箱玉系の玉と空箱との関係は電子と空孔の関係である。玉の数が空き箱より多いと
きは電子（玉）と逆方向に動く空孔（空き箱）の運動で記述される。

3. 玉の数値として分数や負の数は許されるか？

Yes,!
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